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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introdugao & teoria dos ntimeros trans-
cendentes. O objetivo é abordar o tema de modo que seja compreen-
sivel para alunos que estao cursando uma graduagao em matemaética.
Assim, inicialmente, sdo discutidos os conceitos de niimero algébrico,
numero transcendente, enumerabilidade e aproximagoes diofantinas.
Isto forma a base necessaria para a assimilagdo dos primeiros nime-
ros transcendentes descobertos, os ntmeros de Liouville.

Palavras-chaves: Aproximagoes Diofantinas. Enumerabilidade. Nu-
meros Algébricos. Numeros de Liouville. Numeros Transcendentes.






ABSTRACT

This monography presents an introduction to the transcendental
number theory. The purpose is to approach the theme in such a
way that it would be comprehesive for undergraduate students in
mathematics. Therefore, initially, discuss the concepts of algebraic
numbers, transcendental numbers, enumerability and diofantine
approximations. These concepts compose the basis necessary to
comprehend the first transcendental numbers discovered, namely
the Liouville’s numbers.

Keywords: Diophantine Approximations. Enumerability. Algebraic
Numbers. Liouville’s Numbers. Transcendental Numbers.
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LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos niimeros naturais.

Conjunto dos nameros naturais menores ou iguais
an.

Conjunto dos ntimeros primos.
Conjunto dos ntimeros inteiros.
Conjunto dos niimeros racionais.
Conjunto dos ntmeros reais.

Intervalo aberto de a até b, isto é, para a,b € R
tem-se que (a,b) ={r € R:a <z <b}.

Intervalo fechado de a até b, isto é, para a,b € R
tem-se que [a,b] = {r € R:a <z <b}.

Conjunto dos niimeros complexos.
Conjunto dos niimeros algébricos.
Conjunto dos niimeros transcendentes.
Conjunto dos ntimeros de Liouville.

Conjunto dos polinémios de variavel e com coe-
ficientes inteiros.

Conjunto formado pelos elementos nao negativos
de A.

Conjunto formado pelos elementos nao nulos de

A.
Conjunto A munido com as operagoes + e X.

Conjunto formado pelo produto cartesiano entre
X eY,ouseja, X xY ={(z,y):z € X,y Y}



Im(f)

Imagem da fungdo f : A — B. Define-se como
Im(f)={yeB:3x e A, f(z) =y}

Composigao da fungdo f: A — B com a fungéo
g: B — C, ou seja, é o conjunto

{(z,2) e AxC:3yeB,(z,y) € fA(y,2) € g}.

Derivada primeira da funcao f em relagao a .
Determinante da matriz A.

Valor absoluto de a. Se a > 0 tem-se que |a| = a.
Caso a < 0, |a| = —a.

Somatoério. Soma dos a;, onde 7 varia entre os nu-

meros naturais, a partir de 1 até n, ou seja, tem-se

n
queZai:(a1+a2+...+an).
i—1

Produtorio. Produto dos a;, onde i varia entre os
nimeros naturais, a partir de 1 até n, ou seja,

n
tem-se que Hai =(a;-ag-... ap) .
i=1
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1 INTRODUCAO

Esta monografia é um estudo sobre niimeros transcendentes.
A partir de um ponto de vista, algo une os ntmeros transcenden-
tes com nimeros racionais, naturais, reais e complexos. Este elo é
a constatagdo de que todos sdo conjuntos numéricos. Mas, por que
um conjunto recebe a denominagdo tao especial de transcendente?
Ora, esta nomeacao é comumente atribuida a Leonhard Euler, um
prolifico matemaético que viveu no século XVIII. Acredita-se que tal
nomenclatura venha da ideia de que tais ntmeros nao podem ser
zerados através de operagoes algébricas envolvendo nimeros intei-
ros. Entretanto, Euler nao conseguiu dar um exemplo e nem sequer
mostrou que existem nimeros transcendentes. Em 1851 é que foram
dados os primeiros exemplos decimais, por Joseph Liouville. Estes
primeiros nimeros provados transcendentes foram chamados de ni-
meros de Liouville.

No Capitulo 2 sdo apresentadas as defini¢bes de ntmeros
algébricos e transcendentes. Na sequéncia, é exposto o conceito de
enumerabilidade, desenvolvido por Georg Cantor para “contar’ os
elementos de um conjunto. Um dos resultados mais importantes dele
foi a demonstracao de que nao é possivel “contar” os elementos do
conjunto dos numeros reais. Entretanto, mais surpreendente que isto
¢é o fato do conjunto dos nimeros transcendentes também nao ser
“contével”, e este é um dos principais resultados do Capitulo 2. Além
disso, como os numeros algébricos formam um corpo, é possivel o
estudo de algumas propriedades envolvendo ntimeros transcendentes,
mesmo sem provar que determinado nimero é transcendente. Tais
propriedades servem de fechamento deste capitulo. O Capitulo 2 foi
escrito, em grande parte, com base em [6], [3] e [7].

O Capitulo 3 trata de aproximagoes diofantinas. Mais es-
pecificamente, apresenta modos de aproximar nimeros irracionais
por meio de ntmeros racionais. A justificativa da existéncia deste
capitulo no trabalho é a possivel dificuldade em entender a definigdo
de nimero de Liouville, bem como as demonstragoes envolvidas. In-
clusive, historicamente sabe-se que os préprios nimeros de Liouville
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surgiram apOs analisar o que seria um nidmero “bem aproximado”
por racionais. Para a construgdo do Capitulo 3, foram utilizadas,
principalmente, as referéncias [9] e [8].

No Capitulo 4, |7] foi utilizado como principal referéncia. Es-
te capitulo é o apice do trabalho, uma vez que o leitor tem contato
com a primeira prova de que alguns niimeros sao transcendentes, no
caso fala-se sobre os ntmeros de Liouville. Novamente, no fechamen-
to sao apresentadas propriedades envolvendo tais ntimeros.

Por fim, para melhor aproveitamento da obra, recomenda-se
que o leitor tenha dominio em fundamentos de aritmética, estruturas
algébricas, teoria dos conjuntos, algebra linear e analise real.



2 NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES

No inicio deste capitulo serao apresentados os nimeros al-
gébricos e transcendentes. Na sequéncia, a intencao é apresentar
algumas propriedades envolvendo os nimeros transcendentes, assim
como familiarizar o leitor com a &lgebra destes ntimeros, uma vez
que os numeros de Liouville surgiram da necessidade de mostrar
como é a “forma” de um ntimero transcendente.

2.1 UMA BREVE HISTORIA DOS NUMEROS TRANSCENDEN-
TES

Em 1768 Johann Heinrich Lambert havia conjecturado que
0s numeros reais e e w eram transcendentes, entretanto a transcen-
déncia destes ntimeros s6 foi demonstrada, respectivamente, em 1873
(Charles Hermite) e 1882 (Ferdinand Von Lindemann). Somente em
1844, Joseph Liouville provou a existéncia de ntimeros transcenden-
tes, bem como em 1851 apresentou os primeiros exemplos numeéricos.

2.2 DEFINICOES PRELIMINARES

Definicao 2.1. Chamamos de ndmero algébrico qualquer z € C tal
que z é solucao de uma equagao polinomial com coeficientes inteiros,
ou seja, x 6 raiz de um polindémio P(z), ndo nulo, da forma

P(z) = apz™ + 12" L+ .. 4+ a1z + ao,

com Qp,Qp_1...,01,09 € Z.

Usamos QQ para denotar o conjunto dos nimeros algébricos.

Observagao 1. Existe uma maneira diferente de enunciar esta defini-
¢do. Para isto, considera~se L|K uma extensao de corpos (veja com
mais detalhes no Capitulo 4 de [7]). De modo mais geral, pode-se
definir que um « € L é um nimero algébrico sobre K, quando para
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algum P € K[z] tem-se que P(a) = 0. Entretanto, para este traba-
lho, ir4 ser utilizada somente a primeira defini¢do, uma vez que é o
suficiente para a apresentagdo do contetdo.

Definigao 2.2. Um ntimero é denominado transcendente quando ele
pertencer a C, mas néo for algébrico. O conjunto cujos elementos
sao todos os niimeros transcendentes serd denotado por V.

Observagio 2. Segundo esta definicao, perceba que C = ¥ U Q, ou
seja, C = WUQ é uma cisdao de C. Ademais, nimeros transcendentes
nao sao raizes de polinémios em Z[z].

2.2.1 Alguns exemplos

Exemplo 2.2.1. Dado «a € Z, considere a seguinte equagao polino-
mial:
z—a=0.

Assim, temos que « é raiz do polinémio P(x) = x — «. Portanto,
segue que todo niimero inteiro é também algébrico.

Exemplo 2.2.2. Agora considere 5 € QQ, entao 3 pode ser reescrito
como Zi comp,q € Z e q # 0. Assim, perceba que (3 é raiz do seguinte
polinémio com coeficientes inteiros:

P(z) = qz —p.

Portanto, todo ntimero racional é algébrico. Deste modo, todo nii-
mero transcendente deve ser irracional.

Observagiao 3. De agora em diante, serd assumido, sem perda de
generalidade, que % € Q, com p,q € Z, tera sempre q > 0.

Exemplo 2.2.3. Seja ¢ € C, com ¢ da forma {/a, para a € Z e
n € N. Observe que /a é solugao da seguinte equagao:

" —a=0.

Logo, nem todo irracional é transcendente.
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Exemplo 2.2.4. O ntmero de ouro ¢ = #

<1+\/5>2_<1+\/5> _1:1+2\/5+5_<2+2\/5>_

é algébrico, pois

4
2 2 4 4 4

O o

2

Portanto, ¢ é raiz do polinémio P(x) = 22 — z — 1.

Exemplo 2.2.5. Em [11] sao expostos alguns exemplos de ntimeros
transcendentes, como: e, 7, e, 2V2, In2, sen(1).

Destaca-se aqui a facilidade de encontrar nimeros algébri-
cos. Por meio de poucos exemplos foi possivel dizer que os nimeros
racionais e que o conjunto das raizes quadradas de naturais sdo for-
mados somente por niimeros algébricos. Entretanto, é relativamente
mais complexo estabelecer um conjunto com infinitos elementos e
todos transcendentes. Isto leva a proxima se¢ao, onde sera discuti-
do como contar elementos de um conjunto, ou seja, quer-se saber a
quantidade de niimeros transcendentes.

2.3 EXISTENCIA DOS NUMEROS TRANSCENDENTES

Inicialmente faz-se necessario apresentar como, matematica-
mente, se da o processo da contagem de elementos em um conjunto.

2.3.1 Enumerabilidade de conjuntos

Definicao 2.3. Dado n € N, considere o conjunto
N,={zeN:0<z<n}.

Temos que um conjunto F é finito quando é vazio ou caso exista
uma funcao bijetora ¢ tal que ¢ : N, — F'| para algum n € N.
Caso essa bije¢do nao exista, dizemos que o conjunto é infinito ou
que, simplesmente, o conjunto nao é finito.
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Assim, a grosso modo, quando se contam os elementos de
um conjunto, na verdade se esta construindo uma bijecao entre parte
dos nimeros naturais e o conjunto em questao. A seguir, segue um
exemplo de como isto é feito.

Exemplo 2.3.1. O conjunto A = {0,2,4,6} ¢ finito, pois temos

f:N3g— A
T+ 2x.

Com efeito, f é injetora, uma vez que para quaisquer a,b € A, obte-
mos que f(a) = f(b) = 2a = 2b e, pela lei do cancelamento em
N, a = b. Além disso, f é sobrejetora, pois dado y € A, temos que
4 € N3 (porque todo elemento de A é par menor ou igual que 6) e
f(%) =2-% =y. Portanto, f ¢ bijetora e, consequentemente, A &
um conjunto finito.

Neste caso, o conjunto A possui 4 elementos. De modo simi-
lar, quando existir a bijecado f : N,, — A, para qualquer A, segue
que A terd n + 1 elementos.

Os proximos objetos matematicos apresentados serdo rele-
vantes principalmente para categorizar os conjuntos infinitos.

Informalmente, pode-se dizer que “existem conjuntos infini-
tos que sdo maiores que outros”. Georg Cantor, em 1891, foi quem
conduziu esta ideia, apds mostrar que é impossivel estabelecer uma
injecao do conjunto dos ntimeros reais para o conjunto dos niimeros
naturais. Logo, é possivel pensar que um conjunto deve ser maior
que o outro. Este estudo parte do conceito de enumerabilidade de
um conjunto.

Definigao 2.4. Um conjunto F é denominado enumerdvel se, e

somente se, existe uma funcao injetora ¢ : £ — N.

Caso o enunciado acima nao seja verdadeiro para determi-
nado conjunto, simplesmente dizemos que este conjunto é ndo enu-
merdvel.

Teorema 2.1. Todo conjunto finito € enumerdvel.
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Demonstracao. Considere B um conjunto finito. Entdo existe uma
fungao bijetora ¢ : N,, — B, para algum n € N. Uma vez que
a funcdo ¢é bijetora, existe uma funcdo inversa ¢! : B — N,
também bijetora. Seguindo, tome a seguinte funcao:

g: N, —N

T+ T.

Sabemos que esta funcao é injetora, pois dados a,b € N,,, segue
que f(a) = f(b) = a = b. Como a composigdo de fungodes
injetoras ¢ uma funcdo injetora, temos que a funcdo (g o p~!) é
injetora. Portanto, B é enumerével. |

A seguir, quer-se apresentar o primeiro exemplo de conjunto
infinito e enumeravel. Assim, foi escolhido inicialmente o conjunto
dos nimeros primos para tal exemplo, tanto pela facilidade em cons-
truir uma fungédo injetora com os numeros naturais, quanto pela
beleza da demonstracao de sua infinitude.

Teorema 2.2. Existem infinitos nimeros primos.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, n € N e o conjunto de todos
os primos P, = {po,p1,p2 ..., Pn}. Assim, tome o niimero

n
Ty =[[pi+1.
i=0

Note que, para dado p; € P, segue que p; divide [];", p;. Entao,
pelo algoritmo da divisao, existe ¢ € Z tal que

[1»:i = ap;-
1=0

Logo, segue que

Tpy1=qpj + 1.
Isso indica que 1,41 e p;, para todo 7 = 0,1,...,n, sdo primos
entre si. Mas perceba que se T}, ¢ um nimero composto, temos
que existe um primo que divide ele, pois T,41 > 1. Isso implica que
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Tpr1 ¢ Py e que Tpyq ¢é primo. O absurdo provém de supor que
o conjunto dos nimeros primos é finito. Portanto, existem infinitos
ndimeros primos. |

Exemplo 2.3.2. O conjunto dos ntimeros primos é enumeravel.

Considere P = {x € N : z é primo}. Tome a funcao

¢p:P—N

T +— .

Como ¢ ¢é injetora, segue que P é um conjunto infinito, mas enume-
ravel.

Exemplo 2.3.3. O conjunto dos ntimeros pares é enumeravel.

Considere P = {x € Z : 2|z} o conjunto dos nimeros pares. Observe
a fungao

p: P—N

x se x > 0;
X —
—xr+1 sex<O.

Perceba que esta funcao estd bem definida, pois P é a uniao dos
pares maiores ou iguais & zero com os pares menores que zero. Além
disto, todo par positivo estd em N, bem como quando x < 0 segue
que —x + 1 € N. Na sequéncia, perceba que a primeira parte da
regra j& discutimos em exemplos anteriores, é simples de verificar a
injetividade. Para a segunda parte tome ¢(a) = ¢(b), com a,b € P
e negativos. Assim, —a+1 = —b+1 = a = b. Portanto a
segunda parte é injetora também. Além disso, a primeira parte da
funcdo leva nimeros pares & nimeros pares, enquanto a segunda
parte leva nimeros pares & niimeros impares. Logo, a imagem gerada
pela primeira parte da fungéo é disjunta da imagem gerada pela
segunda parte. Portanto, ¢ é injetora e P enumeravel.

Entretanto, isto nao é o suficiente para contar-se o nime-
ro de elementos do conjunto dos nimeros transcendentes. Para tal,
terao que ser utilizados resultados mais “fortes”, conforme os enun-
ciados a seguir.
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Teorema 2.3. Qualquer subconjunto de um conjunto enumerdvel é
enumerduvel.

Demonstracdo. Sejam X e Y conjuntos tais que Y C X e X enu-
merével. Entao existe uma funcdao ¢ : X — N injetora. Agora,
tome ¢|Y : Y — N. Como ¢|Y é uma restricao de ¢, segue que
©|Y ¢é injetora também. Portanto, todo subconjunto de um conjunto
enumeravel é enumeravel. ]

Teorema 2.4. A unido de dois conjuntos enumerdveis € um con-
Junto enumerdvel.

Demonstracao. Considere os conjuntos enumeréveis X e Y. Assim,
existem funcgoes injetoras 1 : X — N e ¢ : Y — N. Podemos
restringir o contradominio de modo a termos somente a imagem
da fungdo como contradominio, tornando as fungoes bijetoras sem
alterar a lei de formacgao. Assim, tome

Im(p1) ={aeN:3zx € X, p1(x) =a};
Im(p2) ={beN:3y €Y, pa(y) = b}.

Logo, obtemos as bijegoes

¢1: X — Im(p1);
w21 Y — Im(ps).

Assim, podemos definir as seguintes fungoes:

&1 Im(p1) — N Dy Im(p2) — N
T — 2T 2z + 1.

Veja que P41 e Po sdo fungodes injetoras, pois dados a1, as € Im(p1),
temos que P1(a1) = P1(az) = 2a7 = 2a3 = a; = ag. Por
outro lado, para quaisquer by, bs € I'm(p2) dados, note que obtemos
Dy(by) = Pa(by) = 2b1+1=2bs+1 = by = by. Note também
que na imagem de ¢1 temos s6 naturais pares, enquanto na imagem
de @5 s6 constam impares. Agora, como X UY = X U (Y — X),
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podemos definir a seguinte fungao por partes:
p: XUY —N

xH{(qle@l)(I)’ se x € X
(P30 92)(x), sexe (Y —X).

Como a composicao de fungoes injetoras é uma funcao injetora e as
imagens de @1 e @5 sdo disjuntas, segue que ¢ é injetora. Por fim,
conclui-se que X UY é enumeravel. |

Teorema 2.5. A unido enumerdvel de conjuntos enumerdveis € um
conjunto enumerdvel.

Demonstragio. Considere E um conjunto enumeravel cujos elemen-
tos sdo conjuntos enumeraveis. Como E é enumerével, temos que
existe g tal que ¢g : E — N ¢ injetora. Portanto, restringindo o
contradominio, obtemos ¢; : E — Im(pg) bijetora. Assim, pode-
mos definir a seguinte funcao:

w2 : Im(p1) — N

x s 20t

Esta fungao é injetora, pois para a,b € N dados, obtemos que vale
20+l = 2041 «—— 4 = b. Fazendo a composicio, conseguimos
(p2 © ¢1) injetora. Agora, para cada A, € E temos uma fungao
An @ A, — N injetora. Assim, tome

oo

03 U Im(\,) — N

n=0

z = (p2001)(Ay) - 371

dado z € A\, (A,,). Perceba que @3 ¢ injetora, pois dados a, b, y, z € N
temos que 223¥Th = 203*+1 «— y = 2 e a = b, pois 2 e 3 sdo
primos entre si. Seguindo, considere a fungao injetora (@30, ). Note
que dados Ap, A, € E, temos

Im(23 0 Ap) N Im(p3 0 Ag) = 0,
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pois cada conjunto A, é associado & um tnico 27! € N e cada
elemento de A, é associado & um 2%171 . 322+ ¢ N, Assim, seja U
o conjunto formado pela unido de todos os elementos de E e defina
w4 : U — N, por partes, com a seguinte lei de formagao:

€A, = pa(z) = (p30 ) (7).

Mas, perceba que ¢4 pode nao ser funcao caso existam A,, A, € E
tais que A,NA, # 0, uma vez que existiria também x tal que @4(x) é
igual a dois ou mais ntimeros naturais. Todavia, isto nao é problema,
pois basta selecionarmos somente um tnico valor para ¢4(x). Assim,
teriamos uma fungdo @5 : U — N injetora. Portanto, a unido enu-
merével de conjuntos enumeraveis é um conjunto enumeravel. W

Teorema 2.6. O conjunto dos niumeros reais € nao enumerdvel.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que R é enumeravel. Assim,
existe f : R — N injetora. Como Im(f) C N, segue que podemos
criar uma lista dos niimeros reais conforme sua associagdo com 0s
naturais. Note também que I'm(f) # 0, pois R é um conjunto infinito
(todos os numeros primos estdo em R). Assim, pelo principio da
boa ordenagao e sem perda de generalidade, tome iy como menor
elemento de Im(f) e ro € R o elemento associado a iy. Perceba
que Im(f) — {ip} também possui um menor elemento, que iremos
chamar de iq, associado & r; € R. Assim, sucessivamente, sempre
retirando o menor elemento, podemos listar todos os niimeros reais
conforme do seguinte modo:

19 1o
11 <11
19 < T9
ig(—’/’g

g < T4

Continuando, seja a € R. Na forma decimal temos que

a = ap,a1a2as ...
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onde ag € Z é a parte inteira de a e a,, para n € N* os seus digitos.
Agora, considere ag diferente da parte inteira de rg, a; diferente do
primeiro digito apos a virgula de r1, as diferente do segundo digito
apo6s a virgula de 79, a, diferente do n-ésimo digito apés a virgula
de r,,. Logo a é diferente de qualquer r,, listado. Mas todos os reais
estdo listados e a € R néo esta. O absurdo é obtido ap6s assumirmos
que R é enumeravel. Portanto, R é nao enumeravel. |

2.3.2 Enumerabilidade para os conjuntos dos niimeros algébricos e
transcendentes

Uma opgao para provar que um conjunto é nao vazio seria
mostrar um exemplo numérico. Entretanto, matematicamente, exis-
tem ferramentas que permitem mostrar que um conjunto é nao vazio
mesmo sem saber exemplificar um nimero pertencente a este con-
junto. Para este segundo trabalho, seguiu-se esta segunda opcao, e
a ferramenta escolhida foi a enumerabilidade.

Teorema 2.7. O conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstracio. Dado um polinémio com coeficientes inteiros
P(z) =apnz™ + ...+ a1z + ao,
sua altura é definida como
|P| = |an| + ...+ |ai| + |ao] + .

Sabemos pelo Teorema Fundamental da Algebra que P(x) = 0 pos-
sui precisamente n raizes complexas. Por combinatoéria sabemos que
o nimero de polinémios com coeficientes inteiros de uma altura da-
da é finito. Assim, o conjunto das raizes dos polinémios com uma
determinada altura também é finito. Portanto, o conjunto de todas
as rafzes de todos os polinémios de todas as alturas é um conjunto
enumeravel, pois é a uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos
finitos (Teorema 2.5). |

Teorema 2.8. O conjunto dos niumeros transcendentes ¥ € nao
enumerdvel.



2.4. Algumas Propriedades dos Numeros Algébricos e Transcendentes 31

Demonstracao. Como Q é enumerével, temos que QMR é enumerével.
Segue que (PNR)U(QNR) = R, pela lei do terceiro excluido. Como
a uniao de dois conjuntos enumeraveis é um conjunto enumeréavel e
R nao é enumerével, temos que ¥ N R ¢ infinito e ndo enumeravel.
Portanto, existem ntimeros transcendentes. |

O Teorema 2.8 é surpreendente. Quer dizer que mesmo ex-
cluindo todos os ntmeros racionais e todas as raizes (com qualquer
indice natural maior que 0) de primos, por exemplo, ainda tem-se
“uma quantidade maior de nimeros” no conjunto, se comparado com
o que foi retirado.

2.4 ALGUMAS PROPRIEDADES DOS NUMEROS ALGEBRI-
COS E TRANSCENDENTES

Nesta secao sera apresentado que o conjunto dos ntimeros al-
gébricos forma um corpo. Este fato permite determinar vérias propri-
edades sobre niimeros algébricos e transcendentes. Entretanto, para
tal demonstragao serao enunciados vérios outros resultados auxilia-
res. Alguns destes podem parecer desconexos do objetivo, entretanto
sao importantes. Além disso, recomenda-se a leitura do Capitulo 4
de [3], visto que serviu de grande inspiragao nesta parte do trabalho.

2.4.1 Resultados auxiliares

Teorema 2.9. (C,+,) € um corpo.

Demonstracao. Para mostrar esse resultado, necessitamos provar as
propriedades de um corpo. Para isto, sejam a + bi, c+ di,e 4+ fi € C
e as seguintes operacoes:
+:(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i;
- (a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Vamos demonstrar as propriedades:



32

Capitulo 2. Numeros Algébricos e Transcendentes

1. (Fechamento da adigdo):

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

Como a, b, c,d € R, temos que a + ¢,b + d € R. Portanto, C é
fechado para a operagao +.

. (Associatividade da adigao):

[(a+bi)+ (c+ di)] + (e+ fi) =
=[(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi)
(a+c)+el +[(b+d)+ fli

=

=lat(cte)l+b+(d+ Nl
= (a+bi) +[(c+e)+ (d+ f)i]
= (a+bi) + [(c+ di) + (e + fi)].

. (Comutatividade da adi¢ao):

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
= (c+a)+ (d+b)i
= (c+ di) + (a+ bi).

. (Identidade da adi¢ao):

Tome 0+ 0: € C. Perceba que
(0407)+ (a+bi) = (a+bi)+(0+0i) = (a+0)+(b+0)i = a+bi.

Portanto, 0 + 0i é a identidade para a operacao +.

. (Elemento inverso da adigao):

Tome —a + (—b)i € C. Note que

(—a+ (=b)i) + (a + bi) = (a + bi) + (—a + (—b)i)
=(a+ (—a))+ b+ (=b))
=(a—a)+ (b—10b)i
= 0+ 0s.

Portanto, Ya + bi € C temos que —a + (—b)i é seu inverso
aditivo.
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10.

. (Fechamento da multiplicagao):

(a+bi)- (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Como a,b,c,d € R, temos que ac — bd, ad + bc € R. Portanto,
para operagao -, C é fechado.

(Associatividade da multiplicagao):

[(a+bi)-(c+di)]-(e+ fi)=

= [(ac — bd) + (ad + be)i] - (e + fi)

[(ac — bd)e — (ad + be) f] + [(ac — bd) f + (ad + be)e]i
(ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i
[a(ce — df) — b(de + cf)] + [a(de + cf) + b(ce — df)]i
(a+bi) - [(ce — df) + (de + cf)i]

(a+bi) - [(c+di) - (e+ fi)].

. (Comutatividade da multiplicagao):

(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
= (ca — db) + (cb + da)i
= (c+di) - (a+ bi).

. (Identidade da multiplicagao):

Considere agora 1+ 0i € C. Veja que
(a+bi) - (1+0i)=(1+0:) - (a+ bi)
= (la — 0b) + (16 + 0a)i
=a—+ b

(Elemento Inverso da multiplica¢ao):
Tome a + bi € C*. Note que a? +b> #£0 e e T (—ﬁ)i
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é um ntmero complexo. Seguindo,
a b . .
[a2 T <_a2 +b2> Z] (atbi) =
. a b .

( a? n b? ) n < ab L ba ) .
— — 7
a2 +b2 a2+ b2 a2 4+b2 a2+ b2

=1+ 04.

Portanto, para todo a+bi € C*, temos que 57 + (—ﬁ) 1
é seu inverso multiplicativo.
11. (Distributividade pela esquerda e direita):
Como a multiplicagdo é comutativa, basta fazer apenas para
um lado:
(a+bi)-[(c+di)+ (e + fi)] =
=(a+bi) [(c+e)+ (d+ f)i]
[a(c+e) = b(d + f)] + [a(d + f) + b(c+e)]i
(ac+ ae —bd —bf) + (ad + af + bec + be)i
[(ac — bd) + (ae — bf)] + [(ad + bc) + (af + be)]i
[
(

(ac — bd) + (ad + be)i] + [(ae — bf) + (af + be)i]
a+bi) - (c+di) + (a + bi) - (e + fi).

Portanto, (C,+,+) é corpo. |

Isto nao é o suficiente para demonstrar que o conjunto dos
nimeros algébricos, munido com as operagoes usuais, ¢ um corpo.
E fato que, se excluirmos as propriedades 1 e 6, as demais valem.
Entretanto, o que garante, por exemplo, que a soma de dois niimeros
algébricos também é um ntmero algébrico? Nao s6 isso, mas como
saber se o inverso de um ntmero algébrico também é um ndamero
algébrico? Deseja-se, entdo, ter um nimero algébrico apos submeter
quaisquer dois nimeros algébricos a operagoes entre si. Diz-se neste
caso que precisa-se provar o fechamento do conjunto dos algébricos
para as operacoes usuais. Para isto, antes de iniciar a demonstragao
do fato, considere os dois préximos lemas.



2.4. Algumas Propriedades dos Numeros Algébricos e Transcendentes 35

Lema 2.10. Se «a ¢é raiz de um polindmio com coeficientes inteiros
de grau n, entdo o € combinacdo linear com coeficientes racionais

n—1
5

de a2, ..., «a,1, para todo j natural tal que j > n.

Demonstracao. Seja o raiz de um polinémio com coeficientes inteiros
de grau n. Entdo « satisfaz uma equagao polinomial da forma

™+ ap_ 12"V + . arz+ag =0,

com Qp,Gp—1,--.,01,a9 € Z. Dividindo ambos lados da equagao
pelo coeficiente do termo lider, obtemos

z" —|—qn,1x"_1 + ...+ qx+q =0,

onde ¢n_1,...,q1,q0 € Q. Assim, substituindo = por «, segue que

a" = —gp_1a" — L — qa+ q.

Desse modo, estamos escrevendo a' como combinagao linear com

coeficientes racionais de ™1, ..., «, 1. Todavia, utilizando inducao,

n+k

suponha que « é combinacao linear com coeficientes racionais de

a™ 1t ... a1, ou seja,

n+k

Q" = g0 L+ qa+ qo,

com ¢n_1,---,q1,q90 € Q e k € N. Entao, segue que

an+k+1 +k

= aa”
= a(gp-10" '+ ...+ qra+qo)
= gp_10" + ...+ @’ + goa

n—1

= qn-1(—ap_10 — . —aatag) ...+ qa® 4 go.

Como a multiplicagdo e soma de racionais também resulta em na-
meros racionais, chegamos que a”T**+1 pode ser escrito como combi-
nacao linear com coeficientes racionais de a™~!,... o, 1. Entdo o’ é
combinacao linear com coeficientes racionais de a”~!,..., a, 1, para

j € N tal que 7 > n. |
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Definigao 2.5. Dizemos que X é uma forma linear com coeficientes
racionais se pode expresso da forma

X=qz1+ ...+ @y,

com qi,...,q, € Q. Chamamos também x1,...,x, de indetermina-
das.

Definigao 2.6. Dizemos que um conjunto de formas lineares com
coeficientes racionais S = {X7, Xo,..., X, } é linearmente depen-
dente sobre os racionais quando existem ri,75...,7, € Q, com ao
menos um 7; # 0, tais que

7"1X1+T'2X2+...+7”an = 0.

Lema 2.11. Sejam n+1 formas lineares com coeficientes racionais
e com indeterminadas T1,...T,. O conjunto formado pelas n + 1
formas lineares € linearmente dependente sobre os racionais.

Demonstragdo. Inicialmente, tome as seguintes n+1 formas lineares
com n indeterminadas:

X1 =quri + ...+ qpTn
Xo=¢qax1+ ...+ @y

Xn+1 = (gdn+1,171 +...+ dn+1,nTn-
Temos que mostrar que existem r1,...,7,4+1 € Q de modo que
7’1X1 + ’I’QXQ + ...+ ’I’an + Tn+1Xn+1 = 0,

com ao menos um r; diferente de zero. Assim, substituindo cada X;
por sua expressao dada no inicio da demonstracao, queremos

ri(guzr+ ...+ qin®n) + oo+ g (G2 + -

.t Qn—l—l,nmn) =

=(qgur +qare+ ...+ t11Tn41)T1 + - ..

oot (q1n7'1 + qenre + ...+ qn+17nrn+1)mn =
=0.
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Logo, podemos montar o seguinte sistema de equacgoes lineares:

quri+gare+ ...+ ¢ny1,1741 =0

q1nT1 + @2nT2 + ...+ @ni1,nTnt+1 = 0.

Caso a matriz dos coeficientes do sistema linear contenha uma matriz
N de ordem n cujo determinante é diferente de zero, tome, sem
perda de generalidade, r,+; = 1 (ou um namero racional qualquer
diferente de zero ao invés de um), com 7,41 sendo a variavel que nao
possui seus respectivos coeficientes presentes na matriz N. Obtemos
entao

qi11iT1 + @1r2 + ... F GuiTh = —Gnt1.1

QinT1 T @2nT2 + ... T @unTn = —qn+4+1,n-
Continuando, nosso sistema poderia ser escrito como Nr = b, ou
seja,
g1 --- 4n1 r

=

—Qqn+1,1

din .- Q4nn 'n —Adn+1,n

Como N é inversivel, por ter determinante diferente de zero, temos
solugao tnica do sistema. Além disso, teremos somente ntimeros raci-
onais como solucdo, uma vez que os nimeros racionais sdo fechados
para as operagoes utilizadas nos elementos das matrizes, quando as
invertemos e multiplicamos. Caso a matriz dos coeficientes nao con-
tenha uma matriz de ordem n com determinante diferente de zero,
tome a maior matriz M de ordem m tal que m < n e det(M) # 0.
Sem perda de generalidade, suponha

q11 <. Admi1
M= )
dim --- Ggmm

bem como ry41 =1 € rpqpo = rpys3 = ... = rpp1 = 0. Encontra-
mos a solucao deste sistema de modo similar ao que fizemos anteri-
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ormente. Entretanto, temos que garantir que esta solugao também
satisfaga as equagoes

d1,m+17T1 + ... dmm+1Tm = —qgm+1,m+1

qinT1 + . -+ GmnTm = —Adm+1,n-

De fato, suponha, por contradigdo, que existe uma equagao da forma
q1,571 + ...+ Gm,jTm = —Q@m+1,; que nao é satisfeita para algum j,
com j € N tal que m + 1 < j < n. Assim, utilizando propriedades
de determinantes obtemos

G111 -+ Gm1 Gm+11 @11 -+ qm1 O

= : #0,
qim .-+ dmm Gm+1im dim .-+ dmm 0
Qi -+ Gmj  Gm+1j Qi - Gmj A

com A = qi;71 4 ...+ @mjTn + @m+1,; 7 0. Isto contradiz a hipotese
de que M ¢é a maior matriz quadrada com determinante diferente
de zero presente na matriz dos coeficientes. Logo, as solucoes do
sistema satisfazem todas as equacoes remanescentes. Portanto, pelo
primeiro e segundo casos, n—+1 formas lineares com n indeterminadas
sao linearmente dependentes sobre os racionais. |

2.4.2 O corpo dos niimeros algébricos e suas consequéncias

Nesta parte, volta-se a falar sobre niimeros algébricos e trans-
cendentes. E importante destacar também que a proxima demonstra-
¢ao utiliza o conceito de subcorpo. Para melhor compreensao sobre
corpos e subcorpos, recomenda-se a leitura das duas primeiras segoes
do Capitulo 3 de [4].

Teorema 2.12. (Q,+,-) é um subcorpo dos complezos.

Demonstragdo. Para mostrarmos isso devemos provar os seguintes
itens para quaisquer «, 8 € Q:

1. a+p€Q;
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2. af €Q;
3. —acQ;

4. a1 €Q, onde a # 0.

Inicialmente, tomemos a, 3 € Q. Suponha que « satisfaca (I) e que
B satisfaga (II), conforme a seguir:

"™ + ap_12" P+ . Faxz+ay =0, (1)
b @™ + by 1™ b+ by =0, (IT)
COM Gy, Ay 15+, 015 00,0y b1 ...,b1,b0 € Z.

No caso do item 1, tome os seguintes mn + 1 niimeros:
La+p,(a+B)>% ..., (a+p)m™".

Veja que, pelo Teorema do binémio de Newton, conseguimos rees-
crever todos estes nimeros como combinacao linear com coeficientes
racionais de o/ 8%, com 0 < j < mn e 0 < k < mn. Porém, vamos
considerar 0 < j < m—1e0 < k < m — 1, uma vez que, apos
utilizar o Lema 2.10, basta trocar o/ 3% pela combinacdo linear com
coeficientes racionais adequada quando j > n ou k > m. Assim, por
combinatoria, temos nm configuracoes diferentes para o? 3% e mn+1
numeros. Logo, pelo Lema 2.11, existem rg, 71, ...7Tnm € Q tais que

ro+ri(a+B)+...+rum(a+ B)"" =0,

com ao menos um 7; # 0. Continuando, como os coeficientes de
1, (a4 8),...,(a+ )" s@o numeros racionais, podemos expressé-
los em forma de fracao de inteiros. Multiplicando ambos os lados
desta igualdade pelo produtério de todos os denominadores desses
racionais, obtemos que « + 3 satisfaz uma equacao polinomial com
coeficientes inteiros. Portanto, a4+ 3 é algébrico.

De modo similar, para o item 2, tome os mn + 1 nimeros a seguir:

LaB, (ap)?, ..., (aB)"™.
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Novamente, podemos reescrever todos estes niimeros como combina-
¢do linear com coeficientes racionais de a/3%, com 0 <j<n—1e
0 <k <m—1. Assim, pelo Lema 2.11, existem rg,71,...7,m € Q
tais que
ro+ri(af) + ...+ ram(af)"™ =0,

com ao menos um 7; # 0. De modo analogo ao caso anterior, con-
seguimos uma equagao polinomial com coeficientes inteiros que é
satisfeita por a8. Portanto, temos que a3 é algébrico.

Para o item 3, perceba que, como « satisfaz (I), temos que —«
satisfaz a seguinte igualdade:

(=) "anz™ + (=1)"ta,_ 12" + .. 4 (=1)a1z + ag = 0.
Verificando, obtemos que:
(—1)"an(—)" + (=1)" a1 (—a)" P +... + (=Dai(—a) +ap =
™ 4+ ap_ 10" .+ ara+ag=0.
Portanto, —a € Q.

Para provar o item 4, tome « conforme as condigGes iniciais e o # 0.

1

Perceba que, como « satisfaz (I), temos que a~' ira satisfazer a

seguinte equacao polinomial:
aox” + a1zt 4. 4 ap_1z + a, = 0.
De fato, pois:

ap(a™ )" +ai(aH)" P+ Fap1(a +a, =
n

a _ _ _ _
a—n[ao(a D ra(a)" ot an (a7 +a,) =
Q™ 4 10"+ aja+ ag 0
a” Tan
Portanto, o~ € Q. |

Agora ja ha o suficiente para se enunciar alguns resultados
que envolvem nimeros transcendentes e algébricos. Existem varios
outros além dos apresentados aqui, todavia o foco é somente expor
algumas formas de utilizar o Teorema 2.12.
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Teorema 2.13. Se o, 3 € VU, entio (a+ 3) € ¥ ou (o — ) € V.

Demonstracdo. Sejam «, 3 € W. Agora suponha, por absurdo, que
(a+p), (a—B) € Q. Perceba que temos (a+3) + (a— ) = 2a € Q,
pelo Teorema 2.12. Entretanto, 227! = o € Q. Absurdo, pois
contraria a hipétese. Portanto, (o + 3) € ¥ ou (o — j3) € W. [ |

Teorema 2.14. Sea € VU ¢ g € Q*, entao % €Vv.

Demonstracdo. Sejam o € ¥ e § € Q*. Suponha, por absurdo, que
% € Q. Entao, % -% = a € Q, pelo Teorema 2.12. Absurdo, porque
contraria a hipotese. Portanto, % eV, |

Teorema 2.15. Sea € Q e g € Q, q € N*, entdo Qi€ Q.

Demonstracdo. Sejam o € Q e g € Q (¢ natural nao nulo). Perceba
que, como « é algébrico, temos que o também &, pois (Q,+,-) é
corpo. Assuma entao Q(z) € Z[z] tal que Q(a?) = 0, com grau m.
Agora tome R(z) € Z[x] com os mesmos coeficientes de Q(x), s6
que com o grau de todos os x multiplicados por ¢. Entao, note que

R(Y/aP) = ro(Yap) 1™ + 1y (YaP)1m=D 4 4 0
o(a?)™ + i (a?)" T Lty
(a?)

r
0.

. r . N
Assim, ¥VaP = a4 é raiz de R(x) e, consequentemente, pertence a

Q. [ ]

Teorema 2.16. Se a, 3 € VU, entdo (a+ ) €V ou (a-3) € V.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (a+f3), (a3) € Q. Assim,
perceba que (a+3)?%, (—2a8) € Q, pois Q é fechado para a operagao
de multiplicacao. Seguindo, temos que

(a+B)? 208 =a’+ 52 Q.
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Por outro lado, entao obtemos que
(@—B)P=a?+32-220€Q = a-f=(2+5-2a)% Q.

Logo, temos que (a+ f3), (o — B) € Q. Absurdo, pois, pelo Teorema
2.13, dados «, 3 € ¥ mostramos que (a + 3) € ¥ ou (a — 3) € V.
Portanto, (o + 3) € ¥ ou (- 8) € V. [ ]

Corolario 2.17. Se a € U, entio o~ € W.

Demonstracdo. Seja o € ¥. Suponha, por absurdo, que a~! € Q.
Como Q é corpo, temos que (a=1)™! € Q. Mas (™)~ = a. Ab-
surdo. Portanto, a~! € W. [ |

Teorema 2.18. Se o € U, entio a® € ¥ ou a®t € 0.

Demonstracdao. Seja a € . Tome, por absurdo, a®, a®t! € Q. Pelo
Teorema 2.12, segue que

o)t =a Q.

Absurdo, pois isto contraria a hipotese. Portanto, temos que o® € ¥
ou a®tl € U, [ |

Sao necessarios métodos muitos mais duros para demonstrar
a transcendentalidade de alguns nimeros. Entretanto, perceba o que
é possivel provar assumindo a transcendentalidade de .

Exemplo 2.4.1. 7+ % é transcendente.

Demonstracao. Seja m transcendente. Temos, pelo Teorema 2.16 que

T+ 1 eWour- (L)€ V. Entretanto, 7- (1) =1 € Q. Logo, segue

™

que T+ % €. |
Observagao 4. Um problema em aberto na matematica é determinar
se ™+ e e m — e sao algébricos ou transcendentes. Entretanto, pelo
Teorema 2.13, podemos afirmar com toda a certeza que um deles é
transcendente. Outro problema em aberto é determinar a transcen-
déncia ou nao de 7™ e 7™ +1. Mas o Teorema 2.18 nos garante que
um destes ntimeros é transcendente.



3 APROXIMACOES DIOFANTINAS

3.1 APROXIMACOES DE IRRACIONAIS POR RACIONAIS

Um dos topicos presentes no ramo das aproximacgoes diofan-
tinas é a aproximagao de irracionais por racionais. Sabe-se também
que os numeros transcendentes sdo também irracionais. Assim, nesta
secao, obtém-se objetos matematicos importantes para a compreen-
sao dos niimeros de Liouville, que sao apresentados no Capitulo 4.

Teorema 3.1. Para todo niumero irracional o, existe um inteiro m
de modo que vale

S <a-m< =,
g ST

Demonstra¢ao. Sejam « um numero irracional e m o niimero inteiro
mais préoximo de «. Inicialmente note que, como « é um ndmero
irracional temos que ele nao ¢ um nimero da forma %, com z € Z.
Assim, a distancia dele para o inteiro mais préoximo na reta é menor
que % Logo, temos que

1 1

1
|ac — m]| 5 5 <a—m<g

De modo simplificado, é possivel substituir o enunciado des-
te resultado por “Qualquer ntmero irracional estd a uma distancia
menor que % de algum ntimero inteiro”.

Exemplo 3.1.1. Vejamos o caso de log, 9. Inicialmente, precisamos
saber se este ntimero é irracional. Suponha entao, por absurdo, que
logy 9 = ¢ com a,b € Z, b nao nulo, tais que mdc(a,b) = 1. Assim,

segue que

log, 9= - <= 27 =9 « 27 =(3-3)*=3".3"

Sl IS
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Visto que 2 nao é divisor de 3, esta igualdade nao se mantém. Por-
tanto, log, 9 é irracional. Agora, com a intencao de construir a de-
sigualdade, perceba que 81 < 128 = /81 < V128 = 9 < 2%,
pois a fungdo f(x) = \/z é crescente. Logo, como a fun¢ao log, x
também é crescente, segue que

log, 2% < log, 9 < log, 27— log, 9 — log, 2° < log, 2% — log, 23
1

7
— log,9—3< L —3=_.
089 <2 5

Portanto,

1
[log, 9 — 3| <3

Observagio 5. Em vez do Teorema 3.1, pode-se partir também do
fato de existir um ntmero racional entre quaisquer dois nimeros
reais distintos dados (diz-se que Q é denso em R). Assim, dado um
nimero irracional @ e um € € R tal que € > 0, tem-se que existe
g € Q de modo que vale

Isso quer dizer que ao tomar um ndamero irracional a e um nimero
real [ distintos, sempre existird um nimero racional % entre o e
B. Em [8], o autor inicia o estudo sobre aproximagoes diofantinas
partindo desta perspectiva.

3.2 APROXIMACOES MELHORES

Os proximos resultados tém o objetivo de melhorarem a
aproximagao apresentada no Teorema 3.1. O porqué disso esté re-
lacionado ao modo que Joseph Liouville encontrou alguns niimeros
transcendentes, a partir de uma aproximagao “especial”.

Proposicao 3.2. Dados um nimero irracional o e um nidmero na-
tural nao nulo n, existe um nimero racional m/n tal que

a——|< —.

‘ m 1
n 2n
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Demonstrac¢do. Sejam a um numero irracional, n um nimero natu-
ral ndo nulo e m o ntmero inteiro mais proximo de na (note que na
é irracional também). Assim, pelo Teorema 3.1, decorre que

1 < < - < m< 1
——<na—m< — —_—<a—— < —
2 2n n 2n
Portanto,
‘ m 1
o — — il
n 2n

Teorema 3.3. Dados um numero irracional o e um natural nao
nulo k, existe um nimero racional m/n, onde n nao excede k, de
modo que

o——| < —.

‘ m 1
n nk

Demonstrag¢ao. Sejam um ndmero irracional o e um natural nao
nulo k. Entao na, com n variando entre os naturais de 1 até k, pode
ser escrito como a soma de sua parte inteira x,, com sua decimal y,,,
conforme vemos abaixo

noe =Ty +Yp = NQA — Ty = Yn-

Perceba que na — x,, pode assumir valores em (0,1) e é irracional.
Logo, consideremos 2 casos:

Caso 1: Existe n tal que 0 < na — z, < %
Podemos afirmar entao que
—— <na—x, < —.
k k
Logo, basta dividir tudo por um n € N* | que esta entre 1 e k.

Caso 2: Todos os y, respeitam % <noa—x, <1

Note que podemos separar o segmento de reta [0, 1] em k intervalos

0,4),(%,2),..., (52,1). Como na—=, nao esta em (0, 1), segue
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que temos k — 1 intervalos onde ele possa estar. Pelo principio da
casa dos pombos (veja com mais detalhes na pagina 53 de [10]) segue
que existe um intervalo que contém ao menos 2 nimeros, uma vez
que temos k nimeros. Considere entao y, e y; distintos no mesmo
intervalo. Assim, segue que

1 1
7 <Y —Yr < 7.

k k
Seguindo,
1 _ 1
7 < (ja—xj) — (ra —z,) < T
Entao 1 . 1
% < (G—raoa—(z;—z,) < -

Chamando j —r de n e (z; — x,) de m, temos

—— < na—m< —.

k k
Dividindo por n
1 < m < 1
— <a—— < —.
nk n  nk

Exemplo 3.2.1. Vamos aproximar /19 pelo método acima, com
k = 3. Inicialmente, veja que
V19 = 4,35889... =4+ 0,35889...
2¢/19 = 8,71779... =8+ 0,71779.. ..
3v19 = 13,07669 ... = 13+ 0,07669 . . .

Como 0,07669... < %, caimos no caso 1 do Teorema 3.3. Portanto,
segue que

1 1 1 13 1
—= V19 -1 - e 19— — < —.
3<3 9 3<3=> 3_3< 9 3<3_3
Logo,
13 1
V19 — — —
’ 3 <3-3
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Exemplo 3.2.2. Agora vejamos para a = /11 e k = 5. Desta vez,
temos que

V11 =3,31662... =3+ 0,31662...
211 = 6,63324... =6 +0,63324. ..
3V11=09,94987... =9 +0,94987. ..

4v11 = 13,26649... = 13 + 0,26649.. ..
9v11 =16,58312... =16 4+ 0,58312. ..

Perceba agora que nenhuma parte decimal é menor que % Ainda
assim, temos que % < 0,31662... < % e é < 0,26649... < % Logo,
caimos no caso 2 do Teorema 3.3. Obtemos assim

1 1 1 10 1
—— < (VI1=-3)—-4V11-13) < - —= —— < V1Il—— < —.
5 ( )= ( ) 5 3-5 < 3 < 3-5
Portanto,

1

0 1
3.3 SEQUENCIAS E OUTRAS APROXIMACOES

No Capitulo 4 serdao apresentados os ntumeros de Liouville.
Contudo, é necessario encontrar uma sequéncia de nimeros racionais
que obedece determinada regra para demonstrar que um ntmero é
de Liouville. Assim, nesta se¢ao serdo apresentados objetos matema-
ticos que permitirao uma melhor compreensao sobre a natureza de
tais ntimeros.

Definigao 3.1. Uma sequéncia é uma funcdo =z : N — A, que
associa cada ntimero natural a um elemento do conjunto A.

Modificando o contradominio para o conjunto dos nameros
racionais, obtemos uma sequéncia de racionais, bem como se trocar-
mos A pelo conjunto dos niimeros inteiros, obtemos uma sequéncia
de inteiros.

Sera utilizada a notagéo (x,) para indicar a sequéncia z. O
conjunto de todos os termos da sequéncia (z,) serd denotado por

x(N) = {xo,x1,22,...,Zpn,...}.
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Exemplo 3.3.1. Considere uma sequéncia (z,), com a seguinte
regra de formacao:

2™ se n é par;
Ty =
271 se m é impar.
Assim, a sequéncia que se obtém é (1,1,4,4,16,16,...).

Exemplo 3.3.2. Tome a sequéncia (x,), com a seguinte lei de for-

magao:
! Vn € N
x, = ——,¥n € N.
n n + 17
Logo, a sequéncia obtida pela regra & (1,3, %,%,...).

Definigao 3.2. Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais ()
é limitada quando existem «, 8 € R tais que a < x,, < 3, para todo
x, € (N). Uma sequéncia de nameros reais ¢ ilimitada quando nao
for limitada.

No Exemplo 3.3.1 temos uma sequéncia ilimitada, pois para
qualquer 8 € R tem-se que n > 3 == =z, > . No entanto, o
Exemplo 3.3.2 apresenta uma sequéncia limitada, uma vez que todos
os termos estao entre 0 e 2.

Definigao 3.3. Um niimero real o é denominado aprozimdvel na

ordem t por racionais se existirem uma constante real ¢ > 0 e uma

sequéncia (p;/g;), com g; > 0, de racionais distintos e irredutiveis

tais que

WP
aj

Observagao 6. Quando fala-se de racional irredutivel, quer-se dizer

C
aj

que a fracao de inteiros que representa aquele racional é irreduti-
vel, ou seja, ndo ha divisores comuns (diferentes de 1 e -1) entre o
numerador e o denominador.

Teorema 3.4. Dado um nimero irracional o, existem infinitos ni-
meros racionais m/n, na forma irredutivel, que satisfazem
1
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Demonstracao. Utilizando o Teorema 3.3, perceba que k > n e, con-
sequentemente, ¢ 1 < 1 . Assim, segue que ex1ste € Q tal que

o2 <

ntretan ueremos que & seja irredutivel. im, tome = com
Entretanto, queremos e:’; seja irredutivel. Ass to eTTm como
n

forma irredutivel de 2. Como o« — @ = v — I ¢ L < L segue
n n Tn n r2
que
Tm 1
o — — —.
Tn r2

Falta ainda mostrar que existem infinitos nimeros racionais que
satisfazem esta tultima desigualdade. Para isso, suponha, por ab-
1 mi1 m2 m; : .
surdo, que existam = 7217 s € Q que satisfagcam. Seguin-
do, tome k E Z+ tal que £ seja menor que a distancia entre a e
m1 mp

T'L17’I’L27..'7Tl

que existe 7* € Q tal que

. Assim, como temos k e «, pelo Teorema 3.3, segue

o=l <%
Ora, conforme explicado anteriormente, ki % Logo,
m
b2 <
n

Entao 7 satisfaz as condigoes do Teorema 3.4, mas nao est4 listado.
Absurdo! Portanto, existem infinitos nimeros racionais que satisfa-
zem as condigoes do Teorema 3.4. |

Em outras palavras, este altimo resultado diz que todo na-
mero irracional é aproximéavel na ordem 2 por racionais. Inclusive, o
Teorema 3.4 pode ser considerado uma forma fraca do Teorema da
Aproximacao de Dirichlet.

Observagio 7. O Teorema 3.4 nao vale se substituirmos n? por n
elevado & uma poténcia natural maior que 2, entretanto consegue-se
melhorar o resultado multlphcando 5 por um ¢ € RY menor que 1.
Inclusive, Adolf Hurwitz mostrou que o menor ¢ pObblVel é ﬁ (veja

[3])-






4 NUMEROS DE LIOUVILLE

Neste capitulo serao apresentados os nimeros de Liouville e
algumas de suas propriedades. Grande parte do contetdo esté pre-
sente em |[7], entretanto a abordagem ¢ ligeiramente diferente.

4.1 UMA PROPRIEDADE PARA TODOS OS NUMEROS RE-
AIS ALGEBRICOS

A ideia de Liouville era construir uma propriedade valida
para todos os niimeros reais algébricos e, posteriormente, construir
um nimero real que nao satisfizesse esta propriedade.

Na demonstracao de tal propriedade é utilizado o Teorema
do Valor Médio. Segue abaixo seu enunciado.

Teorema 4.1. Se f é uma fung¢do continua no intervalo [a,b] e
diferencidvel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

1)~ f(a)

o=

Observagao 8. A demonstragao do Teorema 4.1 foge ao escopo desse
trabalho e pode ser verificada na pagina 272 de [6].

A propriedade construida por Liouville é geralmente chama-
da de Teorema de Liouville. Perceba a seguir que esta propriedade
vale para qualquer raiz real de um polindémio com coeficientes intei-
ros e de grau maior ou igual a 2. Entretanto, se um ntmero real «
é raiz de um polinémio P(x) com coeficientes inteiros e de grau 1,
podemos construir um polinémio de grau 2 com coeficientes inteiros
efetuando o produto entre P(z) e (x + 2), onde z € Z. Assim, a
propriedade a seguir vale para qualquer niimero real algébrico.

Teorema 4.2. Seja o uma raiz real de um polinémio com coeficien-
tes inteiros e de grau n > 2. Entdo existe uma constante c(o) € R

c(a)

q"’

tal que

VBGQ.
q
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Demonstragio. Nesta demonstracgao utilizaremos o Teorema do Va-

T . . 1
lor Médio. Por isso, aparecera TFmaz < POl

Seja P(x) € Zx], de grau n > 2 e com raiz «. Separemos em 2

Casos:

Caso 1: |a — B[ > 1.

Temos que o teorema vale, pois | — 2| > 1 > 1 .
! » P q| =+ = Timaz;—a < P/ (O]q"

Caso 2: o — B[ < 1.

Aqui, caso g for uma raiz de P(z), tome m < 1 como a menor
distancia entre « e tais raizes. Logo, tem-se que

oz—p’2

q

m
qfﬂ'

oz—p’2m —
q

Agora, se P (g) # 0, como ¢q"P (5) ¢ inteiro ndo nulo, temos que

‘q"P (%)‘ > 1. Utilizando o Teorema do Valor Médio temos que

existe ty € R, com ¢( entre a e %, tal que

Pla)— P (g) ‘P(a) _P (g)\

|P’(to)| = 5 =

o — = _ P

g ‘O‘ Q‘
— a—p‘ P (to)| = P(a)—P(p>’ - P<p>’.
q q q
Continuando,
¢ 1P (to)] | — p\ P (p)\ -1

q q

Portanto, chegamos que

'a_p> 1 1

q’ = Far P~ e + mazy_qi<1|P'(1)])

Por fim, basta tomar c(a) = min {m, 1+mam|t_1‘<1\P’(t)\} para o

teorema valer. |
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4.2 OS PRIMEIROS TRANSCENDENTES

Em conformidade com o inicio deste capitulo, a seguir é
definido um novo conjunto numeérico.

Definigao 4.1. O namero real a é denominado Namero de Liouville
se existir uma sequéncia (p;/q;);>1,q; > 1, de racionais distintos e
irredutiveis de tal modo que

0 Pi

1
< —Vji>1.
q; i’

d;

A partir da Defini¢ao 3.3, pode-se dizer entao que os ntime-
ros de Liouville sao aproximaveis na ordem j por racionais.

Ainda assim, é necessério provar a existéncia de algum nu-
mero que satisfaz tais condigoes. Para isto, considere o préximo e-
xemplo.

oo .
Exemplo 4.2.1. O namero Y 10~ ¢ um namero de Liouville.
i=1

Demonstragao. Para provar este fato, tome a seguinte sequéncia ()
de nimeros racionais distintos:

x; = 1071
Tpy1 = Ty + 10~ (FDY

o0
N . —q! 2
Perceba que tal sequéncia converge para Y 10~". Note também que,
i=1
se efetuarmos as somas de fracgoes, o elemento x, sempre serd uma

fragao irredutivel da forma 15r, com ¢ € N. Assim, para z; temos

oo i' oo l' 1
;10 x| = ;10 Toi
oo
=y 107"
1=2
1
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Agora, para x,, tal que n > 2, segue que
o0 o0 c
10—y =D 107 - —
=11 i=1 10"
[o.@]
> 10

1=n+1
< 1

S .
Portanto, 3. 10~" é um ntmero de Liouville. |
i=1
Observagao 9. Todo ntmero da forma Y777, ¢, onde a ¢ um
algarismo de 1 a 9, ¢ um ntimero de Liouville. Em especial, quando
ar = 1, temos a constante de Liouville.

Existe uma defini¢do alternativa de Numero de Liouville,
especialmente til para futuras demonstracoes. Entretanto, como ja
foi definido Niimero de Liouville, agora serda demonstrada a equiva-
léncia entre as definigoes.

Teorema 4.3. L ¢ um numero de Liouville se, e somente se, para
todo j € N*, existe g € Q, de modo que

< —.

=
q]

‘ 1
q

Demonstra¢ao. Seja L um Numero de Liouville. Entao existe uma

sequéncia (p;/q;);>1 tal que

j 1
‘L—pj < V> 1.
Gl a4’
Considere n > 0. Entao o elemento % da sequéncia (p;/q;);>1 sa-
tisfaz .
dn an™

Por outro lado, suponha que para todo j > 0, existe ao menos um
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% € Q de modo que

1
L-2 <=,
q ¢’
Assim, monte a sequéncia de racionais (p,/¢n)n>1, onde Z—" é um
racional, que satisfaz
1
L-2l<—=.
q q

Portanto, existe uma sequéncia de racionais (pr /qn)n>1, com g, > 1,
tal que

1
< —,Vn > 1.
n

-
q

dn

Agora resta provar que os numeros de Liouville ndo satisfa-
zem o Teorema 4.2. Para tal, é necessario mostrar dois resultados
de antemao.

Teorema 4.4. Dado um numero de Liouville o, sua sequéncia de
denominadores (qj)j>1 associada € ilimitada.

Demonstra¢ao. Seja o um Namero Liouville. Isso implica que existe
uma sequéncia (p;/q;);>1,¢; > 1, de racionais distintos e irreduti-
veis que satisfazem

0 Pi

1
< —Vji>1.
q; i’

d;

Suponha agora, por absurdo, que existe § € R de tal modo que
0 < g; < B, para todo j € Z tal que j > 1. Assim, perceba que,
como ¢; > 1, segue que ’04— z—j <1 = |gja—p;| < g;. Entre-
tanto, chega-se que |p;| — |¢;a] < |gjo0 — pj| < ¢; (resultado obtido
a partir da desigualdade triangular). Isso gera uma limitagdo para
(p;) também, visto que |p;| < ¢; + |gja| < |B(]a| + 1)|. Absurdo,
pois como p; e g; seriam inteiros e limitados e nao seria possivel

construir uma sequéncia (p;/¢;) com infinitos nimeros racionais dis-
tintos. Portanto, (gj);>1 ¢ ilimitada. |

Teorema 4.5. Todos os nimeros de Liouville sao irracionais.
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Demonstracdo. Seja o um nimero de Liouville. Suponha, por absur-

do, que « é racional, ou seja, a = %, com p,q € Z. Assim, existe

uma sequéncia (p;/q;);>1 tal que

J

1 ‘p_pj
45

— >
q 4q;

:’qu—qu‘> 1
qq; | lalg;’

uma vez que pg; — p;q ¢ um nimero inteiro diferente de zero. Logo,

1

i—1
—>— = |q|>q¢ .
Q§ |Q|QJ J

Absurdo, pois (g;);>1 ¢ ilimitada. Portanto, todo ntimero de Liou-
ville é irracional. |

Enfim, pode-se mostrar que os nimeros de Liouville nao
satisfazem o Teorema 4.2 e, logo, ndo séo reais algébricos. Assim, os
nimeros de Liouville s6 podem ser transcendentes.

Teorema 4.6. Todo numero de Liouville € transcendente.

Demonstracao. Perceba inicialmente que, uma vez que qualquer ni-
mero de Liouville é irracional, nenhum deles sera raiz de um po-
linébmio de grau 1 com coeficientes inteiros. Assim, suponha, por
absurdo, que o é um ntmero de Liouville e algébrico, sendo raiz de
um polindémio irredutivel de grau n > 2. Entao utilizando o Teorema
4.2, bem como a definigdo de ntimero de Liouville, segue que existe

c(a) e uma sequéncia de racionais (p;/q;);>1 tais que

cla ; 1
Logo,
. 1 )
@< Vi L

c(a)

Absurdo, pois (g;);>1 € ilimitado. O absurdo provém de assumir que

« é algébrico. Portanto, todo ntimero de Liouville é transcendente.
|



4.8. Algumas Propriedades dos Numeros de Liouville 57

4.3 ALGUMAS PROPRIEDADES DOS NUMEROS DE LIOU-
VILLE

Apoés mostrar que todos os nimeros de Liouville sdo trans-
cendentes, pode-se partir para o estudo de propriedades envolvendo-
08.

Teorema 4.7. Sejam o € Q e L um ndmero de Liouville. Entdo
a+ L é nimero de Liouville.

Demonstragao. Sejam a = % um ntumero racional e L um nimero

de Liouville. Logo, existe uma sequéncia (p;/q;);>1 tal que

i 1

Gl ¢

Considere agora a sequéncia ((pj/q;) + «)j>1, onde cada termo da
sequéncia anterior é somado & . Agora, como a sequéncia (g;);>1 €
ilimitada, tome £ > 0 e j > k, tais que ¢; > s*. Logo,

- (o[l - ()
q; S q;s

IN

Logo, pelo Teorema 4.3, temos que o+ L é um Namero de Liouville.
|

Teorema 4.8. Sejam o € Q* e L um ndmero de Liouville. Entao
al é numero de Liouville.
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Demonstragao. Seja o = - um ntmero racional, nao nulo, e L um

ntmero de Liouville. Logo, existe uma sequéncia (p;/q;);>1 tal que

1
7

’L—pj <

dj

Considere agora a sequéncia ((p;/g;j)c);>1, onde cada termo da
sequéncia é multiplicado por «. Agora, como a sequéncia (g;);>1
¢ ilimitada, tome k>0 e j > k, tal que g¢; > |r|s*~1. Logo,

r piT Il Il 7] 1
L-)—(J>‘<<§ < < )
‘( s ;s gs s glrlstTts T (gzs)F

Portanto, utilizando novamente o Teorema 4.3, temos que oL é um

numero de Liouville. |

Teorema 4.9. Seja L € R. Se existe uma constante C € Q% e uma
sequéncia (p;/q;);>1, sendo q; > 1, de modo que

C
< —j,Vj e N,

=
75

'

entao L é um numero de Liouville.

Demonstragao. Seja L € R, C € Q7 e uma sequéncia (p;/q;);j>1

que satisfaz as hipoteses. Perceba que % ¢ ntimero de Liouville, pois

L Dj 1
. J’
C qJC’ qj
Logo, C - é = L é numero de Liouville. |

A partir do Teorema 4.9, é possivel utilizar uma ideia similar
a presente na pagina 34 de [1] para demonstrar o proximo resultado.

Teorema 4.10. Seja L um nidmero de Liouville. Entdo L* €, tam-
bém, numero de Liouville para a € Z*.
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Demonstracdo. Seja L numero de Liouville. Entao, pelo Teorema
4.3, para todo j € N*, existe 2 D€ Q tal que

P 1
¢

‘L Pl

q
Tome j = ab, com a,b € N, com a # 0. Perceba que, como L é
irracional e q% < 1, temos que % € (L—-1,L+1). Assim, como
R ¢ ilimitado, sabemos que existe um A € Q7 , tal que A > 0 e
(L—1,L+1)C [~A,A]. Considere C' = aA*~! > 0 uma constante.
Logo,

~1
Letyre2ly oy (p)&
g q

L_p‘,
q

< %(A“—1 +ATZA+ .+ AT

Q
Q|

= 7(6014@_1)

<
Q

—~

q*)"
Pelo Teorema 4.9, segue que L® é nimero de Liouville se a € N*.

Ainda falta mostrar que L~! também é ntmero de Liouville para
demonstracao do teorema estar completa. Neste sentido, perceba

que |pL| > |L| = ﬁ < \LI para todo p inteiro nao nulo. Veja
que existe © € Q* tal que \TI < | = =D > 0, pois Q é denso em R.

Uma vez que L é nimero de Llouvﬂle sabe-se pelo Teorema 4.3 que
existe % € Q* tal que ‘L ‘ < QH, para todo a € N*. Seguindo,

temos
-1
= (5)
q

2=

L p Lp

B ) S
|Lp|‘ QI
_a
|Lpl|.|qo |
D

qa

N



60 Capitulo 4. Numeros de Liouuville

Como para todo a € N* existe um 5 € Q* que satisfaz a desigualda-
de, é possivel montar uma sequéncia desses 23. Assim, L~! é ntimero
de Liouville. Portanto, L® é nimero de Liouville para a € Z*. |
Teorema 4.11. Todo numero racional nao nulo pode ser represen-
tado como produto de dois numeros de Liouville.

Demonstracao. Seja L nimero de Liouville e n um ntimero racional
nao nulo. Entdo tome m = Ln. Note que, pelo Teorema 4.8, m é
nimero de Liouville. Temos também que L~! é niimero de Liouville,
segundo o Teorema 4.10. Portanto n = L~'m, ou seja, n pode ser
escrito como uma multiplicagdo de niimeros de Liouville. |

Teorema 4.12. Dado um numero de Liouville L, seu produto com
um nidmero irracional n (nao de Liouville) resulta em wm nimero
irractonal.

Demonstracdo. Seja L ntmero de Liouville e n um ntumero irracional
que nao é de Liouville. Suponha, por absurdo, que Ln = «, tal
que a € Q. Entdo n = L™ 'a, mas L~! é nimero de Liouville e o
¢ racional. Logo L~ 'a, pelo Teorema 4.10, é ntimero de Liouville.
Absurdo, pois isso contraria o fato de n nao ser nimero de Liouville.
Logo, Ln é irracional. |

Teorema 4.13. Qualquer nimero real pode ser escrito como a soma
de dois niumeros de Liouwville.

Demonstragao. Inicialmente, tome d € Q e L1 ntmero de Liouville.
Perceba que Ly = d + Ly é ntiimero de Liouville, pelo Teorema 4.7.
Assim, d = Loy — L1 é um racional escrito como soma de ntimeros
de Liouville. Seguindo, seja d € R — Q. Entao podemos reescrever
d como |d| 4+ {d}, onde |d] € Z & a parte inteira e {d} é a parte
fracionéria de d. Note que {d} € (0,1) e, assim, podemos reescrevé-
lo em sua forma 2-adica, ou seja, d =", ~; a,,.27", com a,, € {0,1}.
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Agora, suponha
Ly = Z oy - 27T
n>1

Ly:=)Y Bp-27",

n>1
onde para n! < k < (n+ 1)!, faremos

ar = a e B = 0 se n for impar;

B, = ar e a, = 0 se n for par.
Perceba que Ly + Lo = d. Entretanto, ainda falta provar que L; e
L5 sao nameros de Liouville. Para L,, dado n € N* qualquer, defina
G =20 e p, = gu(a127 4. .+a(2n)!_12_(2n)!+1). Seguindo,
obtemos que

(2n)!—1

L1 - Iﬁ = Zaﬂ*i - Z Ozn27i = Z 041-2%.

In =1 i—1 i>(2n)!

Todavia, note que, como estamos trabalhando com Lq, temos que
a; = 0 quando (2n)! <i < (2n + 1)!. Logo, chegamos que

= Z Ozi27i

i>(2n+1)!
< >y 27

i>(2n+1)!
=27 (CntDE(90 L o=1 1 9=2 )
— 9—(2n+1)l41

=
dn

< 2—n((2n)!—1)

1

= %
Por outro lado, para provar que Lo é numero de Liouville, dado
n € N*, tome ¢, = 2% e p, = ¢, (1271 +. .. +,6’(2n)[2_(2”)!). Entao
temos que

(2n)!
Ly—tt =327 = p27i= > g
an i>1 i=1 (2n)!+1
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Agora, uma vez que estamos utilizando Lo, temos que ; = 0 para
(2n + 1)! < i < (2n + 2)!, bem como ¢é possivel reescrevermos a
igualdade da seguinte forma:

‘Lz e Z B2~
n i>(2n+2)!
< ) 2
i>(2n+2)
=2 @Dt (90 L o=l 4972 )
— 27(2n+2)!+1
< 2—n(2n)!
1
an

Observagao 10. Paul Erdés demonstrou também em 1962 que qual-
quer nimero real pode ser expresso como produto de dois niimeros
de Liouville. Tal fato pode ser verificado em [2].

Teorema 4.14. O conjunto dos nimeros de Liouville L é ndo enu-
merduvel.

Demonstra¢do. Suponha I enumeréavel. Entao existe uma fungao
injetora f com dominio L e contradominio N. Defina
g:LxL—N
(z,y) — 2@ 3FW),

Perceba que g é injetora, uma vez que
g(z1, 1) = gz, y2) = of(@1)gf(y1) — of (#2)gf(y2)

Mas, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, isto s6 acontece
quando f(z1) = f(z2) e f(y1) = f(y2). Assim, (z1,31) = (22,92),
pois f é injetora. Logo, L x IL é enumeréavel. Entretanto, pelo Te-
orema 4.13, é possivel estabelecer uma injecao h com dominio R e
contradominio I x L. Para tal, basta associar cada nimero real a
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um Tunico par ordenado cuja soma das entradas do par é igual ao
namero real. Por fim, note que (g o h) : R — N ¢ injetora, por
ser uma composicdo de fungoes injetoras. Assim, R é enumeravel.
Absurdo, pois isso contraria o Teorema 2.6. O absurdo provém de
assumir que L é enumeravel. Portanto, L é nao enumeravel. ]






5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta monografia possibilitou um estudo mais aprofundado
sobre um assunto que, por vezes, nao é discutido durante a gradu-
acao em matemaética. Além disso, outro ponto positivo, foram as
diversas demonstracoes construidas durante a escrita. Isto deixou o
trabalho com um “nivel autoral” acima do esperado.

O autor nao pretende parar o estudo sobre a “Teoria dos
Nuameros Transcendentes” por aqui. Os préoximos passos incluem,
por exemplo, aprender generalizagoes do Teorema 4.2 (de Liouville),
entender o Teorema de Lindemann-Weierstrass e Gelfond-Schneider,
com o intuito de construir um novo material. Além disso, por ser um
amante da pesquisa, possui grande interesse em resolver problemas
em aberto nesta area.
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