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À minha namorada, Camila Guindani, agradeço por, durante todo
esse tempo, ter se mostrado uma pessoa atenciosa, carinhosa, gentil e
incentivadora. Não posso esquecer-me de agradecer a todos os momentos
que passamos juntos. Agradeço também por sua participação direta e
indireta na realização desse trabalho, além de me servir como inspiração,
fazendo com que eu sonhe todas as noites com um futuro maravilhoso.
Agradeço a seus pais Kátia e Ivo e a seu irmão Igor pelo carinho recep-
tividade, conselhos e amizade.

Aos meu amigos de infância que considero como irmãos San Z.
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(c) Representação esquemática do alinhamento dos ńıveis
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os CRs, estruturas circulares verde escuro (imagem reti-
rada da referência [18]). (b) Representação molecular das
estruturas LH-I e LH-II, estrutura molecular t́ıpica de um
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tura responsável pela separação da carga (LH-I) (imagem
retirada da referência [19]). . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Representação ilustrativa dos processos de fotogeração de
carga em uma heterojunção orgânica do tipo D-A. . . . . 9

vii



viii LISTA DE FIGURAS

2.1 Representação de uma heterojunção D-A presente em uma
OPV. As estruturas moleculares presentes no sistema são
a) o fulereno (C60) e o pentaceno e b) o fulereno e um
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pração de carga com localização de buraco. . . . . . . . . 46

4.3 Esquema demonstrativo do processo de transferência de
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na posição d = 25nm. Coluna (a) representa a dinâmica
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através da borda do fulereno (material aceitador), Je ≡
Jemin = ρ̇eR− ρ̇hR; c) densidade de carga de buraco coletada
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de elétron, buraco e buraco - elétron. . . . . . . . . . . . . 89

5.17 Carga total coletada , ρtotalcol = ρecol+ρ
h
col durante a dinâmica
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Resumo

Esta tese apresenta o desenvolvimento de um método granular
de função envelope molecular (FEM) para estudar o processo de trans-
ferência de energia eletrônica e separação de carga em aglomerados mo-
leculares de larga escala, levando em consideração a natureza quântica
do sistema. O método representa os estados localizados das moléculas
presentes nos sistemas orgânicos naturais/artificias por FEM. A FEM
utiliza as autofunções do oscilador harmônico anisotrópico como uma
aproximação para as funções de onda molecular associadas a moléculas
individuais, tais como, monômeros ou oligômeros. Para acoplar os cen-
tros de carga que serão utilizados na descrição da dinâmica quântica
utilizamos o método de Hückel estendido. Este método incorpora no
modelo efeitos referentes à orientação molecular e morfologia do sis-
tema. A dinâmica quântica é descrita através do formalismo de Liouville
von-Neumann para a matriz densidade. Os efeitos dissipativos e de lo-
calização são inclúıdos ao modelo através do formalismo de sistemas
quânticos abertos.

Através desse modelo estudamos teoricamente a dinâmica de ge-
ração de carga fotoinduzida em interfaces orgânicas do tipo doador-
aceitador (D-A), com foco na interação entre a dinâmica quântica e os
efeitos de decoerência e recombinação. O modelo é desenvolvido para
permitir a investigação de heterojunções D-A em larga escala, levando
em consideração a morfologia e a orientação molecular, bem como a
natureza quântica do sistema.

Verificamos que a decoerência quântica implica em uma dimi-
nuição na taxa de recombinação geminada e na melhora da dissociação
dos pares elétron-buraco em cargas livres. Apesar da migração difu-
siva de carga e energia ser mais lenta, ela é mais estável, pois protege
a excitação, suprimindo a recombinação geminada durante os primeiros
100 ps após a fotoexcitação. Conclúımos, portanto, que a decoerência
quântica pode ser benéfica para o desempenho de dispositivos fotovol-
taicos orgânicos/poliméricos.

Palavras-chave: Transferência de energia eletrônica, Separação de car-
gar, Coerência quântica, Decoerência, Heterojunções orgânicas.
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Abstract

This thesis presents the development of a coarse-grained molecu-
lar envelope function (MEF) method to study the process of electronic
energy transfer and charge separation in large scale molecular agglo-
merates, taking into account the quantum nature of the system. The
method represents the localized states of the molecules present in the
natural/artificial organic systems by MEFs. The MEF uses the aniso-
tropic harmonic oscillator eigenfunctions as an approximation for the
molecular wave-functions associated with individual molecules, such as
monomers or oligomers. In order to couple the charge centers that will
be used in the description of quantum dynamics we use the extended
Hückel method. This method incorporates in the model effects related
to the molecular orientation and morphology of the system. Quantum
dynamics is described through the Liouville von-Neumann formalism to
the density matrix. The dissipative and localization effects are included
in the model through the open quantum systems formalism.

Through this model, we have studied the dynamics of photoin-
duced charge generation in organic donor-acceptor (D-A) interfaces, fo-
cusing on the interplay of quantum dynamics, decoherence effects and
recombination. The model is developed to allow the investigation of D-
A heterojunctions on a large scale, taking into account the morphology
and molecular orientation as well as the quantum nature of the system.

We have verified that quantum decoherence decrease the rates of
geminate recombination and improvement the dissociation of the electron-
hole pairs into free charges. Although the diffusive charge and energy
migration is slower, it is more stable because it protects the excitation
by suppressing the geminate recombination during the first 100 ps af-
ter photoexcitation. We conclude, therefore, that quantum decoherence
can be beneficial to organic/polymeric photovoltaic devices performance.

Key-words: Eletronic energy transfer, Charge separation, Quantum cohe-
rence, Decoherence, Organic heterojunctions.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A luz solar é a mais abundante fonte de energia que o planeta

Terra tem à disposição [1, 2]. Por conta da existência dessa fonte ines-

gotável de energia limpa, pesquisadores vêm estudando maneiras para

aproveitá-la de forma eficaz [3]. É esperado que essa fonte de energia su-

pra uma parcela significativa das necessidades energéticas do planeta no

próximo século, mas para que isso se torne posśıvel, é necessário aumen-

tar a eficiência dos dispositivos fotovoltaicos e das células fotoqúımicas

de combust́ıvel, especialmente no que diz respeito aos processos relaci-

onados com à separação de carga (SC) e à transferência eletrônica de

energia (TEE) [4].

A transferência eletrônica de energia (TEE) designa o transporte

de excitações eletrônicas de um determinado centro doador (D), cons-

titúıdo por uma molécula ou agregado molecular, para um centro aceita-

dor (A). O mesmo processo é também denominado de transferência res-

sonante de energia (TRE). Esse é o principal mecanismo de transporte

de energia em sistemas não cristalinos, tais como poĺımeros, sistemas

orgânicos e matrizes de pontos quânticos (PQs) [5]. A TEE desempenha

um papel importante numa série de processos f́ısicos como:

(a) difusão de éxcitons até a interface D-A de sistemas poliméricos,

moleculares [6–9] e heterojunções orgânicas do tipo doador-

aceitador (D-A), que constituem os dispositivos fotovoltai-

cos orgânicos (OPVs) e os diodos orgânicos emissores de luz

(OLEDs) [10,11];

1
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(b) transferência de energia radiativa entre centros fluorescentes

em marcadores biológicos [12];

(c) transferência de energia através de cadeia (matrizes) de cro-

móforos1 moleculares presentes nas membranas fotossintéticas

naturais, de bactérias, algas e plantas [2, 13–15].

Estamos interessados em estudar os efeitos relacionados à trans-

ferência eletrônica de energia e à separação de carga em estruturas de

coleta de luz, artificiais e naturais. Em particular, nesta tese, vamos

estudar a dinâmica de transferência de carga e energia em heterojunções

orgânicas do tipo D-A que constituem OPVs e OLEDs.

Os processos constitutivos para o funcionamento de uma célula

solar orgânica são muito similares aos responsáveis pela coleta de luz

e separação de carga na fotosśıntese natural [2, 7, 13–16]. Em ambos

os casos os fótons são capturados em cromóforos especiais (moléculas

opticamente ativas), onde são geradas excitações eletrônicas (éxcitons).

Após a fotoabsorção, a energia excitônica se difunde através de uma rede

de estruturas moleculares até os éxcitons alcançarem os centros de reação

(CRs) da estrutura fotossintética ou a junção doador/aceitador (D-A).

No CR, ou na interface D-A, os campos locais promovem a dissociação do

éxciton em cargas livres. Assim a energia excitônica é transformada em

energia eletroqúımica, que eventualmente pode ser utilizada nas reações

bioqúımicas em plantas, algas e bactérias, ou no funcionamento de dis-

positivos eletrônicos. A Figuras 1.1 descreve o processo de TEE e SC em

uma hererojunção orgânica planar do tipo D-A. A Figura 1.2 ilustra a

TEE e as estruturas moleculares presente nos complexos fotossintéticos

encontradas na membrada da bactéria de Rhodospirillum photometri-

cum.

1moléculas senśıveis a luz
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Figura 1.1: Representação esquemática do processo TEE em uma he-
terojunção orgânica planar do tipo D-A presente em uma célula foto-
voltaica. (a) Representação geral de um heterojunção planar formada
por duas espécies de moléculas, (b) espécies moleculares encontradas fre-
quentementes em uma célula fotovoltaica, onde H2Pc (ftalocianina) re-
presenta a molécula doadora (D) de elétrons e C60 (fulereno) representa
a molécula aceitadora (A) de elétrons. (c) Representação esquemática
do alinhamento dos ńıveis de energia das moléculas doadoras e aceitado-
ras presenta na interface da heterojunção orgânica, o alinhamento dos
ńıveis de energia é responsável pelos diferentes regime de transferência
de energia e carga no sistema. (d) Representação do processo de difusão
excitônica entre as estruturas moleculares presente no sistema. Figura
adaptada da referência [17].
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(a)

(b)

Figura 1.2: (a) Representação ilustrativa do processo de TEE em um
sistema fotossintético natural, estruturas circulares verdes representam
as estruturas moleculares responsáveis pela captura do fóton e por trans-
ferir a energia excitônica até os CRs, estruturas circulares verde escuro
(imagem retirada da referência [18]). (b) Representação molecular das
estruturas LH-I e LH-II, estrutura molecular t́ıpica de um sistema fo-
tossintético natural, responsável pela coleta e transferência (LH-II) da
energia excitônica para a estrutura responsável pela separação da carga
(LH-I) (imagem retirada da referência [19]).
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A transferência eletrônica de energia é frequentemente modelada

na literatura pela teoria de Förster [9,20–22]. Medidas espectroscópicas

mostram que a energia de fotoexcitação pode ser eficientemente trans-

ferida pelo mecanismo de Förster através de distâncias de dezenas de

angstroms, de uma molécula para outra. Essa teoria é muito elegante e

geral. Portanto, é amplamente utilizada para interpretar os dados expe-

rimentais. No entanto, o modelo teórico de Förster é válido dentro de

certos limites:

(i) o acoplamento eletrônico entre os centros doador e aceitador

deve ser fraco, e é frequentemente descrito na aproximação

dipolar (interação entre dipolos);

(ii) a relação de proximidade d � R � λ deve ser satisfeita,

onde d é o tamanho caracteŕıstico dos centros doadores e

aceitadores, R é a distância entre ambos e λ é o comprimento

de onda da radiação;

(iii) a transferência de energia ocorre no limite clássico (incoe-

rente do ponto de vista quântico);

(iv) o ambiente não participa ativamente no processo de trans-

ferência de energia.

O formalismo de Förster oferece uma expressão matemática sim-

ples para descrever a taxa de transferência de energia

k =
2π

~
|VDA|2

∫ ∞
0

dε J(ε) , (1.1)

onde VDA representa o acoplamento dipolar eletrônico entre os centros

doador e aceitador, J(ε) = D(ε)A(ε) designa a superposição das den-

sidades espectrais dos centros de absorção e emissão. Assim, Förster
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derivou a seguinte expressão [23,24]

k =
1

τD

[
R0

R

]6

, (1.2)

onde τD é o tempo de decaimento radiativo do doador. R0 é denominado

raio de Förster,

R6
0 ∝

κ2φD
n4

∫ ∞
0

dε J(ε) , (1.3)

que é calculado em termos da eficiência quântica de fluorescência (φD),

do ı́ndice de refração do meio (n) e do termo de orientação dipolar entre

os centros doadores (µ̂D) e aceitadores (µ̂A)

κ = (µ̂D · µ̂A)− 3
(
R̂ · µ̂D

)(
R̂ · µ̂A

)
. (1.4)

A expressão de Förster é obtida na aproximação do dipolo de zona

próxima, e usando a Regra de Ouro de Fermi. Portanto, mostra a

dependência com a distância k ∼ 1/R6, entre os centros D e A. Essa

teoria foi estendida para descrever situações f́ısicas mais gerais, no en-

tanto, existem situações f́ısicas que o modelo de Förster não descreve

adequadamente, por exemplo:

i) caso em que os centros D-A estão fortemente acoplados;

ii) situações onde d ∼ R, onde a aproximação dipolar não se

aplica e é necessária uma descrição detalhada de D e A;

iii) transferência de energia entre estados tripletos;

iv) transferência de energia quando a coerência quântica é rele-

vante

Em tais casos, a teoria de Dexter para a transferência de energia pode

ser mais apropriada. De acordo com este modelo teórico, a sobreposição

das densidades eletrônicas de D e A é uma quantidade relevante e, por-

tanto, a taxa transferência de energia eletrônica varia exponencialmente
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com a distância, k ∼ exp [−αR]. O mecanismo de Dexter descreve a

transferência eletrônica de energia [10,25,26] entre estados tripletos, en-

quanto Förster descreve o processo entre estados singletos. Além disso

a teoria de Förster deve ser aplicada em situações onde a decoerência

quântica é muito mais rápida que o tempo de transferência, pois a teoria

não leva em consideração a dinâmica quântica coerente entre diferentes

moléculas. Por isso a teoria de Föster está sendo substitúıda por um

tratamento quântico na descrição transferência de energia em estrutu-

ras fotossintéticas [13, 27], outra desvantagem dos métodos tradicionais

é que eles não descrevem situações em que o ambiente desempenha um

papel ativo na transferência eletrônica de energia.

Estudos recentes, utilizando espectroscopia não-linear de fótons-

eco e espectroscopia eletrônica 2D [28], mostram que a coerência quântica

pode ter um papel importante na eficiência quântica em membranas

fotossintéticas [19, 29]. Os tempos de decoerência em sistemas fotos-

sintéticos estão entre 300 fs− 1 ps, dependendo da temperatura [13,27,

30–32]. Acredita-se que a coerência quântica melhora o processo de TEE

até os CRs, aumentando assim a eficiência da coleta de luz. O acopla-

mento eletrônico vibracional gerado pela simetria e pelo ordenamento

dos complexos de coleta de luz [16, 33] seria responsável pela persis-

tente coerência quântica, que produz fenômenos, tais como: supertrans-

ferência e superradiação [34, 35]. De qualquer forma, os rápidos tem-

pos de transferência de energia (< 1 ps) através de pequenas distâncias

(20-30nm) permitem que a energia de excitação alcance os CRs antes

da ocorrência de recombinação, dando origem a rendimentos quânticos

próximos a 100 % [2,13,15]. Nos sistemas fotossintéticos naturais, os CRs

são distribúıdos aleatoriamente através da membrana fotossintética para

reduzir a distância que a energia de excitação deve percorrer [13,16,18].

No que diz respeito às células fotovoltaicas orgânicas, ao contrário

dos dispositivos inorgânicos, a dissociação de carga não ocorre imedia-

tamente após a fotoexcitação. Isso é devido à grande energia de ligação

entre elétron-buraco em poĺımeros e pequenas moléculas, que resulta



8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

da baixa constante dielétrica e da forte localização da função de onda

[14, 31]. Na maioria dos materiais orgânicos, o comprimento de difusão

do éxciton atinge poucas dezenas de nanômetros [10], limitado essenci-

almente por processos de decaimento, radiativos e não radiativos, que

competem com a difusão e destroem a energia excitônica [10,11,14,17].

Durante o processo de difusão excitônica nas estruturas moleculares,

existem inúmeros processos que limitam a eficiência do processo de TEE

e SC, porém o principal limitante na eficiência desses sistemas é a recom-

binação geminada2. Portanto, para aumentar a eficiência da fotogeração

de portadores de carga, a excitação eletrônica deve ocorrer nas proximi-

dades da interface D-A, onde ocorre a dissociação do par elétron-buraco.

Para minimizar perdas por recombinação, as heterojunções de volume

são usadas para otimizar a geração de carga em dispositivos fotovoltaicos

orgânicos e poliméricos, embora ilhas de segregação possam comprome-

ter o transporte e a coleta de carga pelos eletrodos [14].

A eficiência da conversão de energia das células solares é dada

pela fotocorrente × tensão de sáıda [17]. Embora seja posśıvel otimizar

a tensão de sáıda, ajustando a energia da heterojunção D-A, tem sido

mais desafiador controlar a fotocorrentes do dispositivo com base nas

propriedades dos materiais, porque a fotocorrente depende não apenas

da energia, mas também dos processos dinâmicos e da morfologia dos

filmes. Esta é a razão pela qual alguns materiais promissores fornecem

uma eficiência de dispositivo abaixo do esperado.

Geralmente é assumido no modelamento teórico de células solares

que o transporte e a dinâmica ocorrem no regime clássico e os efeitos

quânticos, se inclúıdos, são restritos a descrever os processos constituti-

vos da fotogeração de carga, que são: fotoabsorção, [18] transferência de

energia [9, 36], dissociação de carga [38,39] e recombinação [40,41].

Nesta tese estamos interessados em estudar o processo de TEE

2recombinação geminada é a definição que se dá à aniquilação de pares elétron-
buraco correlacionados, formados no mesmo evento de fotoabsorção ou estados de
carga separada na interface que não se dissociaram completamente
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e SC em aglomerados moleculares, através de um método que leve em

consideração a natureza quântica desses sistemas. Para isso utilizamos

o formalismo de von-Neumann para descrever a dinâmica quântica. O

formalismo de von-Neumann, ou de matriz densidade é apropriado para

descrever a evolução quântica dos estados do sistema. Contudo esta

representação, por si só, não é capaz de descrever os processos de trans-

ferência de energia e separação de carga de maneira realista, uma vez

que a evolução unitária não leva em consideração efeitos dissipativos

e de recombinação. Com o intuito de deixar o modelo mais realista,

introduziremos efeitos não unitários como decoerência e recombinação.

Estes efeitos podem ser adicionados ao modelo através da aproximação

de Lindblad e por operadores anti-Hermitianos [27]. Inúmeros traba-

lhos estudaram separadamente o processo de fotogeração de carga em

interfaces D-A com foco em: transporte de carga [42] e transferência

de energia [9, 11, 36] fotoabsorção [37], separação de carga [38, 39], re-

combinação [40, 41] e a morfologia da interface [43, 44]. Os processos

de fotogeração de carga em uma interfaces D-A pode ser visualizado na

Figura 1.3.

Figura 1.3: Representação ilustrativa dos processos de fotogeração de
carga em uma heterojunção orgânica do tipo D-A.
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Nesta tese, desenvolvemos um modelo granular de função enve-

lope para estudar o processo de fotogeração de carga que incorpora a

dinâmica quântica, efeitos de decoerência e recombinação. Designamos

a fotogeneração de carga pelo processo que engloba a fotoexcitação mo-

lecular, a transferência de energia, a separação do par elétron-buraco e a

coleta de portadores (ver Figura 1.3). Devido aos efeitos de decoerência

quântica, o modelo é capaz de descrever naturalmente os regimes clássico

e quântico, uma vez que a decoerência e a localização causam uma mu-

dança no regime de transferência de carga e energia: do modo ondu-

latório (evolução quântica coerente) para o comportamento difusivo. As

caracteŕısticas particulares do presente modelo, quando comparados com

outros que descrevem a transferência de carga e energia em aglomerados

moleculares, [45–49] são:

(i) o uso da matriz de superposição S que inclui no modelo os

efeitos da morfologia (desordem e arranjo molecular), além

de fornecer a escala de alcance da interação devido ao decai-

mento de Sij ;

(ii) o uso das autofunções do tipo oscilador harmônico como uma

base de estados, nos permite calcular de maneira anaĺıtica

todos os elementos da matriz de superposição;

(iii) a combinação de funções envelope moleculares harmônicas

permite, ainda modelar longas cadeias poliméricas (como

uma cadeia de esferas circulares) e estruturas moleculares

de larga escala.

(iv) estados excitados podem ser inclúıdos de forma a descrever

os orbitais tipo S, P, D etc.

A escolha de estudar o processo de transferência de carga e energia

em heterojunções orgânicas através de métodos de dinâmica quântica,

deve-se aos recentes resultados reportados na literatura que mostram
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que a persistência da coerência quântica em estruturas fotossintéticas

naturais [13, 50–53] aumenta a eficiência do processo de coleta de carga

nessas estruturas.

Este trabalho está organizado em seis caṕıtulos. No Caṕıtulo 2,

introduzimos o modelo granular de função envelope harmônica e apresen-

tamos o método utilizado para descrever o acoplamento entre os centros

de carga. Nos Caṕıtulos 3 e 4, apresentamos o formalismo utilizado

para descrever a dinâmica quântica e os efeitos de decoerência e recom-

binação. O Caṕıtulo 5, traz os resultados obtidos através das simulações

de dinâmica. O Caṕıtulo 6, apresenta as conclusões deste estudo e suas

perspectivas futuras. Por fim, apresentamos os Apêndices.
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Caṕıtulo 2

Modelo de função envelope mo-
lecular - FEM

O objetivo desta tese é estudar os processo de transferência de

energia eletrônica e separação de carga em modelos de heterojunções

orgânicas de larga escala, levando em consideração a natureza quântica

do problema. Devido ao tamanho dos sistemas moleculares, utilizar

cálculos de dinâmica quântica que levam em consideração todos os graus

de liberdade (todos os átomos) do sistema torna o problema intratável do

ponto de vista computacional. Uma alternativa é a utilização de modelos

granulares (do inglês coarse-grained model1) na descrição dos sistemas

moleculares. Os modelos granulares são amplamente utilizados para

modelagem computacional clássica de biomoléculas [54, 55], tais como,

protéınas [54,55], ácidos nucleicos [56,57], membranas liṕıdicas [55,58] e

carboidratos [59]. O modelo granular consiste em descrever um sistema

molecular complexo por meio de uma representação simplificada, porém

essa simplificação deve reproduzir um comportamento f́ısico similar ao do

sistema real. Nesses modelos, as moléculas são substitúıdas por pseudo-

átomos (que englobam um grupo de átomos). Ao diminuir os graus de

liberdade, podemos estudar tempos de simulação muito mais longos do

que se usássemos modelos atomı́sticos.

No estudo de células solares não existe um método teórico único

capaz de descrever os vários mecanismos responsáveis pelos processos de

1Em 2013 o prêmio Nobel de Qúımica foi concedido a Michael Levitt, Ariel Warshel
e Martin Karplus, pelo desenvolvimento dos primeiros modelos granulares para o
estudo de protéınas.

13
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separação e transporte de carga em sistemas supramoleculares. A difi-

culdade encontra-se na heterogeneidade e no tamanho dessas estruturas

moleculares e na complexidade dos mecanismos, que abrangem esca-

las de tempo desde fento- ou picossegundos (transferência de elétrons e

energia) até nano- ou microssegundos (recombinação e difusão de por-

tadores até os eletrodos). Do ponto de vista da mecânica quântica, a

falta de periodicidade dos aglomerados moleculares presentes nos dispo-

sitivos orgânicos, torna ainda mais dif́ıcil a descrição das propriedades

eletrônicas do sistema. Uma alternativa para o estudo das propriedades

eletrônicas de sistemas que são caracterizados por estados localizados,

é a aproximação desses estados localizados por funções envelope mole-

cular [60] (FEM). Apesar de não ser muito rigorosa, esta representação

preserva as principais caracteŕısticas eletrônicas do sistema na escala

mesoscópica.

Neste trabalho utilizamos um modelo bidimensional (2D) para

descrever as estruturas moleculares presentes nas interfaces D-A de hete-

rojunções orgânicas (Figura 2.1). As funções envelope molecular (FEM)

descrevem os estados localizados das moléculas que interagem predomi-

nantemente com as moléculas vizinhas. Nossa proposta de FEM utiliza

a base de autofunções do oscilador harmônico anisotrópico bidimensi-

onal como uma aproximação das funções de onda moleculares associa-

das às moléculas individuais como, a monômeros ou oligômeros. Esse

modelamento nos permite descrever arranjos moleculares de diferentes

tamanhos e formas por FEMs circulares e elipsoidais, tais como, as apre-

sentadas na Figura 2.1a-b.

Nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 apresentamos sistemas moleculares que

podem ser modelados pelo método FEM. A Figura 2.1 mostra dois mo-

delos de heterojunções orgânicas do tipo D-A presentes em OPVs. Na

Figuras 2.1-a apresentamos duas espécies moleculares (pentaceno e fule-

reno) frequentemente utilizadas em heterojunções orgânicas, no exemplo

os estados localizados dos fulerenos são representados por FEMs circu-

lares, enquanto os estados localizados dos pentacenos são representados
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por FEMs elipsoidais. A Figura 2.1-b mostra ainda uma heterojunção

orgânica entre um poĺımero e o fulereno, neste exemplo os estados lo-

calizados dos monômeros que compõem as cadeias dos poĺımeros são

representados por FEMs circulares. A Figura 2.2 mostra a estrutura de

um dendŕımero2 coletor de luz, estrutura esta presente em sistemas fotos-

sintéticos artificias. A Figura 2.3 apresenta uma imagem de microscopia

de força atômica da membrana fotossintética da bactéria Rhodospirillum

photometricum, com destaque os complexos coletores de luz (light har-

vesting, LH). Nesta imagem as estruturas moleculares menores são os

complexos de coleta LH-II (responsáveis pela coleta e transferência de

energia excitônica), enquanto as estruturas moleculares maiores são os

complexos de coleta LH-I (responsáveis pela separação de carga).

2Dendŕımeros são estruturas macromoleculares altamente ramificadas. Estas ma-
cromoléculas são compostos por uma estrutura molecular central espećıfica, os ramos
são compostos por monômeros que crescem de maneira radial em torno da estrutura
central.
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Figura 2.1: Representação de uma heterojunção D-A presente em uma
OPV. As estruturas moleculares presentes no sistema são a) o fulereno
(C60) e o pentaceno e b) o fulereno e um poĺımero. O fulereno é re-
presentado por FEMs circulares nas situações a) e b), enquanto a) o
pentaceno é representado por FEMs elipsoidais e b) o poĺımero por uma
combinação de FEMs circulares. Imagem adaptada da referência [61]
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Figura 2.2: Representação de um dendŕımero por FEMs circulares. Ima-
gem adaptada da referência [26]

Figura 2.3: Imagem de microscopia de força atômica (AFM) de um
complexo de antenas fotossintético da bactéria Rhodospirillum photome-
tricum. Na Imagens as estruturas moleculares LH-I e LH-II são repre-
sentados por FEMs circulares de diferentes tamanhos. Imagem adaptada
da referência [13].
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Acreditamos que a utilização de um modelo 2D não altera a

essência dos resultados e nos permite estudar sistemas maiores.

2.1 Modelo Teórico

Nesta seção apresentamos as autofunções do oscilador harmônico

anisotrópico bidimensional em coordenadas cartesianas que serão utiliza-

das na descrição dos orbitais localizados nas moléculas pela aproximação

de função envelope molecular harmônica.

2.1.1 Autofunções em coordenadas cartesi-
anas

No nosso sistema os portadores de carga estão confinados em um

plano por um potencial do tipo oscilador harmônico. No caso mais geral,

o Hamiltoniano do oscilador harmônico anisotrópico bidimensional é:

H =
p2

2m
+ V (x, y) =

p2
x

2m
+

p2
y

2m
+
m

2
(ω2
xx

2 + ω2
yy

2) , (2.1)

onde m é a massa do elétron, ωx e ωy são as frequências angulares de

oscilação na direção x e y, px e py são respectivamente os operadores

momento linear nas direções x e y. Reagrupando os termos do Hamilto-

niano temos

H =

(
p2
x

2m
+
mω2

xx
2

2

)
+

(
p2
y

2m
+
mω2

yy
2

2

)
= Hx +Hy , (2.2)

onde Hx e Hy são respectivamente os Hamiltonianos para o oscilador

harmônico unidimensional nas coordenadas x e y. Assim, o Hamilto-

niano H é separável nas coordenadas x e y, o que significa que suas
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autofunções são o produto das autofunções de Hx e Hy, ou seja

HΨ(x, y) = (Hx +Hy)ψx(x)ψy(y) = ψy(y)Hxψx(x) + ψx(x)Hyψy(y) ,

(2.3)

mas Hαψ(α) = Eαψ(α), onde α = x, y, então,

HΨ(x, y) = Hψx(x)ψy(y) = (Ex + Ey)ψx(x)ψy(y) . (2.4)

Portanto, basta resolver o problema do oscilador harmônico unidimensi-

onal, que tem solução bem conhecida, com

Enα = ~ω
(
nα +

1

2

)
, (2.5)

e

ψnα(α) =
1√

2nαnα!

(mω
π

) 1
4

exp

(
−mωα2

2~

)
Hnα

(√
mω

~
α

)
, (2.6)

onde Hnα são os polinômios de Hermite de ordem nα. Com os resulta-

dos acima para o oscilador harmônico unidimensional, podemos escrever

as expressões para as energias e as autofunções do oscilador harmônico

anisotrópico bidimensional como

Enx,ny = Enx + Eny = ~(ωxnx + ωyny + 1), (2.7)

e

Ψnx,ny (x, y) = Anx,ny exp
[
−m

2~
(ωxx

2 + ωyy
2)
]
×

×Hnx

(√
mωx
~

x

)
Hny

(√
mωy
~

y

)
,

(2.8)
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onde Anx,ny é o coeficiente de normalização e possui o seguinte valor

Anx,ny =
1√

2nx+nynx!ny!

√
m

π~
(ωxωy)

1/4
. (2.9)

Na Figura 2.4 são apresentadas as densidades de carga para o estado fun-

damental e os primeiros excitados do oscilador harmônico anisotrópico

2D. É posśıvel notar que a forma dos estados apresentados na Figura 2.4

assemelham-se aos orbitais atômicos, por exemplo: Ψ00 = s ,Ψ01 = py,

Ψ10 = px, Ψ11 = dxy, Ψ02 = dy e Ψ20 = dx.
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Ψ2
00 = s

Ψ2
10 = px Ψ2

01 = py

Ψ2
20 = dx Ψ2

11 = pxy Ψ2
02 = dy

Figura 2.4: Representação da densidade de carga das autofunções do
oscilador harmônico anisotrópico 2D, caso em que ωy = 3ωx. Os perfis
de densidade de carga representam os orbitais s, p e d.

2.1.2 Determinação do tamanho das FEMs
harmônicas

Utilizaremos FEMs harmônicas circulares (ωx = ωy) de diferentes

tamanhos para descrever as moléculas que compõem os aglomerados mo-

leculares. A determinação do tamanho das FEMs harmônicas circulares

é realizada igualando-se a largura a meia altura do perfil de densidade de
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probabilidade da função envelope no estado fundamental ao raio efetivo

(R) da molécula. Assim

R =

√
2~
mω

, (2.10)

onde ω representa a frequência de absorção da molécula modelada pela

FEM harmônica. Um esquema do tamanho da FEM harmônica é mos-

trado na figura a abaixo

Figura 2.5: Representação da largura na meia altura da gaussiana utili-
zada na determinação do tamanho da FEM harmônica.

2.2 Acoplamento entre FEMs

Para descrevermos a transferência de carga e energia eletrônica

através de um aglomerado molecular precisamos definir o mecanismo de

acoplamento entre os centros de carga. Em nosso modelo vamos utilizar

um método do tipo tight-binding baseado na teoria estendida de Hückel
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para descrever o estado quântico global de um aglomerado molecular.

O método estendido de Hückel é um método semiemṕırico do tipo

tight-binding utilizado em cálculos de qúımica quântica, desenvolvido

por Roald Hoffmann, em 1963, para tratar complexos moleculares, com

base na teoria de Hückel [62]. As principais vantagens do método esten-

dido de Hückel são: sua versatilidade, simplicidade e transparência, além

de sua capacidade de incorporar efeitos geométricos que afetam os au-

toestados, pois depende diretamente da matriz de superposição S entre

orbitais localizados. No entanto, na sua forma mais simples, o método

não inclui efeitos de interação eletrônica de qualquer ordem. Baseados

no método estendido de Hückel, definimos o Hamiltoniano do tipo tight-

binding para funções envelope molecular como

H
nx,ny
n′x,n

′
y

= κ

(
Enx,ny + En′x,n′y

2

)
S
nx,ny
n′x,n

′
y
, (2.11)

S é a matriz superposição (overlap) entre duas FEMs, E é a energia

de confinamento da FEM e κ é uma constante emṕırica3 de acopla-

mento. Assim torna-se posśıvel o cálculo dos elementos de matrizH
nx,ny
n′x,n

′
y

,

Eq.(2.11), através da determinação das integrais de superposição entre

os orbitais das FEMs.

2.2.1 Superposição de orbitais das FEM

Inicialmente, consideramos duas FEMs de diferentes tamanhos,

ou seja, ωx1
6= ωx2

e ωy1 6= ωy2 , uma centrada na origem do sistema de

coordenadas e outra na posição d = (x2, y2), como ilustra a Figura 2.6.

3κ é conhecida por constante de Wolfsberg-Helmholtz
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Figura 2.6: Acoplamento entre duas FEMs elipsoidais de diferentes ta-
manhos.

Em coordenadas cartesianas, os estados da FEM centrada na ori-

gem são

Ψ(1)
nx,ny (x, y) = Anx,ny exp

[
−1

2
(α2x2

1 + β2y2
1)

]
Hnx (αx1)Hny (βy1) ,

(2.12)

com α2 = mωx1
/~ e β2 = mωy1/~. Enquanto, os estados da FEM

centrada na posição d é

Ψ
(2)
n′x,n

′
y
(x, y) = An′x,n′y exp

{
−1

2

[
α′2(x− x1)2 + β′2(y − y1)2

]}
×

×Hn′x
[α′(x− x1)]Hn′y

[β′(y − y1)] ,

(2.13)

com α′2 = mωx2/~ e β′2 = mωy2/~. Os elementos da matriz de super-

posição, S
nx,ny
n′x,n

′
y
, são dados por



2.2. ACOPLAMENTO ENTRE FEMS 25

S
nx,ny
n′x,n

′
y

=
〈

Ψ(1)
nx,ny

∣∣∣Ψ(2)
n′x,n

′
y

〉
=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

[
Ψ(1)
nx,ny (x, y)

]∗
Ψ

(2)
n′x,n

′
y
(x, y) dxdy ,

(2.14)

Mas as autofunções Ψnx,ny são reais, portanto,

S
nx,ny
n′x,n

′
y

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Ψ(1)
nx,ny (x, y)Ψ

(2)
n′x,n

′
y
(x, y) dxdy . (2.15)

Os elementos da matriz de superposição, Eq.(2.15), podem ser ob-

tidos analiticamente. Alguns dos resultados são apresentados na Tabela

2.1 (a tabela completa utilizada nesse trabalho encontra-se no Apêndice

A). Esta representação, é bastante geral e versátil, pois permite-nos des-

crever de maneira anaĺıtica o acoplamento entre as FEMs de diferentes

tamanhos e formas.

nx, ny n
′
x, n

′
y S

nx,ny

n
′
x,n
′
y

0, 0 0, 0 2νx12νy12 exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
0, 0 0, 1 −2

√
2

√
mωy1

~
νx12ν

3
y12

d sin θ×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
0, 0 1, 0 −2

√
2

√
mωx1

~
ν3x12νy12d cos θ×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
0, 1 0, 0 2

√
2

√
mωy2

~
νx12ν

3
y12

d sin θ×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
0, 1 0, 1

4

ωy1 + ωy2
νx12ν

3
y12

[
ωy2 + ωy1

(
1−

mωy2

~
d2 sin θ

)]
×
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× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
0, 1 1, 0 −2

m

~
√
ωx1ωy2ν

3
x12

ν3y12d
2 sin 2θ×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
1, 0 0, 0 2

√
2

√
mωx2

~
ν3x12νy12d cos θ×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
1, 0 0, 1 −2

m

~
√
ωx2ωy1ν

3
x12

ν3y12d
2 sin 2θ×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]
1, 0 1, 0

4

ωx1 + ωx2
ν3x12νy12

[
ωx2 + ωx1

(
1−

mωx2
~

d2 cos2 θ
)]
×

× exp

[
−
md2

2~
(
ν̄x12 cos2 θ + ν̄y12 sin2 θ

)]

Tabela 2.1: Elementos da matriz superposição entre duas FEMs com
forma elipsoidal e de diferentes tamanhos.

As constantes que aparecem na Tabela 2.1 possuem a seguinte dependência:

νx12 =

√
ωx1ωx2

ωx1 + ωx2

, νy12 =

√
ωy1ωy2

ωy1 + ωy2
, ν̄x12 =

ωx1
ωx2

ωx1 + ωx2

e ν̄y12 =
ωy1ωy2
ωy1 + ωy2
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2.3 Descrição dos aglomerados mo-
leculares

Como descrito anteriormente, utilizamos o método estendido de

Hückel para acoplar os centros de carga que irão descrever a transferência

eletrônica. Através desse método podemos construir o Hamiltoniano que

descreve o sistema molecular e, assim, obter as autoenergias e autoesta-

dos. A função de onda que descreve a carga eletrônica em um aglomerado

molecular pode ser obtida através da combinação linear das FEMs como

|Ψ〉 =
∑
i

Ci|φi〉 , (2.16)

onde o ı́ndice i ≡
{
nix, n

i
y

}
e φi = φnix,niy (r−Ri) representam a base das

FEMs localizada no śıtio Ri.

2.3.1 Representação de poĺımeros por FEMs
harmônicas

Nesta seção mostramos como podemos representar poĺımeros com

diferentes formas utilizando a base de FEMs. No decorrer deste tra-

balho optamos por utilizar FEMs circulares/harmônicas ( ou seja, com

ωx = ωy) na representação de pequenas moléculas e poĺımeros. A repre-

sentação de poĺımeros de diferentes formas (geometrias) pode ser reali-

zada pela combinação de FEMs circulares, onde cada ćırculo representa

um monômero presente na cadeia do poĺımero, como é mostrado nas Fi-

guras 2.7, 2.8 e 2.9 para arranjos moleculares de diferentes formas. Nas

Figuras 2.7, 2.8 e 2.9 mostramos o comportamento da função de onda

do estado fundamental e dos primeiros estados excitados para poĺımeros

com diferetnes formas, através de perfis de densidade bidimensionais.
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Figura 2.7: Representação da função de onda de um poĺımero alongado
através da combinação de linear das FEMs circulares.

Figura 2.8: Representação da função de onda de um poĺımero através
da combinação das FEMs circulares.
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Figura 2.9: Representação da função de onda de um poĺımero através
da combinação das FEMs circulares.

Os resultados mostrados nas Figuras 2.7, 2.8 e 2.9 foram obtidos utili-

zando FEMs com diâmetro 5nm e uma constante Wolfsberg-Helmholtz,

κ = 0.5, para acoplamento entre as FEMs.
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Caṕıtulo 3

Dinâmica quântica

Neste caṕıtulo apresentamos uma breve introdução do ope-

rador matriz densidade, e mostramos suas propriedades numa repre-

sentação em base não-ortogonal. Introduzimos o conceito de sistema

quântico abertos e fechado que irão nos fornecer as equações de movi-

mento para a dinâmica quântica. Na seção de sistemas quânticos fe-

chados obtemos a equação para uma dinâmica coerente (sem a ação do

ambiente), na seção de sistemas quânticos abertos obtemos a equação

de dinâmica quântica levando em consideração o acoplamento entre o

sistema e o ambiente, onde efeitos de decoerência e recombinação são

adicionados.

3.1 Formalismo de von-Neumann
para a matriz densidade

A matriz densidade ou operador densidade é uma forma de re-

presentação do ensemble de estados de um sistema quântico. Embora a

descrição de um sistema quântico com a matriz de densidade seja equi-

valente ao uso da função de onda, a utilização da matriz densidade é

mais geral e fornece vantagens práticas e significativas para determina-

dos problemas, principalmente quando estamos interessados em estudar

a ação de efeitos dissipativos, uma vez que a matriz densidade possui

toda informação fisicamente relevante que podemos possivelmente obter

a respeito do ensemble de estados f́ısicos [63].

31
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O operador densidade (ρ̂) para um estado |ψ〉 é representado pela

seguinte relação

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| ,

=
∑
i,j

c∗jci|i〉〈j| ,

=
∑
i,j

ρij |i〉〈j| ,

(3.1)

onde c∗jci = ρij são os elementos da matriz densidade. Se a base é não-

ortogonal, e o vetor de estado |ψ〉 do sistema está normalizado, temos

〈ψ|ψ〉 =
∑
i

c∗i 〈i|
∑
j

cj |j〉 ,

=
∑
i,j

c∗i 〈i|j〉cj ,

=
∑
i,j

c∗iSijcj = 1 .

(3.2)

Vale ressaltar que a relação de identidade quando se utiliza uma base

não-ortogonal é dada por ∑
i,j

|i〉S−1
ij 〈j| = 1. (3.3)

O valor esperado de um observável O nessa representação é

〈Ô〉 = Tr (ρO) , (3.4)

onde devemos lembrar que o traço é um invariante algébrico, i.e. não

depende da base utilizada.

A matriz densidade é uma matriz semidefinida positiva, auto-

adjunta (ou Hermitiana), de traço unitário. Logo as seguintes proprie-

dades devem ser preservadas:
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i ) O operador ρ̂ é Hermitiano:

ρ̂† =
∑
ij

(|i〉ρij〈j|)† ,

=
∑
ij

|j〉ρ∗ji〈i| = ρ̂ .
(3.5)

ii ) Normalização Tr [ρS] = 1

〈ψ|ψ〉 =
∑
i,j

c∗iSijcj ,

=
∑
i,j

ρijSji ,

=
∑
i

∑
j

ρijSji

 ,

=
∑
i

[ρS]i = Tr [ρS] = 1 .

(3.6)

iii ) O operador densidade é idempotente para o caso de estados puros

ρ̂2 = ρ̂.ρ̂ ,

= |ψ〉 〈ψ|.|ψ〉︸ ︷︷ ︸
1

〈ψ| = ρ̂ . (3.7)

3.2 Evolução temporal dos estados
quânticos

Sistemas quânticos fechados são sistemas quânticos isolados, que

não são afetados pelo ambiente, isto é, o sistema não perde informação

sobre o seu estado, ou seja, informação não flui para o ambiente. Os sis-

temas quânticos abertos, pelo contrário, são sistemas que estão em con-

tato com o ambiente, logo eles interagem com outros sistemas quânticos
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externos, portanto, calor, matéria e informação são trocadas com o am-

biente.

3.2.1 Sistemas quânticos fechados

Para calcular a equação de movimento do operador densidade

em uma base não-ortogonal na ausência de interações com o ambiente,

consideremos a representação dinâmica do sistema quântico mediante a

evolução temporal dos seus autoestados

|ψ〉 ≡ |ψ(t)〉 . (3.8)

A equação de movimento para o operador densidade segue naturalmente

da definição do operador densidade ρ̂ e da equação de Schrödinger de-

pendente do tempo

Ĥ|ψ〉 = i~
(
d|ψ〉
dt

)
, 〈ψ|Ĥ = −i~

(
d〈ψ|
dt

)
, (3.9)

onde Ĥ representa o operador Hamiltoniano do sistema. A partir da

definição ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, temos a evolução temporal do operador densidade

como

dρ̂

dt
=

d

dt
(|ψ〉〈ψ|) ,

=

(
d|ψ〉
dt

)
〈ψ|+ |ψ〉

(
d〈ψ|
dt

)
.

(3.10)

Aplicando as Eqs.(3.9) na Eq.(3.10), obtemos a equação de Liouville

von-Neumann.

d

dt
(|ψ〉〈ψ|) =

1

i~
Ĥ|ψ〉〈ψ| − 1

i~
|ψ〉〈ψ|Ĥ ,

dρ̂

dt
=

1

i~

[
Ĥ, ρ̂

]
.

(3.11)
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Se representamos a Eq.(3.11) em uma base não-ortogonal, os elementos

da matriz densidade da equação acima devem ser reescritos da seguinte

maneira, utilizando a relação de identidade Eq.(3.3),

dρ̂

dt
=

d

dt
(|ψ〉〈ψ|) =

d

dt

∑
i,j

∑
k,l

|i〉S−1
i,j 〈j|ψ〉〈ψ|k〉S

−1
k,l 〈l|

 ,

=
d

dt

∑
i,j

∑
k,l

∑
α,β

|i〉S−1
i,j 〈j|α〉cαc

∗
β〈β|k〉 S−1

k,l 〈l|

 ,

=
d

dt

∑
i,j

∑
k,l

∑
α,β

|i〉

δi,α︷ ︸︸ ︷
S−1
i,j Sj,α cαc

∗
β

δβ,l︷ ︸︸ ︷
Sβ,kS

−1
k,l 〈l|

 ,

=
d

dt

∑
i,l

∑
α,β

|i〉δi,αcαc∗βδβ,l〈l|

 ,

=
d

dt

∑
i,l

|i〉

ρi,l︷︸︸︷
cic
∗
l 〈l|

 = ˙̂ρ .

(3.12)

Os elementos de matriz que compõem o comutador são escritos como

1

i~
Ĥ|ψ〉〈ψ| = 1

i~
∑
i,j

|i〉S−1
i,j 〈j|Ĥ

∑
k

ck|k〉
∑
l

c∗l 〈l| ,

=
1

i~
∑
i,j

∑
k,l

|i〉S−1
i,j

Hj,k︷ ︸︸ ︷
〈j|Ĥ|k〉

ρk,l︷︸︸︷
ckc
∗
l 〈l| ,

=
1

i~
∑
i,j

∑
k,l

|i〉S−1
i,j Hj,kρk,l〈l| ,

=
1

i~
S−1Hρ .

(3.13)
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e

1

i~
|ψ〉〈ψ|Ĥ =

1

i~
∑
l

cl|l〉
∑
k

c∗k〈k|
∑
j,i

Ĥ|j〉S−1
j,i 〈i| ,

=
1

i~
∑
l,k

∑
j,i

|l〉

ρl,k︷︸︸︷
clc
∗
k

Hk,j︷ ︸︸ ︷
〈k|Ĥ|j〉S−1

j,i 〈i| ,

=
1

i~
∑
l,k

∑
j,i

|l〉ρl,kHk,jS
−1
j,i 〈i| ,

=
1

i~
ρHS−1 .

(3.14)

Utilizando os resultados das Eqs.(3.12), (3.13) e (3.14), reescrevemos a

Eq.(3.11) da seguinte forma.

ρ̇ = − i
~
(
S−1Hρ− ρHS−1

)
,

ρ̇ab = − i
~
(
S−1Hρ− ρHS−1

)
ab

.

(3.15)

A Eq.(3.15) é a equação de Liouville von Neumann na forma matricial

representada em termos de uma base não-ortogonal [64].

3.2.2 Sistemas quânticos abertos

Os sistemas quânticos abertos são sistemas conectados ao ambi-

ente, portanto estão sob efeitos de decoêrencia e interação dissipativas.

Para tratar esse tipo de problema, designamos o sistema quântico de

interesse como sistema S, que é representado pelo Hamiltoniano HS .

O sistema quântico S está acoplado a outro sistema quântico, geral-

mente muito maior, que identificaremos como sendo o reservatório R,

representado pelo Hamiltoniano HR. Vamos considerar também que o

acoplamento entre S e R é descrito pelo potencial de interação VS−R,

como ilustrado a seguir
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Figura 3.1: Esquema ilustrativo de um sistema quântico aberto. A ilus-
tração mostra o acoplamento entre o sistema S e o reservatório R por
meio de um potencial de interação VS−R.

Assim, o Hamiltoniano total do sistema é

Ĥ = ĤS + ĤR + V̂S−R . (3.16)

No formalismo de sistemas quânticos abertos, estamos interessados em

estudar as propriedades do sistema S, porém não sabemos (podemos)

descrever o reservatório R completamente. Por isso vamos tratar a in-

teração VS−R de maneira aproximada.

Limite do acoplamento fraco

Nosso objetivo é calcular a evolução temporal do operador densi-

dade reduzido do sistema S, ρ̂S , cuja dinâmica ocorre sob influência do

reservatório. O operador densidade reduzida é obtido a partir do ope-

rador densidade total (ρ̂) ao fazermos o traço parcial sobre os graus de
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liberdade do reservatório

TrR [ρ̂(t)] =
∑
R

〈φR|ρ̂S⊗ρ̂R|φR〉 = ρ̂S
∑
R

〈φR|ρ̂R|φR〉 = ρ̂STrR [ρR] = ρ̂S .

(3.17)

Na solução desse problema vamos considerar o regime de acoplamento

fraco. Realizando uma transformação unitária na representação de in-

teração para a matriz densidade do sistema S +R, temos:

ρ̂(t) = U(t)ρ̂U†(t) , (3.18)

onde

U(t) = exp

[
− i
~

(
ĤS + ĤR

)
t

]
, U†(t) = exp

[
i

~

(
ĤS + ĤR

)
t

]
.

(3.19)

Substituindo o operador, Eq. (3.18), na equação de Liouville-von Neu-

mann, reescrevemos:

dρ̂(t)

dt
= − i

~

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
,

= − i
~

[
V̂S−R(t), ρ̂(t)

]
,

(3.20)

onde a dependência temporal V̂S−R vem da representação de interação.

Contudo o operador densidade do reservatório, ρ̂R, não será afetado sig-

nificativamente pela interação VS−R, uma vez que o reservatório possui

infinitos graus de liberdade e a pertubação nele gerada é rapidamente

atenuada. Integrando a equação de Liouville-von Neumann, Eq.(3.20),

temos

ρ̂(t) = ρ(0)− i

~

∫ t

0

dt′
[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]
. (3.21)
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Reintroduzindo o resultado da Eq.(3.21) para o operador densidade ρ̂(t)

na equação de Liouville-von Neumann, obtemos a seguinte equação au-

toconsistente

dρ̂(t)

dt
= − i

~

[
V̂S−R(t), ρ̂(t)

]
,

= − i
~

([
V̂S−R(t), ρ(0)

]
− i

~

∫ t

0

dt′
[
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]])
.

(3.22)

Esta equação é uma série perturbativa como a série de Dyson. Nesta

etapa utilizaremos a imposição feita no começo da seção, de estarmos

no regime de acoplamento fraco, e utilizaremos a aproximação de Born

que equivale à teoria de pertubação de segunda ordem. Consideramos

somente os termos até segunda ordem no potencial de interação. Outra

aproximação válida é que TrR ([VS−R, ρ̂R(0)]) = 0, ou seja, no instante

inicial sistema e reservatório estão descorrelacionados. Assim os termos

de primeira ordem da interação V̂S−R são eliminados. Isso significa que

o estado inicial do reservatório é tal que, a interação V̂S−R não gera

nenhuma dinâmica no reservatório. Assim, tirando o traço sobre o re-

servatório na Eq.(3.22), temos

TrR

(
dρ̂(t)

dt

)
= − i

~

{
TrR

([
V̂S−R, ρ̂(0)

])
−

− i

~

∫ t

0

dt′ TrR
([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t

′), ρ̂(t′)
]])}

,

= − 1

~2

∫ t

0

dt′ TrR
([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t

′), ρ̂S(t
′)⊗ ρ̂R(t

′)
]])

,

(3.23)

A Eq.(3.23) é uma equação mestra quântica não Markoviana. Além

disso, não garante as propriedades da matriz densidade, pois possui efei-

tos de memória agregados devido ao fato de ser localmente não-temporal.

Com o objetivo de simplificá-la e eliminar alguns desses problemas, uti-

lizaremos a aproximação de Markov, que coloca a equação numa forma

a depender somente do estado atual.
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A variação da matriz densidade é pequena quando comparada ao

decaimento das correlações do reservatório, podemos fazer ρ(t′)→ ρ(t).

Ademais, se trocarmos t′ por t−t′ não alteramos as condições de contorno

do problema e como o reservatório chega ao equiĺıbrio rapidamente para

t >> t′ o limite superior de integração pode ser estendido para∞, assim

temos

d

dt
ρ̂S(t) = − 1

~2

∫ ∞
0

dt′ TrR
([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t− t′) , ˆρ(t′)

]])
,

(3.24)

O conjunto das duas aproximações é denominada aproximação de Born-

Markov. No entanto, essas aproximações ainda não garantem que o

resultado da equação mestra seja uma dinâmica de semigrupo e, por-

tanto, não pode ser convertida na forma Lindblad. A próxima apro-

ximação a ser utilizada é conhecida como aproximação secular. Esta

aproximação consiste na omissão dos termos (ω 6= ω′) de flutuação de

energia da equação mestra Markoviana que levam o sistema rapidamente

ao equiĺıbrio. Assim, após a aproximação secular, é posśıvel reescrever a

equação mestra Eq.(3.24) da seguinte maneira

˙̂ρ = − i
~

[
Ĥ, ρ̂S(t)

]
+
∑
k=1

γk

(
Lkρ̂S(t)L†k −

1

2

(
ρ̂S(t)LkL

†
k + LkL

†
kρ̂S(t)

))
,

(3.25)

A equação acima é a forma mais geral da equação mestra quântica no

formalismo de Lindblad [65, 66]. O primeiro termo à direita da igual-

dade descreve a evolução temporal unitária do operador densidade [67],

enquanto o segundo termo descreve a evolução temporal não unitária

do operador densidade. Se os termos γk forem zero, então a Eq.(3.25)

fornece a equação de Liouville von-Neumann para um sistema fechado.

Os coeficientes γk correspondem às taxas de relaxação dos processos es-

tocásticos e do decaimento incoerente no sistema. Os operadores Lk e

L†k são os operadores de Lindblad. Esse tipo de operador relaxação é
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amplamente aplicado na descrição da dinâmica dissipativa em sistemas

biológicos [68], f́ısico-qúımicos em óptica quântica dentre outros [69]. Os

operadores de Lindblad L†k e Lk atuam em um sistema quântico S e lá

podem haver inúmeros desses operadores, dependendo da natureza do

problema. A obtenção da equação mestra quântica no formalismo de

Lindblad é mostrada com detalhes no Apêndice B.
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Caṕıtulo 4

Dinâmica quântica eletrônica

Neste caṕıtulo construiremos a matriz densidade para o par elétron-

buraco utilizando formalismo de spinor. Este formalismo é apropriado

para escrever as equações dinâmicas para elétron e buraco de maneira

separada, garantindo a neutralidade da carga no sistema. Ainda neste

caṕıtulo mostramos como são escritas as equações que descrevem a fe-

nomenologia do nosso modelo (decoerência, recombinação e coleta de

carga) utilizando uma base não-ortogonal.

4.1 Matriz densidade no formalismo
de spinor

Escrevemos a nossa base de estados para elétron e buraco como

sendo um spinor da seguinte maneira

|Ψ〉 =

e,h∑
σ

|Ψσ〉 , (4.1)

onde o rótulo σ representa os estados de elétron (e) ou buraco (h), com

os estados de elétron e buraco escritos na forma usual

|Ψσ〉 =

e,h∑
σ

Cσi |φi, σ〉 , (4.2)

43
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onde o ı́ndice i ≡
{
nix, n

i
y

}
e φi = φnix,niy (r − Ri) representam a base

das FEMs localizada no śıtio Ri. No formalismo de spinor a matriz

densidade para o sistema de elétron e buraco é escrita

ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ| ,

=
∑
σσ′

∑
i,j

cσi c
σ′

j |i, σ〉〈j, σ′| ,

=
∑
σσ′

∑
i,j

ρσσ
′

ij |i, σ〉〈j, σ′| ,

(4.3)

onde ρσσ
′

ij = cσi

(
cσ
′

j

)∗
representam os elementos da matriz densidade de

elétron (σ = e) e buraco (σ = h) no formalismo de spinor. Podemos

visualizar o operador densidade para os estados de elétron e buraco na

representação de matricial através da figura abaixo Neste formalismo as

Figura 4.1: Representação ilustrativa da matriz densidade no formalismo
de spinor.

propriedade apresentadas na seção 3 para a matriz densidade permane-

cem inalteradas.
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4.1.1 Dinâmica eletrônica

A equação que rege a dinâmica quântica em nosso modelo é a

seguinte

dρ̂

dt
= − i

~
[H, ρ̂] + Ldec(ρ̂) +

1

~
{Hgem, ρ̂}+

1

~
{Hcol, ρ̂} . (4.4)

Os termos à direita da Eq.(4.4) são respectivamente: o comutador de

Liouville von-Neumann que leva em consideração a dinâmica quântica

coerente, onde H é o Hamiltoniano (hermitiano) do sistema; o superope-

rador de Lindblad Ldec(ρ̂) que descreve efeitos de decoerência quântica;

o anti-comutador não unitário que descreve a recombinação geminada

conduzida pelo operador anti-hermitiano Hgem; o anti-comutador não

unitário que descreve o processo de coleta de carga nas extremidades

da estrutura molecular descrito pelo operador anti-hermitiano Hcol. Os

operadores Hgem e Hcol serão descritos em mais detalhes no decorrer

deste caṕıtulo.

4.1.2 Hamiltoniano do sistema e dinâmica
coerente

O Hamiltoniano do sistema é descrito através do Hamiltoniano

de Hückel (ver seção 2.2), para o spinor elétron-buraco no formalismo

tight-binding é escrito como

H =


N∑
i

Ei,σ|φi〉〈φi|
N∑
i<j

Vij,σ (|φi〉〈φj |+ |φj〉〈φi|) |

σz , (4.5)

com i ≡
{
nix, n

i
y

}
e j ≡

{
njx, n

j
y

}
representam cada śıtio do sistema

molecular e σz é a matriz de Pauli. As energia dos śıtios moleculares são

dadas por

Ei = Ei + Vi + ξi , (4.6)
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onde Ei = ~ω(nix+niy + 1) é a energia de confinamento da FEM e Vi é a

função trabalho para as moléculas D e A. Além disso, ξi, é a energia de

ligação entre elétron e buraco, aproximada por ξi = (∆/10)P ei P
h
i , onde

∆ é o gap óptico e P
e/h
i é a população de elétron e buraco associado com

a FEM (φi). O termo de hopping entre FEMs é descrita como

Vi,j =
1

2
Sij [(κEi + Vi) + (κEj + Vj)] . (4.7)

Os parâmetros de energia da função trabalho V induzidos na

Eq.(4.5) por E e V caracterizam os diferentes tipos de interface D-A, por

exemplo: os alinhamentos Tipo I, Tipo II e Tipo III que são mostrados

na Figura 4.2 (a-c). O alinhamento Tipo I mostrado na Figura 4.2-(a)

favorece a transferência de energia pois elétron e buraco são transferidos

simultaneamente para as estruturas moleculares vizinhas. Os alinhamen-

tos Tipo II e Tipo III na Figura 4.2-(b) e (c) promovem a dissociação de

elétron-buraco devido ao diferente arranjo entre os ńıveis de energia.

(a) (b) (c)

Figura 4.2: Esquema dos alinhamentos dos ńıveis de energia relativos
que representam os processos de transferência. (a)Tipo I, transferência
de energia eletrônica, (b) Tipo II, separação de carga com localização de
elétrons e (c) Tipo III, sepração de carga com localização de buraco.
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Através dos deslocamentos relativos entre os ńıveis de energia

caracteŕısticos apresentados acima podemos descrever os processos de

transferência de energia e separação de carga para diferentes arranjos

e aglomerados moleculares. Na Figura 4.3 são apresentadas duas si-

mulações para um fragmento de uma estrutura molecular. Na situação

(a), apresentada na Figura 4.3, os śıtios grandes têm alinhamento en-

tre os ńıveis de energia que privilegia a separação de carga com trans-

ferência de elétrons (alinhamento tipo II), já a situação (b) mostra o

caso contrário, que privilegia a transferência de buracos (alinhamento

tipo III).

Figura 4.3: Esquema demonstrativo do processo de transferência de ener-
gia eletrônicas para diferentes alinhamentos relativos entre os ńıves de
energia para śıtios moleculares representados por FEMs. (a) alinhamento
Tipo II promove a dissociação de carga com localização de elétrons nos
śıtios moleculares grandes (b) alinhamento Tipo III promove a disso-
ciação de carga com localização de buracos nos śıtios moleculares gran-
des. A estrutura molecular utilizada nas simulações foi retirada de uma
região da estrutura molecular da Figura 2.3. Os circulos maiores repre-
sentam as estruturas de LH-I, enquando os circulos menores representam
as estruturas de LH-II. Nas simulações foram utilizados os tamanhos re-
ais das estruturas de LH-I e LH-II.
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4.1.3 Decoerência e localização de carga

A decoerência quântica e os efeitos de localização causados pe-

las interações com o ambiente são levados em consideração através do

superoperador de Lindblad Ldec(ρ̂), descrito na seção 3.2.2. O supe-

roperador de Lindlbad inclui contribuições de efeitos não unitários e

é responsável pela perda de coerência entre os estados envolvidos na

dinâmica eletrônica, localizando a carga à medida que a coerência do

sistema é perdida. O termo de decoerência para uma base não-ortogonal

no formalismo de matriz densidade pode ser escrito como

Ldec(ρ̂) =
∑
k

(
L̂kρ̂L̂

†
k −

1

2

{
L̂†kL̂k, ρ̂

})
, (4.8)

onde L̂k e L̂†k são os operadores de Linblad. Estes operadores em par-

ticular eliminam as coerências quânticas ao projetar a matriz densidade

nos estados das FEMs locais, eles são escritos como

L̂k =
∑
m

√
γkdec|k〉S

−1
km〈m|, L̂†k =

∑
l

√
γkdec|l〉S

−1
lk 〈k| , (4.9)

tal que,

L̂†kL̂k =

[∑
l

√
γkdec|l〉S

−1
lk 〈k|

][∑
m

√
γkdec|k〉S

−1
km〈m|

]
,

=
∑
lm

γkdec|l〉S−1
lk

1︷ ︸︸ ︷
〈k|k〉S−1

km〈m| ,

=
∑
lm

γkdec|l〉S−1
lk S

−1
km〈m| .

(4.10)

Voltando à Eq.(4.8) e calculando todos os termos dessa equação, temos
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• Termo L̂kρ̂L̂
†
k

L̂kρ̂L̂
†
k = γkdec

[∑
m

|k〉S−1
km〈m|

]∑
ij

|i〉ρi,j〈j|

[∑
l

|l〉S−1
lk 〈k|

]
,

= γkdec
∑
ml
ij

|k〉S−1
km〈m|i〉ρi,j〈j|l〉S

−1
lk 〈k| ,

= γkdec
∑
ij

|k〉

δki︷ ︸︸ ︷
S−1
kmSmi ρi,j

δjk︷ ︸︸ ︷
SjlS

−1
lk 〈k| = γkdec|k〉ρk,k〈k| ,

(4.11)

• Termo L̂†kL̂kρ̂

L̂†kL̂kρ̂ = γkdec

[∑
lm

|l〉S−1
lk S

−1
km〈m|

]∑
ij

|i〉ρij〈j|

 ,

= γkdec
∑
lm
ij

|l〉S−1
lk S

−1
km〈m|i〉ρij〈j| ,

= γkdec
∑
lm
ij

|l〉S−1
lk

δki︷ ︸︸ ︷
S−1
kmSmi ρij〈j| = γkdec

∑
lj

|l〉S−1
lk ρkj〈j| ,

(4.12)

• Termo ρ̂L̂†kL̂k

ρ̂L̂†kL̂k = γkdec

∑
ij

|i〉ρij〈j|

[∑
lm

|l〉S−1
lk S

−1
km〈m|

]
,

= γkdec
∑
ij
lm

|i〉ρij〈j|l〉S−1
lk S

−1
km〈m| ,

= γkdec
∑
ij
lm

|i〉ρij

δjk︷ ︸︸ ︷
SjlS

−1
lk S−1

km〈m| = γkdec
∑
lj

|j〉ρjkS−1
kl 〈l| .

(4.13)
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Incluindo os termos acima na Eq.(4.8), obtemos

Ldec(ρ̂) =
∑
k

γkdec

|k〉ρk,k〈k| −∑
lj

1

2

(
S−1
lk ρkj + ρlkS

−1
kj

)
|l〉〈j|

 .

(4.14)

Em nosso modelo assumiremos a mesma taxa de decoêrencia para todos

os estados: γkdec = γ = δ/h, onde δ é a largura da pseudo banda do

sistema molecular (obtida através da densidade de estados do sistema) e

h é a constante de Planck. A Figura 4.4 mostra a ação do superoperador

Ldec(ρ̂) eliminando as coerências do sistema, assim levando o sistema ao

estado clássico e causando a localização de carga.

Figura 4.4: Esquema ilustrativo do processo de decoerência devido ao
superoperador Ldec(ρ̂). (a) superposição dos estados coerentes de elétron
e buraco e (b) localização das cargas eletrônicas devido ao processo de
decoerência

4.1.4 Dinâmica de recombinação

Em nosso modelo descrevemos dois tipos de processo de recom-

binação, a recombinação geminada e recombinação bimolecular. Recom-

binação geminada é a definição que se dá à aniquilação de pares elétron-

buraco correlacionados, formados no mesmo evento de fotoabsorção ou

estados de carga separada na interface, que não se dissociaram completa-
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mente [70]. A recombinação bimolecular (não-geminada), por outro lado,

designa a recombinação de portadores de carga totalmente dissociados,

gerados por eventos de fotoabsorção independentes [70]. Para descrever

a recombinação elétron-buraco no formalismo de spinor, constrúımos o

operador anti-Hermitiano Hgem que irá se encarregar de descrever este

processo através do seguinte termo

1

i~
{Hgem, ρ̂} . (4.15)

O operador Hgem descreve um processo não unitário de traço não preser-

vado. Devemos lembrar que o operador de recombinação deve levar em

consideração a neutralidade de carga, ou seja, a taxa de recombinação

entre elétron-buraco deve ser a mesma. Para obtermos um operador

Hgem que descreva a recombinação geminada e conserve a neutralidade

de carga no sistema, vamos levar em consideração a seguinte equação

de aniquilação do par elétron-buraco no formalismo de spinor para uma

base não-ortogonal

d

dt
|Ψσ〉

∣∣∣∣
rec

= Hgem|Ψσ〉 ,

=
(
i~|Ψσ′〉〈Ψσ′ |Γ̂rec|Ψσ〉〈Ψσ|

)
|Ψσ〉 ,

(4.16)

onde |Ψσ〉 representa estados de elétron (σ = e) ou buraco (σ = h), com

σ 6= σ′. De acordo com a Eq.(4.16), os elétrons são transformados em

buracos e vice-versa. A partir da Eq.(4.16) obtemos o seguinte elemento

de matriz

〈Ψσ′ |Γ̂rec|Ψσ〉 ≈ Γrec〈Ψσ′ |Ψσ〉 ,

= Γrec
∑
ij

[
Cσ
′

i

]∗
Cσj 〈i|j〉 ,

= Γrec
∑
ij

[
Cσ
′

i

]∗
Cσj Sij .

(4.17)
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O parâmetro Γrec (taxa de recombinação), contém as regras de seleção

devido à simetria dos orbitais moleculares e da polarização da luz. Em

geral, o decaimento por recombinação pode ser causada por processos

radiativos e não-radioativos, aqui consideramos apenas o decaimento ra-

diativo. Vamos assumir um valor constante para todos os elementos da

matriz de recombinação, de modo a simplificar a Eq.(4.17). Permanece,

no entanto, o termo Sij que funciona como uma regra de seleção para a

FEM. Utilizando as identidades 〈Ψσ|Ψσ〉 = Trσ [ρS], para a população

de elétrons e buracos dependente do tempo, e definindo %̂ ≡ ρ̂he como a

matriz densidade buraco-elétron com estados eletrônicos invertidos (ver

Figura 4.5), é posśıvel reescrever a Eq.(4.16) como

d

dt
|Ψσ〉

∣∣∣∣
rec

= i~ΓrecTrσ[ρS]%̂|Ψσ〉 , (4.18)

onde identificamos o Hamiltoniano de recombinação como

Hgem = i~ΓrecTrσ[ρS]%̂, este descreve a dinâmica de recombinação de

maneira a conservar a neutralidade de carga no sistema.

Figura 4.5: Representação ilustrativa da matriz densidade invertida no
formalismo de spinor.
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Ademais é posśıvel calcular a quantidade de elétron e buraco recombi-

nados (ρgem) durante a dinâmica, através da seguinte equação

ρgem =
1

i~

∫ ∞
0

Tr [{Hgemρ̂+ ρ̂Hgem}] dt ,

=
2

i~

∫ ∞
0

Tr [Hgemρ] dt ,

= 2Trσ[ρS]Γrec

∫ ∞
0

∑
in

∑
kl

%inSnkρklSli dt .

(4.19)

4.1.5 Coleta de portadores livres

Devido ao tamanho finito das estruturas moleculares modeladas,

os portadores de carga devem ser coletados nas extremidades da estru-

tura à esquerda e à direita, longe da interface, para que possamos deter-

minar a densidade de carga útil do sistema. Separamos a densidade de

carga coletada em quatro termos: ρ̇hL, ρ̇hR, ρ̇eL e ρ̇eR, conforme ilustrado

na Figura 4.6. Os rótulos L e R correspondem, respectivamente, aos

lados esquerdo (do inglês left) e direto (do inglês right). Através das

densidade de carga coletada podemos obter a corrente nas bordas da

estrutura molecular. Os termos de correntes que podemos estudar são:

• Jhmim = ρ̇hL − ρ̇eL corrente de buraco mı́nima que chega ao lado

esquerdo da heterojunção considerando recombinação bimolecular;

• Jemim = ρ̇eR − ρ̇hR corrente eletrônica mı́nima que chega ao lado

direito da heterojunção considerando recombinação bimolecular;

• Jhmax = ρ̇hL corrente de buraco máxima que chega a borda esquerda

da heterojunção sem considerar a recombinação bimolecular;

• Jemax = ρ̇eR corrente eletrônica máxima que chega a borda direita

da heterojunção sem considerar a recombinação bimolecular.
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Um esquema das densidades de cargas e correntes é apresentado na Fi-

gura 4.6.

Figura 4.6: Esquema de uma heterojunção doador-aceitador (D-A) com
representação dos processos dinâmicos. Os portadores são drenados
nas extremidades esquerda (L) e direita (R) da estrutura molecular.
Jhmax = ρ̇hL e Jemax = ρ̇eR são definidos como as densidades de foto-
correntes máximas, enquanto Jhmim = ρ̇hL − ρ̇eL e Jemim = ρ̇eR − ρ̇hR são as
densidades de correntes mı́nimas considerando recombinação bimolecu-
lar.

Para descrevermos os fluxos de cargas nas extremidades da hete-

rojunção utilizamos o seguinte termo

1

i~
{Hcol, ρ̂} , (4.20)

onde Hcol é o operador de coleta, um operador anti-Hermitiano que

descreve um processo não unitário de traço não preservado. O operador

é escrito da seguinte forma em uma base não-ortogonal como

Hdren = i~
∑
k∈L,R

Â†kÂk = i~
∑
k∈L,R

(
Γcol

∑
∀ml

|m〉S−1
jk S

−1
kl 〈l|

)
, (4.21)

onde L e R designam os estados localizados nos do lado esquerdo e

direito ha heterojunção, longe da interface. Ademais temos o operador
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Âk =
√

Γcol
∑
l |k〉S

−1
kl 〈j|, e Γcol é a taxa de coleta dos portadores de

carga nas extremidades.

Calculando os termos do anti-comutador, {Hcol, ρ̂}, temos

• Termo Hcolρ̂

Hcolρ̂ = i~Γcol
∑
k∈L,R

[∑
ml

|m〉S−1
mkS

−1
kl 〈l|

]∑
ij

|i〉ρij〈j|

 ,

= i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
ml
ij

|m〉S−1
mkS

−1
kl 〈l|i〉ρij〈j| ,

= i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
mi
ij

|m〉S−1
mk

δki︷ ︸︸ ︷
S−1
kl Sli ρij〈j| ,

= i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
mj

|m〉S−1
mkρkj〈j| ,

(4.22)

e

• Termo ρ̂Hcol

ρ̂Hcol = i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
ij

|i〉ρi,j〈j|

[∑
ml

|m〉S−1
mkS

−1
kl 〈l|

]
,

= i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
ij
ml

|i〉ρij〈j|m〉S−1
mkS

−1
kl 〈l| ,

= i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
ij
ml

|i〉ρij

δjk︷ ︸︸ ︷
SjmS

−1
mk S

−1
kl 〈l| ,

= i~Γcol
∑
k∈L,R

∑
jm

|j〉ρjkS−1
km〈m| .

(4.23)

Portanto, a equação final que descreve o processo de coleta de carga nas

extremidade da estrutura é

1

i~
{Hcol, ρ̂} = Γcol

∑
k∈L,R

∑
ml

[
S−1
mkρkj + ρmkS

−1
kj

]
|m〉〈j| . (4.24)
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Como no caso da recombinação, é posśıvel também obter uma expressão

que fornece a quantidade de carga que é coletada nas extremidades, que

é

ρcol =
1

i~

∫ ∞
0

Tr [{Hcolρ̂+ ρ̂Hcol}] dt ,

=
2

i~

∫ ∞
0

Tr [Hcolρ] dt ,

= 2Γcol

∫ ∞
0

∑
ikl

S−1
ik ρklSli dt .

(4.25)

4.2 Dinâmica quântica em um d́ımero

Para facilitar a compreensão dos diversos efeitos descritos mate-

maticamente no decorrer do Caṕıtulo 4, apresentamos alguns resulta-

dos da dinâmica quântica em um d́ımero. A estrutura utilizada nas si-

mulações consiste em dois śıtios de mesmo tamanho (diâmetro de 5nm),

ver Figura 4.7. Nas simulações seguintes consideramos um estado inicial

ρ(t = 0) que consiste na fotogeração de um par elétron-buraco no śıtio

à esquerda (de cor preta). Além disso, o efeito de coleta, Eq (4.24), não

é levado em consideração. Neste exemplo ρ(t) = ρe(t) = ρh(t), onde

ρeh(t) é a densidade de carga de elétron/buraco.
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Figura 4.7: Dı́mero utilizado nas simulações de dinâmica quântica . Cada
um dos śıtios utilizados possui diâmetro de 5nm.

As Figuras 4.8 e 4.9 apresentam os resultados da simulação de dinâmica

eletrônica (ρ(t)) no sistema, para diferentes taxas de decoerência e re-

combinação. As curvas pretas e vermelhas designam, respectivamente,

a densidade de carga no śıtio à esquerda e à direita. Os casos analisados

são:

a) dinâmica quântica coerente, 4.8-a e 4.9-a;

b) dinâmica quântica com decoêrencia, 4.8-b e 4.9-d;

c) dinâmica quântica com recombinação, 4.8-c e 4.9-c;

d) dinâmica quântica com decoerência e recombinação, 4.8-d e

4.9-d.

A seguir nas Figuras 4.8 e 4.9, mostramos os efeitos causados pela ação

da decoerência e recombinação na dinâmica quântica eletrônica. Nestes

exemplos mostramos o comportamento da dinâmica eletrônica utilizando

diferentes valores para as taxas de decoerência γdec e recombinação Γrec.

Nas Figuras 4.8-a e 4.9-a, observamos oscilações coerentes de Rabi para

a densidade eletrônica entre os śıtios do d́ımero. Neste caso a energia e
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a densidade de carga eletrônica são conservados. Quando consideramos

o efeito de decoerência no sistema, Figura 4.8-b e 4.9-b, a amplitude

das oscilações de Rabi decai, localizando a carga e levando o sistema ao

estado clássico, no qual cada śıtio fica com metade da carga, indepen-

dente da taxa de decoerência utilizada. Apesar da decoerência preservar

a densidade de carga total no sistema a energia não é conservada, pois

parte da energia depende da coerência quântica. Quando analisamos a

dinâmica quântica somente com efeitos da recombinação, Figuras 4.8-c e

4.9-c, observamos que a densidade eletrônica é rapidamente consumida,

o que faz com que a energia e a carga no sistema não sejam conservadas.

Para a dinâmica quântica com efeitos de recombinação e decoerência,

caso (d) das Figuras 4.8 e 4.9, observamos que a taxa de recombinação

é suprimida pela decoerência, o que pode ser verificado comparando-se

os casos (c) e (d).
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Figura 4.8: Resultados da densidade de carga gerada pela dinâmica
quântica para um d́ımero de śıtios de mesmo tamanho. Os resultados
da dinâmica eletrônica (a) coerente (γdec = 0 e Γrec = 0), (b) com de-
coerência (γdec = 0.0005 e Γrec = 0), (c) com recombinação (γdec = 0
e Γrec = 0.00025) e (d) com recombinação e decoerência (γdec = 0.0005
e Γrec = 0.00025). Em todos os casos a excitação foi gerada no śıtio à
esquerda (ćırculo em preto).
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Figura 4.9: Resultados da densidade de carga gerada pela dinâmica
quântica para um d́ımero de śıtios de mesmo tamanho. Os resultados
da dinâmica eletrônica (a) coerente (γdec = 0 e Γrec = 0), (b) com de-
coerência (γdec = 0.005 e Γrec = 0), (c) com recombinação (γdec = 0
e Γrec = 0.0025) e (d) com recombinação e decoerência (γdec = 0.005
e Γrec = 0.00025). Em todos os casos a excitação foi gerada no śıtio à
esquerda (ćırculo em preto).

Influência da recombinação e decoerência para diferentes si-

tuações de fotoexcitação

Nesta seção analisamos a influência da distribuição inicial de car-

gas na taxa total de recombinação. Os resultados são apresentados nas

Figuras 4.10 e 4.11, para essa análise consideramos quatro condições

iniciais diferentes:

• situação A: elétron e buraco localizados no mesmo śıtio,

|Ψe〉 = |L〉 e |Ψh〉 = |L〉; (4.26)
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• situação B: elétron e buraco localizados em śıtios diferentes,

|Ψe〉 = |L〉 e |Ψh〉 = |R〉; (4.27)

• situação C: elétron deslocalizado e buraco localizado,

|Ψe〉 =
1√
2

(|L〉+ |R〉) e |Ψh〉 = |R〉; (4.28)

• situação D: elétron e buraco deslocalizados,

|Ψe〉 =
1√
2

(|L〉+ |R〉) e |Ψh〉 =
1√
2

(|L〉+ |R〉) ; (4.29)

onde L e R designam, respectivamente, o śıtio à esquerda e à direita. As

situações A, B, C, e D são apresentadas na Figura 4.10. A dinâmica

quântica foi realizada considerando uma taxa de decoerência γdec =

200 fs e uma taxa de recombinação Γrec = 4 ps. A Figura 4.11 mos-

tra a evolução da densidade eletrônica (ρ(t)) no sistema para todas as

situações. Observa-se que a taxa de recombinação é maior nos instantes

iniciais e para as situações A e D, nas quais elétron e buraco ocupam o

mesmo śıtio, especialmente a situação A.
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Figura 4.10: Esquema ilustrativo das condições inicias de fotoexcitação
utilizadas na dinâmica quântica.
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Figura 4.11: Densidade de carga (elétron e buraco) durante a dinâmica
quântica para diferentes condições iniciais de fotoexcitação. Na dinâmica
quântica são considerados efeitos de recombinação e decoerência.
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Caṕıtulo 5

Resultados

Por fim aplicaremos o método das FEMs, regido pela equação

mestra quântica, Eq.(4.4), para estudar a dinâmica do processo de foto-

geração de carga em heterojunções orgânicas do tipo doador-aceitador.

As simulações abrangem os seguinte efeitos: fotoabsorção, relaxação e di-

fusão excitônica, dissociação e extração de carga. Na primeira análise va-

mos considerar a estrutura molecular retratada na Figura 5.1, que repre-

senta uma heterojunção orgânica formada por pequenas moléculas doa-

doras (ćırculos pequenos de 2.5nm de diâmetro) e aceitadoras (ćırculos

grandes 5nm de diâmetro). Esta estrutura possui dimensões aproxi-

madas de 100nm de comprimento por 50nm de largura, e contém 422

śıtios moleculares. As simulações abrangem o peŕıodo de 100 ps, desde a

fotoexcitação instantânea em que o fóton é absorvido por uma molécula

doadora de carga. Analisamos duas condições iniciais, para comparação:

(situação A) o éxciton é gerado na posição d = 25nm, próximo à inter-

face D-A; (situação B) o éxciton é gerado na posição d = 47nm, mais

distante da interface. As duas posições estão indicadas na Figura 5.1.

O segundo sistema simulado consiste em uma heterojunção poĺı-

mero/fulereno (ver Figura 5.2), com dimensões aproximadas de 60nm

de comprimento por 60nm de largura. Os ćırculos grandes (diâmetro

4.6nm) representam o fulereno (material aceitador), enquanto a com-

binação de ćırculos menores (diâmetro 1.9nm) representa uma cadeia

polimérica (material doador). A fotoexcitação é gerada na região do

poĺımero doador, a uma distância de d = 25nm da interface, como é

indicado na Figura 5.2. Em ambos os casos investigaremos com espe-

65
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cial interesse o efeito de decoerência quântica na dinâmica de geração de

carga.

Em todas as análises as equações diferenciais ordinárias acopla-

das produzidas pela Eq.(4.4) são resolvidas numericamente pelo método

de Runge-Kutta de quarta ordem com passo adaptativo. As taxas uti-

lizadas para os vários processos dinâmicos são: γdec = 200 fs, Γrec =

4 ps e Γcol = 200 fs. Utilizamos uma constante de acoplamento κ =

0.5 para descrever o acoplamento entre as FEMs no Hamiltoniano de

Hückel e uma base de estados φnx,ny formada pelos estados {(nx, ny)} =

{(0, 0) , (0.1) , (1, 0)} (estado fundamental e os dois primeiros estados ex-

citados). Os alinhamentos entre os ńıveis de energias das FEMs utiliza-

das nas heterojunções D-A para pequenas moléculas e poĺımero/fulereno

podem ser observados na Figura 5.3.

Uma advertência deve ser feita a respeito do efeito de Ldec(ρ̂) na

simetria da densidade de carga das FEMs na heteroestrutura. Posto que

o operador Ldec(ρ̂) elimina a superposição quântica de ρ̂, é necessário

transformar as FEMs descritas em coordenadas cartesianas Ψnz,ny (x, y)

para a representação em coordenadas polares Φn,`(r, θ), de maneira a

preservar a simetria local de carga. As FEMs circulares representa-

das em coordenadas polares possuem simetria axial local (expressa pelo

número quântico de momento angular `), a transformação entre FEMs

em coordenadas polares e cartesianas pode ser obtida através da seguinte

transformação de base

Φn,`(r, θ) =
∑
ij

Ωn`ij Ψij(x, y) (5.1)

onde é Ωn`ij é a matriz transformação de base. Os cálculos detalhados do

processo de transformação de base são mostrados no Apêndice C.
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Figura 5.1: Esquema representativo das posições de fotoexcitação utili-
zadas na análises da dinâmica de recombinação e de difusão de carga e
extração da heterojunção D-A. Nesta figura os circulos menores represen-
tam as moléculas doadoras, enquanhto os circulos maiores representam
as moléculas aceitadoras. As indicações A e B na figura, são as posições
de fotoexcitação. A posição A, indica a fotoexcitação ocorrendo próximo
da região de interface. A posição B indica a fotoabsorção ocorrendo longe
da região de interface.
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Figura 5.2: Esquema representativo da heterojunção poĺımero/fulereno,
a posição de fotoexcitação é indicada na imagem. Nesta figura os circulos
menores repreentam os monômeros de um poĺımero (moléculas doado-
ras), enquanto os ćırculos maiores representam os fulerenos (moléculas
aceitadoras).
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Figura 5.3: Esquema ilustrativo dos alinhamentos entre os ńıveis de
energia utilizados na representação das moléculas na heterojunções D-A
para a) pequenas moléculas e b) poĺımero/fulereno. O gap do fulereno
foi retirado da referência [71].
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5.1 Dinâmica de Recombinação

Primeiramente analisaremos o impacto da decoerência quântica

na taxa de recombinação geminada, desde a fotogeração do éxciton

até a completa separação do par elétron-buraco. Embora simulemos

a dinâmica de apenas um éxciton (e-h), ele pode ser entendido como

um éxciton independente num ensemble. A Figura 5.4 mostra a den-

sidade de pares elétron-buraco que decaem por recombinação geminada

(ρgem(t)) e retornam ao estado fundamental perdendo a energia do fóton.

Na Figura 5.4 são levados em consideração os seguinte casos: dinâmica

quântica coerente e com decoerência, para fotoexcitação nas posições A e

B da Figura 5.1. A principal conclusão que tiramos da Figura 5.4 é que a

decoerência limita fortemente a taxa de recombinação geminada. Para o

caso da dinâmica com decoerência, após 400 fs da fotoexcitação, aproxi-

madamente 7% da população excitônica sofre recombinação geminada.

Depois desse peŕıodo a taxa de recombinação diminui abruptamente,

devido à ação da decoerência, e permanece pequena para o restante da

simulação. Este efeito é análogo ao descrito na Figura 5.5, que também

mostra o efeito da decoerência quântica na taxa de recombinação. À

medida que ocorre a localização da carga a superposição entre elétron e

buraco diminue, afetando a taxa de recombinação.
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Figura 5.4: Densidade de pares e-h que sofrem recombinação gemi-
nada e retornam ao estado fundamental. As situações consideradas são:
dinâmica com decoerência quântica (c/ dec.) e sem decoerência (s/ dec.),
dependendo se o superoperador Ldec está inclúıdo ou não na Eq.(4.4),
para fotoexcitação nas posições A e B da heterojunção.

Além disso, esse comportamento é praticamente independente da posição

onde ocorreu a fotoexcitação, ou seja, da posição A ou B. Em contra-

partida, quando a decoerência quântica é desprezada, os efeitos de re-

combinação geminada são muito mais pronunciados, com a saturação

ocorrendo em ∼ 5 ps. Ademais, é posśıvel observar a dependência da

população recombinada com a posição da fotoexcitação. No caso em

que a fotoexcitação ocorre na posição A, a densidade de éxcitons re-

combinados satura em ∼ 0.33 ps versus ∼ 0.43 ps para o caso em que a

fotoexcitação ocorre em B. Este comportamento é razoável, pois, se a

taxa de recombinação é maior a posição da fotoexcitação em relação à

interface torna-se mais relevante para o processo de dissociação de carga.
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Figura 5.5: Esquema ilustrativo da ação da decoerência quântica sobre
a taxa de recombinação.

Baseados em procedimentos experimentais [70], buscamos ajustar a di-

nâmica de recombinação geminada por uma função com duas taxas de

decaimento

ρgem = 1− C1 exp(−t/τ1)− C2 exp(−t/τ2). (5.2)

Na equação acima τ1 e τ2 são, respectivamente, os tempos de vida de

curta e longa escala. Porém, antes de determinar os tempos de vida de

recombinação é necessário separar os efeitos causados pela extração de

carga e pela recombinação. Para fazer isso consideramos uma hetero-

junção (D-A) muito longa (e estreita, para evitar um espaço de Hilbert

excessivamente grande), como mostrado na Figura 5.6-a. A estrutura

modelo possui aproximadamente 450nm de comprimento e 360 śıtios

moleculares, dos quais 180 são moléculas aceitadoras (ćırculos grandes

com 5nm diâmetro) e 180 são moléculas doadoras (ćırculos pequenos

com 2.5nm diâmetro). Assim, a função expressa em Eq.(5.2) foi ajus-

tada aos resultados da simulação realizada na estrutura da Figura 5.6-a e

o resultado é apresentado na Figura 5.6-b. Sem a influência da drenagem
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de carga é posśıvel estimar os tempos caracteŕısticos de recombinação

como τ1 = 119 fs e τ2 = 125 ps, para o modelo com decoerência. Para

o modelo coerente temos τ1 = 653 fs e τ2 = 6.96 ps. É importante sali-

entar que esse ajuste deve ser entendido somente como uma estimativa

do tempo de vida real, uma vez que a recombinação geminada depende

muito das caracteŕısticas morfológicas do sistema. O uso de um sistema

molecular longo, em que a carga demora a alcançar as bordas do sistema,

nos permite usar uma função simples, como a Eq.(5.2), para a descrição

da densidade de população sujeita à recombinação.
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Figura 5.6: a) Modelo utilizado no estudo da determinação dos tempos
caracteŕıstico da recombinação geminada, seta em destaque mostra o
ponto de fotoexcitação da estrutura molecular. b) Ajustes referentes
à Eq. (5.2) das curvas de recombinação para a dinâmica realizada no
modelo Figura5.6-a com e sem decoerência.
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Consideramos que os resultados da simulação estão em acordo

qualitativo com os estudos experimentais baseados em espectroscopia

ultra-rápida de geração de portadores em células solares orgânicas [73–

78], que relatam os seguintes resultados:

i) a separação de carga para formar portadores de carga livre

inicia em uma escala de tempo de ∼ 200 fs;

ii) a recombinação geminada ocorre em uma escala de tempo

de centenas de picos segundos até uma dezena de nanosse-

gundos, dependendo das caracteŕısticas do sistema;

iii) a carga livre é gerada independentemente de campos inter-

nos.

Nesta tese mostraremos, adiante, que a decoerência e a localização têm

um forte impacto na dinâmica de geração de portadores livres.

5.2 Difusão de carga e extração

Nesta seção analisamos a dinâmica de geração de cargas na hete-

rojunção D-A retratada na Figura 5.1. Vamos considerar as situações de

circuito aberto e curto circuito. A análise da condição de circuito aberto

leva em consideração os efeitos das recombinações geminada e bimolecu-

lar. Na situação de curto circuito consideramos somente a recombinação

geminada.

5.2.1 Circuito aberto

Neste caso vamos consideramos que as cargas livres formadas no

material quando se afastam da heterojunção aniquilam-se por recom-

binação bimolecular (não-geminada). Esta é uma suposição válida se
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não incluirmos em nosso modelo campos internos que drenam as cargas

livres, evitando a recombinação bimolecular e maximizando a fotocor-

rente [72, 75, 76]. Vamos investigar os efeitos da decoerência quântica

para os casos em que a fotoexcitação ocorre nas posições A e B, no lado

do material doador da heterojunção. Os gráficos da Figura 5.7 descre-

vem:

a) a corrente eletrônica através da borda direita (R) do material

aceitador da heterojunção, JeR = ρ̇eR − ρ̇hR;

b) a corrente de buracos através da borda esquerda (L) do ma-

terial doador da heterojunção, JhL = ρ̇hL − ρ̇eL;

c) a densidade de carga eletrônica livre coletada no material acei-

tador, ρeR =
∫
JeRdt;

d) a densidade de carga de buraco livre coletada no material

doador, ρhL =
∫
JhLdt.

Verificamos que o regime quântico coerente exibe, nos instantes

iniciais da dinâmica flutuações rápidas e intensas de corrente. Porém

este comportamento decai rapidamente numa escala de tempo < 10 ps.

Em contrapartida, as correntes no modelo difusivo apresentam uma res-

posta mais lenta, que decai num tempo mais longo quando comparado

ao modelo coerente. Em ambos os casos a fotoexcitação que ocorre mais

próxima da interface produz uma evolução da fotocorrente mais rápida e

intensa, especialmente no modelo quântico coerente. Fazendo uma com-

paração rápida entre as densidades de corrente no material doador JhL
e aceitador JeR, é posśıvel observar que a corrente JeR é três vezes mais

intensa do que JhL. Essa diferença nas intensidades de fotocorrente é

explicada pelo fato da fotoexcitação ocorrer no lado do material doador,

portanto elétrons e buracos podem fluir livremente pela borda esquerda

(L), cancelando parte da corrente total. No entanto, o buraco encontra

maior dificuldade (devido ao alinhamento dos ńıveis de energia) para
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atravessar a interface em sentido ao material aceitador, dando origem a

JeR > JhL.

A decoerência quântica tem impacto direto na coleta dos porta-

dores de carga livre, como pode ser visto nas Figuras 5.7-c e d. Embora

a evolução seja rápida e imediata no regime quântico, a coleta de carga

satura rapidamente e, portanto, a quantidade de carga extráıda é menor

que no regime difusivo para peŕıodos superiores a 50 ps.
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Figura 5.7: a) Corrente de buraco através da borda do doador, Jh ≡
Jhmin = ρ̇hL − ρ̇eL; b) corrente eletrônica através da borda do aceitador,
Je ≡ Jemin = ρ̇eR− ρ̇hR; c) densidade de carga de buraco coletada no lado
do material doador, ρhcol =

∫
Jh(t) dt; d) densidade eletrônica de carga

coletada no lado do material aceitador, ρecol =
∫
Je(t) dt. Os resultados

com decoerência ( c/ Ldec) e sem decoerência quântica (s/ Ldec). Para
a fotoexcitação gerada nas posições A e B.
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5.2.2 Corrente de curto circuito

A análise anterior trata a dinâmica de extração de portadores de

carga assumindo que a recombinação bimolecular aniquila rapidamente

os portadores livres fora da região da interface, como ocorre em condições

de circuito aberto. No entanto, podemos considerar o caso contrário,

que corresponde às condições de uma junção em curto circuito. Nessa

situação a corrente nas bordas da heteroestrutura é máxima (Jmax),

pois os efeitos da recombinação bimolecular são pequenos e podem ser

desprezados. Na Figura 5.8 apresentamos os resultados da fotocorrente

máxima e da carga coletada nas bordas da heterojunção para a situação

de curto circuito, onde:

a) Jemax = Je = ρ̇eR, é a corrente eletrônica máxima no lado do

material aceitador (R);

b) Jhmax = Jh = ρ̇hL, é a corrente de buraco máxima no lado do

material aceitador (L).

Nas condições de curto circuito verificamos que a fotocorrente e a carga

coletada no lado do material doador (L) aumentam por um fator ∼ 5,

em comparação com o caso de circuito aberto. Entretanto, no lado do

material aceitador (R) a recombinação biomolecular não exerce tanta in-

fluência, posto que os resultados praticamente não se alteram em relação

à situação de circuito aberto. Isto indica que poucos buracos atravessam

a interface para o lado das moléculas aceitadoras.
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Figura 5.8: a) Corrente de burraco máxima através da borda no material
doador, Jh ≡ Jhmax = ρ̇hL; b) Corrente eletrônica máxima no lado do
material aceitador, Je ≡ Jemax = ρ̇eR; c) densidade de carga coletada
no lado do mateiral doador, ρhcol =

∫
Jh(t) dt; d) densidade de carga

eletrônica coletada no lado do material aceitador, ρecol =
∫
Je(t) dt. Os

resultados com decoerência ( c/ Ldec) e sem decoerência quântica (s/
Ldec). Para a fotoexcitação gerada nas posições A e B.

5.3 Dinâmica de elétrons-buracos na
heteroestrutura

Analisando a evolução da distribuição de elétrons e buracos em

função do comprimento da heteroestrutura D-A, ρ(x, t) =
∫
ρ(x, y, t)dy,

podemos visualizar o comportamento das cargas nos regimes quântico

coerente e difusivo. Admitimos que, para o modelo coerente (coluna a),

e difusivo (coluna b), a fotoexcitação ocorre nas posições A (Figura 5.9) e

B (Figura 5.10) da heteroestrutura de pequenas moléculas. Nas Figuras

5.9 e 5.10 as linhas verde, vermelha e azul representam respectivamente

elétron, buraco e a diferença (carga ĺıquida) entre elétron e buraco. A

posição da interface é indicada por uma linha tracejada vertical preta.
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Através dos perfis de distribuição elétron-buraco é posśıvel observar que

a dinâmica coerente evolui mais rapidamente que a dinâmica difusiva,

com as cargas chegando antes na região de interface. Nota-se, ainda,

que a decoerência quântica exerce grande influência nos instantes inici-

ais da dinâmica, suprimindo a recombinação geminada e localizando a

carga. As Figuras 5.11 e 5.12 apresentam os mapas de superf́ıcie para

a dinâmica de fotogeração de carga no regime coerente (coluna a) e de-

coerente (coluna b) para as situações que em a fotoexcitação ocorrendo

próximo (Figura 5.11) e longe (Figura 5.12) da interface. As curvas de

superf́ıcie mapeiam a dinâmica eletrônica durante o peŕıodo de 30 ps.

Estas curvas representam a dinâmica bidimensional para as curvas de

distribuição apresentadas na Figura 5.9 e 5.10. Nessas imagens o éxciton

é representado pela cor amarela, o elétron pela cor verde e o buraco pela

cor vermelha. Em ambas situações de fotoexcitação é posśıvel observar

que no regime coerente (Figura 5.11-a e 5.12-a) o sistema evolui rapida-

mente apresentando rápidas flutuações, sendo que a densidade de carga

no sistema diminui rapidamente devido a recombinação dos pares de

elétron-buraco. Por outro lado no regime decoerente para ambas posições

de fotoexcitação, é posśıvel observar que a ação da decoerência elimina

a coerência quântica do sistema, fazendo com que ocorra localização da

carga e organizando a evolução do pacote de energia excitônica. Também

é posśıvel notar que através dos mapas de superf́ıcie para o regime de-

coerente, que este regime suprime a recombinação favorecendo assim a

coleta de carga.
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Figura 5.9: Perfis de distribuição espacial de elétron-buraco em função da
posição x em uma heteroestrutura D-A durante o processo de dinâmica,
caso no qual a fotoexcitação é gerada na posição d = 25nm. Coluna (a)
representa a dinâmica eletrônica sem efeitos de decoerência, enquanto
coluna (b) representa a dinâmica eletrônica com decoerência. As co-
res verde, vermelho e azul representam respectivamente as densidades
espaciais de elétron, buraco e buraco - elétron.
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Figura 5.10: Perfis de distribuição espacial de elétron-buraco em função
da posição x em uma heteroestrutura D-A durante o processo de
dinâmica, caso no qual a fotoexcitação é gerada na posição d = 47nm.
Coluna (a) representa a dinâmica eletrônica sem efeitos de decoerência,
enquanto coluna (b) representa a dinâmica eletrônica com decoerência.
As cores verde, vermelho e azul representam respectivamente as densi-
dades espaciais de elétron, buraco e buraco - elétron.
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Figura 5.11: Perfis de distribuição espacial de elétron-buraco em função
da posição x em uma heteroestrutura D-A durante o processo de
dinâmica, caso no qual a fotoexcitação é gerada na posição d = 25nm.
Coluna (a) representa a dinâmica eletrônica sem efeitos de decoerência,
enquanto coluna (b) representa a dinâmica eletrônica com decoerência.
As cores verde, vermelho e azul representam respectivamente as densi-
dades espaciais de elétron, buraco e buraco - elétron.
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Figura 5.12: Perfis de distribuição espacial de elétron-buraco em função
da posição x em uma heteroestrutura D-A durante o processo de
dinâmica, caso no qual a fotoexcitação é gerada na posição d = 47nm.
Coluna (a) representa a dinâmica eletrônica sem efeitos de decoerência,
enquanto coluna (b) representa a dinâmica eletrônica com decoerência.
As cores verde, vermelho e azul representam respectivamente as densi-
dades espaciais de elétron, buraco e buraco - elétron.



5.4. INTERFACE POLÍMERO/FULERENO 85

5.4 Interface poĺımero/fulereno

Nesta seção apresentamos os resultados da dinâmica de recom-

binação e geração de carga na interface poĺımero/fulereno (ilustrada na

Figura 5.2) para as dinâmicas coerente e difusiva. Nestas simulações

consideramos que um monômero de uma das cadeias poliméricas é foto-

excitado no instante t = 0. Este monômero localiza-se a uma distância

de 25nm da interface D-A.

Os resultados obtidos para o modelo poĺımero/fulereno são, de

maneira geral, análogos aos obtidos para o modelo de interface D-A

para pequenas moléculas. No entanto, a diferença entre as morfologias

produz algumas disparidades na dinâmica. Igualmente ao modelo de

pequenas moléculas, a decoerência tem um forte efeito supressor sobre a

taxa de recombinação, como pode ser observado na Figura 5.13, embora a

recombinação (ver Figura 5.13) seja um pouco menos intensa no modelo

polimérico (para ambos os casos, dinâmica coerente e decoerente).

Os resultados para a condição de circuito aberto e curto circuito

Figuras 5.14 e 5.15 preservam o comportamento dos resultados que foram

apresentados para a interface D-A de pequenas moléculas (mostrados nas

seções 5.2.1 e 5.2.2), onde a dinâmica difusiva apresenta uma evolução

mais lenta e suave, proporcionando uma maior coleta de portadores li-

vres. No entanto, vale ressaltar que a coleta de buracos no material

polimérico (doador de elétrons) é maior no regime quântico coerente,

diferente do que foi observado no modelo para moléculas pequenas. Isso

pode estar ocorrendo por duas razões: 1) maior dificuldade de buracos

atravessarem a interface e/ou maior mobilidade de elétrons.

Na Figura 5.16 apresentamos curvas ρ(x, t) para a interface poĺı-

mero/fulereno. O comportamento da distribuição de elétrons e buracos

durante a dinâmica se mostrou qualitativamente similar ao comporta-

mento da heterojunção de pequenas moléculas.

As diferenças entre os modelos de pequenas moléculas (Figuras 5.7
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e 5.8) e o modelo polimérico podem ser apontados em: a) menor taxa de

decaimento por recombinação e b) maior mobilidade de portadores no

poĺımero. A generalidade destas conclusões no entanto, devem ser con-

firmadas com a realização de mais simulações para diferentes morfologias

de heterojunções.
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Figura 5.13: Densidade de pares e-h que sofrem recombinação gemi-
nada e retornam ao estado fundamental. As situações consideradas são:
dinâmica com decoerência quântica (c/ dec.) e sem decoerência (s/ dec.)
para interface poĺımero/fulereno.
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-1

0

1

2

3

c
o
rr

e
n
te

0

0,5

1

1,5

2

0 5 10 15 20 25

tempo (ps)

0

0,02

0,04

0,06

0,08

p
o
p
. 
d
re

n
a
d
a

0 5 10 15 20 25

tempo (ps)

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

d = 25 nm, s/ dec.

d = 25 nm, c/ dec.

DOADOR

DOADOR

ACEITADOR

ACEITADOR

a) b)

d)c)

Figura 5.14: a) Corrente de buraco através da borda do poĺımero (ma-
terial doador), Jh ≡ Jhmin = ρ̇hL − ρ̇eL; b) corrente eletrônica através
da borda do fulereno (material aceitador), Je ≡ Jemin = ρ̇eR − ρ̇hR; c)
densidade de carga de buraco coletada no lado do poĺımero (material
doador), ρhcol =

∫
Jh(t) dt; d) densidade eletrônica de carga coletada no

lado do fulereno (material aceitador) ρecol =
∫
Je(t) dt. Os resultados

com decoerência ( c/ Ldec) e sem decoerência quântica (s/ Ldec). Para
interface poĺımero/fulereno.
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Figura 5.15: a) Corrente de burraco máxima através da borda poĺımero
(material doador), Jh ≡ Jhmax = ρ̇hL; b) corrente eletrônica máxima no
lado do fulereno (material aceitador), Je ≡ Jemax = ρ̇eR; c) densidade de
carga máxima coletada no lado do poĺımero (mateiral doador), ρhcol =∫
Jh(t) dt; d) densidade de carga eletrônica máxima coletada no lado

do fulereno (material aceitador), ρecol =
∫
Je(t) dt. Os resultados com

decoerência ( c/ Ldec) e sem decoerência quântica (s/ Ldec). Para a
fotoexcitação nas posições A e B.
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Figura 5.16: Perfis de distribuição espacial de elétron-buraco em função
da posição x em uma interface poĺımero/fulereno durante o processo
de dinâmica, caso no qual a fotoexcitação é gerada a uma distância de
d = 25nm da interface. Coluna (a) representa a dinâmica eletrônica
sem efeitos de decoerência, enquanto coluna (b) representa a dinâmica
eletrônica com decoerência. As cores verde, vermelho e azul representam
respectivamente as densidades espaciais de elétron, buraco e buraco -
elétron.
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5.5 Comparação entre heterojunções
de pequenas moléculas e poĺıme-
ro/fulereno

Nesta seção fazemos uma comparação da carga total coletada,

ρtotalcol = ρecol + ρhcol, nos dois sistemas moleculares estudados, retratados

na Figura 5.1 (situação A e B) e Figura 5.2. A presente comparação

para a carga total coletada (ver Figura 5.17) é realizada apenas para a

dinâmica difusiva, para as seguintes condições:

a) carga total coletada na condição de circuito aberto (ρca) para

o sistema de pequenas moléculas;

b) carga total coletada na condição curto de circuito (ρcc) para

o sistema de pequenas moléculas;

c) carga total coletada na condição de circuito aberto (ρca) para

o sistema poĺımero/fulereno;

d) carga total coletada na condição curto de circuito (ρcc) para

o sistema poĺımero/fulereno.

Através dos resultados da Figura 5.17, conclui-se que a posição de fo-

toexcitação possui forte influência na carga coletada, principalmente na

condição de circuito aberto. Nas Figuras 5.17-b) e d) observamos que a

mobilidades dos portadores livres é maior no sistema poĺımero/fulereno.

A Figura 5.17-c) mostra que a recombinação bimolecular é muito mais

efetiva na condição de circuito aberto para o sistema poĺımero/fulereno,

devido ao fluxo de elétrons para o interior da região polimérica.
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Figura 5.17: Carga total coletada , ρtotalcol = ρecol+ρ
h
col durante a dinâmica

difusa nas condições de a) circuito aberto e b) curto ciruito para o mo-
delo de pequenas moleculas, c)circuito aberto e d) curto circuito para o
modelo poĺımero/fulereno.



92 CAPÍTULO 5. RESULTADOS



Caṕıtulo 6

Conclusões

Nesta tese desenvolvemos um modelo granular baseado na função

envelope molecular para estudar o processo de transferência de energia

eletrônica e separação de carga em estruturas moleculares de larga es-

cala, tais como sistemas poliméricos e heteroestruturas moleculares. A

escolha de estudar o processo de transferência de carga e energia através

de métodos de dinâmica quântica deve-se a recentes resultados reporta-

dos na literatura que mostram a persistência da coerência quântica em

estruturas fotossintéticas naturais [13,51,52].

A ideia do método tight-binding ora desenvolvido é aproximar os

orbitais moleculares por funções envelope harmônicas, o que possibilita o

cálculo anaĺıtico da matriz de superposição S. A inclusão da matriz S nas

equações de dinâmica traz informação sobre a morfologia e a orientação

molecular do filme orgânico. As propriedades e a eficiência de dispositi-

vos fotovoltaicos e de diodos emissores de luz dependem sensivelmente da

morfologia do filme orgânico e da heterojunção D-A, em particular. Esse

modelo granular permitiu incluir tais efeitos nas simulações. Analisando

os resultados referentes à parte estática do modelo, observamos que as

funções envelope molecular se mostraram adequadas para a descrição de

moléculas, poĺımeros e aglomerados moleculares de diferentes tamanhos

e formas.

A dinâmica quântica é descrita no formalismo de matriz densidade

e a equação mestra quântica na aproximação de Lindblad. Esta equação

leva em consideração os principais efeitos que influenciam o processo de

transferência de energia eletrônica e separação de carga, tais como de-
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coerência, recombinação e morfologia do sistema molecular. A parte

coerente (unitária) da equação de dinâmica quântica é descrita pela

equação de Liouville-von Neumann, enquanto os efeitos não unitários,

como decoêrencia e recombinação são descritos, respectivamente, pelo

superoperador de Lindblad e por um operador anti-Hermitiano de recom-

binação. O operador de recombinação utilizado na equação de dinâmica

descreve a recombinação do tipo geminada, um importante fator limi-

tante da fotocorrente nos sistemas moleculares. A excitação elétron-

buraco é descrita na forma de spinor. A utilização do formalismo de

spinor não altera as propriedades da matriz densidade e permite descre-

ver independentemente a dinâmica de elétron e buraco, sujeita a v́ınculos

como a neutralidade de carga no sistema.

O método desenvolvido incluiu fotoexcitação, difusão e dissociação

excitônica, decoerência quântica, recombinação, separação e coleta de

carga. Através da análise dos resultados da dinâmica de recombinação

para a interface de pequenas moléculas, conclúımos que a recombinação

geminada é fortemente suprimida pela ação da decoêrencia. A distância

da posição de fotoexcitação até à interface mostrou influência direta na

quantidade de carga coletada, devido a ação da recombinação. Tanto

os resultados referentes às condições de circuito aberto quanto curto

circuito, mostraram que o regime difusivo possui uma evolução mais

lenta no transporte de carga e energia, porém mais estável, que acaba

por proteger a excitação do efeito de recombinação e torna a coleta de

portadores livres mais eficaz na heteroestrutura.

Levando em consideração os resultados da dinâmica na interface

poĺımero/fulereno, nota-se que os resultados desse sistema são similares

aos resultados da interface de pequenas moléculas. Porém a diferença

na morfologia causou algumas disparidades na dinâmica, como: a) a

recombinação geminada é menos intensa na interface poĺımero/fulereno

do que na interface de pequenas moléculas e b) no caso de circuito aberto

para a interface poĺımero/fulereno a dinâmica coerente é mais eficaz

na coleta de buracos que a dinâmica difusiva. Essas disparidades nos
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resultados podem estar associadas com a maior dificuldade de elétrons

atravessarem a interface e/ou maior mobilidade de elétrons no poĺımero.

6.1 Perspectivas futuras

Esta tese apresenta os primeiros passos na construção de um

método para o estudo da transferência de energia e carga em estrutu-

ras supramoleculares. Para tornar o modelo mais realista muitos outros

efeitos devem ser levados em conta, dentre os quais destacamos:

1) estudar heterojunções com diferentes morfologias;

2) estudar e adicionar efeitos referentes à vibrações moleculares,

interação coulombiana, interação dipolar e efeitos de terma-

lização;

3) desenvolver métodos computacionais para estudar estruturas

moleculares maiores;

4) estudar sistemas fotossintéticos;

5) estudar efeitos de super-transferência e super-radiância, que

são utilizados para aumentar a eficiência de complexos de co-

leta de luz;

6) estender o modelo para um modelo tridimensional.
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Caṕıtulo 7

Perspectivas Futuras

Na continuação deste trabalho pretendemos:

1) estudar e adicionar efeitos referentes a interação coulombiana,

interação dipolar e efeitos de termalização;

2) desenvolver métodos computacionais para estudar estruturas

moleculares maiores;

3) estudar sistemas moleculares naturais, tais como, sistemas fo-

tossintéticos;

4) implementar efeitos de super-tranferência e super-radiância,

que são utilizados para aumentar a eficiência de complexos de

coleta de luz;

5) esterder o modelo para um modelo tridimensional.
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Apêndice A

Termos da matriz de superposição

Neste trabalho são utilizadas FEMs harmônicos (levando em con-

sideração ωx = ωy na Eq.(2.8)) de diferentes tamanhos para representar

os estados localizados nas moléculas. A superposição entre os estados das

FEMs harmônicos de diferentes tamanhos é obtido através da Eq.(2.15),

os resultados desse cálculo são mostrados para algumas combinações de

estados na tabela a seguir:
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102 APÊNDICE A. TERMOS DA MATRIZ DE SUPERPOSIÇÃO
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ω1ω2

a3b (ω1 + ω2)
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω2

ω1
+
(

1−
mω2

~
d2 cos2(θ)

)] [ω2

ω1
+
(

1−
mω2

~
d2 sin2(θ)

)]

1, 1 1, 2
4

a4b2

√
mω1

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω2

ω1
+
(

1−
mω2

~
d2 cos2(θ)

)]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 sin2(θ)− 5

)]
d sin(θ)

1, 1 2, 0

√
2

a3b2
m
√
ω1ω2

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×
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×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2cos2(θ)− 5

)]
d2 sin(2θ)

1, 1 2, 1
4

a4b2

√
mω1

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 cos2(θ)− 5

)]
×

×
[
ω2

ω1
+
(

1−
mω2

~
d2 sin2(θ)

)]
d cos(θ)

1, 1 2, 2
m

~

√
ω1ω2

a5b2
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 cos2(θ)− 5

)]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 sin2(θ)− 5

)]

1, 2 1, 2
2

a6b
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
18
ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 sin2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

−
(

1− 2
mω2

~
d2 sin2(θ)

)

+2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 sin2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 sin2(θ)

)

+2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 sin2(θ)

)] [ω2

ω1
+
(

1−
mω2

~
d2 cos2(θ)

)]

1, 2 2, 0

√
2

a3b3

√
mω2

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω2
1

ω2
2

−
(

1− 2
mω1

~
d2 sin2(θ)

)]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 cos2(θ)− 5

)]
d cos(θ)

1, 2 2, 1
1

a4b3
mω2

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
4
ω1

ω2
−
ω2
1

ω2
2

+
(

5− 2
mω1

~
d2 sin2(θ)

)]
×
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×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 cos2(θ)− 5

)]
d2 sin(2θ)

1, 2 2, 2
1

a7b

√
mω2

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)]
×

×
[
18
ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 sin2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

−
(

1− 2
mω2

~
d2 sin2(θ)

)

+2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 sin2(θ)

)
+ 2

ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 sin2(θ)

)
×

×
(

4−
mω2

~
d2 sin2(θ)

)]
d cos(θ)

2, 0 2, 0

√
ω1ω2

a4 (ω1 + ω2)
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
+2

ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

+2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

+18
ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
(

1− 2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)

+2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)]

2, 0 2, 1

√
2

a5b

√
mω1

~
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω4
2

ω4
1

+
(

1− 2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)
− 18

ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

−2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

−2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 cos2(θ)

)]
d sin(θ)

2, 0 2, 2

√
ω1ω2√

2a6 (ω1 + ω2)
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×
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×
[
2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
×

×
(

(4−
mω2

~
d2 cos2(θ)

)
+ 2

ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

+18
ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
(

1− 2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

−
(

1− 2
mω2

~
d2 sin2(θ)

)]

2, 1 2, 1 −
2

a5b
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
ω4
2

ω4
1

− 2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

−18
ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
+
(

1− 2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)]
×

×
[
ω2

ω1
+
(

1−
mω2

~
d2 sin2(θ)

)]

2, 1 2, 2
1

a7b
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

+2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
+ 18

ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

−
(

1− 2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)]
×

×
[
ω2
2

ω2
1

− 4
ω2

ω1
+
(

2
mω2

~
d2 sin2(θ)− 5

)]
d sin(θ)

2, 2 2, 2

√
ω1ω2

2 (ω1 + ω2)
exp

[
−
mω2

2~a
d2
]
×

×
[
2
ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 sin2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 sin2(θ)

)

+2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 sin2(θ)

)
+ 18

ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 sin2(θ)

)
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−
(

1− 2
mω2

~
d2 sin2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

]
×

×
[
+2

ω2

ω1

(
1− 2

mω2

~
d2 cos2(θ)

)(
4−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

+2
ω3
2

ω3
1

(
4 +

mω2

~
d2 cos2(θ)

)

+18
ω2
2

ω2
1

(
1−

mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
(

1− 2
mω2

~
d2 cos2(θ)

)
−
ω4
2

ω4
1

]

Tabela A.1: Elementos que constituem a matriz superposição entre os
orbitais de de duas FEMs de diferentes tamanhos (ω1 6= ω2). Onde
a = ω1+ω2

ω1
e b = ω1+ω2

ω2
.
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Apêndice B

Sistemas quânticos abertos

Neste apêndice apresentamos com mais detalhes a obtenção da

equação mestra quântica na forma de Lindblad, que é obtida através do

limite de acoplamento fraco.

Como comentado anteriormente os sistemas quânticos abertos são

sistemas conectados a um reservatório por um potencial de interação, as-

sim estando sob a ação de forças dissipativas. Então podemos considerar

um sistema quântico, denominado sistema S, que é representado pelo

Hamiltoniano HS . O sistema quântico S está acoplado a outro sistema

quântico que possui infinitos graus de liberdade (estados quânticos) que

identificaremos como sendo o reservatório R, representado pelo Hamilto-

niano HR. Vamos considerar também que o acoplamento entre o sistema

S e o reservatório R é descrito pelo potencial de interação VS−R, como

mostra o esquema a seguir

Figura B.1: Esquema ilustrativo de um sistema quântico aberto. A
ilustração mostra o acoplamento entre o sistema S e o reservatório R
por meio de um potencial de interação VS−R.

109
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Assim, o Hamiltoniano total do sistema é

Ĥ = ĤS + ĤR + V̂S−R . (B.1)

Limite do acoplamento fraco

Nosso objetivo é calcular a evolução temporal do operador den-
sidade reduzido do sistema S, ρ̂S , cuja dinâmica ocorre sob influência
do reservatório. Na solução desse problema vamos considerar o regime
de acoplamento fraco. Realizando uma transformação unitária na repre-
sentação de interação para a matriz densidade do sistema S +R, temos

ρ̂(t) = U(t)ρ̂U†(t) , (B.2)

onde

U(t) = exp

[
−
i

~

(
ĤS + ĤR

)
t

]
, U†(t) = exp

[
i

~

(
ĤS + ĤR

)
t

]
. (B.3)

Substituindo o operador densidade dependente do tempo, Eq. (B.2), na
equação de Liouville-von Neumann, reescrevemos

dρ̂(t)

dt
= −

i

~

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
,

d

dt

(
U(t)ρ̂U†(t)

)
= −

i

~

[
Ĥ, U(t)ρ̂U†(t)

]
,(

dU(t)

dt

)
ρ̂U†(t) + U(t)

(
dρ̂

dt

)
U†(t) + U(t)ρ̂

(
dU†(t)

dt

)
= −

i

~

[
ĤU(t)ρ̂U†(t)−

−U(t)ρ̂U†(t)Ĥ
]

U(t)
dρ̂

dt
U†(t) = −

i

~

[
V̂S−RU(t)ρ̂U†(t)− U(t)ρ̂U†(t)V̂S−R

]
,

dρ̂(t)

dt
= −

i

~

[
V̂S−R(t)ρ̂(t)− ρ̂(t)V̂S−R(t)

]
,

dρ̂(t)

dt
= −

i

~

[
V̂S−R(t), ρ̂(t)

]
,

(B.4)

onde a dependência temporal V̂R−S vem da representação de interação.
Contudo o operador densidade do reservatório, ρR, não será afetado sig-
nificativamente pela interação VS−R, uma vez que o reservatório possui
infinitos graus de liberdade e a pertubação gerada é rapidamente ate-
nuada. Assim, é necessário encontrarmos apenas uma equação de mo-
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vimento para o operador densidade ρ̂S . Para isso definimos o operador
densidade reduzida que é obtido ao fazermos o traço parcial sobre os
graus de liberdade do reservatório

TrR (ρ̂(t)) =
∑
R

〈φR|ρ̂S ⊗ ρ̂R|φR〉 = ρ̂S
∑
R

〈φR|ρ̂R|φR〉 = ρ̂STrR (ρR) = ρ̂S . (B.5)

Voltando à Eq.(B.4) e integrando a equação de Liouville-von Neumann
temos

dρ̂(t)

dt
= −

i

~

[
V̂S−R(t), ρ̂(t)

]
,∫ t

0
dρ = −

i

~

∫ t

0
dt′
[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]
,

ρ̂(t) = ρ(0)−
i

~

∫ t

0
dt′
[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]
.

(B.6)

Reintroduzindo o resultado da Eq.(B.6) para o operador densidade ρ̂(t)
na equação de Liouville-von Neumann, obtemos a seguinte equação au-
toconsistente

dρ̂(t)

dt
= −

i

~

[
V̂S−R(t), ρ̂(t)

]
,

= −
i

~

[
V̂S−R(t), ρ(0)−

i

~

∫ t

0
dt′
[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]]
,

= −
i

~

(
V̂S−R(t)ρ(0)−

i

~

∫ t

0
dt′V̂S−R(t)

[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]
−

−ρ(0)V̂S−R(t) +
i

~

∫ t

0
dt′
[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]
V̂S−R(t)

)
,

= −
i

~

([
V̂S−R(t), ρ(0)

]
−
i

~

∫ t

0
dt′
[
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]])
.

(B.7)

Esta equação é uma série perturbativa como a série de Dyson. Nesta
etapa iremos utilizar a imposição feita no começo da seção de estarmos
no regime de acoplamento fraco e iremos utilizar a aproximação de Born,
que equivale a teoria de pertubação de segunda ordem, onde iremos con-
siderar somente os termos até segunda ordem no potencial de interação.
Outra suposição válida é que TrR ([VS−r, ρ̂R(0)]) = 0, ou seja, que no
instante inicial sistema e reservatório estão descorrelacionados, assim os
termos de primeira ordem da interação V̂S−R são eliminados, isso signi-
fica que o estado inicial do reservatório é tal que, a interação V̂S−R não
gera nenhuma dinâmica no reservatório R. Assim tirando o traço sobre
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o reservatório na Eq.(B.7) temos

TrR

(
dρ̂(t)

dt

)
= −

i

~

{
TrR

([
V̂S−R, ρ̂(0)

])
−
i

~

∫ t

0
dt′ TrR

([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t′), ρ̂(t′)

]])}
,

d

dt
ρ̂S(t) = −

i

~

TrR

([
V̂S−R, ρ̂S(0)⊗ ρ̂R(0)

])
︸ ︷︷ ︸

0

−

−
i

~

∫ t

0
dt′ TrR

([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t′), ρ̂S(t′)⊗ ρ̂R(t′)

]])}
,

= −
1

~2

∫ t

0
dt′ TrR

([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t′), ρ̂S(t′)⊗ ρ̂R(t′)

]])
,

(B.8)

esta é uma equação integro-diferencial, que relaciona a deriva de ρ̂S(t)

com ρ̂S(t) em todos os instantes de tempos t′ ≤ t, ou seja, o reservatório

chega ao equiĺıbrio em um curto espaço de tempo em relação ao tempo

que ρ̂S(t) leva para sofrer uma mudança significante. A Eq.(B.8) acima

representa uma equação mestra quântica não Markoviana, porém esta

equação não garante as propriedades da matriz densidade, além de pos-

suir efeitos de memória agregados devido ao fato de ser localmente não-

temporal. Com o objetivo de eliminar alguns desses problemas iremos

utilizar a aproximação de Markov, no qual essa aproximação colocará a

equação numa forma a depender somente do estado atual.

Como a variação da matriz densidade é pequena quando compa-
rada com o decaimento das correlações do reservatório, podemos tomar
ρ(t′) → ρ(t), se trocarmos a t′ por t − t′ não alteramos as condições de
contorno do problema e como o reservatório chega ao equiĺıbrio rapida-
mente para t >> t′ o limite superior de integração pode ser estendido
para ∞, assim temos

d

dt
ρ̂S(t) = −

1

~2

∫ ∞
0

dt′ TrR
([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t− t′) , ˆρ(t′)

]])
, (B.9)

As duas aproximações feitas até o momento quando agrupadas é conhe-
cida como aproximação de Born-Markov. No entanto essas aproximações
ainda não garantem que o resultado da equação mestra quântica seja uma
dinâmica de semigrupo e portanto não pode ser convertida na forma
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Lindblad. A próxima aproximação a ser utilizada é conhecida como
aproximação secular, esta aproximação consiste na omissão dos termos
de flutuação de energia da equação mestra Markoviana que levam o sis-
tema rapidamente ao equiĺıbrio. Assim podemos escrever hamiltoniano
de interação do sistema forma

V̂S−R = A⊗ B =
∑
α

Aα ⊗Bα , (B.10)

onde os operadores Aα , Bα são os operadores Hermitianos para o sis-
tema e reservatório respectivamente e têm as seguintes propriedades
Aα = A†α = e Bα = B†α. Note que desde V̂S−R = V̂ †S−R, os operadores
Aα e Bα podem sempre ser escolhidos de modo a serem autoadjuntos. A
aproximação secular é facilmente realizada se decompormos a interação
VS−R em auto-operadores do Hamiltoniano do sistema HS . Supondo
que HS tenha um espectro de energia discreto, assim denotamos os au-
tovalores de energia de HS por ε e |ψε〉 é um autoestado associado do
sistema com autovalor ε. Assim definimos os operadores

Aα =
∑

ε′−ε=ω
|ψε〉〈ψε|Aα|ψε′ 〉〈ψε′ | . (B.11)

A soma na expressão acima é estendida sobre todos os autovalores de
energia ε′ e ε de HS com uma diferença de energia fixa de ω. Uma
consequência imediata dessa definição é que as seguintes relações são
satisfeitas

i [HS , Aα(ω)] = i
∑
ε′−ε

(
ε− ε′

)
|ψε〉〈ψε|Aα|ψε′ 〉〈ψε′ | = −i~ωAα , (B.12)

e

i
[
HS , A

†
α(ω)

]
= i

∑
ε′−ε

(
ε′ − ε

)
|ψε〉〈ψε|A†α|ψε′ 〉〈ψε′ | = i~ωA†α , (B.13)

com

A†α(ω) = Aα(−ω) , (B.14)

onde isso vale para todos os α. Também verificamos que[
HS , A

†
α(ω)Aβ(ω)

]
= 0 . (B.15)

Os operadoresAα eA†α são portanto ditos ser auto-operadores deHS per-
tencentes as frequências ±ω, respectivamente. Partindo das Eq.(B.12) e
Eq.(B.13) podemos escrever os operadores A e A† na representação de
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interação

exp

(
i

~
HSt

)
Aα(ω) exp

(
−
i

~
HSt

)
= exp (−iωt)Aα(ω) , (B.16)

e
exp

(
i

~
HSt

)
A†α(ω) exp

(
−
i

~
HSt

)
= exp (iωt)A†α(ω) . (B.17)

Além disso, note que∑
ω

Aα(ω) =
∑
ε,ε′
|ψε〉〈ψε|Aα|ψε′ 〉〈ψε′ | = Aα , (B.18)

e similarmente ∑
ω

A†α(ω) = Aα . (B.19)

Assim reescrevendo o hamiltoniano de interação na representação de
interação temos

V̂S−R(t) =
∑
αω

exp (−iωt)Aα(ω)⊗Bα(t) =
∑
αω

exp (iωt)A†α(ω)⊗B†α(t) , (B.20)

substituindo o resultado da Eq.(B.20) na equação mestra quântica Mar-
koviana Eq.(B.9), obtemos

dρ̂S

dt
= −

1

~2

∫ ∞
0

dt′ TrR
([
V̂S−R(t),

[
V̂S−R(t− t′), ρ̂(t′)

]])
,

= −
1

~2

∫ ∞
0

dt′ TrR
{
VS−R(t)VS−R(t− t′)ρ̂(t′)− VS−R(t)ρ̂(t′)VS−R(t′)

−VS−R(t− t′)ρ̂(t′)VS−R(t) + ρ̂(t′)VS−R(t− t′)VS−R(t)
}
,

(B.21)

onde identificamos a primeira parte da igualdade da Eq.(B.20 ) como

sendo V̂S−R(t − t′) e a segunda parte igualdade sendo V̂S−R(t), assim
obtemos

dρ̂S

dt
= −

1

~2

∫ ∞
0

dt
′ TrR

∑
α,β

∑
ω,ω′

exp(iω
′
t)A
†
α(ω
′
)B
†
α(t) exp[−iω(t− t′)]Aβ(ω)Bβ(t− t′)ρ̂(t′)

−
∑
α,β

∑
ω,ω′

exp(iω
′
t)A
†
α(ω
′
)B
†
α(t)ρ̂(t

′
) exp[−iω(t− t′)]Aβ(ω)Bβ(t− t′)

−
∑
α,β

∑
ω,ω′

exp[−iω(t− t′)]Aβ(ω)Bβ(t− t′)ρ̂(t′) exp(iω
′
t)A
†
α(ω
′
)B
†
α(t)

+
∑
α,β

∑
ω,ω′

ρ̂(t
′
) exp[−iω(t− t′)]Aβ(ω)Bβ(t− t′) exp(iω

′
t)A
†
α(ω
′
)B
†
α(t)

 ,

(B.22)
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utilizando a propriedade da Eq.(B.14), reescrevemos

dρ̂S

dt
=

1

~2

∫ ∞
0

dt
′∑
α,β

∑
ω,ω′

TrR (

exp[i(ω
′ − ω)t] exp[iωt

′
]
(
Aβ(ω)Bβ(t− t′)ρ̂S ⊗ ρ̂RA†α(ω

′
)B
†
α(t)

−A†α(ω
′
)B
†
α(t)Aβ(ω)Bβ(t− t′)ρ̂S ⊗ ρ̂R

)
exp[i(ω − ω′)t] exp[−iω′t′]

(
Aβ(ω

′
)B
†
α(t)ρ̂S ⊗ ρ̂RA†α(ω)Bβ(t− t′)

−ρ̂S ⊗ ρ̂RA†α(ω)Bβ(t− t′)Aβ(ω
′
)B
†
α(t)

)
) ,

(B.23)

o traço atua somente sobre os graus de liberdade do reservatório, lem-
brando também que o traço possui a seguinte propriedade ćıclica Tr(ABC) =
Tr(BCA) = Tr(CAB), temos

dρ̂S

dt
=

1

~2

∫ ∞
0

dt′
∑
α,β

∑
ω,ω′

(

exp[i(ω′ − ω)t] exp[iωt′]TrR
{
B†α(t)Bβ(t− t′)ρ̂R

}(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω′)

−A†α(ω′)Aβ(ω)ρ̂S

)
exp[i(ω − ω′)t] exp[−iω′t′]TrR

{
ρ̂RBβ(t− t′)B†α(t)

}(
Aβ(ω′)ρ̂SA

†
α(ω)

−ρ̂SA†α(ω)Aβ(ω′)
)

) ,

(B.24)

onde na equação acima podemos identificar as funções de correlação do
reservatório como

TrR

{
B†α(t)Bβ(t− t′)ρ̂R

}
=
〈
B†α(t)Bβ(t− t′)

〉
R
,

TrR

{
ρ̂RBβ(t− t′)B†α(t)

}
=
〈
Bβ(t− t′)B†α(t)

〉
R
,

(B.25)

Assim na Eq.(B.24) identifica-se as transformadas de Fourier das funções
correlação do reservatório

Γα,β(ω) =
1

~2

∫ ∞
0

dt′ exp
(
iωt′

) 〈
B†α(t)Bβ(t− t′)

〉
R
, (B.26)

Γ
∗
α,β(ω′) =

1

~2

∫ ∞
0

dt′ exp
(
−iω′t′

) 〈
Bβ(t− t′)B†α(t)

〉
R
. (B.27)
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Assim substituindo os valores da Eq.(B.26) e Eq.(B.27) na Eq.(B.21)
obtemos

=
∑
α,β

∑
ω,ω′

[
exp

[
i
(
ω′ − ω

)
t
]

Γα,β

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω′)−A†α(ω′)Aβ(ω)ρ̂S

)
+

+ exp
[
i
(
ω − ω′

)
t
]

Γ
∗
α,β

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω′)− ρ̂SA†α(ω′)Aβ(ω)

)]
.

(B.28)

A aproximação secular é então referido como omissão dos termos ω 6= ω′,
como esses termos oscilam rápido e fora da média, levando o sistema ao
equiĺıbrio. Assim reescrevendo a Eq.(B.28), temos

=
∑
α,β

∑
ω

[
Γα,β

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)−A†α(ω)Aβ(ω)ρ̂S

)
+

+Γ
∗
α,β

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− ρ̂SA†α(ω)Aβ(ω)

)]
.

(B.29)

A Eq.(B.29) pode agora ser colocada na forma de Lindblad, para
isso separamos a parte real e imaginária do coeficiente Γα,β e Γα,β

Γα,β =
γα,β

2
(ω) + iSα,β(ω) , (B.30)

Γ
∗
α,β =

γα,β

2
(ω)− iSα,β(ω) , (B.31)

através destas duas equações é posśıvel encontrar os a matriz de coefici-
entes γα,β , através do teorema de Davies temos

γα,β = Γα,β + Γ
∗
α,β ,

=

∫ ∞
0

dt′ exp
(
iωt′

)
〈B†α(t)Bβ(t− t′)〉+

∫ ∞
0

dt′ exp
(
−iωt′

)
〈Bβ(t− t′)B†α(t)〉 ,

=

∫ ∞
−∞

dt′ exp
(
iωt′

)
〈B†α(t)Bβ(t− t′)〉 ,

(B.32)

onde a matriz γα,β forma uma matriz Hermitiana. Substituindo relações

Eq.(B.30) e Eq.(B.31) na Eq.(B.29), temos
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∑
ω

∑
α,β

[
Γα,β(ω)

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− A†α(ω)Aβ(ω)ρ̂S

)
+

+Γ
∗
α,β(ω)

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− ρ̂SA†α(ω)Aβ

)]
=

=
∑
ω

∑
α,β

[(
γα,β

2
(ω) + iSα,β(ω)

)(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− A†α(ω)Aβ(ω)ρ̂S

)
+

+

(
γα,β

2
(ω)− iSα,β(ω)

)(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− ρ̂SA†α(ω)Aβ(ω)

)]
,

=
∑
ω

∑
α,β

[
γα,β

2
(ω)

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− A†α(ω)Aβ(ω)ρ̂S+

+Aβ(ω)ρ̂SA
†
α(ω)− ρ̂SA†α(ω)Aβ(ω)

)
+

+iSα,β(ω)
(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)− A†α(ω)Aβ(ω)ρ̂S

−Aβ(ω)ρ̂SA
†
α(ω) + ρ̂SA

†
α(ω)Aβ(ω)

)]
,

=
∑
ω

∑
α,β

[
γα,β

2
(ω)

(
2Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)−

{
A
†
α(ω)Aβ(ω)ρ̂S + ρ̂SA

†
α(ω)Aβ(ω)

})
−

−iSα,β(ω)A
†
α(ω)Aβ(ω)ρ̂S + ρ̂SiSα,β(ω)A

†
α(ω)Aβ(ω)

]
,

(B.33)

onde identificamos o seguinte operador Hermitiano

HLS =
∑
ω

∑
α,β

Sα,β(ω)A†α(ω)Aβ(ω) , (B.34)

que fornece uma contribuição a dinâmica Hamiltoniana. Este termo é
frequentemente chamado de Hamiltoniano de Lamb Shift uma vez que
conduz a uma renormalização tipo-Lamb dos ńıveis de energia induzido
pelo acoplamento sistema-reservatório. Assim reescrevendo a Eq.(B.33),
temos

= −i [HLS , ρ̂S ] +
∑
ω

∑
α,β

γα,β(ω)

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)−

1

2

[
A†α(ω)Aβ(ω)ρ̂S

+ρ̂SA
†
α(ω)Aβ(ω)

])
,

= −i [HLS , ρ̂S ] +
∑
ω

∑
α,β

γα,β(ω)

(
Aβ(ω)ρ̂SA

†
α(ω)−

1

2

{
A†α(ω)Aβ(ω), ρ̂S

})
.

(B.35)

A equação mestra apresentada na Eq.(B.35) ainda não se encontra
totalmente na forma da equação mestra de Lindblad, para que possamos
escrever a equação mestra na forma de Lindblad precisamos fazer uma
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diagonalização na matriz γα,β . Desde que a matriz dos coeficientes γα,β
seja positiva, é posśıvel diagonaliza-la através de uma transformação
unitária utilizando os operadores U† e U apropriados da seguinte forma

Uγα,βU
† =


γ1 0 · · · 0

0 γ2
... 0

.

..
.
..

. . .
.
..

0 0 · · · γN2−1

 , (B.36)

onde os autovalores de γk são não negativos. Assim é posśıvel intro-
duzir um novo conjunto de operadores Lk (chamados de operadores de
Lindblad)

Aα =

N2−1∑
k=1

uk,αLk , (B.37)

assim é posśıvel obter a equação de Lindblad que fornece a dinâmica de
um sistema aberto

˙̂ρ = −
i

~

[
ĤLS , ρ̂S(t)

]
+
∑
k=1

γk

(
Lkρ̂S(t)L†k −

1

2

(
ρ̂S(t)LkL

†
k + LkL

†
kρ̂S(t)

))
,

(B.38)

Essa é a forma mais geral da equação de Lindblad. O primeiro termo à

direita da igualdade da Eq.(B.38) descreve a evolução temporal unitária

do operador densidade [67], enquanto o segundo termo à esquerda da

igualdade da Eq.(B.38) descreve a evolução temporal não unitária do

operador densidade. Se os termos γk forem zero, então Eq.(B.38) for-

nece a equação de Liouville von-Neumann para um sistema fechado.

Os coeficientes γk correspondem as taxas de de relaxação que descrevem

processos estocásticos e de decaimento incoerentes no sistema. Os opera-

dores Lk e L†k, introduzidos acima como a combinação linear apropriada

dos operadores de base Aα no espaço de Liouville, são os operadores

de Lindblad. Esse tipo de operador relaxação é amplamente aplicado na

descrição da dinâmica dissipativa em sistemas biológicos, f́ısico-qúımicos,

óptica quântica dentre outros [69]. Os operadores de Lindblad L†k e Lk

atuam em um sistema quântico S e lá podem haver inúmeros desses

operadores dependendo da natureza do problema. A equação mestra

quântica na forma de Lindblad Eq.(B.38) está expressa na representação
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de interação, porém é posśıvel fazer uma transformação na Eq.(B.38) que

faz com que esta volte a representação de Schrödinger.
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Apêndice C

Momento Angular

Nesse apêndice são apresentados os cálculos necessários para a

representação dos autoestados das FEMs em coordenadas polares.

Devido à simetria do potencial harmônico bidimensional em relação

ao eixo-z e pelo fato das autofunções do oscilador harmônico bidimensi-

onal em coordenadas polares serem simultaneamente autofunções do ope-

rador Hamiltoniano e do operador momento angular, ou seja, [H,Lz] Φ(r, θ) =

0, a representação em termos do momento angular pode ser mais van-

tajosa dependendo do efeito a ser estudado. Alguns dos efeitos que

precisam dessa representação são: a dinâmica quântica e o efeito de

interação coulombiano. O operador momento angular bidimensional é

definido como

Lz = xpy − ypx = −i~
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −i~ ∂

∂θ
. (C.1)

Por conveniência usaremos coordenadas polares para descrever o sistema.

Utilizando as transformações x = r cos (θ) e y = r sin (θ), ao estado fun-

damental e estados excitados de mais baixa energia temos os resultados

da Tabela C.1

121
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nx ny Ψnx,ny (x, y) Ψnx,ny (r, θ)

0 0

√
mω

~
exp

[
−
mω

2~
(x2 + y2)

] √
mω

~
exp

(
−
mω

2~
r2
)

0 1
mω

~

√
2

π
y exp

[
−
mω

2
(x2 + y2)

] mω

~

√
2

π
r sin(θ) exp

(
−
mω

2~
r2
)

1 0
mω

~

√
2

π
x exp

[
−
mω

2~
(x2 + y2)

] mω

~

√
2

π
r cos(θ) exp

(
−
mω

2~
r2
)

Tabela C.1: Transformação dos autoestados. Os autoestados são ex-
pressos em coordenadas polares em função dos números quânticos nx e
ny.

Aplicando o L̂z ao estado fundamental é posśıvel obter o momento

angular deste estado

LzΨ0,0(r, θ) = −i~ ∂
∂θ
A0,0 exp

(
−mω

2~
r2
)

= 0. (C.2)

O estado fundamental possui momento angular bem definido e igual a

zero. Aplicando a mesma operação para o primeiro estado excitado, em

coordenadas cartesianas (Ψ0,1, e Ψ1,0), temos

LzΨ1,0(r, θ) = −i~Ψ0,1(r, θ), (C.3)

e

LzΨ0,1(r, θ) = i~Ψ1,0(r, θ), (C.4)

Nestes dois casos Ψnx,ny não é autofunção do operador momento angular

Lz, portanto esses autoestados não tem momento angular bem definido.

Considerando agora uma combinação linear Ψ1,0(r, θ)±iΨ0,1(r, θ) e apli-

cando o operador Lz, obtemos

Lz [Ψ1,0(r, θ)± iΨ0,1(r, θ)] = ±~ [Ψ1,0(r, θ)± iΨ0,1(r, θ)] , (C.5)

isto é, o estado na Eq. (C.5) tem momento angular bem definido. Por-
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tanto podemos expressar autoestados do oscilador com momento angular

bem definido, Φn,l, como uma combinação dos autoestados “retangula-

res” Ψnx,ny e vice-versa. No entanto, para estados com energia maior,

nos quais há alta degenerescência, é dif́ıcil encontrar as combinações cor-

retas que resultam no momento angular bem definido. Assim a opção é

resolver o problema diretamente em coordenadas polares.

C.0.1 Autoestados em coordenadas polares

Em coordenadas polares o Hamiltoniano do oscilador harmônico

bidimensional é escrito como

H =
p2

2m
+ V (r) = − ~2

2m
∇2 +

mω2

2
r2, (C.6)

e o laplaciano por

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂θ2
, (C.7)

Então, a equação de Schrödinger independente do tempo, HΦ(r, θ) =
EΦ(r, θ), fica

−
[

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2

]
Φ(r, θ) +

m2ω2

~2
r2Φ(r, θ) =

2mE

~2
Φ(r, θ). (C.8)

Assumindo que Φ(r, θ) = R(r)Θ(θ), temos

−Θ(θ)
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
R(r)−

R(r)

r2
∂2

∂θ2
Θ(θ) +

m2ω2

~2
r2R(r)Θ(θ) =

2mE

~2
R(r)Θ(θ),

(C.9)

multiplicando por r2/[R(r)Θ(θ)],

− r

R

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
− 1

Θ

∂2

∂θ2
Θ +

m2ω2

~2
r4 =

2mE

~2
r2, (C.10)



124 APÊNDICE C. MOMENTO ANGULAR

ou seja,

− r

R

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
+
m2ω2

~2
r4 − 2mE

~2
r2 =

1

Θ

∂2

∂θ2
Θ. (C.11)

Mas, como r e θ são coordenadas independentes, a única forma dos dois

lados da equação acima serem iguais é fazendo

− r

R

d

dr

(
r
dR

dr

)
+
m2ω2

~2
r4 − 2mE

~2
r2 =

1

Θ

d2

dθ2
Θ = −`2, (C.12)

Para a parte angular obtemos a equação

d2

dθ2
Θ + `2Θ = 0, (C.13)

cujas soluções são

Θl(θ) =
ei`θ√

2π
, (C.14)

com ` = 0,±1,±2, ... .

Para a parte radial temos

− r

R

d

dr

(
r
dR

dr

)
+
m2ω2

~2
r4 − 2mE

~2
r2 = −`2. (C.15)

Multiplicando por R/r2e expandindo as derivadas encontramos

− d2R

dr2
− 1

r

dR

dr
+

(
`2

r2
+
m2ω2

~2
r2 − 2mE

~2

)
R = 0. (C.16)

A solução para a Eq. (C.15) é

Rn,`(r) =

√
2mω

~

√
n!

(n+ |`|)!

(√
mω

~
r

)|`|
exp

(
−mω

2~
r2
)
L|`|n

(mω
~
r2
)
,

(C.17)

onde L
|l|
n é a função generalizada de Laguerre, obtida a partir da função
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geratriz

L`n(x) =
x−`ex

n!

dn

dxn
(
e−xxn+`

)
. (C.18)

Portanto, a solução completa para o oscilador harmônico bidimensional

em coordenadas polares Eq. (C.8) fica na forma

Φn,`(r, θ) = Bn,`e
i`θr|`| exp

(
−mω

2~
r2
)
L|`|n

(mω
~
r2
)
, (C.19)

onde n é o número quântico radial, ` é o número quântico referente ao

momento angular e Bn,l é uma constante de normalização que vale

Bn,l =

√
n!

π(n+ |`|)!

(mω
~

) |`|+1
2

. (C.20)

As energias são dadas por En,` = ~ω (2n+ |`|+ 1). Note que, contraria-

mente ao caso dos autoestados ”retangulares”, os autoestados Φn,` tem

momento angular bem definido. Note também que as autoenergias conti-

nuam degeneradas, posto que Enr = ~ω (nr + 1) onde nr = 2n+ |`|. Na

Tabela C.2 apresentamos o estado fundamental e os primeiros estados

excitados para o oscilador harmônico bidimensional na representação de

coordenadas polares. A energia e degenerescência dos estados de mais

baixa energia estão listados na Tabela C.3
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n l Φn,l(r, θ)

0 0

√
mω

π~
exp

(
−mω

2~
r2
)

0 −1
1√
π

mω

~
exp

(
−mω

2~
r2
)

exp (−iθ) r

0 1
1√
π

mω

~
exp

(
−mω

2~
r2
)

exp (iθ) r

1 0

√
mω

π~
exp

(
−mω

2~
r2
)(

1− mω

~
r2
)

1 1
1√
2π

(mω
~

)
exp

(
−mω

2~
r2
)

exp (iθ) r
(

2− mω

~
r2
)

Tabela C.2: Autoestados do oscilador harmônico bidimensional em co-
ordenadas polares expressas em função dos número quânticos n e ` que
definem o momento angular.

Φ(n,`) ~ω (2n+ |`|+ 1) #n,`

Φ(0,0) ~ω 1

Φ(0,−1); Φ(0,1) 2~ω 2

Φ(0,−2); Φ(1,0); Φ(0,2) 3~ω 3

Φ(0,−3); Φ(1,−1); Φ(1,1); Φ(0,3) 4~ω 4

Φ(0,−4); Φ(1,−2); Φ(2,0); Φ(1,2); Φ(0,4) 5~ω 5

Tabela C.3: Degenerecência e energia dos ńıveis mais baixos do oscilador
harmônico bidimensional. #nx,ny é o número de estados degenerados.
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A partir dos autoestados listados na Tabela C.2 é posśıvel calcular a

densidade de probabilidade radial associada a esses autoestados através

da relação:

Dn,l = 2πr |Φn,l|2 (C.21)

Da expressão acima é posśıvel montarmos a Tabela gráfica C.1 com a

densidade de probabilidade radial para diferentes estados:

Figura C.1: Representação gráfica da densidade de probabilidade radial
dos autoestado da Tabela C.2.

C.0.2 Mudança de Base

Agora que dispomos de dois tipos de autofunções para descrever

bases para o oscilador, podemos expressar facilmente a autofunção de

uma base em termos das autofunções da outra base. Lembrando que∑
nxny

|Ψnx,ny 〉〈Ψnx,ny | = 1, temos:
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|Φn,`〉 =
∑
nx,ny

〈
Ψnx,ny

∣∣Φn,`〉 ∣∣Ψnx,ny

〉
, (C.22)

ou, na representação de coordenadas:

Φn,`(r, θ) =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cn`i,jΨi,j(r, θ), (C.23)

onde

Ωn`i,j =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

Φn,`(r, θ)Ψ
∗
i,j(r, θ)rdrdθ =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

Φn,`(r, θ)Ψi,j(r, θ)rdrdθ,

(C.24)

substituindo: Φn,l(r, θ) e Ψi,j(r, θ),

Ωn`i,j =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

[
Bn,`e

i`θr|`|e−
α2

2 r
2

L|`|n
(
α2r2

)]
×

×
[
Ai,je

−α2

2 r
2

Hi (αr cos θ)Hj (αr sin θ)
]
rdrdθ,

(C.25)

onde α =
√
mω/~. Fazendo Cn,`i,j = Ai,jBn,` e algumas simplificações,

obtém-se:

Ωn`i,j = Cn,`i,j

∫ 2π

0

∫ ∞
0

ei`θe−α
2r2L|`|n

(
α2r2

)
Hi (αr cos θ)×

×Hj (αr sin θ) r|`|+1drdθ.

(C.26)

Assim através dos cálculos do coeficiente acima é posśıvel escre-

ver os autoestados do oscilador bidimensional em coordenadas polares

como uma combinação linear dos autoestados do oscilador harmônico bi-

dimensional em coordenadas cartesianas. As combinações lineares para

os estados de menor energia são apresentadas na Tabela C.4:
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Φn,l(r, θ) Φn,`(r, θ) =
∑∞
i=0

∑∞
j=0 ci,jΨi,j(r, θ)

Φ0,0(r, θ) Ψ0,0(r, θ)

Φ0,−1(r, θ)
1√
2

[Ψ1,0(r, θ)− iΨ0,1(r, θ)]

Φ0,1(r, θ)
1√
2

[Ψ1,0(r, θ) + iΨ0,1(r, θ)]

Φ0,−2(r, θ)
1

2
[Ψ2,0(r, θ)−Ψ0,2(r, θ)]− i 1√

2
Ψ1,1(r, θ)

Φ0,2(r, θ)
1

2
[Ψ2,0(r, θ)−Ψ0,2(r, θ)] + i

1√
2

Ψ1,1(r, θ)

Φ0,−3(r, θ)
1√
2

{[
Ψ3,0(r, θ)−

√
3Ψ1,2(r, θ)

]
+

+i
[
Ψ0,3(r, θ)−

√
3Ψ2,1(r, θ)

]}
Φ0,3(r, θ)

1√
2

{[
Ψ3,0(r, θ)−

√
3Ψ1,2(r, θ)

]
+

+i
[√

3Ψ2,1(r, θ)−Ψ0,3(r, θ)
]}

Φ1,0(r, θ) − 1√
2

[Ψ2,0(r, θ) + Ψ0,2(r, θ)]

Φ1,−1(r, θ) − 1

2
√

2

{[
Ψ1,2(r, θ) +

√
3Ψ3,0(r, θ)

]
−

−i
[
Ψ2,1(r, θ) +

√
3Ψ0,3(r, θ)

]}
Φ1,1(r, θ) − 1

2
√

2

{[
Ψ1,2(r, θ) +

√
3Ψ3,0(r, θ)

]
+

+i
[
Ψ2,1(r, θ) +

√
3Ψ0,3(r, θ)

]}
Φ0,−4(r, θ)

1

4
[Ψ4,0(r, θ) + Ψ4,0(r, θ)]−

√
3

2
√

2
Ψ2,2(r, θ)−

− i
2

[Ψ3,1(r, θ)−Ψ1,3(r, θ)]

Φ0,4(r, θ)
1

4
[Ψ4,0(r, θ) + Ψ4,0(r, θ)]−

√
3

2
√

2
Ψ2,2(r, θ)+

+
i

2
[Ψ3,1(r, θ)−Ψ1,3(r, θ)]
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Φ1,−2(r, θ)
1

2
{[Ψ0,4(r, θ)−Ψ4,0(r, θ)] +

+i [Ψ3,1(r, θ) + Ψ1,3(r, θ)]}

Φ1,2(r, θ)
1

2
{[Ψ0,4(r, θ)−Ψ4,0(r, θ)]−

−i [Ψ3,1(r, θ) + Ψ1,3(r, θ)]}

Φ2,0(r, θ)
1

2

{
Ψ2,2(r, θ) +

√
3

2
[Ψ4,0(r, θ) + Ψ0,4(r, θ)]

}

Tabela C.4: Alguns exemplos de autoestados em coordenadas polares
com momento angular bem definido expressos como combinação linear
de autoestados em coordenadas cartesianas.

A representação em coordenadas polares será útil no decorrer

dessa tese no cálculo da dinâmica quântica, onde estas incluem efei-

tos de decoerência, dissipação e recombinação. Estes efeitos requerem

que o sistema possua uma simetria local de carga durante a dinâmica,

uma vez que eles eliminam a superposição quântica do sistema. Assim

a representação em coordenadas polares representação se torna útil, já

que esta possui simetria axial local.
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