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RESUMO

Forçagem a inteiros é um novo método de detecção linear para
canais MIMO. Essa técnica é baseada no processamento computa-e-
encaminha utilizado em codi�cação de rede na camada física, o qual
tenta recuperar combinações das palavras-código enviadas ao invés de
cada palavra-código isoladamente. O método forçagem a inteiros é
uma generalização dos métodos tradicionais de detecção linear como o
detector com forçagem a zero e de menor erro quadrático médio. Re-
centemente, a abordagem de forçagem a inteiros foi generalizada para
canais com desvanecimento de bloco, nos quais o desvanecimento do
canal pode variar durante a transmissão de uma palavra-código. Tal
modelo de canal pode ser usado, por exemplo, como uma aproximação
para um sistema OFDM com seletividade em frequência. No trabalho
de El Bakoury e Nazer são citados dois métodos de decodi�cação para
esse cenário, que são chamados de decodi�cação via média aritmética
(AM) e via média geométrica (GM). Embora com a decodi�cação GM é
possível alcançar taxas maiores do que com a decodi�cação AM, não se
conhece algum algoritmo e�ciente para encontrar os coe�cientes ótimos
das combinações lineares. Essa dissertação tem como objetivo propor
um algoritmo sub-ótimo de baixa complexidade para escolher esses co-
e�cientes, assim como validar experimentalmente seu desempenho com
códigos de comprimento �nito e modulações tradicionais como 2-PAM.

Palavras-chave: Forçagem a Inteiros, Canais MIMO, Desvaneci-
mento de Bloco.
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ABSTRACT

Integer forcing is a new approach for linear detection in MIMO chan-
nels. This technique is based on the compute-and-forward processing
used in physical-layer network coding, which tries to recover linear com-
binations of codewords rather than individual codewords. The integer-
forcing approach generalizes traditional linear detection methods such
as zero-forcing and minimum-mean-squared-error detection. Recently,
integer forcing was generalized to block fading channels, allowing the
fading channel to vary during the transmission of a codeword. This
channel model can be used, for example, as an aproximation for OFDM
systems with frequency-selective fading. In the work of El Bakoury
and Nazer, two decoding methods are shown for this scenario, namely
arithmetic-mean (AM) and geometric-mean (GM) decoding. Although
GM decoding can achieve higher rates than AM decoding, no e�ci-
ent algorithm is known to �nd the optimal coe�cients of the linear
combinations. This thesis has the goal to propose a sub-optimal, low-
complexity scheme to �nd these coe�cients, as well as validate its per-
formance with �nite-length codes and traditional modulation schemes
such as 2-PAM.

Keywords: Integer Forcing, MIMO Channels, Block Fading.
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Capı́tulo 1
Introdução

Hoje em dia, a comunicação sem �o é amplamente utilizada em diversas
aplicações, por exemplo, a telefonia celular. Um dos motivos do avanço
na tecnologia da comunicação sem �o se dá pelo sucesso do padrão
da segunda geração (2G) de redes de celular no começo dos anos 90
[1, 2, 3]. A mudança da tecnologia analógica (1G) para digital (2G)
permitiu que sistemas de comunicação sem �o alcançassem maiores
taxas de transmissão, melhor desempenho e melhor con�abilidade [3].

No começo dos anos 2000, o padrão de terceira geração (3G) foi
implementado. Além de serviço de voz, o 3G deveria providenciar altas
taxas (na faixa de Mbps) em serviços de internet, jogos interativos,
áudio de alta qualidade e vídeos de entretenimento [2].

Atualmente, a tecnologia de transmissão sem �o encontra-se em sua
quarta geração (4G), porém, acredita-se que até 2020 a tecnologia de
quinta geração (5G) já esteja em uso. Pode-se perceber que dentre os
desa�os no avanço de uma geração encontra-se o aumento na taxa de
transmissão dos usuários.

Uma das maneiras mais populares de aumentar a taxa de transmis-
são é o uso de múltiplas antenas no transmissor e no receptor, o que é
conhecido como tecnologia MIMO (do inglês, multiple-input multiple-

output) [4]. A principal ideia da tecnologia MIMO é que as antenas do
transmissor e do receptor são espaçadas de tal modo que criam diversos
canais efetivos em paralelo, aumentando então a taxa, ou seja, o nú-

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

mero de bits de informação enviados em uma transmissão (conhecido
como multiplexação espacial), ou aumentando a qualidade da comuni-
cação, isto é, diminuindo a probabilidade de erro, que é a probabilidade
de o receptor não recuperar todos os bits de informação transmitidos
(conhecido como diversidade espacial) [5].

A taxa de transmissão e a taxa de erro de quadro (FER, do inglês
frame-error rate) são duas medidas essenciais para se medir a desempe-
nho de um sistema de comunicação. A taxa de transmissão é de�nida
como a taxa em que os dados (informação) são transmitidos por uni-
dade de banda, enquanto a FER é de�nida como a probabilidade de
o decodi�cador, no receptor, não recuperar os dados corretamente. A
FER é uma função da SNR e da taxa de transmissão. Intuitivamente,
sabe-se que para uma taxa de transmissão �xa, aumentar a SNR irá
reduzir a FER. Similarmente, para uma FER �xa, o aumento da SNR

permite um aumento na taxa de transmissão. Portanto, existe um
trade-o� entre a taxa de transmissão e a FER. Em sistemas MIMO,
isso é conhecido como trade-o� de diversidade-multiplexação, em que
diversidade espacial signi�ca redução da FER e multiplexação signi�ca
aumento da taxa de transmissão [4].

No escopo desse trabalho, iremos focar apenas na multiplexação es-
pacial. A multiplexação espacial explora o fato que canais MIMO criam
múltiplos caminhos entre transmissor e receptor. Com isso, cria-se a
possibilidade de que vários usuários transmitam utilizando a mesma
frequência, possibilitando um menor uso do espectro de frequências [6].
Diferente de esquemas que focam em diversidade espacial, em esquemas
de multiplexação os sinais transmitidos interferem, de modo desconhe-
cido, uns nos outros no receptor. Para que seja possível separar os sinais
de forma con�ável no receptor é necessário que o número de antenas no
receptor seja maior ou igual ao número de antenas transmissoras [4].

O sinal recebido em cada antena do receptor é uma soma dos sinais
enviados pelos transmissores, cada sinal com um ganho proporcionado
pelo canal, e são acrescido de um ruído. O receptor deve ser capaz
de extrair (demultiplexar) cada sinal individualmente através de algum
processamento [6].

Uma maneira de inferir os sinais transmitidos é encontrar, a partir
do conjunto de sinais recebidos, o conjunto de possíveis sinais trans-
mitidos mais próximos em termos de distância Euclidiana [3, 7]. Esse
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esquema é conhecido como detector de máxima verossimilhança con-
junta (ML, do inglês joint maximum-likelihood). Embora o detector
ML forneça maiores taxas do que qualquer outro esquema (inclusive
alcançando a capacidade do canal MIMO ponto-a-ponto em algumas
situações), sua complexidade é proibitivamente alta, uma vez que ela
aumenta exponencialmente com o número de antenas transmissoras e
com o comprimento da palavra-código [7]. Para reduzir a complexidade,
detectores sub ótimos são utilizados, como por exemplo, receptores com
detecção linear.

Receptores com detecção linear, apesar de serem mais simples, são
aqueles que apresentam as piores FER [3]. Esse tipo de receptor aplica
uma transformação linear (também chamada de equalização) no con-
junto de sinais recebidos. Tradicionalmente, dois métodos de equali-
zação são bastante populares: o detector com forçagem a zero (ZF,
do inglês zero-forcing) e o detector de mínimo erro quadrático médio
(MMSE, do inglês minimum mean square error).

O detector ZF tenta eliminar qualquer interferência que um sinal
transmitido possa ter em outro sinal transmitido. Isso corresponde a
retirar a in�uência do canal, através da inversão da matriz de canal
[3, 5, 7]. Note que, por causa dessa inversão de matriz, o ruído pode
ser potencialmente aumentado, causando uma FER maior e/ou uma
taxa de transmissão menor.

Em contraste, o detector MMSE não tenta eliminar a interferência
de outros sinais, e sim minimizar o efeito conjunto da interferência e
do ruído [3, 5, 6, 7]. Sabe-se que para alta SNR, o detector MMSE e
ZF são equivalentes [5].

Recentemente, foi apresentado outro método de detecção linear co-
nhecido como forçagem a inteiros (IF, do inglês integer-forcing) [7]. O
método IF generaliza os métodos ZF e MMSE. A abordagem IF vem
do processamento computa-e-encaminha [8, 9] em redes com relays, em
que os receptores tentam extrair uma combinação linear dos sinais re-
cebidos antes de recuperar as mensagens enviadas. Isso só é possível
se os sinais transmitidos pertencerem a um código sobre reticulados
[7, 10]. Mesmo que sua complexidade seja semelhante aos métodos ZF
e MMSE, o desempenho do método IF se aproxima do ML principal-
mente em canais com desvanecimento de Rayleigh [7].

Os principais resultados sobre IF consideram um canal com desva-
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necimento estático, em que todos os símbolos de uma palavra-código
estão sujeitos ao mesmo desvanecimento de canal. Note que, em situa-
ções práticas, em que códigos poderosos com comprimento de palavra-
código longo são utilizados, pode não ser realista assumir que todos
os símbolos possuem o mesmo desvanecimento. Portanto, canais com
desvanecimento de bloco (BF, do inglês block fading) [11], em que o
desvanecimento de canal pode mudar durante a transmissão de uma
palavra-código, parecem ser um modelo mais realista.

Em particular, um sistema com tecnologia OFDM (orthogonal fre-
quency division multiplexing [6]) pode ser aproximadamente modelado
como um canal BF. Para isso, deve-se considerar que a palavra-código
é dividida e transmitida por diversas subportadoras, cada uma sujeita
a um desvanecimento diferente. Em [12] foi proposta uma abordagem
na qual cada palavra-código é transmitida por um subconjunto das
possíveis subportadoras (ao invés de uma palavra-código para todas as
subportadoras). Entretanto, os resultados obtidos por [12] não conse-
guiram explorar toda a diversidade oferecida pelo canal.

Em um trabalho recente, El Bakoury e Nazer [13] generalizaram a
abordagem IF para canais com desvanecimento de bloco. Eles descreve-
ram dois métodos de decodi�cação para esse cenário, que são chamados
de decodi�cação via média aritmética (AM, do inglês aritmetic mean)
e via média geométrica (GM, do inglês geometric mean). O método
de decodi�cação AM tenta aproximar o canal com desvanecimento de
bloco em um canal com desvanecimento estático. Por outro lado, o
método de decodi�cação GM explora a diversidade do canal e tenta
extrair o máximo de informação de cada bloco.

Ambos os métodos podem atingir taxas maiores otimizando a esco-
lha dos coe�cientes da combinação linear, com o método GM sempre
obtendo taxas maiores que o método AM para a mesma escolha de
coe�cientes [13]. Entretanto, encontrar a melhor escolha de coe�cien-
tes para as combinações lineares do método GM é complexo, já que
nenhum algoritmo e�ciente é conhecido. Em [13], por exemplo, os coe-
�cientes para as combinações lineares foram escolhidos através de busca
exaustiva.



1.1. OBJETIVOS 5

1.1 Objetivos

Essa dissertação tem como objetivo principal propor um método sub-
ótimo para escolher os coe�cientes para as combinações lineares no
método GM. A complexidade do método proposto é comparável com
a complexidade para encontrar os coe�cientes ótimos do método AM.
E, embora o método proposto não consiga atingir as mesmas taxas
do método GM utilizando a escolha ótima, ele apresenta um melhor
desempenho do que outros métodos com complexidade semelhante.

Os resultados apresentados na literatura consideram códigos de
comprimento in�nito e modulações com cardinalidade su�cientemente
grande. Entretanto, cenários mais realistas utilizam códigos com com-
primento �nito e modulações usuais (como exemplo, PAM ou BPSK).
Assim, outro objetivo dessa dissertação foi validar os resultados nesses
cenários mais realistas. Para isso, além de considerar modulação PAM,
foi necessário utilizar códigos otimizados para canais com desvaneci-
mento de blocos, como os códigos root-LDPC [14].

1.1.1 Publicações

Os resultados dessa dissertação também foram apresentados na seguinte
publicação:

• R. B. Venturelli e D. Silva, �Low-Complexity Integer Forcing for
Block Fading MIMO Multiple-Access Channels�, no XXXIV Sim-
pósio Brasileiro de Telecomunicações e Processamento de Sinais
(SBrT'2016), Santarém (PA), Brasil.

1.2 Organização

Essa dissertação é organizada da seguinte maneira. No Capítulo 2 será
descrito matematicamente o modelo de canal considerado. Além disso,
nesse capítulo serão discutidos os métodos de decodi�cação conhecidos
na literatura tanto para o canal com desvanecimento estático quanto
para o canal com desvanecimento de bloco.

Já no Capítulo 3 encontram-se as técnicas propostas nessa disser-
tação. Primeiramente, são propostos dois novos métodos para escolha
de coe�cientes das combinações lineares no método GM. Em seguida,
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é descrito como é possível utilizar códigos tradicionais, como o LDPC,
nesse canal. Em particular, é mostrado como a LLR pode ser calculada.

O Capítulo 4 mostra os resultados obtidos através de simulações.
Na primeira parte consideram-se códigos com comprimento in�nito e
mostram-se as taxas alcançáveis pelos métodos de interesse, já na se-
gunda parte, códigos de comprimento �nito são considerados e são mos-
trados resultados para FER.

Por �m, o Capítulo 5 apresenta algumas conclusões e sugestões para
trabalhos futuros.

1.3 Notação

Nessa dissertação, matrizes são denotadas por letras maiúsculas em
negrito, e.g. X. Sejam XT e X−1 as matrizes transposta e inversa
de X, respectivamente. A matriz identidade é denotada por I e suas
dimensões são deduzidas pelo contexto. Vetores são denotados por
letras minúsculas em negrito, e.g. x. Assume-se sempre que são vetores-
linha e xT indica um vetor-coluna. A norma Euclidiana de x é denotada
por ‖x‖.

A probabilidade de um evento A qualquer ocorrer é denotada por
P(A) e o valor esperado de uma variável aleatória é denotado por E[·]. O
conjunto dos números reais é denotado por R e o conjunto dos números
inteiros é denotado por Z, além disso Zp denota o anel de inteiros
módulo p. O conjunto de vetores n-dimensionais com coe�cientes reais
é denotado por Rn e o conjunto de matrizes n×m com coe�cientes reais
é denotado por Rn×m. Analogamente denota-se o conjunto de vetores
e matrizes sobre Z e Zp.



Capı́tulo 2
Forçagem a Inteiros em Canais

com Desvanecimento de Blocos

Neste capítulo, primeiramente será descrito matematicamente o mo-
delo do canal considerado. Além disso, será especi�cado o objetivo
do receptor. Em seguida, serão descritos os métodos de decodi�cação
existentes na literatura, assim como suas taxas alcançáveis tanto para
canais com desvanecimento estático como principalmente para canais
com desvanecimento de bloco.

2.1 Modelo do Canal

Considere o cenário em que NT usuários com uma antena cada desejam
enviar sua informação através de um canal MIMO de múltiplo acesso
com desvanecimento de bloco para um receptor com NR antenas.

O `-ésimo usuário gera sua mensagem w` ∈ Zkp em que p é um
número inteiro. Todos os usuários possuem o mesmo codi�cador µ :

Zkp → Rn tal que µ(w`) = x`.

Iremos assumir que cada transmissor enviará sua mensagem com a
mesma potência P , e portanto

1

n
‖x`‖2 ≤ P.

7
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A taxa de cada usuário é de�nida como

Rmes ,
k

n
log2 p.

O vetor transmitido é dividido em N blocos de igual comprimento

tal que x` =
[
x`,(1) x`,(2) · · · x`,(N)

]
, em que x`,(i) ∈ Rn/N (por

simplicidade iremos assumir que n/N resulta em um número inteiro
positivo). SejaX ∈ RNT×n a matriz em que a `-ésima linha corresponde
ao vetor enviado pelo `-ésimo usuário. Note que X também pode ser

dividida em N blocos, tal que X =
[
X(1) · · · X(N)

]
, em que

X(i) =


x1,(i)

...

xNT ,(i)


será a matriz de entrada do i-ésimo sub-canal, i = 1, . . . , N .

O canal é formado por N sub-canais independentes. No i-ésimo
sub-canal, a matriz transmitida será multiplicada pela matriz de coe-
�cientes do canal1 H(i) ∈ RNR×NT e então somada com a matriz de
ruído Z(i) ∈ RNR×n/N tal que as entradas de Z ∈ RNT×n seguem uma
distribuição gaussiana de média nula e variância σ2. Assume-se que
os transmissores não tenham conhecimento dos valores de H(i) porém
conhecem suas estatísticas. A matriz recebida no receptor pode ser

descrita matematicamente como Y =
[
Y(1) · · · Y(N)

]
, em que

Y(i) = H(i)X(i) + Z(i) (2.1)

e a j-ésima linha de Y(i) é o sinal pela j-ésima antena no i-ésimo bloco
recebido, j = 1, 2, . . . , NR, i = 1, 2, . . . , N .

1Foi escolhido utilizar um canal em que os coe�cientes pertencem aos reais, não
apenas por simplicidade, como também para facilitar a comparação com os resul-
tados obtidos na literatura. A extensão para um canal com coe�cientes complexos
é imediata, além disso, como mostrado em [7] é possível decompor um canal com-
plexo em um canal real com o dobro de antenas tanto nos transmissores quanto no
receptor.
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Por conveniência de�ne-se a SNR como sendo

SNR ,
P

σ2
. (2.2)

O desa�o do receptor é, a partir de Y e conhecendo os valores de
H(1:N) = {H(1), . . . ,H(N)} (isto é, CSIR), recuperar todas as mensa-
gens w1, . . . ,wNT

através de um decodi�cador D : RNR×n → Zkp×· · ·×
Zkp tal que D(Y) = (ŵ1, . . . , ŵNT

). De�ne-se a probabilidade de erro
como sendo a probabilidade do receptor não conseguir recuperar al-
guma das mensagens corretamente, isto é, Perro , P

(
(w1, . . . ,wNT

) 6=
(ŵ1, . . . , ŵNT

)
)
.

Uma taxa R é dita alcançável se dado um ε > 0 e n → ∞ existir
algum esquema de codi�cação e decodi�cação tal que Perro ≤ ε.

2.2 Detector ML

Detectores ML alcançam melhores desempenho dentre todos os méto-
dos. O detector atua procurando o conjunto de mensagens (ŵ1, . . . , ŵNT

)

mais prováveis [7]. Seja S ⊆ {1, . . . , NT } um subconjunto e seja HS,(i)
a submatriz de H(i) cujas colunas são indexadas por S. A taxa alcan-
çável do decodi�cador ML é dada por [7, 13]

RML(H(1:N)) = min
S⊆{1,...,NT }

1

2N |S|

N∑
i=1

log det
(
I + SNRHS,(i)H

T
S,(i)

)
(2.3)

Note que esse valor corresponde à capacidade simétrica do canal de
múltiplo acesso [1].

A complexidade desse método cresce exponencialmente com o ta-
manho do bloco n e com o número de usuários NT , o que não o torna
atrativo em muitas aplicações [7].

2.3 Decodi�cação Linear Tradicional

Decodi�cação linear é geralmente utilizada para reduzir a complexidade
do sistema. Nesse caso, tenta-se transformar um canal MIMO em vários
canais SISO através de uma equalização (transformação linear) do canal
[3, 5]. Cada canal SISO é então processado, geralmente em paralelo, de
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maneira independente, para recuperar a mensagem de cada usuário.
Após a equalização, um canal efetivo é criado. Esse canal efetivo

corresponde à palavra-código transmitida por cada usuário somada com
um ruído efetivo. Seja B(i) ∈ RNT×NR a matriz de equalização no i-
ésimo bloco. Então o canal efetivo é descrito como

Yeff = X + Zeff =
[
Yeff,(1) · · · Yeff,(N)

]
em que

Yeff,(i) = B(i)Y(i) = B(i)H(i)X(i) + B(i)Z(i) (2.4)

= X(i) + Zeff,(i), (2.5)

Zeff =
[
Zeff,(1) · · · Zeff,(N)

]
,

Zeff,(i) = (B(i)H(i) − I)X(i) + B(i)Z(i)

e i = 1, . . . , N ,
Tradicionalmente, dois métodos de decodi�cação linear são ampla-

mente explorados. O primeiro método é conhecido como forçagem a

zero (ZF, do inglês zero-forcing), e o segundo método é conhecido
como mínimo erro quadrático médio (MMSE, do inglês minimum mean

square error).
Embora, na literatura, seja comum encontrar esses métodos expli-

cados para um canal com desvanecimento estático, isto é, N = 1, a
extensão para desvanecimento de bloco é imediata, uma vez que é pos-
sível equalizar cada bloco individualmente.

2.3.1 Método ZF

O método ZF tenta transformar o canal MIMO em vários canais SISO
invertendo a matriz do canal [3, 6]. Isto é, a matriz de equalização é
escolhida como

B(i) = (HT
(i)H(i))

−1HT
(i).

Neste caso, o ruído efetivo pode ser escrito como Zeff,(i) = B(i)Z(i).
Note que nesse método, a interferência de outra palavra código é com-
pletamente eliminada, isso é, a m-ésima linha de Yeff , yeff,m depende
apenas de xm.
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Esse método, apesar de ser simples, pode potencialmente ampli�car
o ruído efetivo [6].

2.3.2 Método MMSE

Essa outra abordagem, ao invés de simplesmente eliminar a interferên-
cia, tenta minimizar o erro (quadrático médio) entre o sinal enviado e
o estimado [3, 6].

A matriz de equalização é dada por2

B(i) = (HT
(i)H(i) + SNR−1I)−1HT

(i).

Note que conforme a SNR cresce, o método MMSE se aproxima do
método ZF.

Sabe-se que, principalmente para baixa SNR, com o método MMSE
é possível atingir taxas maiores do que com o método ZF. Por esse mo-
tivo, de agora em diante, não serão mais considerados os resultados com
o método ZF, apenas o método MMSE será usado como comparação.

2.4 Forçagem a Inteiros em Canais com Desvaneci-

mento Estático

Forçagem a inteiros (IF, do inglês integer-forcing) surge como alterna-
tivo aos tradicionais métodos de decodi�cação linear [7]. A abordagem
IF vem do método computa-e-encaminha [8, 15] para codi�cação de
rede na camada física. Ao invés de tentar recuperar cada mensagem
isoladamente, o método IF tenta recuperar combinações lineares com
coe�cientes inteiros das palavras-código transmitidas. Note que para
isso é necessário que essas combinações sejam palavras-códigos. Essa é
uma característica encontrada em códigos construídos sobre reticulados
[10]. Uma maneira simples de construir um código sobre reticulados
é utilizar a construção A [16], em que são utilizados um código linear
p-ário e uma modulação p-PAM (ou p2-QAM se for considerado um
canal com coe�cientes complexos), em que p é um número primo su�-
cientemente grande [10]. Maiores detalhes sobre reticulados podem ser

2Em alguns textos da literatura é comum encontrar a expressão da matriz de
equalização como B = HT(HHT + SNR−1I)−1. Como mostrado em [3] ambas as
expressões são equivalentes.
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encontrados em [17] ou no Apêndice A.

Após a equalização, um canal efetivo é criado. Esse canal efetivo é
dado por combinações lineares das mensagens adicionadas de um ruído
efetivo. Seja B ∈ RNT×NR a matriz de equalização. A equação do
canal efetivo é dada por

Yeff = BY = BHX + BZ (2.6)

= V + Zeff (2.7)

em que V = AX, A ∈ ZNT×NT , tal que posto(A) = NT e

Zeff = (BH−A)X + BZ. (2.8)

Note que devido as propriedades de códigos sobre reticulados, vm =

amX é uma palavra-código, em que vm e am são a m-ésima linha de
V e A respectivamente.

Além disso, se o receptor conseguir inferir a matriz V corretamente,
ele pode recuperar a matriz X facilmente atráves de X = A−1V.

O método IF generaliza os métodos tradicionais de decodi�cação
[7]. Por exemplo, se B = (HTH)−1HT e A = I, então temos o método
ZF. E se B = (HTH + SNR−1I)−1HT e A = I então temos o método
MMSE.

É intuitivo que minimizar a potência do ruído efetivo irá maximizar
as taxas alcançáveis (esse fato será discutido mais adiante). A m-
ésima linha de Zeff pode ser escrita como sendo zeff,m = (bmH −
am)X + bmZ, em que bm e am correspondem a m-ésima linha de B e
A respectivamente. Note que o receptor tem conhecimento de H,bm
e am, assim, é possível encontrar facilmente σ2

eff,m = 1
nE[zeff,mzT

eff,m]

como sendo

σ2
eff,m = σ2

(
‖bmH− am‖2 SNR + ‖bm‖2

)
. (2.9)

A escolha de bm que minimiza σ2
eff,m é feita através da estimação

MMSE e é dada por [7]

bopt,m = am(HTH + SNR−1I)−1HT
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e portanto podemos escrever a matriz Bopt como sendo

Bopt = A
(
HTH + SNR−1I

)−1
HT. (2.10)

Além disso, quando escolhe-se B = Bopt, a variância da m-ésima linha
de Zeff pode ser escrita como [15]

σ2
eff,m = σ2(amMaT

m) (2.11)

em que
M =

(
HTH + SNR−1I

)−1
. (2.12)

A taxa alcançável por um decodi�cador linear é dada por [7]

RIF(H,A,B) = min
m

1

2
log+

(
P

σ2
eff,m

)
(2.13)

em que log+(x) = max(log(x), 0). Assim, para maximizar a taxa al-
cançável é necessário ou aumentar a potência de transmissão ou tentar
reduzir a variância do ruído efetivo.

Como sempre iremos considerar que B = Bopt, é comum omitir esse
termo do argumento, desse modo, pode-se escrever

RIF(H,A) = RIF(H,A,Bopt)

= min
m

1

2
log+

(
SNR

amMaT
m

)
. (2.14)

Teorema 2.1. [7, 8] Para qualquer ε > 0 e para n e p su�cientemente

grandes, existe um esquema de codi�cação e decodi�cação tal que é pos-

sível recuperar m combinações lineares de coe�cientes inteiros a partir

de Y com Perro ≤ ε, para qualquer escolha de A que satisfaça

Rmes < RIF(H,A). (2.15)

Embora este teorema seja válido para recuperar qualquer número
de combinações lineares dos vetores transmitidos, estamos interessados
em recuperar NT combinações lineares.
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2.4.1 Escolha da matriz A

Embora o teorema seja válido para qualquer escolha de A, queremos
escolher a matriz A de forma a maximizar RIF(H,A).

Note que, se for especi�cado que A = I, então o decodi�cador está
utilizando decodi�cação com estimador MMSE [7]. A taxa alcançável
desse método é dada por:

RMMSE(H) = RIF(H, I). (2.16)

Todavia, escolherA = I limita as possíveis combinações lineares que
podem ser feitas. Aproveitando-se do fato que as palavras-código per-
tencem a um código sobre reticulado e, portanto, combinações inteiras
de palavras-códigos formam outras palavras-código, podemos escolher
A como qualquer matriz com coe�cientes inteiros de posto completo
[7]. Novamente, para tentar maximizar a taxa alcançável iremos tentar
reduzir a variância do ruído efetivo. Mais precisamente, iremos tentar
reduzir o maior σ2

eff,m, m = 1, . . . , NT .
Seja

A =


a1

...

aNT

 ,
em que a1, . . . ,aNT

∈ ZNT são linearmente independentes em Zp.
Pode-se descrever esse problema como

Aopt =


aopt,1

...

aopt,NT

 = arg min
a1,...,aNT

a1,...,aNT
∼L.I.

max
m=1,...,NT

σ2
eff,m

= arg min
a1,...,aNT

a1,...,aNT
∼L.I.

max
m=1,...,NT

amMaT
m (2.17)

em que M é de�nido em (2.12).
Encontrar um único vetor am que minimize σ2

eff,m equivale em
encontrar o vetor de menor norma do reticulado gerado pela matriz
MTM, isto é, pela matriz Gram de M. Esse problema é conhecido na
literatura como problema de vetor de mínima norma (SVP, do inglês



2.5. EXTENSÃO PARA DESVANECIMENTO DE BLOCOS 15

shortest vector problem) [17, 18].

Note que é necessário encontrar NT vetores linearmente indepen-
dentes de mínima norma a partir do reticulado gerado pela matriz
Gram de M. Esse problema é conhecido na literatura como problema

de vetores linearmente independente de mínima norma (SIVP, do inglês
shortest linearly indepedent vectors problem) [19]. Sabe-se que SIVP é
um problema NP-hard [19]. Resolver SIVP corresponde em encontrar
os mínimos sucessivos do reticulado de�nido pela matriz de Gram M

[17, 19].

Embora os mínimos sucessivos de um reticulado não necessaria-
mente forme uma base [17, 19], na prática, é comum tentar encontrar
a base do reticulado como solução do SIVP [15]. Esse problema tam-
bém é conhecido como redução de base de reticulado ou simplesmente
redução de reticulado.

A literatura apresenta alguns algoritmos de redução de base de reti-
culados, como por exemplo, o algoritmo de Langrange-Gauss [17], que é
usado quando NT = 2. Esse algoritmo é ótimo pois, além de encontrar
uma base para o reticulado, os vetores encontrados correspondem aos
mínimos sucessivos [17].

Outro algoritmo de redução de reticulado utilizado na prática é o
Lenstra-Lenstra-Lovász (LLL) [20]. O algoritmo LLL corresponde a
uma generalização do algoritmo de Langrange-Gauss para reticulados
de ordem maior [17]. Note que o algoritmo LLL não encontra os míni-
mos sucessivos e sim uma base para o reticulado. Apesar disso, o LLL
é um algoritmo e�ciente, uma vez que ele pode ser realizado em tempo
polinomial [18].

Como abuso de notação, independente se for utilizado o algoritmo
de Langrange-Gauss ou LLL, iremos chamar a solução do algoritmo de
Aopt. Desse modo, podemos escrever a taxa alcançável como

RIF(H) = RIF(H,Aopt). (2.18)

2.5 Extensão para Desvanecimento de Blocos

De forma similar ao caso com desvanecimento estático, decodi�cadores
lineares são utilizados para reduzir a complexidade de processamento
com um desempenho aceitável.
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Como se assume que o receptor conhece todos os desvanecimen-
tos, é possível equalizar, multiplicando pela matriz B(i), cada bloco de
maneira distinta [13], assim criando N canais efetivos

Yeff,(i) = B(i)Y(i) = B(i)H(i)X(i) + B(i)Z(i)

= V(i) + Zeff,(i) (2.19)

em que V(i) = AX(i) e

Zeff,(i) = (B(i)H(i) −A)X(i) + B(i)Z(i). (2.20)

É importante ressaltar que a matriz A deve permanecer a mesma
para todos os blocos [13]. Isso é necessário para preservar as proprie-
dades de códigos sobre reticulados. Note que é necessário que vm seja
uma palavra-código para que a decodi�cação seja possível, em que vm

é a m-ésima linha de V = AX =
[
V(1) · · · V(N)

]
. Sem essa restri-

ção, não é possível garantir que vm seja uma palavra-código, mesmo
que códigos sobre reticulados sejam considerados.

Semelhante ao caso com desvanecimento estático, a variância da
m-ésima linha de Zeff,(i) pode ser facilmente calculada. Note que o
desvanecimento muda em cada bloco e portanto, cada um possui uma
variância diferente. A variância da m-ésima linha de Zeff,(i) é dada por

σ2
eff,m,(i) = σ2

(∥∥bm,(i)H(i) − am
∥∥2

SNR +
∥∥bm,(i)∥∥2

)
. (2.21)

Visando minimizar σ2
eff,m,(i) é simples encontrar o valor de bopt,m,(i),

que é dado por

bopt,m,(i) = am

(
HT

(i)H(i) + SNR−1I
)−1

HT
(i)

e portanto, pode-se escrever Bopt,(i) como

Bopt,(i) = A
(
HT

(i)H(i) + SNR−1I
)−1

HT
(i). (2.22)

Novamente, iremos considerar sempre que B(i) = Bopt,(i). Assim, a
variância da m-ésima linha de Zeff,(i) pode ser escrita como

σ2
eff,m,(i) = σ2

(
amM(i)a

T
m

)
(2.23)
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em que

M(i) =
(

SNR−1I + HT
(i)H(i)

)−1

. (2.24)

Em canais com desvanecimento de blocos conhece-se dois tipos de
decodi�cadores lineares, cada um com uma taxa alcançável diferente
[13]. O primeiro tipo tenta aproximar o canal com desvanecimento de
blocos em um canal com desvanecimento estático. Isso é feito através
da média aritmética das variâncias do ruído efetivo, portanto, chama-
mos esse método de decodi�cador via média aritmética (AM, do inglês
aritmetic mean). Já o segundo tipo, explora a diversidade do canal
com desvanecimento de bloco e tenta extrair o máximo de informação
(bits) de cada bloco. Como será mostrado, isso equivale a fazer média

geométrica da variância do ruído efetivo e, portanto, chamamos esse
método de decodi�cador via média geométrica (GM, do inglês geome-

tric mean). Ambos os tipos serão melhores detalhados, assim como
suas respectivas taxas alcançáveis, nas seções seguintes.

2.5.1 Decodi�cador via Média Aritmética

Decodi�cadores AM tentam aproximar o canal ao caso com desvane-
cimento estático, isto é, consideram que o ruído efetivo está sujeito
apenas um valor de variância [13]. O valor de variância considerado na
m-ésima equação de decodi�cação é a média aritmética das variâncias
de cada bloco. Seja

σ2
AM,m =

1

N

N∑
i=1

σ2
eff,m,(i) (2.25)

então, para uma matriz A, a taxa alcançável do decodi�cador AM é
dada por [13]

RAM(H(1:N),A) = min
m

1

2
log+

(
P

σ2
AM,m

)

= min
m

1

2
log+

(
SNR

amMAMaT
m

)
(2.26)
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em que

MAM =
1

N

N∑
i=1

M(i). (2.27)

2.5.2 Decodi�cador via Média Geométrica

O decodi�cador via média geométrica (GM) por sua vez, tenta extrair
o máximo de informação mútua de cada bloco [13]. Isso equivale a dizer
que cada bloco irá considerar sua própria variância do ruído efetivo.

A taxa alcançável por esse método é dada por

RGM(H(1:N),A) = min
m

1

2N

N∑
i=1

log+

(
P

σ2
eff,m,(i)

)

= min
m

1

2N

N∑
i=1

log+

(
SNR

amM(i)aT
m

)
(2.28)

= min
m

1

2
log+

(
P

σ2
GM,m

)
(2.29)

em que

σ2
GM,m =

(
N∏
i=1

σ2
eff,m,(i)

)1/N

(2.30)

é a média geométrica dos ruídos efetivos.

Note que devido a desigualdade entre média geométrica e média
aritmética [21], tem-se que, para a mesma matriz A, σ2

GM,m ≤ σ2
AM,m

e portanto o método de decodi�cação GM alcança taxas maiores que o
método AM [13].

2.5.3 Escolha da matriz A

Semelhante ao caso estático, em ambos os métodos é possível escolher
A = I [13]. Se o método AM é utilizado então chamaremos de AM-
MMSE e caso o método GM seja utilizado então será chamado de GM-
MMSE. As taxas alcancáveis pelos métodos AM-MMSE e GM-MMSE
são dadas por

RAM-MMSE(H(1:N)) = RAM(H(1:N), I) (2.31)
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RGM-MMSE(H(1:N)) = RGM(H(1:N), I) (2.32)

respectivamente.
Todavia, sabe-se que escolher A = I não é, necessariamente, a me-

lhor opção, uma vez que os elementos da matriz A podem assumir
qualquer valor inteiro.

Como o método AM é uma aproximação do caso estático, pode-se
utilizar as mesmas técnicas para encontrar a melhor matriz A. Nesse
caso, utiliza-se a matriz MAM como entrada do algoritmo de redução
de reticulado [13]. Iremos chamar a melhor matriz obtida por este
método como AAM (independentemente se for utilizado o algoritmo de
Langrange-Gauss ou LLL para encontrá-la).

Quando matriz AAM é utilizada, referimos ao método como AM-IF.
Sua taxa alcançável é dada por

RAM-IF(H(1:N)) = RAM(H(1:N),AAM). (2.33)

Já para encontrar a matriz ótima do método GM, chamada deAGM,
o problema de otimização pode ser descrito como

AGM =


aGM,1

...

aGM,NT

 = arg min
a1,...,aNT

a1,...,aNT
∼L.I.

max
m

(
N∏
i=1

amM(i)a
T
m

)1/N

. (2.34)

Enquanto no método AM-IF é possível encontrar a matriz A de
forma sub-ótima (ou até mesmo ótima) em tempo polinomial, isso ainda
não é possível para o decodi�cador GM [13]. Entretanto, é possível utili-
zar outros algoritmos não-e�cientes, como por exemplo busca exaustiva
para encontrar a AGM.

Nesse caso, chamamos este método de GM-IF, e sua taxa alcançável
é dada por

RGM-IF(H(1:N)) = RGM(H(1:N),AGM). (2.35)





Capı́tulo 3
Técnicas Propostas

Neste capítulo, as propostas dessa dissertação serão discutidas. Pri-
meiramente serão apresentados dois novos métodos sub-ótimos para
escolha da matriz A para o decodi�cador GM. Em seguida, será discu-
tido como pode ser o processo de decodi�cação quando códigos práticos
(de comprimento �nito) são utilizados, em especial, códigos LDPC.

3.1 Escolha Sub-ótima de A para Decodi�cador GM

O método GM-IF tem as maiores taxas alcançáveis dentre todos os
métodos conhecidos (com exceção do decodi�cador ML) [13]. Todavia,
como não se conhece nenhum algoritmo e�ciente para encontrar AGM,
esse método pode não ser atrativo em situações práticas.

As alternativas conhecidas até então são os métodos AM-IF e GM-
MMSE. Note que o método AM-MMSE não é interessante, uma vez que
as taxas alcançáveis por este método serão sempre inferiores a ambos
os métodos AM-IF e GM-MMSE.

Ainda assim, escolher entre os métodos AM-IF e GM-MMSE não é
trivial, uma vez que o desempenho de ambos varia com o número de
blocos, número de usuários e com a SNR. Sendo que em alguns casos
um método tem melhor desempenho do que o outro.

Como nova alternativa para a escolha da matriz A para o deco-
di�cador GM sugerimos dois novos métodos sub-ótimos, detalhados a

21
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seguir.

3.1.1 Método Proposto 1

No primeiro método proposto, o decodi�cador deve escolher entre a
matriz identidade e a a matriz ótima do método AM, isto é, AAM.
Seja A1 = {I,AAM} o conjunto de possíveis escolhas para matriz A, a
matriz que será escolhida pelo método proposto 1 será

Aprop,1 = arg max
A∈A1

RGM(H(1:N),A) (3.1)

e, portanto, a taxa alcançável pelo método proposto 1 é dada por

Rprop,1(H(1:N)) = RGM(H(1:N),Aprop,1). (3.2)

Note que, se a matriz escolhida for AAM então o método proposto 1
tem um melhor desempenho do que o AM-IF uma vez que o decodi�-
cador GM tem taxas alcançáveis maiores que o decodi�cador AM. Por
outro lado, se a matriz I for escolhida então o desempenho é o mesmo
que do GM-MMSE.

Em termos de complexidade, o método proposto apresenta a mesma
complexidade que o método AM-IF, uma vez que em ambos o método
a complexidade é dominada pelo algoritmo LLL utilizado para encon-
trar a matriz AAM. Naturalmente, o método proposto apresenta uma
complexidade maior do que o método GM-MMSE, uma vez que no úl-
timo o algoritmo LLL não é necessário. Ainda assim, a chance de ter
uma taxa alcançável maior compensa o aumento da complexidade em
relação ao GM-MMSE.

3.1.2 Método Proposto 2

No segundo método proposto ampliamos as possíveis escolhas de A.
Note que para o algoritmo LLL é necessário conhecer apenas a matriz
M(i) que por sua vez depende dos coe�cientes do canal H(i) e da SNR.
Desse modo, é possível utilizar o algoritmo LLL N vezes e encontrar as
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matrizes A(i), em que

A(i) =


a(i),1

...

a(i),NT

 = arg min
a(i),1,...,a(i),NT

max
m

a(i),mM(i)a
T
(i),m

para i = 1, . . . , N . Seja A2 = {I,AAM,A(1), . . . ,A(N)} o conjunto de
possíveis escolhas. O método proposto 2 irá escolher a matriz tal que

Aprop,2 = arg max
A∈A2

RGM(H(1:N),A) (3.3)

e a taxa alcançável por esse método é dada por

Rprop,2(H(1:N)) = RGM(H(1:N),Aprop,2). (3.4)

Note que o método proposto 1 tenta encontrar uma matriz que seja
boa para todos os blocos simultaneamente, porém, não necessariamente
é a matriz ótima para cada bloco individualmente. Por outro lado, o
método proposto 2 encontra, também, a matriz ótima para cada bloco
e veri�ca se, quando utilizada essa matriz, o desempenho dos outros
blocos encontra-se em um nível satisfatório.

A complexidade desse método aumenta um pouco em relação ao
método proposto 1 (e ao AM-IF), uma vez que é necessário utilizar o
algoritmo LLL um total de N+1 vezes. Entretanto, vale lembrar que o
algoritmo LLL pode ser executado em tempo polinomial, fazendo com
que o método proposto 2 ainda seja viável na prática.

3.2 Códigos Práticos

Os resultados desenvolvidos até então, consideram tanto um código
com comprimento in�nito e a cardinalidade da modulação su�ciente-
mente grande. Nessa seção será descrito como pode ser feito o processo
de decodi�cação para códigos mais tradicionais, como o LDPC. Note
que um código p-ário em conjunto com uma modulação p-PAM pode
ser interpretado como um código sobre reticulados através da Constru-
ção A [16], em que p é um número primo. Maiores informações sobre
reticulados encontram-se no Apêndice A.
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Suponha que p = 2 e a mensagem do `-ésimo usuário pertença
ao corpo Zk2 , isto é w` ∈ Zk2 . Por sua vez, a mensagem é codi�cada
pelo código C(n, k) gerando a palavra-código c` ∈ Zn2 , a qual então é
modulada no vetor x`.

Pode-se mostrar que a m-ésima equação do canal efetivo é dada
por[15]

yeff,m = vm + zeff,m (3.5)

em que vm = amC, am ∈ ZNT e zeff,m é o ruído efetivo com variância
σ2

eff,m. O receptor tem conhecimento de σ2
eff,m.

O objetivo do receptor é recuperar a m-ésima combinação linear1

um = amC mod 2 ∈ C a partir de yeff,m.

Note que como vm pode assumir qualquer valor inteiro, ele não
é uma palavra-código. Em contra-partida, um é uma palavra-código.
Assim sendo, será considerado o canal equivalente módulo 2, isto é

rm = yeff,m mod 2

= um + zeff,m mod 2. (3.6)

Considera-se que a operação módulo 2 acima pode retornar qualquer
valor real entre 0 (incluso) e 2, isto é, [· mod 2] ∈ [0, 2).

Para facilitar a análise no decodi�car a seguinte consideração será
feita.

Consideração 1. O ruído efetivo zeff,m é aproximado por uma distri-
buição gaussiana com média nula e variância σ2

eff,m.

As Figs. 3.1, 3.2 e 3.3 mostram a distribuição do ruído efetivo e
a gaussiana aproximada nos casos de desvanecimento estático, decodi-
�cação AM e decodi�cação GM, respectivamente. A distribuição do
ruído efetivo foi obtida através de simulação em um canal 2 × 2 com
coe�cientes reais e dois blocos.

Como é possível perceber, a distribuição do ruído efetivo está bem
próxima de uma distribuição gaussiana com exceção apenas na Fig. 3.2.
Espera-se, portanto, que o erro ao considerar essa distribuição seja
pequeno.

1Considera-se que a operação módulo 2, quando aplicada em um vetor ou matriz,
é feita componente a componente.
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Figura 3.1: Distribuição do ruído efetivo em um canal 2 × 2 considerando
desvanecimento estático.
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Figura 3.2: Distribuição do ruído efetivo em um canal 2× 2 com dois blocos.
A matriz A foi escolhida através do método proposto 2. O receptor utiliza o
decodi�cador AM.
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Figura 3.3: Distribuição do ruído efetivo em um canal 2× 2 com dois blocos.
A matriz A foi escolhida através do método proposto 2. O receptor utiliza o
decodi�cador GM.
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Figura 3.4: Probabilidade de transição do canal equivalente.

Com essa consideração, o canal descrito na equação (3.6) é um canal
AWGN módulo 2. A probabilidade de transição desse canal é mostrada
na Fig. 3.4.

Para utilizar um decodi�cador iterativo de um código LDPC, como
por exemplo o belief-propagation é necessário informar a LLR de cada
componente de rm. O cálculo da LLR é de�nido da seguinte maneira

LLR[j] = log
P(rm[j]|um[j] = 0)

P(rm[j]|um[j] = 1)
. (3.7)

Note na Fig. 3.4 que para 0 ≤ r[j] ≤ 1 o canal é aproximadamente
Gaussiano (sem a operação de módulo 2) e portanto, a LLR pode ser
calculada como

LLR[j] =
1− 2rm[j]

2σ2
eff,m

, para 0 ≤ r[j] ≤ 1. (3.8)

Também é possível perceber que para 1 ≤ r[j] < 2 existe uma
re�exão em torno de 1. Nesse caso, pode-se utilizar a equação anterior,
porém informando r′[j] = −r[j] mod 2.
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Note que, se o decodi�cador AM for utilizado, então temos que
σ2

eff,m = σ2
AM,m, em que σ2

AM,m é de�nido em (2.25). Por outro lado, se
o decodi�cador GM é utilizado, então é necessário considerar a variância
de cada bloco individualmente.





Capı́tulo 4
Resultados

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos durante a pes-
quisa. Os métodos propostos são comparados com os demais méto-
dos existentes, mostrando suas vantagens em diversas situações. Na
primeira parte, as taxas alcançáveis de cada método são comparadas
variando tanto o número de blocos quanto o número de usuários. Já
na segunda parte, é veri�cado o desempenho de FER quando códigos
root-LDPC são utilizados.

4.1 Taxas Alcançáveis

A probabilidade de outage é uma estimativa da probabilidade de erro
(Perro) e pode ser de�nida como

Pout = P[Rmes > R]

em que R depende do método utilizado. Por exemplo, se for utilizado
o método ML, então R é de�nido como na equação (2.3) e assim por
diante.

Dado ρ > 0, de�ne-se a taxa alcançável com outage ρ ou simples-
mente taxa com outage ρ como sendo a maior taxa de mensagem tal
que a probabilidade de outage não seja maior que ρ, ou seja,

R(ρ) , sup{Rmes | Pout ≤ ρ}.

29
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Figura 4.1: Taxas alcançáveis para uma probabilidade de outage de 1% em
um canal 2× 2 com um bloco (desvanecimento estático).

Para cada cenário de nossas simulações, foram feitas 10000 realiza-
ções de um canal Rayleigh tal que h ∼ N (0, 1). Em cada realização foi
calculado o valor de R para os métodos de interesse. Para determinar
o valor de R(ρ) de cada método foi escolhido o (ρ · 10000 + 1)-ésimo
maior valor R dentre aqueles obtidos a partir de todas as realizações.
Isso faz com que em apenas ρ · 10000 realizações tenhamos Rmes > R,
o que garante Pout ≤ ρ.

Na Fig. 4.1 mostramos a taxa com outage de ρ = 0.01 para di-
ferentes valores de SNR em um canal 2 × 2 com coe�cientes em R e
desvanecimento estático (N = 1). O método ML é mostrado como um
limitante superior. Note que, nesse caso, os decodi�cadores AM e GM
se tornam essencialmente o mesmo método, e portanto não é necessário
fazer uma distinção entre eles.

Na Fig. 4.2 é mostrada a taxa com outage de ρ = 0.01 para um canal
2×2 com dois blocos (N = 2). O método GM foi obtido através de uma
busca exaustiva em todos os vetores inteiros em que a magnitude de
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Figura 4.2: Taxas alcançáveis para uma probabilidade de outage de 1% em
um canal 2× 2 com dois blocos.

cada entrada não fosse maior que 101. Nesse cenário é possível perceber
uma clara distinção entre os métodos. Como esperado, o método GM-
IF alcança as maiores taxas dentre todos os métodos (com exceção do
ML). Porém é possível perceber que o método proposto 2 aproxima-se
bastante do método GM-IF, perdendo por apenas por 2 dB em alta
SNR. Mais do que isso, para baixos valores de SNR o método proposto
2 tem o mesmo desempenho que GM-IF. Já o método proposto 1, apesar
de ter um melhor desempenho que os métodos AM-IF e GM-MMSE,
�ca aquém do método proposto 2 (2 dB em alta SNR) e do método
GM-IF (4 dB em alta SNR).

Note que o método AM-MMSE terá o pior desempenho entre to-
dos os métodos. Sabe-se que o método AM-IF será sempre superior
ao método AM-MMSE uma vez que o primeiro generaliza o segundo.
Além disso, sabe-se que o método GM-MMSE também será superior
ao método AM-MMSE devido a desigualdade entre a média aritmética

1O desempenho do método GM-IF foi testado com limitantes maiores, isto é,
permitiu-se que os valores de magnitude não excedessem 12 ou 15. Entretanto, o
desempenho do método GM-IF foi o mesmo para esses casos.



32 CAPÍTULO 4. RESULTADOS

SNR (dB)
0 5 10 15 20 25

T
ax

a
(b
it
s/
d
im

)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Taxa com Outage de 1% em um canal 2x2 com três blocos

ML

GM-IF

Proposto 1

Proposto 2

AM-IF

GM-MMSE

AM-MMSE

Figura 4.3: Taxas alcançáveis para uma probabilidade de outage de 1% em
um canal 2× 2 com três blocos.

e a média geométrica.

As Figs. 4.3 e 4.4 mostram as taxas alcançáveis em um canal 2× 2

com três (N = 3) e quatro (N = 4) blocos, respectivamente. Nesses
cenários, é possível perceber que a diferença entre o método GM-IF
e ambos os métodos propostos diminui conforme o número de blocos
aumenta. Esse efeito é melhor visualizado na Fig. 4.5 que mostra as
taxas alcançáveis em um canal 2 × 2 com SNR = 25 dB variando o
número de blocos. Além disso, o desempenho do método GM-MMSE
melhora signi�cativamente, principalmente em comparação ao método
AM-IF.

Já a Fig. 4.6 mostra o efeito ao aumentar o número de usuários em
uma rede com 2 blocos e SNR = 25 dB para cada usuário (portanto, a
potência total de transmissão aumenta conforme o número de usuários).
O método GM-IF teve seu desempenho simulado apenas para 2 e 3

usuários devido a sua alta complexidade.
Diferente do que ocorre quando aumenta-se o número de blocos,



4.1. TAXAS ALCANÇÁVEIS 33

SNR (dB)
0 5 10 15 20 25

T
ax

a
(b
it
s/
d
im

)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Taxa com Outage de 1% em um canal 2x2 com quatro blocos

ML

GM-IF

Proposto 1

Proposto 2

AM-IF

GM-MMSE

AM-MMSE

Figura 4.4: Taxas alcançáveis para uma probabilidade de outage de 1% em
um canal 2× 2 com quatro blocos.
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Figura 4.5: Taxas alcançáveis para uma probabilidade de outage de 1%, em
um canal 2× 2 e com SNR = 25 dB variando o número de blocos (N).
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Figura 4.6: Taxas alcançáveis para uma probabilidade de outage de 1%, em
um canal com dois blocos e SNR = 25 dB variando o número de usuários
(NT ) e considerando NR = NT .

o método AM-IF tem uma melhora de desempenho signi�cativa, en-
quanto o desempenho do método GM-MMSE é quase constante.

Para melhor compreender a e�ciência dos métodos propostos basta
perceber que mesmo quando ambos os método AM-IF e GM-MMSE
falham, os métodos propostos podem ser bem sucedidos. A Tab. 4.1
mostra a probabilidade de outage de um canal 2 × 2 com dois blocos,
Rmes = 0.5 e SNR = 10 dB. O valor de SNR foi escolhido do modo que
os métodos AM-IF e GM-MMSE tenham aproximadamente a mesma
probabilidade de outage (em torno de 10.1%).

Pode-se pensar que, por exemplo, o método proposto 1 falha quando
ambos AM-IF e GM-MMSE falhassem, o que ocorre com uma proba-
bilidade de 6.11%. Entretanto a probabilidade de outage desse método
proposto é estritamente menor, apenas 4.78%. Isso ocorre pois para a
mesma matriz A o decodi�cador GM tem um melhor desempenho que
o decodi�cador AM. Assim, quando o método AM-IF alcança melhores
taxas que o método GM-MMSE, o método proposto 1 irá alcançar uma
taxa ainda maior em relação ao AM-IF. De modo semelhante, temos
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Tabela 4.1: Probabilidade de outage para um canal 2× 2 com N = 2 blocos
e SNR = 10 dB.

AM-IF

Outage Sucesso

GM-MMSE
Outage 6.11% 4.02%

Sucesso 4.03% 85.84%

Outage Sucesso

Método Proposto 1 4.78% 95.22%

Método Proposto 2 2.65% 97.35%

que a probabilidade de outage para o método proposto 2 é ainda menor,
apenas 2.65%.

Os resultados dessa seção mostram que ambos os métodos propostos
têm um desempenho melhor que os métodos AM-IF e GM-MMSE in-
dependente do número de usuários e/ou blocos. Essa vantagem é ainda
mais signi�cativa quando ambos os métodos AM-IF e GM-MMSE tem
um desempenho parecido. Mesmo quando há uma disparidade entre es-
ses métodos, o método proposto ainda apresenta melhores taxas, apesar
da vantagem não ser tão signi�cativa.

4.2 Taxa de Erro de Quadro (FER)

Nessa seção será mostrado o desempenho dos métodos proposto em um
cenário mais realista, em que modulações tradicionais e códigos com
comprimento �nito são considerados.

É necessário utilizar códigos para canais com desvanecimento de
bloco a �m de explorar a máxima diversidade desses canais. Uma
família de códigos que garanta essa máxima diversidade são os códigos
root-LDPC [14].

Como mostrado em [14], para que um código root-LDPC tenha
máxima diversidade em um canal com desvanecimento de bloco, a taxa
do código não pode exceder 1/N , em que N é o número de blocos. Note
que para os decodi�cadores AM, códigos LDPC tradicionais poderiam
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ser utilizados.

Os códigos root-LDPC podem ser construídos de maneira similar
aos códigos LDPC tradicionais. Algumas referências para construção
se encontram em [22, 23, 24, 25]. Em nossas simulações, utilizamos
o algoritmo root-PEG [23] para construir um código regular, em que
cada coluna tem grau 3 (o grau médio das linhas é escolhido de acordo
com a taxa de código usada) com comprimento 2016. A taxa do código
será diferente em cada cenário para garantir máxima diversidade. Além
disso, serão adotadas as considerações citadas na seção 3.2, isto é, será
considerado que o ruído efetivo segue uma distribuição Gaussiana para
o cálculo da LLR.

Nas �guras a seguir, as curvas teóricas foram obtidas através da
comparação da taxa alcançável de cada método com a taxa de mensa-
gem (Rmes) em cada cenário, isto é, veri�ca-se Rmes > R. Portanto, as
curvas representam um limitante da teoria da informação para a FER.

A Fig 4.7 mostra a FER em um canal 2×2 com dois blocos. O código
tem taxa 1/2 e a modulação utilizada é 2-PAM, portanto, temos que
Rmes = 1/2. Note que, por exemplo, o método proposto 2 atinge uma
FER (teórica) de 1% em torno de 12 dB. Comparando com a Fig. 4.2
temos que para 12 dB a taxa máxima para que o método proposto 2
garanta uma probabilidade de outage de 1% é aproximadamente 1/2,
o que con�rma as simulações para estimativa de FER.

Como esperado, temos que mesmo em um cenário mais realista, o
método proposto 2 apresenta um desempenho melhor que os demais
métodos (com exceção dos métodos ML e GM-IF), ganhando em torno
de 1 dB do método proposto 1 e em torno de 4 dB dos métodos AM-IF
e GM-MMSE.

Já na Fig. 4.8 é mostrada a FER em um canal 2×2 com três blocos.
Novamente foi utilizada modulação 2-PAM porém o código tem taxa
1/3, e portanto, temos que Rmes = 1/3. Novamente, note que, por
exemplo, a curva teórica do método proposto 2 atinge a FER em 1%

em torno de 7 dB. Em comparação com a Fig. 4.3 pode-se perceber
que o método proposto 2, com SNR = 7 dB garante uma probabilidade
de outage de no máximo 1% para uma taxa aproximadamente de 0.4,
con�rmando mais uma vez as simulações.

O método proposto 2 apresenta um desempenho melhor que os de-
mais métodos, com ganhos próximos ao caso anterior.
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Figura 4.7: FER para um canal 2× 2 com dois blocos, utilizando um código
root-LDPC com taxa 1/2.
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Figura 4.8: FER para um canal 2 × 2 com três blocos e SNR = 25 dB,
utilizando um código root-LDPC com taxa 1/3.
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Figura 4.9: FER para um canal 2 × 2 com quatro blocos e SNR = 25 dB,
utilizando um código root-LDPC com taxa 1/4.

Por �m, a Fig. 4.9 mostra a FER para um canal 2× 2 com quatro
blocos e modulação 2-PAM. O código utilizado tem taxa 1/4 fazendo
com que Rmes = 1/4. Se for feita a mesma análise dos casos anteriores,
percebe-se que o método proposto 2 alcança a FER de 1% em torno de
4 dB o que coincide com a Fig. 4.4.

Para se aproximar ainda mais das curvas teóricas de FER pode-se
utilizar códigos LDPC com outros tipos de construção. Por exemplo,
em [14] é mostrado que códigos root LDPC irregulares tem melhor
desempenho do que códigos regulares. Além disso, outra alternativa
para se aproximar dos resultados teóricos é aumentar a Rmes. Como
a taxa do código está limitada ao número de blocos, nos resta utilizar
modulações com maior e�ciência espectral, o que exigiria construção
de códigos aninhados [26].
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Conclusão

O
método IF suragiu como alternativa aos tradicionais métodos de
decodi�cação linear, como o ZF e MMSE. Mesmo que sua com-

plexidade seja comparável com tais métodos tradicionais seu desempe-
nho �ca próximo ao método ML (método ótimo) em diversas situações.
O método IF foi originado a partir do algoritmo computa-e-encaminha
e já foi bastante explorado na literatura.

Entretanto, apenas recentemente, o método IF foi generalizado para
canais com desvanecimento de bloco. Nesse caso, dois métodos de deco-
di�cação foram apresentados, o método AM e o método GM. O primeiro
tenta aproximar o canal BF em um canal com desvanecimento estático
através da variância do ruído efetivo. Já o segundo método, explora a
máxima diversidade do canal e tenta extrair o máximo de informação
(bits) possível.

Apesar do método GM-IF alcançar as maiores taxas, não se conhece
um algoritmo e�ciente para encontrar os coe�cientes ótimos das combi-
nações lineares. Como alternativa, conhecia-se, até então, os métodos
GM-MMSE e AM-IF. Como mostrado nas simulações, em cenários com
um número elevado de blocos, o método GM-MMSE apresenta um me-
lhor desempenho do que o método AM-IF. Em contrapartida, em cená-
rios com um número elevado de usuários, o inverso acontece e o método
AM-IF apresenta melhor desempenho do que o método GM-MMSE.

Nessa dissertação foram apresentados dois novos métodos de baixa
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complexidade para escolher os coe�cientes das combinações lineares
para o decodi�cador GM em um canal com desvanecimento de bloco.
O primeiro método proposto, mais simples, tem um desempenho melhor
que ambos os métodos GM-MMSE e AM-IF em qualquer cenário. Esse
método é baseado em uma simples escolha para a matriz A.

Já no segundo método proposto, aumentamos o número de possíveis
escolhas para a matriz A. Fazendo isso, conseguimos alcançar taxas
ainda maiores, aproximando-se das taxas do método GM-IF. Apesar de
sua complexidade ser um pouco maior que o primeiro método proposto,
esse segundo método ainda pode ser realizado em tempo polinomial.

A �m de consolidar os resultados, testamos a e�ciência dos métodos
propostos em um cenário mais realista, em que modulações tradicionais
e códigos com comprimento �nito são usados. Nesse caso, é necessário
que o código utilizado tenha máxima diversidade em um canal com
desvanecimento de bloco. Portanto, utilizamos os códigos root-LDPC
em canais com dois, três e quatro blocos, a taxa do código utilizado
foi 1/2, 1/3 e 1/4, respectivamente. Em cada um desses cenários, o
método proposto 2 apresentou um desempenho melhor que os demais
métodos, ganhando 1 dB em relação ao método proposto 1 e até 7 dB
em relação aos métodos AM-IF e GM-MMSE.

Os resultados mostrados nessa dissertação nos mostram que as van-
tagens do método forçagem a inteiros continuam válidas, mesmo em
um cenário com desvanecimento de bloco.

Trabalhos futuros

Como futuras linhas de pesquisa, sugere-se o seguinte.

(i) Explorar métodos alternativos para escolher a matriz A no mé-
todo GM;

(ii) Estudar e avaliar métodos como o cancelamento sucessivo de in-
terferência (SIC) [27] e forçagem a inteiros sucessivo (SIF) [28]
em um canal com desvanecimento de bloco;

(iii) Encontrar códigos com alta e�ciência espectral de comprimento
�nito que atinjam máxima diversidade em canais com desvaneci-
mento de bloco.



Apêndice A
Reticulados

Um reticulado Λ é um subconjunto de Rn tal que, se λ1,λ2 ∈ Λ então
para quaisquer a1, a2 ∈ Z temos que a1λ1 + a2λ2 ∈ Λ.

Seja g1,g2, . . . ,gm ∈ Rn vetores linearmente independentes. Pode-
se de�nir um reticulado como

Λ = {aGΛ : a ∈ Zm} (A.1)

em que GΛ =
[
gT

1 gT
2 · · · gT

m

]T
. Note que existe mais de uma

matriz GΛ capaz de gerar o mesmo reticulado Λ.

Um quantizador é uma função que mapeia x ∈ Rn em um ponto
do reticulado λ ∈ Λ. Em especial, o quantizador de máxima veros-
similhança é aquele que mapeia x ∈ Rn no ponto do reticulado mais
próximo, em termos de distância Euclidiana, isto é

QΛ(x) = arg min
λ∈Λ

‖λ− x‖2 (A.2)

A região de Voronoi para um dado λ ∈ Λ é de�nido como

VΛ(λ) = {x ∈ Cn : QΛ(x) = λ}. (A.3)

Para λ = 0 chamamos VΛ(0) de região fundamental de Voronoi. Note
que para qualquer λ ∈ Λ temos que VΛ(λ) = λ + Vλ(0).
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A operação �modulo reticulado� é de�nida como

x mod Λ = x−QΛ(x) (A.4)

para qualquer x ∈ Rn.
Os reticulados Λc e Λf são ditos aninhados se Λc ⊆ Λf . Refere-se

ao reticulado Λf como reticulado �no e o reticulado Λc como reticulado
grosso.

Para quaisquer x1,x2 ∈ Rn, α ∈ Z, β ∈ R e para Λc ⊆ Λf temos
que

(x1 + x2) mod Λc = ((x1 mod Λc) + x2) mod Λc (A.5)

QΛf
(x1) mod Λc = QΛf

(x1 mod Λc) mod Λc (A.6)

(αx1) mod Λc = α(x1 mod Λc) mod Λc (A.7)

β(x1 mod Λc) = (βx1) mod βΛc (A.8)

Seja Λc ⊆ Λf , um código sobre reticulados aninhados L(Λf ,Λc)é
o conjunto de pontos do reticulado �no Λf que estão na região funda-
mental de Voronoi do reticulado grosso Λc. Matematicamente, pode
ser de�nido como

L(Λf ,Λc) = Λf mod Λc = {λ mod Λc : λ ∈ Λf} (A.9)

A taxa desse código é de�nida como

RL =
1

n
log2(|L|) =

1

n
log2

(
Vol(Λc)

Vol(Λf )

)
(A.10)

em que Vol(Λc) e Vol(λf ) são os volumes da região fundamental de
Voronoi dos reticulados Λc e Λf respectivamente.
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