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RESUMO

Nesta investigacao apresentamos um modelo do tipo Thirring em (341) dimensoes com
violagao das simetrias de Lorentz e CPT. Embora o modelo original ndo apresente simetria
de gauge, um gaugeamento é possivel por intermédio do procedimento de Stiickelberg, que
resulta em um modelo com simetria BRST. Utilizando uma abordagem perturbativa na
representacao de Heisenberg, calculamos o tensor de polarizacdo do vacuo do modelo,
bem como o propagador bosonico corrigido em primeira ordem no parametro de quebra,
investigando a geragao dinamica de massa e determinando as corregoes quanticas a agao
original. Discutimos o reflexo da violagao da simetria de Lorentz na escala de energia

considerada.

Palavras chaves: violagao da simetria de Lorentz, violagao de CPT, teoria de per-

turbagao na representacao de Heisenberg, simetria BRST, modelo de Thirring.






ABSTRACT

In this investigation we present a Thirring type model in (3 + 1) dimensions with violation
of the Lorentz and CPT symmetries. Although the original model does not exhibit gauge
symmetry, a gauging is possible by means of the Stiickelberg procedure, which results in
a model with BRST symmetry. Using a perturbative approach in the Heisenberg picture,
we calculated the vacuum polarization tensor of the model, as well as the first-order
corrected bosonic propagator in the breaking parameter, investigating the dynamic mass
generation and determining the quantum corrections to the original action. We discuss

the consequences of the Lorentz symmetry violation on the energy scale considered.

Key-words: Lorentz symmetry breaking, CPT violation, perturbation theory in Heisen-

berg picture, BRST symmetry, Thirring model.
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INTRODUCAO

O modelo padrao da fisica de particulas é a teoria que descreve as interagoes funda-
mentais entre particulas elementares. Embora seja fenomenologicamente bem sucedido,
o modelo padrao nao inclui a interacao gravitacional e, por conta disso, é atualmente
considerado como o limite de baixas energias de uma teoria mais fundamental ainda des-
conhecida.

Em teoria quantica de campos, o teorema CPT afirma que se uma teoria satisfaz
os requerimentos de localidade, invariancia de Lorentz e analiticidade das representagoes
do grupo de Lorentz nos parametros de boost, a transformagao CPT - conjugacao de
carga, transformacao de paridade e inversal temporal, simultaneamente - é uma simetria
da teoria.

Por possuir amplo respaldo experimental e uma previsao teérica baseada em hipéteses
tao gerais, a violagao da simetria CPT pode ser encarada como um indicio de uma fisica
de particulas além do modelo padrao.

As possiveis quebras da invariancia de Lorentz e CPT tém sido objeto de estudo
em extensoes do modelo padrao que incluem termos renormalizdveis nao invariantes
[8, 12]. Em particular, o setor da eletrodindmica quantica (QED) tem sido explorado
considerando-se a possibilidade de quebra dinamica de simetria de Lorentz.

Limites experimentais podem ser impostos sobre o termo que viola CPT na lagran-
giana de Maxwell estendida, o andlogo quadridimensional do termo de Chern-Simons da
QED em (2+1) dimensdes [13]. Em principio, tanto o experimento quanto a teoria suge-
rem que o coeficiente do termo do tipo Chern-Simons deve se anular [7, 11]. Entretanto,
algumas teorias de unificacao preveem a possibilidade de quebra espontanea da simetria
de Lorentz e CPT a energias mais baixas, onde extensdes do modelo padrao emergem
como teorias efetivas.

A agdo para um unico campo fermionico na versao estendida da QED, incluindo o

termo de corrente axial que viola a simetria de Lorentz e CPT, é dada por

GCPT _ /(14',”[/;(/,;@‘ —A—m—Py),

onde b, ¢ um objeto constante com 4 componentes.
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A questao que se coloca é se um termo do tipo Chern-Simons,

L= %k“ew,‘m/l"F“’j ,
com k, o b, pode ser gerado através de correces radiativas.

Muitos autores tém tentado responder essa questao, realizando célculos perturba-
tivos em segunda ordem, nas varidveis do féton, retendo a principal contribuicdo em b,
[9, 24]. Entretanto, surge uma ambiguidade no coeficiente k,: embora o resultado seja
finito, este depende, em principio, do método de regularizagao utilizado no tratamento da
amplitude de polarizagao do vécuo.

A contribuigao em ordem mais baixa em b para o tensor de polarizagao do vécuo é
linearmente divergente por contagem de poténcias e proporcional ao grafico de triangulo
que corresponde a anomalia ABJ e sua expressao cruzada com momento axial nulo. Uti-
lizando argumentos de simetria pode-se mostrar que a parte divergente desse tensor se
cancela e o coeficiente do termo do tipo Chern-Simons é nao nulo [30]. Esse resultado
coincide com o calculo “exato” da correcdo a um loop, efetuando-se a integragdo nos
momentos internos na camada de massa [30].

Entretanto, os procedimentos acima nao sdo completamente satisfatérios, uma vez
que nao foram levadas em conta as demais inser¢oes préprias de auto-energia do féton.
Assim, a contribuicao linear em b para o tensor de polarizacao do vdcuo corresponde a um
termo de ordem e? que viola a simetria de Lorentz e CPT numa teoria efetiva para a QED.
Desta forma, faz-se necessaria uma anédlise completa das corregdes radiativas em ordem «
em teoria de perturbagao, levando em conta termos de ordem superior no parametro de
quebra b. Por outro lado, investigando a simetria de gauge da teoria estendida através da
equagao de Schwinger-Dyson para o propagador do féton vestido permite analisar o des-
locamento do polo no propagador do féton bem como consequéncias fisicas mensuraveis,
como o Lamb-shift [5].

Partindo de um modelo do tipo Thirring em (3+1) dimensoes com violagao das sime-
trias de Lorentz e CPT para férmions sem massa e introduzindo a simetria de gauge através
do formalismo de Stiickelberg [28], calcularemos o tensor de polariza¢ao do vécuo do mo-
delo na representagao de Heisenberg, onde os campos interagentes estao bem definidos[41].

De posse do tensor de polarizagao, procederemos a analise do propagador corrigido
do béson de gauge, discutindo a geracao dinamica de massa e os contratermos, de natu-
reza quantica, que devem ser adicionados a agao efetiva original para que o modelo seja
consistente na escala de energia adotada. Salientamos que o cardter original da presente
investigacao consiste tanto no tratamento perturbativo de uma agao nao renormalizavel na
representagao de Heisenberg, através das equagoes de movimento, quanto na introducao
da violagao da simetria de Lorentz num modelo do tipo corrente-corrente.

O texto estd organizado da seguinte forma: no capitulo 1 apresentamos o procedi-
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mento de quantizagao canonica, os formalismos lagrangiano e hamiltoniano para campos e
o teorema de Noether. No capitulo 2 a quantiza¢ao candnica dos campos de radiagao e de
Dirac livres é feita. O capitulo 3 trata de campos interagentes e as teorias de perturbacao
nas representagoes de interagao e de Heisenberg sdo descritas. No capitulo 4 apresentamos
o formalismo do campo B de Nakanishi para a teoria de Yang-Mills e mostramos como a
simetria BRST surge dentro deste contexto. No capitulo 5 o formalismo de Stiickelberg
para o campo vetorial massivo é apresentado e adaptado para o gaugeamento do modelo
de Thirring em (2+1) dimensoes. No capitulo 6 um modelo do tipo Thirring em (3+1) di-
mensoes com violagao da simetria de Lorentz é proposto, o tensor de polarizagao do vacuo
e o propagador corrigido sao obtidos. Finalmente, no capitulo seguinte os resultados sao

compilados e as perspectivas futuras delineadas.






Capitulo 1

QUANTIZACAO CANONICA E
TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

1.1 QUANTIZACAO CANONICA

Chamamos de quantizagdo o método de construgao da teoria quantica de um sistema
fisico a partir da sua correspondente teoria cldssica. O procedimento que utilizaremos é

chamado de quantizac¢ao canonica e consiste, grosso modo, das seguintes etapas:

1. Através da formulacao hamiltoniana da mecanica, obtém-se a descri¢ao cldssica do

sistema.

Classicamente, o estado de um sistema com n graus de liberdade é especificado pelas

coordenadas generalizadas qi, .. ., ¢, e pelos momentos conjugados p',...,p"
A evolugao temporal do seu estado é descrita pelas equagoes de Hamilton
dg; dp i
={q¢, H}, — ={p", H}, i=1,...,n, 1.1
L gy Py, , (1)

onde H(q,p) é o hamiltoniano do sistema! e os parénteses de Poisson para duas

fungoes (varidveis dinamicas) f = f(g,p) e g = g(q, p) sao definidos por

N~ [0f 09 Of dg
RS <8—%api ~ o (’Tq) . (1.2)

i=1

Em particular,

{a.0'} =06, Haq}=0, {Pp}=0, dj=1,....n. (13)

'Por simplicidade assumiremos que o hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo.

19
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Para uma varidvel dinamica A = A(qg,p,t), a evolugio temporal é dada por

dA 0A

2. O estado do sistema quantico é especificado por um vetor ¥ em um espaco de Hilbert

.

3. Para cada varidvel dinamica A, dada na teoria cldssica pela funcao A(p, ¢, t), associa-

se, na teoria quantica, um operador A= .fl(ﬁ, G,t) que atua em JZ.

4. Postula-se que os operadores posi¢ao ¢ e momento p satisfazem as relagoes candnicas

de comutacao?
(a1, 7] =167, [d.4] =0, (') =0. (1.5)
5. A evolugao temporal do estado ¥ é descrita pela equacao de Schrodinger
i— = HV, (1.6)

onde H é o operador hamiltoniano correspondente ao hamiltoniano H cldssico do

sistema.

Podemos também utilizar a representacao de Heisenberg, onde a evolugao temporal
reflete-se sobre os operadores, e nao no estado do sistema. Nessa representa¢ao, um

operador A obedece a equagao de Heisenberg

dA oA
m ——l[A,H]-‘rE, (17)
e as relagdes canoénicas de comutagio (1.5) sdo tomadas a tempos iguais:
[4:(6), 7 (1)] = i} , [G:(1), 4;(t)] = 0, [5'(), 7 (t)] = 0. (1.8)

Comparando (1.1), (1.3) e (1.4) com (1.7) e (1.8), vemos que a quantizacdo candnica

equivale, formalmente, a substituigao:
{A, B} = —i[A, B]. (1.9)

No que seguird, aplicaremos a quantizacao candnica a sistemas fisicos continuos, isto
é, que possuem infinitos graus de liberdade. Estes sistemas serao descritos por fungoes ¢

das coordenadas e do tempo, que sao chamadas de campos.

2Adotaremos ao longo do texto o sistema de unidades naturais, em que i = ¢ = 1.
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1.2 O FORMALISMO LAGRANGIANO PARA CAM-
POS

De acordo com a metodologia descrita acima, partimos da formulagao hamiltoni-
ana para campos. Poderiamos pensar em obter diretamente do hamiltoniano classico as
equagoes de movimento; entretanto, esta formulagao possui a desvantagem das equagoes
de Hamilton nao serem manifestamente covariantes, o que torna dificil a elaboracao de
uma teoria relativistica [15].

Uma teoria relativistica pode ser obtida diretamente a partir da formulagdo lagran-
giana da mecanica classica. Nesta formulacao, toda a informacao sobre a dinamica do
sistema estd contida no lagrangiano L= [d*zL e as equagdes de movimento seguem de

um principio variacional que envolve a agao

S :/dtL :/(14:1;[,7 (1.10)

onde L é a densidade lagrangiana do sistema. Assim, como o determinante jacobiano de
uma transformacio de Lorentz prépria é igual & unidade®, se a densidade lagrangiana £
for invariante de Lorentz, entao a agdo também o serd. Por conseguinte, as equagoes de
movimento serao covariantes.

Apéds a formulagao lagrangiana do sistema ter sido construida, podemos passar a
formulac¢ao hamiltoniana de forma analoga ao que é feito para um sistema de particulas.
No que segue, adotaremos a formulagao lagrangiana para campos.

Seja um sistema fisico especificado por um determinado nimero de campos ¢,(z),
onde r =1,...,N. Assumiremos que a dinamica deste sistema possa ser obtida a partir

de um principio variacional que envolve uma densidade lagrangiana

L= L(6r,0ubr)- (111)

Tal dependéncia assegura a localidade da teoria, pois a densidade lagrangiana depende
apenas do campo em uma vizinhanca do ponto x. Além disso, tal dependéncia sera
suficiente para os campos que estamos interessados.

Definindo a agao .S para uma regiao 2 do espago-tempo de Minkowski M, tal que

os campos se anulam fora desta, por

S[aﬁl,...,dw]:/Qd“mz(asl,...7¢N,8“¢1,...,8H¢N), (112)

3Por definicio, as transformacdes de Lorentz sdo transformacoes lineares que deixam invariante a
forma quadrética x,2*. Sendo linear, a transformacao é da forma z* — 2'* = A#,z¥, cujo determinante

jacobiano é 6?.'{/1 ;,,/Ew = det A. As transformacgoes de Lorentz préprias sdo, por definigdo, as que

possuem determinante 1.



22

as equagoes de movimento sdo obtidas pela extremizagao da agdo S. Matematicamente,

este principio variacional expressa-se

)
=0, r=1,...,N, 113
0y () ’ ( )
onde a derivada funcional §F/d¢, para um funcional F[¢y, ..., ¢x]| é definida implicita-

mente por

—F[¢1 +e€o1,..., 65 + eon]

y /dwk( )5¢£) (1.14)

Calculando o lado esquerdo de (1.14) para o funcional (1.12), temos

. [oc oL
o / e [fwr *awmr)a“‘”}

- [ {as ol <M¢>H [ <§f«m‘“}' (115)

Pelo teorema da divergéncia, a segunda integral acima é

[t ggag] = L@ g =0 (1.16)

onde assumimos que os campos o,(z) se anulam na fronteira 9Q da regido Q e da,(x) ¢

d
d—S[qfn +eo1,..., 0N +eon]
€

o elemento de superficie definido por

dag = datdz?ds® = dx,
da; = dz'dz?dz?,

(1.17)
day = da’dz3da?t,
das = dz'dz'dz?.
Assim, de (1.14),
05 oL oL
: =———-0,|=———| =0, r=1,...,N, 1.18
ot = 5~ % 3 (118)

que constituem as equagoes de Euler-Lagrange para campos.

1.3 O FORMALISMO HAMILTONIANO PARA CAM-
POS

Para passarmos a formula¢do hamiltoniana, além das coordenadas generalizadas,

precisamos dos momentos canonicamente conjugados e do hamiltoniano.
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O campo conjugado a ¢, é definido por

oc  _oc
(@) 09,

" (z) = 5 r=1,...,N. (1.19)

Supondo que possamos escrever ¢, em termos de 7", ou seja, que a teoria é nao-
b} b

singular, definimos a densidade hamiltoniana por
H(x) = 7" (), (2) = L(Dr, 0ur) (1.20)

cuja integracao em todo o espaco fornece o hamiltoniano do sistema

H= / dx H(z) = / d*x [W'(:L‘)ng(:L‘) - c(qﬁr,am)] . (1.21)

A suposicao de nao-singularidade é essencial, pois a passagem a formula¢ao hamilto-
niana de teorias singulares é feita de maneira diferente daquela que apresentaremos aqui,
tendo dado origem ao estudo de sistemas hamiltonianos na presenga de vinculos [17, 14].

Da mesma forma que no formalismo lagrangiano, as equagoes de movimento seguem

do principio variacional (1.13) empregado a acao

S[g, 7] = / d'w [7" ¢, — H(y, Obr, 7", D). (1.22)
Q
Assim, de (1.14)
iS[qﬁ +eo,m+eol| =
de o 0 i N
4 OH OH OH OH
_ 4 T r b o _ r_ T
= [ = G g )~ ~ g O )}

_ 4 _'r_aj OH ] _aj 877{ LN
_/de“ i 0¢,v+a’“8(8k¢,v)}”’+{¢" kaa(aw)}g}—a (1.23)

tendo sido realizada uma integragao por partes em que, como no caso lagrangiano, os
termos de superficie foram descartados. Logo, de (1.13), seguem as equagoes de Hamilton

para campos

G 0w i
HT R TE W o S Y 194
oH OH 0H (1.24)

ﬂ:r:f

a. + k ara .\ T
8@7“ a(ak¢r) 5¢T
onde a segunda igualdade acima segue do fato que H é independente de (;5h 7" e da equagao

(1.18), com H no lugar de S.

Na formulacao hamiltoniana para campos, uma variavel dinamica X é um funcional
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dos campos ¢,, 7" da forma

X[¢,T] :/dSXX(¢T78k¢T77TT7akﬂ-r‘,xv t)7 (125)

ficando implicita a hipétese que os campos ¢,, 7" se anulam no infinito de maneira a
garantir a existéncia da integracdo. Derivando (1.25) em relagdo ao tempo, realizando
uma integragao por partes, desconsiderando os termos de superficie e usando as equagoes

de Hamilton (1.24), a evolugao temporal de uma varidvel dinamica é descrita na forma

dxX [ [[ox 0xX \ - o0xX ox N . . ox
ar d"[(aTﬁ, & (am))‘z” (ayrr’a"‘a(aw))”+at}

:/d3x[6X oH X 5H} ax
0¢,(z) o7 (z)  on" () O, (2) ot

= {X,H} + 8—X (1.26)

onde os parénteses de Poisson sao definidos para duas varidveis dinamicas F = F(¢, ) e

G =G(¢,m) por

5G SF G } (127)

(F.G} = /dg {5@ Yorr(z)  o6n7(x) 0 (x)

Em particular, no caso em que F = ¢,(z) e G = 7°(y), temos?

5 s 00t x) 0m(ty)  0¢.(t,x) 0m(t,y)
{6(x), 7 ()} 7/d x {5(;5(1(75,)(’) Srltx)  Sr(E ) &D‘q(t,x’)} . (1.28)

Escrevendo o campo ¢, como um funcional G[¢1, ..., ¢n] dos N campos,
& (t,x) = Glon, ..., on] :/d3 X' 67 6(x — X' )y (t, %), (1.29)
segue que
d . 3 o/ / ’
d*G[(ZS1+60'1,.4.7¢N+EO'N] =[x §70(x — x')o,(t,X). (1.30)
€ e=0
Assim, de (1.14),
0, (t,x) ,
———- =00(x—x%). 1.31
Sty = P10 (131)
De maneira andloga, obtemos
om(t,y) _ o /
Srit) 010 = X) (1.32)

4A0 longo deste texto, o subscrito 0 em um comutador ou anticomutador indicard comutagio ou
anticomutacao a tempos iguais.
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e, como 0s campos e os respectivos campos conjugados sdo independentes, segue também

b,(tx) | om(ty)
Sro(tx) " St (138)
Dessa forma,
(or(@) W)y = [ Ex015;00 = x)0y = x) =6 0x—y). (130

Fazendo F = ¢,(z), G = ¢s(y) e depois F = 7"(z) e G = 7°(y) obtemos as

generalizagoes de (1.3) para campos:

{Qﬁr(”")vﬁ‘q(g)}o = {575 6(X7Y)7 (1353‘)
{r(2), ¢5(y)}o =0, (1.35b)
{7"(z), 7*(y)}y = 0. (1.35¢)

Estes parénteses de Poisson sao o ponto de partida para a quantizagao canonica de
campos nao-singulares, sendo substituidos por comutadores no caso de campos bosonicos
e anticomutadores no caso de campos fermionicos de acordo com o postulado de Schwinger
(33].

Para campos singulares, os parénteses de Poisson devem ser substituidos pelos cha-

mados parénteses de Dirac e a quantizacao é feita conforme o paragrafo acima.

1.4 SIMETRIAS E TEOREMA DE NOETHER

Chamamos de transformacao de simetria a qualquer transformagao envolvendo co-
ordenadas espago-temporais {2*} e/ou os campos ¢, que deixam a agao (1.12) invariante.
Como ja conhecido do caso discreto, a conexao entre transformagoes de simetrias e
quantidades conservadas, i.e., quantidades que, independentemente da evolugao dinamica
do sistema, sdo invariantes no tempo, é feita por intermédio do teorema de Noether.
Nesta segao apresentaremos a generalizacao deste teorema para sistemas continuos.
Consideremos uma transformagao continua das coordenadas espago-temporais que,

na sua forma infinitesimal, é dada por
T, = T, + 0z (1.36)

Por sua vez, tanto os campos ¢, quanto a densidade lagrangiana £(¢, d,¢) se mo-

dificam frente a esta transformacgao. Descreveremos estas mudangas por

o (a") = dr(x) + 00, (), (1.37)
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L(a') = L(¢/ (), 00 (") /0,2") = L(z) + 6L(). (1.38)

Além deste tipo de transformagao, estamos interessados em transformagoes que mo-
dificam a forma funcional dos campos sem afetar as coordenadas espago-temporais. Por

este motivo, é conveniente definirmos a varia¢do funcional dos campos:
0¢r(x) = ¢(x) — dr(x). (1.39)

A relagdo entre as duas transformacoes envolvendo campos pode ser estabelecida a
partir das definigoes (1.37) e (1.39):

91(2) = 61(2) = (&) = 6,x) ~ 6r(a) + 61) — 61"
= 500 (2) ~ 6,(a") ~ 61(2)] = 961 (2) — 22T g

=00, () — Ouopy(x)0z*, (1.40)

onde a diferenca ¢).(z") — ¢.(x) foi expandida em série de Taylor até primeira ordem e,
dentro desta ordem de aproximacao, ¢/ foi substituido por ¢,.
Vejamos agora como estas transformagoes afetam a acao (1.12). Por definigdo, a

variacao da agao é
§S = [ d'%'L'(2)) — / d'zL(x) :/ d*a’ [§L(x) + L(2)] — / d*zL(x). (1.41)
o Q / Q

Até primeira ordem, o determinante Jacobiano da transformacao (1.36) é

= (1 + ,02"). (1.42)

‘ a(a")
a(z")

Assim, (1.41) fica, em até primeira ordem, usando (1.40) com £ no lugar de ¢:
05 = / d*z (14 8,62") [0L(z) + L(x)] — / d*xL(z)
Q Q
= / d*z oL () + / d*zL(x)0,02"
Q Q
= / d'z [Sﬁ(x) +8M£(x)5x“} +/d4fc£(z)8ﬂ(5x“
Q

Q

= /Qd‘*q; [Sﬁ(x) + 8M(E(x)(5x”)] . (1.43)

Expressemos agora 0L em termos da variacao dos campos até primeira ordem

0L(x) = L'(x) = L(x) = L(¢,0,0) = L(6,0u0) = L($ + 66, 0,( + 60)) — L(,0u0)
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oL - oL - oL oL

- wo,@r + W&(a,lqﬁr) = 875,6@ + W@ﬂ@@)
oL oL - oL - 5S or -

= 17) 0d, + 0, | =———00¢, 5 4 O 5o .
55~ ) %+ o] = e o e

Logo, (1.43) torna-se

55:/d4 {6(2‘? )6¢T+8 [ (OM¢T)6¢T+£( )zsx“”. (1.44)

No caso em que as transformagoes (1.36) e (1.37) sao de simetria, a variacao da agao
é nula, i.e., 05 = 0. Neste caso, da arbitrariedade do volume de integragao €, segue que

o integrando de (1.44) deve se anular

0S5

TSP

oL pl o
56, ¢7)5¢T+L( )81 ] =0. (1.45)

Além disso, supondo que os campos satisfagam as equagdes de Euler-Lagrange (1.18),

decorre da equacao acima a equagao da continuidade
O J" =0, (1.46)

onde a quadricorrente J* é definida por

oL
Jt = ——Z_5¢, + L(x)d2". (1.47)
(0,0r)
A equagdo da continuidade expressa numa equagao diferencial uma lei de con-
servagdo. A verificagao deste fato é consequéncia da integragao de (1.46) e uso do teorema

da divergéncia:

:/dgxauJ“(i) ddo d*xJ° + /d3xV-J
. Jv
ddo d*xJ0 + év da - J.

Assim, supondo que os campos e as suas derivadas vao rapidamente a zero no infinito, de
maneira a garantir que a integral de superficie acima se anule, conclui-se que a seguinte

carga é conservada:

Q= / #xJ°. (1.48)






Capitulo 2

QUANTIZACAO CANONICA DOS
CAMPOS LIVRES

2.1 QUANTIZACAO DO CAMPO DE RADIACAO

Na presenga de uma densidade de carga p(t,x) e de uma densidade de corrente

j(t,x), os campos elétrico E e magnético B sio descritos pelas equaces de Maxwell':

V-E=p, (2.1a)
0B
E=——0, 2.1F
V x 5 (2.1b)
V-B=0, (2.1¢)
OE
B=j+—. 2.1
V x J+8t (2.1d)

Das equagoes (2.1b) e (2.1¢), assumiremos a existéncia dos potenciais escalar ¢ =

¢(t,x) e vetor A = A(t,x) tais que
0A
B(t,x) =V x A, E(t,x) = -V¢ — ik (2.2)
Estas equagoes nao determinam unicamente os potenciais ¢ e A, pois as trans-
formagoes

7]

@—>¢’:®+Of{7 A—-A'=A-VJf, (2.3)

onde f = f(t,x) é uma funcio de classe C?, deixam os campos E e B inalterados:

B =VxA'=Vx(A-Vf)=VxA-Vx(Vf)=VxA=B,

DA af\ o _ovh) | ovS)

E = -V¢ - :7V(¢+—)7&(A7Vf):E 5 5 —E.

ot ot

! Adotaremos o sistema de unidades Heaviside-Lorentz.

29
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Estas transformagoes sao chamadas de transformagoes de gauge de segunda espécie [27].
Podemos obter uma formulac¢ao covariante da eletrodinamica classica introduzindo

o tensor de campo eletromagnético F* e o seu dual F* = %e“”””Fp(,:

0 —E' —-E* —-F* 0 -B' -B* -pB*
El 0 -B> B? . Bl 0 E3 —E?
e — f , v — ) (2.4)
E* B* 0 -B! B2 —E* 0 E!
E} -B* B 0 B¥ E? —-E' 0
Em termos destes, as equagoes de Maxwell (2.1) escrevem-se
D FH = g e 9 =0, (2.5a)

onde j* = (p,j) é a quadridensidade de corrente.
A introdugao do quadripotencial vetor A* = (¢, A), permite, utilizando (2.2), es-
crevermos

i = gMAY — PAP (2.6)

o qual, substituido em (2.5a), fornece

O = 1er79,(0,A, — 0,A,) = 1e79,0,A, — 1e"79,0,A,

= 26"70,0,A, — 2" 0,0,A, = 177 0,0,A, — 5677 0,0,A,

=0, (2.7a)
O, F" = 0,(0"AY — 9"AM) = OA” — 90, A" = j¥, (2.7b)

ou seja, em termos do quadripotencial A, a segunda equagdo em (2.5a) ¢ identicamente

satisfeita, enquanto que a primeira torna-se
OA" — 9*(9,A") = j*. (2.8)
Nesta formulagao covariante, as transformagoes de gauge (2.3) adquirem a forma
At(z) — A%(z) = A¥(x) + 0°f (x). (2.9)
Para procedermos a quantizagdo do campo eletromagnético, partimos da sua for-

mulagao lagrangiana. Isto pode ser feito tratando cada componente A* como um campo

independente e introduzindo a densidade lagrangiana®

2Como a densidade lagrangiana deve ser invariante de Lorentz para que as equagdes de movimento
sejam covariantes, a densidade lagrangiana mais geral para o campo eletromagnético é da forma

L=a(0,A,)(0"A”) 4+ b(0,A,) (9" A*) + ¢(0,A,)(0V AY) + d(A,A*) + e(j, AY).
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1
L= FuP" — A, (2.10)

o que, pelas equagoes de Euler-Lagrange (1.18), leva as equagoes de movimento (2.8).

De (1.19), os campos conjugados sao

Av
aH = 875 — 71 8}7;)“’};’/\11 + aF F)\y _ laF/\,,F
0A, 04, A, 294,
Lo v ! u_ S058\ AV 40
=3 |54 O =0 A | FY = —5 (891 — %) F» = F (2.11)
n
e entao, de (2.6),
71'0 (fAL FOO 0 ﬂ-i ;)A‘C FLO aiAO . AL ) (212)
0

Como podemos ver, o campo conjugado 7 é nulo, tornando impossivel expressarmos
A® em termos dos outros campos, ou seja, estamos diante de uma teoria singular.
Para contornarmos esse problema, sem adentrarmos no formalismo hamiltoniano

com vinculos, podemos prosseguir de duas maneiras:

1. Fizando o gauge. As equagoes (2.8) podem ser escritas

- V24 + gtv A= (2.13a)
A
OA+V (aaT +V- A) (2.13b)

Escolhendo o gauge de Coulomb, onde® V - A = 0, a solugdo de (2.13a) é

At x) = - / &x’ ‘)’((’i’x') (2.14)

4T x|’

e (2.13b) torna-se

1 9p(t,x)
x—x/| at

1 A
OA=j— EV d*x' (2.15)

Para o campo de radiagdo, ou seja, o campo eletromagnético na auséncia de fontes

Aplicando as equagdes de Euler-Lagrange e comparando com (2.8), obtemos (2.10).

3Aqui estamos cometendo um abuso de notagdo. Na verdade, impomos que seja nulo o divergente do
potencial vetor A’(t,x) obtido pela transformagio (2.9). Assim, (2.14) e (2.15) se referem a A e A’,
respectivamente.
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de carga e corrente, temos

A(t,x) =0, OA(t,x) =0. (2.16)

Assim, no gauge de Coulomb, o campo A’ também é nulo, permitindo a
passagem para a formulagao hamiltoniana e a quantizacdo canonica. Entretanto,
estamos quebrando a covariancia da teoria, que é um requisito para se investigar a

renormalizabilidade da mesma em nivel quantico [27].

. Quantiza¢io Covariante. No lugar da densidade lagrangiana (2.10) utilizamos

1 A
L= = FuF" — A" = 2(0,A")(0,A"), (2.17)

a qual fornece campos conjugados nado-nulos para A # 0:

oL
= = M\ g"(0,A%). (2.18)
04,
Entretanto, as equagoes de movimento obtidas a partir da densidade lagrangi-
ana (2.17) ndo sdo as equagdes (2.8), como podemos constatar a partir das equagdes
de Euler-Lagrange (1.18):

oL Y 1 OF,, (9,47 04,
v|aa s~ T a5 —%| T3 Fro— ) UAU ’
9 {8(8,,A,t)} a4, { 20(9,A,) A, Ay) A I
1 0(0,A4) )
— T (SVSH . SHSV po e P o P SH
0| ~5010 — a3 = 3 G0 0,0 +
= OV[—F"“ - )\gp“(s;ég(&,A"ﬂ + "
= DA + 0H(0,A") — AOH(OAT) + 1 =0,
DA + (A — 1)9(9,A7) = j# . (2.19)

Porém, tomando a quadridivergéncia da equagao acima e supondo que a quadriden-

sidade de corrente seja conservada (9,j* = 0), ficamos com

0,04 + (A —1)0(0,47) = 9,.5"
AOG,A" =0, (2.20)
equacao que, junto com condigbes de contorno adequadas, possui solucdo d, A" = 0

[23, 18]. Logo, (2.19) fica
OA" = j#, (2.21)

que é a equacdo (2.8) no gauge de Lorentz, ou seja, J,A” = 0.
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Em suma, embora as equagtes (2.8) e (2.19) sejam diferentes, a densidade
lagrangiana (2.17), junto com condigdes de contorno, leva as equagoes de Maxwell

no gauge de Lorentz.

Temos entdao uma formulagao lagrangiana covariante para o campo de ra-
diagao a partir da qual podemos, a principio, proceder a quantizagao canoénica da
teoria. Entretanto, a condi¢do 0, A" = 0, em termos de operadores, é incompativel
com as relagdes canonicas de comutagdo, andlogas as equagbes (1.8), que impo-
remos a A, e 7. Este problema pode ser resolvido utilizando o formalismo de
Gupta-Bleuler [19].

2.1.1 QUANTIZACAO NO GAUGE DE COULOMB

Dado um quadripotencial A*(z), é possivel encontrarmos uma transformacgiao de

gauge (2.3) na qual V- A’ = 0. Para isso, é suficiente que f satisfaga & equagio
Vif=V-A, (2.22)

pois, neste caso,
V-A=V-(A-Vf)=V-A-V’f=0. (2.23)

A solugao da equagao (2.22) é dada por

V' -A(t,X), (2.24)

. , 1 : 1
— 3! - . N 3/
f(t,x)—/de(x x )V -A(t, x') 47r/dx|x—x’|

onde G(x —x') é a bem conhecida fun¢ao de Green do operador laplaciano, definida pela
equagao
ViG(x —x) = 6(x — X). (2.25)

Assim, o potencial vetor A’ procurado é

1

Al(t,x) = A(t,x) +V/d3 ’m A X). (2.26)
Pelo teorema de Helmholtz [32], podemos escrever
A=-VU+VxW=A+A,, (2.27)
onde V-A; =0, VxA;=0e
U :/d"‘x’#V/-A(t,x’), (2.28)
4rr|x — x|

\ /d ' ‘v K A(L,X) . (2.29)



34
Da decomposicao (2.27), segue que

. 1 / . 1 ’
o 3./ . ! _ 3/ . /
_{AJrV/dXFT‘X_X/'V A(Lx)} v/dX747r|x—x’\v A(t,x')

=(PL+P)A, (2.30)

onde os operadores de projecao Py e P) sdo definidos por

1
(PL)ij = 6 —8iﬁaj, (2.31)

1
(P)ij = 0 3 05 (2.32)

e % é o operador laplaciano inverso, cuja atuagdo em um campo vetorial V(x) é

LV(x) :/d3x’G(x -xX)V()= ! /d3x’ ! V(). (2.33)

V? 4n |x — x|
Assim, comparando (2.30) com (2.26) vemos que

A'(t,x) = PLA(t,x) = A (t,%) (2.34)

ou seja, a escolha do gauge de Coulomb anula a parte longitudinal de A(t,x), mantendo
a sua parte transversal* A | (¢,x), .

No que segue, ficard subentendido que estamos nos referindo ao campo transverso e
eliminaremos o simbolo “1”.

Como ja discutido, as equagdes de movimento para o campo de radia¢ao sao dadas
por (2.16) e, de acordo com (2.12),

7t x) = —Ai(t,x). (2.35)
A densidade hamiltoniana é obtida de (1.20), (2.16) e (2.35):
H=n'Ad, - L
= —m'm, + i({)#A,, — 0,A,)(0"A” — 9"AM)
=mmw+ % (D0 A;0°A° + 0, A;0°A7 — 0, A;0°A")
1

4A | é chamado de campo transverso porque a equagao que o descreve, [JA | = 0, admite como solucio
a onda plana A (t,x) = Agetllex=wt) ge k. A = 0, para que a condi¢io V- A = 0 seja satisfeita.
Portanto, A ; é transverso a dire¢ao de propagagdo da onda.



35

1 1 o1
=gmm + iqjkqualAm@;A] =3 [rm+ (VxA)-(VxA)

[72+(V x A)?] . (2.36)

DO | =

O hamiltoniano para o campo de radiagao é obtido pela integragao da densidade

hamiltoniana (2.36) em todo o espago,

H= %/d?’x [72 4+ (V x A)?] . (2.37)

Além disso, de (1.35) e (2.35) os parenteses de Poisson sao

{Ai(@) , P ()}, = {A'(@), A (y)}, = 66(x — y),
{Ai@), A ()}, =0, (2.38)
{Ai(@), Aj(y)}, = 0.
A solugao geral da segunda equagao em (2.16) é dada em termos da sua transformada
de Fourier® [18],

d3k 2 . .
At x) — / K ST e ) [ar(K)e T 4 a (k)] | (2.39)
V/2(27) 3wy ; [ )
onde wy, = k° = |k| e o fator de normalizagio [2(27)%wi]™"/? foi introduzido por con-

veniéncia. Além disso, a forma de (2.39) garante que A seja um campo vetorial real.
Os vetores de polarizagao €; e € sao escolhidos de modo a serem reais, ortogonais
entre si e a k, ou seja,

€ (k) - €5(k) =05, k-€(k)=0, rs=12, (2.40)

assegurando que V- A = 0.
Podemos discretizar os vetores de onda k considerando o potencial vetor A(t,x)

dentro de um volume V = L3 e impondo condicdes de periodicidade:
A(t,z,y,z) =Alt,x+ L,y,z) = At,z,y + L,z) = A(t,z,y,z + L). (2.41)

Assim, (2.39) torna-se [27]
2

Alt,x)=> > 21@1( e.(k)[a,(k)e ™ + a¥(k)e**] (2.42)

;

r=1

SEm (2.39) kz denota um invariante no espaco de Minkowski.
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onde k é da forma

2
k= %(7111,71,2771/3) , ni,na,ng € Z={0,£1,42,...}. (2.43)

Os coeficientes a, (k) e a?(k) sio dados em termos de A(z) ¢ A(x) por

1
vV QVwk

ar(k) = \/21/7@( /d3X e (k) [ka(:zz) _ iA(m)] ik

Podemos agora quantizar o campo de radiagao. Efetuando a quantizagdo canonica

a,(k) = /d3x e (k) - [ka(:c) + zA(z)]e"” ,

(2.44)

dos campos e seus conjugados, A(t,x) torna-se um operador sujeito as seguintes relagoes

de comutagao

[4y(@) . 7 )], = (W) A )], = idl6(x — y) (2.450)
[Aj(z), Ai(y)], =0, (2.45b)
[4;(z), Ai(y)], =0, (2.45¢)

obtidas realizando-se a substitui¢do (1.9) em (2.38). Entretanto, a relagdo de comutagao

(2.45a) ¢é incompativel com a condigao de transversalidade V - A = 0:

0= [O,Al(t,x')] = [0;A7(t,x) ,A’(t,x’)}
=0, [Aj(t,x)7Al(t7x')] + I:(()jAl(t7X/):|Aj(t7X) — [8jAj(t,x)]Al(t,x’)
=i0;[6"'6(x — )] = i0d(x — x') # 0. (2.46)

Esta inconsisténcia é sanada substituindo a relagdo de comutagao (2.45a) por [18]
[4(2), A'(y)], = i (x —y), (2:47)
onde a delta de Dirac transversa é definida por [10]
Siu(x—y) = (Pud(x—y), (2.48)
a qual, por construcao, possui divergéncia nula:
o307 (x —y) = 0. (2.49)

Além disso, para um campo vetorial V.=V + V|, temos

ﬁMWWMﬁ—w:ww. (2.50)



37

Assumiremos entao que as relagdes de comutacao para o campo de radia¢ao no gauge de

Coulomb sao:

[4(2), 7' ()], = [A(2), A'()], = o] (x —y), (2.51a)
[4;(2), Ai(y)], =0, (2.51D)
[Aj(x), Aily)], = 0. (2.51c)

As equagdes de movimento para A(t,x) e 7(t,x) sdo obtidas a partir da equacdo
de Heisenberg (1.7). Para encontré-las, faremos uso dos seguintes comutadores:
[AT(t,%), (V' x A(t,x))] = /" [A'(t, x), 0] A™ (t,X)]
=™my|[A'(t,x), A"(t,x)] = 0. (2.52)
[7'(t,x), (V' x A(t,x))] = ™ [x'(t,x), 0| A™(t,x')]
=& [r'(t,x), A"(t,x)] =i (x —x') . (2.53)

Assim, de (1.7), (2.37), (2.51) e dos comutadores acima, temos

]

Al(tx) = =i A'(t, ),
([t ), (el %)) + [A(23), (V' x Al x))?] )

/d3x’
/ds /
= / d*x/6% (x — x")md (t, x')

= —7i(t,x), (2.54a)

{ﬂ] AN, x), 7 (¢, x)] + [Ai(t,x)7ﬂj(t,x’)}ﬂj(t,x’)}

#'(t,x) = —i[n'(t,x), H]
=5 [ (R0, (m(tx)7] + [70.0, (7 x At X))
_ 7%' / Px (V% At X)P [ (%), (V' % Alt, )]
+ [7(t,%), (V' x A(t,x))](V' x A(t,x’))’}
- / BT At KO (x — x)
=- / XMV x At X)) (x — X))
- / P [V x (V' x At,x))] 07 (x — X))

= [V x (VxA(t,x)] = [V(V-A(t,x)) - V2A(t,x)]'
—[V2A(t,x)]", (2.54D)
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onde usamos a identidade [A, BC] = B[A,C]+ [A,B]C eque A=A, em=m,.

Derivando (2.54a) em relagao ao tempo e substituindo (2.54b), resulta
DA(t,x) =0, (2.55)

expressao formalmente idéntica & equagao para o campo cléssico (2.16).

Analogamente ao caso cldssico, a solugao geral de (2.55) é

: 1 —ikx T ikx 5
A(t,x) = zk: 2:; NoLN (k) [a-(K)e ™ + af (k)e™] (2.56)

r

onde a,(k) e af(k) sdo agora operadores, dados por

1 . .
a,(k) = d*x €.(K) - |weA(z) + iA(z) |
09 = i (k) - [wrcA () +iA(2)] .
al(k) = \/21/71( / &x eT(k)~[ka($) —iA(m)]e’ik”
De (2.51), (2.57) e utilizando
d*x Gii(kik,)'x = V(Skyk/ s (258)

Vv

obtemos as relagdes de comutacio entre a,(k) e af (k):

N2 o _ N
a1, a1(1)] = 9 [ e

x [e,,(k) ~<ka(t,x) A, x)> es(K) .(wk,A(t,x') - iA(t,x')) ]

) =i (x—x")
= P e
- —% / Px dx' ei(kH/z’){iwkez(k)eg(k') [Af(t,x), Al x’)]
il (K)e (k') [AJ’ (t.x), Al(t, x')] }
N—_—  ———

1 = 71'(511 (x—x')
_ (wi 42*-)‘1;’) 2 ei(wk_wk,)ter(k) i es(k’) (wi + wk/)/dBX o i(k—K)x
= b € (K) - €,(K) =V
= 51"3 6kk’ s (259d)

! —1/2 ; o
[a,(k), as(K)] = %/(PX d3x! eithetk'a’)
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x {er(k) ~<ka(t, x) + iA(t,x)) es(K) .<wk,A(t,x') + iA(t,x’)) ]
—is7§(x—x')

1
_ (wkww) 72

—_—
oYa /d3x 3/ ei(k”k’z’){iwke-f,(k)ei(k’) [Aj(t,x),/ll(t,x’)]
Fiwee (K)e (k) [A-f (t,x), Al(t, x')} }
— ——

= —i6il§(x—x')

=

= LB [ o 1) () ok — )

=V3
=0, (2.59b)
[al(k), al(K)] = af(k)al(K') — al(K)af (k) = ~[a,(k)a,(K) — a(K)a, (k)]
= _[ar(k)7 GS(k/)]T =0. (259C)

Como vemos, a,(k) e af(k) possuem as mesmas relagdes de comutacio que os ope-
radores de levantamento e abaixamento do oscilador harmonico.

Podemos também escrever o operador hamiltoniano em funcio de a,(k) e af(k).
Note que, de (2.56),

(2.60)

2
w303 VK () e (K) [ar(k)as(k')e’i(k”/)z — a,(K)al (K)e~ik—H)e

kK’ rs=1

— al(k)a,(K)e' 7 + al (K)al (K)e 7] (2.61)

enquanto que

(V x A)? Z Z wkwk’ : {k X e,,(k)] . [k' X es(k’)] {ar(k)as(k')e*i(’”k/)m

k .k’ r,s=1

— 4, (9)al (K )e® % — af (1)a, ()"t + a (k)al () <7} (2.69)
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Portanto, de (2.37) e (2.40) segue

H= % Z Zwk [al(k)a, (k) + a,(k)al (k)]

k r=1

Y Y {al(k)aT(k) N ﬂ , (2.63)

k r=1

que corresponde ao hamiltoniano de um sistema de osciladores harmoénicos independentes.
Em analogia ao método de operadores para o oscilador harmonico, vamos definir o

operador nimero por

N=Y > Nk = Z N, (ki) =Y al(k)a, (k). (2.64)

Este operador comuta com o hamiltoniano, isto é,

[H N] =" wi[No(k), No(q)] =0 (2.65)

k,q rs=1
pois, de (2.59),
[N (k), Ny(@)] = [al(K)a(k), al(a)as(q)]
= af(k)al(q) [a,(k), as(q)] + af(k)[a,(k), al(@)] as(q)
+al(a)[af(k), as(a)]a, (k) + [al(k), al(a)]ar(K)as(q)
= al(k)a-G(q)(srs(Skq - dl(Q)ar(k)&stskq =0. (2.66)

Assim, o hamiltoniano e o operador nimero possuem o mesmo conjunto de auto-
vetores. Estes autovetores podem ser caracterizados pelos autovalores n dos autoestados
de cada operador N, (k), que correspondem ao nimero de particulas (bésons) no estado
|n, 7, k):

Nr1,(ki)|7l177“17k12, N UN N G > = ni‘nlarhkl; N NN G > (2.67)

O numero total de particulas n no estado !nl, ri, Ky > é dado por

ni, ki) = (Zm)

i

N”17T1,k1;~~->:ZNm(ki) n177”1~,k1;-~>
= n|np (K1), .. ). (2.68)

Vamos agora mostrar que a atuacio dos operadores af (k) e a,(k) em um autoestado
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de N leva a um outro autoestado de N. Temos que

N(LI(k)!nl,'rl, ki;...)= Z (J,L(ki)a,sl(ki)ai(k)!nl,7'1, ki;...)

si ki
= Z (l;(ki) [(sr,siékkl + ai(k)(lsi (kz)] }nl, T, k]/ . >
si,ki
=al(k)|n1, 71, ki; .. ) +al(K)N [ng, (kp), -2
= (1+n)az(q)|n1,r1,k1;...>, (2.69)

si ki
= Z [(Lr(k)a; (kz) - 5rsi{$kkJ Qs; (kz)|n17 1, k17 o >
si,Ki
= 11,T(k)N|n1,'r1,k1; .. > - (J,T(k)|n1,7'1,k1; .. >
= (n— Da,(k)|ny,r, kis... ) (2.70)

Pelos resultados acima, vemos que a atuacio do operador a (k) corresponde a acres-
centar uma particula ao total de particulas do sistema enquanto que a de a,(k) a diminuir
em um esse niimero. Dessa forma, interpretaremos af(k) e a,(k), respectivamente, como

operadores de criacao e aniquilagao de f6tons de momento k e polarizagao €, (k):

ail(ki) n17T1~,k1;~~;7li77”i7kil,‘~> o |TL177”17k12»~1,7li + 177”z'7ki2»~>7 (2.71a)
ar, (k) |na, K sn e k) oc g ks omg = L kg ) (2.71b)
Supondo que os estados |ny,...,ni,...) = |n1,r, ke s ke,

[ng,...,ni+ 1,000 = n,rn koo + Lrp ko) e ng, oo — 1,000 =

[na, 71, ke .3y — 1, ks . ) estejam normalizados, temos que

n,+1= <n1,...,ni,...|er+1}n1,...,n,;,...>
= <n17<-~7ni7-~-|a7“1,(ki)aii(ki)}n17“~anz'7-~->
=|C*{ny,...,ni+1,...|ng, ... oni+1,...) = |C]. (2.72)
Analogamente,
n; = <n17---,7li7---|er|7l17---777/i7--~>
= <n17 BRI (7 PRI [ (ki)arl(kz) ny, y Ty - >

=|DP{ny,....n;—1,...|ny,...,n;—1,...) = |D|*. (2.73)
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Assim, as equagoes (2.71) tornam-se

a |7)1,71,k1 NG, T 7> vn; +1 |m,r1,k1 ;'n,i+1,'ri,ki;...>, (2.74a)
an i|n177‘1;k1;--~§ni7ri7ki§--~>: nz‘|n1~,7”17k1§--~1,”i*177“i;ki%--~>' (2-74b)

Podemos agora definir o vdcuo |0), isto é, o estado que nao possui particulas, por
a,(k)|0) =0, vk e r=1,2. (2.75)

A partir do estado de vacuo, podemos construir estados contendo fétons de niimero,
polarizagbes e momentos arbitrarios aplicando em |0) operadores de criagdo apropriados.
Por exemplo, o estado normalizado contendo um féton de momento k; e polarizacao

€2(ky) e dois fétons de momento ks e de polarizacao €;(kz2) é dado por

12432, 1 k) = 7= al ko) al ()] 0). (2.76)

De maneira geral

1
)=

onde o fator de normalizacao \/W pode ser demonstrado por indugao [18].

af, (ko)™ [al, (k:)]™ ... 10) , (2.77)

|n1, 1, ki3 ng, o, Koj

Assumindo que o estado de véicuo esteja normalizado, (0]0) = 1, de (2.63) obtemos
o valor esperado da energia do vacuo do campo eletromagnético quantizado, também

chamada de energia de ponto zero:
(0|H|0) = Zwk 0)af(k Zwk 0]0) = Zwk, (2.78)

que claramente é infinita.

A ocorréncia de energias de ponto zero divergentes é uma caracteristica inerente a
teoria quantica de campos. Sua origem se deve ao fato de que a quantizagao canonica
nao estabelece um ordenamento entre operadores que nao comutam entre si. Esta “cons-
tante” infinita é desprezada argumentando-se que apenas diferengas de energia possuem
significado fisico, ao contrario de valores intrinsecos atribuidos & mesma. Assim, o valor
esperado da energia de um estado é determinado relativamente ao valor esperado da ener-
gia do vacuo. Isto corresponde a deslocarmos o zero da escala de energia de maneira que
este coincida com a energia do estado de vacuo.

Uma maneira de contornar esse problema ¢é introduzir o ordenamento normal de
operadores para bosons. Neste ordenamento normal, é assumido que todos os operadores

de criagdo e aniquilagio de bésons (no nosso caso fétons) comutam entre si e que todos
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os operadores de aniquilagao aparecem a direita dos operadores de criacao. Por exemplo,

o ordenamento normal dos operadores as (k1 )al (k2 )al (ks)ai (ks) é
N [az(k1)al (ka)a (ks)ai(ka)] = af (k2)al (ks)az (ki )ai(ka) . (2.79)

No caso do operador hamiltoniano, temos de (2.63) e (2.75)

(0| N[H]|0) = ZZwk (0|N[af ) + ar(k)al (k)] |0)

= % DN wie(0]af(k)a, (k) + al (K)a, (k)]0)
=33 w(0fal(k)a,(k)]0) =0, (280)

ou seja, o ordenamento normal impoe que a energia de ponto zero seja nula.

2.1.2 QUANTIZACAO COVARIANTE
Para j* = 0 e considerando A = 1, a densidade lagrangiana (2.17) torna-se

L= *iFwFW — %(@A”)(&,A”)

_ —%@A,,E)#A" + %@LA,,(?”A” - %(QLA“)(E),,A”)
_ _%8uA,,8/‘A” + %au (A, (0A") — A8, A")] ~ —%G,LA,,O"'A”, (2.81)

pois densidades lagrangianas que diferem por uma quadridivergéncia levam as mesmas
equagoes de movimento, desde que os campos e suas derivadas se anulem na fronteira da
regiao em que estao definidos.

Como vimos, os campos conjugados sdo

0L _ 1[0, 00A)

0A, 2| 04, 0A,

A, | = —8%Ar = —Ar (2.82)
e as equagoes de movimento (2.19) reduzem-se a

OA* =0. (2.83)

A solugao geral desta equagao é [18]

/ m 2; Tt an(k)e™] (2.84)
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onde wy, = k° = |k| e, novamente, o fator [2(27)3w,]~'/? foi introduzido por conveniéncia.

Os quatro vetores de polarizacao e# correspondem ao fato de que, para A", exis-
tem quatro estados de polarizagao independentes, para cada k. Desta maneira, a quan-
tizagao covariante introduz dois estados de polariza¢ao nao-fisicos, além dos transversos
que também surgiram na quantizacao no gauge de Coulomb. A remogao desses estados
espurios serd feita mais adiante.

Os vetores de polarizagio podem ser escolhidos como
eh(k) =n" =(1,0,0,0), et(k) = (0,e,(k)), r=1,23, (2.85)

onde €;(k) e e3(k) sdo vetores normalizados, ortogonais a k, entre si e a &3, definido por

-k 250
ou seja,
k-g.(k)=0, r=12, g (k) - es(k) = s, rs=1,2,3. (2.87)
Dessa definigao, podemos mostrar que
er(k)es(k) = epp(k)el (k) = =G 0rs,  1,5=0,1,2,3, (2.88a)
i@ er(k)ey(k) = =g, (2.88b)

Ond0<0:—16<1:<2:<3:1.
Impondo condigoes de periodicidade andlogas as (2.41), podemos discretizar os ve-
tores de onda k que aparecem na expressao (2.84). Neste caso, a solu¢do geral de (2.96)

torna-se [27]

“(t,x) = Zk: > ¢;/Tk 1) [a, ()¢ * + a2 (k)e™] | (2.89)

-
onde k é da forma

27

k= f(n17”27”3)7 n1,M2,n3 € Z. (2.90)

Utilizando (2.88) e (2.89) temos que

a.(k) = \/T dx (k)¢ [ka“( )+2Au(x)} etk (2.91a)
0 (k) = m/d“xe’ K)C, [ty (@) — idy(@)] . (2.91b)
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A densidade hamiltoniana para o campo de radiacao é obtida de (1.20) e (2.81):
. L 1
H=n"'A, - L=—-A"A, + §8HA,,8”A”
Al A 1 0 AV 1 i AV L A 1 v
=—-A"A, + 500A,,0 AY + 501‘14”014 = —EA’ A, - 581AV&A
1
= _EauAua/iAuy (292)
cuja integracao em todo o espago fornece o hamiltoniano:
1 3 v

H= 3 d°x0,A,0,A” . (2.93)

Os parenteses de Poisson sao obtidos de (1.35) e (2.82)

{Au@), ™ (W) }o = —{Au(2), A" (1)} = 56(x — y), (2.94a)
{Au(2), A(y)}o =0, (2.94b)
{m* (@), 7 (y)}o = {Au(2), A(y)}o = 0. (2.94c)

Podemos agora quantizar o campo eletromagnético. Utilizando (1.9) e (2.94), pos-

tulamos que os campos A* e " obedecem as seguintes relagoes de comutagao

[Au (@), 7 ()]0 = —[Au(2), A (y)]o = i6}5(x —y) (2.95a)
[Au(2), Ay(y)]o =0, (2.95b)
[Au(2), A, (9)]o = 0. (2.95¢)

Além disso, da equagao de Heisenberg (1.7), obtemos as equagoes de movimento

para os campos
OA"(t,x) = 0, (2.96)
cuja solugao geral é [27]
At(z) = AP 4 AP

-y Z me“ (K)a, ()e ™+ 375 \/;Wuf(k)ai(k)e”“ﬂ (2.97)

k r=0

andloga & solugao (2.89).

Da solugio acima e de (2.88), os operadores a,(k) e af(k) sdo dados por

1

ar(k) = 7\/%

/1 H()G, [wr () + i () (2.98)
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1
2V

e satisfazem as seguintes relagoes de comutagcao:

ol (k) / P K)G [wrcdy (@) — idy ()] (2.98b)

A CTCS 3 3/ i(kz—k'z")
[a,(K), al(K)] = 2V(wkwk/)1/2/d xd'xe

x [e‘;(k) (ka“(t,x) n iAu(tx)) ,5;’(k’)(wkrAl,(t,x’) - iA,,(t,x’)) }

——iguu(x—x')

= _2V(w<1:fjk/)1/2 /dSX &*x' ei(kxik/z/){iwkff(k)ﬁg(kl) [A,‘(t,x), Au(tv Xl)]

— i weet(K)e (K') [A,,(t, x), Au(t, X/)} }
A

=iguvd(x—x")

_ 7Wei(u}k*ww)tﬁg(k)ﬁsﬂ(k/) (Wk + wkr)/d3X€7i(k7k/)'x
=V
= CT5TS5kk/ ) -
Grés 3y g3yt i(katk'a!
k.,k,: 1 i(kz+k'z")
00 0,00)] = gy [t e
X {eg(k) <kaM(t,X) + z‘Au(t,x)) ,eg(k')(wk,Ay(t, x) + iA,,(t,x’)) }
=—igu,0(x—x")
- Wi}()w / &Px d*x' ei“‘“k’z’){iwkeﬁ(k)f:(k’) [Aﬂ(t., x), A (t, x')]

+ it (06 () [A, (30, 4, (1.)]
gl

=igué(x—x’)

— e R e () () [ xR0

=V, _w
=0,

[af(k), al (k)] = af(k)al(K') — al(K)al(k) = ~[a, (k)as(K) — a;(K)a, (k)]
= 7[ar(k)7 as(k/)}‘T =0.

Em sintese, temos

[a,(k), U‘.T (kl)} = Cr'(srs(skk’ ) (299&)
[a,(k), as(K)] =0, (2.99b)
[al(k),al (k)] =0. (2.99¢)
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De (2.88), temos que (. = 1 para r = 1,2,3 e, portanto, as relagoes de comutagao
(2.99) sdo idénticas as (2.59), ou seja, interpretaremos a, (k) e af (k) como operadores de
aniquilagao e criagao de fétons, respectivamente. Entretanto, (, = —1 para r = 0 e assim,
aparentemente, ag(k) e ao(k) possuem papéis trocados, ou seja, ag(k) seria o operador
de criacao e ag(k) o de aniquilagao. Para evitar novas dificuldades [27], ndo faremos esta
troca, adotando o procedimento de Gupta-Bleuler.
Na teoria de Gupta-Bleuler, os operadores a,(k) e af(k) para r = 0,1,2,3 sio
interpretados como operadores de aniquilacao e criacao de fétons, respectivamente.

O estado de vécuo é definido por
ar(k))|0) =0, vk, r=0,1,2,3, (2.100)
ou, equivalentemente,
AP (2)]0) =0, Vo, n=0,1,2,3. (2.101)
Os estados contendo um féton sao criados a partir do estado de vécuo
1Lk, 7) = al(0)[0). (2.102)
em que um féton transverso (r = 1,2), longitudinal (r = 3) ou escalar (r = 0) com
momento k estd presente.

Para justificar esta interpretagdo, determinaremos o operador hamiltoniano. De
(2.93) e (2.97), obtemos

3
=235 [ 090al09) + al (K)a (k)]

= Z wilr al(K)a, (k) + % Z Z wi(G)?

0 k r=0
1 3
T -
wi(r al(k)ar(k) + 3 gk TE,O Wk - (2.103)

O hamiltoniano acima também leva a uma energia de ponto zero divergente,

(O[H|0) = 5 ZZwk (2.104)

onde assumimos que o estado de vacuo esteja normalizado.
Esta energia de ponto zero é diferente daquela obtida na quantizacao do gauge de
Coulomb, pois a quantizac¢@o covariante introduz graus de liberdade além dos necessarios

para a descrigado do campo eletromagnético. Desta forma, além dos fétons transversais,
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também contribuem para a energia de ponto zero fétons longitudinais e escalares, os
quais nao possuem realidade fisica. A contribui¢ao destes ultimos pode ser removida pela
introducao de campos “fantasmas”® de Fadeev-Popov que, por possuirem energia de ponto
zero negativa, levam a expressao (2.78) [22]. Neste sentido, ambos os procedimentos de
quantizacao sao equivalentes.

Para evitarmos o aparecimento da energia de ponto zero, introduziremos o ordena-
mento normal de operadores da mesma forma que fizemos na quantizagdo no gauge de

Coulomb. Desta forma, o hamiltoniano (2.103) torna-se

H=>Y" wd al(ka(k). (2.105)

k r=0

Embora o fator {(; = —1 tenha aparecido em (2.105), os autovalores de H sdo

positivos. Por exemplo, para o estado contendo um féton temos

H|1Lk,7) =Y walal(@)as(a)al (k)|0) = wqlual(a) ( [as(a), af (k)] +af (k)as(q))[0)
s D8 Crdrsbak

= wiClal (K)|0) = w1,k 7) (2.106)

ou seja, a energia é positiva para os trés tipos de fétons.
Um problema surge no célculo da normalizagao de estados contendo fétons. Por

exemplo, considerando o vacuo normalizado, temos

(LK, 7Lk, ) = (Oa,(k)al(k)|o) = (0][a(k), al (k)] + af (k)a, (k)[0)
=¢{0[0) = ¢, (2.107)

ou seja, a norma € negativa para fotons escalares, o que é inconsistente com a mecanica
quantica. Entretanto, fotons escalares e longitudinais nunca foram observados.

Até agora, nada nos garante que a condi¢do de Lorentz d, A" = 0 seja vélida. De
fato, esta condigdo é incompativel com as relagdes canoénicas de comutagio (2.95), pois,

supondo que a primeira seja valida, temos

0 = [9,4%(t,x), A”(t,x)] = [00A°(t, x) + B;A'(t,x), A" (t,x)]
= —[n° A" (t,x)] + 0;[A'(t,x), A" (t,X)] = ig"’5(x — x/) #£0, (2.108)

0 que representa uma contradicao.

Na teoria de Gupta-Bleuler, a condicdo de Lorentz d,A" = 0 é substituida pela

6Tais campos ficticios sdo introduzidos na densidade lagrangiana, porém comparecem somente em
estados intermedidrios, nao estando associados a particulas reais.
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condigao mais fraca
0, A (0)]) = (2.109)

que envolve somente operadores de aniquilagao.

Da condigao acima segue que

(@10, A" @)[$) = (]9, A" () [9)) + (V|0 A" (2)|y)) =0, (2.110)

ou seja, a condigao de Lorentz e, como consequéncia, as equagoes de Maxwell sao validas
no limite classico.

Para entendermos melhor a condi¢ao (2.109), vamos expressa-la no espago de Fou-
rier. Utilizando (2.97) e (2.40), temos

erku(k)ar(k)e Zkz' V)

3 .
e =33

:Z 50 v e (k) — k- (k) ar (k) )
X Vwk a0(1) — <Ky 1]
; mk k) = ag(K)]e " [p) =0, (2.111)
e, portanto,
[as(k) — ap(K)][v) =0,  Vk. (2.112)

Obtemos entdo um vinculo nas combinagoes lineares dos fétons escalares e longitudinais,
para cada valor de k, que podem estar presentes em um determinado estado. Deste modo,
os estados |t)) fisicamente aceitdveis sdo aqueles que satisfazem (2.112).

O efeito da condigao (2.109) torna-se aparente quando calculamos os valores espe-

rados da energia para um estado arbitrério |¢):

(Y[ H) = UIZZka (k)[4)

k r=0

wlzzww wak aj(k)as(k) — aj(k)ao(k)] ).

k r=1

Agora, de (2.112) temos que (¥]a}(k) = (1|al(k), de modo que
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(1 [ab()as (1) — ab ()ao (k)] [ = (la ()as ()| — (V]ah(k)ao(k)e)
= (Wlal(K)as (1)) — (Wlal(k)ao()|) = (laj(l) [as(k) — ao()] ) = 0. (2.113)

Logo,

(Y|HY) = l/}|22wka Jar(k)|¥) , (2.114)

k r=1

ou seja, somente os fétons transversos contribuem para o valor esperado da energia, como

consequéncia da condigao (2.109).

2.1.3 O PROPAGADOR DO FOTON

Nesta segao, obteremos o propagador do féton. Este resultado serd importante no
capitulo seguinte, em que trataremos os campos em interacao.

O propagador do f6ton ¢ definido por
0IT{A*(x)A"(y)}10), (2.115)

onde T{A*(z)A”(y)} denota o produto ordenado temporalmente para operadores bosonicos,

dado por
AH AY , g 0 > 0
T Ay} = 4 WA seat> gt (2.116)
Av(y)Ar(z), se y® > a®
Definindo
1, sex >0
O(x) = , (2.117)
0, sex <0
podemos escrever (2.115) como
T{AM@)A"(y)} = B — ) A*(2) A" (y) + O(y° — 2°)A” (y) A¥ (x) . (2.118)

Pelo fato de A**(z)|0) =0 e (0]A*~(z) = 0, segue da expressao acima que

O] T{A" () A" (y) }|0

)
62" —y")(0]4% () A" ()[0) + O(y" —2") (0] A" (y) A" ()[0)

Oz —y")(0]A** () A" ()]0) + O (5" ") (0] A™* (y) A"~ (2)[0)
O(a’—y*) (O[ A" (x), A"~ (1)]|0) + O (5" —2°)(O][A"* (y), A"~ ()]]0). (2.119)

0
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Da expansao (2.97) e das relagdes de comutacao (2.99), os comutadores sdo calcu-

lados:

(A (2), A ()] =D D et (k)E (@) [a, (), al(q)] e

=(rdrs0kq
|
— e v —ik(z—y)
EIEIHMSngwxm : (2.120)
k r=0
No limite em que V — oo, podemos fazer Zk: — #[ﬁk e, usando (2.88b), segue que
7 1 )
A (z), A (y)] = 2 / Pk — e @Y = gAY (g — 2.121
[A" (2), A" (y)] 22n)? . giAT(x —y), (2.121)
onde
A*@):—Qiii/fmgge%“‘ (2.122)
22n)? o

Utilizando o resultado acima, temos

a0

- - s L k- —g" s L ike—
Al/+ AR _ g /ddk — e ik(y—z) _ /ddk = ik(z—y)
[ (y)7 (l’)} 2(271')3 Wi e 2(271_)3 Wi €

= g™iN(z—y), (2.123)
onde
A (@)= ~A(-a) = 5 (2;)3 / d3kwik it (2.124)
Assim,
(OILA4#* (2), A~ ()]0) = —g™iA* (z — ), (21250)
(0][A"* (y), A"~ (2)]|0) = g"iA™(z — y). (2.125b)

Substituindo os resultados acima em (2.119), encontramos que o propagador do

féton é dado por

(0IT{A"(2) A ()}]0) = —g"iO(a° — y*) AT (z — y) + g"iO(y" — 2°) A (z — y)
= —ig"[0(z* = y*)AT(z — y) = Oy’ — 2°)A™(z — y)]
= —ig"Ap(z —y) =D (x —y), (2.126)

onde Ap(z) = O(2°)A*(z) — O(—2°)A~ ().
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Utilizando a representacio integral da fungao 6,

1 00 eMt
O(t) = — lim/ dA —, (2.127)

2mi e—0t J_oo A —i€

podemos escrever Ap de uma maneira manifestamente covariante:

Ap(r) = O@2°)A* (z) - @( 2”)A (x)

o) e g—ikz oS} —idx0 ikx

- 2<2l7r) [ /m = */_m‘“e;ﬂ

B RSOy R
oS} —itx” jik-x o} —iraY Jik-x

- 2(217r) /C(ljr /dewkazs+/_wchjk+T€kia:|

_ 217T) /d3k/ kO ¢=K5" zkx|:Wk720715+wk+;07. }

—ikx

2.12
) k2 + e’ (2.128)

onde usamos k? = (k°)2 — k2, ficando subentendido que devemos tomar o limite € — 0.

Portanto,

D) = 22 [ < (2.129)
r\T (2n) —. .

k2 +ie
2.2 QUANTIZACAO DO CAMPO DE DIRAC

2.2.1 REPRESENTACAO DE NUMERO PARA FERMIONS

Até agora lidamos com operadores a, e al. (r = 1,2,...) satisfazendo as relacoes de

comutagao
[a,, al] = 6, [ar,a) =0, [al,al] =0, (2.130)
e definimos os operadores
N, = dla,, r=1,2,.... (2.131)
Da identidade [AB,C] = A[B,C] + [A, C]B, segue que

[N, as] = [ala,, as] = al[a, aJ] + [af, as)a, = —d,sas,

2.132
[N,,al] = [ala,,al] = ( )

T
T
allay, al] + [af, alla, = 6,5al .
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De (2.131) e (2.132), interpretamos a,, aj e N, como operadores de aniquilagao,
criagdo e nimero, respectivamente. Além disso, NV, possui autovalores n, = 0,1,2,... ¢

definimos o estado de vdcuo |0) por
a,|0) =0, vr. (2.133)

A partir do vdcuo |0), podemos construir estados contendo um nitimero arbitrario
de fétons como superposicdes de estados da forma (af )™ (af, )"2...|0).

E importante lembrar que as relagdes de comutacao (2.130) sdo decorréncia direta
da quantizagao canonica. Desta forma, a quantizagdo candnica nos leva diretamente a
bésons.

Uma maneira alternativa de derivarmos relagoes andlogas as (2.130), consiste em

empregarmos o anticomutador de dois operadores A e B, definido por
[A,B], = AB+ BA. (2.134)

Vamos supor que os operadores a,, al (r = 1,2,...), ao invés de satisfazerem as

relagoes de comutagao (2.130), satisfagam as relagoes de anticomutagao
[aN aHJr = brs [aN aS}Jr =0, [ai’ al]Jr =0. (2'135)

Em particular, temos

; 1
a’ = i[ar,arh =0, (2.136)
1
(0 = el all, =0 @19
Assim,
Ny a5y = ai(lm Qs = af, Ap, Q|+ — (1/1"7 Us|4-Qp = 757‘5@57
N0l = lalar, 0 = alfar, o, ~ ol 0. o)
[N ai]+ = [aiarv U‘.U+ = ai[ar:anﬁ— - [al, CLU#M = 5rsal )

que sdo andlogas as relacdes (2.130). Desta maneira, a,, af e N, também serdo interpre-
tados como operadores de aniquilagao, criagao e nimero.
De (2.135) e (2.136) segue que

N? = alayala, = al(1 — dla,)a, = ala, — (a})?(a,)? = N,, (2.139)

ou seja, N,(N, — 1) = 0. Denotando por |n) um autoestado de N,, temos que

N.(N, —1)|n) = n.(n, — 1)|n) =0, (2.140)
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logo, os autovalores de N, sdo 0 ou 1, isto é, estamos lidando com a estatistica de Fermi-
Dirac.
O estado de vécuo |0) foi definido em (2.133), ent@o o estado de uma particula no

estado r é
[1,7) = al|0). (2.141)
O estado de duas particulas, com r # s, é dado por
[1,7;1,s) = alal|0) = —alal|0) = —|1,5;1,7), (2.142)

ou seja, este é antissimétrico por troca de rétulos, como requerido para férmions. No caso

em que r = s,
|2,7) = (af)?|0) = 0 (2.143)

e, portanto, duas particulas nao podem estar no mesmo estado quantico, traduzindo-se

no principio de exclusao de Pauli.

2.2.2 EQUACAO DE DIRAC

A equagao de Dirac é a equagdo relativistica que descreve férmions de spin 1/2. Essa

equagao pode ser escrita como

lw = (a-p+Bm)p(x,t), (2.144)

onde 9 (x,t) é um spinor de dimensao N, a = (aq, g, v3) e  sdo matrizes hermitianas
de dimensao N que satisfazem

ai, a;} = 26,51, a;, 8} =0, a?=pr=1, i,j=1,2,3. 2.145
J J i

onde I e O sdo, respectivamente, a matriz identidade N x N e a matriz nula N x N.
Multiplicando (2.144) por S pela esquerda e definindo 7° = 8, v' = Bay, i = 1,2,3,

obtemos

iy 3(;/’7;? — () =0, (2.146)

onde v* sao matrizes N x N que satisfazem as rela¢oes de anticomutacao

[+ = 29", (Algebra de Clifford) (2.147)

e as condigdes de hermiticidade (7°)t = % e (7/)T = —47. Estas tltimas podem ser
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combinadas na forma
(Y = 409k uw=0,1,2,3. (2.148)

Pode-se mostrar [23] que a menor dimensao na qual existem matrizes que satisfazem
(2.147) é N = 4. Assumiremos entao que em (2.146) () é uma func¢ao de onda spinorial

com quatro componentes ¥, (), a = 1,2,3, 4, que explicitamente se escreve
Is(w
Z%ﬁ#*%(fv) =0, a=1,2,3,4. (2.149)

Tomando o conjugado hermitiano da equacio (2.146), multiplicando por ~° pela

direita e usando (2.147), obtemos a equagéo de Dirac adjunta

3#

e 'y“ +myp =0, (2.150)

onde o campo adjunto é definido por
(@) = ¥ @) (2.151)

As equagoes de Dirac (2.146) e (2.150) podem ser derivadas a partir da densidade
lagrangiana
L =9(z) [iﬂ/“éh - m]w(:c) ; (2.152)

e das equacdes de Euler-Lagrange para campos (1.18), tratando 1, (z) e 4(z) como
campos independentes.

Os campos conjugados a 1, € ¥, sao

4 4 4
Duiby)
. A ] —
Tal(@) = 8#&1 ﬁg 'Yﬂw 8801/) ﬂg ,@7&1 l;nzl 7/))\%575&
- 121/, Sya = (2.153a)
Tolz) = oL =0, (2.153Db)
81,21[1

O hamiltoniano é obtido de (1.21), (2.152) e (2.153)

H= / &*x [m& ) — E] - / &*x [ww} — O + mq/’)w]
- / i1~ ol w — i 0y + i
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:/dzgx@[—ifyjf)j +m]. :/d&yﬁ[—w%faj +m'y°]1/)
:/d3xw[7ia-v+mﬁ]w. (2.154)

Considerando uma regiao ctbica de volume V| com condigoes de fronteira periédicas,

temos que, para cada momento p permitido pelas condigoes de fronteira e energia positiva

po=E =+y/m?+p?, (2.155)

a equagao de Dirac (2.146) possui quatro solugoes de ondas planas independentes

u,(p)e” " v (p)e™” r=1,2, (2.156)

_m_ m
VE, ’ VE,
onde os spinores u, e v, satisfazem as equagoes
(p —m)u,(p) =0, (p +m)v.(p) =0, r=12, (2.157)

obtidas substituindo (2.156) em (2.146) e introduzindo a notagao p = p,y*.

Devido as suas dependéncias temporais, as solugoes envolvendo u, e v, sao referidas
como solugdes de energia positiva e negativa, respectivamente.

As degenerescéncias das duas solugoes de energia positiva e negativa, para um dado
momento p, resultam das possiveis orientagoes de spin. Para a equagao de Dirac, somente
as componentes de spin paralelas ou antiparalelas a p sdo constantes de movimento e serao
estes autoestados de spin que serdo escolhidos para as solugoes (2.156).

O operador de spin “na dire¢ao do movimento”, ou operador helicidade, é definido
como [27]

o, =22 (2.158)
Ip|
onde o = (6%,0%,0'%) ¢ " = i[y* 4*]. Assim, escolhemos os spinores em (2.156) tais

que

apur(p) = (1) u,(p), opvr(p) = (—1)"v,(p) - r=12. (2.159)

A assimetria na indexagao dos spinores serd conveniente para identificarmos as pro-
priedades de particulas e antiparticulas.

Normalizando os spinores,

, (2.160a)

: (2.160b)
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pode-se mostrar que as seguintes relagoes de ortonormalidade sao satisfeitas [27)

E

uf(p)us(p) = vi(P)vs(p) = L, (2.161)

ul(p)vs(—p) = 0. (2.162)

As solugoes (2.156) formam um conjunto completo, de modo que a solugio geral da

equagao de Dirac (2.146) pode ser escrita como

/ —ipx e ipx
U( [ —— VE p)u,(p + d:(p)v(p)e™] (2.163)

enquanto que o campo conjugado ! possui a expansio

T m £t +d ( T —ipx
>/ -(p)vi(p)e ] . (2.164)
- 1 5 VE,

Para obtermos o coeficiente ¢, (p), multiplicamos (2.163) por , /¢~ e‘“’ * integramos

em todo o espago e usamos (2.161):

VEy
m d + i(p—p')z d* (p+p")
> v | 4% o)l (p) +d;(p)ul(p)v.(p)e
.p pp’
m
—— (D)t} (D) tr (D) V S + (D)l (D)0, (p) PPV §
g WEpEy [ PP ]
_ 2 m [ / i / d* / T / 1\ ,2ipoxo
=25, |6 (P) w@)u () +d1(p') us (v, (p) e
= P = §r5Ep/ /m =0
= Cs(p/)
Analogamente,
m

I —ip'z
Vi / Pl (p)(r)e

S o [ e )l () () 4 ) ) () ]
= ————— ¢ (p) ot
%;w /E,,Ep{[

2
m
_;Ep

(0 (D)™ 070V 6,y (D)0 () Vi

[0 () LR (p') €27 4 (') ol (=) ()|
' =0 6rsEpy/
= = Orsbigr/m
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=d;(p).
Assim,
o p) =\ [ [ xul e, (2.1650)
P
di(p) = V’g / dx vl (p)i(a)e P | (2.165b)

Para quantizarmos o campo de Dirac, postularemos que os campos 9 (z) e ¥ (z)

satisfazem as relagdes de anticomutagao a tempos iguais

[Ya(t, %), UL(L X)], = apd(x —x'), (2.166a)
[$a(t, %), 05(t,%)], =0, (2.166b)
[l %), ¢kt x)], =0, (2.166¢)

que, como veremos, nos levard a uma representacao de ntimero para férmions.
Usando a identidade [A, BC] = [A4, B]4C — B[A, C]4, as equagdes de movimento

para os campos ¥, (z) sao dadas por
'(/}a(tv X) = _i[d}a(tv X)a H]
—i/d3x' [Va(t, x), =i (t, x o - V'Y (¢, %) + mypl (¢, X)) Bu(t, X))
=— Z /d2 ' wa(t x), wﬁ(f x)ag, - V', (t, x)]

By=1

i [t (8,5, U5 (8 X) B3t ()] }

:_Z/d3 '3 [alt, x), wﬁ(tx)} ag, - V', (t,x)

By=1

=06a30(x—x)
— bt X ), - V' [Palt,X), 5 (8, X)] | Fim [a(t,x), 05t X)] | Baythy (t,X)
=0 =0ap0(x—x")
— i} (1, X) B, [Ga(t%), 05 (6], |
~— ——
=0

= =D [ty - Vb, (8,%) + imfBayihy (1, X)]
= Z (a-p+ mﬁ) z/)w(t,x) , (2.167)

que sdo andlogas as equagoes (2.144).
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A solugdo geral de (2.167) é [27]

= ZZ VTg e (p)uy(p)e™™" + ZZ \/VW&dI(P)’UT(P)@W, (2.168)

S\ T @)+ 303 el ) (2109

r=1 p

Analogamente a (2.165), os operadores ¢,, cf, d, e df sdo dados por

a(p) = \/ngp/dsxui(p)w(x)ew, (2.170a)
() = \/Vf [Ex i@ e, (2.170b)
d.(p) = \/VTEp / Ex Yt (x)v,(p)e?”, (2.170¢)
di(p) = \/VIL;F, / d*x v} (p)i(x)e P (2.170d)

Utilizando (2.170) e as relagoes de anticomutagao (2.166), podemos mostrar que os

operadores ¢, ¢, d, e df satisfazem as seguintes relacdes de anticomutacio

[CT(p)7 Cl(pl)]+ = 67"551)}3' ’ [dT(p)r di(p,)} + = 51‘56pp’ 5 (2171)

além de

dELdE)], =0, [oELdE)], =0, [a@.dE)], =0,  (@2172)
[cl(p),ds(P)], =0, [cl(p)

ISH
=
'.c\
=
¥
Il
(e}

que sdo justamente as relacoes de anticomutagao para férmions (2.135) discutidas na se¢éo

2.2.1. Definindo os operadores

Nr(p) = Ci(p)cr(p) ) N"(p) = di(p)dr(p) ) (2173)

interpretaremos ¢,, ci, N,, d,, d, N, como operadores de aniquilacio, criacdo e ntimero
) “py ) s Yy )

de dois tipos de férmions.
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O estado de vacuo |0) é definido por
e (p)|0) =0, d.(p)|0) =0, Vp, r=1,2, (2.174)
ou, equivalentemente,
YT (2)[0) =0, Y (2)|0) =0, (2.175)

Utilizando o hamiltoniano (2.154), a equagao de movimento para os campos (2.167),
as solugdes de ondas planas (2.168) e (2.169) e as relagdes de ortonormalidade (2.161), o

operador hamiltoniano para o campo de Dirac é dado por

H :‘/d?’xq/)T —ia-V+ mﬂ] P :/(13x ot [a “p+ m[)’]z/) = i/(l3x TG RY,

Yy [ f P 4 dy (B (p)e ]

r,s=1 p,p’
% [Cs(p )us( —zpz lp.L}
=3 [ex [c*( Je (Pt (p)us (P77 = cf ()l (p')ul (P (p)e )7
= v\ E, r(P)Cs\P)U,. (P)Us(P )€ r(P)0s(P ). (P)Vs(P )€
r,s,p,p’

+ dr(p)cs(p’)vl(p)U.e(p’)e’“p“")’ — d,(p)dl(p')0 (p)us(p')e " 17]

-> v

7,5,p,p’

+ dr(p)cs(p,)vi(p)us(p/)672iPUIUV6p,—p’ - dr(p)di(p,)vl(p)vs(p/)V6pp']
= >~ m[c)es(p) ul(p)us(p) ~d:(p)di () i (P)0s(p) |
— H/—/

[ (P)es(P)ul(P)us (P)V dppr — cl(P)dL(P)ul(p)vs(p))e* ™™V v

,5,p — 6B /m =6rsEp/m
:ijEp[cnp)cT(p) ai(p)] = ZZE [ P)er o) + o) (p) 1
_ZZE [ p) +d(p ] ZZE (2.176)

Como podemos perceber, o campo de Dirac quantizado também possui energia de

ponto zero divergente, pois assumindo que o vécuo |0) esteja normalizado, temos que

(0| H|0) = ZZE[O|0 (p)[0) + (0]d!(p)d } ZZE (0]0)

r=1 p r=1 p

==Y > E,. (2.177)

r=1 p
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Para eliminarmos esta divergéncia, assim como fizemos na quantizagao do campo
eletromagnético, vamos introduzir o ordenamento normal de operadores. No caso de
operadores fermionicos, escrevemos os operadores de criagao sempre & esquerda dos ope-
radores de aniquilacao e assumimos que estes anticomutam. Por exemplo, para [ci(pl) +

c1(p1)][eh(p1) + ¢a(p1)] temos

Jr

N(H(Pl)

(( Pl)( P1 +(1(p1)( (p1 )+( (p1)e2(p1) + ci(p1)ea(p1))
el (p1)ch(p1) — ch(pr)ea(p1) + cl(p1)ea(p1) + cr(pr)ea(py) - (2.178)

c1(py)][}(p1) + e2(p1)])
(

Assim, incorporando o ordenamento normal ao operador hamiltoniano (2.176), te-

mos que
H:/dng(wT[fia~V+mﬁ]1/})
= Z ZEPN (Ci(P)cr(p) - dr(p)di(p)>
—ZZE [ (p) +dl(p)d: (p)]7 (2.179)

o qual claramente possui energia de ponto zero nula.

A densidade lagrangiana (2.152) é invariante pelas transformagoes

U(z) = ¥'(2) = e“P(a),

- . o (2.180)
() = ¢ (z) = e TP(a).
De acordo entao com o teorema de Noether, segue de (1.47) que a corrente
J* = —eyy, (2.181)

é conservada. Por sua vez, a carga associada é definida como o operador de carga elétrica:
Q=-¢ / Px e () =~ [ Ex @)

= —€ Z Z/d;xv \/ﬁ({ T( )Cipz + dT(p)vI(p)eiipz]

r,s=1 p,p’

[es(P')us(p)e ™ + dT( s (P’)eip’z}>

2 / ‘ XV\/ﬁ (et PPy (p)us (p) ="

,5,p,p’

+cl(p)dl(p)ul (p)vs(P)) ') + d,(p)es(p)vl (P)us (p))e P+

X
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+ dr(p)df( l)?ﬁ(p)l) (pl)efi(p—p’)z)
- _igp \/ﬁ( es(p')uf (p)us (D)V Oppy

cl(p)dl(p)ul (p)vs(P)e PV 6y + du(p)es(P)) 0l (P)us(P))e > ™™V 5,
T(p)vs(p'

+ dT(P)dl(Pl) )V(;PP)
= e 37 2 (clp)es(p) ul(0)us(p) +4r(p)(0) vl (p)0s(p))
rsp P = 6raEp/m =68sEp/m
:_e;Z< p) + d,(p) ):—e;Z( Np) +1)
= Z > (Vo) - M) - ZZ e (2182)

Logo, o valor esperado do operador carga elétrica no vacuo é divergente. Por este motivo,

redefiniremos o operador ) em termos do ordenamento normal:
Q=—c / & N () () = — / & N (1 (@) ()
2
——PZZN( p) + d.(p) ):—eZZ( — N )), (2.183)
p

r=1 p r=1

que implica em (0]|Q]0) = 0.

Desta forma, interpretamos m como a massa dos férmions na equacao de Dirac e
associamos os operadores ¢ e d ao elétron e ao positron, respectivamente.

A imposigao que o valor esperado no vacuo do operador carga elétrica seja nula pode
ser formulada de outra forma. De fato, é possivel mostrar através do célculo explicito [18]

que
N(j*(z)) = —eN((x)y"¢(z)) = *g[i(fb')m/“w(x)L (2.184)

onde [1(z), v"1p(2)] = v 5 [a(2)s(2) — ¥s(x)the(z)]. Assim, redefinindo j# para

JH(x) = = [ (@), v ()], (2.185)

I\D\(‘b

segue de (2.184)
(01J%()0) = —e{0|N (s> (x)y"(x))[0) = 0. (2.186)

2.2.3 O PROPAGADOR FERMIONICO

O propagador fermionico é definido por

(01T {a(x)5(y) }0) , (2.187)
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onde o produto ordenado temporalmente para operadores fermionicos é dado por

Tiba()is) = § LoV s>yt (2.158)
~Buale), s > 20

Introduzindo novamente a fungao de Heaviside

1, sex>0
@(x)—{ ,

0, sex <0

podemos escrever (2.187) como

T{va(@)¥s(y)} = O(2" = y*)a(2)s(y) — O(° — 2)s(y)a(2) - (2.189)

Da expressao (2.169) e lembrando que v (x) = ¥f(2)7°, temos

U(@) = ¥ (2) + 97 ()
= i; %dr(p)ﬂi(p)e”‘” + ZZ; ; \/V'I:ci(p)al(p)e"’” ;o (2.190)
onde 9/ (p) = vi(p)7° e @l (p) = ul(p)7°, com as seguintes propriedades [27]:
il (p)uy(p) = — 0} (p)v,(P) = by, (2.191a)
a}(p)v(p) = 7} (P)us(p) = 0, (2.191b)
i;uraurﬂ = W (2.191c)
i s = & ;Z)aﬁ : (2.191d)

Calculemos agora (2.187). Como ¢ (2)[0) = 0, ¥ (z)|0) = 0, (0] ~(x) = 0 e
0]y~ (x) = 0, de (2.189) temos

(0T {a(2) 05 (y) }0) = O(2° — 5"} {0ltoa(2)P5(y)]0) — Oy° —2") (0[5 (y)a(2)]0)
Oz = y") (07 ()5 ()10) — O(y" —2") (0¥ (y)¥5 ()]0)
= 02" = y") (0[5 (), 5 (1)]+10) — O(y° —*) O[5 (). ¥z (@)]4]0).  (2.192)
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Das expansoes (2.169), (2.190) e das relagoes de comutagao (2.171), temos

[V (2) ZZV\/W [er(p

rs=1 pk = bredone
2 m
=3 o ta(p)trg(p)e Y. (2.193)
VE,
r=1 p
No limite em que V' — oo, fazemos novamente »_ — (;;—Vj'dgp e, usando (2.191c), segue
que P
0300 55 W)+ = g5 [ @ g (9 s e
e MBI T 903 E, of
1 1 1 )
e — d *ZP T—y) d3 Mg —ip(z—y)
2(277)3{/ P, Pas +/ P, Mas
—in® Bpe—iv(e—)
= 71 (i*9, +m) ﬂ/d3p Le—im—y)
2(2m)3 K “ E,
=i(iv"0, + m)ap AT (x — y), (2.194)
onde
At(z) = i /dsp L i, (2.195)
2(2m)3 E,
Analogamente,
- m o
[0F (), v ()] = Z > v Ura(P)rs(R)e . (2.196)
r=1 p

Nesse mesmo limite, usando (2.191d), segue

- 1 1 )
(V5 (y), g (2)]4 = m/’ﬁp Z (p — m)ag ™Y

1 .1
_ D, ws | &Pp ——e?EY)
2(27_‘_) (’VY + m) B / p E €

p
=i(i7"0 + m)as A (x — y), (2.197)
onde
o
A (z) = —At(—2) = — Sp — ¢ 2.1
(#) = =A%) = g [dp e (2.198)
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Assim,
(01165 (@), 85 )1410) = (79, + )y A (x — 9) = iS5 — ) (2.199)
O[5 (1), Yo ()]410) = i(i7"0u + m)ag A (z — y) = iS4(z — ), (2.200)

as quais, substituidas em (2.192), fornecem

(O (@) 55 () 0) = 1" 4) S5 — ) — 1O(y ~2) sl — )
= iSrap(z ). (2.201)

onde

Srap(®) = Q(IO)S;/S(I) —O(=2")S ()
= 0(2")((7"0, + m)apA™ (2) — O(=2°) (i7" 0y + m)asA™ ()
= (i7" +m)as [0(2) AT (z) — O(—2")A™(2)] - (2.202)

Podemos escrever Sp,g em uma forma manifestamente covariante. Analogamente a
(2.128), temos
Srap(t) = ((7"0u + m)as[O(°) AT (2) — O(=2") A7 (2)]
1 .
- @ (iv*0,, + m)w/d, D P

_ 1 /d4p efipzm (2.203)

(2m)* p?—m?+ie’

onde fica subentendido que se deve tomar o limite ¢ — 0 ao final dos célculos.

e~z

2.2.4 A INTERACAO ELETROMAGNETICA E A INVARIANCIA
DE GAUGE
Na mecanica cléssica, a fungao hamiltoniana que descreve uma particula de massa

m e carga ¢ na presenca de um campo eletromagnético, caracterizado pelos potenciais
o(t,x) e A(t, x), ¢

LA
H=5—(p—qA) +q¢. (2.204)

Pelo principio da correspondéncia, este mesmo hamiltoniano leva a equagao de

Schrédinger para uma particula carregada interagindo com um campo eletromagnético

9(t,x)
ot

7

= HU(1,%) = 5 [(~3V — gAY + 48]t %) (2.205)
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Como podemos perceber, a equagdo acima pode ser obtida a partir da equagao de

Schrodinger para uma particula livre através das substituigoes

0 2 . .
Frid i iqo(t, %), V — V —igA(t,x), (2.206)

que é usualmente referida como substitui¢do minima.
Em termos do quadripotencial A*(z) = (¢, A), a substitui minima adquire a forma

explicitamente covariante
0y — D, =0, +igA,(z). (2.207)

No que segue, assumiremos que a substitui¢do (2.207) introduz corretamente a in-
teragao eletromagnética na equagao de Dirac. Desta forma, considerando ¢ = —e < 0, a

equagao de Dirac (2.146) torna-se

(iv" D, — m)y(z) = (iv"0, — m)v(z) + ey Au(z)(z) =0
(10— m)(a) = —erh Ay (2 (2) (2208)

e a densidade lagrangiana (2.152) fica

L= @(z)(i’y“Du —m)Y(x)
= P(x)(i7" 8, — m)p(x) + e (x)y P (z) A ()
Lo+ Lr, (2.209)

onde Ly é a ja conhecida densidade lagrangiana do campo de Dirac livre,
Lo = () ("0 — m)y(2), (2.210)
e L5 ¢ a densidade lagrangiana de interagao
Lr = epp(x)y"h(z) Au(z) . (2.211)

Para descrevermos completamente a dinamica dos campos classicos, devemos adici-
onar a (2.209) a densidade lagrangiana do campo de radiagao L,.q, que j& conhecemos da
segao 2.1. De (2.10), temos

1
Lraa = = F"Fy. (2.212)

Assim, de (2.209) e (2.212) obtemos

Lagn = §(a)(i°0, = m)b(a) — "B + by vle) Aue). (2213)
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Uma diferenca entre as densidades lagrangianas (2.209) e (2.212), é que, frente a

uma transformagao de gauge (2.9)
Al(z) — A (z) = A'(x) + 0"f () ,
a primeira é invariante
El _ }F//WF/ _ l[a#Anj( ayA/u( )Ha A/ ) a A/ )]
rad__4 uu__4 I)_ z Mu(w_V;L(I
1
= —1[8“(14” +0f) — 0"(A* + O*)[0u(As + 0, f) — Ou(Ay + O f)]
1 1
= —Z[OMA”(r) — 0"A*(2)][0,Au(z) — 0, Au(2)] = _ZFWFW = Lraa s (2.214)

enquanto que a segunda nao:

L= Lo+ Ly = (@)(ir" 0y — m)v(x) + e (2)7" 9 (2) A (2)
= ’glj(i’y“au —-m)y + 61/;7%1/’(14# +0.f) =L+ ﬁzwﬂwauf : (2.215)
A invariancia de gauge pode ser restabelecida impondo que, junto com a trans-

formagao dos potenciais eletromagnéticos, os campos de Dirac se transformem de acordo

com as transformagoes de fase locais

U(x) — ¢ () = P(2)e (2.216)
G(x) — ¥/(z) = P(x)e '
Desta forma,
L= Lo+ Ly =P (@)(iv" 9 — m)Y' (2) + e (a)y"y (2) A} ()
= zﬁe_i“f(m“@u —m)pet + ez/;e_"efv“z/)e“’f(A# +0,f)
= Lo — eby" O f + L1 + ey I, f = Lo+ L1 =L. (2.217)

Daqui em diante, adotaremos a densidade lagrangiana (2.211) para descrever a in-
teragao entre particulas fermionicas carregadas na eletrodinamica quantica. Outros ter-
mos que sao invariantes de gauge e de Lorentz poderiam ser adicionados; entretanto, tais
termos sao geralmente excluidos pela condigao de renormalizibilidade da teoria [27]. A

interagdo (2.211) produz previsoes tedricas com excelente concordancia experimental.






Capitulo 3

CAMPOS INTERAGENTES
3.1 A REPRESENTACAO DE INTERACAO

Como é bem conhecido, a mecanica quantica pode ser formulada em véarias repre-
sentagoes que diferem na maneira em que a evolugao temporal de estados e operadores
é tratada. Estas representacoes se relacionam através de transformagoes unitdrias que
levam aos mesmos valores esperados de observaveis.

Na representacao de Schrodinger, a evolugao temporal de um estado |a, t)s é regida

pela equagao
_7(1 ‘ t) =H ‘Oz t> (3 1)
Zdt a,l)s s|@b)s .

onde Hg é o hamiltoniano do sistema nesta representagdo. A equacao acima pode ser

resolvida formalmente em termos do estado do sistema em um instante t, por
la, t)s = Us(t, to)|a, to)s » (3.2)

onde Us ¢é o operador de evolugao temporal.

Além da propriedade Us(t,t) =1, o operador Ug é unitério,

Ul =05t (3.3)
é fechado na composicao
Us(t2, t1)Us(t1, to) = Us(ta, to) (3.4)
e obedece a equagao
z'%Us(t7 to) = HsUs(t,to) . (3.5)

69



70
No caso em que Hs ¢ independente do tempo, a equagao (3.5) possui como solugao
Us(t, ) = e~iislt=to) (3.6)
Para um observével Os, o seu valor esperado em um estado |a, t)s é dado por
s{a, tOs|a, t)s = s{a, o] UL (¢, t0) OsUs(t, to) e, to)s (3.7)

ou seja, o valor esperado de Og no estado |a, t)s é igual ao valor esperado do operador
Ui(t,to)OSUs(t,tU) no estado |a, to)s. Isto sugere a representagao de Heisenberg, na qual
a evolugao temporal reflete-se nos operadores, e nao no estado do sistema.

Para passarmos da representaciao de Schrodinger a de Heisenberg, consideraremos
que no instante 7 os estados e os operadores sejam idénticos em ambas as representagoes,
definindo

|a>H = U;f(t, T)l()(,t>s = |O‘77—>S = |avT>H7 (38&)
Ou(t) = Ul(t, 7)OsUs(t, 7). (3.8b)

Desta forma, (3.7) expressa-se
sl tOsla, t)s = w(a|Ou(t)|a)s - (3.9)

No caso em que Hy é independente do tempo, de (3.6) e (3.8b) vemos que o operador

hamiltoniano é o mesmo em ambas as representagoes,
Hy(t) = Ul(t, 1) HUs(t, 7) = D HoemiHst=D) — g o= | . (3.10)
Para obtermos a equagao que descreve a evolugdo temporal de um operador Oy(t),
derivemos (3.8b) em relagao a ¢, utilizando (3.5):

d 9
%og(t) = aUg(t,T)osUS(t,T) + Ul(t,7) (

004

ot

004
ot

) Us(t, ) + U;f(t7 7')OS%US(157 T)

iUl (t, 7Y HsOsUs(t, 7) + Ul (t,7) ( ) Us(t, 1) — iUl (t, 7)Os HsUs(t, )

= iUl (t, 7)HsUs(t, T)UL (¢, T)OsUs(t, 7) 4+ Ul (¢, 7) (880:) Us(t,7)

- iUsJ[(tv T)OsUs(t7 T)UST(t7 T)HsUS(t’ T)
= iHy(t)Ou(t) + (%—(t)) — 0w (t) Hu(t)

~ —iou(0. o)+ (52) (3.11)
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No caso em que Og nao depende explicitamente do tempo, a equac¢do acima torna-se

d .
2;On(t) = —iOu(t), Hu(?)]- (3.12)

Uma caracteristica importante entre as representagoes é a invariancia das relagoes
de comutacao e anticomutagao, ou seja, a transigao entre as representacgoes é feita por
intermédio de uma transformagao canonica. Por exemplo, supondo que [AS, BS} L =0

temos que

[UL(t, 7) AsUs(t, 7), Ul (¢, 7) BsUs(t, 7))+
Ul(t, ) As BsUs(t, ) + Ul (t, 7) Bs AsUs(t, T)
Ud(t,7)[As, Bs] LUs (t,7) = Ul(t, 7)CsUs (t,7) = Ci(t) . (3.13)

S

[AH(t), BH(t)}:t

Reciprocamente, supondo que [Ay(t), BH(iE)]i = Cy(t):

[As, Bsls = [Us(t, 7) Au()UL(t, 7), Us(t, 7) B (UL (1, 7))+
= Us(t, 7) Au(t) B (UL (t, 7) £ Us(t, 7) Bu(t) Au(t) UL (L, 7)
= Us(t7 7—) [An(t)v Bn(t)]iUg(tv 7—) =Us (tv T)Cﬁ(t)Us],\ (tv 7—) = Cs . (3'14)

Anteriormente, quantizamos os campos eletromagnético e de Dirac livres utilizando
a representacao de Heisenberg. Existe ainda uma terceira representagiao, chamada repre-
sentacao de interacao, que serd conveniente ao tratarmos campos interagentes.

Supondo que possamos separar o hamiltoniano do sistema em duas partes

Hy = H? + HI, (3.15)
onde H?, assumido independente do tempo, é o hamiltoniano dos campos livres e H!
o hamiltoniano de interacao, a representagao de interacao ¢ obtida da representagao de

Schrodinger através das transformagoes unitarias

| £y = U (8, 7). )5, (3.16a)
Oi(t) = U§(t, 7)OsUs (t, ) , (3.16D)
onde Uy obedece a equagao
0 0
zan(t7 T) = HJUs(t, 7). (3.17)

Como H? ¢ independente do tempo, a solugdo da equagio acima é um operador
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unitdrio andlogo a (3.6),
Uolt, ) = M40, (318)

e entdo, de (3.16b), temos H? = H?. Além disso, em ¢ = 7 todas as trés representagdes
sao idénticas:
|0477—>1 = |057 T)H = |a7 7'>37

3.19
O\(1) = Oy(1) = Os . ( )

Vemos entao que a relagdo entre as representagoes de interagdo e de Schrodinger é
semelhante a relagao entre as representagoes de Schrodinger e de Heisenberg, diferindo
pelo fato da transformacio Uy envolver somente a parte HY do hamiltoniano Hs.

Pela semelhanca entre (3.16b) e (3.17) com (3.8b) e (3.5), podemos concluir que a

equagao de movimento para um operador O, é

d .
2 0it) = =ilOu(#), H(1)], (3.20)
onde assumimos que Og nao depende explicitamente do tempo.

Derivando (3.16a) em relacao a ¢, usando (3.1) e (3.16b), obtemos a equagao de

Schrodinger para o estado |, t); na representagao de interagao:

d - ; d
dt‘av t>1 = atUO(tv T)‘aa t)S + Uo(t77)8t|a7t>s
= iUl (t, 7)HO|a, t)s — iUS (¢, 7) H|av, )s
= iUl (t, r)HOU (t, T)U (t, 7)|ev, t)s — iU (¢, 7)HU (£, T)US (¢, )] v, 1)

= iH|a,t), — il|a,t), = —iH]|a,t),
d I
z%\a,t)l = H,|a,t),. (3.21)

Assim, de (3.20) e (3.21) vemos que os estados evoluem de acordo com uma equagao
do tipo Schrédinger envolvendo somente o hamiltoniano de interagdo H{, enquanto que os
operadores evoluem de acordo com uma equacao do tipo Heisenberg que envolve apenas
o hamiltoniano livre H?.

A equagao (3.21) também pode se resolvida em termos do estado do sistema num

instante tg
v, t)y = Ui(t, to)l o, to)s s (3.22)
onde U, obedece a equagao

10U (L, t0) = HIU,(t, 1) . (3.23)
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Uma solugdo para (3.23) pode ser obtida notando-se que, de (3.2) e (3.16a),

la,t), = Ul (¢, 7)|a, t)s = Ud (¢, )Us(t, to)|ev, to)s
= U§(t, 7)Us(t, to) Uo (to, 7) v, to)s;

comparando com (3.22), segue que
Ui(t, to) = US (¢, 7)Us(t, to)Up(to, 7) . (3.24)
A partir desta solugao obtemos algumas propriedades de U;. De (3.18) temos
Us(to, to) = UJ(to, T)Us(to, to)Us(to, 7) = Ug(to, 7)Us(to, ) = 1. (3.25)
A composic¢ao de operadores U; é fechada:

Us(ta, t1)Us(tr, to) = Ul (ta, T)Us(ta, t1)Up(tr, T) UG (t1, T)Us(t1, to) Un(to, 7)
Ug(t27T)Us(t%tl)Us(tlvtO)UO(tovT) = Ug(tmT)Us(tmto)Uo(tovT)
(ta, t0) . (3.26)

onde utilizamos (3.4). Tomando ¢, = ¢y na equagao acima, segue que U,(to, t1)Ui(t1, to) =

Ui(to, to) =L, ou seja:
U (t,to) = Un(to, t) - (3.27)
Além disso, U, é unitario:

Ul (t,t0) = Ul (to, 1)UL (¢, t0)Us(t,7) = Ul (to, YU (¢, ) Uo (£, 7)
= Ul (to, TUs(to, )Uo(t, 7) = Us(to, t) = U (8, t) . (3.28)

Outra caracteristica da transformagao que leva a representacao de interagao é que as
relagoes de comutacao e anticomutagao também sao preservadas. Supondo [Ag” BS] L=

Cs, segue que

[A:(1), Bi(®)]« = [UL(t, ) AsUs(t, 7), US (£, 7) BsUs (£, 7)) 2
Ul (t, ) AsBsUo(t, 7) & Ui (t, 7) Bs AU (£, 7)
= UJ(t,7)[As, Bs] Us (t,7) = Ul (t, 7)CsUs (¢, 7) = Ci(8) - (3.29)

Reciprocamente, supondo que [Al (t), Bl(t)]i = Cy(t):

[As, Bt = [Uo(t, AU (¢, 7), Up(t, ) B, (1)U (¢, 7)) 2
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= Uo(t, 7) A Bi()U§ (¢, 7) & Uo(t, 7) B () Ad) U (8, 7)
= Us(t,7)[Ait), Bi(t)] LUS(t,7) = Un(t, 7)Ci (1)U (t, 7) = Cs. (3.30)
A relacao entre as representagoes de interagao e Heisenberg pode ser estabelecida
utilizando-se (3.8a), (3.8b), (3.16a) e (3.16b),
o, £y = U (t, M Us(t, 7) |, e (3.31a)
O4(t) = UJ(t, )Us(t, 7) OuUL (1, ) Ui (1, 7) - (3.31b)

Estas transformagoes também preservam relagdes de comutacdo e anticomutagao.
De (3.14) e (3.29), supondo que [Ay(t), Bﬂ(tﬂi = Cy(t), temos

[Au(t), Bi(1)] . = Ci(t). (3.32)
Em particular, se Cy(t) for um c-nimero c(t), entao
[Ai(t), Bi(t))« = c(t). (3.33)

Reciprocamente, de (3.30) e (3.13), se [Al(t),BI(t)h = Ci(t) entao [AH(t),BH(t)h =
Cu(t).

Na representacao de interagao, os efeitos da interagdo se manifestam nos estados
|, t);. Como estaremos interessados em processos de espalhamento, serd conveniente
trabalharmos com uma equacao integral, equivalente a equagao de evolucao temporal

(3.23). Tal equagdo, que j& leva em conta a condi¢do de contorno (3.25), é

t
Ui(t, to) :H—z/ dt, H] (t) Ui (t, to) (3.34)

to

cuja derivada em relagao a t nos leva a (3.23).
A solugao desta equagdo integral é dada por um série iterativa que consiste em

reinsergoes sucessivas do lado direito de (3.34):
Ui(t, t0)7]177/d11 T(ty) + (—i) /dtl/ dty HI(t)) H] (t,)

tn—1
(=) /dtl/ dty .. / dt, H (t))H (t5) ... H ()
+..

= U(t,to), (3.35)
n=0
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onde os termos da série sao dados por:

UIO(t7 tO) =1 3

t
U (t, to) = —z‘/dtl HI(t)),

to
t ty tn—1
Unn(t,t0) = (77:)"/ dtl/ dtQ.../ dt, HI(t)H] (t5) ... HI(t,), n>2.
to to to

Como vemos, a série (3.35) é constituida por integrais multiplas cujos integrandos
sdo produtos do hamiltoniano de interacdo, H, tomados a tempos diferentes e em ordem
decrescente, em instantes intermedidrios dentro do intervalo [t, o). Um simplificagio nessa
série ocorre se conseguirmos definir os mesmos limites de integragao para todas as integrais
de (3.35). Isto pode ser obtido pela introdugao do ordenamento temporal de operadores.
Considere o produto de n operadores A;(t1), Aa(ts), ..., An(ts), que podem ser
bosonicos ou fermionicos. Suponha que t;, > t;,, > ... > t;, onde os indices 41,99, ...,%,
sdo elementos do conjunto {1,2,...,n}. O ordenamento temporal do operador A; (1) As(ts) ... A, (tn)

é definido por
T{A(t)A2(t2) - .- An(tn)} = (1)7A;, () Ai (t) - - - Ai (F) (3.36)

onde 7 é o niimero de trocas entre operadores fermionicos vizinhos para levar A;(t1) ... A, (t,)
em Ay (t;,) Aiy (ti,) - - As (t,)-
Uma definigdo equivalente a (3.36) é

T{Al (tl)AQ(t2) T An(tn)} = Z(—l)"@(tm LA 7tpn)Ap1 (tm )Apz (tpz) I APn (tPn) ) (3-37)

onde a soma é feita sobre todas as permutagoes dos indices py, ..., p, que sao elementos
de {1,2,...,n}, n é o niimero de trocas entre operadores fermionicos vizinhos para levar

Ai(tr) . Ap(tn) em Ay, (tp,) Ap, (p,) - - - Ap, () ©

1, sex1 223> ...2x,,
O(x1, 29, p) = (3.38)
0, do contréario.

Considere o n-ésimo termo (n > 2) da série (3.35). Pela defini¢ao de (3.38) temos

t t1 th—1
Um(tjo):(f?:)n/dt]/ dtg.../ dt, Hl(t,) ... HI(t,)
Jitg to to

)

t t1 tn—1
= (—i)"/ dtl/ dtg.../ dty HI (t1) ... H (t,)0(t1, ta, . . . 1)
to to

to

t t t
= (fi)”/ dtlfdtz.../dthII(tl)...H{(tn)é(tl,t%...,tn)A (3.39)
to to

to
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Na expressao acima, podemos fazer n! trocas envolvendo os indices tq,ts, ..., t,.

Assim, somando sobre todas as permutagoes possiveis, temos:

ALY t t t
UIn(t’tO) = ( ) Z(_l)ﬂ/ dtPl / dtP‘z e / dtPn Hlj(tpl) e H{(tpn)g(tplﬂ tpzs te ﬁtPn)
» to to to

n!

_\n rt t t
= ) / dtl/ dt?“'/ din Z(_l)nHII(tm)~"Hll(tpn)e(tputpm"‘7tpn)
nl i, to to >

(;Li!)n/t:dtl /t:dtg‘../t:dtnT{Hl’(tl)Hf(tz)..‘H{(tn)}‘ (3.40)

Substituindo o resultado acima em (3.35), obtemos

(=i

n!

Us(t, to) :]I+§: )”/tdtl /tdtg.4./tdtnT{H{(tl)Hf(tg)4..Hf(tn)}, (3.41)

expressao que pode ser escrita compactamente como

Ui(t, to) = Texp (7i /tdtlH{(tl))A (3.42)

to

3.2 A MATRIZ S

Na teoria cldssica de campos, a interagao elétron-pésitron com o campo eletro-

magnético é descrita pela densidade lagrangiana (2.213)

L=Lp+ Lyua+ L

= (x) (i7", — m)y(x) — iF‘“’FW + e (x)y" ) (x)A,u(x) . (3.43)

Entretanto, como vimos na se¢ao 2.1, a densidade lagrangiana do campo de radiacao,
Lioa = —iF " F,,, nao é adequada para se efetuar a quantizagao canonica. Adotaremos

entao como Ly, a densidade lagrangiana da quantizagao covariante (2.81). Assim,
Loep =Lp+ Lrua+Lr=Lo+ Ly, (3.44)
onde, j& adiantando o ordenamento normal,
Lo = N |(z)(iv"0,, — m)(z) — %aﬂAya“A” , (3.45a)

L; = Nleg(z)v"(z)Au(z)] = N[ev(z) A(z)v(z)] . (3.45Db)



7

O hamiltoniano é dado por

H :/dSX[Wr(l’)Q;r(-T) - l:QED] :/d3x[7fr(ff)<br(f) - Eo} —/d3x£1

:/d3XH0 +/d3XHI =Hy+ H;. (346)

A partir de agora, utilizaremos a representagao de interagao, que leva as seguintes

simplificagoes:

e Os operadores satisfazem equacgoes do tipo Heisenberg que envolvem apenas Hy,

Lo = i), ) (3.47)

e se L; nao envolve derivadas, como no caso da densidade lagrangiana (3.45b), os
campos conjugados 7, aos campos interagentes ¢, sdo os mesmos campos conjugados

aos campos livres, isto é

oL oL
M= = —2; (3.48)
06, ¢,
e as representagoes de interagao e de Heisenberg se relacionam pela transformagao
(3.31a), a qual preserva relagoes de comutacao. Desta forma os campos interagentes

satisfazem as mesmas relagoes de comutagao que os campos livres.

Assim, tudo o que obtivemos anteriormente para os campos livres, como as solu¢oes em
ondas planas, representagao numero e propagadores, permanece véalido para os campos
interagentes.

Esta representagao é também adequada para processos de espalhamento. Tais pro-
cessos sao descritos da seguinte maneira:

seja |(t)) o vetor de estado que nos limites ¢ — —oo e ¢t — oo é auto-estado de Hy,
ou seja, vamos considerar que H; = 0 quando ¢t — —oo e t — co. Suponha que o estado

i) = lim [9(t)) = [¢(=00)), (3.49)

t——o0

seja conhecido, ou seja, que neste estado esteja especificado o nimero de elétrons, pdsitrons,
fétons e os seus respectivos momentos, spins e polarizagoes. A matriz S relaciona |1 (c0)) =

thjgo [1(¢)) com [i) por

[¥(00)) = Si) = S[p(=o0)), (3.50)
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ou seja, de (3.22),
S =U(—o00,00). (3.51)

A interagao pode levar a diversos autoestados finais |f) de Hp, onde cada um espe-
cifica o nimero de particulas, os respectivos momentos, etc. Como os autoestados de Hy

formam um conjunto completo, podemos escrever
[(00)) = D IN{FIe(00)) = D IAFISI) = D 1) Sk (3.52)
f f f

onde Sy; = (f|S)i) é a chamada de amplitude de probabilidade. Logo, a probabilidade de

que o sistema evolua para o estado |f) em ¢t — co é
1S5il* = (FISI)I* = [{fle(00))]* (3.53)

Assumindo que |1)(00)) esteja normalizado, podemos verificar a conservagao da pro-
babilidade

Do I8aP =D (Flo(0o) {fl(00)) = Y (c0) /) (fl¥ (o))
7 s

!
= ((o0)[¢(00)) = 1, (3.54)

que é um resultado mais geral que na mecanica quantica nao relativistica, pois particulas
podem ser criadas e destruidas.
Vamos agora obter uma expressao para a matriz S. De (3.51), (3.41) e (3.46), obte-

mos a expansao de Dyson da matriz S:

S = U(—o00,00)
:H+§ c [ Zdtl / :dt2~ [ ZdtnT{HI(tl)Hl(tz)-.AHI(tn)}

onde
Hi(z) = Ned(2)A(2)y(z)] . (3.56)

3.2.1 O TEOREMA DE WICK

Como vimos, a matriz S é o operador evolugao temporal U(—o0,00) que “conecta”

os estados assintéticos |i), conhecido, e [¢h(00)).
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A interagao pode levar a vérios estados finais |f) que s@o resultados de proces-
sos de aniquilagao e criacao de particulas. Pelo fato da matriz S envolver a densidade
hamiltoniana de interacao H;, que consiste do produto de operadores de criagao e ani-
quilag@o de particulas, a matriz S descrevera um ntmero substancial de processos dis-
tintos. Desta forma, nem todos os termos da matriz S contribuem para uma particular
transicao [i) — | f).

Dada uma transigao |i) — |f), os termos da matriz S que contribuem sao os que
possuem operadores de aniquilacao a direita, para que todas as particulas presentes em
|i) sejam aniquiladas, e operadores de criagao & esquerda, para que as particulas presentes
em |f) sejam criadas. Pode ocorrer também que particulas nao presentes em |f) sejam
criadas em [i) e depois aniquiladas em |f). Tais particulas sdo chamas de virtuais e sé
estardo presentes em estados intermediarios.

Uma simplificagdo nos cédlculos é obtida evitando-se a criagao e aniquilagao de
particulas virtuais. Isto pode ser feito através da expansao da matriz S em um somatério
de produtos normais, pois estes possuem todos os operadores de criagdo a esquerda dos
operadores de aniquilagao. Assim, cada produto normal correspondera a uma particular
transigao |i) — |f) que poderd, por exemplo, ser representada por um diagrama de Feyn-
man. Essa expansdao em um somatério de produtos normais é conhecida como teorema
de Wick.

Antes de enunciarmos o teorema, vamos apresentar algumas defini¢bes. Lidaremos
com operadores, bosonicos ou fermionicos, que sao da forma A = AT + A~, onde A"
e A” sao as partes do operador responsaveis pela aniquilacao e criagdo de particulas,
respectivamente.

Dados dois operadores A e B, bosonicos ou fermionicos, e definindo

—1, se A e B sao fermionicos,
€A = (357)
1, do contrario,

temos
N(AB) = N[(A* +A")(B" +B7)]=N(A'Bt+ A™B- + A"B* + A"B")
=A"Bt 4+ e, B AT+ A" Bt + A B~
=B AT + €, B AT + ATBT 4 €, B"A”
=exp(BTAT + B AT+ e,3A" BT+ B A7) = e,xN[(BT + B7)(AT + A7)
= ez N(BA). (3.58)

Da definigao do ordenamento temporal (3.36), também segue que

T{A(z), B(z')} = exsT{B(z), A(z)} . (3.59)
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Calculemos agora T{A(z1), B(x2)}, para 29 # 23. Temos dois casos.

Caso 1: suponha que 19 > 5. Entdo
T{A(x1), B(22)} = A(21)B(22) = A" Bt + ATB~+ A Bt + A" B".
Agora, note que
AYBT =,y B AT+ ATBT — e,y B AT = ¢,y BT AT + [AY, B4, (3.60)

onde se utiliza o anticomutador no caso em que A e B sao fermionicos e, em caso contrario,

o comutador. Assim,

T{A(z1),B(z9)} = AYBY + ¢, B At + A" B" + A"B~ +[A",B 7]+
= N(A(Il)B(.Tz)) + [AJr, Bi]i .

Pelo fato de [A", B~ ser um c-niimero, como vimos ao calcularmos os propagadores
) + )

dos campos de Dirac e de radiagao, podemos escrevé-lo de uma maneira conveniente:

(A", B7]x = (0][A", B7]+|0) = (0]A*B™ £ B~ A*|0) = (0]A" B~|0)
= (0|A*"BT + A"B~ + A" Bt + A"B*|0) = (0|AB|0), (3.61)

onde usamos o fato que A*|0) = B*|0) = 0. Assim,

T{A(w1), B(x2)} = N(A(w1) B(22)) + (0] A(w1) B(22)[0)
= N(A(21) B(x2)) + (0T {A(z1) B(x2) }|0) .

Caso 2: suponha que 19 < x3. Entao
T{A(x1), B(z2)} = €apB(22)A(71) = €an(BT AT+ BTA~ + B"AT + B~A7).
Como BTA™ = e,y A~ Bt + [BY, A7 |4, temos

T{A(x)), B(z2)} = ean(BTAT + €,y A" BT + BTAT + B"A7) + e,[BT, A7)
= exs N(BA) + (0]exs BA|0) = N(AB) + (0lexs T{B(x2) A(z1)}|0)
= N(AB) + (0|T{A(z1) B(22)}|0) .

Portanto, para 29 # 29, temos

T{A(21), B(x)} = N(AB) + (0[T{A(x1)B(z)}0)
= N(AB) + N((0|T{A(z)Bz2)}|0)) (3.62)
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pois (0|T{A(x1)B(x2)}|0) é um escalar.
O valor esperado no vacuo do produto ordenado temporalmente ocorrerd com muita

frequéncia. Por esse motivo definiremos a contragao de dois operadores A e B por
—
A1) B(w2) = A1) B(z) = (0]T{A(21) B(x2)}[0) - (3.63)

No capitulo anterior, estas contragoes foram obtidas a partir de comutadores e an-
ticomutadores dos campos livres. Como estamos utilizando a representacao de interagao,

estes comutadores e anticomutadores permanecem inalterados. Assim, de (2.129) e (2.203)

" v\ — iy [ I ika—y)
AM(x)AY(y) = iDW (x — y) o) /d ka et , (3.64a)
- . _ - i 4 (]Z) + m)(,ég —ip(z—y)
Yo (2)s(y) = iSFas(z —y) = L /d pp2 e . (3.64b)

As contragoes também podem aparecer dentro do argumento de um ordenamento

normal. Por exemplo,
N(ABCDEF...JKLM...):=(-1)’PAKBCEL N(DF...JM...), (3.65)
[ Sy

onde p é o nimero de permutagoes entre operadores fermionicos vizinhos para levar
ABC'...em AKBC'.... Este ¢ um exemplo de um ordenamento normal generalizado.

Em termos da notagao (3.63), podemos escrever (3.62) como
T{A(r1). B(z2)} = N(AB) + N(AB) (3.66)

Este é o caso base para o teorema de Wick.
Para operadores A;(z1), Az(w2), . .., Au(x,), com z?0 # 332 para i # j, o teorema de

Wick afirma que
T{A1A2 PR An} = N(A]A2 PR An)
+ N(A1A2A3 e An) + N(A1A2A3 A An) +...+ N(AlAzAg - An—lAn)
L | I—  I—
1
+ N(AiApAsAy . Ay) + N(AyApAs Ay A) + ..+
I [ | E—
+ N(A1A2A3 s An—ZSAn—ZAn—lAn)
| I—  I—

+ soma sobre termos triplamente contraidos

+ soma sobre termos com mais contragoes. (3.67)

A demonstracao deste teorema é feita por indugdo matemética e pode ser encontrada
em [18].

No caso da matriz S, pelo fato da densidade hamiltoniana de interagao (3.56) ser
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dada em termos de um produto normal, o n-ésimo termo da matriz S contém um produto

misto da forma
T{Hi (00 Hi(2) ... Hi(wa)} = T{N(AB.. ), N(AB...),,...N(AB...),.}, (3.68)

e o teorema de Wick pode ser estendido para estes produtos mistos.

Em cada fator N(AB...),,, onde i = 1,...,n, substituimos cada z; = (29,x;) por
¢ = (29+¢,x;) nos operadores de criagio e (; = (29 —¢, x;) nos operadores de aniquilagao,
onde € > 0. Desta maneira, em cada fator N(AB...);, o ordenamento normal também

ordena temporalmente os operadores e podemos escrever
T{N(AB i)z - N(AB.. )M} = 11—1310 T{(AB o ---(AB.. )C} , (3.69)

onde o ordenamento temporal deve ser feito antes do limite ser tomado.
Expandindo o lado direito de (3.69) com o teorema de Wick, vemos que as contragdes
dentro de um mesmo grupo (AB...);, se anularao no limite e — 0. Assim, o teorema de

Wick pode ser aplicado omitindo-se as contragdes a tempos iguais (c.t.i.).

T{N(AB..)s ...N(AB.. ).} = T{(AB...),, ...(AB...),.} (3.70)

sem c.t.i.

Este resultado permite expandirmos a matriz S em um somatoério de produtos nor-
mais generalizados. Cada um destes produtos corresponde a um processo definido, carac-
terizado por operadores nao contraidos que absorvem e criam as particulas presentes nos
estados iniciais e finais. As contragoes sao os propagadores de Feynman, que correspondem

as particulas virtuais que sao “criadas” e “aniquiladas” nos estados intermediarios.

3.3 TEORIA DA PERTURBACAO NA REPRESENTACAO
DE HEISENBERG

Nesta se¢do apresentaremos uma série perturbativa construida diretamente na re-
presentagao de Heisenberg [25], onde os campos fisicos estao bem definidos, bem como o
estado de vacuo. Segundo o teorema de Haag-van Hoove a representagao de interagao sé é
bem definida para um ndmero conjunto enumerdvel de graus de liberdade [41], enquanto
no modelo padrao da fisica de particulas elementares os campos interagentes constituem
sistemas com infinitos graus de liberdade.

Consideremos a densidade lagrangiana, equivalente a (3.44), para a QED

L= PP B L(0,A%)(0,A%) 4 ()70, —m)(a) + S[B(w), F0(a)]Au(a), (37)
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onde, conforme observado na segdo 2.2.2, o termo J* := —£[1h(z), v¢(x)] corresponde &
imposicdao do ordenamento normal & corrente j* = —etb(z )y ().

Das equagoes de Euler-Lagrange (1.18), seguem as equagdes de movimento para os
campos

(19" = m)(x) = —eA,(x)y"¢(2),

e (372)
DA"(x) = ~5[B(x). ()] = .

Pelo fato do termo de interagao J* A, nao conter derivadas, os momentos conjugados
aos campos A, e 1 sao idénticos aqueles obtidos nas se¢oes 2.1.2 e 2.2.2, quando lidamos
com campos livres. Consequentemente, as relagoes de comutagao a tempos iguais obtidas

anteriormente permanecem vélidas:

Jo = —id5(x — y),
]0*0*[14 (z )A(y)]o,

<
—~ =
<

= =

[
[
[d}a(t,x),w/};(t X))y = dagd(x — '),

3.73
[1/}Q(T,X)7’l/)/3(t,xl)]+ =U= [/(/jl(t,X)7w;(t7X()]+ ( )
[Au(@), aly)lo = 0 = [Au(2), L ®)]o.
[Ar(2), ¥a(y)lo = 0 = [A*(2), VL (1)]o-

Entretanto, devido & complexidade das equagdes (3.72), a expressdo dos comutadores a
tempos distintos em uma forma fechada nao é conhecida.

De maneira a desenvolvermos a teria de perturbagao na representacao de Heisenberg,
escreveremos as equagoes (3.72) nas suas formas integrais através do método das fungoes

de Green

vle) = Uyla) = [ Sala = eA vy (3.74a)
Mw:Mm+/m%wwuwmzﬂmf/¢mmwwawm

= Aj(@) + / Dalw = y)5[6(). "0 ()", (3.74b)

onde Sk e Dy denotam, respectivamente, as fungoes de Green retardadas dos campos de
Dirac e eletromagnético deduzidas no apéndice B.

Utilizando a relagao de Sokhotski-Plemelj

1
T+ e

_ P% + ind(a), (3.75)
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podemos escrever S e Di na forma

1 1 A
Sr(z) = @) /(],4];(ifyﬂau +m) {'P]m _ 7‘/71-5(1)2 _ TTLQ)E(])U)} i
1 1 _
= (2m) /“]’41” (p+m) {Pm —imd(p* — m2)6(p0)} e P (3.76)

Dalo) = omse [ 0] P = it

Nas expressoes acima, P denota o valor principal de Cauchy e € é a funcao sinal definida
por
1, parapy >0

e(po) = .
—1, parapy <0
Além disso, as fungoes de Green retardadas possuem suporte no cone futuro, i.e., sdo nao
nulas somente em C* == {x € M : 22 > 0,29 > 0}, onde M denota o espaco-tempo de
Minkowski.

Tendo em vista o cardter singular das fungoes de Green (3.76), a convergéncia das
integrais que aparecem em (3.74) nao é garantida. Por este motivo, adotaremos a técnica
do switching adiabético que consiste na introducéo do fator de convergéncia e~®%l nos
integrandos em (3.74). O pardmetro positivo e real « pode ser escolhido tdo pequeno
quanto se queira e, ao final de todos os cdlculos, o limite o — 0% é tomado. Assim,
no lugar das equagoes (3.74) consideraremos a partir de agora, embora nao escrevamos

explicitamente,

(e, ) = vy() - / Sr(x = y)e M leA,(y)y v (y)d"y,

(3.77)
e -
W(a.0) = 450 + [ Dae = e IEDw), oIy,
e, como ja comentado, os campos com significado fisico sdo dados por
bla) = lim (z, ),
a—0 (378)
At(z) = lim+ At (z, a).
a—0

Analogamente, podemos escrever (3.72) em fungao das fungoes de Green avancadas

b(x) = dy(a) - / Sale — YA,y b(y)d'y,
(3.79)

(@) = ) + [ Data = G0 v,
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com (vide apéndice B)

1 1 ‘
Sa(z) = @y /(14[)(1'7“8H +m) {Pm +imd(p® — m2)6(p0)} o
= ! 40 () ; ; 2 _ .2 —ipx
= @ /d p(p+m) {77])2 —+ ind(p® —m )e(po)} e P, (3.80)

Dy(z) = (271r)4 /d4p {’Ppi2 + i7r5(p2)e(p0)} e T,

Estas possuem suporte no cone passado C~ = {x € M : 2% > 0,79 < 0} e se relacionam

com as fungoes de Green retardadas da seguinte forma

Sr(—z) =Sa(z),

3.81
Dg(—z) =Da(z). (351

Nas equacdes integrais (3.74) e (3.79), foram introduzidos os campos ¢, A’ ,1/;,» e A‘; .

Estes sao solucoes das equagoes de campo livre

(i9"0u — m)ips(z) = 0,

04f =0,

, : (3.82)
(i7" 0 = m)iy(z) =0,
04} = 0.

Pelo fato das expressoes (3.74) envolverem funcoes de Green retardadas, ¢ e A’Jf sao,
formalmente, os “valores iniciais” dos campos ¢ e A, para xg — —o0. Mais precisamente,
lim A*(z) = lim Af(),

To——00 To—>—00

lim () = lim_y(e).

To——00

(3.83)

Analogamente, 1/;f e A? sdo, formalmente, os “valores finais” dos campos 1) e A, para

To— 00 :
lim A*(z) = lim A%(x),
zo.ﬁoo z.[)~><>o~ (384)
Jim (z) = lim ¢s(x).

A partir das equagoes (3.74) e (3.79), podemos relacionar os campos “iniciais” ¢ e

A’; com os campos “finais” U;f e ;1‘; da seguinte forma

() = dy(a) + / S(z — yeAu ) b)Yy,

~ . (3.85)
Ao) = Hyla) — [ Dla = 50 0w,
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onde as fungoes singulares S e D sdo definidas por

S(0) =Sa(a) ~ Sal) = ~ 55 [ d'pelm)3(5? ) + e,
(2r)3
/ (3.86)
D) =Da(a) = Da(e) = ~ 553 [ Aipelon)i)e
De (1.21) e (3.71) obtemos o hamiltoniano do sistema
H(A" y) = HO(A") + HO@W) + HO(A",9),
HO(Ar) = f% / d*x0,A,0,A",
(3.87)
HO®@y) = /d3X Pt [—ia- V+mBy,
e N
HO (A" ) = =5 / X[, 1" Y)A,.
Considerando os limites (3.83) e (3.84), temos
lim H(A" ¢) = HO(AY) + HO (¢y),
e O T L o) (3.88)
i H(A% ) = HO(A) + HOW)),

ou seja, o hamiltoniano assintético é o hamiltoniano do sistema sem interacao. Este é
independente do tempo e, portanto, a representacao de nimero, conforme descrita no
capitulo 2, pode ser introduzida nos limites assintéticos.

Para campos interagentes, uma solucdo explicita das equagdes (3.74) néo é conhe-
cida. Por este motivo, buscaremos uma solugao na forma de uma série de poténcias no
parametro e:

() = w (2) + e () + @ (@) + -+
B(a) = 5O(@) + e (@) + *FO(z) + - (3.80)
Ay(z) = Aff”(x) +eAD (z) + AP (2) +

as quais, substituidas nas equagoes de movimento (3.74), levam as seguintes relagoes de

recorréncia

PO (z) = Vi),
n+1) /SR r—y ,.\/ ZA(m) ,U)(n m)( )d v,
AD(x) = Ay (@),

@) = 5 [ Daa—) Z[w(m Y ().

(3.90)
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Assim, em ordem mais baixa de perturbacao temos

~ [ Sute —yr A OO 'y
O(2) = (BO)1 () / 5O () AD(y)Say — 2y,
— 5 [ Date =)Wl
@) (z) = / Sule = 0740 0) | [ Saty = AP @00 ) (3.91)
— 5 [ sata = { [ Drty = 20010l Oy
D) == [ Data =) |80 [ Snly - AP O]
=5 [ Prta =) | [ 5061 A Gats ~ it

De maneira similar, os observaveis fisicos podem ser construidos perturbativamente.

Por exemplo, para o operador corrente
1 — Jo (@) 2 7(2)
= —5 (@), (@) = 5,7 (@) + eJ,7 (@) + 7 (@) + - (3.92)
temos, em virtude das séries (3.89),
0 _
‘];(1, )(I) - 07
1 -
1 0 0
T @) = =3[0 (@), 7 (@),

@) = [w“” 0 [ Sl = AP )0 s
) (3.93)
3| [ 90 a0 st - )00 )
— 5 [{17O@.nte — 6]
+ [P0 Saly = 21,380 @)] AL )d'y.

Conforme pode ser visto a partir de (3.91) e (3.93), as solucbes perturbativas das
equagoes (3.74) contém produtos de operadores A,(P >, ¥ e funcdes singulares. Por este
motivo, o operador 1 ndo possui elemento de matriz nulo entre o vdcuo |0) e um estado
|g, k) contendo um féton e um elétron. Mesmo em ordem mais baixa de perturbagao,

pode-se mostrar que [25]

(O (x)lg, k) = /SR(I = )y O1AD () [k (01 () ) d"y # 0. (3.94)
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Este resultado é muito diferente do caso nao interagente, onde o operador v cria a partir

do vacuo um estado contendo apenas um elétron.

3.4 CALCULO DO TENSOR DE POLARIZACAO
DO VACUO

A titulo de referéncia futura, mostraremos como o tensor de polariza¢do do vdcuo

Kl
pode ser calculado no contexto deste formalismo. Para isso, adicionaremos & densidade
lagrangiana (3.71) o termo ez/;'y/*wAi"“, que corresponde a introdugao de um campo externo

Afj“. Por sua vez, as equagoes de movimento tornam-se

DA (2) = =5 [b(2). 1)) = J*,

(3.95)
(i9"8, — m)p(x) = —e [Au(x) + AT (x)] v"Y (2),
com as correspondentes equacoes integrais
() = iy() - / Sale — e [Auly) + AT )] 10 W),
(3.96)

Atz / Dl = ) [F() b))y

Considerando as expansoes (3.89) e a aproximagao de primeira ordem no parametro

e, temos

$(e) = vy(z) — / S(@ — y)v* [AD (y) + A% (y)] ¥s(y)dy
(@) = Gy(a) — e / T [AO(y) + A% ()] Saly — 2)dly,  (3.97)
que, por sua vez, levam ao seguinte operador corrente
Iua) = =5l s+ 5 [ { 500 mSnto — )" vsto)]
+ [ Saly — o) s (@)] } [AD(w) + AT w)] d'y. (3.98)

Tomando o valor esperado no vacuo do operador acima, obtemos

O @0) = S0 [ [yt 2#Sn(x ~ 9 5(0)] A7)y I0)y
2
€
+30 [ ()" Saly — 2),75(2)] A ()t ylo)at

= 5 [ 0800~ 91" )as 01 [l 5s()] 104 et
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+ 5 [0Sy = 2)asl0] [51a(0), o1a(@)] VAT )y

62 v ex
=5 /(W“SR(I — P )as S5y — &) A (y)d"y
62 ' ex|
+5 [ 07Saly = Dot S — AT )y
2
€

=5 [T D Sate = 92"y - 0) 4 2" Saly oSV - p] AT W)y

- / I (2 — ) A (y)d'y, (3.99)

onde fizemos Ssg)(l —y) = (0| 15(y), ¥sa(2)]|0) e definimos o tensor de polarizagio do
vécuo I (x — y) por

2
&
(x = y) = S Te[y"Sw(e — y)y"SV(y — 2) +9"Saly — 2)7"SD (@ = y)] .~ (3.100)

Uma representacio integral para a funcio singular S pode ser obtida pelo emprego
das decomposicoes (2.168) e (2.169), da propriedade (2.175), das relagoes (2.199) e (2.200)
e das representacoes (B.56):

SB (@ —y) = Ol[drs(y). Yra(@)]10) = (O10F5(y) 7. (2)]0) — (017, (2)875(4)]0)
= (0] [1), ¥7a(@)] , 10) = (O] [¥u (@), ¥75(v)] , [0)
= (i7" 0y + m)ap [iA (z +y) —iAT (z + y)]

- ﬁ(iwaﬂ + 'rrL)a/s/ [O(—p°) +6(1°)] e PED§(p? — m?)dip
- % / e PP+ m)asd(p? = m)d'p: (3.101)

Para o cdlculo do tensor de polarizagao do vacuo, é conveniente o emprego do espago

dos momentos. Considerando IT** como a transformada inversa de Fourier

1 .
" (x—vy) = e~ PEVII (p)d*p, 3.102
1

(27)
e utilizando as representagoes integrais (3.76) e (3.80) obtemos

62 / 1 / 1 L / v /!
(0 ) = ~grss [ Aty S o'+ 0T+ m)y o +m)
X {5(])”2 —m?) {PP&% —ims(p? — 771,2)5(])6)} +

—m

1 )
5 +imd(p" — m2)e(pg)} }e’”’(’”’y). (3.103)
n

+6(p? —m?) {’Ppim —

Comparando a expressdo acima com (3.102), concluimos que II*(p), o nicleo da trans-
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formada inversa de Fourier, é

&2

H[U/(p) — _2(2’771')3 /d4p/d4p//5(p _p/ +p//)Trhu(p/ 4 WL)’}/U(ﬁu + m)]

/. 1 : /1. 1!
X {5(]92 —m?) {Pm +imd(p”? — m2)6(p0)} +

/1 1
+ (5(]) 2 _ mQ) |:,Pp7/2 g

im0 = et . (3.104)

O trago que aparece em II*”(p) pode ser facilmente calculado. Levando-se em conta
que Tr[y*~92...~4%] = 0 para um nimero n impar e demais propriedades referentes ao

trago de um produto de matrizes de Dirac [27], temos

Tey"(p' + m)y” (p" + m)] = popls Tr[y” Y yP] + m? Tr[y )
N————— N—_——
=4(ghagvB—grv gaB 4 guBgav) =4gHv

_ 4[ 7 //y+p/1/p//u+gp,y( p/p//)] (3105)

Mostremos agora que " é simétrico. Inicialmente, notemos que o termo entre
chaves em (3.104) é invariante pela troca p’ <> —p”. Denotando este tltimo por {---},

segue que

2

_e
2(2m)?
2

~2(2m)3

() = 5 s [ @ity sl — o+ VDG m  ml)

I <—>_—p”

/ A 5o — o + 1) Tely (= +m)r (" +m) (-}

(3.105)

VLafyb () (7 m)]

= Hﬂy(p)v

conforme o desejado.

Pelo fato da teoria sob consideracdo apresentar simetria de gauge, sabemos, como
resultado do teorema de Noether, que ocorre conservagao de carga. Consequentemente,
de (3.99)

0= (00,0) = [ 0N (o — ) A (',

ou seja,

011" (x) = 0. (3.106)
Equivalentemente, no espago dos momentos

—i —ipx v
0=09,0"(z) = W/F prp TP (p)d*p

p 1" (p) = 0. (3.107)
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Por ser um tensor simétrico de segunda ordem dependente apenas de p, podemos

inferior da invariancia de Lorentz da teoria que I1#” é da forma
1" (p) = G(p)p"p” + H(p)g"". (3.108)

Em virtude da restrigdo (3.107) imposta pela simetria de gauge ao tensor II*”(p), as

fungoes G(p) e H(p) estao diretamente relacionadas entre si

pull" (p) = p"[G(p)p* + H(p)] = 0.
H(p) = —G(p)p*

Portanto, o tensor de polarizacao do vacuo no espaco dos momentos tem a forma funcional
1" (p) = G(p)[p"p” — ¢"'p’]- (3.109)

Tomando o trago do tensor II*” em (3.109), obtemos que G(p) é dado por

1
Gp) = —5 510
62
= ZLSTSpZ /d4p/d4p/’5(p _ p/ +p//) TI“[’Y”(p, + m)“/u(]b” + m)]{ . }

(3.105)

—8(p'p""—2m?)

—e? 1
= 6732 /d4p’d4p”( 'p" = 2m*)(p —p' + P//){5(Pl2 —m?) |:Pp//2

—m2

. 1 .
+imd(p" — mz)ﬁ(p”)} +6(p" —m?) {Pm —amd(p” — mz)&(p’)} } (3.110)
Conforme sera visto a posteriori, o cdlculo individual das partes real e imaginaria

de G(p) mostra-se vantajoso. Fazendo wp = 1/p2 +m? em (3.110), a parte imaginria
de G(p) é

2
5 26 - /d4p/d4p//(p/p// _ 2777,2)6(]) _ p/ +]J")5(p’2 _ Tn2)5(p//2 _ m2)
TP

x [e(pg) — e(ph)]

- % /C“p’ [P = p) = 2m°]3(p” = m*)S((0' = p)* — m*)[e(p’ = p) — e(p))]

ImG(p) =

d&’p ,
= 127rp2 o /dpo P —p) —2m*]6((p — p)* —m?)

x [3(0h — cop) + 300t + )] [e(w) — 2]

e’ /dSP/{ / 2 Wp' — Po
=— PP — powp —m?)d(p® — 2powy + 2p’- P {pi—l}
1272p2 Wpr ( 0%p ) ( 0%p ) lwp — pol

ol



92

(PP + posipy =m%)3 (0 + 2powry + 29 p) {MH}}
—_—

|Wp + pol
=%
*62 pZ ) d3p/ 0 — Wp!
=—— (% +m 5(p? — 2powyy +2p"p) |14+ LR
12722 (2 +m )/ o (p Powp + 2P p) + \po pr|
P p()+Upr
+3(p? + 2pown + 20" P {—1—&-7}}. (3.111)
( ° ) [po + wp|

Sendo Jm G(p) um invariante de Lorenz, a integral (3.111) é simplificada pela adogao

de um referencial inercial em que p = 0. Neste referencial

—e? 2m? d*p — Wy
= 1+ - ——36(ps —2 14+ -2
i) = ity (145 ) [ St 2w 14 2222

Po + Wp
s ) 2 )
(0 0 P) ‘poerp/‘

22 o [22 2
_ ¢ <1+2m) x 22 5( . ,7x2+m2) Po— VIs+m
6m V2 +m? |pof\/x1+m2|

o + V2 +m?
+(5(p2+2p \/z2+m2) -1+ 3.112
0t 2 o+ Vo] (3.1

Analisaremos esta integral por casos.

Caso 1: 0 < Va2 + m? < py.
Neste caso, §(p2 + 222+ m2py) =0 e {1 + povidm ””2“”2} = 2. Logo,

[po—VaZ+m?|
—e? 2m? ©  dx2? 3 3
ImG(p) = g(l n ) \/9327 ( — oV m )
—e? ©  dxz? Do
:—1+2"‘> ( 2 I2+m2) .
P ( v/ G [polV ™

Caso 2: 0 < pg < V2 + m?.

Neste caso, §(p2 + 2v/2% + m2py) =0 e {1 + %\/%} = 0. Logo, ITmG(p) =

Caso 3: po < —Vz2+m? <0.

Neste caso, §(p2 — 2vx2 +m2py) =0 e {—1 + %} = —2. Logo,

JmG(p) = 3; (1 + 22 ) T_dea? (5(])(2) + 2p0\/m>

o Vi

—e? *© drx Do
[ I ) 76('12 — 2|po|V 2 + m2> —
3 ( I o Vx?+m? Po ol Do)

Caso 4: —vVa?2+m? < py < 0.
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Neste caso, §(p2 — 2vz2+m2py) =0e |—1+ ‘Zﬂ? % = 0. Logo, JmG(p) =
Vemos, portanto, que JmG(p) # 0 somente se 0 < VazZ+m? < py ou py <
—Vx2 4+ m? < 0. Em termos da varidvel x, estas condigdes sdo equivalentes a 0 < = <
© . 3 . 7 . 2 .
V/p§ —m?2. Além disso, p§ — 2|po|v/x? +m? s6 possui rafzes reais se Z& > m?, ou seja,
2
JmG(p) =0se & < m?

Da anélise aprcscntada acima conclui-se

pﬂ m2
~ m d
JmG(p): 1-i-2 ) x2+mz —2|po|Vz? + m? > 7o <4 —m2>

_ z) \/%w@(_mz)x
0
Wﬁ[(s(z”mpa(ﬁ 4m2)}

=0

:i<1+2m) Vp0—4m2 2 po @(ﬁg >

X

o ——0O(2—m
3 7o 8 Ipoj Po)
—e? 2m? 4m? 2

S D L T L @(p—of 2). 3113
127 ( - n ) e el —m (3.113)

Lembremos que Jm G(p) foi calculado num referencial em que p = 0. Em um refe-

rencial inercial arbitrario

—e? 2m? 4m? p?
JmG(p) = o (1 + [7) \1- pTe(p)G)(Z - «m?) . (3.114)

Assumindo que os campos A% (y) e 9,A%*(y) se anulam no limite |y?| — oo, decorre

do teorema da divergéncia que

Jatwre e nazy) = - [aye o Ay, (3.1152)

—g fatype DA ) = [atye e DAL ) (3115)

Assim, das expressoes acima e de (3.99), (3.102) e (3.109), o valor esperado do operador
corrente pode ser escrito em fun¢do de G(p) na forma

O I0) = s [ Ay Gty = gl A

b
(2m)*
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d'yd'p G(p)e™ ") [DAL(y) — 90" AT (y)]
=0 ()

d'yd'p G(p)e™ ") Tl (y). (3.116)

Il
o
:q»a
\

Il
o
| =
=
—

Para que a teoria exposta até aqui seja causal, é necessario que

Gz —vy) = / d'pG(p)e @) =0 se 2°—4° <0. (3.117)

1
(2m)*
conforme podemos ver da expressdo (3.116) pois, do contrario, a corrente induzida depen-
deria da corrente externa fora do cone de luz retardado.

A propriedade (3.117) permite a extensao analitica de G(p) ao semi-plano complexo
I, ={p’+ine€ C:n>0}. Com efeito,

G(po'i‘lni ) /d4IG( ) i[(pQ+in)a —p-x] _/dd / dCE G ) 7(pz 7px) —na? (3 118)

que converge, pelo fato de 7 ser positivo e assumirmos que G(p) estd bem definida (o fator
e " “melhora” a convergéncia da integral).
A fungdo G(p°+in) definida acima é analitica em I, e pelo teorema de Titchmarsh,

sua parte real relaciona-se com a sua parte imaginaria pela transformada de Hilbert

Re G(p) = FP/ %(po)dm (3.119)

2 2 2 2
0/ 2y e 2m 4m D 9
HU(p)._—127r2 (1+—p2 )Ml——pz @(74 —m), (3.120)

podemos escrever Jm G(p) = me(p)I (p?). Desta forma, de (3.119)

Definindo

(0 _
Re G(p P/ v 0" — p* dI—P/ oW —p?) [—— + L |
wltl =0 z—p°  x+p°
(0) _ (0)
:P/ II (2 2p )d(IQ)zfgﬁa,P/ 11 (2)da
0 5 =Py —p? a—p
1O (a) -
- @) 2 0,2 .
73/0 s da =TI (p*), (3.121)

que diverge e, portanto, G(p) nao estd bem definido.
Para obtermos um resultado finito, notemos inicialmente que a quantidade medida

experimentalmente é a soma da corrente externa original J&, com a corrente induzida
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(3.116)

et () + (0% (2)[0) =

tot [ty L= Gl e sz

Caso G(p) fosse uma constante, o resultado da interagdo entre o campo externo com
a corrente fermidnica seria a multiplicacdo da corrente externa por uma constante. Por
sua vez, isso corresponderia a uma mudanga na unidade de carga de J!,. Embora G(p)
nao seja constante, este raciocinio demonstra que a adi¢ao de uma constante arbitraria a
funcdo G(p) representa fisicamente uma mudanga na unidade de carga.

Para que seja possivel uma comparacao inequivoca de (3.122) com o experimento, é
necessario que especifiquemos a unidade de carga de acordo com alguma conven¢ao. Por
esse motivo, exigiremos, para campos externos que variam muito lentamente no espago e
no tempo, que a corrente observada seja idéntica a corrente externa. Isso é equivalente a
imposi¢ao de que G(p) se anule em (3.122) para p = 0. Portanto, a corrente observada é

definida por

Tilo) = sy [ s 1= Glo) = GO) T ().

A determinagao inequivoca da unidade de carga realizada acima é um procedimento
conhecido por renormalizagao da carga.
Da expressao (3.114), vemos que JmG(p) = 0 para p = 0. Portanto, a renorma-

lizagao da carga modifica apenas a parte real de G(p) e podemos escrever
G(p) = G(0) = IO (p2) — TLO(0) + ime(p)ILO) (p2). (3.123)

A expressao acima ¢é ainda divergente. Porém, ao considerarmos formalmente a
diferencga 1) (p?) — T1©(0), obtemos o resultado finito [25]

_ _ % 1 %a)
) - 100 =7 [ 19 (- D) aa—pp [T
0 a—p
. © 1 2m? 4m2 .
_ (1 ) 1 - T 2> 4
57 a(a—p2)< +5) ‘ = m)
_ 2 [ 4 2 2 4 2 1 4m?
:%]}2 §+i7( m)\/lfihl +\/7V . (3.124)
7 a ‘

m2

que ¢é valido para 1 — 4p2 > 0. Caso contrario, o logaritmo natural é substituido pela

fungao arcotangente.






Capitulo 4

O FORMALISMO DO CAMPO B

4.1 CASO ABELIANO

Conforte visto na segdo 2.1, o procedimento de quantizagdo canonica em teorias que
apresentam simetria de gauge apresenta dificuldades na definigao dos momentos canonicos.
Por este motivo, a introdugao de termos de fixagao de gauge na densidade lagrangiana
original da teoria se torna indispensavel.

Ainda que ja tenhamos apresentado duas maneiras distintas de quantizarmos o
campo eletromagnético na secao 2.1, apresentaremos aqui um procedimento alternativo
que, embora nao seja necessario no caso eletromagnético, torna-se indispensavel na quan-
tizagao de teorias com simetria de gauge nao-abelianas [29].

A quantiza¢ao do campo eletromagnético pode ser efetuada de uma maneira co-
variante através da introdugao de um campo auxiliar B, escalar e real, na densidade

lagrangiana que descreve a teoria livre da seguinte forma
Lgm = 1F F* + B9, A" L B? 4.1
EM — 71 %z + i + ia 3 ( . )

onde o € R é chamado de parametro de gauge. Como casos particulares, temos o gauge
de Landau e o gauge de Feynman dados por @ = 0 e @ = 1, respectivamente.

Por intermédio de (4.1), a densidade lagrangiana para a QED torna-se
1F F* + Bo, A" 1 B? + (iv"0, h— g A*
Lappy = 3 Fu B + BOA" + SaB” + ¢(7"0, — m)y — j, A", (4.2)

com j# = —eih(x)y"h(x) e seguem das equagoes de Euler-Lagrange (1.18) as equacdes de

movimento para A*

_ 0 1 Ao P SOAN
0= 8“, [0(8“,141,) ( 4F)\pF + Ba)\A 8Ay ( JAA )
1 aFAp A by A .
_ _Z v pSH SV P SV
On [ 20(0,4,) BN | 00

97
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1
=0, {—5(555; — GESK) Y+ Bg“”} +jY =0, F" + @B+ j"

O F" — "B = j*. (4.3)

Analogamente, para o campo auxiliar B:

0 17} 1
— _ % = 2
0=20, {6(@3) (O)} 3B (BBH,A + 2(13 )
0, A" + aB = 0. (4.4)

Notemos que da equagao (4.4), a condi¢ao de Lorenz J,A* = 0 é satisfeita so-
mente no gauge de Landau, ou seja, quando o = 0. Além disso, isolando B em (4.4) e

substituindo em (4.3), uma equacao andloga a (2.19) é obtida
1 .
0A” + (7 - 1) 0" (0,A") = j". (4.5)
a

Entretanto, as equagoes que envolvem B e A" podem ser desacopladas. De fato, con-
traindo (4.3) com J,, segue da antissimetria do tensor do campo eletromagnético e da

conservagao de j¥ a seguinte equacao para B:
0B =0. (4.6)
Portanto, o campo B é livre e nao-massivo.

4.1.1 QUANTIZACAO CANONICA

Para efetuarmos a quantizacgao candnica, consideraremos somente o campo A* como

varidvel canonica. De (1.19) e (4.2), os momentos canénicos sao dados por

v = QLans 0 (i Ao B&AAA) = —F% 4 ¢%B. (4.7)
DA, A(9A,) \ 4

Além disso, sdo impostas as seguintes relagdes de comutagao a tempos iguais

[Au(@), 7" (y)lo = i0,0(x — y),
[Au(), Au(y)lo =0, (4.8)
[ (x), 7" (y)lo = 0.

Da defini¢io dos momentos conjugados (4.7), vemos que os campos B e A*¥ podem
ser expressos em termos de 7/
B =",

ik k A0 k (4'9)
AY =0%A° — 7.
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Porém, o mesmo nio ocorre com A’ e B. Estes se relacionam com os outros campos

através das equagoes de movimento (4.3) e (4.4):

B = (?”FHU +j0 = akaO +j0u

. 4.10
A = 9, A" — aB. ( )

Assim, levando em conta que j° = 7% comuta com A, e 7" a tempos iguais, segue de

(4.8), (4.9) e (4.10) as relagdes de comutacgao

[Au(2), Ao()lo = ~[Au(2), B A ()]0 — a[A,(x), B(y)]
= =0 [Au(w), A )] — alAu(@), 7 (1)o = —iadld(x — y)
= —i[guo — (1— 0)8%0)8(x — y),

[Au(), AW)]o — [Au(2), m(¥)]o

= OV [Au(x), Ao — igud(x = ¥) = —igud(x — )

= —i[gu — (1 — a)p0)]0(x — ),

[A(2), Au(y)]o

[A,u('r)v A.V(y)}() =—1 [g/.w - (1 - 04)6253] 5(X - Y)a
[Au(2), By)lo = [Au(@), 7°(y)]o = i6,0(x = ¥) = iguod(x — ¥),

[Au(@), Byl = [Au(2), S F™ (9)]o + [A,(2), 5o
= O [Au(@), Ao = 0 [Au(2), A )
= _zgllkal(gy)é(x - y) = —Lﬁﬁaké(x — y)7

[B(z), By)lo = [7"(x), 7 ()]0 = 0,

[Ao(x), B(y)]o = —[0:A* (), B(y)]o — a[B(x), B(y)ly
=~ [A%2), B(y)ly = 0 = i650x0(x — y)
[Ar(z), By)lo = [0:A°(x), B(»)]o — [mi(z), B(y)lo
= 1A (), B)lo — [m(@), mo()]o
=i 6(x — y) = i0Lod(x —y),

[Au(2), B(y)]o = i0k0kd(x — y),

[B(x), B(y)]o = [B(z), 5 F* ()0 + [B(x), /%0
= OW[B(x), A(y)]o — 8 [B(x), A*(y)]o
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= —i0Ws(y —x) — z'c'),(f)a,iz)é(y - x)
= —i06(y — x) +i0@s(y — x)
= —i06(y — x) +i06(y — x) =0,

Em suma:
[AM(:L‘), Au(y)]O = 77’[9#» - (1= a)éﬁég]é(x -,
[A}l(x)v B(y)]U = if/u(]é(x - }’)a
[Au(@), Byl = ~[Au(2), B(y)]o = ~id303(x — y), (4.11)

Para o campo de Dirac ¢, sabemos que [¢)(z), A, (y)]o = [¥(z), A#(y)]o = [¥(z), By)lo =
0. Entretanto, de (4.10) e (2.166)

[W(z), By)lo = [¢(x), B F* ()]0 + [(x), 1 (W)o = e[t (), P (y)7*¢ ()]
= e[(2), ' ()Y ()]o = e[t(@), ¥ ()3 (y) — et (W) [e(x), L(y)]S
=e(x)d(x —y). (4.12)

4.1.2 PROPRIEDADES DO CAMPO B E CONDICAO SUB-
SIDIARIA

Pelo fato do campo B satisfazer a equagao de campo livre (4.6)

o conhecimento de B e das suas derivadas 9,B em uma superficie de tipo espaco o,

permite escrevermos a seguinte solugao para o problema de Cauchy associado [2]
B(y) = /d(r”(z) [Q(f)D(y —2z)B(z) — D(y — z)aﬂ,B(z)] , (4.13)

onde
_t
(2m)?

¢é a fungao singular, invariante de Lorentz e solugdo do seguinte problema de contorno

Dix) = — / dpe(po)d (e, (4.14)

(vide apéndice B)
OD(z) = 0,
D(z) = 0 para 2% < 0, (4.15)
(‘90D(x)\0 = —6(x)
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Além disso, segue de (4.14) que a fungao singular D é impar e que 9D (z)|o = 0.
Em particular, quando o for uma superficie plana a tempo constante, i.e., o é
determinada por uma expressao da forma zg = a € R, o elemento de superficie torna-se

do = (dx,0,0,0) e de (4.13) se obtém a seguinte representagao integral para B:
Bly) = / 2 [0 Dly — 2)B(z) ~ D(y — 2)0B(=)] (4.16)

Por intermédio das relagdes de comutacdo a tempos iguais (4.11), de (4.12) e da
representacao integral acima, os comutadores a tempos distintos podem ser calculados.

De fato, tomando zy = zq:

[B(x), B(y)] = / @2 {0 Dy - 2)[B(@), B(=)ls — Dly - 2)[B(x), B(=)lo }
=0, (4.17)
[Au(2), B(y)] = / @'z {07 D(y - 2)[A,(@), B)lo = Dly = )[4, (2), B()ho |
= /d3z {~i0p0D(y — 2)0(x — z) + i6y D(y — 2)06(x — 2) }
= —idg@oD(y —x)— idZOkD(y — ) =—10,D(y — z)
= ~i0,D(x ~y), (4.18)
(w().B)) = [ @2 {0 Dy - (). B - Dly -~ (). B}
= 76/(13ZD(y —2)Y(2)d(x —z) = —eyp(x)D(y — x)
= ev(w)D(x ~ y). (4.19)

Além disso, dos comutadores acima e de (4.3) seguem

[ (@), By)] = 0P [A,(x), By)] — 8 [Au(x), B(y)]
= —i0,0,D(z — y) + 10,0, D(x —y) =0, (4.20)

[7(2), B(y)] = [0,F" (x), B(y)] - [0"B(x), B(y)]
= O [F™ (x), B(y)] = 0" [B(x), B(y)] = 0. (4.21)

Os resultados acima sugerem uma similaridade entre o comutador de B com os cam-

pos A, 1 e suas respectivas transformacoes de gauge. Mais precisamente, consideremos
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as versoes infinitesimais das transformagoes de gauge (2.9) e (2.216)

A () — Aulx) = Bye(x) = D(A)e(x),

(4.22)
P'(2) — ¥(x) = ied(z)e(x) = D(¥)e(x),

onde D(A,) =0, e D(¢) := iey(x). Entao 4.18 e 4.19 podem ser escritos nas formas

[Au(2), B(y)] = —iD(A,)“ D(x —y),

4.23
[0(2), By)] = ~iD() D(z — y). "

Esse resultado se generaliza para os outros termos da densidade lagrangiana (4.2). De
fato, consideremos o conjunto C = {A,, ¥, ¢, F,, F*, B, B0, A*, B2, Yy 0,1, 0, j,A*} e
uma quantidade local ®(z) € C. Através do calculo direto, é possivel mostrar que sob as

transformagoes (4.22), ®(z) se transforma na forma

¥ (z) — B(x) = D(D)e(x), (4.24)

onde D é um operador diferencial definido por D(F,, F*) = 0, D(A,) = 0,, D(¢¥) =

iey, D(¢Y) = —ie, D(B) = 0, D(B,A") = BO, D(B?) = 0, D" 0,) = iepy*pd,,
D(rb) = 0, D(j, A*) = —epy1pd,. Além disso,

[®(x), B(y)] = —D(®)@) D(x — y). (4.25)

Da representacio integral (4.16) define-se as partes de frequéncia positiva e negativa
de B
BE(z) = / P2 [0 D (x — 2)B(2) — D*(w — )b B(2)] (4.26)

onde

D*(z) = ;ﬁ / d*pO(Lpo)d(p?)e P, (4.27)

de modo que D e D* se relacionam da seguinte forma

—1

D*(z)+ D (z) = oE

/ d'p[O(p0) — O(—p)| 8(?)e ™ = iD(x).  (128)
— ——

=¢(po)

No formalismo do campo B, a condigao subsididria que define o subespago fisico da

teoria Vpnys, andloga a condicao (2.109), é
B ()l) =0, (4.29)

ou seja, |f) € Vpnys se e somente se BT (z)|f) = 0.
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Vejamos agora algumas consequéncias desta condigdo subsididria . Em primeiro
lugar, (4.29) garante que Vs ¢ invariante sob a evolucdo temporal do sistema, i.e.,

HVyys = {HI|f) 1 |f) € Vphys} C Vinys, POis como consequéncia da equacao de Heisenberg
8B*(z) = [iH, B* ()], (4.30)
segue para |f) € Vypys:

—iB*(2)H|f) = i(HB"(x) = B (x)H)|f) = [iH, B* (2)]|f) = (B (x))|f)
Oo(B* (2)If)) = BT (2)(d] f)) = 0. (4.31)

Logo, H|f) € Vynys.

A condicdo (4.29) também garante que as equagoes de Maxwell sejam vdlidas como
valores esperadores em Vpuys. Dados |f),|g) € Vinys, das equacoes de movimento (4.3),
(4.4) temos

= (f10"B(2)lg) = {f|0"B"(x) + 0"B (x)lg)
= (fl0"B*(x)lg) + (f10"B* (z)lg) = 0, (4.32)
(10, A"(2)lg) = —a{f|B(2)lg) = —a{f|B(z) + B~ (z)lg) =0,

(10 F" () = 3" (x)lg)

onde utilizamos a propriedade (B~)" = B* e que

(fl0,B*(x)|g) = / &z |00 DE(x — 2) (f|B(2)|g) 0 D*(x — =) (f|0oB(2)g)
=0 =0

=0.

Logo, as equagbes de Maxwell, no gauge de Lorenz, sao vélidas como valores esperados
em Vppys-

Além disso, a condigao subsididria também garante a positividade da norma dos
estados em Vs A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [29)].

Embora tenhamos introduzido um termo de fixagao de gauge em (4.1), a densidade

lagrangiana (4.2) possui ainda a seguinte simetria residual

Au(r) = A (z) = Ay(w) + 0uA (@),
P(x) = P () = AOp(z), (4.33)
B(z) = B'(x) = B(x),

onde A satisfaz a equacao
OA(z) = 0. (4.34)
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Comparando (4.2) com (2.213), podemos escrever
L o
‘C’QEDB = »CQED + B(?uA'u + iaB .

Conforme demonstrado na segao 2.2.4, Lqgp ¢é invariante de gauge. Assim, frente a

transformagao (4.33)

1 1
Qepy = Loup + BOA™ + 5aB” = Lown + B, [4(2) + 9*A@)] + jaB°

1
= Lqep + BO, A" (z) + BOA(x) +5<¥BZ = Lqep-
——

=0

Por intermédio das equagoes (4.6) e (4.34), verifica-se que a quadricorrente
JH(z) = 0"A(z)B(z) — A(z)0"B(z),
satisfaz a equagao da continuidade:
0, J*(z) = OA(z)B(z) + 0" A(x)0,B(x) — 0,A(z)0" B(x) — A(x)dB(x) = 0.

Logo, conforme visto na segao (1.4), a seguinte carga ¢ conservada em decorréncia do

teorema de Noether:
On — / iy — / &% (oA (2)B(x) — A2)06B(2)]. (4.35)

Esta carga de Noether estd intimamente relacionada com as transformagoes de gauge

infinitesimais (4.22). Considerando ® € C, (4.24) e (4.25), segue da andlise por casos que
[iQx, (z)] = i/d3y {0A(W)[B(y), ®(x)]o — Ay)[00B(y), D(x)o}
— - [ @y {au)D@) DG — ) - A (@) P DG )]}

- / iy {oA(y)D(@)® Dz — y) — Ay)D(@)D5(x — y)}

= D(®)A(x). (4.36)

Portanto, @, é o gerador da simetria de gauge infinitesimal.

4.2 CASO NAO-ABELIANO

Como ja mencionado, a quantizagdo de teorias com simetria de gauge leva necessa-

riamente a introduc@o de termos de fixagao de gauge. No caso da teoria de Yang-Mills,
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além destes termos, torna-se necessério a introdugao de fantasmas de Faddeev-Popov para
a obtengao de uma matriz S unitdria [29].
Veremos nesta sessao como estes termos surgem dentro do contexto da quantizagao

canonica.

4.2.1 O PRINCIPIO DE GAUGE

Na secao 2.2.4, a interacao entre matéria e radiagao foi obtida através da subs-
tituigdo minima (2.207). Este procedimento resultou em uma densidade lagrangiana,
equagao (2.215), que ndo possufa simetria de gauge. Vimos que esta simetria poderia ser
estabelecida impondo as transformacoes (2.216) para os campos de matéria.

Nesta se¢ao, mostraremos que este procedimento pode ser invertido, i.e., que a
interagao entre matéria e radiagdo pode ser obtida pela imposigao da simetria de gauge
local. De fato, serd mostrado que este principio leva naturalmente a existéncia de um
campo que interage com os campos de matéria e ao termo de interagao (2.211). Este
campo sera identificado posteriormente com o quadripotencial eletromagnético.

Por conta disso, o principio de gauge é de extrema importancia em fisica, pois é
através dele que a interagao entre as particulas elementares é determinada.

Consideremos a densidade lagrangiana do campo de Dirac

Lp = (@) ("0 — m)(z). (4.37)

Frente a acao do grupo U(1)

() = (z) = (),

- - - 4.38
(@) = V' (x) = e (), )

com 6 € R, a densidade lagrangiana (4.37) é claramente invariante

Ly =Y (x)(i7"9, — m)Y' (z) = e () (i7", — m)ey(x)

= 0(x)(iy"0u — m)¥(z) = Lp.

Vejamos agora o que acontece se permitirmos que o argumento da exponencial em
(4.38) dependa das coordenadas espago-temporais. Mais precisamente, consideremos uma

funcdo A : M — R, e a agdo do grupo U(1) da forma

W(@) = (@) = M Dy(a),

_ i o 4.39
U(x) = U (x) = e HDY(a), )
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em que ¢ é um parametro real que sera identificado posteriormente. Temos

Ly = TW(,’L') (i, — m)' (z) = efiqA(z)’t/;(:I;) ("0, — TTI/)eiqA(z)/(/}(ZL‘)
(@) ("0, — m)p(x) — q()y*(2) DA (x) = Lp — qip ()7 () DA (),

ou seja, Lp nao é invariante pelas transformacoes (4.39).
Analisando Lp e a forma de (4.39), vemos que o problema estd na transformagao
do termo 0,9 () :

0. (z) = 9, [eiqA(z)l/J(x)] = @ [ (2) +iqh ()0, A (2)]

pois, se o segundo termo entre colchetes acima néo existisse, L£p seria invariante. Assim,
uma maneira de impormos a invariancia frente a (4.39), é substituirmos a derivada 9, (x)

por outro objeto matematico D, (x) que se transforma covariantemente
(D) = 9@ D . (4.40)
Para isso, introduziremos um campo de gauge A, definindo
D, =0, +iqA,. (4.41)
Busquemos agora a transformagao do campo A, para que (4.40) scja satisfeita:

(D) = (0, + iqAL)eiqu = ’iqeiqA(@uA)w + eiqAauz/; + iqALeiqu
= ige"® [9,A + AL] O+ 9,0
(440 Db = e (9, +igA, )Y = €140, +ige' ™ A,
= A, =A,-0.\ (4.42)
Portanto, a densidade lagrangiana
L = () (7" Dy = m)ip(x) = () (i7", — m)v(z) — qup(2)7" Ay (), (4.43)

é invariante pelas transformacoes de gauge locais

— Y (z) = €7@y (),
S P (a) = (), (1.44)
(@) = Al (z) = Au(x) — 9\ (2).

Notemos agora que —qb(z)v*A,¥(x) é andlogo ao termo de interacdo (2.211) e que (4.42)

é andloga & transformacao de gauge (2.9). Desta forma, identificaremos A, como o qua-
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dripotencial eletromagnético e ¢ como a constante de acoplamento entre os campos de
matéria 1 e de radiacao A,,.

Para obtermos a densidade lagrangiana da QED, introduziremos em (4.43) o termo
—1F,.(z)F"™(z) que descreve o campo de radiagio e é invariante sob as transformagoes

(4.44). Logo, o principio de invariancia de gauge local leva a

LB (@) P (@) + 0(2) (190, — m)(@) — qdla)y A, ).

Lqep = 1

Na préxima se¢do, a invariancia de gauge local U(1) obtida aqui serd generalizada

para o grupo SU(2).

4.2.2 SIMETRIA DE GAUGE LOCALSU(2)

A proximidade entre as massas do néutron e do préton, a irrelevancia da carga
elétrica em relacao & interacao forte e o fato de ambas as particulas possuirem spin %
levaram Heisenberg [21] a propor que o néutron e o préton seriam estados de uma mesma

particula, o nucleon.

Em completa analogia com o formalismo que descreve particulas de spin %7 o nucleon
é representado pelo vetor
«
N = (5) cC? com la)? + 18> = 1. (4.45)

Assim, o préton e o néutron sao dados, respectivamente, por

p= <(1)> ) n = (?) . (4.46)

Tendo em analogia o operador de spin S, define-se as componentes do operador de

isospin 1

1 1(0 1 1 1(0 —i 1 11 0
[ ==-0y = = L=y = = I3 = —03 = - . (44
1 20’1 5 (1 0) ) 2 202 3 <z 0) ) 3 20'3 B <0 1) ( 7)

Deste modo, o nucleon possui, por defini¢ao, isospin % e os autoestados de I3 com auto-
valores % e f% correspondem, respectivamente, ao préton e ao néutron
(4.48)

p:‘ >= n

o=
N
Il
i
I
B[
~

Da mesma forma que a invariancia frente a rotagoes espaciais leva a conservac¢ao do
momento angular, Heisenberg propos, a fim de garantir a invariancia do isospin, que uma

teoria que descrevesse a interagao forte deveria ser invariante sob rotagoes no espaco de
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isospin, i.e., frente & agao do grupo'? SU(2) [31].
A densidade lagrangiana que descreve um sistema contendo um préton e um néutron

livres, assumindo que 0os mesmos possuem massas iguais, ¢ dada por
Lo = p(in*0, — m)p + a(iy*0, — m)n. (4.49)
Introduzindo o spinor

= (”) ec, (4.50)

podemos escrever (4.49) na forma

Lo =p(l*0, —m)i, (4.51)

onde I'* é uma representagdo em dimensao 8 das matrizes de Dirac

m
F“-( 7 Oua ) (4.52)

Osxa

e P(x) = ()10
Por definigdo, SU(2) é o grupo formado pelas matrizes unitdrias de dimenséo 2, cujo

determinante é 1. Pode-se mostrar que

SU(2) = {( “ _b: ) ta,b € C,la® + b = 1} . (4.53)

Mostremos que (4.51) é invariante pela transformagio
P(z) = ' (x) = GyY(z), (4.54)

com G € SU(2).

Como 1 € C¥, utilizaremos a seguinte representacio® de SU(2) em C?

SU@2)>G = ( o ) — ( olos —0laxs ) € GL(CY). (4.55)

b a* blaxa  a*lyny

A partir de agora, quando nos referirmos a um elemento G € SU(2) consideraremos a

representacio deste elemento em C® definida acima.

10 apéndice A fornece as defini¢oes e resultados necessérios para a leitura desta segio.

2Este fato se baseia no homomorfismo de grupos existente [16] entre SO(3) e SU(2) que sio, respec-
tivamente, os grupos de rotacio em R? e C2.

3Claramente este mapeamento preserva a estrutura de grupo e uma matriz da forma
( allyg —b"laxy

M é unitaria com determinante 1.
bllyx 4 a*lyxq
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Notemos inicialmente que I'* comuta com os elementos de SU(2). Dado G € SU(2),
TeG = 7 Oaxa alya —0"Tyxa _ ayt —=bryt
Osxa blaa  a"lyxa by amyt

I —b*I G
_ Allyxa 4x4 Y 4x4 — ar (4.56)
Ollysq a*Iyxq Ogxa Y*

Assim, de (4.54) a transformagdo de ¢ é dada por

temos

d() = 9 (2) = (GY(@)T° = ¥ (2)G'T° = Y1 (2)I°GT = ()G, (4.57)
e segue a invariancia de (4.51) frente a (4.54) e (4.57):

Ly = ' (iT"9, — m)y' = G (iT*8, — m)GY
= PGIG(IT"0, — m)Y = Yl (iT#0, — m)b = Lo. (4.58)

Tendo em vista a invariancia local de gauge do eletromagnetismo, Yang e Mills
[42, 43] estenderam a invaridncia SU(2) global, descrita acima, a uma invariancia SU(2)
local. Vejamos como esta construgao é feita.

Consideremos uma fun¢ao do espago-tempo M em SU(2)

a(z) —b*(x)

M>32+— G(z) = ( o) o)

) e SU(2), (4.59)
e, ficando subentendida a correspondéncia (4.55), as respectivas transformagoes de 1 e 1

U(x) = P (2) = G(x)d(x),

_ _ _ (4.60)
U(z) = ¢/ (2) = P(a)G ().
Por sua vez, o gradiente transforma-se na forma
Bub() = 0, () = Gla) (0,1 (x) + (0,G(2) (). (4.61)

Analogamente ao caso U(1) da secao anterior, o termo (0,G)1 impede a invariancia

de (4.51) frente a (4.60). A fim de eliminé-lo, introduziremos a derivada covariante
D, =, +igB,, (4.62)

onde g € R e B, pertence a dlgebra de Lie do grupo SU(2), que, de acordo com o resultado
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(A.7), é formada pelos vetores

su(2) ={X € M(2,C): X' = —X e Tr(X) = 0}

] b+ ic
—{( “ f”):a,b,ceR}. (4.63)
—b+ic —ia

Pelo fato de su(2) ser, em particular, um espago vetorial, pode-se introduzir uma base.

Notemos que dado X € su(2),

ia b+ ic i 0 0 1 0 4
X = =a +b +c
—b+ic —ia 0 —i -1 0 i 0

= a(iog) + b(ioz) + c(ioy) = —2ary — 2bmy — 2c7y,

onde 7, = —%aw Portanto, B:={m, 7,73} gera su(2) e, claramente, é um conjunto
linearmente independente. Logo, B é uma base de su(2). Além disso, da identidade

040 = Oaplaxa + i€anc0. segue a “dlgebra dos geradores” de su(2)

1 1
[Tas T] = TaTy — TTa = =7 %% + ;9404

1 1 1 1
= _ZaabHZXQ + ieabCTc + 15ba]12><2 - §€bac7—c

= €apeTe- (4.64)

Da mesma forma que empregamos a representagao (4.55), utilizaremos para su(2) a

seguinte representacao

5u(2) SX = ia ‘ b + ic N ia];4x4 (b +?C)H4X4
—b+ic —ia (=b+ic)lyxq —iallyxy

) € gl(C®). (4.65)

No que segue, ficard implicito o uso desta representacdo quando nos referirmos a um

elemento de su(2). Em particular, as seguintes identidades sao verdadeiras

0q0p = 6ab]18><8 + 2€abcOc,

LS 3
TaTo = 1 abll8x 8 2€abc7_c: (466)
1 1
Tr(7,m) = —ZﬁabTr(]ngg) + 3 Cabe Tr(7e) = —204p-

=0

Busquemos agora a transformacao do campo B,,. Por definicdo, a derivada covari-

ante transforma-se sob (4.60) na forma

D) = D! () = G(a)(Dyb(). (4.67)
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Assim,

D' = (8, +igB,)GY = G(3,) + 9,G + ig B, Gy
“E QD) = G(8, +igB,)Y = GO0 +igGB,W
= igB,GY = igGB, — 9,GY. (4.68)
Multiplicando (4.68) por G~ pela direita, segue da arbitrariedade de 1)
7

B, =GB,G™' + ;(@G)G’l. (4.69)

Portanto, a densidade lagrangiana

L =y D, —m)y
— Lo - 0T By, (4.70)
¢ invariante de gauge local e andloga & densidade (4.43).

Para obtermos a parte cinética do campo de gauge B,,, buscaremos um anélogo do

tensor do campo eletromagnético F},, expresso por

Fow = F2r, (4.71)

pvar

Tendo o eletromagnetismo como modelo, consideraremos

1 1 1 1
Lguge = =7 Fi " = =10 P, P = s FrTe(r,m,) = STE(FwF), (472)

- 4 1224 pv

onde usamos Tr(7,7,) = —2d4. Para que (4.72) seja invariante sob (4.69), é suficiente que
Fuv se transforme na forma

Fl,=GF.G™, (4.73)

pois, da invariancia ciclica do trago segue

1 1
Lhnge = FTFLWFH) = STHGFLFPGT) = STR(GT GFWF™)

gauge

= 7Tr(]:uu]:;w) = ‘Cgaug(y (4.74)

0| — ool —

Como inspiragao, notemos que no caso abeliano o tensor do campo eletromagnético
pode ser escrito em termos dos colchetes de Lie e da derivada covariante 0, + igA,,
1 . .
F‘y,y = %[aﬂ, + qu/u 8V + Zun]

= 0,4, — 0,A, +iq[A,, A) = 9,A, — 0,A,. (4.75)
N——

=0
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Portanto, em analogia ao resultado acima, definiremos

1

]:;u/ = @[D;“ Du] = 8uB1/ - auB,u + ’Lg[Bu Bu]7 (476)

que de fato satisfaz (4.73):

F,, =0.B,—0,B, + ig[B'

pv o

By)
=0, {GBG = (a GG~ } a, [GB,JG +- (a,,G)G }

+ig [GB,,G +2 (6,1G)G JGB,G™' + - (a GG~ }

= (0,G)B,G™ + G(9,B,)G~ + GB,(9,G™") + éW + é(aya)(aucfl
_ _ i S _
—(0,G)B,G™" — G(0,B,)G" — GB,(0,G™") — W — - (@.G)0.G !

+[igGB.G,GB,G™] + {z’gGB,LG*17§(8VG)G*1] - [0,6)G",GB,G]

—

OGGliaGGl}
— (0,GHBIC T + G(0,B,)G " + GBAOGT) + W
— (0.GYBGT — G(9,B,)G — W—W

+i9GB,B,G™" —igGB,B,G" — GB,G ™ (9,G)G=(0,G)B G

=—G(0,G~

)
— (0.09B;G7 + GB,G™ (9,067~ 1(9,G)G =
g N——
=—G(9,G~Y) =—G(8,G-1)
+10,6)67! =
g ——
=—G(8,G1)

=G[0,B, - 8,B, +1ig9(B,B, — B,B,)|G™ =G (0,B, — 9,B,, + ig[B,,, B,]) G™!
= GF,G (4.77)

Assim, a teoria de Yang-Mills com simetria de gauge local SU(2) é dada por

Lym = P(ETHD, — m)y + %Tr(fwf“"). (4.78)
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4.2.3 INVARIANCIA DE GAUGE LOCAL NA TEORIA CLASSICA
DE YANG-MILLS
Sejam G um grupo linear? e g a sua dlgebra de Lie de dimensdo n € N. Os colchetes
de Lie sao a forma bilinear [,] : g X g — g definida por [X,Y] = XY — Y X. Estes
satisfazem
[X7 Y} = 7[Yv X]

(4.79)
(X, Y], Z]+ [V, Z]X]+ [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi).

Como g é, em particular, um espago vetorial real de dimensao n, podemos escolher

uma base {X7,. .., X,}. Desta forma, os colchetes de Lie ficam caracterizados em termos
de constantes de estrutura reais f$_, a,b,c € {1,...,n}, definidas por
(X, X)) = fo X (4.80)

Como consequéncia da introdugao de uma base, as identidades (4.79) originam as seguintes

relagoes entre constantes de estrutura:

fcab = . cbav

d re d re d re s : . (481)
v T eS0T [ =0 (identidade de Jacobi).

Consideremos uma teoria envolvendo campos de matéria {p®}Y_; invariante pela
transformagao destes campos de acordo com uma representagao p do grupo linear G,
ieb

¢ (z) = ¢*(x) = p(u)§e’(z), (4.82)

onde u € (. Uma transformacao de gauge local é definida como uma func¢ao do espago-
tempo M em G
M3z —u(z) €q,

que atua em {p®}2_, na forma
¢ (x) = ¢ (2) = p(u” (2))5¢" (x). (4.83)

A invariancia de gauge local sera obtida pela introdugao de um campo de gauge nao-

abeliano A, que toma valores em g. Este campo ¢ conhecido como campo de Yang-Mills.

40 apéndice A forne as definigdes e resultados necessarios para a leitura desta sego.

%A representagio p do grupo G associara a cada u € G um operador linear inversivel p(u) que atuara
nos vetores de um espago vetorial complexo V' de dimensao N. A introdugao de uma base B = {by,...,bn}
para V' permite definirmos o campo ¢ = ¢p®b,. Assim, a transformagao do campo é na verdade dada por
¢" = p(u)p. Entretanto, como fato bem conhecido, a introdugao da base B estabelece uma correspondéncia
entre o conjunto dos operadores lineares de V' e o conjunto das matrizes de dimensao N. Desta forma, o

que aparece em (4.82) é a representagao matricial de p(u).
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Para isso, substituimos o operador diferencial d, pela derivada covariante V,, definida por

=0+ /_)(QAM) =0, + gAZp(Xa)v (4.84)

onde p ¢ a representagao de g induzida pela representagao p de G definida em (A.15) e g

é a constante de acoplamento entre os campos de matéria e o campo de gauge.

6

No que segue, assumiremos que p é um representagao unitaria®. Desta forma, é

possivel mostrar que a representagao matricial dos operadores p(X,) ¢ hermitiana [29].

Definindo 7, == ip(X,), temos
[Ta, 7] = =[p(Xa), p(X)] = = fun(Xe) = if e, (4.85)
e a derivada covariante (4.84) torna-se
V=0, —igA;Ta. (4.86)

A transformacdo do campo de Yang-Mills A4, é determinada pela covariancia de V,,
sob (4.83) definida por

V0 (x) = plu~ ()5 Ve (). (4.87)

Assim, omitindo os indices das componentes e a dependéncia espago-temporal

V' = [0, + plgA))] plu)ep

= [Oup(u™) + plgA,)p(u™)] ¢ + p(u™")Ou
U Vg = plu) 0, + ploA,)] ¢
(94

= p(u™)0up + p(u™")p(gAu) . (4.88)

Logo, da arbitrariedade de ¢, devemos ter

Fup(u™) + plg A, )p(u™) = p(u™)p(gAL). (4.89)

Multiplicando (4.89) por p(u) pela direita, usando p(u=')p(u) = p(u='u) = p(e) =1,
Oup(u™t) = —p(u™)p(8,uu™") e o resultado (A.16), segue de (4.89)

—p(u™)p(Dpu ) p(u) + plgA;,) plu™)p(u) = plu™)p(gAu) p(u)
—p(u ' duutu) + plgA;,) = plu~'gA,u)
A(gA), —u ' Ou —u ' gA,u) = 0.

SOperadores unitarios sdo importantes em mecanica quantica, pois garantem a invariancia da norma
dos estados e operadores.
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Portanto, é suficiente considerarmos

gA, (x) = u ()

NgAu(@)u(z) + uH(2)0,u(z)
= Ad(v(z

(@))gAu() + v (2)Fu(z), (4.90)
onde Ad é a representacdo adjunta do grupo G, definida no apéndice A.

Queremos agora encontrar uma densidade lagrangiana para o campo de Yang-Mills
A,,. Buscamos um campo F,,,, que faca o papel do tensor F, do campo eletromagnético.

Em analogia ao caso abeliano, esperamos que F,,, contenha um termo d,4, — 0, A,.

Impondo que F,, se transforme na forma

Fl (z) = Ad(u’l(:r:))fm,(:r) = u""(2) Fu(z)u(x), (4.91)

w
segue da transformacao do campo A, (4.90) que
Fuw =0, A, — 0, A, + g[AL, A, (4.92)
satisfaz (4.91):
Fr = 0uA, — 0,4, +g[A,, A)]

=0, (uflA,,u + éu’layu) -0, (uflAuu + éu”@uu>

+9g [u’lAuu + éu’lﬁuu, u T Au+ ﬁu’layu}

= aﬂzflAyu + u’laﬂA,,u + u’lA,,(?Mu + % (8M'tfl(9,,u + u’laﬂ&,u)

- &,U’IAM'U, — u’l(?,,AMu — u’lAu(?,,u - % (8,,u’15‘ﬂu + u’l(?,,@uu)

+g (u’lAHA,,u — u’lA,,Auu) + u’lA#(?l,u —u ! Quut Ayu
=—ud,u~!
1
+ u’lauu u A — u’lA,,Z)uu + 7(u’1 E?Huu’l Ou—u~t Juut d,u)
N—— g N—— e Vand

_ —1
=—0uu—lu =—udyu~! =—udyu

=u ' (0,4, — O A, + g[Au, A])u = v Fu. (4.93)

Fazendo u(z) = et = e!"Xa ¢ derivando em t = 0, as versdes infinitesimais das

transformacoes de gauge locais sdo obtidas:

i) = T Lp () P} = AR ) = — [Nl

= iA(1.)53¢° (@), (4.94)
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6Au(x) _ % e—f,A“XaA#(I)etA“Xa + 1 e—tA“XaauetAaXa
=t0,A%Xa t=0
= —A"X,A, + AN X, + éau/\“xa = [A,, Al + éayA“Xa
= AL A[X,, Xo] + éauA“Xu = é (O A + F4ANN) X, (4.95)
OF u () = % M X N XA = AT, 4 Fu A = [Fu, A
t=0
= F N[Xy, Xl] = [ F A X (4.96)

Portanto, por construcao, a densidade lagrangiana do campo de Yang-Mills invariante por
(4.96) é [29]

1
Lyy = — ZKG;,F#;‘F“"I’, (4.97)

onde K,y é a forma de Killing definida por
Koy = —Tr (ad(X,)ad(X)) = —f%uf % = Kia. (4.98)
De fato, de (4.96) e das identidades (4.81)

1 o_ 1 o v
6Ly = — 1 [Kub B2 + Ky F 2P |- = — Ko dF, P

=KapdF, g P
1 o re 1,0 rf rg ne
75 abf?leAcFI:in;wb _ 5 adejj;g. %fAcFI:iVF/,wb

1 a a e v
= 5 gbf (7 egf{:,d - gdf{ze) A F‘;lzquH b

1 1
_ I Aepd b foAepd d _
- _5 %ff{:zgfadAFFuuFlw - 5 ae be da APF‘;WF‘IW =0
~fa 1% — 1

No caso de G ser compacto’, é possivel introduzir uma base para g na qual [29]
Ky = bap- (4.99)

Além disso, f$, torna-se totalmente antissimétrico por permutagao de indices. Neste caso,

"Compacidade é um conceito topolégico cuja definicao geral foge ao escopo deste texto. Pelo fato dos
grupos lineares serem subgrupos de GL(n,C) e como este pode ser identificado como um subconjunto de
RZ"Q, segue do teorema de Heine-Borel [35] que um grupo linear é compacto se for fechado e limitado.
Os grupos O(n),U(n), SO(n) e SU(n) sao compactos.



117

as constantes de estrutura passam a ser denotadas por fob.

De agora em diante, faremos a suposi¢ao que G é compacto. Assim, (4.97) torna-se

1 a rva
Lyn = =g F P (4.100)

4.2.4 FIXACAO DE GAUGE E FANTASMAS DE FADDEEV-
POPOV NA TEORIA DE YANG-MILLS

Consideremos o lagrangiano invariante por transformagoes locais de gauge
Ly = 1F CFRE 4+ L \Y =L L \Y%
0= gt + Ly(p, V) = Lyy + Lo, Viup),

com L (¢, V) sendo obtido a partir da densidade lagrangiana de matéria Las(, 9,),
invariante por transformacéo global de gauge, através da substitui¢ao 0, — V.
O formalismo do campo B para a teoria de Yang-Mills é desenvolvido a partir da
densidade lagrangiana
L' = Lo+ Lar, (4.101)

onde Lgr ¢ a generalizagdo do termo de fixa¢do de gauge da teoria abeliana

Lop = B0, A" + %B“B“. (4.102)

No caso abeliano, este termo levou ao vinculo

9, A" + aB =0,

e a teoria era invariante frente a transformacao de gauge residual (4.33)

Au(x) — AL(E) = A, (2) + A (),
U(x) = ¢ (x) = €MD),

B(z) — B'(z) = B(z),

com OA(z) = 0. Além disso, pelo fato do campo B satisfazer a equagio de movimento
OB(z) = 0, tornou-se possivel dividirmos B, de forma covariante, em partes de frequéncia
positiva e negativa. Esta divisao permitiu a imposigao da condigao subsididria (4.29), que
definiu o subespago fisico da teoria.

No caso nao-abeliano, estd separagao nao é factivel, pois a equacao de movimento
que descreve o campo B estd acoplada ao campo de Yang-Mills A,. De fato, definindo a
corrente

oL

jra — 2= 4.103
gj Az ( )
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segue da densidade lagrangiana (4.101) e das equagdes de Euler-Lagrange (1.18) que

‘va

_ b _
2 9As 9

Op

oc' oL 0{ L OB pam , g

o 1 0(0xA)) | 10F, o
9(0,Az)  0Az 20(9,Az)

0(9,4)
1 L SV Sa 1 Ce v sa v sa c sva
= 0|~ 5 900105 — BEBEIF + B |~ Jor el + SEADE —

— _aﬂFuua + 0B — gfabcAZF;wc _ gjua — O7
(D, F"™)* = 8"B" — gj", (4.104)

onde usamos o fato que na representagao adjunta, a derivada covariante adquire a forma:

D, F™ = 0,F" + [gA,, F"] = 0,F" X, + gA, F"[X,, X.]
= (u ™ + gf " AL F°) X, = (D F*™)* X,

Contraindo (4.104) com D, e supondo que (D,j”) = 0, obtém-se a equagdo de

movimento do campo B:

(DD, F*™)* = (D,0"B)" — g (Dyj")"
N———

——
-0 =0
(D,0"B)* =0, (4.105)
ou, explicitamente,
OB* + gf*“Ald" B = 0. (4.106)

Assim, a condigao de Gupta (4.29) ndo pode ser estendida de maneira consistente para o
caso nao-abeliano.

O que pode ser generalizado do caso abeliano ¢é a invariancia da teoria sob trans-
formagoes de gauge residuais. Desta forma, a condi¢do subsidiaria que definird o su-
bespaco fisico da teoria serd imposta por intermédio do gerador dessa simetria. A fim de
realizarmos isso, essa simetria da teoria abeliana serd deformada e adaptada para o caso
nao-abeliano. Como consequéncia, os fantasmas de Faddeev-Popov e a transformacao
BRST surgirdo naturalmente.

Inicialmente, notemos a relagao entre o campo B com gerador das transformacoes de
gauge. Como visto na segao (4.1.2), a teoria abeliana é invariante frente a transformagao

de gauge residual (4.33) e a carga associada

Qn = /d3x [OoA(z)B(x) — A(z)0o B(x)],
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é o gerador das transformacoes de gauge infinitesimais residuais
[iQx. ©(x)] = D(®)A(2).

Para incorporarmos esta simetria na teoria nao-abeliana, definiremos, em analogia

ao caso abeliano, a carga “quase conservada”

Gy = % / Px {B“(x)(DOA(x))a ~ Bla) Aa(x)] . (107)

Se Gp estivesse associado a uma corrente conservada, esperarfamos que Gy fosse o

gerador das transformagoes de gauge infinitesimais residuais

1
[iGy, A%(z)] = =D, A"(x),
. g " (4.108)
[iG, ¢ ()] = iA* () (T)§e".
Entretanto, G néo estd associado a uma corrente conservada, pois de (4.105) temos

1 1
OB D) = 0,B°A) = _[D" B (D) + B (D) = (0, B")A" = B0 A"

1
= — [0"BY8,A" + gf ™ ALA) + B 9*(D,A)" — 8"(9,BY)A" — 9, B 0"

g
1

- g[Baaﬂ(DuA)“ — gf ALY BT — (9, B°)A°]
1 1

= (B0 (DA~ (DF9,B)N] = B9 (D) (4.109)

Portanto, nosso objetivo sera alterar G, e £’ de maneira a tornar G uma carga conservada
e L' uma densidade lagrangiana invariante pelas transformagoes geradas por Gj.

Em primeiro lugar, definiremos para o operador A a equagao de movimento

9"(DuA)* = OA® + gf0"(AA%) = 0. (4.110)

De maneira a garantirmos esta equacao, introduziremos o multiplicador de Lagrange
n"0*(D,A)* na densidade lagrangiana (4.101) definindo

L" = Lo+ Lar + 10" (D,A)"
= Lo+ Lar + 0" [n"(D'A)] — 9" (D, A)"
~ Lo+ Lap — 0"n*(D,N)". (4.111)

Como consequéncia, as equagoes de movimento para o campo de Yang-Mills A* passam
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a ser
oL B oL’ B oL B or’ B o [a)"r]b(D)\A)b} o [aknb(D)\A)b}
"0(0,Ax)  0Az  TMO(9,Ae)  9Ar M 9(9,A2) A
olo Ab bchcAd
— _(D#Flw)a + OB — gjya + ({))"f]b [ A + gf A ]
9As
— —(D,,,ij)a + 0B — gjl/a _ gfabcaunbAc =0
(DuFuu)a — VB — gjua o gfabcaunbAc. (4112)
Além disso, para o campo 7:
oL B oL’ B oL B oL . o [a/\’f}b(DAA)b] o [8/\7]b(D)\A)b]
"M%  oAe  PB(@,A7) oA M 9(9,A%) dA
3 (A" + g fe A D (OAN" + g fI ASA?
_ _a“ a)\nb ( A gf A ) +8)\77b ( A gf A )
9(9,A%) ahe
— 78}&(8#”&) + gfbcaAa;aunb — 78#(8“77&) _ gfach;:/aunb =0
(Duaun)a — 07 (4113)

e da contragao de (4.112) com D, seguem as novas equagoes para o campo B:

(D, D, F")* = —g(D,j*)* +(D,8"B)* — gf® | (D,d"n)’ A° + 8"n’ D, A
=0 =0 =0

(D,0"B)* = gf®8"n"D, A" (4.114)

Em virtude das novas equagoes de movimento (4.110) e (4.114), a quadridivergéncia
(4.109) torna-se
o* [B*(D,\)* — 0,B*A*] = B*9*(D,\)* —(D*9,B)°A°
=0

_ —gfabcau’f]a(D”A)bAcv (4.115)

ou seja, a corrente ; [B“(D,A)* — 8,B*A"] ainda néo é conservada. Entretanto, faremos

uma imposigao nos campos A e 7 que resultard numa quadridivergéncia no lado direito

de (4.115) e que resultard numa corrente conservada. Assumiremos que A e 7 sdo campos

fermidnicos, ou seja, que os campos A e 1 anticomutam (varidveis de Grassmann).
Desta imposicao, decorre da identidade de Jacobi que

(A, x A) x A]" = Z[A, x (A x A)]*, (4.116)

1
2
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onde (A x B)® = f®ABe. De fato,

ALX Ax A= abcAb Ax A = abe CdeAbAdAe:— cde achbAdAe
y 3 W W
—_ (fcebfacd 4 fcbdface)AzAdAe — fcebeCdAZAdAa + fcbdfaceAi)lAdAe
— fabc fbed Aﬁ ACA® +fabcfbdeAZAeAC — QfabcfbdeAZAeAc
= fbde =—AcAc

= 2f%¢(A, x A)’A° = 2[(A, x A) x A]".
Assim, de (4.113),(4.115) e (4.116):

0" [B* (D) — 8,B°A) = —gf*0,n"(D*A)'A°
_ 7gfabcauna (8“Ab + gfbchudAc) A€
— _gfabcaunaay,AbAc _ QQfabcfbdeaunaAy,dAeAc

— %fabchde!?“’!]aA'“bAdAe
— 7%fabcf’adeaﬂneAudAbAc

I 1
— 7gfabc (9“(8MT]0'AZ)) _ M (auna)Ab _ ngadeauneA,udAb} A¢

1 1
= 7gfabc 8“(8#7/(1/\[)) - 76“(&”/’1)‘/\[) Y (D“ait7})a] A°
2 22—

L =0

— g™ |00 APA) — (D) A (9 A) — %a**(auna)AbAc} NCRIL)
Agora,

1 1
PO DAY = 5 IO IN DAY + 5 [ (@) DN

= fabe =—(9HAP)AC

1 rabc a c 1 rabc a c
= ST A) + 5 F D) (AN,
que apés substituir em (4.117) leva a
1
%Oﬂ [B*(D,A)* — 8,B\%] = — f* {E)"(E)Hn”'AbA“) — 50“’(0#77“AbA“)}
1
=" [—§f’lb5(0ﬂn“’)AbAc} , (4.118)
ou seja, obtemos a equagao da continuidade

1 1
S| BUDAY = 0,84+ 5 f“bc(@“n“)AbA"} =0. (4.119)
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Desta forma, a carga de Noether associada
1 3 a a na A a 1 abera AbAC
Qp=- [ &x |BY(DoA)* — B°A +§gf N*AAC| (4.120)
g
é conservada durante a evolucao temporal do sistema descrito por
L= Lo+ Lar + Lrp, (4.121)

onde
EFP = fa”n“(DuA)”.

A densidade lagrangiana Lpp é o termo de Faddeev-Popov obtido na formulacao via
integrais de trajetéria com a fixacao de gauge covariante padrao. Para vermos isso, basta
mudarmos a notagao

A (z) = C%x). (4.122)

Como consequéncia de A ter surgido como uma quantidade real, o fantasma de

Faddeev-Popov C* é um campo hermitiano
CH(z) = Cx). (4.123)

Além disso, pelo fato dos campos A e n aparecerem aos pares em Lgp e como esta ultima,
b )
por construcao, deve ser hermitiana, conclui-se a partir da anticomutatividade de A e n

que o campo 7 deve ser anti-hermitiano. Assim, 7 é da forma

n*(z) = iC*(x), (4.124)
onde o campo C(z) é hermitiano

CH(z) = Cx), (4.125)
e conhecido como anti-fantasma de Faddeev-Popov. Assim, nessa nova notacao

Lrp = —i0"C*(D,C)"* = LTpp, (4.126)

Qp= / d*x {B“(DOC)“ — BC + %g frecectee| . (4.127)
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A transformagao gerada por Qp é uma transformagao BRST[29]

) 1
0A; = [iQp, A}] = E(DHC)H7
8" = [iQp, ¢*] = iC*(1a)5¢",
8B = [iQp, B = 0, (4.128)

: a 1 a ]' rabc c
8C* = [iQp, O]y = =5 (C x O)" = = f et e,

8C = [iQp, %), = 33“.

A transformacdo BRST acima implica na nilpoténcia da variacdo 6, i.e., 62 = 0.
Antes de demonstrarmos isso, é importante salientarmos que pelo fato de estarmos lidando
com os campos C' e C que sdo anticomutantes, a variagio & obedece s mesmas regras
da derivada de Berezin [3]. Desta forma, para monémios A e B envolvendo os campos

A,y 0, B,C e C o operador diferencial Dy possui a seguinte identidade
Dy(AB) = Dg(A)B + (—1)"* ADp(B), (4.129)

onde P, indica o nimero de campos anticomutantes no monémio A.

Para os campos B e C, a verificacio que 8% = 0 é imediata

8*B* =60 =0,
o 4130
820" = 5B = 0. (4.130)
g
Usando (4.85),
8" = i6 [C(ra)3¢"] = i [(6C")(ra)3” — C*(72)5(8¢7)]
=i [=1fCPC (1) 5" — iC(12)5C" (1) "]
—i[ = dreenCt ) — iCC ()5
———
=100 (ram)g—(my7a)g]
1 a « > fabe [e3
= 50 c? [Ta, To] — if b (1e)5 p @7 = 0. (4.131)
N~— —

=0
Da identidade de Jacobi (4.81)
62Ca — —%f‘lb“‘é(ObC”) — _%fabua(cb)cu + %fabccbé(cu)
— _%fabc(s(cb)cc + %facboc(s(cb) — _%fabca(cb)cc + %facbé(cb)cc
— 7fabc‘6(cb)oc — 7%fﬂbcfbdecdcecc — 7%fbdefabcoccdce
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— _%fbecfabdcccdce
_ _%fbcdfabecccdce
1
620(1 - _ 6 (fbdefabc + fbecfabd + fbcdfabe) Cccdce =0. (4132)

=0

Finalmente, para o campo de gauge A, segue de (4.128)

1

§2A" = SO0 = 0,60 + gf°8(ALCY)]

1
g
1 1
= ;[%50'1 +gf e ALS(C) + g f 8 (A)C7] = E[(D;LJC)“ + f(D,0)'C
1
I [(Dlt(sc)a + fabcaﬂcbcc +g fabcfbdeAZCecc]
g —— S ——
=L fabe(9, 0P Ce—0,0°Ch) =3 fabefede Ab cdCe
=1 £ab¢(8,CPCe4+C0,C*)
=5/"0u(CPC?)
_ l a 1 a abc AL | 1 c
- g{(DHJC) +0,[3(C x )] + greas]ic x oy}

- é {(D,86C)* + (D, [A(CxO)])"} = é{(Du(SC)“ —(D,6C)"} =0, (4.133)

Portanto, 6> = 0 como enunciado.
Mostremos agora que a transformacao BRST acima deixa a densidade lagrangiana
(4.121)

L= Lo+ Lar + Lrp = Lym + Ly + Lar + Lrp

1 a puva a a @ e pa - ~a a
= 1 Fuw" PP 4 Lo, Vi) + B9, A" + 5 B*B" — i0" C*(D,C)

1 _
~ =7 Fu F o Lo (i, Vip) = 0,B° A" + %B‘IB” —i0"C"(D,C)",  (4.134)

invariante.
Inicialmente, notemos que o termo Lgp+Lpp = fﬁﬂB“AﬂaJr%B“B”fiB“C"’(DuC)“,
pode ser expresso na forma igé(af‘C_’”'AZ — %C_’“B"). De fato, de (4.128):
a Yall aig’a a\ _ s L ~a\ Aa _ Akva aig ~a a g’a a
,,ga(a Coap - 2CB ) Lg[a () Al — 0"C(047) — S(6C)B* + SC“(8B )]
7 1., = 1o’
= Zg —B®A* — Z9*CY( D, C%) — 7BaBa:|
LJ "y (D) 29

= —B"A" — i0"C*(D,C") + %B”B”’ = Lrp + Lop. (4.135)

Logo,
1 a va . ~a pa ¥ ~apa
L= =2 Fu"F™ + Larlp, Vi) + 195(8“0 Az~ 2C°B ) . (4.136)
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As variagoes dos campos ¢ e A, em (4.128) sao andlogas, respectivamente, as trans-
formagoes de gauge infinitesimais (4.94) e (4.95). Estas foram construidas de maneira a
impor a invariancia de gauge local em Lyy + L. Por este motivo e da nilpoténcia de
segue

0L = 8Lyn + 0Ly + z‘ga2(aﬂc’mA; - %C‘“B”) =0 (4.137)

Isso demonstra que a simetria BRST de £ é uma consequéncia da invariancia de gauge
local de Lyy + L e da nilpoténcia de §. Este fato permite generalizarmos a escolha do

termo de fixacdo de gauge. Para isso, é suficiente considerarmos
Lep + Lap = igh {é (}'[A] - %B’l)} , (4.138)

onde F[A] é um funcional arbitrario do campo A,.

4.2.5 CONDICAO SUBSIDIARIA

No caso abeliano, o subespago fisico da teoria foi definido como o conjunto dos

estados que satisfaziam a condigao de Gupta
B™(x)|phys) =0,

ou seja, Vpnys = {|®) : BY(x)|®) = 0}.

No caso nao-abeliano, Vyp,s é definido em termos da carga BRST (4.127)
Vorys = {|®) : Qp[®) = 0}. (4.139)

Mostremos que a condigao @ p|®) = 0 se reduz & B*(x)|®) = 0 como caso particular.
Conforme obtido em (4.110),(4.112),(4.113) e (4.114), as equagdes de movimento
sao
o*(D,C)* =0,
(D, 0"C)* =0,
(D,0"B)* = igf®9,C*(D*C)".

(4.140)
Para o caso abeliano, as constantes de estrutura sio todas nulas, £ = 0, assim as
equagoes acima e a carga BRST se reduzem a

OB=0C=0C =0, (4.141)

Qp = / d'x [BC - BCY. (4.142)
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Introduzindo as solugdes de onda plana andlogas a (2.42)

B(z) = ij AVE [B(k)e™ + Bl (k)] ,

1 ikx ikax
C(z) = zk: NouT [C(k)e ™ + CT(k)e™ ],

e o ordenamento normal, segue de (4.142)

Qp = / d*xN [BC - Bc] S [clin - B;Ck} . (4.143)
k
Conforme as equagoes (4.141), os fantasmas de Faddev-Popov C' e C nao estdo
acoplados aos outros campos. Portanto, sao graus de liberdade irrelevantes na formulacao
padrao das teorias de gauge abelianas. Por este motivo, o espaco de Hilbert pode ser
decomposto na forma

V=V® Ve, (4.144)

onde V' é o espaco de estados gerados a partir do vacuo por operadores de criagao e
aniquilagao da teoria sem os fantasmas de Faddeev-Popov e Vgp é 0 espago gerado pelos
operadores de criagio e aniquilagio dos campos C e C a partir de |0)pp. Portanto, V' é
identificado em V como o subespago V' ® |0)pp.
Em termos dos operadores de aniquilacdo de C e C, V' pode ser caracterizado pelas
condigbes subsididrias
C1®) = Of|®) =0, (4.145)

ou seja, o estado |®) de V pertence a V' se e somente se as condigdes acima sao satisfeitas.
Fazendo |®) = |f) ® [0)rp e usando (4.143), a condigdo Qp|®) = 0 torna-se em
V' @ |0)rp
Qul®) =13 [CLBi— BLC 1) o)
Kk

=iy Bilf) @ Cll0)er = 0.
k

Logo, By|f) = 0 para todo k que é nada mais é que a condigao B*(z)|f) = 0.



Capitulo 5

MODELO DE THIRRING
GAUGEADO EM (2+1)
DIMENSOES

5.1 TEORIA DE PROCA PARA O CAMPO VETO-
RIAL MASSIVO

Em teoria de campos, particulas massivas, nao carregadas e de spin 1 sao descritas
pela equagao de Proca. Esta pode ser obtida a partir da densidade lagrangiana
1= g 1 2 o
['Pruca = _ZF;WF + §m UuU ; (51)
onde m é a massa da particula e F),, é o tensor, andlogo ao do campo eletromagnético,

definido por
Rw = aqu - auUu- (52)

Das equagoes de Euler-Lagrange (1.18) e de (5.1) seguem as equagoes de movimento

para o campo de Proca

_ ou,
Fro| — m2ur=—2
} m-U a0,

B a‘CProca _ al:l:’roca ) _1 ano‘
“10(8,U,) ou, Y| 2000,U,)

1 . —
=0, {*5(6;’05 - 555Z)F””} — mZU”éﬁ
=9, F"" —m*U" =0
A, F"" 4+ m*U* = 0. (5.3)
Contraindo (5.3) com J,,, da antissimetria de F* e pelo fato de U* ser um campo
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massivo, vemos que a condi¢ao de Lorenz é automaticamente satisfeita
1 " "
WEJHU =0 = 9, U"=0. (5.4)
Assim, utilizando (5.4) podemos reescrever (5.3)
(@A +mAU* = 0. (5.5)

Em virtude da condigao de Lorenz, somente trés componentes de U* sao indepen-
dentes. Portanto, o campo de Proca descreve uma particula com trés polarizagdes. Além
disso, ao contrario do campo eletromagnético, a teoria de Proca nao possui simetria de
gauge. De fato, o termo de massa %mQUuU“ quebra a invariancia da teoria frente a
transformagao U* — U™ = UF + OHA,

ULU™ = (U, + 8,A)(U* + 9"A) = U,U" + 2U,0"A + 9,A9"A. (5.6)

Os momentos canonicos sdo dados por

oL _
w_ 9% _ _pou
i G F", (5.7)

ou, explicitamente
=0, (5.8)
7k = —U* 4 U, '

Do resultado acima, vemos que as componentes U* podem ser escritas em termos dos
momentos conjugados e dos outros campos. Entretanto, pelo fato de 7° = 0, o mesmo néo
ocorre com U°. Isto sugeriria que a quantizacao canonica nao fosse aplicavel ao campo
de Proca, pois nao seria possivel impormos as relagoes de comutacao a tempos iguais.
Porém, como ja comentado anterior, nem todas as componentes de U* sao independentes.

Com efeito, das equagoes de movimento (5.3) e da condi¢ao de Lorenz (5.4) decorrem

1 - 1
U’ =——0,F" = —— 0",
' m m (5.9)
U = -9, U™

Por este motivo, as relagoes de comutagao a tempos iguais tornam-se

[Un(), 7" (y)]o = i6Fo(x — ),
[Ui(z), Ur(y)]o = 0, (5.10)
[x'(2), 7™ (y)]o = 0,

e como consequéncia dos vinculos (5.9)
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[Uo(a), U)o = 0080 ), 7™ ()l = 0,

(Uafa), Uil = — =00, Uiyl = =040 5(x — )

; (5.11)
)
Vo), ()l = ~ 50k (), ()] = 0.

Neste ponto, podemos buscar solugdes de onda plana para a equagao (5.5) de maneira
analoga ao que foi feito no capitulo 2 para os campos de radiagdo e de Dirac. A partir
destas solugoes, os comutadores a tempos diferentes e o propagador de Feynman podem

ser calculados [18]. Em particular, o propagador de Feynman ¢é dado por
pv yug 1 Yyaig 1 10 v0
A (z)=—{¢"+ W@ 0" ) Ap(x) — 39" o(z), (5.12)

onde Ap é o propagador de Feynman do campo de Klein-Gordon

1 e—ipz
Ap(z) = d* : 5.13
r(2) (2m)* / pr —m? + ie (513)

Como consequéncia do termo m~29#9" no propagador A%’ divergéncias quadraticas

no ultravioleta ocorrem e estas nao podem ser eliminadas pelo procedimento de renorma-

lizagao [36], ou seja, a teoria de Proca nao é renormalizdvel.

5.2 O FORMALISMO DE STUCKELBERG

Como uma alternativa a teoria de Proca, consideraremos o formalismo de Stiickel-
berg [38, 39, 40]

Em 1935, de modo a explicar a estabilidade nuclear, Yukawa [44] propds que a
interagao entre nucleons seria mediada por uma particula vetorial, massiva e carregada,
da mesma forma que o féton media a forga eletromagnética. Isso levou Stiickelberg, tendo

a QED como modelo, a propor a seguinte equagao de movimento para o méson de Yukawa
(O +m?)A*(z) = 0, (5.14)
que pode ser derivada a partir da densidade lagrangiana!

L— —%(auAy)(a"A”) + %mZAuAH' (5.15)

1N‘d formulagao original, o campo A* é complexo 0is 0 méson é uma particula carregada. Aqui
s 5
consideraremos A* real.
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A partir de (5.15), os momentos candnicos sdo dados por

oL A(0rA,)
B = = — I AAPY — _SOSH(AN APY — _ " -
" 8(80Au) 8(8014“) (0 A ) 6/\5P(8 A ) 8014 ) (016)

que por sua vez levam & densidade hamiltoniana

H=An"—L=—A,A"+ %(E)#A,,)(a"/l”) - %mZA#A”’
1. . 1
= 5 [Aud = @A) A) + mPA, A" = =2 [(0,A)(0,47) + mPA, 4]

- _% [(0,4°)(8,4°%) — (8,4%)(3,4%) + m?(A%)? — m?A?] | (5.17)

Como pode-se observar, os termos que envolvem componentes espaciais do campo
A" sdo nao negativos, enquanto que aqueles que envolvem a componente temporal sdo
nao positivos. Por este motivo, a densidade hamiltoniana nao é necessariamente positiva
definida. O mesmo ocorre na teoria de Proca, entretanto, como visto na se¢do anterior,
a componente Uy ndo era independente das outras componentes de U*. Assim, levando-
se em conta as relagdes (5.9), pode-se mostrar que o hamiltoniano de Proca é positivo
definido [18].

Isso nao ocorre no formalismo de Stiickelberg, pois nenhuma condigao anédloga & de
Lorenz resulta das equagoes de movimento. Conforme visto na se¢ao 2.1.2, o mesmo ocorre
na quantizacao canonica covariante do campo eletromagnético. Naquele caso, a imposi¢ao
de uma condigao subsidiaria garantia a positividade do hamiltoniano no subespago fisico
da teoria.

De modo a obter uma condigao subsididria consistente com as relagdes de comutagao
dos campos, Stiickelberg introduziu um campo escalar B descrito pela mesma equagao de

movimento que o campo vetorial massivo A
(O+m?*)B(z) =0, (5.18)
e impos a seguinte condicao subsidiaria

S(x)|phys) = (0" A (x) + mB*(x)) |[phys) = 0, (5.19)

onde A e B sdo as partes, respectivamente, dos campos 0“4, e B que envolvem o0s

operadores de aniquilagdo. Assim, quando restrita ao subespaco fisico
Vonys = {|@) = S(2)|®) = 0},
a densidade hamiltoniana (5.17) é positiva definida [36].

Uma vantagem do formalismo de Stiickelberg em relagdo ao de Proca, é que o

primeiro possui simetria de gauge. De fato, as equagoes de movimento 5.14 e 5.18 podem
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ser derivadas a partir da densidade lagrangiana
1 LAV 1 2 7 1 1 202
Lstiick = —i(auA,,)((?’ AY) + §m A AN + i(auB)((?”B) — im B, (5.20)
que é invariante pelas transformacoes restritas

Au(w) = Ay () = Au(x) + 9 (x)
B(z) = B'(z) = B(z) + mA(z),

(5.21)

onde A satisfaz
(O +m?)A(z) = 0. (5.22)
Para demonstrarmos esse fato e por conveniéncia futura, notemos que definindo para

o campo vetorial massivo o andlogo do tensor eletromagnético

Fu(z) = 0,A,(z) — 0,Au(z) (5.23)

a densidade lagrangiana (5.20) é equivalente a

1 1 1 1 1
Lstiick = *ZF#,,F‘“' + §m2 (Au — E8”B> (A“ — %O“B) ~3 (0, A" + mB)2 . (5.24)

Com efeito,

E

w L. 1 L 1 7 1 L 2
4Fw,FI + §mz <A# - %8‘LB) (Al - EZ)’ B) — 5 (auAl + mB)

1 1
= Lsuia + 50, A0 A" = mAD'B = 5(9,A")(0,A") — mBO, A"
1 1
= Lsuia + 50u(A, 0" A") = 0, (mBA) = 50,(4"9,A")
~ Lspiick- (5.25)

Assim, realizando as transformagoes (5.21) e usando (5.22)

/ oy w1y 1 1 1 9
ik = —ZFWF’“ +5m (A’u - E@B’) (A’“ - %6“3’) -5 (0, A" + mB')

1
=~ WA, + 00K = 0,A, — D) (A + PR — A - K)
1 1
+ (Au + 0K~ —0,B 7%)(# + K~ B 7M>

2
1
- = 19,A" + mB + (O + m?)A
2 \—:6—/

= Lstiick-
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Portanto, a introdugao do campo auxiliar B proporciona uma teoria com simetria de
gauge para o béson vetorial massivo.

A relacao entre o formalismo de Proca, o de Stiickelberg e a simetria de gauge pode
ser estabelecida fazendo

Up= Ay~ 0,8, (5.26)

Desta forma, de (5.2)

_ 1 1
F‘/l,V = ap.Uu - 81/U1/ = 8/1, (Au - 781/3) - al/ (A/J, - 76;13)
m m

= 0,A, —0,A, = F,, (5.27)

ede (5.1)

1. . 1 1 L1 1 1
Loroen = =7 FuF* + 5mPUU* = =1 Fu PP + m? (AM - %@B) (A*‘ - %8“3)

1
= Lok + 3 (8, A" + mB)?, (5.28)

ou seja, a teoria de Proca pode ser vista como oriunda de uma fixacao de gauge da teoria
de Stiickelberg. Além disso, para |f), |g) € Vohys

(fl(@" A, +mB)*|g) =0, (5.29)

que implica na equivaléncia dos dois formalismos, em termos de valores esperados, no
subespaco fisico da teoria Vypys.
Consideremos agora um campo fermionico interagindo minimamente com o campo
de Proca
Ly =i (0 — igU) + M] . (5.30)

Fazendo novamente U, = A, — f;(?uB , temos

Ly =0 [in" (9, —igA,) + M) — %%ﬂ@,ﬁw, (5.31)

que, a menos do termo —%1217“3#31/17 corresponde a densidade lagrangiana do campo
fermidénico em interagdo com o campo de Stiickelberg. O termo extra pode ser eliminado

através das transformagoes

U(@) = ¥ (x) = e PO My ),

_ ) - 5.32
V(w) = P (@) = e (). o
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Com efeito,

E} = ' [iv" (9, — igA,) + M|y’ — i&'wa“B@//
m

= P [i# (9, — igA,) + M] eIy — L, By

= § (i7" (0 — igA,) + M)V + Lr0r 57 - LnrorBy

=L (5.33)

Logo, partindo da densidade lagrangiana (5.30), usando a identificacao (5.26) e fazendo

as transformagoes (5.32), obtemos

Ly =iy (8 — igAy) + M), (5.34)

que, pela semelhanca com o caso nao massivo, ¢ claramente invariante pelas trans-
formagoes de gauge
Au(z) = Al (x) = Au(z) + 9uM (),
Y(x) = P (x) = 9@y (z), (5.35)
(@) = ¥(a) = eINO(x).
O procedimento descrito acima sera importante na préxima sec¢ao, onde faremos o
gaugeamento do modelo de Thirring, i.e., partiremos de uma teoria sem invariancia de
gauge e construiremos uma que goza de tal simetria. Por sua vez, a teoria original passa

a ser obtida através da fixacao de gauge.

5.3 O MODELO DE THIRRING COMO UMA TE-
ORIA DE GAUGE

Em (2+1) dimensdes, a densidade lagrangiana para o modelo de Thirring massivo
é dada por

G - _
L =99, —mp — o (") (¥1.4), (5.36)

onde 1 é um campo fermionico de duas componentes cuja particula associada possui

I e serd redefinida

massa m. A constante de acoplamento G possui dimensdo [massa]”
para G = e*/M?, cujo pardmetro e é adimensional.
Nesta dimensionalidade, as matrizes gama sado representadas por intermédio das

matrizes de Pauli da seguinte forma
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e satisfazem as identidades
") = 29", YA =g — i, (5.38)

onde g,, = diag(l,—1,—1) e €™ ¢ o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita.
Analisando a densidade lagrangiana (5.36), vemos que o termo de interagdo ¢ do
tipo corrente-corrente, i.e., sem campo mediador e envolve quatro férmions. Este termo

pode ser linearizado pela introdugao do campo vetorial

e

A=~ (539)
que permite reescrevermos (5.36) na forma
PN R e e Y

=1 h— ———|-

R ¥ ol "

TyiAk 7 241 A M2 Al A
= i 0 p — mapp —M-A" A, + 3 ArA,

:ed;v“A“,w}

S _ M2

= Yiy" Dy — myy) + TA A, (5.40)

onde Du =0,— icA“. E importante salientar que, embora parega, Du nao ¢ uma derivada
covariante, pois (5.40) ndo possui simetria de gauge local.

A menos do fator —%F‘Wﬁ' mr - (5.40) se parece com a densidade lagrangiana que
descreve um campo fermionico interagindo com o campo de Proca. Na se¢ao 5.2, vimos
que a decomposigao (5.26) e as transformacdes (5.32) levaram um sistema interagindo
com uma campo sem simetria de gauge (Proca) a um sistema interagindo com o campo
de Stiickelberg. Procederemos de maneira andloga.

Introduzindo o campo de Stiickelberg 6 através da decomposi¢ao

A=A, - 0,0, (5.41)

e efetuando as transformagoes

U(z) = ¥ (z) = e Dy(a),

g g - 5.42
Bla) = @' () = €@i(a), o

em (5.40), obtemos

T2
L= Pin (0, — ieA, + ied )¢ — mir + %(Au — 0,0)(A* — 9"6)
2

o . M
= CNint (0, — ieA, + ied f)e ) — mit + == (A, — 9,0)°



135

- A ) - M?
= Yiny*(0, — ieA, Jri;@ﬁ)w + Yiyh 00 — mytp 4+ T(A“ —0,0)*
2

. M
= din" Dy — miptp + - (A, — 0,0)%, (5.43)

onde D, = 0, —ieA,. Esta densidade lagrangiana é invariante pela transformacao de

gauge
Aulz) = AL(x) = Au(z) + 0uA (),

O(z) — 0 (z) = 0(z) + A(x)

U(x) = ¢/ (2) = Oy ),

U(x) = P (x) = eI (x).
Com efeito, de (5.43) segue

(5.44)

2
E// — @II’YMDILwl _ nL/IL/,l/}/ + %(A/ _ 6”,9/)2

I
2

= e‘ieA&iv“(({?ﬂ —ieA, — ie@uA)eiCAw — manp + %(AM + 0K — 0,0 — 0:K)*

. ) _ . I Ve
= Uiy (0, — ieA, — iedz )Y +W— myp + T(A” —0,0)?
— — M?
= Yiy"Dyp — mapyp + T(A“ -0.0)?2 =" (5.45)

Logo, D, é uma derivada covariante. Além disso, vemos de (5.43) que para ¢ = 0, a
densidade lagrangiana original (5.40) é reobtida, ou seja, o modelo de Thirring é uma
versao de 5.43com fixacao de gauge.

Conforme visto na se¢ao 4.2.4, pelo fato de (5.43) possuir simetria local de gauge, a
introduc@o de um termo Lgpirp contendo fantasmas de Faddeev-Popov e de fixacao de
gauge, permite obtermos uma teoria com simetria BRST. Assim, o modelo de Thirring

gaugeado é definido por

Lnc =L + Loryrp, (5.46)

onde Lgripp ¢ da forma
Lorirp = —i0 {C’ (]—'[A,@] + %B)} . (5.47)
Em (5.47), B é o campo auxiliar de Nakanishi, descrito no capitulo 4, F[A4,6] é um

funcional arbitrario envolvendo os campos A, e 6 e a transformacao BRST, que deixa

invariante (5.46), é definida por
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6(z) = ieC(x)Y(z),

80(z) = C(x),

84,(0) = 0,C(0). o)
0C(z) =iB(x),

6C(z) =0,

0B(z)=0

onde C' e C' campos que anticomutam, conforme visto no capitulo anterior.

Mostremos que (5.46) de fato possui simetria BRST. Notemos inicialmente que para
os campos ¥, A, e 0, as transformacoes (5.48) coincidem com as versoes infinitesimais das
transformacoes de gauge (5.44). Logo, £’ é invariante frente a (5.48). Além disso, da
nilpoténcia de 9§, segue § Lgp,rp = 0. Portanto, 6 Ltn,¢ = 0.

O campo B de Nakanishi pode ser eliminado de (5.47) através da sua equagao de

movimento. Para isso, inicialmente reescreveremos (5.47) na forma

Larirp = i{(éC) (}'[A 0 + gB) —C|86F[A, 0] + 2(53) }
Hﬁ,—/
=—i [iB (]-"[A7 0] + gB) - C*Jf[Aﬁ}} , (5.49)
= BF[A, 0]+ %BZ +iC8F[A,6) (5.50)
1 1 S| s A
=5 (\/EB + ﬁ]-'[A, 9]) - 2—§(}‘[A,9]) +iCOF[A,6). (5.51)

Assim, a equagao de movimento de B é

OLmwa OLma 1 _
8"6(8#3)7 oD =0 < <\/EB+\/EJ-'[A79]>\/E*0

1
< B= fg]-"[A, 0], (5.52)
que apds a substituigdo em (5.51) leva a

Lopr = 72%(;:[/1, 0))2 + iCOF[A, 0. (5.53)

Quando o funcional F[A, 6] em A, e 6, os campos fantasmas C e C se desacoplam

dos campos de matéria. Em particular, para o funcional

F[A,0] = 0,A" + M6, (5.54)
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o campo de Stiickelberg também se desacopla. Desta forma, de (5.53)

Loprp — —%(@A“ L+ EMP0)? 1 iC [0,(8A%) + EM2(80)]

= f%(aﬁw)? — M?9,A10 — %51»1492 +1iC,0"C + ¢ M*CC

= f%(aﬁw)? — 9u(M?A"9) + M?A*0,0 — %§M462 +9,(iCo"C) — i9,Co"C
+iEM*CC

~ —2—15@/1”)2 + M?A*9,0 — %51\4402 —i0,C0"C +iEM?CC, (5.55)

que leva a seguinte densidade lagrangiana para o modelo de Thirring gaugeado

Lrhg = L'+ Loryrp

_ _ M? 1
= Gin" Dy = miptp + A, A" — MEAZOD 4 SMP0,00"6

1 1 _ _
— g (Ou)?  MEAMOT — SEM'O? — i0,COC + i€ CC
= Lay+ Lo+ Lyn, (5.56)
onde
- , - M? 1 )
Ly = i Dyap — mapp + TA“AM — E((()MA#) ,
Ly = %M?aueaﬂe = %§M4927 (5.57)

Ly = =i (0,00"C — EM?CC) .






Capitulo 6

MODELO DE THIRRING
GAUGEADO COM QUEBRA DA
SIMETRIA DE LORENTZ

6.1 APRESENTACAO DO MODELO

Considere o modelo do tipo Thirring ndo massivo
L= iy (0, — ieW,, — ie A" + ib,ys )¢ — G J,, (6.1)

onde AZ"t denota um campo externo fixo, 0" representa uma quantidade constante de

quatro componentes e

W, = Gepapd” AW, (6.2a)
Ju = —ey, (6.2b)

sendo A® um campo auxiliar sujeito ao vinculo

A =2(GJ* = W?). (6.3)

A presenca do nao quadrivetor b, na densidade lagrangiana (6.1), faz com que

o termo b,y 51 ndo seja um escalar de Lorentz. Além disso, é bem conhecido que

esse Ultimo é um pseudo-vetor em relagao a transformagao de paridade [23]. Portanto,
b yH s viola as simetrias de Lorentz e CPT.

Embora o modelo exposto em (6.1) dependa do campo auxiliar fl, a existéncia do

vinculo (6.3) torna possivel a eliminagao desta dependéncia pela iteragao de (6.2a) com

(6.3). Ao fazermos isso, uma série para a corrente W, em funcao do parametro de quebra

139
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b* é obtida:
W, = 2G%€100p0” TV — 4G3¢ 4056770070, J,bs0" + O(b7). (6.4)

A interacao do tipo Thirring presente em (6.1), o fato de J, = —ey,ap se trans-
formar como um vetor, bem como a densidade lagrangiana e os campos fermibnicos 1), ¢
possuirem as dimensdes canénicas ' [M]* e [M]*/?, respectivamente, sugerem que defina-
mos
Hi=—J, ¢ G=— (6.5)

M2 2M?’
onde M é uma grandeza com unidade de massa que estabelece o valor da constante de
acoplamento G.
Utilizando (6.4) e as defini¢oes (6.5) acima, podemos escrever a densidade lagrangi-

ana (6.1), até primeira ordem no parametro b*, como

— 1
L= izﬁv“( 2]%2 € uap0” HOV — zeAZXL + ib;ﬁs)¢ - 5MZHMH“

_ 1
- ww( 5 szmsa HOY — e AT + b,y — ieHﬂ>1/1 + §M?HMH“. (6.6)

E importar frisar que os contetdos fisicos presentes nos modelos (6.1) e (6.6), em
nivel cldssico, sao idénticos até a ordem aqui considerada no parametro de quebra b*.
Apenas linearizamos o termo responsavel pela interagdo no modelo original através de

uma representacao conveniente da corrente J,,.

6.2 GAUGEAMENTO DO MODELO

Introduzindo os campos auxiliares A*, § e realizando o procedimento de Stiickelberg

através das transformagoes
H, — A, — 9,0, ¥ — e ™, o) — e, (6.7)
obtemos de (6.6) a densidade lagrangiana
L = ipy" (8,,, — 2]%2 a0’ A — /L'@AZ"t +ib,ys — z’eA,L)w + %]WQ(A —00)?, (6.8)
que ¢é invariante pela transformacao de gauge

Au(z) = Al () = Ay(x) + 0,A (),
0(z) — 0'(z) = 0(z) + A(z), (6.9)

1Estamos assumindo h=c=1.
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V() = ' (2) = €ADy(a),

P(x) = P () = 7A@y ().

Conforme visto nos capitulos 4 e 5, pelo fato da densidade lagrangiana (6.8) possuir
simetria local de gauge, a introducao de um termo contendo fantasmas de Faddeev-Popov
e de fixagdo de gauge da forma

1 _
Lapirp = 72—6(]-'[14,9])2 +iC8F[A, 0], (6.10)
estabelece uma teoria com simetria BRST. Além disso, escolhendo F como

F[A,0) = 9,A" + M0,

faz com que os campos fantasmas C, C' e o campo de Stiickelberg @ se desacoplem dos

campos A" e 1), fornecendo

L =iy (au — Sremad” AT — ie AT 4 ity — ieAu)w + %MQA#A“
1 1 1 _ _
- i(OHA*")2 + 52&128#96”9 — 55M492 —i(0,C0"C — ¢MPCC) . (6.11)

Em (6.11), o campo A* ndo possui termo cinético. Por este motivo, ndo podemos
interpretar, em nivel classico, o termo %]W 2A,A* como um termo massivo para o campo
de gauge. Isto se deve ao fato de que o parametro na densidade lagrangiana do sistema
que representa a massa da particula deve aparecer no polo do propagador bosonico (spin
1) e este ultimo estd diretamente relacionado ao termo cinético.

O modelo aqui estudado é um exemplo de um processo de bosonizagao parcial, onde
uma teoria originalmente constituida de campos fermionicos foi transformada, através de
um procedimento matematico, em uma teoria equivalente que apresenta campos bosénicos
e fermionicos interagentes. Portanto, (6.11) é ainda equivalente ao modelo originalmente
proposto, entretanto a nova simetria que estd presente no modelo gaugeado facilita o seu
estudo. Mais tarde veremos que esta simetria reduz o grau superficial das divergéncias
presentes nas amplitudes de transicao.

A titulo de ilustracao, as figuras 6.1a e 6.1b s@o os vértices fundamentais de cada
modelo, enquanto que as figuras 6.2a e 6.2b representam o processo de polariza¢io do

vacuo em ordem mais baixa de perturbagao.
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(a) (b)

Figura 6.1: (a) Vértice do modelo original (b) vértice do modelo gaugeado .

(a) (b)

Figura 6.2: Diagramas de polarizagio do vécuo em ordem mais baixa para (a) modelo original (b) modelo
gaugeado.

Das equagoes de Euler-Lagrange e da densidade lagrangiana (6.11), obtemos as

equagoes de movimento para os campos 1 ¢ Ay:

IO+ D15 ) = oy AT — e (A A,

2A[2

(6.12)
1 A v T2 AN TN v I
ga (aVA )+]L[ A= —6’1/)’y Y —= ]\[Z(:auuﬁ‘g “0 (1/)” l/))
6.3 PROPAGADORES
O propagador S°(z) para o campo v ¢ definido pela equagio
(10 = B15)as S5 (@) = 6(2) by (6.13)
Escrevendo S’(z) como a transformada inversa de Fourier
1 —ipT
Sgn(flj) = @i /(14])Sgn(]))e P, (6.14)

e substituindo em (6.13), obtemos simbolicamente

0= - i; [‘;’Vﬂ”}

n=0
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cuja aproximagao de primeira ordem em b é

Sh(p) = L = bvs _#=Pn (6.15)

Py P

Pela semelhanga de (6.15) com o propagador fermidnico no caso m = 0, definiremos

os propagadores avancado e retardado por

1 P bvs | _
Shalz) = d* e, 6.16
R/A(ﬂ) (2m)* / p p? £ inp° ’ ( )
e, da mesma forma, os propagadores de Feynman e Dyson
1 p—bis| _
Sh = d* e, 6.17
o) = o [ | (617)

Para o campo A", o propagador wa é definido pela equagao

(020" + EMP0Y) Db, (x) = gr6(x). (6.18)
Considerando )
b o) — 4, b o/, —ipx
Duu(‘l‘) - (271_)4 /d [)D“V([))6 P ’ (619)
segue a equagao
(—pap” + EM?8Y) Dy, (p) = g0 (6.20)

Da equagao (6.20), o propagador deve ter a forma D%, (p) = Ap,p, + By, com

-1 1
A=——r——+— B= . 21
ey - ¢ % (621)
Portanto, no espaco das posigoes
1 1 1 p? -
Db d v v v e
() = (Qﬂ)4/ P [25 (gu + el 3z )e
1 g e~ire
= y+—=0,0, — -0 d*p——r
(2m) ("“ 125 M2 ) / P e
Guv
= — O p .22
(gl“/ ]\/1258 a 1\/125 ) G(T7£)7 (6 )
onde definimos )
Gl 6) = —— [ ap—" (6.23)
T A I VT :

No caso em que & > 0, G(z,§) coincide com a fungdo de Green do campo de Klein-

Gordon com m? = M?2¢. Assim, os propagadores retardado, avancado, de Feynman e de
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Dyson sao definidos por

Db (1) = — ot —8,0, - Jv 0 S 24
(D)) %AG*+M%@8 Aﬂ§>/ﬁp2 wexap O
Db z) = — L — ), — _JHY Ay - .25
(Do) = =55 (g“ T 2% = g )/ ey 0%

No caso £ < 0, a defini¢ao dos suportes causais da distribui¢do G(z, ) nao é possivel.

Por este motivo, assumiremos a partir de agora que £ > 0, pois futuramente utilizare-
mos relagoes de dispersao causais que envolvem distribuigoes com suportes causais bem
definidos.

Vale ressaltar que no caso £ < 0, o parametro M que aparece em G(z,§) estaria
associado a uma massa imagindria e esta nao possui realidade fisica para campos de
matéria. Isso se reflete na representagao espectral dos propagadores, cujas massas devem
ser reais e positivas. Porém, se insistirmos em tomar tal parametro como real, devemos

modificar o contorno dos polos acarretando a existéncia de modos tachyonicos (p? < 0).

6.4 TENSOR DE POLARIZACAO DO VACUO

Para obtermos o tensor de polarizagdo do vacuo do modelo em questdo na repre-
sentacao de Heisenberg, passaremos as equagoes integrais associadas as equagoes de mo-
vimento (6.12)

vle) = Uyla) — e [ Shla - ) [ LA + (A + AW (0,

w00 = ) - [ Do~ { ) + 2wy [0 0] b,
(6.26)
onde os propagadores retardados foram definidos em (6.16) e (6.24).
Assumindo que os campos A* e 1 possam ser escritos como uma série de poténcias

no parametro e
Y@) = 9O@) + (@) + 20(0) +

(6.27)
Au(z) = Af? () + cAl(})(x) + eQAff () +
e substituindo as expansdes acima em (6.26), obtemos
O(z) = Py(x), (6.28)
AD(@) = (A7), (@), (6.28b)

U(a) = [Shto = ) 22040411 +9#(AD + AV )00 W'y, (6250
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(1) b 7(0) v, 1,(0) bﬁgm A [/,7.00) (0) 4
A2(@) = = [ Dt = {700 + HE s (GO0 )] s,

(6.28d)
1/}(1) /wm) EuuaﬁauA(O ( ),Y[Lbﬁ + (A(O) + Aext)( )] SZ(Z] _ .T)d4y, (6.286)
onde usamos (S%)t(z)7° = 1054 ().
Conforme visto na se¢ao 3.3, o operador corrente é dado por
e
Tu(w) = =5 [0 (), ()] = IO (@) + eIV (@) + TP () + -, (6.29)
onde, j4 fazendo uso de (6.28),
I (@) = 0; (6.30a)
1 -
Jl(tl)(x) = —i[w(o)(x),'yuz/)W)(x)}; (6.30b)

I (@) = ~5 0@, 20 O(@)] - 5 (@), 78O @)
= 5 [ {[r@ k@ = 07, w)] + [ Shiy = o) (@]}
X {62*”‘;3 0" AO () + A (y) + Ai’“(y)} d'y. (6.30c)

Tomando o valor esperado no vicuo do operador corrente em segunda ordem em e,

concluimos, em completa analogia com (3.99)
O @)0) = [ (o = ) A 'y, (6.31)
onde o tensor de polarizagao do vacuo é dado agora por
Qv 62 n b v (1) v ab m (1)
I (@) = ST [ Sh(e)y S (=a) + 7S (—a)ysi )] (6.32)
e a fungao especial S,El), cujo calculo estd no apéndice C, é

(S)as (@) = (O|[d55(), ralz)]|0)

77/(14 { ]{p = 5(1[376( —b)afy/’w,yé}

+0[(p+1)? {Iﬁ +h+ 6€aﬁ~/a(p + b)“’y@'y”y‘s} }e’im. (6.33)

Por conveniéncia, escreveremos os propagadores avangado e retardado na forma

1 P » 1 b —i
. n ive 4 5 ipx
)= [ dp—"——e" — — [ dip—"—e?
Spia®) = 55 / Pt impd© 2t / T
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= Sp/a+ Sp/as (6.34)

que permite a decomposicao do tensor de polarizagao do viacuo em

() = I () + 112 (), (6.35)

onde
(@) = ST [Shen SO (o) + s @S -n)] . (630
(@) = ST [sh@n s (-o) + S0 Sh-n)] . (637

Decorre das defini¢es (6.33), (6.34) e da relacao de Sokhotski-Plemelj

1 . 1
e Fird(z) + 79;, (6.38)

que o termo I} do tensor de polarizagao do vdcuo é
Hw/( )7 —62 d4 d4 /d4 /" —ipz5( o /+ //)
0'() = 57 | dpdP Ve p—p +p

T (8 B) = el — 0% ol — 71+

Tl [+ B) + Seas + 0727 JL +))

[P im0t

+ Tr{v” [(zﬁ’ —p) - éeam(p’ —b)™y W”’V‘s] 7”?’}5 (0 =)+

+ Tr{v“ [(ﬁﬁ’ +h)+ éeam (¥ + )™y’ v"’w‘s] “/”?’}5 (¢ +0)?)

[P+ ma(p"?)dp”)}}.

p//2
(6.39)

Os tragos que aparecem na expressao acima sao calculados facilmente através das



propriedades bem conhecidas das matrizes de Dirac [27]

o Tr [“/“p’w” " —B)] =AD" =) =g (" =)+ PV (p

oTr[ y'url‘] =4[p*(@" +b)" — g"p/(

o Te[y"(p — by = A[( = 0™ — g™ (0 = 0" + (p

o Ty (¢ + B p] = 4l + 0" - W(p +b)

o capys(p’ — b)* Te[y*p'y" 7779 e (p" = b)apl,
)

/

® €aprs(p’ +0)* Tr [Af“z/ﬁ’v”vﬂ YTy } e P" +b)alss
(0 = b)* Tr[v"7 7y '] = =24 (p) — b)apea
aTr[ u,\/ 5 7671/?//] aﬁuu p +b)

® capys(p’ —b)
® €apyi\P ( / + )

Escrevendo .

e fazendo uso das identidades (6.40), concluimos que

15" (z) =

y —2¢?
115" (p) = 2n? / d4p’d4p”5(p—p’+p”){

—-b
p”+b)+p”’p”+b”7

DL
7

)

b))
)]
u //ﬂ
]

p+b"”“7
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(6.40)

(10 = 0 = 0 =0y 207 = 0 = i = 0ol — 07

+ [p/u(pu + b) _ f]u"p'(p" + b) +p/u(p// + b)“ + ieaﬁ‘“'(p" + b)aplg]é[(p" + b)2}>

X {,PZ% - 7:71'6(])/)(5(])/2):| + ([(p —b)p" — g™ (p = b)p" +

+ (p —b)’p"™

— e (' — b)aph]8[(p — b)*] + [ + )" — g (0 + b)p + (0 + b)"p™

et 4 Bl — B8l + m) [Ppi n me(p"w(p"?)] } (6.41)

Procedendo de maneira andloga, vemos que II}” é dado por

v 62 —ipT
@) = Samy / d'pd'p'd'p’e /p"5(p—p’+p”){

(Tr{v“lﬁw” [(z/ﬁ" - - éeam(p" —b)*y’ 7”7‘5]}5 [(p" = )*]+

Tl )+ geanst” + 0 ol 4 071 ) P — im e

H(Tb [0 = 9 = et — 0 il — 21

+Tr{~/ [(? +5)+ Fam(p +b)%y 7”7‘5] 7”%75}5[(1/ +b)2])
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1 112
X Pp + i (p")e(p” )]} (6.42)

Por sua vez, os tragos que aparecem na expressao acima sao dados por

Te[y"b7" (p" — B)] = diba(p" — b)se™ ™",
o Tr[y"brysy” (p" + B)] = 4iba(p" + b) e,
o Te[y"(p = )" bs] = diba(p = b)e ™,
. Tr[ yH p’ + )y by ] = 4ib,(p' + b)ge"ﬁ””7
(0" = )" Tr [y 77y Bys] = 24i [(p' — b)*0" — ¢ (p' — D)o+ (1 — b)"V],
o €apys(D) + ) Tr[v*77y 7 v s | = 24i[(p' + b)“b” — " (p' + b)b + (p' + )" V],
o capys(p’ — b)* Te[y"Bysy"y 7 7°] = 24i[(p" — b)*b” — g™ (" — b)b+ (p” — b)“D"],
"+ b) Tr [v By Y] = 240 [(p7 + 0)FB — g (" + b)b + (" + b)" D]

(6.43)

® €apys

® CapBys (p

Utilizando as identidades acima e comparando com
1 (0) = s [ atpI (o)
b (2m)* b ’

vemos que

2¢?
o _ d4 /d4 "5(p — 1 /1
b (p) 7(%)3/ pd'p"s(p—p +p ){
([iba(p” = 0)se ™ 4 (" = D) — g (P = b)b+ (0" = b) V¥ ]6[(0" — b)?]
+ [iba (P + )€™ — (" + D)*B” + ¢ (0" + b)b — (0" + )" V*]S[(p" + b)Q})
1 . . apr, 4 v
X |:73'p fzwe(p’)é(p&)} —+ ([lba(p’ — b)ge Brr 1 (p — b)HBY — g* (p' — b)b
+ (0 =) 0]8[(0 = b)) + [iba(p' + b)se ™" — (0 + b)0 + g (p' + b)b
1
— (¢ + byl + m) [P 3 +ime(y )5(,//2)} } (6.44)
p
Pode-se monstrar por contagem de poténcias que o tensor de polarizagao é quadra-
ticamente divergente. Por este motivo, assumiremos que este esteja regularizado, como

um todo, para que possamos realizar as mais diversas manipulacoes matematicas.

A forma geral do tensor de polarizagao do véicuo é

1" (p) = A(p)p"p” + B(p)e""*’pabs + C(p)p"b” + D(p)p"b"
+ E(p)g" + F(p)v"v”, (6.45)
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sendo A, B,C, D, E, F seis coeficiente (fungdes) que dependem de p* e b*.

A invariancia de gauge do modelo garante que a corrente J#* é conservada. Este fato
estabele certas relagdes envolvendo os coeficientes que aparecem em (6.45), pois decorre
de (6.31) que

00,20 = [ 91 (@ - AT (w)a'y =
e, portanto, 9,I1"(z) = 0.
No espago dos momentos, esta relagao torna-se
0= pI1"(p) = [Ap® + (bp) D + Elp” + [Cp* + (bp) F]V", (6.46)

que, devido a independéncia de p* e b, leva aos vinculos

E=—Ap’ - (bp)D,
_ o, (6.47)

p2

Assim, considerando (6.47), concluimos que o tensor de polarizagao é da forma

11 (p) = A(p) [p"p” — p*9"] + B(p)e" **pabs

b
D0~ ] + F) |~ S| (6.49)
Decorrem de (6.48) as relagoes
§ ; ,  (bp)?
PO e 1 = =2[1%p — (bp)°] B, (6.50)
w 272 2 2 (bp)?
bup, 11" = D [p*b* — (bp)?] + F |b*(bp) — =k (6.51)
2
bub 1% = A[(bp)® — b°p*] + F [b“ - %bﬂ , (6.52)

que tornam possivel a determinacao dos coeficientes A, B, D e F' em fungao de termos
calculdveis. De (6.50), (6.51) e (6.52), seguem

7ppb06;wpanwl
Bp) = "7 6.53
)= gz (6.33)
2b,b, 117 2
Fp) = ot + 5 AD) (6.54)

T (022 — (p)?] 0
byp A1 (bp)

D(p) = = p)? FF(P)
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o bup 1 (bp)b,.b, 11 (bp)
TR P PR Gor] P

) 4 ), (6.55)
Para descobrirmos A, substituimos (6.54) em (6.52) e obtemos

_ —b? 3(bp) (bp) " b,b, » "
A(p) - 2[62p2 _ (bp)Z] {b2p2 _ (bp)2 |:b;1p1/ - ?bybu:| 11 - B2 ——II" 4 II } . (656)

O apéndice D contém o célculo explicito dos coeficientes A, B, D e F realizado para o
caso b = (by, 0,0,0), onde consideramos by < pg € by < |p| (a barra denota os coeficientes

obtidos apés a renormalizacio da carga):
A@:jfmm*M<P3_ﬁ_h&)1(&_&J _
4m? po+ [Pl \4pl> 3pl* 4p| P> Ip[*
e )1 v Py Mo
i 3002l + (e - - B Yo,
4{3 ®)+ \ GpF ~ 3pF ~ ) 97

B(p) = {;@(ﬁ)s(m, (6.57)

1
87r2b0 { "

Po*\P| Py P p%)_5p% n 8p}

o+ Ip| 2\pl5 Ipl* "2l 3lpl? " Ipl*

Py Po | Ph >@ 5
—p), 6.58
@mw EEETYAER (6:58)
1 Po — ( po 37’0 3p0 ) 81)%
7T2bo{2 por 1ol \IoF TP Tol ~IPl) + 1ot ~ 3P
11170 16|p\2 €2 P Pg 2
- - N L PR 6.50
A e ACT mP+ﬂm -7) (6.59)

No que segue, empregaremos o tensor de polarizagdo obtido nesta segao para o

calculo do propagador bosonico corrigido.

6.5 PROPAGADOR CORRIGIDO

O propagador do campo A* interagente é definido na representacio de Heisenberg
por
Dy (x = y) = (O]T{A"(z) A" (y)}0), (6.60)

onde T' denota o ordenamento temporal e |0) é o vdcuo da teoria interagente, i.e., o estado
de menor energia do hamiltoniano total do sistema associado a densidade lagrangiana

(6.11).
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Da equagao de movimento (6.12) referente ao campo A, podemos escrever

2(0) = A5(0) = ¢ (DR = ) (Gr0dn) + Ze 0, ()] '
= Ap(x) + / (DR (x = y)du(y)d'y, (6.61)
Substituindo (6.61) em (6.60), obtemos
(D)™ (x — y) = OIT{A4(x) 453 }HO)
+ [0 - Ol A o)y
+ [y - O Gl DA w0ty
+ [ Ry~ O G )i D ION DR o — Nyl (662)

Considerando agora as expansoes no parametro e (6.27) em (6.62), obtemos uma
série perturbativa para o propagador (D,)"”. Dentre todos os termos desta série, con-
sideraremos a chamada série de Schwinger-Dyson que corresponde a um somatério do

tipo
Dy (x) = (D) (x) + i / (D) (= y)Map(y' —y")(Dp)™ (y")dy'dy"

+i / (DR (z =y )Mas(y' — y") (DR (Y = 2)ILys(2 — &) (DY) (2)dy/ dy"dzd?' . ..

(6.63)
No espago dos momentos, a série de Schwinger-Dyson torna-se
D (p) = (D) + (D) g (D) + (D) Ty ( D) TLs (DR + .
= (Dp)" + i(Dy)"*Tag(Dy)™. (6.64)

Contraindo com (D;"),, e (D})5, obtemos

(D5 (Do) (D 1)y = (D) 3p (DRI (Dy My + 1(Di) 3 (D) T (Do) ™ (Dy V)
(DI;-);/} = (DEI)AP + iH)\p
(D )ap(p) = (D)3, () — il (p)- (6.65)

Da equagao (6.20), sabemos que

(D% (0) = —pupy + M3¢gu. (6.66)
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Assim, de (D.115), (6.65), (6.66)
(Dgl)ﬂu = —Pubv + Ajzfg;w - L{A([)) [pupu - p?g;w} + B(p)e;waﬁpabﬂ
_ (bp)
+ D(p) [pubu - (bp)gw] + F(p) | buby 2 —pubu| ¢ (6.67)

e considerando a forma geral

(Dy) o (p) = Ry + Spup + Tepapp™® + Ubup, + Vb, + Xb,b,, (6.68)
devemos ter

9w = (D Dua(Ds)S,
= g { Ri (P’ A+ bopo D — iM?) — iTb3p’ B}

+ pupn Ui <b°p°F bopod — @) R (1 +m) _TiB
P’ (3 3

2.2 2
+ Si (bopoD n b"#F M — Q) }
P i§
bupo - bopo . = . = bﬁpﬁ = a2 p2
+pﬂb Xi — bg OA — ? + leopoB + Vi bopgD + pTF —iM* — E

lbopo F}
(p

+b.py {U’L A-BF — W?) + Tibypo B — Si (p D+ bOpOF) RiD}
+b,by {Xz( A —BAF 77]\[2) Vz(p D+bop0F)szpZBfRiF}
+ €uvapp™b’ {Ti (P> A + bopoD — iM?) — iRB} . (6.69)

Comparando os lados esquerdo e direito de (6.69), necessariamente deve ser verdade

Ri (p* A+ bopoD — iM?) — iThp*B = 1,

T (p*A + bopoD — iM?) — RiB = 0,

(P — bopod — B2 + R(% = A) = TWRB + S (bopoD + B F — a2 - £2) =,
(p*A = B3F — iM?) + TbopoB — 5 (p*D + bopoF') — RD =0,

<b3”°F — bopoA — b9§°) + Thopo B + V<bol)oD + BB F i - %) +RMRF =0,
(P*A = 05F —iM?) =V (p*D + bopo F') — Tp* B — RF = 0,

U
U
X
X

(6.70)
que é um sistema linear de seis equagoes nas varidveis R, S, T, U, V e X.

Notemos que as duas primeiras equagoes envolvem apenas as variaveis R e T. Por
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conta disso, é imediato que

[ — 6.71
bip?B? + =2’ (6:71)
iB
-— 6.72
b p2BQ + = =2’ ( )
onde definimos = = M2¢ +i(bopo D + p*A).
Da terceira e quarta equagao, podemos obter S e U:
1
S = — 22B% — Z(1 +iA)|(p*A — BBF — iM>
[ (p? = M%) (bp?B? + =2) {p s (1 +iDJp"A = boF —iM7)
+ [R5 + D] IRF + 2 - 2], (673)
1 _ _
U: — ibopop? B? (p* — M? + (A -
sl w0 2
_ pZE (A42§ +ip ) D { 1B? _ 2(B2p2 + 1EF)] — bopo } (674)
sendo I' = Ap* + (bopo D — iM2€)p? + bZp?F.
Por fim, das duas tltimas equagoes obtemos V e X:
bopo (F= + iB%p?
y o oo (FE +iB*") (6.75)
I (b3p2B2 + =?)
_ p? (F’E + ’lﬁBsz) (6.76)

D (BBp2B2+22)

Analisando os polos do propagador, verificamos que s6 existe um polo real e este
corresponde & massa fisica M+/€. Os outros polos estao fora da reta real e representam
modos fisicos espurios que sao consequéncia da violagao da simetria de Lorentz, da mesma
forma que ocorre quando estudamos teorias interagentes em gauges nao covariantes, como
por exemplo o gauge de Coulomb em QED e gauges algébricos (ndo covariantes) em QCD
[26].

Como pode ser constatado ao se analisar a segdo 6.3, o propagador inverso Db’l(p)
que aparece em (6.20), corresponde a transformada de Fourier da parte que contém os
operadores diferenciais na equagao (6.18), que definiu a fun¢do de Green para o campo
A*. Esta parte, por sua vez, é proveniente das equacoes de Euler-Lagrange. Portanto,
podemos inferir a partir de D, 1(p) quais sdo os termos que devem estar presentes na acio
do modelo para que tenhamos Dy(p) como propagador.

Devido a forma complicada do propagador inverso (6.20), ainda ndo conseguimos
identificar os contratermos da densidade lagrangiana que levam aos termos de ordem

linear e superiores em b* na qual temos interesse, ou seja, ainda nao indentificamos os
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contratermos que levam a b,b,, b,p, € p.b,.
Em relagdo aos outros termos, podemos constatar as seguintes correspondéncias
entre termos presentes na agao e termos presentes em (6.20):

Tz 2 v

1 vV
—ZFWF“ > pi'p” = p ",

1
FMPEAA e Mg, (6.77)

1
— 56“"“‘9Fu,,14ab5 > e Pp by,

Concluimos entao que um termo do tipo Chern-Simons —%e‘“’“ﬁ F,,Aqbg foi gerado
por corregoes radiativas. Além disso, também foi gerado o termo cinético f%F w " para
o campo bosonico, tornando possivel a interpretacao deste tltimo como um campo de

gauge massivo, cuja massa fisica foi gerada dinamicamente.



Capitulo 7

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
FUTURAS

Nesta tese apresentamos um modelo do tipo Thirring que descreve a interagao entre
quatro férmions ndo massivos e que viola as simetrias de Lorentz e CPT. Este modelo
pode ser considerado como uma teoria efetiva, em alguma escala de energia, que incorpora
efeitos da quebra da simetria de Lorentz no cenédrio da fisica de particulas.

Vimos que o procedimento de Stiickelberg, através da linearizagao da interagao e in-
trodugao de campos auxiliares, permitiu incorporarmos a invariancia de gauge ao modelo
que inicialmente era do tipo corrente-corrente, isto é, sem campo mediador. Vale ressal-
tar que o modelo obtido por meio deste procedimento é equivalente ao modelo original,
corrente-corrente, e exemplifica o processo de bosonizacao parcial.

De posse de uma densidade lagrangiana com invariancia de local gauge, vimos que
a introdugao de um termo de fixagao de gauge e contendo fantasmas de Fadeev-Popov
leva & uma densidade lagrangiana com invariancia BRST.

Usando teoria da perturbagdo na representagao de Heisenberg, calculamos o tensor
de polariza¢ao do vacuo do modelo e o propagador corrigido para o campo vetorial mas-
sivo. Como consequéncia, observamos que o termo cinético do campo vetorial, embora
ausente na densidade lagrangiana original, foi gerado pelas corregoes radiativas, assim
como um termo do tipo Chern-Simons.

Como perspectivas futuras, pretendemos

e calcular as demais corregdes radiativas ao modelo (correcao de vértice e auto-energia

do férmion);

e estudar o potencial efetivo do modelo introduzindo outras simetrias internas e ex-

tendendo o grupo de gauge;

e analisar a questao do confinamento em (3+1) dimensoes ao estilo do modelo de

Gross-Neveau;
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e estudar via a formulagdo da matriz S em outras representagdes, em particular na
de Furry, a estabilidade do vacuo e a produgao de pares na presenca de campos

externos intensos.



Apéndice A

NOCOES SOBRE TEORIA DE
GRUPOS

Neste apéndice serao abordados algumas defini¢oes e resultados da teoria de grupos
e algebras necessarios a leitura deste texto.

A teoria de grupos de Lie envolve naturalmente vérios conceitos topoldgicos que
fogem ao escopo deste texto. Por este motivo, nos restringiremos aos grupos lineares que,
além da grande importancia em fisica, possuem a estrutura de grupo de Lie e a vantagem
de poderem ser estudados de maneira mais simples.

As demonstragoes de todos os resultados aqui apresentados podem ser encontradas

nas referéncias [20, 34].

A.1 ALGUMAS ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Definigao. Um grupo consiste num conjunto G e numa aplicagao - : G x G — G tal que

0s seguintes axiomas sao satisfeitos:
1.a-(b-¢)=(a-Db)-c, para quaisquer a,b,c € G;
2. existe e € G, chamado elemento identidade, tal que paratodoa € G, a-e = e-a = a;

3. paratodo a € G existe a™' € G, chamado elemento inverso, tal que a-a™* = a™'-a =

e

Caso a operacao definida em G seja comutativa, i.e., se para quaisquer a,b € G, a-b=b-a

o grupo é dito abeliano.

Definicao. Um corpo consiste num conjunto K e de duas operagoes + : K X K — K,

- K x K — K tais que:
1. O par (K, +) forma um grupo abeliano com elemento identidade 0 € K;
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2. O par (K\{0},-) forma um grupo abeliano com elemento identidade 1 € K;
3. Para quaisquer a,b,c € K, temos a- (b+c¢)=a-b+a-¢

Definicao. Um espago vetorial sobre um corpo K consiste num conjunto V', cujos ele-
mentos sdo chamados de vetores, e de duas operagoes + : V xV =V, . : K xV =V

tais que para quaisquer o, 3 € K e v,w € V:
1. O par (V,+) forma um grupo abeliano com elemento identidade 0 € V;
2. a-(B-v)=(a-p)- v
3. 1-v=w, onde 1 é o elemento identidade referente a operagao - em K;
4. (a+B)-v=a-v+[-v;
5. a-(v+w)=a-v+a-w.

Definigao. Uma dlgebra de Lie consiste num espago vetorial g sobre o corpo K e de uma

operagdo [, | : g X g — g, tal que para quaisquer u,v,w € g e a, f € K sao satisfeitas:

Lja-u+pf-vw =a [u,w+pB-vwelua v+ w =a-uv]+p-uw
(bilinearidade);

2. [u,v] = —[v, u] (antissimetria);

3. [u, v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0 (identidade de Jacobi).

A.2 O MAPA EXPONENCIAL

Denotemos por M (n,C) o conjunto das matrizes n x n sobre o corpo C. Com as
operagdes usuais de multiplicagdo por escalar e soma de matrizes, M (n,C) é um espago
vetorial complexo.

O mapa exponencial é a funcao exp : M(n,C) x M(n,C) — M (n,C) definida por

exp(X) =Y %X’f. (A1)

Notemos que a definigdo do mapa exponencial s6 tem sentido para as matrizes em
que a série acima ¢é convergente. De fato, pode-se mostrar que a série (A.1) converge na

norma

(A2)

para toda matriz X € M(n,C). A convergéncia na norma garante os seguintes resultados:
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Proposigao 1. Sejam X,Y € M(n,C) e 7,0 € R. Sao verdadeiras:
1. % exp(7X) = X exp(7X) = exp(7X)X;
2. Se [X,Y] = XY —YX =0 entdo exp(X) exp(Y) = exp(X +Y);

3. exp(X) ¢ inversivel e exp(X) ™' = exp(—X);
4. exp((7 + 0)X) = exp(7X) exp(c X);
5. Se Y ¢ inversivel, entdo Y Lexp(X)Y = exp(Y 1XY);

6. det(exp(X)) = exp(Tr(X)).

A.3 GRUPOS LINEARES

Consideremos o subconjunto GL(n, C) C M(n,C) das matriz inversiveis, i.e., GL(n,C) =
{X € M(n,C) : det(X) # 0}.

Com a multiplicagao usual de matrizes, temos que para X, Y € GL(n,C), det(XY) =
det(X)det(Y) # 0, ou seja, XY € GL(n,C). Além disso, a multiplicagdo matricial é as-
sociativa, a matriz identidade de dimensdo n pertence a GL(n,C), pois det(I) = 1, e
det(X 1) = det(X)~! # 0 implicando em X! € GL(n,C). Logo, GL(n,C) é um grupo.

Notemos que GL(n,C) possui como alguns de seus subgrupos, i.e., subconjuntos
de GL(n,C) que possuem a estrutura de grupo com as operagoes usuais de matrizes, os

seguintes conjuntos:

Un) ={X € GL(n,C) : X+ = X1}, (A.3a)
SU(n) =={X € GL(n,C): X' = X' e det(X) = 1}, (A.3b)
O(n) ={X € GL(n,C) : X' = XT}, (A.3¢)
SO(n) :={X € GL(n,C) : X' = XT e det(X) = 1}. (A.3d)

Definigao. Um subgrupo de GL(n,C) é chamado de grupo linear.

A.4 A ALGEBRA DE LIE DE UM GRUPO LINEAR

Como espago vetorial, M (n,C) pode ser identificado como R2"” através do isomor-

fismo

ap +ibiy o arn +iby
: ’ : ? (a11~,b117"' 7aln7bln7"' -,an,lybn,l"' 7ann-,bnn)‘

U1+ ibp1 - Gpp + 10y
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Desta forma, todas as nocdes de limites, continuidade e diferenciabilidade de RN, N € N,
podem ser aplicadas em M (n, C) por intermédio da correspondéncia acima. Por exemplo,

consideremos uma fungao

(ln(t) + an(t) e aln(t) + Zbln(t)
R)(a,b);t# : : € M(n,C).
A1 (8) +ibp1(8) -+ ann(t) + ibpn ()
Entéo f é continua (diferencidvel) em (a, b) se e somente se para quaisquer ¢, j € {1,--- ,n}

as fungées componentes a;; e b;; forem continuas (diferencidveis) em (a,b). No caso de f

ser diferencidvel

any () +iby () - d(8) + b, (1)
fi() = : : : (A.4)
aill (f) + ibizl (t) o a’;’m (f) + 7;b;m(t)

Segue dos resultados acima a seguinte proposi¢ao

Proposigao 2. Sejam f,g : (a,b) — M(n,C) funcgdes diferencidveis. Entdo a funcao
f-g: (a,b) = M(n,C) definida por (f - g)(t) = f(t)g(t) € diferencidvel em (a,b) e
(f-9) (@) = f'(t)g(t) + F(1)g'(t)-

Definicao. Seja G um grupo linear. O espago tangente a G em I, denotado por g,
é o conjunto formado pelos elementos X € M(n,C) para os quais existe uma curva
(a,b) >t~ o(t) € G de classe O, tal que! ¢(0) =T e o’(0) = X.

Para X,Y € g e a, 8 € R segue da definigao acima que aX + Y € ge [X,Y] € g,
onde [X,Y] = XY — Y X ¢ o comutador das matrizes X e Y. Além disso, o comutador
possui as propriedades de bilinearidade, antissimetria e satisfaz a identidade de Jacobi.

O resultado acima pode ser resumido na seguinte proposigao:

Proposigao 3. O espaco tangente ao grupo linear G em I é uma algebra de Lie sobre o

corpo R.

Por este motivo, g é chamado de dlgebra de Lie do grupo linear G.

Por hipétese, 0 € (a, b).
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Como exemplo, consideremos o grupo linear SO(n) e seja (a,b) > t — A(t) € G
uma curva de classe Ct. Pela definicdo de SO(n), segue que para todo t € (a,b),
A(t)AT(t) = I Derivando em t = 0 e fazendo A(0) = I,4'(0) = X, segue da pro-
posicao 2 que A'(0)AT(0) + A(0)AT(0) = X + XT = 0, ou seja, XT = —X. Re-
ciprocamente, seja X € M(n,C) antissimétrico, i.e., X7 = —X e considere a curva
(—1,1) > ¢t = A(t) = exp(tX) € M(n,C), que é de classe C'. Utilizando as proprie-
dades do mapa exponencial, temos que V¢ € (—1,1), A(t)AT(t) = exp(tX)(exp(tX))T =
exp(tX) exp(tXT) = exp(t(X + XT)) =T e det(A(t)) = det(exp(tX)) = exp(Tr(tX)) = 1.
Logo, A(t) € SO(n).
Assim,
so(n) ={X € M(n,C): XT = —X}. (A.5)

Analogamente, mostra-se que

o(n) ={X € M(n,C): X" = X}, (A.6)
su(n) ={X € M(n,C): X" = —X e Tr(X) = 0}, (A7)
u(n) ={X € M(n,C): X" = -X}. (A.8)

No exemplo acima vimos que exp(X) € SO(n), se X € so(n). De fato, este é um

resultado geral entre grupos lineares e a sua correspondente algebra de Lie:

Proposigao 4. Sejam G um grupo linear e g a sua dlgebra de Lie. Entdo, o mapa expo-

nencial mapeia g em G, ou seja, exp(g) C G.

A reciproca desta proposi¢ao nao é verdadeira, ou seja, nem todo elemento de G

pertence ao conjunto exp(g). De modo geral, o seguinte resultado é verdadeiro:

Proposigao 5. Em uma vizinhanga suficientemente pequena em torno de I € M(n,C),
todo elemento a € G conectado & I por uma curva C*, contida em G e nesta vizinhanca,

¢ da forma a = exp(X) para algum X € g.

A.5 A REPRESENTACAO ADJUNTA DE UM GRUPO

LINEAR

Definigao. Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um corpo K. Uma transformacao li-
near de V- em W é uma fungao T : V' — W tal que para quaisquer u,v € Ve a € K,
T(au +v) = aT(u) + T(v). Em particular, quando V' = W a funcdo T ¢é chamada de
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operador linear em V.

Consideremos o conjunto L(V, W) das transformagoes lineares de V' em W. Dados
T,U € L(V,W), a« € K e v € V, podemos definir a soma de transformagoes lineares e

multiplicagdo por escalar da seguinte forma:

(T+U)w)=T(v)+ U(v),

A9
(@T)(v) = aT(v). )

Segue das defini¢oes acima que 7'+ U e aT sdo transformagoes lineares de V' em
W. Além disso, as operagdes L(V,W) x L(V,W) 5 (T,U) — T+ U € L(V.W) e
K x L(V,W) 3 (a,T) — oT € L(V,W) satisfazem todos os axiomas de espago vetorial,
cujo elemento identidade referente & operagdo + é a transformacdo nula 0 € L(V, W),

definida por 0(v) = 0,Vv € V. Logo, L(V,W) é um espago vetorial sobre o corpo K.

Analisemos agora o conjunto GL(V) C L(V,V), cujos elementos sdo operadores
lineares inversiveis em V, i.e., os operadores T € L(V,V) para os quais existe T~! €
L(V,V) tal que? TT~! =TT =1, onde I € L(V,V) é o operador identidade.

Com a operagao de composi¢ao de operadores, GL(V') é um grupo. De fato, sejam
U, T € GL(V). Como U ¢ inversivel, segue da definigio de inversa que U~! € GL(V).
A composigao também é fechada, ou seja, UT € GL(V), onde (UT)~' = T-1U~. Além
disso, a composicao de fungdes é assossiativa e o operador indentidade também é inversivel,

provando o desejado.

Defini¢ao. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K e G um grupo. Um repre-
sentagao de G no espago vetorial V' é uma fungao p : G — GL(V) tal que para quaisquer
a,be G,

pla-b) = p(a)p(b). (A.10)

Segue imediatamente da definigao que p(e) = I e p(a™!) = p(a)~!,Va € G.
No caso de V ter dimensao finita, a escolha de uma base permite associar a cada

elemento de L(V, V) uma matriz. Desta forma, supondo que V seja um espago vetorial

complexo de dimensao n, GL(V') pode ser identificado com GL(n,C).

Dado um grupo linear G, a sua élgebra de Lie g ¢ um um espago vetorial e pode ser

usado como espago de representagao.

28ejam V, W, Z espagos vetoriais sobre um corpo K, T € L(V,W) e U € L(W, Z). Entdo a composi¢io
UT é a transformagao linear de V em Z definida por (UT)(v) = U(T(v)).
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Defini¢ao. Sejam G um grupo linear e g a sua dlgebra de Lie. Chama-se de representacao

adjunta de G a representagao:

Ad: G — GL onde Ad,:g—
(9) g 99 (A11)
g — Ad, a s Ady(a) = gag™*

Notemos que para a definicdo acima ter sentido, precisamos verificar que de fato
Ad, € GL(V) e que Ad é uma representagao de grupo.

Sejam g, h € G, a,b € g e a € R. Notemos que a curva (—1,1) — gexp(ta)g~' € G é
de classe C"! e que sua derivada em ¢t = 0 é gag~' € g. Agora, Ad,(aa+b) = g(aa+b)g™ =
agag™ + gbg™! = aAdy(a) + Ady(b), ou seja, Ad, ¢ um operador linear em g. Defi-
nindo (Ady)™" = Ady-1 vemos que (AdjAdy1)(a) = Ady(Ady-1(a)) = Ady(g " ag) =
99 'agg™" = a = g 'gag~'g = Ady-1(gag™") = Adg1(Ady(a)) = (Adg-1Ady)(a), ou
seja, AdgAdy—1 = Ady-1Ad, = I e segue que Ad, € GL(V) . Da mesma forma,
Adgp(a) = gha(gh)™ = ghah g™ = gAdy(a)g™ = Ady(Ady(a)) = (AdyAdy)(a), ie.,
Adg, = AdyAdy, e segue que de fato Ad é uma representagao de grupo.

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Como ja comentado, o conjunto
L(V,V) dos operadores lineares em V' é um espago vetorial sobre K com as operagoes
(A.9). Pode-se definir em L(V,V) uma terceira operagao [, | : L(V,V) x L(V,V) —
L(V,V), onde o comutador de dois operadores é [T,U] := TU — UT. Como facilmente

verificado, estd operagdo torna L(V, V') uma &lgebra de Lie sobre K e serd denotada por

gl(V).

Defini¢ao. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e g uma élgebra de Lie. Uma
representagao de g em V' é uma funcdo 7 : g — gl(V) tal que para quaisquer a,b € g e
ae K:

7(a +b) = 7(a) + 7(b),
7(aa) = at(a), (A.12)
7([a, b)) = [r(a), (b))

Como exemplo, consideremos a representacao adjunta de uma algebra de Lie:

Defini¢ao. Seja g uma élgebra de Lie sobre um corpo K. Chama-se de representa¢ao

adjunta de g a representagao:
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ad : g — gl(g) onde ady, : g — g (A13)
a — ad, b+ ad,(b) = [a,b] '

Da bilinearidade dos colchetes de Lie, segue imediatamente que ad, € gl(g). Mos-
tremos que ad é de fato uma representacdo de g. Sejam a,b,c € g e @ € K, entdo
adgyp(c) = [a+b,c] = [a, ]+ [b, ] = ad,(c) +ady(c) = (ad, +ady)(c) € adao(c) = [aa,c] =
ala, c] = aad,(c). Logo, adatp = ad, + ady, e ady, = aad,. Além disso, da identidade de
Jacobi, temos que adjqy(c) = [[a,b],c] = —[[b,c],a] — [[c,a],b] = [a,[b,d]] — [b,[a,c]] =
ad,([b, c]) — ady([a, c]) = ad,(ady(c)) — ady(ad.(c)) = (adsady — adpad,)(c) = [ada, ady)(c),

ou seja, adqp) = [ady, ady] e segue que ad é uma representacao de g.
Uma representagao de um grupo linear naturalmente induz uma representagao da
sua dlgebra de Lie. Este fato é enunciado da seguinte forma

Proposigao 6. Sejam G um grupo linear, g a sua dlgebra de Lie e V um espago vetorial
de dimensao finita sobre um corpo K. Dada uma representacao p : G — GL(V), existe

uma Unica representacao p : g — gl(V') tal que
plexp(X)) = exp(p(X)), (A.14)

para todo X € g. A representagdo p pode ser calculada por

P(X) = Lolesn(X))| (A.15)

e salisfaz
plaXa™) = p(a)p(X)p(a™), (A.16)

para quaiquer a € G e X € g.



Apéndice B

FUNCOES SINGULARES

B.1 EQUACAO DE KLEIN-GORDON

Consideremos a equagdo de Klein-Gordon inomogénea
(@ +m2)(x) = pla). (B.1)

Com o intuito de encontrarmos uma solugao para (B.1), buscaremos inicialmente a

fungdo de Green G definida pela equagao auxiliar
(04 m?)G(z) = —o(z). (B.2)
O conhecimento de G permite a construgao da solugao particular
$x) = — /G(I —yey)d'y, (B.3)
pois, da aplicagio do operador de Klein-Gordon L+m? em (B.3) e do uso de (B.2) resulta
@+ mo() = @ +m?) [ Glo - o'y
~ [ 86— o)ty = pla).

conforme o desejado.

Considerando as transformadas inversas de Fourier para G e §

G(k)e ™ @'k, (B.4)

e ke iy, (B.5)

Q

B

Il

o

| =

=
\\
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e substituindo em (B.2), obtemos a equagao algébrica que determina G
(=K + m?)G(k) = —1. (B.6)

Notemos que a equacao acima somente é satisfeita quando —k2+m? = fk(2)+(k2 +m?) # 0.

Por este motivo, para que a integral resultante de (B.6) e (B.4)

Gla) = — / o L / N (B.7)
et Bome ent) moat"

esteja bem definida, torna-se necessaria a especificagdo de um caminho de integragao que

contorna os pélos em ky = +wy, onde wx = vk?+m?2 A figura abaixo apresenta os
possiveis caminhos de integragdo. Cada caminho associa uma fun¢do de Green, satisfa-

zendo condigoes de contorno especificas, & equagao (B.2).

>

GG

<.

1C

Ap

Figura B.1: Possiveis caminhos de integracao para G.

Consideremos a fungao de Green retardada, definida pelo primeiro caminho de inte-

gragao da figura B.1:

1 efikac 1 E,f'ik'ozo
Ag(z) = Pk = f'k*/’if Ed’k. B.
r(x) (27r)4/k27m2dk (27r)4/€ kgfwﬁd d (B.8)
AR

AR

No caso em que 2° < 0, a integral em k° acima pode ser calculada por intermédio
do teorema de Cauchy. Para isso, consideremos o caminho de integragao auxiliar descrito
pela figura B.2. Pelo fato dos pdlos +wy néo pertencerem a regiao delimitada pelas curvas

Cr e T, resulta do teorema de Cauchy que

c—ikozo
/ ——— dk’ = 0. (B.9)

kg — wi
Cp+T
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Cr

Figura B.2: caminho de integragio auxiliar para a evaluagio de Ag, 2° < 0.

Este resultado permite escrevermos

e—ikomﬂ e—ikomo e—ikom
/ﬁdk(’: Jim / ﬁdko—/ﬁdko
kg —wy R—00 kg —wp J kg — wi

Ar CpAT
—ik0g0
1 ’ 0
= Rll_r};o/ " dkK. (B.10)
r

Utilizando a parametrizacio [0,7] 3 § — Re € C para o caminho I' temos

cfikozo A ie*izORcleReiG - iefizoRczg ReiQ
lim - dk’| = lim T R df| < lim a5 df
R—oo | ) ki —wy R—oo | )  R%2e?0 — wy R—oo R2e0 — wy
0 0
~ R}e—iIOReie - R| e—iacDRew
=lm | ————df < lim [ ———df
Rooo | |R2€%0 — w27 T Rooo R? —w}
0 0
r Re™'R TRe™ 'R
<lim [ ————df= lim ——— =0, (B.11)
R—o0 R? — Wi R—oo 2 — Wi

pois, por hipétese, z° < 0. Este resultado garante que a integragio ao longo do caminho
T ¢ nula no limite R — oo. Portanto, de (B.10) e (B.8)

Ap(z) =0, se 2° < 0. (B.12)

Notemos agora que por ser um escalar de Lorentz, a dependéncia espago-temporal

de Ag envolve o invariante z2

. Desta forma, dado a € R, Ar é constante ao longo das
hipérboles {x € M : 2% = a}, onde M denota o espago de Minkowski. Em particular, no
caso em que x for do tipo espaco, i.e., 2> = a < 0, existem pontos y € M, com y, < 0,

tais que y? = a. Logo, Ag(z) = Ag(y) =0, ou seja,

Ap(z) =0, se a?<0. (B.13)
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Para o caso 2° > 0, a integragao de (B.8) pode ser efetuada analiticamente [4]:

Ap(z) = —5(2‘7;) + 4;\’;;2(—)(3;2),]1 (m\/@ . (B.14)

Na expressao acima, © denota a fun¢ao de Heaviside e J; denota a homonima funcao de

Bessel de primeira espécie, definidas por

1, sex>0

O(x) = ’ , (B.15)
0, sex<0
> —_1)m 7\ 2m+1
ie) = Z: m!((m —)Q— ! (5) ’ (B.16)

Os dois casos podem ser englobados na expressao

Ar(z) = ﬁ;fro) [5(:&) - 2:/’%@(9;2)5 (m\/ﬁﬂ

=0(2")A(x), (B.17)

onde, conforme veremos futuramente, A é a solugdo da equagdo de Klein-Gordon ho-

mogenea

Aw) = —5-e(a”) [5(332) - %@(ﬁ)h (m\/ﬁ)] , (B.18)
e € é a fungao sinal
1, sez®>0
e(x%) = . (B.19)
-1, sex’<0
Conclui-se a partir dos resultados apresentados acima que o suporte de Ag é o cone
do futuro C* = {z € M : 22 > 0, 1y > 0}. Por este motivo, a solugdo particular

associada

or(z) = — / An(e - o)y,

sofre influéncia de p(yo,y) nos pontos em que (z —y)? > 0 e z9 > yo, justificando o
adjetivo retardada.
Antes de prosseguirmos, faremos mengao ao fato de Ag, definido por (B.8), ser

equivalente a

1 . e—ikw 1 etk
Ap(z) = 1i d'k = d'k, - (B20
o) = i e | ™ = G | Eo st @2

ficando subentedido o limite  — 0% ao final dos célculos. Este resultado pode ser de-
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monstrado pelo célculo direto das integrais.
A funcdo de Green avangada é definida pelo segundo caminho de integracao da
figura B.1

1 e—ikz . —1k0 0 o
AA((L’):W kz— = 27[‘ kdk
A

(B.21)
1 e—zkz 1 e—zkz
=1 d*k = d'k.
nLI(I)lJr (2m)* / k2 — m? —ink® (2m)* / k? —m?2 — inkO
De maneira andloga ao caso retardado, mostra-se que [4]
Au(z) =0, se 2° >0,
AA(x) =0, se z? > 0, (B.QQ)
Ay(z) = —6(12) +—" 0] (m\/>> se 2° <0
4 2m 4722 ! ’
Portanto, o suporte de A, é o cone do futuro C~ := {z € M : 22 > 0, 2y < 0} e a solugao
particular associada
oaa) = =~ [ Bala = pp(w)ay, (B.23)
sofre influéncia de p(yo,y) nos pontos em que (z —y)2 > 0 e 2 < yo.
Compactamente, podemos escrever
o(—a2° m
Aq(z) = — (QW ) [5(;1;2) -3 W72(9(:1;2)(11 (m\/fﬁ)}
— —O(—")A @), (B.24)

As fungoes de Green Ap e A4 estao diretamente relacionadas entre si. De fato,

1 / S . / C——
2m)* ) k%2 —m? +ink® (2m)* ) k*—m? —ink®

AR(*JE) = (
= Au(z). (B.25)

Este resultado poderia ter sido demonstrado diretamente a partir das equagdes (B.17) e
(B.24) e do fato da fungdo A ser {mpar.
O terceiro caminho de integracao de B.1 representa a fungdo de Green dada por

Alz) = %P / B (B.26)

(2m)* k2 —m?

onde P representa o valor principal de Cauchy.
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Claramente A é uma funcio par:

_ 1 eikm E—k 1 e*ikz _
A(—a)= ——P| S _@pF= ———d'k = A(x). B.2
(=) (27r)473/ k? —m? (27r)4p/ k2 —m? () (B-27)
Estabeleceremos agora a relagao

A=_-(Ar+Ay). (B.28)

DO =

Observemos que em decorréncia da utilizagao do teorema dos residuos e do fato da inte-
gragao ao longo do caminho T, figura B.2, anular-se no limite R — oo, a fun¢do Ag néo
depende do raio dos semicirculos que contornam os pélos k° = +wy.. O mesmo aplica-se,
com as devidas adaptagoes, a A4. Em particular, podemos considerar o limite dos raios

destes semicirculos tendendo a zero. Neste caso, a contribuigdo & integral em k° referente

’i'ﬂ'é’lwkl'o
2wy

A 4. Por outro lado, o pedago do caminho de integra¢ao que contorna o pélo wy contribui

P 20
imeiwk®

ao pedaco do caminho que contorna o pélo —wy é igual a o

para Ag e — para

i o—iwieal : =
7”52%“ para A4. Levando em consideragao estes resultados,

iTe

—lw] .7:0
com kak para Ap e
¢é imediato que Ag + Ay = 2A.
Como consequéncia direta dos suportes de Ag e Ay e da relacio (B.28), A anula-se
fora do cone de luz, i.e,

Az) =0, se 22 < 0. (B.29)
O quarto caminho de integragdo da figura B.1 define a func¢ao de Green
1 e—ikz 1 . e—ikozo
Ap(z) = — | ——d'k = —— ihex / ——— dk’Pk B.30
r(@) (2m)4 / k2 —m?2 (2m)4 /e K} — wi ’ ( )
Ap Ap

popularmente conhecida por propagador de Feynman.

O propagador de Feynman mostra-se equivalente a

1 —ikx
Ap(z) = lim / < &'k

noot (2m)4 ) k2 —m2 +in

. 1 e—ikm 4
“ent) Eomra (B.31)

Efetuando-se a integracao [4]

E(S(ZE?) + T%@(f)[h(m m2) - z’N&m\/ﬁ)]

+ #i_?@(fwz)l((m\/ﬁ) . (B.32)

Na expressao acima aparecem, além da fungao de Bessel de primeiro tipo ja definida

em (B.16), as fungdes de Neumann N; e a de Bessel modificada de segundo tipo K7 dadas



171

por [1]
2 T 2 1 (—1)F x 2k+1
Mife) = RIS - 2 =2 g PR D eI (5) . B39
P(1) = —y = —0.577215664901..., (constante de Euler-Mascheroni) (B.34)
-
Pn+1)=— —, [ funcao di B.
(n+1) v+ ; o neN (fungao digama) (B.35)
Ky(2) = =3 [D(ix) + i), (B.36)

Da expressao (B.32) vemos que Ap é uma fungao par, i.e., Ap(—z) = Ap(x) e, a0
contrario de Ag 4 e A, ndo é nula fora do cone de luz.

Por fim, o dltimo caminho de (B.1) define a fun¢ao de Dyson

g (,—ikz 1 g g e—ikozo
A — . 4 — ik-x 0 Sk B.
p(2) /kLdek (%)A/e /kgiwﬁdkd . (Ban)
Ap

Ap

que é equivalente a

1 e—ikz
A = li d'k
o(@) ngon+ (2m)* / k2 —m?2 —in

1 —ikx
= G / ¢ &'k (B.38)

k2 —m? —in

O resultado da integragdo acima é
— i 2 m 2 2 i 2
Ap = —47T5(I )+ SN\/P@(I ){Jl(m\/;> +2N1<m\/:1:7>]

+ #%@(—Iz)lﬁ(m\/ﬁ) . (B.39)

A partir das solugoes retardada e avangada, constrdi-se a seguinte solu¢ao da equagao

de Klein-Gordon homogénea
A(z) = Ag(z) — Aa(z). (B.40)
Vejamos agora algumas propriedades da fungao A e como esta se relaciona com as
fungoes de Green da equagao de Klein-Gordon.

Da relagao (B.25) e da definigao (B.40) segue que A é fmpar

A(—z) = Ar(—z) — Aa(—2) = As(z) — Ag(z) = —A(2), (B.41)
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e anula-se fora do cone de luz, i.e.,

A(z) =0, se 2% < 0. (B.42)
Além disso, em decorréncia dos suportes de Ar e Ay temos

A ). 0 >0
Aw) = J Bel@) sea?>0 (B.43)
—Au(z), sea®<0

Portanto,

Ap(z) = 0(2")A(z),
Ap(z) = —0(=2")A(w),

justificando a notagao adotada em (B.17) e (B.24).
Para A, da relacio (B.28)

[0(2°) — ©(—2)] A(x)
= —e(2")A(x). (B.44)

A fungdo Aadmite uma representagao andloga a fungao de Green G. Com este fim,

definiremos o caminho de integracao C' abaixo

R
K0

—wk wk

Figura B.3: caminho de integracao que define A.

Assim,

1 e—ika: 1 e—ikozo

Az) = d*k = jikex / —— dk"@*k. B.45

(@) (27r>4/ K2 —m? (27r>4/ R (B43)
C C

Com efeito, do teorema dos residuos resultal

—ikOz0
/ 62 > dk? = —27i [Res(—wk) + Res(wi)] , (B.46a)
/ kg — wi
— k020
/ —— dk? = —0(2°)2mi [Res(—wi) + Res(wy)] , (B.46b)
kg — wie
Ar

'Res(z) denota o resfduo do integrando no ponto z € C.



173

k020
/ 62 5 dk® = ©(—2)27i [Res(—wi) + Res(wk)] . (B.46¢)
kg — wi;

1 e e—ik‘] 0 0o o~ ik%z° ol 1
A(z) = Ag(z) — Aalz) = @i ) . dk o 0k | &k
0 k
AR A

e’k { 2mi[0(2°) + O(—2°)] [Res(—wy) + Res(wy)] }dgk

=1
— k00 —ikx
_ e 073 L € 4
C C

como desejado.

Notemos agora que em decorréncia do principio da deformagao dos caminhos [6], A

pode ser decomposta na forma

Az) = A~ (z) + At (), (B.48)

B efikm
o= [ g g [ /
Cc-
—ikx 71k0 0
At(z) = /k2 > d'k = G / / e dk'd®k,
k

com os caminhos de integragao

A.l?

Figura B.4: caminhos de integragio C~ e C+.

definindo

— k020

dk’d’k,

(B.49)

Essa decomposigao mostra-se ttil, pois permitird que escrevamos A de uma maneira
covariante e relacioné-la com Ap e Ap.
Pelo caminho da figura B.1 que define A, conclui-se a partir do teorema dos residuos

que Ap = —A~ para 2° < 0 e Ap = AT para 2° > 0. Assim,
Ap = 0(2°)AT(z) — O(=2")A™ (). (B.50)

Analogamente,
Ap = 0(2")A™(z) — O(—2")AT(2). (B.51)
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Busquemos agora a forma covariante da fun¢iao A. Usando os resultados

;0 ;0
1T W] —1T W]
[t e k

RﬁSC*wk):ZA'Zwk7 Res(wy) =

B.52
— (B52)

e as definigoes (B.49), temos

71160 0 1
0731, _ ikx[_o _; _ 3
By / / idk Pk = @y /e [—2miRes(—wk)] d’k

! /Ew wkezkxcﬁk _ ! /eflkxa(kuw )k, (B.53a)
N (27r)3 2wy C@2n)3 ) 2w K ’
kU 0 1
0537, ik-x . 3
@ / / 12(dk d’k = G /c [—2miRes(wk)] d°k
—i e—m wk61kx . —i efikm
= Pk = ——5(k° — wy)d k. B.53b
~ 2np / Yne (2r)? / Y (B.53b)
Agora, da identidade
R 1
S(k? —m?) = o [6(K° — wie) + 6 (K° + wi)] , (B.54)
Wi
conclui-se que
1
2—6(1@0 —wi) = O(K")8(k* — m?),
- (B.55)
o0 C0Ns(12 2
2w](6(k +wk) = —O(—=k")0(k* —m?®).
Assim, ‘
+ _ v o 0\, —ika 5.2 2\ 747,
A*(z) = $W/O(ik Ye TS (k* — m*)d k. (B.56)
Este resultado nos leva a forma covariante da fungao A:
M) =A7(@) + A" () = g J180) ~ 0 e 5 )
s —— ——
=c(k0)
_ —1 0 2 —ikx j4
= W/((k Yo(k? — mP)e *rdtk, (B.57)
Por conveniéncia momentanea, escreveremos A da maneira nao covariante
; (e”o‘”k _ e—m%k> pikox
Ar) =A™ (z) + AT (x) = 3k
(@) = A(0) + A7) = o [ — :
1 sin(z0%wy)e®x
- &k, B.58
(2#)5/ Wi (B.58)
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e A(0) =A(0,x) =0, (B.59a)
0A(x) ,_ 0A(x) = (0 ik-x 33 _ -1 / ikx 73
® 7020 lw—o T 9af ‘0 -~ (2n)8 /COS(QE e d k‘o - (2n)8 Tk
= —4(x), (B.59b)
0A(z)| i sin(z%w)kle™> o |
e _(27r)3 / o d’k = 0. (B.59¢)
Diante do exposto, A pode ser definida como a solugao do problema de contorno
(O+m?) A(z) =0,
Az) =0, se 22 <0, (B.60)
80A(x)\0 = —(S(X).
Para o caso particular m = 0, campo de Klein-Gordon nao-massivo, definiremos
1 et 1 0\ (.2
Dp(z) = @ | Br ko k= *g@(m )é(z®), (B.61)
1 etk 1 0y 2
Da(x) = L md k= —%G(—x )o(z%), (B.62)
1 e~tkr 1 2 1
Dr(@) =g / i el R Fe (B.63)
1 e ke 4 1 9 2
Doe) = gyt | ' =~ 306 — i (B.64)
_ 1 et _ i 0 oy —ike 4. _ L 9 2
D) = s [ St - (%)3/6@ () Mk = —_c(a)5(). (B.6D)
c
B.2 EQUACAO DE DIRAC
Em relagao a equagao de Dirac nao-homogéna
(iv"0, — m) ¥(z) = o(x), B.66
(
busquemos solugoes particulares da forma
vle) = [ GG =)o)y (B.67)

onde GP ¢ uma matriz de dimensdo 4 definida pela equacio auxiliar
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M»

(iv"0 —m) 4 Gﬁn( x) = 6(x)day, a,n=1,...,4. (B.68)

B=1

A defini¢io de GP garante que (B.67) ¢ de fato solucio de (B.66) como facilmente
observado:

4

S (170, — m),p () /§jww o GO =)oy )y

B=1 ,57] 1

_ / Zé(m — Y)bann(y)d'y = 0al(). (B.69)

A funcio de Green GP esta relacionada com G, definida em (B.7), e é prontamente

obtida notando-se que

4

4
Z (17700 — m) 4y, (190 + m)nﬂ = — Z (fygm‘gaya,, + m25(,n5nﬁ)

=1 n=1

4
== (s Ve )0u0y — mP0ap = — (O + m?) dap.  (B.70)
n=1 STV

=2gHV 8,5

Logo,
GP(x) = (i7"9, + m) G(z), (B.71)

ou, explicitamente em termos das componentes
GDy(x) = (10 +m) . G(). (B.72)

Como j4 discutido para a equagao de Klein-Gordon, cada caminho de (B.1) especifica

uma func¢do G. Portanto, definiremos

. 1 C+m ke
Sr(z) = (ir"0, + m) Ag(z) = e / = —km2 T ke gt (B.73)
i 1 E+m Zika 4
Sa(x) = (ir"0, + m) Au(z) = T ink(’e d'k, (B.74)
1 +m ik
Se(0) = (090, + 1) An(o) = o [ e, (B.75)
H L +m —ikx
Sp(@) = (748, + m) Ap(z) = (%)4/]{2_46”12 e . (B.76)
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Além disso, definiremos uma solugao para a equagao de Dirac homogénea andloga a A:

S(x) = SR (x) = Sa(z) = (ir"0, + m) A(z)
%J'_ m —zkz 4
/ [l d*k
c
mE / € —m?)(f+m)e " d'k. (B.77)
Em particular,
S(:10)|0 = (iv"d, +m) A(z)|0 = —i7%(x). (B.78)

B.3 EQUACAO DE PROCA

A equacgao de Proca inomogénea é definida, para A =0,...,3, por

DU)\ - 8)\((9NU“) + m2U,\ = J)\

(B.79)

(640 — 030" + m2S)U,, = gauJ*™

Procuraremos solugoes particulares de (B.79) da forma
Upte) = [ Glala = 0 "), (B.50)

onde G , ¢ um tensor covariante de segunda ordem definido pela equagao auxiliar
(050 = 9,0" + m*6))G}, () = gavd (). (B.81)

Por inspecao, podemos facilmente constatar que
v 1
G/,u/(I) ==\ 9w+ Wauau G(I)7 (B82)

¢ a solugao de (B.81) procurada. Com efeito, substituindo (B.82) no lado esquerdo de
(B.81), temos

. 1
— (640 — 950" +m26) <9;w + ﬁ@ﬁy) G(z) = —gn (O+ mZ) G(x)
= g 0(x). (B.83)
Como ja ocorrido com a equacio de Dirac, a funcio de Green GV, v estd relacionada

com G e, consequentemente, cada caminho da figura B.1 especificard uma possivel solu¢ao
de (B.81):
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g;w _ m—Zkuk.u)
—m?2 + ,[:nk(b
g/w _ WL—Qk;A,ku)

Ag(z A
k2 —m?2 — ink"
k

e Mgt (B.84)

27T)4

e Fr i, (B.85)

AW (2) = (g’“’ + 0" ) / (
0= (g a,la,) Mo o Bt
A,uu . / (gl“’ — m—ZkﬂkV)
2 —m?+in
/ (g;w _ m—Qkukv)
k%2 —m? —in

e~krg'k, (B.86)

( oy aﬂaf Ap(z

4

)
Al (x) = (g“”+ aﬂaV)AD() (2; 1)4 e *r . (B.8T)

Definiremos também a solugao para a equagao de Proca homogénea anédloga & A:

A (o) = ) - () = (4 1500 Ale)

g — m’zk“k )
—m?2

-1
27 )4

7ikz d4 k

(k)5 (k* —m?) (¢ — m2k"k”) e dk. (B.88)

Bl
/

B.4 CAMPO ELETROMAGNETICO

O campo eletromagnético gerado pela quadricorrente J* e no gauge de Lorentz,

0, A" = 0, é descrito pela equagao
OA*(x) = JH(z). (B.89)
Pela equacao auxiliar que define o tensor de segunda ordem covariante G,
0Gu(z —y) = 0 — Y) g, (B.90)
construiremos a soluc¢ao particular
0= [ Gt~ )" W'y (B.91)
Por inspecao direta, vemos que a fungao de Green buscada é
G (@) = =g G(2), (B.92)

onde G denota a funcao a fungao de Green para o campo de Klein-Gordon com m = 0

Gla) = (217)4 / e;zd‘*k. (B.93)



Assim, de (B.61)-(B.64) temos as seguintes solugtes de (B.90)

v —ikx
DY (z) == —¢g"" Dg(x) = — /eid“k,
R k2 + ink®

% —ikx
D (e) = g Dala) = 2 [ i

(2m)* ) k% —inkO

D) =~ Dalo) = 55 [
FF) =8 VR = @2mr ) K +in
D/“’( o w ( ) ,glw/ e*lk‘(t d4k
W (x) = —g""Dr(z i) moawt

e também a soluc¢do da equagao homogénea

D (x) i= D (2) = DY (x) = —g" A(w)

4 k2 71—)3

7 —ikx yng .
q / T I R
C
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(B.94)
(B.95)
(B.96)

(B.97)

(B.98)






Apéndice C

CALCULO DA DISTRIBUICAO
g(1)

Na densidade lagrangiana (6.12), a parte correspondente ao setor fermioénico sem
interagao
L = ipy* (), + ibuys)Y)
leva & equacao de campo livre
(i7"0u = by v5)1b(x) = 0. (C.1)
As solugoes de onda plana sao da forma
b() = o(p)e ™, (C.2)

que quando substituidas em (C.1) levam & equagao algébrica

0 = (p—byw)v(p)
= (7" + prv" — bo7°vs — biv*ys)v(p) (C.3)

Multiplicando por ° pela esquerda, usando 4% = I, 4°v* = a4 e adotando a

representacao de Dirac para as matrizes oy, e 5

0 ok 0 I
. = s Y5 = 3 C4
[e%3 (Uk 0 ) /5 (]I 0) ) ( )

obtemos a equacgao de autovalores

bol — pro, boy

Ev(p) = (

= Tu(p). (C5)

bio, boll — proy,
v(p)
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Os autovalores da matriz 7 sao

Ey=bo+[p—bl,
Ey = ~by+|p+bl,
Ey =by —[p—bl,
Ey=—~by—|p+b],

(C.6)

e 0s seus respectivos autovetores sao dados por

_bs—p3+|p—b|
b1— P1+Z(b2 —p2)
N(p)
vi(p) = b3
ba_ b2 3— deP b
2 [1 + %] by — p1+t(bz p2)
___bstpst+ip+b|
b1+p1+z(bz+pz
N(p)
U?(p): - 2 bz+p3+\p+b\
2 [1 + %] b1+P1+Z(b2+p2)
(©7)
_bs—p3—|p—b|
b1 P1+l(b2 p2)
w(p) = 2 \/ N(p)(bs —ps + [p — b))
: = — bs—p: \P b|
2 ‘p b| bldPlil(bz —p2)
_bs+ps—|p+b|
" bitpi+i(batp2)
U4(p)1\/N<p><bg+p3+|p+b|> -1
= _bs+ps—|p+b|
2 Ip + b bi+p1+i(b2+p2)
1

onde N(p) é um fator de normalizacdo nao especificado.

Os autovetores apresentados em (C.7) satisfazem as seguintes relagoes

[01(P)]a[01(P)]5s = 702 [ pra(ﬁ b)Y Py ]aﬁ para py = En,
[a(Palta(P))s = F4B [P+ B+ sl + 0P| pmam =B (C)
[03(p)]a[B3(P)]s = 0] [p —b- éewa(p by vy 5] .o Parapo=Es
[va(P)]a[va(P)]s = 7N( [p +h+ f;wp&(p + D)y Py ]aﬂ para po = Ei.

A solugao geral da equagio de movimento (C.1) pode ser escrita como uma expansao
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em ondas planas da forma

T) = ! 3 ’p a v e (Fr=px)
4 = G 2 [ o) (©9)

onde os coeficientes a,(p) sdo dados por

_ 1 d*x ba(x)e!Er—Px)

A quantizagao do campo ) é feita através da imposicao das relagoes de antico-
mutagao a tempos iguais
[wa(x(h Uﬂ(x(h )]+ = Jnﬁa(x - Xl)a (Cll)
que permitird a interpretacio de a,(p) e af(p) como operadores de aniquilacio e criagio,
pois estes satisfazem a algebra

" aT , _ 1 d:sxdiix/ UT ’ ,
(e, a0 = 55 [ Ty L o)

W’a Z0,X wﬂ(zo, Ny e iBE a0, —ipx ip! !
- / [N(p [v!(p)alvs(p)] e~ i(Es—Er)a® —i(p—p)x
5 5 (P v (C.12)

X

De (1.21), o hamiltoniano do sistema é dado por
1= [ @ (11— ity a,0 + o0
= [ i (mivton b v =[x i)
=i / d>xpt (2) 0y (),

onde empregamos a equagao de movimento (C.1). Usando a expansao (C.9), podemos

escrever o hamiltoniano do sistema em termos dos operadores a,(p) e al(p):

3 3/ 43
o Z [ b ) (s () ) )

% c*i(Er ALY e*i(P*p’)-x

4 d3
:Z/sz

r,s=1

(P)af(p)as(p)v](p)v,(p)e =)
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=Y E.(p)al(p)a,(p). (C.13)

r=1

O hamiltoniano apresentado acima ndo ¢ limitado inferiormente, pois as auto-
energias I3 e Fy, que dependem do momento p, podem ser arbitrariamente negativas.
Utilizando (C.12) e ja eliminando o termo responsdvel pela energia de ponto zero,

definiremos como hamiltoniano do campo ) livre o operador

H =3 E(p)al(P)ar(p) = D E(P)as (P)al(p), (C.14)

que ¢é limitado inferiormente.

Por sua vez, o estado de vécuo do sistema |0) é definido por

ax(p)|0) =0, parar=1,2

C.15
al(p)|0) =0, parar =3, 4. ( )
Escrevendo
h(x) = ! 2 d’p a v e~ iEr—px)
o) = G | e o)
1 [ &p (D)o (p)e— B —p)
G ;/ 0o +(p)vr(p)
= p12(2) + B (), (C.16)
segue de (C.15) que
SO (@ —y) = Ol[Ys(y), Ya()]-[0)
= (0[05 ()& ()[0) — (0D ()55 (3)]0)
= (0][5 (), &I (2)]10) — OI2 (2), v5 - ()] +]0). (C.17)

Fazendo uso de (C.9) e (C.12), podemos escrever

WD (), 957 ()]s = (2r) Z/| de / |[ or(®)- a3 (e
[Ur( )]a[l_f (P)pe™ i(Bral—px) o —i( By —p' x')

@ gZ / Sler(P)la[rn(p)]s e PO, (C8)
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e, analogamente,

W) 0@ = o Z / e (p)s eI (1)

Assim, resulta de (C.18), (C.19) e (C.8) que

S(l)(x -y = 4(;71)3 /d4p{
1 i
W[é(po — E1) +d(po — E3)] [}ﬁ —b- 6eﬂup5(p - b)“y”y”y‘s}
+ |pT1b|[6(pU — E5) + 6(po — Ey)] [[b +h+ %ewp(s(p + b)Hy Py ] }

X e—ip(.r—y)‘ (CQO)

Note agora que

. 1

6[(p = b)?] = 5——==[6(po — E1) + 8(po — E3)],
2\1’1— b (C.21)

S[(p+ b)) = mw(po = E3) +6(po — Eu)].

Portanto,
50 =) = gm: [ @o{ol =075 =8 = Seurnly - 72*]
+ol(p+ b7 [p+ b+ éeuup(s(p + 877’ }e*W*W. (C.22)
No caso em que b = 0, a fungao acima torna-se

S(l)(I _ y) _ (2_7Tl)3 /d4p]/ﬁ (S(I)Z)Q—ip(av—y)7 (C23)

que coincide com a fungio SM definida em (3.101) para m = 0.






Apéndice D

CALCULO DOS COEFICIENTES
DO TENSOR DE POLARIZACAOQO

Analisando as expressoes (6.53)-(6.56), notamos a necessidade do cdlculo dos seguin-

tes termos:
Hltl, (p) = H()#u (p) + Hb#y, (p) }

bup T (p) = bup 115" (p) + bup 1L (p),
bub, 1T (p) = b0, 11" (p) + 0,0, 11" (p),
€upo D’V T (P) = €4 po D V7 TIGY (D) + €pop” b7 TG ().

(D.1)

Das expressoes (6.41) e (6.44), seguem

° Ho“p@) = yp 25 /(]4[) d*p” dp—p +p ){
[0 = 0367 = 071+ 7+ 0810+ 21 Pz = imel)90)|

+ [p"(p' —b)d[(p’ — b)z} +p"(p'+0)d[(p" + 1))2]]{73;/2 + ime(p’ )0(1)"2)}} (D.2)
o I,(p) = o ? / d'p'd'p"5(p—p' +p ){
b6 = 0810 = 071 = 60"+ 0107+ 7] P — il

+ [b = )31 — 1)) = b’ + D)3l +b)2]]{ % +ime(pf )5(1/’2)}} (D.3)

"2 762
o bp 1" (p) = R / d'p'd'p"s(p — ¢/ +p"){

—
—

(o) [(p" = b)p] — (bp) [(P" = b)P'] + (o) (" — b)b}]é (" — b))
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[0 167+ 0] = @67+ 0] + ) [+ 0]l +07)
1
X {Pp— —ime(p ]
{167 = 0] = o0 [ =0+ o 1 = o] ol 7
+ [ 105+ 0] = o) [+ 0]+ [+ 0] o0+ 07
X { Pz — +ime(p”) "2)}} (D.4)

* bup 11" (p) = (b2 )2 / d'pd*p"s(p —p' + ' ){
07 = 00107~ 071 = o + 00307 + 7| P2 — im0

+ [p (' = 0)8[(»" = b)°] = p(p' + b)3[(p" + b)Q]] {Pz% +i7re(p”)5(p”2)} }

(D.5)
o 0,0, 114" (p) (;; / d'p'd'p"s(p — p +p”){

{6 - o9] - 216 - 016 - 072
+ ([ [+ 0] — 2107 + 0]l +07)
X [’Ppi,2 - zwe(p’)é(pﬂ)}
+ oo - o) -2 (- 0 alr - o7
+ [Q(bp”) [0 +0)b] —0*[(0' + b)p”]] [ + b)2]}
<[P+ z‘vre(p")é(p”)]}, (D.6)

- 2
® ol VT (p) = ifr / d'p'd*p"5(p — p +p”){
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/—’H

k@)ﬂﬂ—bm}—Om”ﬁﬂ—bwﬂﬂ@“—mﬂ

7+ 0] = ") 05+ 0]l + 7]

X

— —

1 72
PMZHW(WW)H (D.7)

2
® €., VI (p) = Zifr? /114[)/(14 "5(p I)/er//){

—

[t [0~ b)8] = [0 ~ b} ol — b))

at
[

0+ 0] = (" + 0] o7 + 7
)

X

{[(bp

)|

731% —ime(p’ é(p’Q)}
)

+ [ 107400 = 2107+ 0]l + 07

[ = 0)0) = (' — b)) 3106 — b}
}

XF;fmmW%W%”, (D.8)

Por conveniéncia, calcularemos inicialmente as partes imagindrias dos termos I1%,
bup, 1I* e b,b, 11" e a parte real de €,,,-p”b” 11", que sao facilmente obtidas a partir das
expressoes (D.2)-(D.8):

o I () = 462/(14]3'{
[p P =p =)0 —p = b’ + (B —p+b)S[(p —p+b) ]] (p)3(p")
[0 = D)W = 3L~ b+ (& = )+ D)oL+ b)?]
x elf ~ p)s [<p p])

[ [0 = o= 08l — = b7+ 9 —p+ 08I — p+ ]

o (p”)
= [L(p+0) + Li(p = b)], (D.9)

L 62
o Jm Il (p) = W/dAp/{

[0 = p = 031 —p = )] = b0 — p+ 0O — p+ b)) ()e(p)

T o2
x e(p
e
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[t 9007 = 071 007+ 0310 + 1]~ [ )
= [t bl — p— 0ol — p— )~ b — p+ DL -+ 0]

x 6(p)e(r')
= 53 alp +0) ~ La(p ~ )]

o Jmb,p, I} (p) = ;—7:2 /d4pl{
{[(bm[(p' —p=b)p] = )@’ —p = bW + ([ —p — 0] oL —p — 1)

+ [(bp N —p+b)p] — (Op)[( —p+0)p] + (pp))[(¥ — p + Y] ] S —p+ b)Z]}
x e(p)o(p™)
+ {[b(p' — )@ = b)p] — ) =)' — p)] + (" — )P — b)b}]5 (' — )]

+ (b = (@ +b)p] — BR)[( + D)@ — )] + (0 — D)V + b)bﬂ S’ + 6)2}}
x e(p' —p)d[( — p)?] }
aly (pra ><s<p'2>{

e
[(bp’)[(p’ —p="b)p|] — p)[(0' —p =] + V) —p — b)b}](;[(p’ —p—10b)7

= [0005 =+ 0] = 001 =+ 00 + G~ + 0]l -+ 07

2

= T[Is(p-i-b)-&-[s( = b,

)% _bze2 4,1
o Jmb,p 11" (p) = o2 d*p

[p(p —p=b)d[(p) —p—b)*] —p(p/ —p+b5[(p—p+b)}](')5(p’2)

- [p(p’ —b)o[(p' — b)*] — p(p' + b)S[(p + b)zﬂ e —p)s[(v' —p)?] }

- Zifz/d“p’[ (0~ p =00l ~p = 0] = plp' ~p+ D)3l —p +)]

x e(p)o(p”®)
_b2 2

= e i+ 1)~ L(p = b)),
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2
o Imb,b, 110" (p) = — / d4p’{
T

(20690 = p = 6] = [ —p — b)) |16/ — p — b))

+ [20) [ =+ 00] = [ =+ 0ol + 07

— & [Is(p+b) + I;(p — b)],

_bzez
o Jmb,b, 11" (p) = /d4p’

872

[ 0= 0)OL' = p = b = b0 = p+ 1)L — p+ 1)) e(p)50")

= (b = B)O1 = 0)*) = bl + )L + b)) elsf — )3 [0 - p)z]} }

o [ [o0! = p =08l = 7]~ b0 05—+ 07
x €(p)é(p?)

= 4—7; [L2(p+b) — L(p = b)],

o Re €, p b 11" (p) = 487:2/034])'{
{[(bp’) (0 —p—="bp] — (P[0 —p— b)b}](?[(p’ —p—10b)7

- [(bp’) [0 —p+0)p] — () [0 —p+ b)b]] Sl —p+ b)Q}}
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x e(p')é(p)

+ o = 107 - 0] — 0! = 97— 0] - 07
= o= 9107+ 98] = 906~ [0+ 00T+ 0]
xe(p' —p)d[(p' — p)Q]}
— o [
[ [0 = p = 0] = (o) [0 = p = B)0] | olp" = p = 1)°]
[ @ —p+bp (pp')[(p'fp+b)b}]5[(p'fp+b)2]}

:2 5 Us(p+b) — Is(p — b)],

® Re €0 V711" (p) = 4622 / d4pl{
{en 167 =500 - 2160 =~ o1 - - 72
[0 107 =+ 008] —2[0f —p+ 0316 — -+ 071150
o lor - 00 - 2107 - vl ol - 72
+ )

(0 +b)b] — 0 [(p + b)p }]6[(p’+b)2]}e(p’—p)5[(p/—p)2}}

= s [ ety ')6(1/2){
{16 = -0m1 1 -0l - -7
[0 16—+ 00] 2[00~ + o0~ +07)

= 55 (o + ) + I(p = b)].

onde definimos, para Q = p £ b, as integrais

1@ = [ [0 - Qw]ol - QRS
1(@) = [ [ - Qe]olw - Qo))
1(@ = [ e[ - Q] - e~ Q] + ] - Q]

(D.10a)

(D.10b)



x [0 = Q)*16(p™)e(®'),
1@ = [ [ - QoL - QP5™)e(r).
[ 20[0f - Q) - 215 - Q] |31 - Q15)e(r),
1@ = [ ' [0 = @) — @[ ~ Q8105 - Q1))
[ (0ol - 1] - 2! - Qw515 - QPP
Portanto,

o JmIl, (p) = ImILY, (p) + ImILS, (p)
2

= % {(-L+L)(p+Db)+ (L —L)(p-0b)},

o Jmb,p, 1" (p) = jmbup,, &“(p) + Imb,p, 11 (p)

= 472{ (Is = L) (p + ) + (Is + *Ls) (p — ) } ,

o Jmb,b, 11" (p) = Tmb,b,I1/" (p) + Tm b,b, 11" (p)
2
e
=12 {(Is - bZ[z)(p +b)+ (15 + bQIQ)(p -b},
® Re €, P I (p) = Re €D DL (p) + Re €00 p b 11T (p)

2

= s {Us+ 1) (p+b) + (<L + ) (p = b)}

Usando a identidade da delta de Dirac

5(0%) = g7 006 = 97D+ 63 + ).

e integrando na varidvel pj, obtemos

*Q dS /

o I1(
il 2\p|

d3 /
L@- [ 7 LRI = '+ b — QUB(=2Ip|Q + 26 Q + @)

+ [IB/[bo + '+ b+ QE3(2Ip'|Q0 + 20" Q + Q1) |,

3.4/
1@ = [ 50w = v )1~ 0 - Q)+ )
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(D.10¢)

(D.10d)

(D.10e)

(D.10f)

(D.10g)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(=2/p'1Q0 + 20 Q+ Q) — 2P| Qu + 20" - Q+ Q1) },

(D.15)

(D.16)
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+ (Ip'lpo = B P)(Plbo — B - b = Qb)6(~-2/p'|Qo + 2"+ Q + Q)
— [(910 + 5 B)B I+ 0+ QB+ 2

(0l 0PI+ 5 b+ QO 6R1Q0 + 2 Q@) | (D)

3/
'14(@):/g@‘{[lp’lpo—p’-p—Qp}5(—2\p’\Qo+2p’~Q+Q2)

+ [IP/lpo + P P+ QP3P |Q0 + 29" Q+ Q1) . (D.18)

3/
o 15@) = [ 5B { [20m o~ B)ID 10 51 - @)+ (w10 - 0 Q)
X 6(=2[p'|Qo + 20" Q + Q%)

— 200100 + B B)('1bo + B b+ QD) — (1D |Q + - Q)]

X5(2\p’\Qo+2p’~Q+Q2)}, (D.19)

dB /

1@ = [ £ 09000 )l - v p - @0
~(1p/lpo — B P)(P/[bo — B’ b — Q)] A(=2Ip'|Qo + 20 - Q + Q?)
- [(\p’\bo +p - b)(Ip'lpo + PP+ Qp)

(0l 0 p)Ip i+ 5 b QU200 420 Q4 Q) (D20)

34/
« 1Q) = [ B [onwin — b - @) = (05— - @)

x 6(=2p'|Qo +2p"- Q + Q)
+ [0l + B b+ Q) = ('l + B b+ Qp)]

x 6(*2lp’|Qo+2p’-Q+Q2)}- (D.21)

As integrais acima sao bastante complicadas para serem resolvidas analiticamente.
Isso se deve ao fato de p e b serem independentes um do outro e de nado podermos
escolher um referencial adequado para o cédlculo das integrais, como feito na segao 3.4,
pois o0 modelo em questao nao apresenta simetria de Lorentz.

Consideraremos entdo o caso particular no qual b = 0, isto é, b = (by,0,0,0) e
Q = (po + b, p).

Passando para coordenadas esféricas, obtemos

_ N2 d3 /
# 1Q) = = G {210+ 20 p 4 @) - 0elpQ + 20 b+ )} (D22)
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_Qzﬂ 1 00
= T[ldy/() dx{x5(721Q0+2xy\p| + Q%
— x0(22Qo + 2zy|p| + 622)}7

= _QZW/ dy/dxxé(—Qng + 2xy|p| + @), (D.23)

(@) = o [ S0 - Qulat-2w10u + 20 b+ @2
+ (1P| + Qo] 2Ip'1Q0 +2' - p + Q1)

=7 1 2 * ’ 2 §(—=2 ., 2

b [y [ do{? - aQu (2000 + 20010l + @)
+ [22 + 2Q0] 6(20Qo + 2zylp| + Q%) }

1
— by / dy / de[a? — £Qo) 5(—22Qu + 2aylp| + Q?). (D.24)
—1

o 1,(Q) = bo(po — Q) /| {1 = Qulp + 107)a(—21p1Qu + 20 p+ @)
— (I + Qolp| + 1Q7152IP'|Q0 + 29 P+ Q)
1 %)
:27Tbo(po*Qo)/ dy/ dx{[fs*CL’QQOJFiIQZ]é(*M’QOJrQIy‘p‘ +Q2)
-1 0
= [2% + 22Qo + 32Q%]0(22Qo + 2zy|p| + Qz)}

— 2rbo(po — Qo) / dy / de[r — Qo + 1Q)5(~20Qy + 2rylp| + Q).
(D.25)

0 1@ = [ 521 - @0+ 507 — -2l + 26 p+ @)
+ (100 - Qo) - 5+ sfoeimiao + 20 p+ @)
[1 dy/ dx 2?(po — Qo) + 2@ — zQp|(—22Qo + 22y|p| + Q)
+ [2%(po — Qo) — 52Q° + 2Qp]6(22Qo + 2xy|p| + QZ)}

= 7{"/71 dy/da: [1’2(1)0 - QO) + %zQQ _ pr}(S(_QxQU + 2xy\p| + QZ), (D.Zﬁ)

d3 ! / / 1 / /
. 15(Q) = b%/ o P = Qolp| + 3Q718(-21p'1Q0 + 20 - p + @)
— [P+ Qolp'| + 1Q%]3(2[p|Qo + 20" - P + QQ)}
1 00
= 21b2 /_1 dy /0 dx{[x?’ — 22Qo + 22Q]6(—22Qo + 2zy|p| + Q%)

— 2+ 4°Qo + 22@°)6(20Q0 + 2alp] + @)}
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1
= 27rb(2)/ dy/dac [° — 2°Qo + 12Q%]6(—22Q0 + 2zy|p| + Q7), (D.27)
-1

3/
o 16(Q) = 0@ [ [ o+ Qla(-2lptln + 20 p + Q)
+ (1P~ 3Qo]3(2IP'1Q0 + 29" P+ Q7))
= hy@? [1 dy /Ooo dx{[ —2° + $2Q0]6(—22Qo + 2zy|p| + Q%)
~ [#% + 12Qo] 8(20Qu + 2aylp| + Q%) }
= Wonz/ dy/dz’[ — 224+ %xQo](S(—Zz'QO + 2zy|p| + Q?)7 (D.28)
-1
o [ &P ' 12 2 / / 2
Q) = 8 [ 3B {1100~ 1@} + p)5(-2lp 100+ 200+ )
+ [IP1Q0 + 3(@3 + ]3P IR0 + 29" P+ Q)
1 oo
= b} / dy/ dm{[ﬁ@o - %I(Q% + pz)}é(foQo + 2zy|p| + Q%)
Jo1 7o

+ [#°Qo + $2(QF + p*)]6(22Q0 + 2xy|p| + Qz)}

1
= b} /71 dy/d:r [2°Qo — 32(Q5 + P?)]6(—22Qo + 2zy|p| + Q7). (D.29)

Antes de darmos procedimento ao calculo dessas integrais, notemos inicialmente que
o argumento da delta de Dirac que aparece nas expressoes (D.23)-(D.29) possue raizes no

dominio de integracao [0,00) x (—00,00). Temos dois casos:

e Caso 1: Qg # 0.
O par x = % e y = 0 é uma solugio de —2zQy + 2zy|p| + Q% = 0.

e Caso 2: )y =0.
O par 2 =0 e y = 0 é uma solucio de —22Q, + 2zy|p| + Q* = 0.

O calculo das integrais (D.23)-(D.29) serd realizado separadamente para cada um dos

seguintes casos:
1. Q*> >0, Qo > 0;
2. Q*=0,Q0 >0;
3. Q2<0,Qy<0;
4. Q*>>0,Q <0;

5. Q*=0,Q <0;
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6. Q2<07Q0207
Caso 1: Q% >0, Qo > 0.

Neste caso, Q% = (Qo + |P)(Qo — |P]) > 0 = (Qo — |p|) > 0. Assim, 0 <
—[p| £ Qo — |ply, para y € [-1,1] e, portanto,

1 Q’
RPN S S S
)Qo - \p|y‘ 2(Qo — ylpl)

v e
= NG —Tolw) < 2<Qo—y|p|>)‘ (D-30)

Utilizando (D.30) em (D.23)-(D.29), segue que

_ )2
.]](Q Q

/ dy/dzxé —22Q0 + 2zy|p| + Q?)

—QZ Q*
dy
2 / Y4(Qo — ylp))?

_ L
=@ (D.31)

1
e [,(Q) = ﬂbg/l dy/d:v [#° — 2Q0]0(—23Q0 + 2zy|p| + Q7)

! Q! Q*Qo
=7 ]
”/ W Lz(czo —ylp[)®  4(Qo — ylp|)?

1
= — b Qo, (D-32)

1
o I3(Q) = 27bo(po — Qo) / dy/dx z? — 2°Qo + 12Q]6(—22Qo + 22y|p| + Q%)
Q'Qo Q' }
= 27by( d
ol / / [16 @~ vl 8@ —ulpl®  16(Qu — ulp])?

- —éwz)()(po ~ Qulpl, (D.33)

1
o [4(Q) = 7{'/_1 dy/d:l; [.”112(])0 — Qo) + %ZL‘QZ — ,’L’Q])}{S(*Q{L’Qg + 2zy|p| + Q%)

. 1 B Q4 102 QZ
B /4 =4 {(po QO)S(QO —up (20" - er) 4(Qo — ylpl)“‘l

= 17 (@5 + [Pl = (o + 00)Qo] (D.34)
o I;(Q) = 27b} [1 d?//df [15 —2°Qy + inZM(—QIQg + 2zylp| + Q?)

Q° Q'Qo Q!
= b2 d
2 / ”[16(Qo—u\p|> (QOfylpD“‘+16(Q07y\pD2}
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1
= —slElpl, (D.35)

1
o I5(Q) = mhyQ? /1 dy /dr[ — 224 %IQo](S(*QIQO + 2zy|p| + Q)

o ¢ Qo
= ~mhQ /le {S(Qo—y\pl)?’ S(Qo—y\pl)z}
—0, (D.36)

e Q@' (@+p[)@Q?
= / w {S(Qo —ylp’  8(Qo - y|p)2]

1
= —tAll” (D.37)

Caso 2: Q2 =0, Qy > 0.

Neste caso, Qp = |p|. Assim,

1

5(—22Qq + 2zylp| + Q*) = =————d(z
1
=——4(x), D.38
DI (D:3%)
onde utilisamos 0 < 1 — y para y € [—1,1].
Utilizando (D.38) em (D.23)-(D.29), segue que
—Q°n ! 2
e 1(Q) = 5 dy [ dzz6(—22Qo + 2zy|p| + Q%)
-1

=0, (D.39)

1
o I5(Q) = by /1 dy/dm [mZ — xQo]é(erQo + 2zy|p| + Q)

=0, (D.40)

1
o L,(Q) = 2mbo(po — Q) / iy / dr[r® — Qo + 12Q*)5(~22Qo + 2rylp| + Q@7)

o, (D41

«LQ=n / dy / d 2 (po — Qo) + 12Q? — 2Qp)5(~22Qo + 2ylp| + @)
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=0, (D.42)

o I5(Q) = 27b; /71 dy/dx [x"s —22Qy + %xQQ]é(—Qng + 22y|p| + Q%)

=0, (D.43)

1
o I5(Q) = ﬂ'onz/ dy/dx[ —a?+ 12Q0)0(—23Q0 + 2xy|p| + Q%)
-1

=0, (D.44)

1
o I;(Q) = b} /_1 dy /dm [x2Q0 — %I‘(Q% + pZ)](S(*QT/QO + 2zy|p| + Q?)

—0. (D.45)

Caso 3: Q2 <0, Qo <0.

Neste caso, Q% = (Qo + |p|)(Qo — |p|) <0 = Qu + |p| > 0.
Note agora que :

e paray = —1, Qo — ylp| = Qo + [p| > 0;

e paray =1, @y —y|p| = Qo — |p| < 0.

Logo, sendo Qo — y|p| continua em [—1, 1], existe £ € (—1, 1) tal que Qo — &|p| = 0.

Portanto,

1 Q
(2 2 *) = 7‘5( - 7)
(—22Qo + 2zy|p| + Q°) Z‘Qo — Iply v 2(Qo — ylpl)

1 @ _
Q(Qn—lply)6<x Z(Qo—ylp\)>’ para —1 <y <¢ . (D.46)

—1 P Q? .
Q(Qn—lply)6<x 2(Qo—y|p\)>’ para § <y <1
Por conveniéncia, calcularemos para n =1,2 e 3 a integral
1
AR / dy/dzx”é(f%Qo + 2zy|p| + Q).
-1

Utilizando (D.46), temos

1
0 :/ dy/d£x5(72$Q0+2I?/|D|+Q2)
-1

o 1
-5/, dy\czowp\y\(czo—\pwf o
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Pelo fato do integrando nao estar definido para y = £, consideraremos

Tm = QQ/
"o \pw] Qo [ply)

Q2 ) E—€ r1 1
=1 d d
4 e {/ y|czo—|p\y\<czr\p|y> +/§+e yQop|l/|(Qo|p?/)}

QQ ) E—e 1 1 1 }
=1 dy ———m——— — dy ———— .
1 ﬁ“{/ e /5 Y G- o) (D-48)

onde 0 < e < min{| — 1 —¢[,|1 —&|}. Assim,
w_ @y {/5 ‘ /1 dy——" }
o J :— im Yy ————— 5,
ot Q- |p|y> e Qo —Iply)?
| }
{ 1 1 N 1 }
4Ipl R fos Ip\ —¢  Qo+lpl Q—1pl Qo —IplE+e)

2(Qo — Iplg) 20,
4|p|H0+ —pl€—o)][Qu—Ipl(€+6)] @F—Ip

2
lim {0 S 2} o 7 (D.49)
4|p| 0t = Ipl 2lp]

1
Q- Iply) |,

4|p| b { (Qo — Iply)

-1

onde usamos Qo — |p|¢ = 0.

Analogamente,

1
o« g :/ dy/dm2 5(—22Qq + 2zylp| + Q%)

Q4
B / |Qo*|P\U| Qo Iply)?
_Q74 ) E—e 1 B 1 1 :|
= A U WG TplyP /Hedy @ — ol
_ Q! hm{ 1 B 1 B 1 N 1
16[p| >0t [[Qo — [pl(€ — F  (Qo+[p)*  (Qo—Ip))®  [Qo—IpI(E+e)
Q! lim {—2(Q3+\pl2)+2\pl262}

- 16|p| o+ Q* p[*et
4 2 2 1 2 2

=9 i {QO el 1 2} _ _Gotpl (D.50)
T 8lpl ot | Q Ip|2e 8|p|

onde retemos apenas a parte finita.

1
. 7@ / dy / du 2 5(—22Qy + 22y|p| + Q?)
-1
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Q“/ 1

1612 [0~ ol ~ fply*

Q6 o l: §—e 1 B 1 1 ]
16 [, = L e

_ Qf’ lim { 1 _ 1 _ 1 . 1 ]
48lp| =0+ [[Qo — Pl = €))®  (Qo+1p)>  (Qo—Ip)*  [Qo—IpIE+e)
=0

- 48p| ot Q° [Qo — IpI(¢ — O] [Qo — IpI(§ + o

—3\P|2Qo — Q%
=" D.51
24[p| (D-51)

_ @ { 61" Qo +208  [Qo— [pI(€ — )" +[Qo — [pl(¢ + o))

Assim,

_Q2

e 1(Q) = / dy/dxxd —22Q + 22y|p| + Q?)

1
o H(Q) = ﬂ'b()/ dy/dx[x2 — 2Qo]6(—22Qo + 2zy|p| + Q%)
-1

=7y [T = QoI W]

:7Tb() 3QU :| Dr
[lp‘ vl (D.52)

1 .
o I3(Q) = 2mby(po — Qo)/ dy/ dz [13 —2%Qo + i‘TQZ](S(*Z’L’QU + 2zy|p| + Q?)
1

= 27bo(po — Qo) []<3) — JQ, + %@2‘7(1)}

3 2
= gbo(m - Qo) {% - QQTI?\ }

e 1,(Q)

1 .
. / dy / de[2*(po — Qo) + 12Q? — 2Qp)5(~22Q0 + 2uylp| + Q)
=7 [(Po - Qo)j(z) + l(Q2 2QP) W }

{2 [ ] e e}

— 2 ! ’ o[ 3 — 2 1..02 - 2
o I5(Q) = 2mb; /71 dy/d,L [,I, — Qo + 32Q ]5(—2.1,620 + 2zy|p| + Q%)

— ZTFbS [J(ii) _ j(Z)QO + iQQJ(l)}

o QOQZ]
2b° Lﬂpl 2p| |’ (D-53)
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1
o [5(Q) = wonZ/ dy/dx[ — a2+ %xQO]d(—ZIQU + 22y|p| + Q%)
—1
= 1ho@* [~T® +3QuT V]
_ mh@? {—Qﬁ
8 LIpl

n \p@ 7 (D.54)

1
o I;(Q) = ng/ dy/dx [xZQO - %x(Qg + p2)}6(—2xQ0 + 2zy|p| + Q%)
-1
=7b3 [QuT® — 1(QF + p*) TV
mhy [Q3

-8 [ gup). (D.55)

Caso 4: Q%> >0, Qo < 0.

Neste caso, Q? = (Qo + |p|)(Qo — |p|) > 0 = Qo + |p| < 0. Assim, Qy — |ply <
Qo + |p| <0, para y € [-1, 1] e, portanto,

1 Q
8(~20Qy + 21 %) = 5("* >
(—22Qo + 2zy|p| + Q°) 2\Qo—|ply\ “ 7 2(Q0 — ylpl)

- -1 . Q?
- 2AQo - Ip\y)a( 2(Qo - ylp\)) ' (D.56)

Utilizando D.56 em (D.23)-(D.29), segue que

1@ = =57 [ dy [ dras-20Qu+ 200lpl + @)

Q27T 1 QZ
SN R —
2 / TR

_ L
= 47rQ , (D.57)

1
o [h(Q) = 7rb0/1 dy/dx [9:2 — 2Qo)6(—2xQo + 2zy|p| + Q%

I A QN QQ
= b“/,ld“’ [8@0 Y ER T (o Ny

1
= ZboﬂQo; (D-58)

1
o I3(Q) = 2mbo(po — Qo) /1 dy /dm [ac3 —2%Qo + %IQZ}IS(*QIQQ + 2zy|p| + Q%)

¢ Qe . Q
16(Q0—yIp)" ~ 8(Qu—ylpl)’ " 16(Q — yIpI)?

——2nin( -~ Q) [ o



1
= 67Tb0(1?o - Qo)\P|27

1
o L(Q =m [ dy [ dr[z*(po— Qo) + 32Q* — 2Qp]d(~22Qo + 2zy|p| + Q%)
J—1 P

. 1 B Q4 l 2_ QZ
- “/ﬂy[“’“ T R A ey

- _%r [QF + P> = (po + b0)Qo] ,

o 1,(Q) = 2n12 / dy / de[e® — Qo + 12Q*)5(~22Qy + 2rylp| + Q?)

|

! Q° Q'Qo Q*
=-2mbt | d -
S /71 Y {16(90 —uIpD*  8(Qo —ylpl)® | 16(Qo — ylp])?

1 2
= 67rbg‘p| )

1
o I5(Q) = ﬂ'onz/ dy/dw[ — 22+ %ng}é(—QxQo + 22y|p| + Q%)
1
! Q* Q*Qo }
_ 2 [ _
ThoQ /_1 dy [8(@0 —ylpl)*  8(Qo—ylp))?
= O’

o I(Q) =m0 | dy [ du[1*Qo — 1x(Q} + |p|*)](—22Q0 + 2xy|p| + Q%)
-1

-t [ dy{( Q0! (Q3+Ip2)Q2}
-1

8(Qo—ylpl)*  8(Qo —ylpl)?
1

= RIpl

Caso 5: Q%> =10, Qy < 0.

Neste caso, Qp = —|p|. Assim,
5(~20Q0 + 2uylp| + Q%) = = 4(x)
0 2[p[ 1 + o]
1
= (),
T

onde usamos 0 < 1+ y para y € [—1,1].
Utilizando (D.64) em (D.23)-(D.29), segue que

—0? 1
o 1@ = =57 [ dy [ dras(-20Qu+ 200l + @)

|

203

(D.59)

(D.60)

(D.61)

(D.62)

(D.63)

(D.64)
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- (D.65)

° IZ(Q) = Wbo/; dy/dI [IQ - Z’QO] 6(—2IQ0 + 2$y|p| + QZ)

- (D.66)

1
e [3(Q) = 2mbo(po — Qo) /1 dy/dx [IS . I2Qo " ixQz}(s(*QIQo ©ouylpl + QQ)

- (D.67)

1
Pl /_1 w /dx [#*(po — Qo) + 32Q" — 2Qp|6(=22Q0 + 2y |p| + Q?)

- (D.68)

« @) = 2t /71 dy/dl- [z3 —a*Qo+ iZQQ](S(—QxQU + 2zy|p| + Q%)

-0 (D.69)

* L@ = ﬂon?/ dy/dx[ — 2% 4 32Qo6(—2xQo + 2zy|p| + Q°)

- (D.70)

1
o [7(Q) = ng/ dy/dx [xZQO — %I(Qg + p2)]5(*2IQ0 + 2uylp| + QQ)
—1

- (D.71)
Caso 6: Q% <0, Q> 0.

Neste caso, Q% = (Qo + |p|)(Qo — |p|) <0 = Qo — |p| < 0.
Note agora que :

e paray = —1, Qo —y|p| =Qo+ |p| > 0;

e paray =1, Qo — ylp| = Qo — [p| < 0.

Logo, sendo Qo — y|p| continua em [—1, 1], existe £ € (—1,1) tal que Qo —&|p| = 0.

Portanto,

8(—22Qo + 2xylp| + Q) 1 ( Q? )
TR gy e[\ 2@ =ik

@ N
= {Z(anma(‘r 2<Qofy‘p‘)>, para—1<y< gl o)

2

z(Qo*\p\y)(S(‘T 2(Q[,7y‘p‘)>, para <y <1
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A delta acima foi obtida anteriormente em (D.46). Portanto, os resultados deste
caso sao idénticos aqueles do caso 3.

Juntando tudo, podemos escrever

« 1(Q) = 0@ Q) + T Lo 0.7
o 1(Q) = ~Jhr Q@) + 14 - pl]o-e) (D7)
o 15(Q) = ~mtulps —~ Qu)lpFO(Q)(@)

+ 5t - 0| B - 2L e(-q2) (0.7
o 1(Q) = 77 [@3 +IpF — (b0 + bo)Qs] (QQ)E(Q)

s [-Z -] - i@ - 2an e, (0.76)
o 1(Q) = —grblo@)Q + 51 [B - UL o-¢2) 077
o 1@ - L [ o), (0.78)
¢ 1@ = ~qritipPei(@ + T [+ qup] o0, (0.19)

Utilizando as integrais auxiliares (D.73)-(D.79) e as expressoes (D.11)-(D.14), obte-

mos

o JmlIlY (p) = JmHU“( )+ JmIL" (p)

{{ 1B+ bopo]O[(p + B elp + b)

+\p|po——+—(| \7%)} o[-+ b

Ip| pl
‘P|Z*bopo} [(p b)Z] e(p—b)

8
{2|p|
+ [pd
3
p 3p,
{ G ﬁ)} oo -7, (D.50)
o Jmb,p, 1" (p) = Imb,p, 11" (p) + Imb,p, 1" (p)
2

e

:87{{_4 \b‘} Ol(p + b)) e(p +b)

+ [Lb‘"’ + ipob4 - ip b — % (\p| + ﬁ)} O[—(p+1b)?]
12[p| " 2|p| 3p|7*° 4 Ip|

1 .
+ [gloF3 -+ 88 - i 0lto ~ 7] e - )
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5 1 1 b
* [ ggp ™~ 2Pt %bZ**O( + )}Of —bZ}, D.81
Lz\m 0~ grppP% T gp 0% T g Ip| D] [—(p—b)?] (D.81)

o Jmb,b, I (p) = Tmb,b, 11" (p) + Jm b,b, I (p)

62

1 1 1 .
- @{[—ap\?bﬁ # qtht gl + 0] o+

11 1 5p 1
+ | =) — by + b3(3 °>+ b2< f—)]@f + b)?
{ St Hpo ol = 220 38 (1pl = 512 ) | 6l 07

1
+ [ tpf+ 1ot — it el — 07 -

Lt = 58 (1= ) + (ot = ) [ ot -7,
(D.82)

® Re €D’ b7 (p) = Re €po "7 IL]™ () + Re €07 IL™ (p)

162 {[ 2lp*03]©[(p + b)] e(p + 1)

+ {,7%1)3 + 363 (\p\ ) + b3 <5|p\po - 3—[)8) —bo (Ip\ —2lp|p} + L2 )]
p| Ipl Ip| p|

x ©[—(p +b)?]
+ [—2Ip[*b3] O (p — b)*] e(p — b)

2 3 4
: D, 3p 5 P

+ {_7,)01)3 — 3b; (Ipl o ) +b; (5\p|po - —0) +bo (Ip\“ —2plpg + 1= )}
[p| p| p| Ip|

< O[—(p b)z]}. (D.83)

No caso particular b =0 que estamos considerando, os coeficientes do tensor de

polarizagao do vdcuo obtidos em (6.53)-(6.56) adquirem a forma

—3po 1 3p? 1 1 1
Alp) = Zb,p, II™ + ( - —b,b, TI™ + I, D.84a
®) = ol 35 alplt ~ 2p ) T T 2™ (D-842)

11 ,

B(p) = 3PP bze,wmp PO, (D.84b)
1 po 1 y D

D(p) = —Wﬁbwuﬂ 1 (I)Z gl bzA, (D.84c)
2
pe 1

F(p)=- = |2(4bﬂbyﬂ +(2A (D.84d)

Substituindo (D.80)-(D.83) nos coeficientes (D.84), obtemos uma sequéncia finita
de termos contendo poténcias de by. Em virtude de estarmos considerando by < pg e

by < |p|, manteremos somente os os termos de maior relevancia, i.e, aqueles de mais
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baixa poténcia em by. Assim,

. JmA:lez 1(—)[(17—i-b)2] e(p+b)+ ( p'35 —is—&)()[ (p+b)°]
8m |3 4pl>  3lpl* 4|

# g0l =07 -0+ (15 - o I Yoo - b)‘ﬂ}, (D.55)

2

__& 2 1 Do P M - 2
e ReB = 16ﬂ{®[(p+b) Je(p+b)+ bopE (2|p‘ polp| + 5 O[—(p +b)?]

+ellp— 07—t - s (25 po|p+p2')®[—<p—b>2]}, (D.56)

e /1 3p4) 1( p§ o, D
eTmD=—"<(=—"2)0[(p+b)>?]e(p+0b +—( 0 _ =0 0)97 +b)?
167r{<3 2[p|* [0+ 0 elp+0) bo\2IpP  [pl  2[p] =+

7173103 ~ 02 e(p — ipg po Po )2
(5 s ol =010+ 5 (5t — s+ 8 Yol ]}’
(D.87)

e’p 3p3 P 1 ( 0 po Do ) 2
e JmF = Ol(p+b)*lelp+b) — = + O|—(p+b
167r{2b Ip[* [0+ elo+2) B\2pP |pl®* " 2lp| -+

5

73178 72677lp0777772
Zbolpl“@[(p b=t b%<2lp\5 * )9[ =) ]}'

[p*  2lp|

(D.88)

Como estamos considerando o caso by < pg € by < |p|, as aproximagoes p £b = p

sao vélidas. Desta forma, concluimos que

2|1 I e Po
e TmA=—<-0(p"ep +( 0 ——O——) —p?) 3,
dm {3 W) dpl° 3lpl* 4lpl =)

2
— 0\l
* Re B = ——O(p )e(p),

D= ( 7 L >0( 2)
d BERTNTE) YN -pP)
= Bby \ 2pP° Ipl“‘ 2|p|

5
—é p Do po Do 9
e JmfF =— + >(~) D).
8mby (2lpl° P 2/p| )

Notemos agora que da expressao (6.31) e da forma geral do tensor de polarizagao

6.48, podemos escrever o valor esperado da corrente fermionica no viacuo como

(017 (2)0) = / I (x — ) AS(y)dy
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= / d“yd%o{A(p) [P'p” = p*¢"™] + B(p)e"* pabs
(bp)

+ D) [PV ~ (bp)g™] + F(p) [b“b" - ?p"b”]}e”‘”(“’”z‘li“(y)

[

= @y /d4yd4p{A(p)[DAgxt(y) _ aﬂ(a"AiXt(y))}
+ B(p)ie" Cbs0a AT (y) + Dip) [0 AT () — D00 Ao ()]

+ F(p) [ AT () - b"bamflanaﬂAz*%y)}}e*“’@*w

=: ﬁ /d“yd“p{A(p)(Jf"“)“(y) +B(p)(J3)" (v) + D(p)(J5)"(y)

PO ) e
= [ - + [ dyBe - o)
+ [y = rw + [ dyFa - o). (D.59)

Causalidade impoe que II"(z — y) = 0 para zp — yo < 0, pois do contrdrio o
valor esperado da corrente fermionica num instante ¢ dependeria do campo externo em
instantes de tempo posteriores a t. Em termos dos coeficientes A, B, D e F esta condicao

é equivalente a imposicao

parazy — Yo < 0. (D.90)
F(z—y)=0,

Analogamente ao que foi feito na se¢ao (3.4), podemos estender analiticamente as

fungdes A, B, D e F ao semi-plano complexo I, = {py +in € C:n > 0}:

A(po +1in,p) = /d:l; A(z) ei[(""“")zo*p‘x],
B(po +in,p) = /dm B(x) el’[(poﬂn)ﬂﬂrp*]’

(D.91)
D(po + in,p) = [ do D) X0,

F(po+in,p) = / da F(z) ¢'lvotmeop],

Assim, em virtude da condigao de causalidade (D.90) e da analiticidade das fungoes (D.91),
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decorre do teorema de Titchmarsh que

A
Re A(p) = WP jmf(‘;op)d 7
mBEp) = —Lp [ B BER),,
T —po ’ (D.92)
1 _[JmD
Re D(p) = P/ J'“T(;p)d ,
Re F(p P/ j“;F -,
— ro

onde estamos admitindo a eventual necessidade de subtracao de divergéncias originérias
do produto de distribui¢oes com suportes coincidentes no cone de luz [37]

As integrais acima serdo calculadas em trés casos: po < —|p|, —|p| < po < |p| ¢
po > |pl.

Caso 1: py < —|p|

coea = Lp [ImAED)
™ * — Po

e €11 /‘Pﬂ—f dv_ 1 /—‘P‘ dz
= lim — -
0t 472 3 A T=D0 3 Jppre T— Do

/‘pl( x° 23 x) dz 1/A dz
Jop\4lplP 3pP Alpl/r—po 3/ 2z —po

dx

_ g e? 1 A2 —pd po — |p| 20 P Po
= lim —4¢ — —In 5 5| —In i
A—oo 4T 3 |ps—Ipl po+ [pl| \ 4lp| 3lpl 4lp|
1 o p0 ) 28
+ol s = D.93
(\plz lp[*/ 45 (D%
1 Re B
«mB— _Lip [BeBp)
™ T —Po
) &2 PO—€ oy -lpl gz A dr
= lim —q — — +
%% 8 -A T=Po Jpe T PO lpl ¥~ Po
o2 A2 2
— 1 In|——%0| D.94
Ao 872 P2 —|pl?|’ ( )
1 D(z,
eReD - lp / ImD(z,p) .
™ T —=Po

e? /‘p‘ ( 20 x? 22 ) dz
= — _— + E— -
8720y J_jp \2IPP°  [PI*  2[p|/ = —po

e? Po — |p\ ( Pg po p( > 517 8
= In O I AP I +—+—p D.95
g0 ) ™ o+ 1ol| \@pF TP " 21pl) " 3pE T Tl (D-95)
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e NRe F = P/jmlp

T —Po

_ Ip| 5 3 , dz

e? 5 | T T x
= @-PP)|sE-Et —} —
8mbg [\p\( Ipl) [2\1)\” IpP  2lpl] z —po

62{ o 8o, 11py  16[p|?

A 35
1 |po—|p| (po 3py | 30}

N Lo 2P0y P s Y D.96
2™ 5710l \IpF ~ ToF " Tp ~ P! (D-96)

Caso 2: py > |p|

Jm A(z, p)d

T —=Po

e [1 [Pl gy Pl /45 3 x dzx

:hm—Qf/ 7/ (7r773, )

oot Ar? |3y v —po Jop\4lpP  3lpl> 4pl) = —po

—00

1/?0*( dz 1/A dx

3 \p\ T —DPo 3 pn+e —Po
n AZ*po 0 Po — [P ( p% _ pg Do )

5 — Pl po+ |pl| \4p]°  3[pP 4p|

1 ( pg po) 28
tolmeE ") TH D.97

(|p|z pl") " 45 (D.97)

eimp = _Lp [ReBlp)
i T — Po

I e? = Ipl dz Po—¢  dx A dx
s S rom Sy Tom e
20 —-A 0 Il Po po-te Po

2 A2 _ 2
= lme—ln 271)02,
v — Ipl

A—oo 872
Jm D(z,p)

T —=Po
e? el 7 26 2t 22 dx
= — - — —= + E— -
8mby /4m (2lp\° Ip® 2Ipl)af*po

/2 o 6 5 3 5 8
S T 11 TR N O RO = (D99)
872b,

e Re A= 73/

dx

(D.98)

O%eD:lP/ dx
T

po+Ip[| \2[pP [P " 2/p| 3p[* [l

7D/SmFTJp

T = Po

_ /\P\ | ‘ |:T5 3 N 1} dx
p RSERE T B
87rbg ol 2lpl° Ip* - 2Ipl] @ —po
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eQ{pS 8py . 11pf  16|p|?

T 8ag | Ipl* 3R 5 35
1. |po—Ipl ( 5 3vh . 3pd

+zIn — —= +— —po|p . D.100
2™ o1l | \[pF ~ ToP " Tp] PP (D-100)

Caso 3: —|p| <po < |p|

Jm A(z, p)

T — Po

E I Y s Po—c/ 5 3 T dx
lim — 49 - e s o
ot dr? |3y w—po Jop \4pPP  3pl* 4lp]/z—po
A—o0

/‘pl( x° 23 x > dz 1/A dz
wote\APPP 3PP Apl/z—po 3/ —po

2 1 A2 —p?
= lim £ —In Po
A—oo 471’Z 3

e Re A= 73/ dx

—n Ip| ( _ 7]10)
= |p|? po+ [Pl \4[pl° 3[pl* 4p|

1/} p0 ) 28
o (PP ol D.101
(\pv ) T (D-101)

camp = -Lp [ReBlp),,

T —=Po

e? =Pl gy A de
= lim — 7/ +/
A—oo 8T _A T—Do ol T —Po
A —pg
p; — [p?

e ReD = l73/731111)(%’ |p‘)dx
™ T —po

(,.2 Po—€ ,IA()' ,L,4 ,I,Z (]’I'
= lim & / ( * _'7+;)
0+ 8wy | J_ip \2Ipl° [pI®  2[pl/z—po
Il i x4 x? dx
+/ ( ! 5—1—3+I—)L : (D.103)
wote \2[P° [PI®  2[pl/ 2 —po
¢ po — Pl ( P, P 5pf | ph | 8
= In ° + 0)—, CREETRE
87r2bo{ po+ o[ \2/pF  [pP " 2pl)  3pP " [pf*

o Re F = lpfiJmF(”"’p)d:p
m

T = Po

. 762 /poff( | | ) |: 1,5 I‘i N T :| dx
= IIm —:- p ENEY el |
e—0T 8771)% ~Ip| 2|p‘5 |p|3 2|p| T —Ppo

: (D.102)

(D.104)
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Ip| 25 23 . dx
+/ mepz[ .f—.Jr—]i
PO S0E ~ o T 2l 7

eQ{pﬁ 8py , 11p5  16[p[®

AT 35
1. |po—Ipl| ( p5 305 | 308
+5ln (> H(—"f—%—“po\pl :

po+Ipl|\Ip° [p® Ip|

Portanto, os trés casos fornecem os mesmos resultados:

o mea i - [ F ] ol (- )
41 (\gﬁ - Igﬁ) +i§} (D.105)
. JmeAlggoge—;ln 1)/;2_%{)'%2 , (D.106)
e e =g | (e e+ o) e+
(D.107)
 oer o = { v sph  11pE 16[pl?
8abg | [p* 3p 5 35
el (o ok -l |

As integrais relacionadas a Re A e Jm B sdo claramente divergentes. Entretanto,
lembremos que a quantidade observada experimentalmente é a soma da corrente induzida

com as correntes externas

4
Ton(, A) = (017 (2, A)|0) + 3 (I
n=1

= Gy n{i AU+ 1+ B

+ 1+ D) (J5)" (y) + [1 + F(p)] (Jf“)”(y)}c’i"(””- (D.109)

Por sua vez, a unidade de carga é determinada impondo que a a corrente observada

seja igual a externa para pg = 0. Assim, a corrente observada ¢ definida por

‘]élbs (Q?) =

arys [ dvatn{ [+ AW O + (14 B 5 0)

+[1+DM)] (5" () + [1+ F(p)] (Jf"t)“(y)}@’ip(”y)7 (D.110)
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onde

A(p) = A(p) — A(0,p)
il N V% (P?% _ 7 _&>_1<L3_ﬁ)
4 po+ [Pl \4[pl° 3[pl* 4p| 2\Ip* [p/*
e Lop?)em) + LT S O(—p?) . (D.111)
4 | 3 dlpl>  3lpl®  4/p| '

B(p) = B(p) — B(0,p) = *g@(ﬁ)e(p), (D.112)

D(p) = D(p) — D(0,p)

_ e lnpo—\pl(pg Py ﬁ)_@% o Epo
8m2by po+Ipll\2[P> [P 2[p|/ 3lp* [p|* 15
e’ ( T A i )

+i— — 0+ 22 e(—p?), D.113
Sebo \2IpF ~ Tp" * 20p] (D113)

F(p) = F(p) - F(0,p)

e TN I 5 8no
=<z 5 0 T st Polpl )+ - e
8723 | 2 |po+Ip[|\IPPP [P Ip| [pl*  3lpl
Ups 16[p* | .¢*( m5 1§ | mo 5
420 _ - — Lo 0 Y g(—p2). D.114
5 3 ‘s\apP  IpP 2pl )7 (D114)

Portanto, o tensor de polarizacdo apds a renormalizacao da carga é dado por

" (p) = A(p) [p"p” — p*9"] + B(p)e"*"pabs

+D(p) [PV — (bp)g™] + F(p) [b“b” - %p“b”} (D.115)

com os coeficientes obtidos em (D.111)-(D.114).
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