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Introducao

A Topologia Algébrica consiste no estudo de funtores definidos em categorias de
naturezas topoldgicas e que tomam valores em objetos de categorias de natureza
algébrica. Mais precisamente, associamos, a cada espaco topoldgico, uma estrutura
algébrica, e a partir das propriedades algébricas dessa extraimos propriedades to-
poldgicas daquele. Essa associacao deve ser feita de modo que espacos topologicos
homeomorfos correspondam a objetos algébricos isomorfos. Os exemplos mais im-
portantes de tais funtores sao os grupos de homotopia e os grupos de homologia.

Na verdade, o que diferencia a Topologia Algébrica dos outros ramos da Topolo-
gia (Topologia Geral, Topologia Combinatéria e Topologia Diferencial) é o método
de trabalho, conforme ja dito em [17]. Num certo sentido, a Topologia Algébrica
nao é um ramo da Topologia, mas sim uma transicao dela para a Algebra. Curiosa-
mente, ela pode ser mais geral do que a prépria Topologia Geral, no sentido de que
permite demonstrar teoremas nao triviais que se apliquem a todo espago topoldgico.

Ora, o problema central da topologia é, dados dois espacos topoldgicos, deci-
dir se eles sao homeomorfos ou nao. Esse trabalho pode ser muito mais dificil do
que, por exemplo, verificar se dois grupos abelianos sao isomorfos ou nao (princi-
palmente quando sdo finitamente gerados). Isso acontece, na verdade, porque as
estruturas algébricas sao, em geral, mais simples do que as estruturas topologicas.
Admitindo-se esse fato, torna-se de extrema conveniéncia qualquer processo que
permita substituir, sistematicamente, todo espago topoldgico por um grupo, toda
funcao continua por um homomorfismo, e todo homeomorfismo por um isomorfismo.

Evidentemente, nao espera-se que o processo inverso ocorra, isto é, que se dois
grupos sao isomorfos entao objetos topoldgicos que sao associados funtorialmente
a tais grupos sejam homeomorfos. Se fosse assim, os objetos algébricos seriam tao
complicados quanto os topoldgicos.

Também, o estudo do qual se ocupa a topologia algébrica torna possivel de-
monstrar teoremas nao triviais da propria Algebra. Entre os mais importantes,
destacam-se o Teorema Fundamental da Algebra e o fato de que todo subgrupo de
um grupo livre é livre. Como ja era de se esperar, sao muitas as aplicagoes das te-
orias aqui apresentadas a disciplinas como Analise, Variavel Complexa, Geometria
Diferencial, Algebras de Lie, etc, embora o enfoque desse texto nao nos permitira
trazé-las todas. O livro de [2] é uma boa leitura para compreender melhor tais
aplicagoes.

O trabalho divide-se em quatro capitulos e dois Apéndices. Pressupoe-se que o
leitor possua conhecimentos razoaveis de Analise, Topologia Geral e Algebra Basica,
de modo que os Apéndices cobrem apenas uma pequena parcela de cada uma dessas
areas, e nao dispensa uma boa leitura das obras de referéncia.

Na se¢ao 1, definimos e exemplificamos, sob o ponto de vista mais geral possivel, a
nocao de homotopia. Alids, tudo em topologia algébrica gira em torno desse conceito.
O Grupo Fundamental, que é provavelmente o exemplo mais basico de invariante
algébrico associado a ideia de homotopia, é apresentado na secao seguinte.



O Capitulo 3 destina-se aos Teoremas de Van-Kampen e suas intimeras aplicacoes
ao calculo de grupos fundamentais.

Por fim, reservamos o estudo dos espacos de recobrimento ao capitulo 4. Embora
essa noc¢ao seja bem geral e nao dependa dos conhecimentos de homotopia, focamos
nossa atencao aos resultados que exprimem como se compreender melhor o grupo
fundamental de um espago por meio dos seus recobrimentos.

Quanto ao texto, procuramos impor-lhe um carater introdutério, porém sem in-
tencao de fugir de temas mais delicados, quando necessario. As demonstragoes foram
escritas com bastante detalhes, embora tentamos nao torna-las muito longas, pois
ja dizia o brilhante matematico alemao Johannes Kepler que existem dois motivos
pelos quais nossa visao pode nao funcionar: a escuridao ou o excesso de luz.

Matematicamente, isso se traduz no fato de que, numa boa demonstragao, nao
se deve escrever muito pouco, porque nesse caso pode-se nao entendé-la pela falta de
informacoes. Mas, também nao se deve escrever demais, porque isso pode fazer com
que nao se entendam as ideias centrais da prova, pois ficaram embaralhadas a outras
informacoes menos importantes. Além disso, foram evitadas as famosas e espertas
frases do tipo “é facil ver”, e fizemos o possivel para que, quando aparecerem, sejam
sinceras.



Notacao

Estabeleceremos, nessas curtas e sucintas linhas abaixo, algumas notagoes e ob-
servacoes importantes que serao utilizadas sem maiores comentarios no decorrer do
texto.

O conjunto dos nimeros naturais N = {1,2,3,...} serd denotado pela letra N.
Além disso, os conjuntos dos ntimeros inteiros, racionais, reais e complexos serao
indicados por Z,Q, R e C, respectivamente.

A diferenga entre dois conjuntos A e B serd indicada por A\ B. O simbolo |A]
representa a cardinalidade do conjunto A.

A letra I denota o intervalo compacto [0, 1]. Letras maitisculas X,Y, Z, ... repre-
sentam sempre espacos topolégicos, a menos que se diga o contrario. Também ficara
implicito que, ao escrevermos f : X — Y, estamos dizendo que f é uma funcao
entre X e Y (o caso em que f é um morfismo numa categoria em que X e Y sao
objetos serd entendido pelo contexto).

A imagem inversa de um ponto y € Y por uma funcao f : X — Y é, as vezes,
representada por f~!(y) em vez de f~'({y}). Nao se deve confundir isso com a
imagem de y pela funcao inversa de f. Na realidade, serao raros os casos em que
trabalharemos com a inversa de uma funcao.

Nas definigoes, a palavra “quando”devera ser entendida como um “se e somente
se”ou como “é necessario e suficiente”. Por exemplo, ao escrever que uma func¢ao
f: X — Y diz-se sobrejetiva quando f(X) =Y, estamos dizendo que f é sobrejetiva
se, e somente se, f(X) =Y.

Se E' é um espago (vetorial) normado, a norma de v € E serd denotada por |v]
em vez de ||v||, por simplicidade. No caso em que £ = R ou F = C, |v| coincide
exatamente com o moédulo de v. Por um espago convexo, entendemos um espaco
vetorial E tal que o segmento [u,v] = {(1 —t)u+tv; t € [0,1]} esta contido em E,
para quaisquer u,v € F.

Uma familia de objetos de um conjunto X, indexada por um conjunto de indices
L, seré denotada por C' = (ay)rer. Segundo essa notagao, paracada A € L, ay € X é
um objeto de C'. Noutras palavras, a familia C' consiste em uma funcao que associa,
a cada A € L, um objeto a) € X. No caso em que a) for um conjunto, para todo
A € L, C chamar-se-a uma familia de conjuntos. Quando isso ocorre, podemos falar
dos conjuntos

chamados a reuniao dos ay e a intersecao dos ay, respectivamente. O primeiro
consiste no conjunto dos x tais que existe A € L para o qual x € ay. O segundo tem

como objetos os elementos y que pertencem a todos os ay, isto é, y € a,, para todo
Ae L.



Capitulo 1

Homotopia

A teoria homotdpica vem ganhando cada vez mais espaco no mundo matematico.
Essa condicao se deve, principalmente, as inimeras aplicacoes imediatas que decor-
rem dessa ideia em diversas outras areas da matematica, tais como Analise, Variavel
Complexa e Geometria Diferencial. Alids, uma das grandes motivagoes que levaram
Poincaré, Gauss, Riemann e outros a estudarem métodos nao-triviais de Topologia,
entre os quais o método homotopico se faz presente, era a de resolver problemas de
Anélise. Muitas destas técnicas vieram a originar, mais tarde, a Topologia Diferen-
cial.

Na realidade, homotopia é o conceito mais importante de Topologia Algébrica.
Também, o Grupo Fundamental, que sera visto posteriormente, é o exemplo mais
bésico de invariante algébrico associado a essa nocao. Neste capitulo, objetivamos
definir essa ideia sobre o ponto de vista mais geral possivel, procurando ilustra-lo com
muitos exemplos e aplicacoes. Pretendemos, além disso, explicitar a relacao entre
homotopia e a questao de estender ao espaco todo, de modo continuo, uma funcao
continua definida num subconjunto fechado de tal espaco. Mais tarde, esses conceitos
se farao de grande importancia para a definicao de Espacos de Recobrimento e dos
Grupos de Homotopia de ordens superiores. O leitor encontrard uma boa leitura
complementar dessas ideias em [1], [2], [4] e [12].

1.1 Aplicacoes Homotodpicas

Definicao 1.1. Sejam X e Y espacos topologicos e f,g : X — Y aplicagoes
continuas. Dizemos que f e g sdo homotépicas se, e somente se, existir uma
fungao H : X x I — Y continua, tal que H(x,0) = f(z) e H(z,1) = g(z), para
todo x € X. Nesse caso, a aplicacao H chama-se uma homotopia entre f e g, e
escreve-se H : f ~ g ou, simplesmente, f ~ g.

Intuitivamente, podemos enxergar uma homotopia entre duas fungoes continuas
f e g, de um espacgo topoldgico X num espaco topoldgico Y, como um processo
de deformagao continua da aplicacao f de forma a se obter g. Explico: dada uma
homotopia H : f ~ g, definimos, para cada t € I, a aplicacao continua H; : X — Y,
pondo H,(z) = H(x,t). Dessa forma, obtemos uma familia (H;);c; de aplicagdes
continuas de X em Y indexada por I. Como Hy = f e Hy = g, percebemos que a
familia (H,;);e; comega em f e termina em g. Se imaginarmos o parametro ¢ como
sendo o tempo, entao podemos nos referir a H como sendo uma deformacgao continua
de f. O cilindro X x I chama-se a base da homotopia.



Exemplo 1.2. [Homotopia Linear| Seja F um espago vetorial normado e Y C E.
Sejam f,g: X — Y funcgoes continuas. Suponha que, para todo = € X, o segmento
de reta [f(z),g(x)] = {(1 —t)f(x) + tg(x) : t € I} esteja contido em Y. Nessas
condicoes, temos [ ~ g.

De fato, defina a aplicagao H : X x [ =Y, H(x,t) = (1 —t)f(x) 4+ tg(x), a qual é,
claramente, continua, pois é a soma das fungdes continuas (1 —t)f e tg. Também,
H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x), donde tiramos que H é uma homotopia entre f e
g. Tal homotopia leva o nome de Homotopia Linear.

O exemplo acima pode ser resumido, de uma maneira mais simplificada, no
seguinte:

Lema 1.3. Sejam X um espago topolégico e E um espaco vetorial normado. Se
f,g : X — FE sdao funcoes continuas, entao f =~ g. Em particular, ambas sao
homotopicas a aplicacao constante identicamente nula.

Se X e Y sao espagos topoldgicos, lembramos que Homre, (X,Y) é o conjunto de
todas as fungoes continuas de X em Y. Tal conjunto também pode ser representado
por C(X,Y).

Proposicao 1.4. Sejam X e Y espacos topologicos. A relacao de homotopia € uma
relagao de equivaléncia sobre o conjunto C(X,Y).

Demonstracao: Sejam f,g,h : X — Y aplicacoes continuas. Primeiramente, a
aplicacdo H : X x I — Y, dada por H(x,y) = f(x), é uma homotopia entre f e
f. Com efeito, se A CY é aberto em Y, entao f~!(A) C X é aberto em X, pois f
é continua. Logo, H 1(A) = f~1(A) x I é aberto em X x I, donde segue que H é
continua e H : f ~ f. Portanto, a relagao ~ ¢ reflexiva.

Agora, suponha que F : f ~ g. Defina a aplicagdo G : X x I — Y pondo
G(z,t) = F(z,1 —t). Temos G(z,0) = F(z,1) = g(z) e G(z,1) = F(x,0) = f(z),
para todo z € X. Além disso, sendo continua a funcio R : I? — I* R(wz,t) =
(x,1 —t), obtemos a continuidade de G = F o R. Isso significa que G é uma
homotopia entre g e f, e assim, a relacao ~ é simétrica.

Finalmente, suponha F' : f ~ g e K : g ~ h. Vamos mostrar que a aplicacao
F(z,2t), te€[1/2]
K(z,2t—1), te[1/2,1],
entre f e h, obtendo, assim, a transitividade de ~. De fato, para qualquer z € X
que tomemos, vale que L(x,0) = F(x,0) = f(z) e L(z,1) = K(z,1) = h(z). As
restrigoes de L aos compactos [0,1/2] e [1/2, 1] sdo claramente continuas: basta ver
que L|[0,1/2] é a composi¢ao de F' com a aplica¢ao continua (z,t) — (z,2t) e que
L|[1/2,1] é a composigao de K com a aplicagao continua (z,t) — (z,2t — 1). Invo-
cando o Lema da Colagem (Teorema 13 na pagina 86 do Apéndice), obtemos que L
¢ continua, e portanto L : f ~ h. (c.q.d)

L: X x1—Y, dadapor L(z,t) = ¢ uma homotopia

Em qualquer homotopia entre f, g : X — Y, o papel do contradominio Y é muito
importante, uma vez que é nele onde a deformacao de f ocorre. Mais precisamente,
se aumentarmos Y para um conjunto Y’ D Y, temos a oportunidade de obter novas
homotopias. Além disso, é possivel que f e g nao sejam homotopicas, mas quando
consideradas como fungoes de X em Y, o sejam, conforme nos diz o:

Exemplo 1.5. Sejam f,g: R — R\ {0} dadas por f(z) =1, g(z) = —1, Vo € R.
Como 1 e —1 pertencem a componentes conexas distintas de R\ {0}, segue que f e
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¢ nao sao homotdpicas. Com efeito, se H : f ~ g, entdo a : [ — R\ {0}, dado por
a(t) = H(0,t), é um caminho ligando —1 e 1. Entretanto, se considerarmos f e g
como sendo aplicagoes de R em R, entao vale que f ~ g.

Definicao 1.6. As classes de equivaléncia de >~ chamam-se classes de homotopia.

A classe de uma funcdo continua f : X — Y serd indicada por [f]. Além disso,
o quociente de C(X,Y) pela relagdo de homotopia serd indicado por [X,Y]. Em
outras palavras, o conjunto [X, Y] tem, como elementos, as classes de homotopia no
conjunto C(X,Y).

Nosso proximo passo consiste em tornar mais algébrico o conjunto das classes
de homotopia, definido-se uma operacao de composicao entre classes. Primeiro,
considere a:

Proposicao 1.7. Sejam X,Y e Z espagos topoldgicos. Se f,f': X =Y eqg,q :
Y — Z sao fungoes continuas tais que f ~ f' e g~ ¢, entdo go f >~ g o f.

Demonstragao: Sejam F' : f ~ f' e G : g ~ ¢’ homotopias. Defina H : X x [ —
Z, pondo H(x,t) = G(F(z,t),t). Afirmo que H é continua. De fato, a funcao
R:XxI—Y xI, R(z,t) = (F(x,t),t) é continua, tendo em vista a continui-
dade de suas funcgoes coordenadas. Segue que H = G o R é a composicao de duas
fungoes continuas, e portanto, continua. Agora, note que H(z,0) = G(F(x,0),0) =
G(f(x),0) = g(f(z)) = (g0 f)(z) e H(z,1) = G(F(z,1),1) = G(f'(2),1) =
J(f'(x)) = (g o f)(x). Portanto H : go f ~ ¢ o f'. (c.q.d)

Defini¢ao 1.8. Sejam X,Y e Z espagos topoldgicos. Sejam [f] € [X,Y] e [g] €
Y, Z] classes de homotopia. Definimos a composicao de [f] e [g] pondo [f] o [g]
[f o gl

Como consequéncia da Proposicao 1.7, vemos que a operacao de composicao
entre classes de homotopia de [X, Y] e [Y, Z] estd, de fato, bem definida. Isto é: néao
depende dos representantes tomados em [f] e [g].

Esse fato também nos permite definir uma nova categoria HTop, cujos objetos sao
espacos topoldgicos e os morfismos sdo classes de homotopia de funcdes continuas,
isto é: Hompyop(X,Y) = {[f] : f € Homr,,(X,Y)}. Também, se associarmos cada
fungao contfnua f : X — Y & sua respectiva classe de homotopia [f], obtemos um
funtor covariante II : Top — HTop definindo-se II(X) = X e II(f) = [f].

1.2 Homotopia Relativa e de Pares

A relacao de homotopia de funcgoes é, na verdade, uma nocao particular do
conceito de Homopia Relativa. A seguir, estabelecemos alguns resultados e exem-
plos mais importantes dessa teoria, buscando dar atencao priviligiada as ideias Ca-
tegoricas e funtoriais associadas a esse aspecto.

Definigao 1.9. Um par topoldgico (X, A) consiste de um espago topoldgico X e um
subespaco topologico A C X.

Ressaltamos que se A = &, entao nao ha distingao entre o par (X, A) e o espago X.

s

Defini¢ao 1.10. Seja (X, A) par topolégico. Um subpar topoldgico de (X, A) é
um par topoldgico (X', A') tal que X' C X e A’ C A. Nesse caso, escrevemos
(X' A) C (X, A).
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Definigao 1.11. Uma fungao continua f : (X, A) — (Y, B) entre os pares to-
poldgicos (X, A) e (Y, B) ¢ uma fungao f: X — Y continua e tal que f(A) C B.

Exemplo 1.12. A colegao dos pares de espagos Topoldgicos, juntamente da colegao
das funcoes continuas entre eles, conforme defini¢oes acima, constitui-se em uma
Categoria, a qual vamos denotar por Top®. Com efeito, se f : (X,A) = (Y,B)
eg:(Y,B) — (Z,C) sao funcdes continuas, entdao definimos a composicio g o f :
(X,A) — (Z,C) de forma natural: (go f)(z) = g(f(x)). Notemos que g(f(A)) C
g(B) C C, o que mostra que g o f é, de fato, um morfismo em Top®.

Ao enxergar um espago topolégico X como sendo o par (X, & )Etemos que Top é
uma subcategoria (plena) de @(2).

Defini¢ao 1.13. Dadas f,g : (X, A) — (Y, B) fun¢des continuas entre os pares
topologicos (X, A) e (Y, B), definimos uma homotopia entre f e g como sendo uma
fungao continua H : (X xI, AxI) — (Y, B) tal que H(x,0) = f(z) e H(z,1) = g(x).

Pela definicao de funcao continua entre pares topoldgicos, observamos que se H
é uma homotopia entre f,g: (X, A) — (Y, B), entdo H(x,t) € B, para todo x € A
e para todo t € I, ou seja, Hi(A) C B, Vt € 1.

Definigao 1.14. Sejam f,g : (X, A) — (Y, B) fun¢des continuas entre os pares
topologicos (X, A) e (Y,B) e seja X' C X. Dizemos que f e g sdo homotdpicas
relativamente a X', e escrevemos f ~ g (rel. X'), se existir uma homotopia H,
entre f e g, tal que H(z,t) = f(z) = g(x), sempre que v € X' et € I.

A homotopia H, da definicao anterior, é geralmente denominada homotopia re-
lativa. Quando conveniente, também escreveremos H : f ~ g (rel. X') para indicar
que H é uma homotopia relativa entre f e g. No caso em que A = B = @, a homo-

topia H ¢é simplesmente uma homotopia entre as fungoes f e g, com a propriedade
de que f| X' = H|({t} x X') = g|X’, para todo t € I.

Exemplo 1.15. Sejam f, ¢ : R® — R" dadas por f(z) = x e g(z) = 0, para cada
r € R". A fungdo F' : R" x I — R definida por F(z,t) = (1 — t)z é tal que
H : f ~ g(rel 0), onde 0 denota a origem de R".

Com demonstragoes completamente andlogas as proposigoes 1.4 na pagina 10 e
1.7 na pagina 11, respectivamente, obtemos os dois teoremas que se seguem.

Teorema 1.16. A relagao ~ (rel. X'), com X' C X, € uma relagdo de equivaléncia
no conjunto Homy, o ((X, A), (Y, B)) das fungdes continuas entre os pares (X, A)

e (Y,B).

Teorema 1.17. Se f, f' : (X,A) — (Y,B) eg,q : (Y,B) — (Z,C) sdo fungoes
continuas entre pares topologicos tais que f ~ f' (rel. X'), com X' C X, eg~ ¢
(rel. Y'), comY' CY e f(X') CY’, entio go f ~¢g' o f' (rel. X').

Exemplo 1.18. Seja X espaco topoldgico. O conjunto das classes de equivaléncia
de ~(rel. X’) chama-se o conjunto das classes de homotopia relativa a X’ C X. A
classe de homotopia relativa a X’ de uma funcao continua f : (X, A) — (Y, B) serd
denotada por [f]x/, e o conjunto quociente de Homy, ) ((X, A), (Y, B)) por ~(rel.
X') serd denotado por [(X, A), (Y, B)]. o

O teorema anterior nos da uma nova categoria topoldgica, que vamos indicar por
HTop®, cujos objetos sao pares topoldgicos (X, A) e cujos morfismos sao classes de
homotopia, relativas ao conjunto vazio, de fungoes continuas entre pares. Note que
@(2) é uma subcategoria de @(2).
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1.3 Equivaléncia Homotépica

Entre os funtores dos quais a Topologia Algébrica se ocupa, nos sao bastante
interessantes aqueles que atuam como invariantes homotdpicos, isto é: duas fungoes
homotopicas na Categoria dos Espacos Topoldgicos sao levadas no mesmo morfismo
pertencente a Categoria Algébrica (anéis, grupos, médulos,...) na qual tal funtor
atua. A seguir, apresentamos um conceito de invariancia homotépica de Espagos
Topoldgicos, no sentido de que dois espagos topoldgicos equivalentes homotopica-
mente serao levados em objetos isomorfos por meio de funtores especificos, tais como,
o funtor 7, o qual serd devidamente definido e estudado futuramente. Primeiro,
definamos a importante ideia de tipo de homotopia.

Definicao 1.19. Dizemos que uma funcao continua f : X — Y, entre espacos to-
pologicos X eY , € uma equivaléncia homotopica quando existe uma funcao continua
g:Y — X tal que go f ~ idx e fog =~ idy. Nesse caso, dizemos que g € um
inverso homotopico de f, e que os espacos topoldogicos X eY tém o mesmo tipo de
homotopia. Para indicar esse fato, escrevemos X =Y ou f: X =Y.

Espacos com o mesmo tipo de homotopia sao equivalentes do ponto de vista ho-
motopico. Noutras palavras, sao isomorfos na categoria HTop. Mais precisamente,
temos a:

Proposicao 1.20. Se X = X' e Y =Y, entdo a cardinalidade de [X,Y] € igual a
cardinalidade de [ X',Y"].

Demonstracao: Sejam & : X' = X e 7 : Y = Y’ equivaléncias homotdpicas.
Defina a fungao n : [X,Y] — [X',Y’], pondo-se n([f]) = [t o f o ®]. Tal funcao
estd bem definida, pois ja mostramos, anteriormente, que a composi¢ao de classes
de homotopia nao depende dos representantes que se tome nas classes. Como 7 e ¢
sao equivaléncias homotépicas, podemos tomar 7* : Y’ — Y e ®* : X — X' inversas
homotdépicas de 7 e @, respectivamente. A fungao T : [X', Y] — [X, Y] definida por
Y([f]) = [t o f o ®*] é, pois, a inversa de 7, como verifica-se facilmente. Segue que
n é bijetora. (c.q.d)

Proposicao 1.21. A relacao tipo de homotopia € uma relacdo de equivaléncia na
Categoria dos Espacos Topologicos.

Demonstragao: Se X é espaco topoldgico, a funcao identidade em X é uma equi-
valéncia homotépica entre X e X. Se ¢ : X =Y, um inverso homotépico para ¢
nos fornece a simetria ¥ = X. Finalmente, se ¢ : X =Y ey : Y = Z, entao a
composicao ¥ o ¢ : X — Z é uma equivaléncia homotdpica entre X e Z, como se
verifica facilmente. (c.q.d)

Exemplo 1.22. Afirmo que S™ = R"™!\ {0}. Com efeito, seja 2 : S® — R\ {0}
a inclusao e seja p : R"™\ {0} — S', dada por p(z) = z/|z|, a projecio radial.
Para todo x € 8", tem-se (po1)(x) = x/|x| = x, ou seja, por = idgn.

Além disso, se z € R\ {0}, entao = pode ser ligado ao ponto p(z) = x/|z| por
um segmento de reta contido em R™*!\ {0}, uma vez que 0 ¢ [z, p(x)]. Segue que
20 p é homotépico a fungio identidade em R™ \ {0}, por meio de uma homotopia
linear, como queriamos demonstrar.

Um raciocinio exatamente andlogo ao anterior permite-nos demonstrar que a
bola fechada unitaria B"*' C R"*! é tal que B"™' \ {0} tem o mesmo tipo de
homotopia que S™.
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Definicao 1.23. Um espaco topologico X chama-se contratil se, e somente se,
X possui 0 mesmo tipo de homotopia que um ponto, isto é, um espaco topoldgico
formado por um unico elemento.

O Exemplo 1.15 na pagina 12 nos mostra que R" é contratil, para todo n € N.
Em particular, o Lema 1.3 na pagina 10 implica todo espago Vetorial Normado ser
contratil. Mais do que isso: todo espaco convexo E ¢é contratil, pois dadas duas
funcoes quaisquer que tomam valores em FE, podemos tomar uma homotopia linear
entre elas, vide Exemplo 1.2 na péagina 9.

Proposicao 1.24. Um Espaco Topolégico X € contrdtil < a funcdo identidade em
X € homotopica a uma funcao constante em X.

Demonstragao: (=) Suponha que f: X = {p}. Seja g um inverso homotépico de
f. Temos go f ~idx. Além disso, deve ser g(f(z)) = g(p), para todo x € X. Logo,
go f é constante.

(<) Seja f: X — X, f(x) = x, fungdo constante tal que f ~ idx. Considere as
funcdes f: X — {x0} e 1: {20} — X dadas por f(z) = z¢ e 2(29) = zo. Note que
1of =f~idye for= id{zy}, 0 que nos mostra que X tem o mesmo tipo de
homotopia que o ponto {zg}, ou seja, X é contratil. (c.q.d)

Proposicao 1.25. Quaisquer duas funcoes continuas de um espacgo topoldgico ar-
bitrario em um espaco contrdatil sao homotopicas.

Demonstracgao: Seja X espago arbitrario e Y um espaco contratil. A Proposi¢ao
1.24 nos garante a existéncia de uma funcao constante h : Y — Y, tal que h ~
idy. Sejam f,g : X — Y funcgoes continuas arbitrarias. Pela Proposicao 1.7 na
pagina 11, temos f = idy of ~ h o f. Analogamente, mostra-se que g ~ h o g. Por
outro lado, é claro que ho f = hog, pois h é constante, o que nos da f ~ g. (c.q.d)

Corolario 1.26. Todo espaco contrdtil € conexo por caminhos.

Demonstracgao: Seja X espaco contratil. Tome p,q € X. A proposi¢ao acima nos
diz que as fungoes constantes f, g : X — X, definidas por f(z) =p e g(z) = ¢, sao
homotopicas. A partir de qualquer homotopia H entre f e g, obtemos um caminho
A: I — X, ligando p a ¢, definindo-se \(t) = H(p,t). (c.q.d)

Observe que a definicao do caminho A\, da demonstracao acima, poderia ter sido
feita da seguinte maneira: fixado qualquer ponto zy € X, a aplicacao t — H(zo,1),
t € I, define um caminho que liga os pontos p e q.

Proposicao 1.27. Sejam X um espaco topoldgico contrdatil e Y um espago conexo
por caminhos. Para quaisquer funcoes continuas f,g: X — Y, tém-se f ~ g.

Demonstragao: Tome uma homotopia H : X x I — X entre idy e uma funcao
constante. Também, note que fo H : X x I — Y é uma homotopia entre f e uma
constante. Da mesma forma, g é homotdpica a alguma constante. Como Y é conexo
por caminhos, obtemos que ambas essas constantes sao homotopicas, donde segue

que f ~g. (c.q.d)

O teorema que se segue exibe uma simples, porém ttil, relacao entre homoto-
pia e extensao de funcoes continuas. Esse tipo de relagao sera melhor discutida e
aprofundada nos tépicos adiantes, nos quais introduziremos o importante conceito
de retragao de espagos.
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Teorema 1.28. Seja X um espaco topologico e f : S™ — X funcao continua. Sdo
equivalentes:

(1) Ewiste uma funcio f : D" — X tal que f|S™ = f, em que D"*' ¢ a bola
fechada unitdria n + 1-dimensional.

(2) f € homotdpica a uma constante.

STL

<l

Dn+1

Demonstracao: (1) = (2): Tome z, € S™ ponto qualquer. Defina F': S" x [ — X
pondo F(z,t) = f((1 — t)x + txg). Temos F(z,0) = f(z) = f(z) e F(x,1) =
flzo) = f(x0), para todo x € S™. Sendo F continua como a composi¢ao de funcdes
continuas, tiramos que F é uma homotopia entre f e a funcdo constante x + f(xo),
x € S", como queriamos.

(2) = (1): Seja H : f ~ ¢ uma homotopia entre f e uma fungdo constante c,

que leva todo ponto de S™ num ponto yy € X. Vamos mostrar que a fungao

f: D" = X, dada por f(z)= {yo, se 05 |z < 1/2
H(z/|x|,2 —2|z]), se 1/2 <|z| <1

estd bem definida, é continua e tal que f|S™ = f, o que completars a demonstracao.
Com efeito, f(z) = H(2x,1) = ¢(2z) = yo, sempre que |z| = 1/2, o que nos mostra
que f estd bem definida. A continuidade de f segue em virtude do lema da cola-
gem, uma vez que sao continuas as restrigoes de tal fungao aos conjuntos fechados
{x € D" | 0 < |z| <1/2} e {x € D" | 1/2 < |z| < 1} (a primeira porque
toda funcao constante é continua e a segunda porque é a composicao de F' com a
aplicagdo continua x +— (z/|z|,2 — 2|z|). Finalmente, para todo x € S", tém-se
f(x) = F(x,0) = f(z), donde segue que f|S™ = f. (c.q.d)

A funcéo f, do teorema anterior, chama-se uma extensao continua de f ao con-
junto D"*!. Noutras palavras, o teorema acima nos diz que uma funcao continua,
definida em S™, é homotdpica a uma fungao constante se, e somente se, pode-se
estender continuamente tal funciao ao conjunto D", Dai, e da Proposicao 1.25 na
pagina 14, obtemos o:

Corolario 1.29. Qualquer funcdo continua, de S™ num espago contrdtil, pode ser
estendida para o disco fechado unitdrio D™*!.

Observacao 01. Tomando n = 1, utilizaremos, quando conveniente, o teorema
acima substituindo o disco D? por um retangulo I x J e substituindo o circulo S*
pela fronteira (I x J), tendo em vista que o teorema se aplica a quaisquer espagos
homeomorfos a S™ e D"*!, respectivamente.

Observagao 02. A implicacdo (2) = (1), do teorema, possui uma segunda de-

monstracao, cuja ideia nos sera tutil para demonstrar algumas proposicoes futuras.
Sendo assim, a faremos novamente nas linhas que se seguem.
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Segunda Demonstragao para (2) = (1): Seja H uma homotopia entre f e uma
constante. Suponha que, para certos x,z’ € S™ e t,t' € I, tenhamos (1 — t)z =
(1 — t')2’. Tomando normas, vé-se imediatamente que t = t'. Se t # 1, entao
1—t=1—t+#0,esendo (1 —t)xr = (1 —t')a’, concluimos que = = 2’. Logo, para
que se tenha (1 — )z = (1 — t')2’, é necessario e suficiente que (t,xz) = (t',2') ou
t =1=1t" Portanto, (1 —t)z = (1 — ')z’ nos da que H(x,t) = H(z',t').

Considere a aplicacao continua ¢ : S™ x I — D" dada por ¢(x,t) = (1 — t)z.
Note que ¢ é sobrejetora, pois, dado y € D" tem-se x = y/|y| € S", e sendo
ly| <1, temos y = ¢(x,1 — |y|) € ¢(S™ x I). Dal, e do pardgrafo anterior, tiramos
que a aplicacdo f : D"*' — X, definida por f(x(1—1t)) = H(x,t) estd bem definida
e é tal que fo¢ = H. O Teorema 20 na pagina 88 do Apéndice nos garante, final-
mente, a continuidade de f, uma vez que H e ¢ sdo continuas. (c.q.d)

Conforme ja dito, o argumento anterior de passagem ao quociente sera frequen-
temente utilizado nas demonstracoes futuras.

1.4 Retracao e Extensoes de Aplicacoes Continuas

Sejam X e Y espacos topologicos. Seja f : F' — Y uma fung¢ao continua, definida
num subconjunto fechado F' C X de X e tomando imagens em Y. Nessas condigoes,
surge-nos a seguinte pergunta: E possivel estender continuamente a funcao f a todo
espaco X, ou seja, existe uma funcio continua f : X — Y, de forma que 7\F = f?

Ora, o Corolério 1.29 na pagina 15 nos garante uma resposta afirmativa a essa
pergunta no caso de X = D" F = S" ¢ Y ser contratil. Também, o Teorema
da Extensao de Tietze e Urysohn nos diz que tal problema tem solugao sempre que
X for normal e Y for um intervalo da reta. Vejamos agora uma outra maneira de
abordar essa ideia.

Definicao 1.30. Seja X um espago topologico e Y C X wum subespaco. Dizemos
que uma aplicacao continua v : X — 'Y € uma retracao se, e somente se, r for uma
extensao continua, ao espaco X, da aplicacao idy . Nesse caso, o espaco Y chama-se
um retrato de X.

Note que, para r : X — Y ser uma retracao, é necessario e suficiente que
r(y) =y, para todo y € Y, isto é: r|Y = idy. E claro, também, que toda retracio
é uma funcao sobrejetiva.

Do ponto de vista de extensao, uma retracao pode ser interpretada da seguinte
maneira: um subespaco ¥ C X é um retrato de X sempre que idy : Y — Y puder
ser estendida continuamente a uma funcao r : X — Y. A figura a seguir ilustra essa
situacao. Entenda por 2 a inclusao natural de ¥ em X.

Note que Y é um retrato de X se, e somente se, a inclusao ¢ : ¥ — X possui
inversa a esquerda na categoria T'op dos espagos topoldgicos e fungoes continuas.
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Exemplo 1.31. Todo ponto zy € X é um retrato de X. Com efeito, a fungao
constante r : X — {z¢}, definida de forma 6bvia, é continua e sua restri¢do ao
espago-ponto {zo} coincide, evidentemente, com a identidade nesse espago. Pelo
mesmo motivo, tem-se {xo} x Y retrato de X x Y, seja qual for o espaco topolégico
Y que se tome.

Exemplo 1.32. Se X ¢é conexo e Y é desconexo, entao Y nao é retrato de X,
porque a imagem de toda funcao continua definida em X é um espaco conexo. Em
particular, Q nao é retrato de R.

Exemplo 1.33. Se X = X; U X5, em que X; e X5 sao conjuntos fechados com um
tnico ponto em comum, isto é, X; N Xy = {z¢}, entdo X; e X, sdo retratos de X.
De fato, a fungdo r : X — X definida por f(z) = z, se x € Xy, e f(x) = xo caso
x € Xy, é uma retracao. De maneira analoga, mostra-se que X5 ¢ retrato de X.

Exemplo 1.34. Todo retrato de um espago de Hausdorff é fechado. Ora, se YV é
um retrato de X por meio da retracdo r: X — Y, entdo Y ={zx € X | r(z) =z},
ou seja, Y coincide com o conjunto dos pontos fixos de r, o qual é fechado em X
sempre que X é um espaco de Hausdorff, porque é a imagem inversa da diagonal
A = {(z,y) € X x X;z = y} por meio da aplicacao continua f : X — X x X,
f(z) = (z,r(x)), que por sua vez é fechada em X, pelo Teorema 1 na pégina 83 do
Apeéndice.

A proposicao que se segue exibe, de forma mais evidente, a relagao entre extensao
de fungoes continuas e espacos retrateis.

Proposicao 1.35. Seja X um espaco topologico. A fim de que um subespacoyY C X
seja um retrato de X, € mecessdrio e suficiente que toda aplicacdo continua f :
Y — Z, sendo o espago topologico Z tomado aleatoriamente, possua uma extensao
continua f: X — 7.

Demonstragao: Suponha que r : X — Y é uma retracao. Entao, dado qualquer
espaco topoldgico Z e qualquer funcio continua f : Y — Z, a composicdo f = for
é uma extensao continua de f, donde segue que a condicao é necesséaria. Recipro-
camente, suponha que toda funcao f : Y — Z, com Z espago qualquer, possa ser
estendida continuamente a uma funcdo f : X — Z. Em particular, a inclusdo
1:Y — Y pode ser estendida continuamente a uma fungao z: X — Y, ou seja, Y é
um retrato de X. Portanto, a condigdo é suficiente. (c.q.d)

Uma das relagdes mais importantes entre retragoes e contragoes de S™ é exposta
no Teorema abaixo.

Teorema 1.36. Seja n um numero inteiro nao negativo. As sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

1. 8™ nao é contrdtil.
2. 8™ nao é um retrato de D",

3. (Brouwer) Toda funcao continua f : D™ — D" possui um ponto fixo.

Demonstragao: A equivaléncia (1) < (2) é uma consequéncia imediata do Teo-
rema 1.28 na pagina 15 aplicado a identidade em S™. Mostremos que (3) = (2).
Com efeito, suponha que r : D"t — S™ seja uma retracao. Nesse caso, a funcao
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f: D" — D" dada por f(z) = —r(z) seria continua e livre de pontos fixos, o
que contradiz a afirmagao (3). Resta provar que (1) = (3). De fato, suponha que
S™ sao é contratil. Primeiramente, vamos mostrar que se g : S — S™ é uma funcao
homotdpica a uma aplicacao constante, entao g possui pontos fixos.

Ora, se nao fosse assim, entao g seria homotopica a aplicacao antipoda o : 5™ —
S™ a(r) = —x, por meio da homotopia H : 8™ x I — S™ dada por

(1—t)g(x) —tx
(1 —t)g(z) — tx|

Logo, por transitividade, « seria homotoépica a uma aplicagao constante. Portanto,
a o« = idgn seria homotdpica a uma constante, contradizendo a hipdtese de que S™
nao é contratil.
Agora, seja f : D" — D" uma funcao continua. Suponha, por absurdo, que f
x)—1x
nao possui pontos fixos. Defina h : D" — S™"*1 pondo h(z) = L‘;E;—’ A funcao
x)—1x

h assim definida é continua e nao possui pontos fixos. Com efeito, caso x € S™ seja
um ponto fixo de h, terfamos z-|f(z)—z| = f(z)—z, ouseja, z-(|f(z)—z|+1) = f(z),
ou ainda, |f(z)| = |f(z) — x| +1 > 1 (a desigualdade é estrita porque, por hipdtese,
f(z) —x # 0), o que contradiz o fato de que f(z) € D", Segue que a restricao
g = h|S™ possui extensdo continua. Novamente, pelo Teorema 1.28 na pégina 15,
tiramos que g : S™ — S™ é homotdpico a uma constante. Pela observagao acima,
isso implica g possuir pontos fixos, um absurdo. (c.q.d)

H(x,t) =

Corolario 1.37 (Da demonstracao). Se S™ ndo € contrdtil, entao toda funcao
continua f : S™ — S™, homotdpica a uma constante, possui pontos fizos.

O item (3) do teorema acima é o enunciado clédssico do famoso Teorema do ponto
fixo de Brouwer, cuja demonstracao serd exposta mais adiante. Em particular, o
resultado acima nos revela outras duas versoes equivalentes para esse Teorema.

Definicao 1.38. Um subespaco Y C X chama-se um retrato fraco do espacgo to-
poldgico X quando existe uma fun¢ao continua r : X — Y tal que a restri¢ao r|Y
de r ao subespaco Y € homotopica a funcao identidade em Y. Nesse caso, a funcdo
r chama-se uma retracao fraca de X a Y.

A fim de que uma aplicagao continua r : X — Y seja uma retracao fraca de X
a Y C X, é necessario e suficiente que a inclusao ¢ : ¥ — Y possua um inverso
homotépico a esquerda na Categoria HTop. Em particular, todo retrato de X é um
retrato fraco de X.

Defini¢ao 1.39. Diz-se que um par topolégico (X, A) possui a propriedade de ex-
tensao de homotopias (PEH) em relagao a Y quando, dadas aplicagoes continuas
g: X =Y eG:AxI =Y tais que g(x) = G(x,0), para todo x € A, existir
uma fungdo continua F : X x I =Y tal que F(x,0) = g(x), para todo x € X e
FI(AxI)=G.

Noutras palavras, o par (X, A) possui a propriedade de extensao de homotopias
em relagdo a Y se toda homotopia entre a restricao g|A de uma fungdo continua
g: X — Y e uma funcao continua arbitraria pode ser estendida a uma homotopia
entre g e uma fungao continua arbitraria.

Outra maneira de enunciar a PEH de (X, A) relativamente a Y é dizer que toda
funcdo continua H : X x {0} UA x I — Y se estende a uma fungao continua
H :XxI—=Y.
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Do ponto de vista de diagramas, um par (X, A) possuir a PEH em relagao a Y
significa a existéncia de uma funcao H : X x I — Y que faca comutar o diagrama
abaixo, para quaisquer fungoes g : X — Y e G: Ax I — Y. As flechas sem nome
denotam as inclusoes triviais.

A Ax T
/
Y
&
% \\H
X X xT

Quando o par (X, A) possui a propriedade de extensao de homotopias em relagao
a qualquer espago topoldgico, diz-se simplesmente que (X, A) possui a propriedade
de extensao de homotopias.

Exemplo 1.40. Se (X, A) tem a propriedade de extensdo de homotopias, entao
a fungao identidade em X x {0} U A x I estende-se a uma funcao H : X x [ —
X x {0} U A x I. Segue, nesse caso, que X x {0} U A x I é um retrato de X x I.

Vale a reciproca: Se X x {0} UA x I é um retrato de X x I, entao (X, A) possui
a propriedade de extensao de homotopias. Com efeito, basta notar que, dada uma
fungao g : X x {0} UA X I =Y, acomposicao rog: X x I — Y, em que r é uma
retragdo de X x [ a X x {0} U A x I, estende g ao espaco X x I.

A ideia mais importante da propriedade de extensao de homotopias é que ela é
invariante por homotopias, no seguinte sentido: Se (X, A) tem a PEH com respeito
aY e f,g: A— Y sao homotdpicas, entdao f se estende a X se, e somente se,
g também o faz. Com efeito, se h : X — Y éextensdaode fe H: AxI =Y
¢ uma homotopia entre f e g, a propriedade de extensao de homotopias garante
a existéncia de uma funcao F' : X x I — Y que estende H. Isso signifca que
Fi: X =Y, Fi(x) = F(z,1) é uma extensao de g ao espago X. Portanto, o
problema de extensao de fungoes continuas, descrito no inicio desse capitulo, pode
ser tomado como um problema na Categoria HT op.

Exemplo 1.41. Pelo exemplo anterior, obtemos que um par (X, A) possui a proprie-
dade de extensao de homotopias em relacao a Y se, e somente se, o par (X X Z, AX Z)
também a possui, seja qual for o espago topologico Z que se tome. De fato,
X x{0}UAx I éum retrato de (X, A) se, e somente se, (X x Z) x {0}U(Ax Z)x I
¢ um retrato de (X x Z) x I.

Exemplo 1.42. Segue diretamente dos Exemplos 1.34 na pagina 17 e 1.41 que,
quando X é um espago de Hausdorff e o par (X, A) possui a PEH, A deve ser
fechado em X, necessariamente.

Defini¢ao 1.43. Sejam X e X' Espacos Topoldgicos. Uma funcao continua f :
X' — X chama-se uma cofibracdo quando, dadas aplicagoes continuas g : X — Y
eG:X'xI =Y, comY tomado arbitrariamente, tais que g(f(2")) = G(2',0),
para quaisquer ' € X' et € I, existir uma funcao continua F : X x I — Y
tal que F(x,0) = g(x), para todo x € X e F(f(a2'),t) = G(2',t), para todo par
(x',t) € X' x I. O diagrama abaizo ilustra essa situagdo. As fechas sem nome
denotam inclusoes obvias.
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X X' x T
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f Y fxidr
*
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X X %I

Como se vé facilmente, a inclusao 2 : A — X é uma cofibracao se, e somente se, o
par (X, A) possui a propriedade de extensdo de homotopias com relacdo a qualquer
espago. Nesse caso, diremos apenas que o par (X, A) possui a PEH. Vejamos, abaixo,
de que maneira um par (X, A) que possui a propriedade de extensao de homotopias
em relacao a A relaciona-se com o conceito de retratibilidade fraca introduzido
acima.

Proposicao 1.44. Seja (X, A) um par que possui a propriedade de extensio de
homotopias relativamente a A. Nessas condigcoes, A € um retrato fraco de X se, e
somente se, A € um retrato de X.

Demonstragao: Basta mostrar a implicagao (=). Para isso, seja r : X — A uma
retragdo fraca. Tome uma homotopia H : A x I — A entre r|A e idy. Tém-se
H(z,0) = r(z), para todo x € A. Como (X, A) possui a PEH, existe G: X xI — A
tal que G(z,0) = r(z), para todo z € X, e G|(Ax )= H. Sejar’ : X — Aa
aplicacdo dada por r'(z) = H(z,1). Entao r ~ ' e, além disso, r'(a) = H(a,1) =
ida(a) = a, para todo a € A, logo 1’ é uma retracao de X ao espago A. (c.q.d)

As vezes, um retrato A do espaco X pode ser identificado por meio de um tipo
particular de homotopia, a qual exerce extrema importancia a topologia quociente
em X/A. Trata-se das deformacades retrdateis. Vejamos o que isso significa.

Definigao 1.45. Seja (X, A) um par topolégico. Uma homotopia H : X x I — X

chama-se uma deformacao retratil forte de X ao subespaco A quando Hy = idy,
Hi(X)=Ae H|A=1id,, Vtel.

Noutras palavras, uma homotopia H entre a identidade em X e uma fungao de X
em A diz-se uma deformacao retratil quando a imagem dos pontos A permanece fixa
durante o processo homotépico de deformagao. Evidentemente, a condi¢ao Hy(a) =
a, para todo t € I e todo a € A equivale a dizer que H é uma homotopia relativa
a A. Logo H :idy ~ Hy(rel.A). A relagdo mais importante entre deformagoes
retrateis e retratos é dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 1.46. Se existe uma deformacao retrdtil forte H de um espagco X a
um subespaco A C X, entao A € um retrato de X.

Demonstragao: Defina r : X — A pondo r(z) = H(z,1) = H;(x), para todo
r € X. Tal r estd bem definida, porque H;(X) = A. Por hipétese, tem-se r(a) =
Hi(a) = ida(a) = a, para qualquer a € A. Sendo H uma funcao continua, segue
que r também o é. Por conseguinte, r é uma retracao. (c.q.d)

Proposicao 1.47. Se um espaco X admite uma deformacao retrdatil forte a um
ponto, entao X € contrdtil.
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Demonstragao: Seja H : X xI — X deformacao retratil de X a um ponto xg € X.
Isso significa que a funcao identidade em X é homotoépica a fungao constante x — xg.
O resultado segue da Proposigao 1.24 na pagina 14. (c.q.d)

Nem todo retrato de X provém de uma deformagao retratil. De fato, todo ponto
de X é um retrato, em virtude do Exemplo 1.31 na pagina 17. Por outro lado, a
proposicao anterior garante que se existir uma deformacao retréatil de X a um de
seus pontos, entao X deve ser contratil, logo conexo por caminhos, tendo em vista
o Corolério 1.26 na pagina 14.

O resultado a seguir exibe uma relacao entre cofibragoes e contracoes, o qual
terd sua importancia revelada no Capitulo 4, durante o estudo dos recobrimentos
de uma arvore.

Teorema 1.48. Se o par (X, A) possui a PEH e A € contrdtil, entdo a projecdo
canonica q : X — X/A é uma equivaléncia homotépica.

Demonstracao: Seja G : A x [ — A uma homotopia entre a identididade em A
e uma fungao constante ¢ : A — A, ¢(x) = xo. Tal G pode, sem problemas, ser
considerada como uma aplicacao G : Ax I — X tomando valores em X, pois A C X
e a continuidade é preservada. Como (X, A) possui a PEH, podemos estender tal
homotopia G a uma homotopia H : X x I — X tal que Hy = idx, conforme
indica o diagrama comutativo abaixo, no qual as fechas nao nomeadas consistem em
inclusoes triviais.

A Ax1T.
%

? X

X X xI

Tem-se H;(A) C A, para todo t € A. Dessa forma, a imagem de A pela com-
posicdo qo H; : X — X/A é um ponto, para todo t. Portanto, passando-se ao
quociente, obtemos, para todo ¢t € I, uma aplicacio H,, induzida por H,, tal
que qo H, = H,o0q. A funcao H; aplica A em um ponto (o ponto ao qual A
se contrai). Fica bem definida, entdo, uma funcao g : X/A — X para a qual
goq= Hy ~ Hy=1idx (conforme figura abaixo).

X X
q g q
X/A—— - X/A

1

Isso significa que g o g(T) = ¢(g(q(x))) = (g0 Hy)(x) = Hi(q(z)) = H1(T), 0 que
nos dd go g = Hy ~ Hy = idx/a . Dai, segue-se o resultado. (c.q.d)
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Capitulo 2

O Grupo Fundamental

O objetivo desse capitulo é definir um importante funtor entre as categorias
HTop e Grp. Noutras palavras, a cada par formado por um espaco topoldgico
X e um ponto o € X fixo, faremos corresponder um grupo, chamado o Grupo
Fundamental de X com base em x(, ou, equivalentemente, o Primeiro Grupo de
Homotopia de X e zy. Essa correspondéncia sera feita de tal forma que dois espagos
topoldgicos homeomorfos devem ser associados a Grupos Fundamentais isomorfos.

O Grupo Fundamental é, provavelmente, o invariante algébrico mais simples que
pode ser associado a nogao de homotopia. A sua importancia é revelada em carater
imediato, ora por meio das inimeras aplicacoes que descreve em Anadlise e Algebra
Abstrata, as quais serao devidamente descritas nos capitulos posteriores, ora por
servir de motivacao para o estudo de novas situagoes em Topologia Algébrica, como
o da noc¢ao de Recobrimento, que complementa de forma extremamente eficiente e
simples as ideias apresentadas nesse capitulo. As referéncias principais aqui utiliza-
das sao [6], [4], [12] e [1].

2.1 Homotopia de Caminhos

A relevancia maior para o estudo do Grupo Fundamental nao é dada prioritaria-
mente pela nocao de aplicagoes homotdpicas, mas sim por um caso particular dessa
ideia, a saber, a homotopia de caminhos. Atencao especial serda dada a homotopias
de caminhos fechados, isto é, caminhos cujo ponto inicial coincide com o ponto final.

Lembramos que um caminho no espaco topolégico X é uma funcao A : I — X
continua. Como I = [0,1] é um espago convexo, segue que I é contratil, logo todo
caminho em [ é homotdpico a um caminho constante. Assim sendo, considerar
homotopias de caminhos como sendo simplesmente homotopia de fungoes nao traz
beneficios muito substanciais. Em virtude desse fato, considere a definicao a seguir.

Definicao 2.1. Sejam a,b: I — X caminhos num espago topoldgico X . Diz-se que
uma aplicacao continua H : I x I — X € uma homotopia de caminhos entre a e
b quando H : a ~ b e, além disso, H(0,t) = a(0) = b(0) e H(1,t) = a(1l) = b(1),
para todo t € I. Nesse caso, 0s caminhos a e b chamam-se caminhos homotopicos,
e escreve-se a = b ou H : a = b para indicar esse fato.

Uma homotopia de caminhos entre os caminhos a e b nada mais é do que uma
homotopia entre a e b relativa ao bordo I = {0, 1} do intervalo I. Ou seja, a,b :
I — X sao caminhos homotdpicos se, e somente se, a ~ b(rel. JI). Em particular,
para que a e b sejam caminhos homotoépicos, ambos devem iniciar no mesmo ponto
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a(0) = b(0) e ter o mesmo ponto final a(1) = b(1). Por esse motivo, costumamos
dizer que uma homotopia de caminhos é uma homotopia de extremos fixos.

Para que uma funcao continua H : I? — X seja uma homotopia de caminhos
entre os caminhos a e b, é necessario e suficiente que, para quaisquer s,t € I, sejam
validas as seguintes igualdades:

1. H(s,0) =a(s); H(s,1) = b(s)
2. H(0,t) = a(0) = b(0); H(1,t) = a(1) = b(1)

As igualdades em (1) significam que H : a ~ b. A segunda afirmagao significa
que a homotopia acima é relativa a 9 e que as extremidades dos caminhos a e b
coincidem.

Exemplo 2.2. Seja F um espago vetorial normado e X C E um subespago convexo.
Dois caminhos a,b : I — X sdo caminhos homotépicos se, e somente se, a(0) = b(0)
e a(l) = b(1). De fato, por ser X convexo, sempre existe uma homotopia linear
entre quaisquer caminhos em X. Para que essa homotopia seja uma homotopia de
caminhos, basta, por definicao, que a e b tenham as mesmas extremidades.

O exemplo acima sera de extrema importancia para demonstrarmos a existéncia
do Grupo Fundamental de um espaco topolégico X. Além disso, esse exemplo é
suficiente para que o leitor se convenca da enormidade de situacoes nas quais o
conceito de homotopia de caminhos se faz presente. Em particular, ele garante que
sao homotdpicos os caminhos a,b : I — R? dados por a(t) = (cos(wt),sen(7t)) e
b(t) = (1—2t,0), os quais parametrizam o semi-circulo unitario superior e o segmento
de reta de extremidades (—1,0) e (1,0).

Evidentemente, poderiamos ter definido, de forma andloga, a nogao de homotopia
de caminhos para caminhos definidos em qualquer intervalo compacto [sg, s1] da reta.
Entretanto, dada qualquer fungao continua f : [sg, s1] — X, podemos tomar um
homeomorfismo ¢ : I — [sg, s1] e considerar o caminho a = fo ¢ : I — X definido
em [. Veremos, adiante, que para efeito do estudo de homotopias, os caminhos a
e f nao possuem diferenca alguma. Usaremos, quando conveniente, homotopias de
caminhos nao necessariamente definidos em I, sem maiores comentarios.

As vezes, principalmente quando os caminhos forem fechados, nos sera interes-
sante considerar homotopias livre entre tais caminhos. Vejamos a definicao desse
conceito.

Definicao 2.3. Sejam a,b: I — X caminhos fechados. Uma funcao continua H :
I? - X chama-se uma homotopia livre entre os caminhos a e b quando H : a ~ b
e, além disso, H(1,t) = H(0,t), para todo t € I. Nesse caso, os caminhos a e b
chamam-se livremente homotopicos.

Conforme definicao acima, uma homotopia livre de caminhos H : I? — X entre
os caminhos a e b, em X, significa que, a cada instante t € I, o caminho H, : [ — X,
definido por H,(s) = H(s,t), é fechado.

O exemplo mais simples e conhecido de homotopia livre é considerado a seguir.

Exemplo 2.4. Seja X = S! x S? o toro. Para cada t € I, o caminho H; : [ — X
definido por Hy(s) = (t,v/1 — t2, cos(27s), sen(27s)) é fechado, isto é, H;(0) = Hy(1),
para todo ¢t € I. Evidentemente, tém-se H : Hy ~ H,. Logo, H : I? — X,
Hy(s) = H(s,t) é uma homotopia livre entre Hy e H;. Geometricamente, a cada
instante ¢, o grafico da funcao continua H; descreve um meridiano do Toro.
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Toda homotopia de caminhos entre caminhos fechados é uma homotopia livre.
De fato, se a,b : I — X sa@o fechados e H : a = b, entdao H(0,t) = a(0) = a(1) =
b(1) = b(0) = H(1,t), para todo t € I.

Como a homotopia de caminhos é um caso particular de homotopia relativa,
segue que a relagao de homotopia de caminhos é uma relagao de equivaléncia no
espago topoldgico C'(I, X), vide Teorema 1.2. O mesmo se dé para a homotopia
livre de caminhos. A classe de equivaléncia de um caminho a : I — X, segundo a
relagdo de homotopia de caminhos, serd denotada por [a] e denomina-se classe de
homotopias de caminhos de a.

A partir de agora, passaremos a olhar uma homotopia de caminhos num espago X
nao sé pelo ponto de vista topoldgico, mas também sobre o ponto de vista algébrico.
Para isso, introduziremos uma operagao no espago C(/, X) dos caminhos em X.
Essa operagao determinard, sobre certas condicoes, uma estrutura algébrica nesse
espago. Isso nos deixara quase prontos para, enfim, definirmos a nocao de grupo
fundamental.

Definicao 2.5. Sejam a,b : I — X caminhos no espago topologico X tais que b
comega no ponto em que a termina, isto é, a(l) = b(0). Definimos ab : [ — X,
chamado a concatenacao de a e b, pondo-se

b(t) — a(2t), se t€0,1/2]
T bt - 1), se te[1/2,1].

Evidentemente, as restrigoes ab|[0,1/2] e ab|[1/2,1] sao continuas, donde segue
que ab é uma fungao continua, ou seja, ab é um caminho em X que comega em a(0)
e termina em b(1). Intuitivamente, tal caminho ab percorre a imagem de a com o
dobro da velocidade que a leva para fazé-lo. Idem para b. As vezes, ab é chamado
de caminho justaposto de a e b.

Convém observar que o produto ab estd bem definido somente quando o ponto
final de a é igual ao ponto inicial de b. Portanto, sempre que escrevermos que ab
pode ser efetuado, ou ab estd definido, estaremos dizendo que a(1) = b(0)

Embora a operagao acima seja a mais util do ponto de vista da homotopia de
caminhos, convém lembrar que, em virtude de toda homotopia de caminhos ser,
em particular, uma homotopia, é possivel utilizarmos a operacao de composicao de
caminhos, a qual esta bem definida nas classes de homotopia de caminhos, conforme
explicitado na se¢ao anterior.

Definigao 2.6. Seja a : I — X um caminho no espago topologico X. Definimos o
caminho inverso de a como sendo o caminho a™' : I — X dado por a='(t) = a(1—t).

Denotando por j : I — I o caminho j(t) = 1 — ¢, vé-se que o caminho inverso
a~ ! = aoj é uma composicio de funcoes continuas, logo é de fato uma funcao
continua de I em X, ou seja, um caminho.

Observacao: Niao se deve confundir o caminho inverso a~! com a funcao inversa
de a, que existe quando a é bijetor. Ambos possuem a mesma notagao, mas sem-
pre ficard claro no contexto da situacao qual dos dois acima situados estara sendo
mencionado. Também nao se deve confundir a imagem inversa de um conjunto por

a com a imagem de um conjunto pelo caminho inverso.

Notemos que o caminho inverso de a comega onde a termina e termina onde
a comeca. A proposicao a seguir garante que o produto de caminhos e o inverso
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de um caminho podem ser definidos, sem ambiguidade, no conjunto das classes de
homotopia de caminhos em X.

Proposigao 2.7. Sejam a,b,a’, b : [ — X caminhos tais que F':a = a e G : b= 1.
Entio ab = a't) e a™ = (a/)7!.

Demonstragao: Defina H : [ x I — X por H(s,t) = F(2s,t), se s € [0,1/2] e
H(s,t) = G(2s—1,t) se s € [1/2,1]. E claro que H é continua, pois sdo continuas as
restrigoes de H aos subconjuntos fechados [0,1/2] x I e [1/2,1] x I, respectivamente.
Dado s € [0,1/2], tem-se H(s,0) = F(2s,0) = a(2s) = ab(s) e H(s,1) = F(2s,1) =
a'(2s) = a'/(s). Também, para s € [1/2,1], obtemos H(s,0) = G(2s — 1,0) =
b(2s—1) = ab(s) e H(s,1) = G(2s—1,1) =¥/ (2s—1) = a'b/(s). Segue que H : a ~ b.
Além disso, H(0,t) = F(0,t) = ab(0) = a't/(0) e H(1,t) = G(1,t) = a'b'(1) = ab(1).
Dai, concluimos que H é uma homotopia de caminhos entre ab e a’b’.

Para mostrar a segunda afirmagao, definimos L : [ x [ — X pondo L(s,t) =
F(1 — s,t). Sendo L a composigao das fungoes continuas F' e (s,t) — (1 — s,1),
segue que L é continua. Além disso, L(0,t) = F(1,t) = a(1) = a1(0) = (¢’)71(0) e
L(1,t) = F(0,t) = a(0) =a (1) = (a/)71(1).

Finalmente, L(s,0) = F(1 —s,0) =a(l —s) =a"!(s) e L(s,1) = F(1 —s,1) =
a'(1—s)=(a’)"*(s). Portanto L : a=* = (a’)~!. (c.q.d)

A partir de agora, salvo quando dissermos o contrario, X e Y serao sempre
espagos topologicos.

Definigao 2.8. Sejam a,b: I — X caminhos tais que ab estd bem definido. Defi-
nimos o produto das classes de homotopia de caminhos de a e b por [a][b] = [ab] € a
classe inversa por [a]™t = [a71].

A Proposicao 2.7 garante que a definicdo acima nao depende dos representan-
tes da classe de homotopia de caminhos que se tome no quociente C(/, X)/ = do
conjunto dos caminhos em X pela relacao de homotopia de caminhos em X.

Seja X um espaco topoldgico e z € X. Denotamos por e, : I — X o caminho
constante e,(t) = x, para todo t € I e por €, a classe de homotopia de caminhos de
e, Ou seja, €, = [e,].

Definicao 2.9. Sejam a : [ — X um caminho e A : I — I uma fung¢do continua
tal que \(OI) C OI. A composi¢ao ¢ = a o X\ chama-se uma reparametrizagcio do
caminho a. Diz-se que @ é

1. positiva, quando A(0) =0 e A\(1) = 1;
2. negativa, quando A(0) =1 e A(1) =0;
3. trivial, quando A\(0) = A(1).

Lema 2.10. Sejam a : I — X um caminho que come¢a em x = a(0) e termina em
y=a(l), e p = ao X uma reparametriza¢ao de a.

1. Se ¢ € positiva, entao ¢ = a.

2. Se ¢ é negativa, entio p = a™ .

3. Se p € trivial, entdo p = e, ou @ = ey
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Demonstragao Suponha ¢ positiva. Pelo Exemplo 2.2 na pagina 23, segue que
A = id;. Portanto ¢ = ao A = aoid; = a. Se ¢ é negativa, entao A ey : [ — I,
Y (t) = 1—1, sdo caminhos com as mesmas extremidades no espago normado I, logo
homotdpicos, invocando-se novamente o Exemplo 2.2. Dai ¢ =ao X X aot) = a™ L.

Finalmente, suponhamos que seja ¢ uma reparametrizagao trivial, digamos A(0) =
0 = A(1), para fixar ideias. Os mesmos argumentos usados acima garantem que \ é,
nesse caso, homotoépico ao caminho constante b : I — I que associa, a todot € I, o
ponto 0. Dessa forma, ¢ = ao\ =2 aob = e,. Analogamente, se for A(0) =1 = A(1),
tem-se ¢ = e, . (c.q.d)

Exemplo 2.11. Sejam a : I — X um caminho e a; = al[0;1/2], a2 = al[1/2,1]
restrigoes de a. Tomemos ¢ : I — [0,1/2],¢9 : I — [1/2,1] homeomorfismos
lineares crescentes. Pondo by = a; 0 ¢1 € by = as o o, tem-se a = b1by. Com
efeito, definindo-se ¢ : I — I por ¢([0;1/2]) = 1 e p([1/2;1]) = 2, obtemos que
b= aop, logo b é uma reparametrizagao positiva de a, donde segue a afirmacao.
Um raciocinio andlogo mostra que, dados 0 =t < t; < ... < tp < tgs1 = 1, €
escrevendo, para cada i € {0,1,...,k}, a; = a|[t;; tis1] 0 i, onde ¢; : I — [t;, t;11] é
o homeomorfismo linear crescente, tem-se a = ajas - - - a.

2.2 Grupoide Fundamental

O conjunto das classes de homotopia de caminhos com extremos fixos, num
espacgo topoldgico X, munido da operagao de produto de caminhos, chama-se o
grupoide fundamental de X e serd de notado por II(X). Por enquanto, isso sera
apenas uma definicao, mas a no¢ao de grupoide é bastante geral e sera devidamente
abordada no Capitulo 3. O teorema que se segue mostra que, de fato, I[I(X) é um
grupoide no sentido mais abrangente. E conveniente observar que tal grupoide esta
muito longe de ser um grupo, pois sequer o produto esta definido para quaisquer
caminhos que se tome.

Teorema 2.12. Sejam a,b,c: I — X caminhos tais que os produtos ab e bc podem
ser efetuados. Sejam x = a(0) a origem de a e y = a(1) o ponto final de a. Sejam,
também, o = la], p = [b] e v = [c]. Nessas condi¢des, sio vdlidas as sequintes
condicoes:

L oa(e)™ =&
2. (@) =gy
3. o = o = aey;
4. (aB)y = a(Bv).

Demonstragao: A ideia da prova é encontrar reparametrizagoes convenientes dos
caminhos acima, de forma a utilizar o Lema anterior. Tais reparametrizagoes serao
calculadas simplesmente observando-se a definicao dos produtos dos caminhos en-
volvidos. Para provar (1), note que

B {a(?t), te0,1/2]

WO e @ - ) =l =26+ 1) = a(2—20), te[1/2,1).
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2t, te0,1/2]
22t te(l/21].
Como A(0) = 0 = A\(1), obtemos que aa~! é uma reparametrizacao trivial de a. Pelo
Lema 5, segue que aa~! = ao X X e,. Dai, vem aa™! = [e,] = ¢,.

Isso significa que aa™! = ao\, em que X : I — I étal que A(t) = {

(2) Baseando-se na ideia acima, vé-se rapidamente que a 'a = a o \;, em que
A1 I — I é definida por A\i(t) = 1 —2t set € [0,1/2] e A\i(t) = 2t — 1 quando
t € [1/2,1]. Logo, a~'a é uma reparametrizacao trivial de a, com A\ (0) = 1 = A\ (1),

ou seja, a”'a = e,, ou ainda, o la = ¢,.
(3) Mostremos primeiro que €, = a. Com efeito,

e.(2t) =x, t€[0;1/2]

(eza)(t) = {a(Qt —1), te[l/2;1].

Isso mostra que, definindo-se Ay : I — I por \o(t) =0,set € [0;1/2] e A\o(t) =2t —1
set € [1/2;1], entao e,a = ao Ay, ou seja, e,a é uma reparametrizacao positiva de a,
donde segue que e,a = a, como queriamos. Da mesma forma, a fungao A3 : [ — [
dada por A3(t) = 2t se t € [0;1/2] e A3(t) = 1 quando ¢ € [1/2;1], é tal que
ae, = ao \3. Logo, ae, é uma reparametrizacao positiva de a, o que nos da ae, = a.

(4) Por definigao, tem-se

a(4t), t€[0,1/4]
= b4t —2), te[1/4;1/2]

(ab)elt) = {ab(2t), t€0;1/2]
c(2t —1), te[l/2;1],

c(2t —1), te[1/2;1]

a(2t), te€[0;1/2]
b(4t —2), t e [1/2:3/4]
c(4t —3), t € [3/4;1].

2t), t ;1/2
be(2t — 1), t € [1/2;1]
Percebendo-se que as fungdes ¢y : [0;1/4] — [0,1/2], ¢o : [1/4;1/2] — [1/2;3/4]
e ¢z : [1/2;1] — [3/4;1] dadas por ¢1(t) = 2t, ¢o(t) =t + 1/4 e ¢p3(t) = 1/2(t + 1)
sao homeomorfismos, obtemos que a aplicacao Ay : I — I dada por

¢1(t), te0;1/4]
M(t) = 4 ¢2(t), t€[1/41/2]
¢3(t), te[1/2:1]

é tal que (ab)co Ay = a(bc), donde segue que a(bc) é uma reparametrizacao positiva
de (ab)c, ou seja, (ab)c = a(bc). Isso encerra a demonstracao. (c.q.d)

2.3 Grupo Fundamental

A partir de agora, consideraremos pares do tipo (X, z¢), em que X é um espago
topoldgico e o € X é um ponto fixado chamado o ponto base de X. Um caminho
a: I — X tal que a(0) = 2y = a(l) chama-se um caminho fechado com base
em g, ou equivalentemente, um lago com base em x3. Tomando-se a notacao de
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par topoldgico e considerando-se xg como um espago topologico formado por um
unico ponto, podemos escrever que um lago com base em xy é uma fungao continua
a:(I,0I) — (X, zg) entre pares.

Evidentemente, o produto de dois lagos com base em xy sempre pode ser efetuado.
Além disso, pelo Teorema anterior, escrevendo-se € = €,,, temos e = o = ex e
aa! = € = a7 la, para toda classe a = [a] de um lago a com base em zj. Isso
significa que a colecao das classes de homotopia de lagos com ponto base em x( é

um grupo com a operac¢ao de produto de caminhos.

Definicao 2.13. Seja X um espago topologico e xo € X ponto base. O subconjunto
do grupoide fundamental IL(X) formado por todas as classes de homotopia de lagos
com base em xy chama-se o Grupo Fundamental ou, equivalentemente, o Primeiro
Grupo de Homotopia do par (X, zq) e é denotado por m (X, xq).

E natural nos perguntarmos até que ponto a escolha do ponto base influencia na
estrutura do Grupo Fundamental. Na verdade, nao é possivel garantir que m; (X, o)
e m1(X, 1) sejam isomorfos para quaisquer o, x; € X pontos base que se tome. En-
tretanto, para ser valido esse resultado, é suficiente que X seja conexo por caminhos.
Eo que diz a:

Proposicao 2.14. Se zy,x; € X pertencem a mesma componente conera por ca-
minhos do espago topoldgico X, entdo m (X, xg) = m (X, x1).

Demonstragao: Tomemos um caminho ¢ : I — X com origem em z; e fim em
zo. Seja v = [¢]. Agora, consideremos a aplicagao 7 : m(X,z9) — m (X, 1)
definida por J(a) = yay™!, para cada a € m(X, ). Dados «, 8 € 71(X, xp), tem-
se 7(a8) = v(af)y~ = (ar ) (38r~") = 7(a)7(8), logo 7 é um homomorfismo
de grupos. Evidentemente, a associagao a € m1(X,x1) — v oy € m (X, z0) é um
homomorfismo inverso de 7. Segue que 7 é um isomorfismo. (c.q.d)

Coroldrio 2.15. Se X € conexo por caminhos, entio m (X, zo) = m (X, z1), para
quaisquer xo,x1 € X.

Convém observar que, se m1 (X, xg) for abeliano, entao o isomorfismo entre m; (X, )
e m1(X, x1), definido na demonstracao acima, nao depende da classe do caminho que
liga 1 a x¢ que tomemos. Noutra palavras, tem-se ¥ = \, para quaisquer =, A clas-
ses de caminhos ligando x, a xy. A verificacao desse fato é imediata. E claro que,
no caso geral de nao ser abeliano o grupo fundamental 71 (X, ), o isomorfismo 7
varia com a classe 7y escolhida.

Em virtude da proposi¢ao acima, costuma-se escrever simplesmente 7 (X'), omitindo-
se 0 ponto base, para denotar o grupo fundamental de um espaco X conexo por ca-
minhos. Uma nogao mais precisa para essa notagao sera dada futuramente, quando
considerarmos, sobre certas condicoes, os elementos do grupo fundamental de X
simplesmente como classes de homotopias livres de caminhos fechados em X.

O teorema que se segue exibe a relagao mais importante entre homotopia livre e
homotopia de caminhos.

Teorema 2.16. Sejam a,b : I — X caminhos fechados, com base nos pontos xg
e Yo, respectivamente. Entao a e b sao livremente homotdpicos se, e somente se,
emiste um caminho ¢ : I — X, ligando xo a o, tal que a = cbc™!.

Demonstragao: Suponhamos a e b livremente homotépicos. Se H é uma homoto-
pia livre entre a e b, definimos ¢ : I — X pondo ¢(t) = H(0,t) = H(1,t), o qual é
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um caminho ligando z¢ a yo. Seja ¢ : 9(I x I) — I x I dada por ¢(0,t) = (0,0),
p(1,t) = (1,0), ¢(s,0) = (s,0) e

(0,4s), 0<s<1/4
p(s,1)=qM@s—1,1), 1/4<s<1/2
(1,2—2s), 1/2<s<1,

para quaisquer ¢, s € I. Evidentemente, ¢ é continua e transforma o bordo (I x I)
do quadrado I x I nele mesmo. Como [ x I é contratil, existe p: [ x I — I x|
extensao continua de ¢, pelo Corolario 1.29 na pégina 15. Pondo K = H o 1,
verifica-se rapidamente que K : a = (cb)c™!.

Reciprocamente, suponha a e (cb)c™! caminhos homotdpicos. Para cada t € I,
seja d; : I — X o caminho di(s) = c(st), ou seja, a reparametrizagao de c|[0,t] ao
intervalo I. Defina F': I x I — X pondo

c(t —4st), s €10,1/4]
F(s,t) = (d;'a)dy(s) = { a(4s — 1), s € [1/4,1/2]
c(2ts —t), se[1/2,1].

F é continua, porque sao continuas suas restri¢oes aos intervalos fechados [0, 1/4],
[1/4,1/2] e [1/2,1]. Tem-se F(s,0) = (ez,a)€sy, F(s,1) = (c"'a)c. Além disso,
F(0,t) = ¢(t) = F(1,t), para todo t € I. Portanto F' é uma homotopia livre
entre (eg,a)e,, e (cla)e. Mas (eg,a)e,, = a e, por hipétese, (¢ 'a)c = b (pois
a2 (cb)c™t = (¢7'a)e 2 b). Em particular, a ¢ livremente homépico a (eg,a)es, €
b é livremente homotdpico a cbc™! (pois a e b sao fechados). Por transitividade e
simetria, segue que a e b sao livremente homotépicos. (c.q.d)

Corolario 2.17. Sea : I — X € um caminho fechado, com base em xq, e livremente
homotopico a uma constante, entao a = e,,.

Demonstracao: Seja e, : I — X caminho constante livremente homotépico a
a: 1 — X. Pelo Teorema acima, existe um caminho ¢ : I — X ligando x( a y, tal
que a = ce,ct 2ot X, (c.q.d)

Corolario 2.18. Sejam a,b : I — X fechados com base em xy. Entao a e b
sao livremente homotopicos se, e somente se, [a] e [b] sao conjugados no grupo
fundamental m (X, xg).

Demonstragao: De fato, [a] e [b] sdo conjugados em 7 (X, z¢) < existe ¢: [ — X
caminho fechado com base em g tal que [a] = [][b][c]™" = [cbc™'] & a e b sdo
livremente homotépicos com base em zy. (c.q.d)

Com um pouco mais de trabalho, é possivel associar, a cada par topoldgico
(X, z0) eacadan € N, um grupo 7, (X, z¢), chamado o n-ésimo grupo de homotopia
de (X, ). Isso justifica o fato do grupo fundamental chamar-se também primeiro
grupo de homotopia. Isso também mostra, a grosso modo, que m; é o invariante
algébrico mais simples associado a ideia de homotopia.

2.4 Espacos Simplesmente Conexos

Grande parte dos resultados envolvidos no contexto da Andlise Vetorial e Com-
plexa dependem, evidentemente, das propriedades topologicas dos ambientes nos
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quais as aplicagoes vetoriais consideradas estiverem definidas. Por exemplo, a existéncia
de primitiva de uma funcao vetorial pode ser garantida dependendo-se da topologia
do dominio de tal aplicacao. Um dos tipos de ambientes mais importantes nesse
contexto sao, pois, os conjuntos simplesmente conexos. Vejamos o que isso significa.

Definicao 2.19. Um espaco X, conexo por caminhos, chama-se simplesmente co-
nexo quando m (X, x) = {0}, para todo x € X.

Noutras palavras, X diz-se simplesmente conexo quando é conexo por caminhos
e todo caminho fechado a com base num ponto x é tal que a = e,.

Exemplo 2.20. Em virtude do Exemplo 1.3 na pagina 10, vemos que todo espaco
convexo é simplesmente conexo. Em particular, todo espaco vetorial normado
também o é. Dali, segue que R™ é simplesmente conexo, para todo n € N. Também,
bolas fechadas e abertas em R"™ sao simplesmente conexas.

Proposicao 2.21. A fim de que um espaco X seja simplesmente conexo, € ne-
cessario e suficiente que dois caminhos quaisquer em X, que possuem as mesmas
extremidades, sejam homotopicos.

Demonstracao: Seja x € X. Se quaisquer caminhos em X de mesmas extremi-
dades sao homotdpicos, entao, em particular, todo caminho fechado com base em
x é homotopico ao caminho constante e,, o que mostra que a condicao é suficiente.
Reciprocamente, suponha X simplesmente conexo e sejam a,b : I — X caminhos
ligando zy a 1. Entao ba~! é fechado com base em zy. Logo, obtemos ba™! = e, .
Segue que b X be,, = b(a™ta) = (ba™)a X eyya = a. Assim, a condigao é necesséria.
(c.q.d)

A fim de atribuir outras caracterizagoes aos espacos simplesmente conexos, pas-
semos a estudar as aplicacoes de S! num espaco qualquer X. Nesse caso, as homo-

topias terao como dominio o cilindro S' x I e nao mais o quadrado I x I.

Comecamos tomando a aplicacao continua e sobrejetiva 1y : I — S', definida
por 1y(t) = e*™. Sendo I compacto e S' Hausdorff, 1y é uma aplica¢do quociente
(vide apéndice).

Proposicao 2.22. Os caminhos fechados em X estdo em correspondéncia biunivoca
com as aplicacoes continuas de S* em X.

Demonstracao: Como v é uma aplicacao quociente, a = @ o 1y € um caminho se,
e somente se, @ : S' — X é continua. Agora, um caminho a : I — X se escreve na
forma a = @o1)y, em que @ é uma aplicacao continua de S' em X, se, e somente se, a
é fechado. Com efeito, é claro que todo caminho dessa forma é fechado, porque 1y é
um caminho fechado. Reciprocamente, se a(0) = zo = a(1), pomos @(10(0)) = ¢ e
alS*\ {¥0(0)} = ao (1](0,1])~!. Obtemos portanto a = @ o ty. Mostramos, assim,
que a correspondéncia @ — a = @ o 9 é bijetora. (c.q.d)

Proposicao 2.23. Eziste uma bijecao entre homotopias de funcoes continuas f :
St — X e homotopias livres de caminhos fechados em X .

Demonstragao: Defina 7: 1 x I — S x I pondo 7(s,t) = (¢y(s),t). Vé-se que 7
¢ uma sobrejecao continua entre o quadrado I x I e o cilindro S* x I. Além disso,
H : S' x I é uma homotopia se, e somente se, H = Ho7: I x I — X é uma ho-
motopia livre de caminhos. Portanto H +— H = HoT é a bije¢do procurada. (c.q.d)
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Coroldrio 2.24. Dois caminhos fechados a,b: I — X, coma=aoyg e b= boy
sao livremente homotdpicos se, e somente se, a,b: S* — X sao homotdpicas.

Observagao: Vamos tomar e; = (1,0) como ponto base de S'. Dado zy € X,
as proposicoes acima garantem que se dois caminhos a,b : I — X fechados com
base em =z, sao caminhos homotopicos, isto é, cumprem a = b, se, e somente
se, existe uma homotopia de pares topoldgicos entre as aplicagoes corresponden-
tes @,b: (S, e1) — (X, ).

Com isso, obtemos o seguinte:

Teorema 2.25. Seja X um espaco topologico conexo por caminhos. Sao equivalen-
tes:

1) X € simplesmente conexo;

2) Todo caminho fechado em X € livremente homotdpico a um caminho constante;
3) Quaisquer duas aplicagoes continuas f,q: S' — X sdo homotdpicas;

4) Toda aplicagdo continua f : S* — X se estende continuamente ao disco D?.

Demonstracao: (1) < (2) segue do Corolario 2.17 na pégina 29. A Proposicao
2.23 garante que (2) < (3). Finalmente, a observacao feita logo apds o Coroléario
2.24 nos da (3) < (4). (c.q.d)

Exemplo 2.26. Seja f : S' — C uma funcao complexa. Como C é simplesmente
conexo, o Teorema acima nos diz que existe uma extensao f : D?* — C de f ao
disco. Em particular, existe uma funcao complexa continua g : D?> — C tal que

(glS")(=) = 1/=.

2.5 O Homomorfismo Induzido

Nosso objetivo, por agora, é mostrar que a associacao (X, zg) — m (X, xo) de-
termina um funtor covariante, chamado o funtor Grupo Fundamental. Para isso,
a cada funcao continua f : (X, z9) — (Y,y0), devemos definir um homomorfismo
m(f) = f«, 0 qual chamaremos o homomorfismo induzido de f por m, fato que
justifica o titulo acima. Fagamos isso agora.

Em primeiro lugar, notemos que a colecao dos pares topoldgicos com ponto
base (X, z0) é uma subcategoria de Top®, definida no Exemplo 1.12 na pagina 12.
Tal subcategoria serd denotada por PTop. Dessa forma, uma funcao continua
f o (X,29) — (Y,yo) entre objetos de PTop consiste em uma fungao continua
f: X =Y tal que f(z0) = %o. S

Dada f : (X,z9) — (Y,y0) fungdo continua, defina f, : m(X,z0) — m (Y, y0)
pondo, para cada o = [a] classe de um caminho fechado a : I — X com base
em zg, f«(a) = [f oal]. Se b for caminho fechado com base em z( tal que a = b,
entdo foa = fob, ou seja, f, estd bem definida. Além disso, dados [al,[b] €
m (X, zg), tem-se f o (ab) = (f oa)(f ob). Com efeito, se t € [0;1/2], entao
(fo(ab))(t) = fab(t)) = f(a(2t)) = ((foa)(fob))(t). Se, porém, ¢ € [1/2;1], entdo
(f o (ab))(t) = f(ab(t)) = f(b(2t —1)) = ((f 0 a)(f 0 b))(t), donde segue a afirmagao
feita.

Isso significa que f.([ab]) = f.([a])f.([0]), ou seja, f. é, de fato, homomorfismo
de grupos. Agora, dada g : (Y,y0) — (Z, z9) uma fungdo continua entre os pares
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(Y,yo) e (Z,2), a composicao g o f : (X,z9) — (Z,20) é tal que (g o f).([a]) =
[(go f)oal =lgo(foa)l = g.lfeal) = g.(fu(la])) = (g0 f)([a]), para todo
[a] € m (X, o). Portanto (go f). = g« o f.. E claro, também, que seid : X — X é a
identidade em X, entao id, : w1 (X, z¢) — m (X, z9) é o homomorfismo identidade.
Com isso, provamos a

Proposigao 2.27. Erxiste um funtor covariante my : PTop — grp, chamado o funtor
grupo fundamental, que associa a cada par (X, xy) o seu grupo fundamental m (X, o)
e a cada fungao continua f : (X, z9) — (Y, v0) 0 homomorfismo induzido m,(f) = f.

Quando f : X — Y, f(zg) = yo é um homeomorfismo, tem-se, em virtude
da proposicao acima, que f, : m (X, x9) — m(Y,y0) é um isomorfismo de grupos.
Portanto, podemos afirmar que os grupos fundamentais de espagos homeomorfos sao
isomorfos.

Evidentemente, duas aplicacoes f,g : (X,z9) — (Y,y0) que sdo homotopicas
relativamente a xg induzem o mesmo homomorfismo nos seus grupos fundamentais.
Diz-se, entao, que m; é invariante por homotopias.

Proposicao 2.28. Se A C X é um retrato de X e : (A, x9) = (X, x0) € a inclusdo,
entdo 1, € um monomorfismo.

Demonstragao: Seja r : X — A uma retracao. Tem-se r o1 = ids. Segue que
re 01, = (row), = m(ida) = idx, (a.4), OU S€ja, 7y é uma inversa a esquerda de 1.,
ou ainda, 1, é injetivo. (c.q.d)

Proposicao 2.29. Sejam X e Y conexos por caminhos. Se f: (X, xo) — (Y, f(20))
eg: (X,zo) = (Y,g9(xg)) sao fungoes continuas homotépicas e 7 : m(Y, f(xg)) —
m1 (Y, g(xo)) € um isomorfismo definido como na Proposi¢io 2.14 , entdo é comu-
tativo o sequinte diagrama:

m (Y, f(20))

A
<
8
<
2|

(Y, g(z0))

Demonstragao: Seja H : [ x X — Y uma homotopia entre f e g. Tomea : I — X
um caminho fechado com base em xy. Defina a aplicacao G : [ x I — Y pondo
G(s,t) = (H(a(s),t). Note que G(s,0) = H(a(s),0) = f(a(s)) = (f o a)(s),
G(S’ 1) = H(a’(s)7 1) = g<a(8>> = (g o CL)(S) € G(O’t) = H(G(O),t) = H(a(1)7t> =
G(1,t), para quaisquer s,t € I. Portanto, G é uma homotopia livre entre f o a
e fob. Pela Proposicao 2.16 na pagina 28, existe um caminho ¢ : I — Y, li-
gando f(zo) a g(xo), tal que foa = ¢(f ob)c!. Pondo v = [¢], obtém-se
F(fula])) =Alf o aly™ = [goa] = g.(la]) (c.q.d)

A ideia de que o grupo fundamental consiste em um invariante homotdpico fica
melhor entendida pela proposicao a seguir.

Teorema 2.30. Sejam X e Y espacos conexos por caminhos. Se f: X — Y € uma
equivaléncia homotopica entre X e Y, entdo f. : m(X) — m(Y) € um isomorfismo.
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Demonstragao: Seja g um inverso homotoépico de f. Considere xy € X ponto
base de X. Sejam z1 = g(f(zo)) e f! : m(X,z1) = m (Y, f(x1)) o homomorfismo
induzido por f em (X,z1). Se ¢ é um caminho ligando z; a g, d é um caminho
ligando f(x1) a f(xo), v = [c¢] e 6 = [d], entdo é comutativo o seguinte diagrama:

7T1(X7 l'()) i

m (Y, f(20))

= _

2|
S%Y

7T1(X,$1) 7T1(Ya f(xl))

*

De fato, como g o f ~idy, a proposi¢ao anterior nos dé (g o f). >~ 7 o (idx), isto
6, g.o f. =7. Sendo f o g ~ idy, segue, pelo mesmo motivo, que f!o g, = 4. Isso
mostra a comutatividade do diagrama.

Agora, de g, o f, =7 e de ¥ ser um isomorfismo, concluimos que g, é sobrejetiva.
Da mesma forma, a igualdade f! o g, = § implica g, ser injetiva. Portanto g, é um

isomorfismo. Por conseguinte, f, e f! também o sao. (c.q.d)

Corolario 2.31. Se X e Y sao conexos por caminhos e tém o mesmo tipo de ho-
motopia, entao m(X) = m(Y).

Corolario 2.32. Todo espaco contrdtil ¢ simplesmente conexo.
Coroldrio 2.33. m(S!) = m(R?\ 0).

Demonstragao: Segue do teorema acima e do Exemplo 1.22 na pégina 13. (c.q.d)

O Teorema 1.28 na pagina 15, juntamente com o grupo fundamental, possui
uma consequéncia interessante ao estudo de homotopias, no sentido que permite
determinar quando duas funcoes dadas de um espaco em outro sao homotépicas.
Essa nocao fica melhor estabelecida por meio do teorema abaixo.

Teorema 2.34. Se h : S' — Y ¢é continua e homotdpica a uma constante, entdo h,
¢ 0 homomorfismo nulo.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.28 na péagina 15, existe h : D> — Y extensao de
h ao disco fechado D?. Seja 2 : S' — B? a inclusao. Sejam xy € S!' ponto base
e yo = h(xzg). Passando-se ao grupo fundamental, obtemos o seguinte diagrama

comutativo:
hx

7T1(Sl,370) 7T1(Y7 Z/O)

7T1<D27 1;0)

Sendo D? simplesmente conexo, deve ser 2, o homomorfismo nulo. Portanto h, =
h. o1, também o é. (c.q.d)
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2.6 Grupo Fundamental do Circulo

A partir de agora, nosso intuito é de calcular o grupo fundamental do circulo S*.
Desse resultado, decorrerao varios teoremas importantes e nao triviais. Esse fato
ilustra a importancia das ideias estabelecidas até aqui.

O célculo sera feito da maneira mais elementar possivel. O estudo da nocao
de espacos de recobrimento, do qual trataremos no Capitulo 4, tornaria a demons-
tragdo muito mais rapida, porém faria-nos perder o carater elementar que buscamos
nessa secao. Na realidade, todos os conceitos que envolvem espago de recobrimento
tentam, de certa forma, generalizar as ideias que estabeleceremos aqui.

Considere a aplicagao exponencial 1 : R — S', dada por ¢(t) = €. Estamos,
evidentemente, pensando em S* como sendo o grupo multiplicativo dos nimeros
complexos de médulo um. Dados ¢,# € R, tem-se (t + ') = !Ht) = ittt —
ete = (t)(t'). Isso significa que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo entre o
grupo aditivo dos niimeros reais e o grupo multiplicativo S*.

O nticleo de v é o grupo 27Z. Além disso, a imagem inversa de um ponto w € S*
por ¢ é v ({w}) = {t + 2k7m; k € Z}, em que t € R é qualquer nimero tal que
Y¥(t) = w. Do ponto de vista geométrico, ¢ é uma determinagao, em radianos, do
angulo entre w e o eixo real, ou seja, t é um argumento de w. Quando t € (—, 7],
diz-se que t é o argumento principal de w.

Proposicao 2.35. Para todo t € R, a restri¢ao v, = |(t,t + 27) é um homeomor-
fismo de (t,t + 2m) sobre ST\ {W(t)}.

Demonstracgao: E claro que 1, é uma bijecdo continua. Seja p = ¥(t). Va-
mos mostrar que ;' : S\ {p} — (t,t + 27) é continua. Para isso, tome uma
sequéncia de pontos y, € S\ {p} tal que y,, — ¢ € S'\ {p}. Para cada n € N,
escolha s, € (t,t + 2m) tal que ¥y(s,) = yn. Tem-se 4(s,) — ¢. O ponto
t ndo pode ser limite de nenhuma subsequéncia de (s,)nen, pois, caso contrario,
seria ¥ (s,) — ¥(t) = p, o que nao ocorre. Logo, qualquer limite de uma sub-
sequéncia de (s,)neny deve ser um numero b € (t,t + 27) tal que, em virtude da
continuidade de 1), satisfaz 1;(b) = ¢. Como 1) é injetiva, vé-se que b é o tinico
valor de aderéncia de (S,)nen, OU seja, s, — b. Em resumo, mostramos que
$n = U7 H(yn) — b=, (q), donde segue que ¥, ' é continua, e assim 1, é homeo-
morfismo. (c.q.d)

Vejamos, agora, uma relacao entre a aplicacdo 1) e caminhos a : I — S em S*.
Mais precisamente, mostraremos que todo caminho desse tipo pode ser estendido,
sobre certas condigoes, a um caminho a : I — R, chamado o seu levantamento, ou,
geometricamente, a funcao angulo de a. Facamos isso para caminhos definidos em
qualquer compacto J = [¢, d].

Proposigao 2.36. Sejam J = [c,d] um intervalo compacto, a : J — S* um caminho
et; € R tal que a(c) = (t1). Eziste um dnico caminho a : J — R, com ponto inicial
t1, tal que a = o a.
R
7

[e,d] == 5"

Demonstragao: Suponha, primeiramente, que a é nao sobrejetivo. Digamos y €
S\ a(J). Sendo a(c) # y, deve existir um tnico z € ¥~ ({y}) tal que t; € (z, z+27).
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Pela proposicao 2.8, 1, = 9|(z, z+27) é um homeomorfismo sobre S'\ {y}. Portanto
a=1,"'oa é uma fungio desejada, nesse caso.

Consideremos, agora, o caso em que a é sobrejetivo. Nesse caso, a continuidade
uniforme de a nos fornece uma decomposicao de J em intervalos compactos justa-
postos J = J; U--- U Jg, cada um dos quais com um extremo em comum, de modo
que a(J;) # S1, para todoi € {1,...,k}. Pelo caso anterior, segue que a proposigao
¢ vélida para as restri¢oes a; = alJ;. Escolhemos, entdo, um caminho a; : J; — R
de modo que a;(¢) =t e a; = 1 o @;. Agora, para cada i € {2,...,k}, escrevemos
{t;} = J; N J;_1 e escolhemos caminhos a; : J; — R tais que a;(t;) = a;_1(t;) e
a; = 1 o @;. Finalmente, definimos @ : J — R pondo a|J; = a;, a qual cumpre,
evidentemente, a condicao exigida.

Resta mostrar a unicidade de a. Com efeito, suponha que a,b : J — R sao tais
que poa =1obea(c)=b(c). Isso significa que a(s) e b(s) sdo ambos argumentos
de €4(®) = () para todo s € J, ou seja, a(s) — b(s) é sempre um multiplo de 27.

a(s) — b(s)
2

continua. Pelo Teorema do valor intermediario, e sendo f(s) € Z, para todo s € J,
segue que f(J) é um ponto, isto é, f é constante. Dai, e da hipdtese de a(c) = b(c),
vem que f ¢ identicamente nula e entdo @ = b. (c.q.d)

Portanto, a fun¢ao f : J — Z dada por f(s) = estd bem definida e é

Conforme dito anteriormente, chamaremos a uma fun¢ao angulo de a. Tal nome
justifica-se pelo fato geométrico ja observado de a(s) ser uma determinacao do angulo
com que a(s) faz com o eixo real. A funcdo angulo se altera conforme alteramos a
escolha do ponto t;. Entretanto, essa alternancia é periédica, pois se uma funcao-
angulo tem inicio num ponto ¢, entao as demais devem iniciar em pontos da forma
t1 + 2km, com k € Z. Consequentemente, toda funcao angulo de a tem a forma
a=a+ 2km.

Feitas essas consideragoes, estamos prontos para mostrar que 7;(S') é ciclico
infinito. A ideia é simples: a cada caminho fechado a : I — S*, vamos associar
um nimero inteiro n(a), chamado o seu grau, que corresponde ao nimero liquido de
voltas que o caminho a d4 em torno de S'. Por nimero liquido, entendemos como a
diferenca entre nimero de voltas dadas por a no sentido anti-horario pelo niimero de
voltas dadas no sentido horario, isto é, o niimero de voltas orientadas positivamente
menos o niumero de voltas orientadas negativamente. Mostraremos que a corres-
pondéncia a — n(a) estd bem definida no conjunto das classes de homotopias de
caminhos fechados, e que define um isomorfismo de m(S') sobre Z. Continuaremos
indicando por ¥ : R — S! a aplicacao exponencial 1 (t) = e®.

Teorema 2.37. O grupo fundamental do circulo é ciclico infinito.

a(1) — a(0)

Demonstragao: Dado um caminho fechado a : I — S, defina n(a) = ———,

em que a é uma funcdo angulo de a. Diz-se que n(a) é o grau do caminho a. Note
que, sendo a fechado, n(a) é um nimero inteiro. Além disso, n(a) nao depende
da funcao angulo escolhida para a, ja que duas fungoes-angulo quaisquer diferem
sempre de um multiplo de 2.

Mostremos que 1 pode ser definida, sem ambiguidade, em 7;(S'). Para isso,
suponha a = b. Escolha @,b: I — R impondo que @(0) = b(0). Isso pode ser feito
em virtude de que a(0) = b(0) (por serem a e b homotdpicos), e da Proposigao 2.9.

No caso particular em que a(s) e b(s) nunca sao pontos antipodas, isto é, |a(s) —
b(s)| < 2 para todo s € I, vé-se que |a(1) — b(1)| < 7, pois, caso contrario, existiria,
pelo teorema do valor intermedidrio aplicado a |@ — b| e do fato de a(0) — b(0) = 0,
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um ponto s € I tal que |a(s) — b(s)| = 7, ou seja, a(s) e b(s) seriam antipodas, uma
contradicio. Por outro lado, a(1) = b(1) implica |a(1) — b(1)| ser multiplo de 27.
Logo, deve ser |a(1) —b(1)| = 0, isto é, a(1) = b(1), ou seja, n(a) = n(b).

O caso geral reduz-se a esse. De fato, seja H uma homotopia entre a e b. A
continuidade uniforme de H nos fornece um § > 0 parao qual t,t' € I, [t—t'| < § =
|H(s,t)—H(s,t')| < 2, paratodo s € I. Tomando pontos 0 =ty < t; < -+ <ty =1,
tais que t; —t;_; < 0, para todo j € {1,...,k}, e pondo ay = a, a;(s) = H(s,t;)
e ar = b, obtemos caminhos fechados a; : I — S™ tais que |aj_1(s) — a;(s)] < 2
para todo s € I. Entao, pelo caso acima mencionado, tem-se n(a) = n(a;) = --- =
n(ar-1) =n(b).

Obtemos, assim, que a fungao 1 : 71(S') — Z dada por n([a]) = n(a) estd bem
definida, pois nao depende do representante a : I — S* que se tome.

Sejam, agora, a,b : I — S! caminhos fechados com o mesmo ponto base. Afir-
mamos que n(ab) = n(a) + n(b). Com efeito, escolha @,b : I — R funcoes-angulo
para a e b, respectivamente, de forma que a(1) = l;(()) Entdo @b : I — R estd bem
definido e é uma funcao angulo de ab. De fato,

(0 ab)(t) = { = ab(t).

Por conseguinte,

ab(1) —ab(0) _ b(1) —a(0) _ (b(1) — b(0)) + (a(1) — a(0))

ab) = L - ST = = n(a) +u(b).

Isso significa que n ¢ um homomorfismo de grupos.

Suponha que n(a) = 0, para algum caminho fechado a : I — S'. Isso implica
a(0) = a(1), seja qual for a fungao angulo a que se tome. A aplicacao H : I x I — R
dada por H(s,t) = (1 —t)a(s) + ta(0) é, como se vé facilmente, uma homotopia
entre @ e ez(g). Finalmente, a funcdo K : I x I — S dada por K = ¢ o H nos da
uma homotopia entre a e o caminho constante eq). Segue que [a] é a classe nula,
ou seja, o nucleo de n ¢ trivial, ou ainda, 1 é injetivo.

Finalmente, tome ¢ € S' e n € Z. Seja y € R tal que ¥(y) = ¢ e considere o
caminho fechado a : I — S™ dado por a(s) = e!¥+?"7) Note que a tem base em ¢

a(l) —a(0
e a(s) =y + 2nms é uma de suas fungoes-angulo. Portanto 7(s) = M =n,
7r

isto é, n é sobrejetivo. (c.q.d)

Todos os resultados que se seguem sao consequéncias diretas do isomorfismo
m(S') =2 Z acima. O Coroldrio abaixo fard uso do fato de que a esfera S™ ¢é
simplesmente conexa, sempre que n > 2. Isso serd devidamente demonstrado no
Capitulo 3 (veja Exemplo 3.16 na pégina 51).

Coroldrio 2.38. Para todo n # 2, R" e R? ndo sao homeomorfos.

Demonstragao: Se R e R? fossem homeomorfos, entdo R\ {0} e R?\ {0} também
o seriam. Mas isso é impossivel, porque R?*\ {0} é conexo por caminhos, mas R\ {0}
nao. Tome, agora, n > 2. Suponha que exista um homeomorfismo f : R? — R™.
Deve ser, entao, X = R?\ {0} homeomorfo a Y = R"\ {f(0)}. Evidentemente, esse
ultimo também é homeomorfo a Z = R" \ {0}. Pelo Exemplo 1.22 na pégina 13,
sabemos que R™ \ {0} e S"~! tém o mesmo tipo de homotopia. Portanto 7 (R* \
{0}) =2 m (S*1), para todo k € N. Isso mostra que m(X) = m;(S') = Z. Por outro
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lado, se n > 2, entao m(Z) = m(S"') = {0} # Z = m(X). Absurdo, porque X
e Z serem homeomorfos implica m (X) = m(Z). Segue que X e Z nao podem ser
homeomorfos, logo f nao pode existir. (c.q.d)

Corolario 2.39. S ndo é contrdtil.

Demonstragao: Se S! fosse contratil, entao seria m;(S*) = {0}, pelo Corolério
2.32. O Teorema 2.37 garante que isso nao ocorre. (c.q.d)

Teorema 2.40 (Brouwer). Toda funcgdo continua f : D* — D? possui um ponto

fixo.

Demonstracao 01: Invocando-se o Teorema 1.36 na péagina 17, basta mostrarmos
que S! nio é um retrato de D?. Com efeito, se fosse assim, entdo, pela Proposicao
2.28 na pagina 32, o homomorfismo 1,, induzido pela inclusio 2 : S' — D?, seria
injetivo. Mas 71(S') = Z e D? é simplesmente conexa, logo 2, é um homomorfismo
de Z sobre o grupo trivial {0}, o qual nao pode ser injetivo.

Demonstracao 02: Segue diretamente do Corolario 2.39 e da equivaléncia (1) <
(3) do Teorema 1.36 na pagina 17. (c.q.d)

Teorema 2.41. Se f : S' — S é continua e homotépica a uma constante, entdo
existe z € St tal que f(—2) = f(2).

Demonstragao: Seja v : R — S! a aplicagao exponencial dada por ¢(z) =
(cos 2wz, sen27wx) e seja a : I — S' a restricao ¢|I. Entao b = foa é um ca-
minho em S' homotépico a uma constante, logo [b] = €,,, para algum z, € S*.
Seja b : I — R uma funcio-angulo para b. Tem-se 0 = n(b) = (b(0) — b(1))/2,
ou seja, 5(0) = 5(1) Sendo b um caminho fechado, a Proposicao 2.22 na pégina 30
garante a existéncia de f : 81 — R continua, tal que fo a = b. Dal, segue que
wofoa:¢05:b:foa. Mas a é sobrejetivo, logo¢of:f.

I b R
a ! P
sl—L g

Se f assume o mesmo valor em um par de antipodas zg e —zp, 0 teorema estd
provado. Caso isso nio ocorra, entdo a funcao h : S' — R, definida por h(z) =
f(x) = f(—z) seria continua e tal que h(z) = —h(—2). Em virtude da conexidade
de S', deve existir z € S* tal que h(z) = 0, isto é, f(z) = f(—=z), ou ainda,
f(z) = f(=2). (c.q.d)

Corolario 2.42 (Da Demonstragao). A fim de que uma aplicagao continua f : S* —
St seja homotépica a uma constante, € necessdrio e suficiente que exista f : SR
continua, tal que f =1 o f.

Demonstracgao: O primeiro paragrafo da demonstracao do teorema acima garante
que a condicdo é necesséria. Reciprocamente, suponha f : S' — R continua tal que
f=1of. Como R é contratil, tem-se f homotépica a uma constante. Portanto f
também o é. (c.q.d)
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Teorema 2.43 (Borsuk-Ulam). Seja f : S* — R? uma funcdo continua. Ewiste
x € S? tal que f(x) = f(—x).

Demonstragao: Suponha que f : S? — R? é continua e f(z) # f(—=x), para todo

x € S%. Defina g : S*> — S* pondo g(z) = f(@) = [(=a) . Como se vé facilmente,
|f(z) = f(—=)|
g ¢ uma fungao continua e {mpar, ou seja, g(—z) = —g(z), para todo x € S*.

Restringindo-se g ao equador E = {(z,y,z) € S* 2z = 0}, obtemos uma fungao
h=g|E: E — S' continua e fmpar.

Identificando-se o equador E com o circulo S*, podemos considerar h : S' — S!.
Como h estende-se a toda esfera S?, em particular estende-se ao hemisfério H =
{(z,y,2) € S%); 2 > 0}, o qual é um conjunto contratil, pois ¢ homeomorfo ao disco
D? = {x € R? |z|=1}. Segue, do Teorema 1.28 na pagina 15, que h é homotdpica
a uma constante. Pelo Teorema 2.41, existe z € S* tal que h(x) = h(—x). Mas isso
nao ocorre, pois h é impar. (c.q.d)

Corolario 2.44. S? ndao é homeomorfo a nenhum subconjunto de R?,

Tanto o Teorema do ponto fixo de Brouwer quanto o teorema de Borsuk-Ulam sao
validos para dimensoes maiores, e podem ser demonstrados com maior generalidade
por meio do estudo da homologia simplicial (veja [?], paginas 114 e 176).

Existe uma interpretacao curiosa do Teorema de Borsuk-Ulam, que afirma que
a cada instante existem, sobre a superficie da terra, dois pontos diametralmente
opostos nos quais a temperatura e a pressao atmosférica coincidem.

Teorema 2.45 (Fundamental da Algebra). Todo polindmio nio constante com co-
eficientes em C possui uma raiz complexa.

Demonstracao: Seja p(z) = ag+a1z2+- - -+a,2" um polindémio de grau n > 0. Sem
perda de generalidade, suponha a,, = 1. Suponha que p(z) nao possui raiz complexa.

2mis
= p(?”62 . )/p(r) ¢ fechado em S C C,
p(re®™) /p(r)]
com base no ponto 1. Para cada r > 0, a aplicagao H, : I* — S', H(s,t) = as(s) é

uma homotopia de caminhos entre os caminhos fechados a, e ag = €1, com base no
ponto 1. Portanto [a,] = 0 para todo r > 0. Tome r > 1+ |ag| + |a1| + - - + |an—1].
Como r > 1, obtemos que r*~1 < r* para todo k¥ € N. Além disso, quando |z| = 7,
tem-se

Entao, para cada r > 0, o caminho a,(s)

et =" =1 > (ol + lar] + -+ lanaD|2"] > Jao + iz 4o+ a2,

Por conseguinte, o polindémio p;(z) = 2™ + t(ag + a1z + -+ + a,_12""') nao possui
raizes no circulo |z| = r, sempre que ¢t € I. Dessa forma, pondo

_ p(re™) /(r)
F(s,t) = pe(re?™is) [p(r)]

vé-se que F' ¢ uma homotopia de caminhos entre a, e b(s) = e?™". Se 1 é a fungao

grau que define o isomorfismo 7 (S?) 2 Z, entao 0 = n(ag) = n(a,) = n(b) = n, pois
ap = a, = b e n consiste em determinar o nimero liquido de voltas de um caminho
fechado em torno do ponto base. Portanto, n = 0, donde segue que p é constante.
Contradigao. (c.q.d)

Corolario 2.46. Toda funcao polinomial de graun > 0 em C ¢é sobrejetiva.
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Proposicao 2.47. Se X eY sao espagos conexos por caminhos, entio m (X xY') =
m(X) x m(Y).

Demonstragao: Sejam o € X e yp € Y. Escreva Z = X XY e 29 = (z9,y0) € Z.
Consideremos p : (Z,29) — (X, x0) e q : (Z,20) = (Y,y0) as projegdes naturais.
Um caminho fechado a : I — Z, com base em z, é da forma a(s) = (a1(s), az(s)),
em que a; = poa : I — X é fechado com base em g e as = goa : I = Y é
fechado com base em yo. Definimos ¢ : m(Z, z9) — m (X, z0) X m1(y,y0) pondo
ola) = (pu(@),q.(a)). Se H : a = d, em que a'(s) = (a}(s),a(s)), entdo as
homotopias K1 =po H :a; = a) e Ky = qo H : ay = a)y nos ddo uma homotopia
K :I* - X xY entre ¢([a]) e ¢([a']), a saber, K(z,t) = (K (z,t), Ka(z,t)). Segue
que ¢ estd bem definida e, evidentemente, é um isomorfismo de grupos. (c.q.d)

Corolario 2.48. O grupo fundamental do toro S*' x S € o produto de dois grupos
ciclicos infinitos.

Demonstragao: Com efeito, m(S! x S1) = 7(S') x m(S') 2 Z x Z. (c.q.d)

2.7 Grupos Fundamentais Abelianos

Ja sabemos que se m (X, xg) for abeliano, para algum zy, € X, com X espago
conexo por caminhos, entdo (X, z) é abeliano para todo x € X. Mostraremos,
agora, com auxilio do Teorema 2.16 na péagina 28 e seus corolarios, que se o grupo
m(X) for abeliano, entdao ele pode ser considerado como o grupo das classes de
homotopias livres de caminhos fechados em X.

Teorema 2.49. Seja X conexo por caminhos. Se m(X,x) € abeliano, entdio

m (X, o) estd em bijecao com as classes de homotopias livres de caminhos fechados
em X.

Demonstragao: Dado a € (X, zo), seja Q(a) a classe de homotopia livre que
contém «. Tal Q2 estd bem definida, porque dois caminhos fechados e homotdpicos
com extremos fixos sdo sempre livremente homotépicos. Além disso, se [b] = 5 é
uma classe de homotopia livre de caminhos fechados com base num ponto x; € X,
entdo tomando-se a : I — X caminho ligando zy a 1, tem-se ¢ = (ab)a™" livremente
homotépico a b, sendo ¢ fechado com ponto base em . Finalmente, se Q(a) = Q()
para certos «, 8 € w1 (X, xg), entdo, pelo Coroldrio 2.18 na pégina 29, a e 3 sdao con-
jugados no grupo abeliano 71 (X, zy), donde segue que o = . Portanto, €2 é bijecao.

(c.q.d)

O grupo fundamental do circulo foi calculado da maneira mais elementar possivel.
Vejamos, a seguir, uma demonstracao direta de que tal grupo é abeliano. Se
tivéssemos feito isso desde o inicio, poderiamos ter calculado m;(S') simplesmente
olhando-se para as classes de homotopias livres de caminhos em S!, conforme Te-
orema acima. Isso tornaria todo o céalculo feito mais simples, uma vez que toda
homotopia de caminhos fechados é uma homotopia livre.

Definicao 2.50. Uma multiplicacao num espaco topolégico X € uma funcdo m :
X x X — X. Denota-se m(x,y) = x -y, para cada xz,y € X. Um ponto e € X
chama-se um elemento neutro de m se, e somente se, e-x = x = x - e, para todo
reX.
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Definicao 2.51. Seja X um espaco topologico dotado de multiplicacao continua
com elemento neutro. Sejam a,b: I — X caminhos. Definimos o caminho-produto
a-b:1— X pondo (a-b)(s) = a(s)-b(s).

Observe que a - b consiste na restricao da multiplicacao m : X x X — X ao
subconjunto compacto a(l) x b(I), logo é de fato um caminho em X. Se a e b séo
fechados com base no elemento neutro e, entao a - b também o é.

Proposicao 2.52. Seja X um espaco munido de multiplicacdo continua com ele-
mento neutro e. Se a,b,a’,t/ : [ — X sao fechados, com base no elemento neutro e,
etais que H:a=ad eG: b2V, entaoa-b=ad -V.

Demonstracao: Defina F': [ x I — X por F(s,t) = H(s,t)-G(s,t). F' ¢ eviden-
temente continua, como a restrigao da multiplicagao de X ao compacto H(I x I) x
G(I x I). Além disso, F'(s,0) = H(s,0) - G(s,0) = a(s) - b(s) = (a - b)(s). Analo-
gamente, F(s,1) = (a’ - ¥')(s). Também, F(0,t) = H(0,t) - G(0,t) = e-e =e =
(a-0)(0) = (a'-¥)(0) = (@’ -0)(1) = (a-b)(1) = e =e-e = H(1,1)-G(1,1) = F(Lt)-

Por conseguinte, F' é uma homotopia de caminhos entre a-b e a' - b'. (c q.d)

Da proposicao acima, obtemos uma nova operacao no conjunto das classes de
homotopias de caminhos fechados com base no elemento neutro m (X, e): basta
definir o - 5 = [a - b], sempre que a = [a] e § = [b]. Mostraremos, a seguir, um fato
curioso: a existéncia de uma multiplicacao continua com elemento neutro e em X
obriga que o grupo fundamental (X e) seja abeliano. Isso nos conduzird também
a uma relacao entre o produto de caminhos do grupo fundamental e o produto
induzido pela multiplicacao.

Proposigao 2.53. Seja X espaco topologico munido de multiplicagao continua com
elemento neutro e e sejam a,b : I — X caminhos fechados com base em e. Entdao
aee - e.b=ab e e.a-be. = ba.

Demonstracao: Sejam s € [0,1/2] e s’ € [1/2,1]. Tem-se (ae. - e.b)(s) = ae.(s) -
ecb(s) = a(2s) - e.(2s) = a(2s) - e = a(2s) = ab(s). Além disso, (ae. - e.b)(s') =
aeo(s') - eb(s') = e.(2s' —1)-b(2s' —1) =e-b(2s — 1) = b(2s' — 1) = ab(s’). Isso
mostra que ae, - e.b = ab. A outra igualdade é provada de modo analogo. (c.q.d)

Teorema 2.54. Seja X espaco dotado de multiplicacao com elemento nmeutro e.
Entao m (X, e) € abeliano e aff = a- B, para quaisquer o, € m(X, e).

Demonstragao: Dados a,b: I — X fechados com ponto base em e, tem-se
ab=ae.-eb=a-b=e.a-be, =ba,

donde segue o resultado. (c.q.d)

Corolario 2.55. O grupo fundamental de um grupo topoldgico € abeliano.

Como S' é um grupo topolégico, com a operacao multiplicacdo de ntmeros
complexos, segue-se do corolario acima que 7;(S') é abeliano, como j& sabfamos.
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2.8 Consequéncias de 7 (S!) = Z a Integragao com-
plexa

Todos os conceitos abordados até aqui mostram-se de extrema importancia a
outras areas da Matematica. Uma aplicacao bem interessante do estudo de homo-
topias de caminhos é a teoria de integracao complexa. Em particular, obtém-se
com elegancia e simplicidade os Teoremas de integracgao de Cauchy. Além disso,
essa ideia nos permite caracterizar de uma forma bastante calculavel os conjuntos
simplesmente conexos do plano R2?. Ideias muito parecidas ocorrem, também, no
estudo das integrais curvilineas, em Analise Vetorial.

Os teoremas que discutiremos a seguir tem ambito no plano R?. Para transpor-
tar tal problema a um ambiente mais conhecido, fagamos assim: dado um caminho
fechado a : I — R? e um ponto zy € R?\ a([), defina o caminho a; : I — S! pondo
ai(t) = (a(t) — z9)/|a(t) — 20|, 0 qual é evidentemente fechado, em virtude de a o
ser. Como vimos no Teorema 2.37 na pagina 35, o grau do caminho a; é o nimero
n(a1) = (a1(1) — a1(0))/2m, em que d; é uma fungao-angulo de a;. Sabemos que
n(ay) é sempre um nimero inteiro e que nao depende da fungao-angulo a; escolhida.
Para tornar a notagado mais conveniente, passaremos a escrever 7(a, zo) em vez de
n(ay), e chamaremos tal nimero o indice de a com respeito a z.

Em virtude do Teorema 2.37 na pagina 35, segue imediatamente que:
1. Se a=! é o caminho inverso de a, entao n(a, z0) = —n(a™', z);
2. Se a é livremente homotépico a b, entao n(a, zo) = (b, 2y).

3. Se z € R?\ a(]) pertence & mesma componente conexa por caminhos de zp,
entao n(a, z0) = n(a, 2).

Com efeito, a unica afirmagao nao trivial é a (3). Para verifica-la, convém per-
ceber a igualdade ébvia n(a, z0) = n(a — 29, (0,0)) (*). Se ¢: I — R? é um caminho
ligando zp a z, defina F' : I x I — R? pondo F(s,t) = a(s) — ¢(t). Como se vé
imediatamente, F' é uma homotopia livre (em R? \{ 0,0)}) entre os caminhos a — 2
e a — z. O resultado segue-se, portanto, de (2) e de (x).

Um caminho fechado a : I — X chama-se simples quando a|(0, 1) é injetivo, isto
é, quando a(t) = a(s) implicar t = s, exceto para t,s € {0,1} (pois a é fechado).

Evidentemente, como o indice de um caminho fechado consiste em contar o
nimero liquido de voltas percorridas no seu traco quando t varia em I, entao se zg
pertence & componente conexa por caminhos limitada de X = R? \ a(/) (Teorema
da Curva de Jordan), tem-se |n(a,zp)| = 1. Por outro lado, mostra-se que se z
pertencer a componente conexa por caminhos ilimitada de X, entao n(a, zo) = 0.

Vejamos como calcular o indice de um caminho fechado sob o ponto de vista do
Calculo Integral. Lembramos, da Analise Complexa, que se a : I — C é um caminho
de classe C!, isto é, se a for derivavel e sua derivada a’ for continua em todos os
pontos de I, entao define-se, para uma funcao complexa f, definida e continua em
a(I), a integral curvilinea de f com respeito a a pondo

[ 5= [ st
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Proposigao 2.56. Se a é um caminho de classe C' em C e w € C\ a([), entdo
1 dz
ﬁ(ayw)—%/az_w

Demonstracao: Seja a; : I — C o caminho a,(t) = (a(t) — w)/r(t), em que
r(t) = |a(t) — wl|, e seja d; uma de suas fungdes-angulo. Escreva b = d;. Tem-se
a(t) —w = r(t)e®®, logo

1
/ dz :/ [(’/“leib—l—i’r’bleib)/Teib]dt:
b 0

Z—Ww

= [log(r(t)) +ib(t)]ly = i(b(1) — b(0)) =

= 2mi[b(1) — b(0)]/(27) = 2mwin(b,w). (c.q.d)
Decorre, da proposicao acima, o:

Teorema 2.57 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f uma fun¢ao compleza analitica
num conjunto aberto conexo A C C. Seja a um caminho fechado de classe C' em

A. Sew e A\ a(l), entdo

n(a,w) - fw) = 1 Mdz.

21t J, 2z —w
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Capitulo 3

O Teorema de Van-Kampen

Do ponto de vista pratico, o célculo do grupo fundamental de um espaco pode
ser bastante complicado. Uma forma de remediar esse problema é buscando-se resul-
tados que permitem simplificar ou algoritmizar as contas envolvidas nesse processo.
O Teorema de Seifert Van-Kampen, que trataremos neste capitulo, é uma das fer-
ramentas mais poderosas e tlteis existentes para tal finalidade, porque garante a
possibilidade de calcular o grupo fundamental de um espaco topolégico X a partir
dos grupos fundamentais de subespacos conexos por caminhos de X.

Tendo em vista a extrema importancia desse resultado, iremos enuncia-lo da
forma mais geral possivel. Algumas restrigoes a tal enunciado nos permitirao tratar
dos casos mais conhecidos, porém menos abrangentes, de tal teorema. O tratamento
pelo qual serao feitas as exposicoes sera inteiramente categorico e funtorial, fato que
garantird a generalidade desejada. Antes de mais nada, facamos uma revisao das
ideias algébricas centrais que utilizaremos. Os livros de [10] e [9] contém boas leituras
sobre as discussoes aqui envolvidas.

3.1 Grupoides e Esqueleto de uma Categoria

Definicao 3.1. Uma Categoria C' chama-se um grupoide se, e somente se, todo
morfismo entre objetos de C' é um isomorfismo.

Noutras palavras, uma categoria C' é dita ser um grupoide quando, dados quais-
quer objetos z,y de C' e qualquer morfismo f : x — y, existir um morfismo g : y — x
tal que fog=1id, e go f =id,.

Exemplo 3.2. Evidentemente, para qualquer espago topoldgico X, o grupoide fun-
damental TI(X) (definido no Capitulo 2), quando visto como uma categoria, é um
grupoide (conforme exposto na se¢ao anterior). A colecao de todos os grupoides
¢ ainda uma categoria: basta tomar os funtores entre grupoides como sendo os
morfismos. Denotaremos essa categoria dos grupoides por Gpd. A correspondéncia
X — II(X) define um funtor II entre a categoria dos espacos topoldgicos e a catego-
ria dos grupoides, chamado o funtor grupoide fundamental. A cada funcao continua
f: X — Y entre espagos topoldgicos, II(f) é o morfismo induzido por f entre IT(X)
e II(Y).

Definicao 3.3. Seja C' uma categoria. Um esqueleto de C' € uma subcategoria que
possui um objeto para cada classe de isomorfismo de objetos de C.
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Evidentemente, todo esqueleto de uma categoria C' é uma subcategoria plena de
C. A nocao de esqueleto pode parecer um pouco estranha aos leitores iniciantes,
mas ela é extremamente simples e comum em matematica. Por exemplo, quando fa-
lamos de um grupo G ciclico infinito, pensamos imediatamente no grupo aditivo dos
nimeros inteiros. Isso acontece porque para se entender as propriedades algébricas
de G, basta compreender as propriedades algébricas de Z, em virtude do isomorfismo
G = 7. Portanto, nao é necessario preocupar-se em estudar rigorosamente toda a
categoria dos grupos, mas sim um esqueleto dela. Essa ideia fica ainda mais clara a
partir da proposicao que se segue.

Proposicao 3.4. Toda Categoria € equivalente a um de seus esqueletos.

Demonstracgao: Seja C' uma categoria e S um esqueleto de C'. Considere J : S — C
como o funtor inclusao, isto é, J(z) =z e J(f) = f sempre que x for objeto de S e
f um morfismo. Vamos mostrar que J é uma equivaléncia homotépica.

Para cada objeto  em C|, definimos F'(x) como sendo o tnico objeto em S que
é isomorfo a x. Denotaremos por «, : © — F(z) como sendo qualquer isomorfismo
entre x e F'(z). Quando x é também um objeto de S, tomemos «, como sendo a
identidade. Se f: x — y é um morfismo em C, declare F(f) : F(z) — F(y) como
F(f) = ayo fo(a,) ' As aplicagoes x — F(z) e f +— F(f) definem um funtor
F:C — S. Com efeito, é claro que F(id,) = idp). Dados f:xz - yeg:y — 2
morfismos em C, tem-se

F(gof)=a.o(gof)o(a) =a.0g0((ay) " oay)ofo(an)™ =
= (az0g0 () ") o(ayo fol(a,)™!) =F(g) o F(f).
Finalmente, mostremos que F' é um funtor “inverso’de .J. Para isso, basta

perceber que comutam, para quaisquer x,y € obj(S), f : * — y morfismo, z,w €
obj(C) e g : z — w morfismo em C', os seguintes diagramas:

v = (FoJ)(z) ids(z) = z (Jo F)(z) 2 ide(z) = =
(FOJ)(f)=fj jf=id(f) awOQO(az)ll Lg
y=(FoJ)(y) "—~ids(y) =y (J o F)(w) “>ide(w) = w

De fato, o diagrama da esquerda significa que F'oJ = idg, e o da direita nos da
Jo F =ides. A verificacdo da comutatividade de ambos é imediata. (c.q.d)

Se X é um espaco topolédgico e x € X é seu ponto base, entao podemos considerar
(X, z) como sendo um grupoide que possui um dnico elemento. Os morfismos sao
os elementos do grupo e a composicao de morfismos é a multiplicacao do grupo.
Esse fato serd usado no resultado que se segue.

Corolario 3.5. Seja X um espaco conexo por caminhos. Para todo x € X, a
inclusao m (X, z) — II(X) € uma equivaléncia categorica.

Demonstragao: Com efeito, o grupo fundamental (X, x) é um esqueleto de
II(X). Isso justifica-se pela igualdade ébvia 71 (X, z) = Hompx)(z, z). (c.q.d)

Dados S e K esqueletos de uma categoria C', a Proposicao 3.4 garante que S
é equivalente a C' e, também, K é equivalente a C'. Portanto, S é equivalente a
K. Isso mostra que o esqueleto de uma categoria é tinico, a menos de isomorfismos.
Tendo em maos essa unicidade, passemos a denotar um esqueleto qualquer de C' por

Sk(C).
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3.2 O Teorema para Grupoides

Qualquer familia U = (Uy)xer de conjuntos pode ser considerada como uma
categoria cujos objetos sao os conjuntos de U e cujos morfismos sao as inclusoes de
conjuntos.

A correspondéncia Uy +— II(U,), com A € L, define um funtor II|U entre U
e a categoria dos grupoides, o qual chamaremos a restricao de Il a U. Ou seja,
ITI|U é um U-diagrama de grupoides. Esses fatos serdo usados a seguir sem maiores
comentarios.

Defini¢ao 3.6. Uma familia de conjuntos U = (Uy)xer chama-se fechada para
intersecoes finitas se, para quaisquer A, ..., A\, € L, comn € N, tem-se Uy, N---N
Uy, = Uy, para algum \ € L.

Noutras palavras, U é fechada para intersegoes finitas se a intersecao de quaisquer
finitos elementos de U é ainda um elemento de U.

Feitas essas consideracgoes, podemos passar, diretamente, ao teorema principal
desse capitulo.

Teorema 3.7 (Van-Kampen). Sejam X um espago topoldgico e U = (Uy)rer, uma
cobertura de X por subconjuntos abertos conexos por caminhos. Suponha que U é
fechada para intersegoes finitas. Entdo I1(X) € o limite injetivo do diagrama II|U.
Simbolicamente, I1(X) = colimy, ey I1(U,y).

Demonstragao: Sejam C' um grupoide qualquer e n : II|{U — C um morfismo entre
U-diagramas de grupoides. Devemos mostrar que existe um morfismo 7 : II(X) — C
que faz com que comute o diagrama abaixo, para quaisquer \, u € L.

\
M

Lembramos que 7 deve ser um morfismo de grupoides, ou seja, um funtor entre
II(X) e C. Pois bem: dado qualquer objeto x € II(X), existe A € L tal que x € U,.
Definimos, entao, 7(x) = n\(z). Suponha que exista p € L, com p # A, para o qual
x € U,. Entao v € Uy NU,, que é um objeto de U, por defini¢ao, e denotando por
1\, @ inclusao Uy N U, — X, obtemos a comutatividade do diagrama que se segue.

II(U,)

>
m(2x)

IU,nuU,)

bW

Com efeito, é evidente a igualdade II(zy) o II(2) = I1(2y ), em que 2 : Uy, — Uly.
Também, o fato de 77 o I1(z)) = 1, segue da prépria definigao de 7. Dai, 7y o I1(2) =
(noIl(ey)) o I1(2) = o (II(2p) 0 I1(2)) = (7 0 (25 ) = Ma - Observe que a tltima
igualdade consiste exatamente na definigao de 7) nos pontos de Uy N U,,.
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Portanto, tem-se ny ,(z) = (nyoI1(2))(z) = na(x). Analogamente, verifica-se que
() = nu(x). Isso implica ny(z) = n,(x). Segue que a defini¢ao de 77 ndo depende
do U, que se tome na cobertura U, logo 7] estd bem definida nos objetos de II(X).

Passemos a defini¢ao de 7 nos morfismos em II(X). Para tanto, tome um caminho
a: I — II(X) tal que a(0) = x e a(l) = y. Na notagdo categérica de II(X), isso
equivale a dizer que a classe de homotopia de a é um morfismo entre x e y, ou seja,
podemos escrever a : x — Y.

Suponha, primeiro, que a(l) C U,, para algum A\ € L. Nesse caso, definimos
nla] = mala]. Vimos acima que, se p € L é tal que a(I) C U,, entdo deve ser
nxla] = n,lal, logo ndo hd ambiguidade na atuagao de 77 neste primeiro caso.

No caso geral, seja tem-se apenas a(/) C II(X). Como X = U Uy , entdo

AeL
I =a'(I(X)) = U a ' (II(Uy)), ou seja, as imagens inversas por a dos II(U)),

AeL
A € L, formam uma cobertura aberta de [.

A compacidade desse iltimo nos d4 uma decomposigao I = [0,¢;| U [t1, 2] -+ - U
[tn, 1] tal que, pondo 0 =ty e 1 = ¢,,41, existem Ao, ..., A, € L tais que a([t;,t;41]) C
Uy, para todo j € {0,1,...,n}. Portanto, para cada j, o caminho a; = al[t;, ;1]
atua em somente um aberto da cobertura U e, além disso, é claro que [a] = [ag] o
l[a1] o ... 0 [a,]. Escreva P = {to,t1,...,tn,tns1}. Tal conjunto P é uma partigao
de I com a propriedade de que a imagem, por a, de todo sub-intervalo fechado de [
cujos extremos sao pontos de P com indices consecutivos esta inteiramente contida
em algum aberto da cobertura U. Qualquer particao com a propriedade acima serd
chamada uma particao boa do intervalo I referente ao caminho a. Definimos, assim,
ila] = C(a, P) = mylao] o ... o s, [an] = ilag] o . 0 i[an].

Vamos mostrar que a definicao de 7 nao depende da particao que se tome em
I. De fato, sejam P = {0 =ty < t] < tg < -+ < tp < tpy1 = 1} e P =
{th =0 <ty <ty <--- <t < ty1 = 1} partigdes de [ tais que, para cada
(i,7) € {0,1,2,...,k}x{0,1,2,...,1}, existem \;, u; € L para os quais a([t;—1,t;]) C
Uy, e a([tj_,tj]) € U, Dado um caminho a : I — X, devemos mostrar que
C(a>P) = g(avpl)'

Para tanto, seja @ = P U P’. Sendo ) um refinamento de P e P’, podemos
escrever Q = {0 =19 < r; < -+ < 1y < Tmy1 = 1} Se, para um dado i €
{0,1,...,m}, o intervalo @Q); = [r;, 7;41] for igual a algum subintervalo P; = [t;, ;1]
referente a partigio P, entao ¢ evidente que Q; C Uy,. O mesmo ocorre se Q; = P,
para algum j € {0,1,...,[}. Suponha, agora, que r; = t; e rjyy =t ;. Ora, tem-se,
evidentemente, Q; = [r4,ri11] € Uy,NU,, = Uy, para algum X\ € L, pois U é fechada
para interse¢oes finitas. Isso mostra que cada subintervalo [r;,r;;1] de I referente
a particao @) estd contido em algum aberto da cobertura U. Como 7 nao depende
do termo de U que se tome, tem-se ((a, P) = n[a|Py] o fla|Py] o -+ o f[a|P] =
ilalQo] o nfal@] o - -- o 7lal@m] = ((a, Q). Analogamente, ¢(a, P') = ((a,Q), donde
((a, P) = ((a, P'), provando, assim, a afirmagao.

Resta mostrar que 7 estd bem definido nas classes de homotopia de caminhos
em X. Para isso, tomemos H : a = b homotopia de caminhos a,b : v — y. O
lema de Lebesgue, aplicado a cobertura formada pelas imagens inversas dos abertos
de U pela homotopia H nos fornece uma decomposicao do compacto I X [ como a
reunidao de sub-retangulos R;; = [t;, tit1] X [sj,8j41), com 0 < i < ke 0 <j <m,
para certos k,m € N, de forma que R;; C U,, para algum A € L. Refinando,
se necesséario for, as partigoes P = {tg = 0 < t; < -+ < & < lpy1 = 1} e
Q={0=s0<8 < < Sn < Sny1 = 1} do intervalo I, podemos supor que P e
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() sao particoes boas de [ referentes aos caminhos a e b, respectivamente.

Os caminhos que ligam vértices opostos de qualquer retangulo R;; sao homotdpicos,
em virtude do Exemplo 2.2 na pagina 23. Uma tal homotopia sempre pode ser esten-
dida para uma homotopia do préprio retangulo, por ser esse um conjunto contratil.
Noutras palavras, denotando €/, como a classe de homotopia do caminho constante
em z restrita ao intervalo [s;, s;41], tem-se €/ [a;] = [b;]e]. Sendo as imagens de tais
caminhos inteiramente contidas em algum aberto de U, obtemos 7(€/[a;]) = n([bi]e] ),
para quaisquer 0 < i < ke 0 <7 < m que se tome. Em fungao disso, concluimos
imediatamente que 7(e;[a]) = 77([ble,), tendo em vista que a defini¢do de 7 depende
s6 da defini¢ao de 7 de cada um dos caminhos a; e b; considerados acima. Por outro
lado, tem-se

N(€alal) = g (€r) 0+ 0y, (€57) 0 xg[ao] o - o my, [ar] = malac] o -+~ oy, [ax] = 7al,

e, analogamente, 7(¢,[b]) = 7[b], donde segue que 7j[a] = 7[b]. (c.q.d)

3.3 O Teorema para Grupos Fundamentais

Conforme ja mencionado, a versao mais importante do Teorema de Seifert - Van
Kampen descreve, no ambito da teoria dos grupos, o grupo fundamental de um de
um espago conexo por caminhos coberto por subconjuntos conexos por caminhos,
em termos dos homomorfismos induzidos pelas inclusoes naturais. Existem, na
realidade, varias formas equivalentes de enuncia-lo, cada uma das quais utilizando-
se de uma linguagem algébrica propria.

A mais apropriada no contexto da Matematica Moderna é a linguagem ca-
tegérica, da qual trataremos a seguir. Apresentamos, logo em seguida, algumas das
formas mais fracas do teorema, juntamente a varios exemplos de utilidade pratica
nos quais ele se aplica.

Teorema 3.8 (Seifert Van-Kampen). Seja X um espaco conexo por caminhos e

x9 € X ponto base. Seja U = U Uy cobertura fechada para intersecao finita,

AeL
formada por conjuntos abertos conexos por caminhos. Suponha que xo € Uy, para

todo A € L. O funtor m(__,xo), restrito a cada um dos Uy, fornece um U-diagrama
de grupos. O grupo fundamental m (X, xg) € o colimite desse diagrama.

Demonstragao: Suponha, primeiramente, que a cobertura U ¢é finita. Seja G um
grupo qualquer e 7 : m|U — G um morfismo de U-diagramas de grupos, isto é,
uma transformacao natural entre m|U e G. Para cada A € L, seja 1, : Uy — X a
inclus@o. Devemos construir um homomorfismo de grupos 7 : 71 (X, x9) — G, tnico
a menos de isomorfismos, de forma que o diagrama seguinte seja comutativo, para
quaisquer A, € L.

m1 (U, o) "
w
7
Tx ™ (X, l’o) —(
1 (1)
WI(Ulj,) IO) um

Como sempre, pensamos G como um grupoide que possui um tnico objeto, cujos
morfismos sao os elementos do grupo e cuja composicao de morfismos é o produto
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do grupo. Ja vimos que a inclusdo J : (X, z9) — II(X) é uma equivaléncia
categdrica, cujo inverso é o funtor F' : II(X) — m (X, z¢), determinado pelas classes
de homotopia dos caminhos em X cujo ponto inicial é x¢, ou seja, caminhos a,, :
ro — Yy, em que y € X, com a propriedade de que, quando z = y, escolhemos
F ([a]) = €q-

Sendo U finita e fechada para intersecoes finitas, podemos escolher caminhos
a, 1 xop — Yy que moram inteiramente em um dos Uy, desde que seja y € U,. De
fato, se A\1,...,\x € L sao tais que y € Uy,, ..., y € U,,, e sendo cada um desses
conjuntos conexos por caminhos, o caminho a, tem sua imagem inteiramente contida
em V = Uy, N---NU,,. Por hipétese, V = U,, para algum A € L. A partir de
agora, sempre que escrevermos a, () C U,, estamos considerando que este conjunto
Uy é o menor de todos os termos de U que contém a imagem de a,, ou seja, é a
intersecao de todos os termos de U que contém a,,.

E imediato que F'oJ = idx. Cada um dos caminhos a,, com a,(I) C U,,
determinam equivaléncias inversas F) : II(Uy) — m1(Uy, xo) as respectivas inclusoes
Jy 2 m(Ux, x9) — II(U)). Portanto, os funtores

I(Uy) T (Ux, 7o) G

nos dao um U- diagrama de grupoides IT|U — G. Pelo Teorema de Van Kampen
para grupoides, segue que II(U,) é o colimite de tal diagrama. Isso significa a
existéncia de uma tnica transformacao natural ¢ : II(X) — G que faz comutar,
para todo A € L:

II(Uy)
M(y) PYaA=nroF)
I1(X) —

Finalmente, definimos o homomorfismo de grupos 77 =¥ o J. Se ¢ : m (X, xo) —
G for outra transformacgao natural que faz comutar o diagrama acima, entao (o F':
II(X) — G, restrita a U, é igual a 1, o F), para todo A € L. Logo, pela unicidade
de 9, obtemos ¢ = (o F', e assim ( = ¢ o J = 7, donde segue a unicidade de 7.

Provemos o caso geral. Seja S a colegao dos subconjuntos finitos de U que
sao fechados para intersecoes finitas. Dado P € S, escreva Up para denotar a
reuniao de todos os conjuntos de U pertencentes a P, isto é, Up = U Uy, em

AeL
que Lp é o conjunto dos indices A\ € L tais que Uy, € P. Ora, isso Psigniﬁca
que P é uma cobertura finita de Up. O caso provado anteriormente garante que
colimy, cp m1 (Uy, z) = m (Up, x).

Passemos a considerar S como uma categoria: basta declarar que existe um mor-
fismo P — @ entre P, ) € S, sempre que Up C Ug. Afirmo que colimpes 71 (Up, x) =
m (X, ).

Com efeito, em virtude da compacidade de I e I x I, podemos tomar, para
qualquer lago a : I — X com base em x e para qualquer homotopia H : I x I — X
de lagos com base em z, subdivisoes de I e I X I, respectivamente, de modo que a
imagem por a e por H de cada subdivisao de I e de I x [ esteja inteiramente contida
em Up, para algum P € S. Como sempre, isso implica imediatamente 7 (X, x),
relativamente & familia de homomorfismos de inclusao ap : m(Up,z) — m (X, x),
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ter a propriedade universal que caracteriza o limite injetivo, donde segue a afirmacao
feita.

O préximo passo é notar que a colegao D dos pares da forma (Uy, P), com
Uy € P, é uma categoria. De fato, basta declarar a existéncia de um morfismo
f (U, P) — (U, Q) sempre que Uy C U, e Up C Ugy. Obtém-se, dai, o funtor
F' : U — S dado por F'(Uy) = {U,}. Com isso, também F : U — D, F(U,) =
(Ux,{Ux}), é um funtor entre U e D. O funtor m; induz, dessa forma, um morfismo
de colimites

colimy, ey m (Uy, x) — colimy,, pyep 71 (Ux, x).

Finalmente, a projecao de D na primeira coordenada, dada por (Uy, P) — Uy,
nos fornece uma correspondéncia funtorial entre D e U. Por conseguinte, a com-
posigao de tal com o funtor m1(—, x) induz o morfismo de colimites

COhm(U/\’p)eD 7T1(U)\, .2?) — COhHlUkeU ’/Tl(U)\, .T),

Vé-se facilmente que os dois morfismos acima sao inversos um do outro. Em
resumo, segue-se que

m (X, ) = colimpes m1 (Up, x) = colimpes(colimy, e m1 (U, x)) =

= colimy, pyep m(Ux, ) = colimy, ey m1 (Ux, ). (c.q.d)

Embora o teorema acima nos permita listar imediatamente uma grande quanti-
dade de exemplos e aplicacoes do calculo de grupos fundamentais, deixaremos para
fazé-lo no proximo tépico. Antes, vejamos como se da a versao mais conhecida desse
resultado. Ela representa a traducao do que fizemos anteriormente a linguagem im-
placavel da teoria dos grupos. E aconselhavel, ao leitor que deseje prosseguir nessa
se¢ao, que possua conhecimento satisfatério dos topicos citados no Apéndice B. A
titulo de notacao, lembramos que, dados dois grupos GG e H, seu produto livre sera
denotado por G x H.

Teorema 3.9 (Van Kampen - cldssico). Seja X um espago conexo por caminhos
e sejam U,V C X subconjuntos abertos e conexos por caminhos de X tais que
X =UUV eUNYV € também conexo por caminhos e nao vazio. Seja xg €
UNV. Denote por ji € ja as inclusoes naturais de m (U, zq) e m1(V, o) em m (X, x0),
respectivamente, e por iy e iy as inclusoes de m (U NV) em m (U, xg) e m(V,x0),
respectivamente. Se G € um grupo e @1 : m(U,z9) — G, @3 : m(V,x9) = G
sao homomorfismos de grupos tais que @1 © i1 = g 0 19, entdo existe um UNico
homomorfismo ¢ : m (X, xg) — H que faz comutar o diagrama abaizo.

7T1(U, 370)

J1

(U NV, )
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Além disso,
7T1(U, 33'0) * 7T1(V, .1'0)

N

onde N é o menor subgrupo normal de G = m (U, xg) * m1(V, x9) gerado pelos ele-
mentos da forma iy (a)iz(a), com a € 7 (U NV, xq).

12

1 (X7 I’O)

= H,

Demonstragao: Ora, as hipdteses acima significam que C' = {U,V,U NV} é uma
cobertura aberta de X formada por conjuntos conexos por caminhos e fechada por
intersegoes finitas. Pelo Teorema de Seifert Van-Kampen, o funtor m(—, X') aplicado
as inclusoes j; e jp induz um C-diagrama de grupos, do qual 7 (X, x) é o colimite.
A definicao de colimite é precisamente o enunciado acima.

Para provar a segunda afirmacao, seja j : m (U, xg) * m(V,z9) — (X, 2z0) 0
homomorfismo do produto livre G que estende os homomorfismos j; e jo, induzidos
das inclusoes triviais. Por ser m (X, z¢) gerado pelas imagens de j; e ja, segue que
j é sobrejetivo. Dado g € m (U Nw,xp), tem-se (joiy)(g) = (j1041)(g) = 2(g9) =
(j2012)(g9) = (joia)(g), o que acarreta i;(g) 'ia(g) € ker(j), e como ker(j) é normal,
obtém-se N C ker(j).

Isso significa que j induz um homomorfismo sobrejetor k : G/N — (X, x).
Afirmo que k é isomorfismo. Com efeito, sejam ¢y : m (U, z0) = H e @9 : m(V,29) —
H as aplicacoes canonicas. Tem-se 1 017 = @9 0iy. Pelo Teorema de Van-Kampen,
existe um homomorfismo 7 : m(X,z9) — H tal que noj; = ¢1 e nojo = @
Um célculo bem simples mostra que n = k~!, como querfamos demonstrar. Pelo
Teorema do Isomorfismo, segue imediatamente que N = ker(j). (c.q.d)

Uma consequéncia imediata que serd utilizada com frequéncia nas aplicacoes que
seguem ¢ o seguinte:

Corolario 3.10. Seja X = U UV, com U eV abertos conexos por caminhos em
X. Suponha que U NV é conexo por caminhos, com xq € UNV. Sei e j sao
as inclusoes de U NV em U eV, respectivamente, entio m (X, o) € gerado pelas
imagens dos homomorfismos induzidos i, € Js.

Corolario 3.11. Seja X = UUV, em que U eV sao conjuntos abertos simplesmente
conexos. Se U NV € nao vazio e conexo por caminhos, entao X € simplesmente
conexo.

Demonstragao: Ora, o Corolario 3.10 significa que todo caminho a : I — X
fechado, com base um ponto xqg € U NV, é da forma a = b1by - - - b, em que cada

bi, i € {1,2,...,k}, é um laco em X com base em z, inteiramente contido em U
ou V. Sendo U e V simplesmente conexos, vem que [b;] = €,,, para todo i. Por
conseguinte, [a] = [b1][ba] - - - [bx] = €z,, donde segue que m1(X) é trivial. (c.q.d)

Exemplo 3.12. A hipdtese de U NV ser nao vazio é indispensavel para o co-
roldrio acima. Com efeito, os subconjuntos do plano A = {(z,y); = > 0} e
B = {(x,y); = < 0} sdo ambos abertos simplesmente conexos. Porém a reuniao
AU B nao é simplesmente conexa, pois sequer é conexa por caminhos. Isso acontece
porque AN B = &. Esse fato também mostra que U NV # & é necesséaria para o
Teorema de Van-Kampen, uma vez que o Corolario 3.11 é devido a ele.

Exemplo 3.13. Nao é verdade que a reuniao de dois espagos simplesmente cone-
X0S quaisquer com um ponto em comum seja simplesmente conexa. Para contra-
exemplo, veja [12], pagina 48.
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Corolario 3.14. Assuma as hipdteses do Teorema 3.8. Se U NV € simplesmente
conezo, entao m (X, xg) = m (U, x0) * m(V, 0).

Corolario 3.15. Nas mesmas hipoteses do Teorema 3.8, se V' for simplesmente
conezo, entio m (X, x9) = m (U, x0)/N, em que N é o menor subgrupo normal de
m (U, xg) que contém a imagem de i.

3.4 Aplicagoes

Como ja mencionado, sao imensas as aplicacoes e consequéncias do teorema
que dé nome a este capitulo. Listaremos abaixo aquelas que julgamos ser as mais
importantes.

Exemplo 3.16. S" é simplesmente conexa, para todo n > 1.

Demonstragao: Sejam p = (0,0,...,1) e ¢ = (0,0,...,—1) os polos norte e sul
de S", respectivamente. Escreva U = S™\ {p} e V.= 5"\ {q}. Ambos U e V sao
abertos em S™ e homeomorfos a R™, pois sabe-se que as projecoes esteriograficas sao
homeomorfismos. Por conseguinte, U e V sao simplesmente conexos. Além disso,
UNV = S"\{p,q} é conexo por caminhos, pois é homeomorfo a R™\ {0}, e n > 1.
Invocando o Coroldrio 3.11, segue o resultado. (c.q.d)

Observacao: Note-se que, se n = 1, o conjunto U NV é desconexo, o que nos
d4 uma intuicao de S* ndo ser simplesmente conexo.

Exemplo 3.17. A reuniao X = S™ U S™ de duas esferas de dimensoes n,m > 1,
com um ponto p em comum, é simplesmente conexa.

Demonstracao: Tome z € S"\ {p} ey € S\ {p}. Escreva U = X \ {z} e
V = X\ {y}. Ambos U e V sao abertos em X, porque {z} e {y} sdo fechados.
Além disso, U e V sao simplesmente conexos, tendo em vista o fato das inclusoes
de S™ em U e de S™ em V serem equivaléncias homotépicas. Por conseguinte, o
Corolario 3.11 garante que X = U UV é simplesmente conexo. (c.q.d)

Definigao 3.18. Seja (S\)aer uma familia de espagos tais que Sy é homeomorfo a
S, para todo A € L. Suponha que xy € Sy € ponto base de X, para cada \ € L.
O buqué X dos circulos Sy ¢ definido como sendo o quociente da reuniao disjunta
e Sy pela relagdo de equivaléncia que identifica os pontos base de cada Sy, isso
€, x5 € equivalente a x,, para quaisquer A, jn € L.

Em virtude da definicao acima, vé-se que a topologia de X coincide com a topo-
logia fraca no conjunto (Sy)xez, dos circulos considerados. Noutras palavras, tem-se
A C X aberto em X se, e somente se, AN .S, é aberto em S, para todo \ € L.
Como cada circulo Sy é um espago de Hausdorff e a aplicacao ¢ : X — {z}, em que
x ¢é a classe de equivaléncia dos pontos bases dos circulos Sy, é fechada, segue que
X também é um espaco de Hausdorff, vide Apéndice.

Teorema 3.19. Seja X o buqué dos circulos (Sy)xer, sendo p o ponto comum entre
todos eles. Entao m (X,p) é um grupo livre com um gerador para cada circulo, a
saber, w1 (X, p) € isomorfo ao produto livre de |L| cdpias de 7.
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Demonstracao: Cada um dos circulos Sy possui uma vizinhanga aberta contratil
Vy do seu ponto base ) (por exemplo, um semicirculo contendo tal ponto). Dado
A € L, seja Uy a reuniao de S, com todos os V,, para p # A. Coloquemos C
como sendo a colecao de todos os U, e de intersegoes finitas entre eles, os quais sao
evidentemente todos conjuntos abertos e conexos por caminhos. Pelo Teorema de
Van-Kampen, segue que 71(X) é o colimite do diagrama m;|C. Acontece que a in-
tersecao de dois ou mais dos Uy é um conjunto contratil, pois consistem em arcos de
circulos, os quais sao homeomorfos a intervalos abertos da reta, que sao contrateis.
Dessa forma, tais intersecoes nao exercem contribuicao alguma ao grupo fundamen-
tal de X. No fim das contas, isso significa que m1(X) é gerado pelas imagens dos
m(Sy), cada um dos quais ¢ isomorfo a Z. (c.q.d)

Exemplo 3.20 (O Grupo Fundamental de uma Superficie Compacta). Uma 2-
Variedade (ou Variedade Topolégica de dimensao 2) consiste em um espago to-
polégico de Hausdorff, com base enumeravel e localmente homeomorfo ao plano R2.
Chamaremos uma 2-Variedade simplesmente de uma superficie. Calcularemos agora
o grupo fundamental de uma superficie compacta.

Para isso, convém lembrar que toda superficie compacta pode ser vista como
o quociente de um poligono por uma relacao de equivaléncia que identifica, dois a
dois, os lados desse poligono. Isso nao sera demonstrado aqui, mas o leitor podera
encontrar uma boa discussao acerca do assunto em [4] ou [5].

O género g de uma superficie compacta M consiste, grasso modo, no nimero de
"buracos’ ou ’algas’ contidas em M. Quqando M é orientavel, tal nimero fica bem
definido pela relagdo g = (2 — x(M))/2, em que x(M) é a caracteristica de Euler de
M, isto é, dada qualquer triangularizacao de M com V vértices, A arestas e I faces,
tem-se x(M) =V — A+ F. Ambos, género e caracteristica de Euler, sdo invariantes
topoldgicos.

A maneira de se identificar os lados de um poligono a fim de se obter uma
superficie compacta é chamada um esquema de identificacao. Existem 3 maneiras
de fazer tal identificacdo, ou seja, existem (exatamente) 3 tipos de esquemas de
identificacao possiveis. O primeiro refere-se a superficie orientavel de género zero
(portanto homeomorfa & esfera S?). Esse é o caso mais simples, em que o poligono
possui 2 lados, os quais colam-se um no outro (veja a figura abaixo).

Outro tipo de esquema diz respeito a uma superficie compacta orientavel de
género g > 1. Faz-se o seguinte: tomamos um poligono de 4¢g lados, digamos
ai, by, ag, ba, ..., a4, b,. Pensemos nesses lados orientados (basta tomar caminhos que
os parametrizam) por setas, de modo que ao percorrer os lados desse poligono no sen-
tido hordrio, a ordem dessas setas nos fornece uma palavra w = a;bya; 'b; " . .. agbgay, b,
Tal w corresponderd a um caminho fechado na superficie (o quociente).

Finalmente, o esquema de tipo 3 nos fornece, passando-se ao quociente, uma
superficie nao orientavel de género g = h—1. O poligono deve ter 2h lados, os quais
indicaremos por ¢, ¢q, Ca, Ca, . . ., Cp, Cp. A orientacao desses lados deve percorrer todo
o poligono no sentido horario. Noutras palavras, ao orientar cada lado por uma seta,
o sentido das setas ao se percorrer o contorno do poligono no sentido horério deve
coincidir com o sentido do percurso. Por conseguinte, a palavra v = cc3- - - c2 é um
caminho fechado na superficie.

Como w e 7, definidos acima, sao homotdpicas a constantes nos poligonos a elas
considerados, devem ser também homotdpicos no quociente, ou seja, na superficie.

Seja p: P — S a aplicagao quociente de um poligono P em uma superficie S. O
bordo de P é transformado por p num buqué de circulos (cujo grupo fundamental
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pode ser calculado, vide Teorema 3.5) em S. Para uma superficie orientavel de
género g > 1, o nimero de circulos desse buqué é, evidentemente, igual a 2g. Se,
porém, S for nao orientavel, o buqué sera formado por h = g + 1 circulos. Além
disso, p transforma homeomorficamente o interior de P sobre o complementar desse
buqueé na superficie.

ay

by by

b2 by

> »-

a a a2

Toro Garrafa de Klein Bitoro

Tendo em vista essas consideragoes, estamos prontos para determinar o grupo
fundamental de uma superficie compacta arbitraria. Isso sera feito no que se segue.

Teorema 3.21. O grupo fundamental de uma superficie compacta orientdvel de
género g > 1 possui 2g geradores oy, B, a2, B2, . .., &, By, com a propriedade de que
aBrag Bt - ozgﬁgoglﬁg_l = 1. O grupo fundamental de uma superficie compacta
nao orientavel de género g possui h = g + 1 geradores 1,72, ...,Yn € uma unica
relagdo vivs -4 = 1.

Demonstragao: Segue imediatamente do teorema anterior e das consideragoes
acima. (c.q.d)

Exemplo 3.22 (Grupo Fundamental da Garrafa de Klein). Lembremos que a Gar-
rafa de Klein K é o espaco quociente do quadrado I? pela relacdo de equivaléncia
que identifica os lados de I? segundo o esquema dado na figura acima.

Sendo K nao orientavel, segue-se, do teorema acima, que o grupo fundamental
da garrafa de Klein possui dois geradores a e b, os quais cumprem a?b? = 1.
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Capitulo 4

Espacos de Recobrimento

4.1 Definicao e Exemplos

A ideia central para o calculo do grupo fundamental do circulo é olhar para
homotopias em S! como homotopias em R, e a partir dessas obter informacoes sobre
aquelas. Sobre certas condigoes, esse truque pode ser generalizado. Isto é: para se
calcular o grupo fundamental de um espaco X, vamos considerar as homotopias em
X como sendo homotopias em um espaco maior X D X, chamado um espaco de
recobrimento de X.

Na realidade, a teoria de espacos de recobrimento mostra-se relevante nao so6
em topologia, mas também em geometria diferencial, andlise complexa e a teoria
dos grupos de Lie. A razao principal pela qual ha interesse em estudarmos esse
topico é que o grupo fundamental, aliado as ideias de recobrimento, permite que se
dé uma resposta algébrica ao problema topoldgico de saber se uma fungao continua
f X — Y admite um levantamento f X Y.

Nem todo espago X admite um recobrimento conexo por caminhos, nogao que
definiremos a seguir. Entretanto, é possivel estabelecer condigoes suficientes (e ne-
cessarias) para garantir a existéncia de recobrimentos. Isso sera feito no final do
capitulo. Indicamos, ao leitor que queira complementar tais resultados, as obras de
[12], [2] e [1].

Definiciao 4.1. Uma funcio continua p : X — X chama-se uma aplicacio de

recobrimento quando todo ponto x € X pertence a uma vizinhanca V, C X cuja

imagem inversa por p € a reunido disjunta p~(V,) = U U, de uma familia de
acl

abertos com a propriedade de que p|U, : Uy — V. é um homeomorfismo, para todo

a € L. Cada uma dessas vizinhangas V,; chama-se uma vizinhanga distinguida de
x. O conjunto X € dito a base do recobrimento p e o conjunto X diz-se um espaco
de recobrimento de X.

Observagao: Tanto X quanto p serao chamados de recobrimento, sem maiores
comentarios. Uma afirmacao mais precisa seria dizer que um recobrimento de X é

um par (p; X), em que p : X — X é uma aplicagao de recobrimento. Toda aplica¢ao
de recobrimento é sobrejetiva, por defini¢ao.

Exemplo 4.2. Todo recobrimento é um homeomorfismo local. Com efeito, a ima-
gem por p de cada ponto & € X pertence a uma vizinhanca distinguida V, cuja
imagem inversa por p ¢ a reuniao disjunta de abertos disjuntos U,, a € L, os quais
se aplicam homeomorficamente por p sobre V. Um desses abertos, digamos Uy, deve

54



conter o ponto Z. Entao Uy é uma vizinhanga de 7 tal que p|Uy é um homeomorfismo
sobre V.

Nao vale a reciproca, isto é, nem todo homeomorfismo local é um recobrimento.
Basta tomar um homeomorfismo local que nao seja sobrejetivo (ver Exemplo 27
na pdgina 89 do Apéndice). Mais diretamente, seja p : (0,2) — S!' a fungao
p(t) = (cos2mt;sen2nt). Como p é uma restricdo de um homeomorfismo local
a um conjunto aberto, entdo p é homeomorfismo local (sobrejetor). Entretanto,
p(1) € S* ndo possui vizinhancas distinguidas, como se vé facilmente. Portanto, p
nao é recobrimento.

Exemplo 4.3. A aplicagao exponencial 1) : R — St ¢(t) = e = (cos(t);sen(t))

¢ um recobrimento. De fato, dado qualquer y € S!, vamos mostrar que existe

uma vizinhanga distinguida V' de y. Basta tomar V = S\ {—y}, notando-se que
[e.e]

pY(V) = U (t—(2n+1)m;t4+(2n+1)7m), em que ¢t € R é qualquer ponto para o qual
n=0

Y(t) = y. Evidentemente, para cadan > 0, arestricao f|((t—(2n+1)m;t+(2n+1)m)

é um homeomorfismo sobre V.

Exemplo 4.4. Para qualquer espaco X, a funcao identidade idy : X — X é,
evidentemente, uma aplicacao de recobrimento. Segue que todo espaco é um reco-
brimento de si mesmo. Dai, o produto de um espaco X por um espaco discreto D
¢ um recobrimento de X cuja cardinalidade de cada vizinhanca distinguida é igual
a cardinalidade de D.

Sep: X - Xeq:Y — Y sio recobrimentos, entdo a funcao p x q : XxY >
X x Y dada por (p X q)(%;9) = (p(Z); q(7) é uma aplicagdo de recobrimento. Com
efeito, dado (z;y) € X x Y, podemos tomar vizinhangas distinguidas de U C X e
V CY de x ey, respectivamente. Tem-se

px) UxV)=JUsx | JVe= |J UaxVs

o€l BeJ (a;8)eLxJ

Evidentemente, essa unido ¢ disjunta e, para todo (o; ) € L x J, (p x q)[(Uy X V3)
¢ um homeomorfismo sobre U x V. Segue que U x V' é uma vizinhanca distinguida
de (z;y).

Em particular, o toro S* x St é recoberto pelo plano R x R e pelo cilindro S* x R.
Todo homeomorfismo é um recobrimento.

Exemplo 4.5. Sejan € N. A aplicacdo p : S — S! dada por p(z) = 2" (novamente,
pensamos em S como o grupo dos nimeros complexos de médulo 1) é uma aplicagio
de recobrimento. Com efeito, p é evidentemente continua e sobrejetiva. Além disso,
dado z = € € S', sabemos que as raizes n-ésimas de x constituem o conjunto
{e@rikt0)/n. | c 10,1,...,n—1}}. Dado k € {0,1,...,n— 1}, seja 2z, = e®mik+0)/n,
Escolha § > 0 tao pequeno que B(z,d) N B(z,0) = &, sempre que k # [, e tal
que p|(B(zg,0)) é um homeomorfismo, para todo k. Pondo B, = B(zy,d), defina
V=Ff(Bo)Nf(B1)N---N f(Bn-1), a qual ¢ uma vizinhanca distinguida de x.

Exemplo 4.6. Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo discreto normal de
G. A projegdo 7 : G — G/H um recobrimento. De fato, a topologia quociente em
G/H garante que U C G/H é aberto se, e somente se, 71 (U) é aberto em G. Em
particular, dado um subconjunto V' C G aberto em G, tem-se 7! (7 (V)) = U h-V,

heH
ou seja, 7 (m(V)) é uma reuniao de abertos em G (veja Teorema 29 na pdgina 90
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do Apéndice), ou ainda, 7=(7(V)) é aberto em G, o que nos garante que 7(V) é
aberto em G/H. Isso significa que 7 é uma aplicagdo aberta.

Sendo H discreto, existe uma vizinhanca aberta W da unidade e € G tal que
WnNH = {e}. Oitem (2) do Teorema 29 na pagina 90 do Apéndice garante, entao,
a existéncia de uma vizinhanga V' da unidade tal que V -V C W (a qual pode ser
tomada simétrica, isto é, com V = V1), Assim, para qualquer g € G, o conjunto
7(g - V) é uma vizinhanga aberta de 7(g) e, além disso, obtém-se a decomposic¢ao
T (x(g) = J V- gh

heH
Mostremos que tal reuniao é disjunta. De fato, se v,v" € V e h,h' € H sao tais

que vgh = v'gh’, entao v~ (v') = gh(h')"lg7' €e V"'V N H = {e}, donde v = v’ e
h = k', como queriamos.

E claro também que 7|(V - gh) é um homeomorfismo sobre 7(g - V), para todo
h € H. Segue-se que 7(g-V') é uma vizinhanga distinguida de 7(g). Por conseguinte,
7w é uma aplicacao de recobrimento.

Exemplo 4.7. Todo recobrimento é uma funcao quociente. Com efeito, todo re-
cobrimento é um homeomorfismo local sobrejetivo. Assim, pelo Teorema 24 na
pagina 89 do Apéndice, segue o resultado.

Definicdo 4.8. Seja p : X — X recobrimento. Para cada x € X, a imagem inversa
p'({x}) chama-se a fibra sobre . A cardinalidade de p~'(x) diz-se o ntiimero de
folhas da fibra sobre x.

Exemplo 4.9. Cada fibra p~*(w) do recobrimento p : S — S* (veja Exemplo 4.5),
dado por p(z) = 2™, possui n folhas, a saber, as raizes n-ésimas de w.

Quanto ao recobrimento ¢ : G — G/H, dado no Exemplo 4.6, vé-se que a fibra
de cada ponto gH € G/H coincide precisamente com a ordem de H.

Proposicao 4.10. Se X ¢ conexo e p : X — X ¢ um recobrimento, entio todas as
fibras p~t(z) possuem o mesmo nimero de folhas.

Demonstragao: Para todos os pontos z,y de uma vizinhanga distinguida V', o
nimero de folhas da fibra sobre x é igual ao ntimero de folhas da fibra sobre y. Isso
significa que o conjunto dos pontos x de X cuja fibra sobre x possui um nimero
cardinal dado é aberto em X. Além disso, X é a uniao disjunta desses abertos
disjuntos nos quais o numero de folhas de cada fibra sobre cada um de seus pontos
é constante. Mas X é conexo, logo s6 pode existir um desses abertos. (c.q.d)

Motivados pela proposicao anterior, diremos que um recobrimento p : X > X ,
com X conexo, ¢ um recobrimento de n folhas quando n = |p~!(z)|, para algum
r e X.

Lembramos que uma aplicagao continua f : X — Y chama-se localmente injetiva
se, para todo x € X, existe uma vizinhanca U, de x, restrita a qual f ¢é injetiva.

Um conjunto X chama-se localmente conexo se, e somente se, dados x € X e
U C X vizinhancga de z, existir uma vizinhanca conexa C' de x tal que C' C U. Intui-
tivamente, isso equivale a dizer que X possui vizinhancas conexas arbitrariamente
pequenas.

Exemplo 4.11. Conexidade local nao implica conexidade e vice-versa. De fato,
todo conjunto discreto com mais de um ponto é localmente conexo, mas nao é
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conexo. Reciprocamente, seja X C R? o conjunto formado pelos eixos coordenados
e as retas verticais da forma (1/n,y), comn € N ey > 0. Tal espago é evidentemente
conexo (por caminhos), mas qualquer vizinhanga suficiente pequena do ponto (0, 1)
¢ desconexa, logo X nao ¢é localmente conexo.

A fim de que X seja localmente conexo, é necessario e suficiente que, para cada
aberto A C X, as componentes conexas de A sejam subconjuntos abertos de X.
Com efeito, suponha X localmente conexo e A C X aberto em X. Seja C' uma
componente conexa de A e tome x € C. Como x € X, existe uma vizinhanca
conexa V de X tal que V C A. Entao V UC' é uma vizinhanga conexa de = contida
em A e contendo C. Pela maximalidade de C, segue que C' =V UC e entao V C C,
donde x é ponto interior, ou seja, C' é aberto.

Reciprocamente, suponha que para todo aberto A C X, as componentes conexas
de A sejam abertas em X. Entao, dados x € X e A C X um aberto contendo z, a
componente conexa C, de x em A é uma vizinhanga aberta (por hipétese) e conexa
de x contida em A, donde X é localmente conexo.

Por conseguinte, num espago localmente conexo, todo ponto z € X possui vizi-
nhancas simultaneamente abertas e conexas, todas arbitrariamente pequenas. Esse
fato sera usado na proposicao que se segue sem maiores comentarios.

Observagao: E claro que se A C X é um aberto em X e z € A, a componente
conexa C, de x em A é um conjunto conexo contido em A e contendo x. No entanto,
isso nao implica X ser localmente conexo (caso contrario todo espago seria local-
mente conexo!), porque C, nao é necessariamente uma vizinhanga de x, ou seja, C,
nao necessariamente contém um aberto que contém x. Portanto, a hipdtese acima
de C, ser aberto é fundamental.

Evidentemente, todo subconjunto aberto de uma vizinhanca distinguida de um
recobrimento p : X — Y é ainda uma vizinhanca distinguida. Portanto, quando X
¢ localmente conexo, podemos tomar as vizinhancas distinguidas todas conexas. O
mesmo vale se X for localmente compacto ou possuir qualquer caracteristica local
em termos de suas vizinhancas.

Proposigao 4.12. Seja X um conjunto localmente conexo. Uma aplicagdao continua
p: X — X éum recobrimento < p|lp~(C) é um recobrimento, para toda componente
conezxa C' de X.

Demonstragao: (=): Seja C' uma componente conexa de X e xz € C. Seja V uma
vizinhanga aberta distinguida de x. Como X é localmente conexo, entao C' é aberto,
logo U = C'NV é um aberto em X que contém z e contido em V. Portanto, U é
uma vizinhanga distinguida de z em p, e em particular, em p|p~!(C).

(«<): Dado z € X, tem-se x € C,, logo existe uma vizinhanga distinguida aberta
U de x em C,, pois p|p~!(C,) é recobrimento. Como C, é aberto em X, entao U
também o é. Dai, U é uma vizinhanca distinguida de z em X. (c.q.d)

4.2 Levantamento de Caminhos e Homotopias

Seja f : X — Y uma funcao continua e seja Z O Y um espaco que contém
Y, isto é, um espaco para o qual existe uma funcao sobrejetiva p : 7 — Y. Um
levantamento de f ao espago Z (relativamente a p) é uma fungao f X — Z tal
que po f = f . O diagrama comutativo abaixo ilustra essa situacao.

o7



~

X Y

As questoes de levantamentos que mais nos interessam sao os problemas de le-
vantamento de caminhos e homotopias. Vejamos, com maior precisao, o que isso
significa.

Definicao 4.13. Seja p : Z — X uma funcdo sobrejetiva. Diz-se que p goza da
propriedade de levantamento de caminhos (plc) se, dado um caminho a : I — X
e um ponto z € Z tal que p(z) = a(0), existe um levantamento a : I — Z de a
comegando em z, isto €, um caminho em Z tal que a(0) = z e poa = a. Caso
cada caminho a possua um unico levantamento a, entao dizemos que p goza da
propriedade tnica do levantamento de caminhos (pluc).

Z

Y

X

Exemplo 4.14. A Proposicao 2.36 na pagina 34 mostra que a aplicacao exponencial
YR — S a(t) = e, goza da pluc. Ressaltamos que nao é coincidéncia o fato de
1 ser uma aplicagao de recobrimento, conforme veremos adiante.

Definicao 4.15. Sejam f : X — Z uma funcao continua e H : X x I —'Y uma
homotopia. Seja p : Z — Y uma fungdo sobrejetiva tal que H(x,0) = (po f)(x),
para cada x € X. Diz-se que uma homotopia H : X x I — Z € um levantamento da

homotopia H relativamente a p se, e somente se, H(x,0) = f(x), para todo x € X
epoH=H.

Mais importante do que propria ideia de levantamento de uma homotopia é o fato
de uma fungao continua possuir a propriedade do levantamento de homotopias (ou
a propriedade do levantamento tinico de homotopias). A defini¢do abaixo esclarece
essa Nogao.

Definicao 4.16. Uma funcdao continua p : Z — Y possui a propriedade do levan-
tamento de homotopias (plh) com respeito ao espago X quando, dadas f : X — Z
fungdo continua e H : X x I —'Y homotopia tais que H(x;0) = (po f)(x), Yz € X,
existe uma homotopia H : X x I — Z que levanta H relativamente a p, ou seja,
existe uma homotopia H tal que H(z,0) = f(x), para todo v € X epo H=H. Se,

para cada H e f escolhidas, o levantamento H for unico, entao diz-se que p goza da
propriedade do levantamento tinico de homotopias (pluh) em relagdo a X.

A situacao anterior é melhor expressa pelo diagrama abaixo. A funcao 1 : X —
X x I é ainclusao i(z) = (z,0).
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Proposicao 4.17. Sep: Y — Z tem a propriedade do levantamento de homotopias
em relagao a X e f,g: X — Y sdao homotopicas, entao f pode ser levantada a Z
se, e somente se, g possui levantamento a Z.

Demonstragao: Seja H : f ~ g homotopia entre f e g. Suponha que f pode ser
levantada a Z por p, ou seja, suponha que exista f : X — Z tal que p o f=.
Como p possui a plh, existe uma homotopia H:X x1— Ztal que H(z,0) = f(z)
e po H= H. Definimos j : X — Z pondo j(z) = H(z,1). Tem-se (po g)(z) =
(po H)(z,1) = H(x,1) = g(x), para todo z € X. Segue que § é um levantamento
de g. Analogamente, se admitirmos que g possui levantamento, conclui-se que f
também possui. (c.q.d)

A proposicao acima significa que, num espaco X que possui a plh, o problema
topoldgico de se procurar levantamentos de fungoes f : X — Y pode ser abordado
em categorias homotopicas. Evidentemente, isso nos conduz a pensar no grupo
fundamental como uma boa ferramenta para abordar essa questao.

Definicao 4.18. Uma func¢ao continua p : Y — Z chama-se uma fibracao quando p
possui a propriedade do levantamento de homotopias em relagcao a qualquer espaco.

Proposicao 4.19. Toda fibragao sobrejetiva possui a propriedade do levantamento
de caminhos.

Demonstragao: Seja p : Y — Z uma fibragao e seja a : [ — Y um caminho.
Seja z € Z um ponto tal que p(z) = a(0). O caminho a pode ser naturalmente
considerado como uma homotopia H : {¢} x I — Y, em que {¢} é um espa(;o—ponto
e H(g;t) = a(t). Além disso, considere a fungao f : {q} — Z definida por f(q) =

Em virtude de p ser uma fibragao, podemos levantar H para uma homotopia H

{q} x I — Z para a qual H(q;0) = f(q) = z e po H = H. Defina, finalmente,
a:I— Z pondo a(t) = H(g;t). Tem-se (poa)(t) = (po H)(q;t) = H(q;t) = a(t) e

a(0) = H(q;0) = z. Portanto @ é um levantamento de a comecando em z. (c.q.d)

Exemplo 4.20. A projecao natural p: X x Y — X é uma fibracao. Além disso,
para cada x € X, o conjunto p~!({z}) = {z} x Y é homeomorfo a Y. Com efeito,
a segunda afirmacao ¢é evidente. O diagrama abaixo ilustra, por sua vez, a primeira

frase. Nele, leia-se B como um conjunto qualquer, ¢+ : B — B X [ a projegao
1(b) = (b,0), H : B x I — X uma homotopia.

B X xY
P 4 p
H
BxI = X



O Teorema a seguir mostra-se extremamente 1util para demonstrar-se proprieda-
des de unicidade de levantamentos.

Teorema 4.21. Sejam Y um conjunto conezo e p : X — X um recobrimento. Se
duas funcoes continuas f,qg:Y — X tais que po f = po g coincidem em um ponto
Yo €Y, entao f = g.

Demonstracao: Seja A = {y € Y; f(y) = g(y)}. Vamos mostrar que A = Y.
Sendo Y conexo e A nao vazio (pois yo € A), basta mostrar que A é aberto e
fechado em Y. Com efeito, seja y € A. Seja U uma vizinhanca distinguida de
z = p(f(y)) = p(g(y)). Tome U a tinica vizinhanca de f(y) = g(y) € X restrita a
qual p é um homeomorfismo. Entao f~1(U) N g~ (U) é um aberto de Y contendo
y. Segue que y é ponto interior de Y, logo Y é aberto.

Agora, tome y € A. Novamente, denotemos por z o ponto p(f(y)) = p(9(y)).
Escolha uma vizinhanga distinguida U de z. Se y ¢ A, entdao devem existir vizi-
nhangas disjuntas Vi 3 f(y) e Vo 3 g(y), pertencentes a uniao p~(U), tais que p|V; e
p|Vz sdo homeomorfismos sobre U. De fato, se fosse Vi = V; entao p(f(y)) = p(g(y))
implicaria f(y) = g(y), pois seriam f(y) e g(y) pontos de V; = Vy e p|V] = p|Vs é, em
particular, injetiva. Isso contradiria a suposigao de que y ¢ A. Logo Vi # V4, o que
implica Vi e V4 serem disjuntas, pois, por defini¢do, p~!(U) é uma unido disjunta.

Em virtude da continuidade de f e g, obtemos uma vizinhanca W C Y de y para
a qual f(W) C Vi eg(W) C V. Mas toda vizinhanga de y € A possui pontos de A,
portanto existe w € W N A, isto é, f(w) = g(w) € V1 NV, = &, um absurdo. Isso
significa que y € A, e dai A = A, donde segue que A é fechado. (c.q.d)

O teorema que se segue exprime a relacao mais importante entre espacos de
recobrimento e levantamento de fungoes continuas.

Teorema 4.22. Todo recobrimento p : X — X € uma fibracado.

Demonstragdo: Sejam p : X — X um recobrimento, f : ¥ — X uma funcio
continua e H : Y x I — X homotopia tal que H(y;0) = (po f)(y), paratodoy € Y.
Da compacidade de I e do fato de p ser um recobrimento, segue que, para todo
ponto y € Y, existe uma vizinhanca V;, > y e pontos 0 =ty < t; < --- <, =1
em [, tais que, para cada i € {1,...,m}, H(V, X [t;_1;t;]) estd inteiramente contido
numa vizinhanca distinguida de X.

Vamos construir uma homotopia H, : V, x I — X que levanta H|(V, x I). Para

isso, vamos definir, indutivamente, fungoes continuas G; : V,, x [t;_1;t;] — X, para

cada i € {1,...,m}, que levantam a restricao de H a V;, x [t;_1,t;]. Com efeito, seja
U C X vizinhanga distinguida que contém H (V}, X [to; t1]). Escreva p='(U) = U Uy,
AEL

em que, para cada A € L, p|ﬁ,\ ¢ um homeomorfismo sobre U. Dado A € L,
defina Uy = f~1(U,). A familia (Uy)rez ¢, assim, uma coleao de abertos disjuntos
que cobrem V, em Y. Basta definir G; como a unica fungao tal que, para cada
A€ L, Gi|Uy = (p|Ux)"" o (H|(Ux X [to,t1])). Tem-se po Gy = H|(V, x [to,t1]) e
G1(y',0) = f(y'), para todo y' € V,.
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Assuma que G;_; estd definida, para 1 < i < m. Seja U’ uma vizinhanca
distinguida contendo H(V, x [t;_1,t]). Se (U’,),es 6 a colecio de abertos disjuntos
de p~1(U’) que se aplicam homeomorficamente sobre U’, para cada pu € J, entao
colocamos U;, = f(U[L), para cada p € J. Novamente, (U},),cs é uma cobertura de
V,. A fungao G; é definida, portanto, de forma que G;|U;, = (p|U},)~" o (H|(U}, x
[ti—1,t:])). Entdo, para cada i, vale que po G; = H|(V, x [ti—1,t:]) e que G;(y',0) =
f(y), para todo y' € V,.

Finalmente, definimos H, : V,, x [ — X pondo H|(V, x [t;_1,;]) = G;, para cada
i €{1,...,m}. Tal H, é um levantamento de H|(V, x I), em virtude da construcio
de cada uma das funcgoes G;.

Dado qualquer outro ponto z € Y, afirmamos que H, e ﬁy coincidem em (V}, x
INN(V, xI). Com efeito, se y' € V, NV, entdo as restri¢oes f[y]~(y’ xI)e H,|(y x1I)
tem como dominio o espago conexo y' X I, tomam valores em X e, além disso, para
todo t € I, tem-se po (H,|(y x I))(y/,t) = H(y',t) = po (H.|(y' x I))(y/,t). Como
H,|(y x D(y,0) = f(y) = H.|(y x I)(¥/,0), a afirmacio segue-se diretamente daf
e do Teorema 4.1.

O pardgrafo acima nos garante, por fim, que a aplicacio H : Y x I — X, dada
por f[|(‘/;, x1)= I—jy, estd bem definida. Tal H é, pois, o levantamento da homotopia
H que buscamos. (c.q.d)

Corolario 4.23. Todo recobrimento goza da propriedade de levantamento de homo-
topias (plh).

Corolario 4.24. Todo recobrimento goza da propriedade do levantamento unico de
caminhos (pluc).

Demonstracao: A existéncia segue do teorema anterior e da Proposigao 4.19. A
unicidade ¢ consequéncia do fato de I ser conexo e do Teorema 4.21. (c.q.d)

Com o intuito de se descobrir situagoes nas quais se tem existéncia de recobri-
mento garantida para fungoes em geral, e nao somente para caminhos ou homotopias,
facamos a seguir um pequeno estudo a respeito das fibras de um recobrimento.

Proposicao 4.25. Seja f : X — Y uma fungao continua localmente injetiva. Entao
f~Yy) € discreto em X, para todoy €Y.

Demonstragao: Por f ser localmente injetiva, todo ponto z € f~*({y}) possui
uma vizinhanga U para a qual f(u) = y < u = 2. Dal, UN f~'({y}) = {z}, ou
seja, = é isolado. (c.q.d)

Corolario 4.26. Se p: X — X € um recobrimento, entio toda fibra sobre x € X é
um conjunto discreto.

Corolario 4.27. Se X ¢é compacto, Y € Hausdorffe f : X — Y € continua local-
mente injetiva, entio [~ ({y}) € finito, para todo y €Y.
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Demonstragao: Sendo Y Hausdorff, deve ser {y} fechado em Y, para todo y € Y.
Da continuidade de f, obtemos que f~'({y}) ¢ fechado no conjunto compacto X,
portanto compacto. Além disso, pela proposicao anterior, segue que f~1({y}) é dis-
creto. Portanto f~!({y}) é compacto e discreto, ou seja, finito. (c.q.d)

Nao vale a volta do corolario acima. Por exemplo, considere a fungao f :
[—1;1] — R, dada por f(z) = |z|. A funcdo f é continua, definida num con-
junto compacto, tomando valores num espago de Hausdorff, e, além disso, f~!({y})
é finito, para cada y € R. Mas f nao é localmente injetiva, porque nao existe
vizinhanga alguma do ponto zero restrita a qual f seja injetiva.

Proposicao 4.28. Seja p : (X, %) — (X, x0) recobrimento. Se )~(~é conexo por
caminhos, entdo quando I percorre a fibra p(xo), a imagem p.(X,Z) descreve
toda a classe de conjugagao de H = p,(m1(X, Zp)).

Demonstragao: Tome a € m; (X 7). Da Proposigao 2.14 na pagina 28, podemos
escrever o = [ébé '], em que [b] € 7y (X, 7) e &: I — X é um caminho comecando
em 7, e terminando em #. Assim, pondo v = [¢], obtém-se p,(a) = vp,([b))7y",
ou seja, p.(m (X,%)) = YHy~'. Reciprocamente, seja G = vH~~! um subgrupo
conjugado de H em (X, xp). Suponha v = [¢]. Considere o levantamento ¢! do
caminho fechado ¢! comecando em #y. Coloquemos 7 = cfl(l) Tem-se po ¢ = ¢,
T € pH(xo), €(0) = Z e &(1) = 7. Esse é exatamente o caso anterior. Segue que

p«(mi(X, 7)) =yHy' = G. (c.q.d)

A proposicao a seguir poderia ter sido enunciada como um corolario do Teorema
4.22 na péagina 60. Optamos por traze-la somente agora, porque sua demonstragao
torna-se mais limpa com o estudo das fibras de um recobrimento, conforme o leitor
percebera no que se segue.

Proposicao 4.29. Sejam p : X — X recobrimento e a,b : I — X caminhos. Se
a = b, entao quaisquer levantamentos a e b que possuem o mesmo ponto inicial sao
homotdpicos, isto €, a = b.

Demonstragao: Escreva a(0) = p(7p) = b(0), para algum 7, € X. Sejam
a, b: I — X levantamentos de a e b, rescpectivamente, comegando no ponto .
Seja H : a = b homotopia entre a e b e H : I x I — X levantamento de H tal
que I:](S,O) — a(z), para todo s € I. Como p(H(0,t)) = H(0,t) = a(0) = b(0) e
p(H(1,t)) = H(1,t) = a(1) = b(1) nio dependem de t € I, entdo H(0,t) = 7, e
f[(l, t) = #; também nao o fazem, pois, em virtude do Corolario 4.26 na pégina 61,
as fibras p~(a(0)) e p~*(a(1)) sdo discretas. O caminho s — H(s,1) em X é, assim,
um levantamento de b comecando em zy. Pelo Corolario 4.24 na pagina 61, p goza
da pluc, logo H(s,1) = b(s) para todo s € I. Portanto H : @ = b. (c.q.d)

As duas proposicoes que se seguem terao devida importancia para o estudo do
problema de determinar quando é que um espaco admite um recobrimento, o qual
sera abordado em sequeéncia.

Proposicao 4.30. Se p: X — X ¢é um recobrimento, com p(Zo) = o, entdo o ho-
momorfismo induzido p, : 7 (X, 5y) — m (X, z0) € injetivo e a imagem p, (m (X, 7)) C
m (X, ) € 0 subgrupo formado pelas classes de homotopias de caminhos fechados
em X, com ponto base em xy, cujos levantamentos a X, comecando em %o, sdo
fechados.
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Demonstracao: Tome o = [a| € ker(p.). Entdo poa = a é homotdpico ao
caminho constante e, isto é, a = e,,. Além disso, a e ez, sao levantamentos de a
e e, comecando em Z, respectivamente. Pela Proposi¢ao 4.29, segue que a = ey, .
Logo, ker(p,) é o grupo trivial e portanto p, é injetivo.

Provemos a segunda afirmacao. Ora, um caminho fechado com base em x(, que
se levanta a um caminho fechado com base em 7y pertence evidentemente a imagem
de p.. Reciprocamente, tome « € p,(m; (X,fo)), digamos a = [a]. Seja b um laco
com base em Zy tal que p.([b]) = [a], ou seja, [p o b] = [a], ou ainda, ' =pob = a.
O levantamento de a’ é o caminho b, o qual é fechado com base em 2. Se a é o
levantamento de a comecando em zj, a Proposicao 4.29 garante que a = b. Em
particular, isso mostra que @ é um lago com base em 7. (c.q.d)

Proposigao 4.31. O nimero de folhas de um recobrimento p : X = X, com
p(Zo) = xo, X e X conexos por caminhos, € igual ao indice da imagem H de p. em
7T1(X, ZE()).

Demonstracgao: Seja a : I — X um caminho fechado com base em zy. Tome
a: I — X levantamento de a comecando em . Toda classe [h] € H é representada
por um caminho da forma h = po h, em que h é fechado com base em 7. Logo,
o caminho A& é um levantamento de ha com ponto final em (1) € p~'(z). Além
disso, se a = b, a Proposicao 4.29 garante que seus levantamentos a e IN), comecando
em @, sio tais que a(1) = b(1). Isso mostra que a correspondéncia ® entre as classes
laterais de H em (X, zq) e a fibra sobre xy, dada por ®[Ha] = a(1), estd bem
definida.

Mostremos que essa associagao é sobrejetora. Com efeito, dado 77 € p~!({x¢}),
tome @ : I — X caminho ligando 7, a #;. Tal caminho é evidentemente um
levantamento, comecando em 7y, de a = p o a, o qual é fechado com base em .
Portanto #; = ®[Ha] e ® é sobrejetora.

Finalmente, suponha ®[Ha| = ®[Hb|, para certos a,b : I — X fechados com
base em xy. Entdo ab~! é fechado com base em z; e levanta-se a um caminho
fechado com base em 7 (a saber, ab™'), ou seja, [ab~'] € H, ou ainda, [Ha] = [Hb].
Isso mostra a injetividade de ®. (c.q.d)

Corolario 4.32. Se X ¢ simplesmente conexo, entio o nimero de folhas de um
recobrimento p : X — X € igual a cardinalidade de m(X).

Exemplo 4.33. Como consequéncia da proposicao anterior, calcularemos o grupo
fundamental do espago projetivo real P™ (para defini¢ao, veja o Exemplo 18 na
pégina 88 do Apéndice). Isso serd feito em dois casos. Para o caso n = 1, note que
P! e S! sao homeomorfos. Com efeito, seja f : S' — S! dada por f(2) = 22 e seja
q: S' — P! a aplicagao candnica. Ora, f é continua e tal que f(z) = f(w) se, e
somente se, z = +x. Portanto, passando-se ao quociente, obtemos uma aplicacao
f: P! — S' continua, bijetora, e tal que foq= f.

g1 4q P!

~|

Sl
Mas P! é compacto e S* é Hausdorff. Logo, pelo Corolario 2 do Apéndice, f é
um isomorfismo. Por conseguinte, tem-se 71 (P') = 7,(S') 2 Z.
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Tome, agora, n > 2. Considere a aplicacao quociente p : S™ — P". Em virtude
do Exemplo 4.6, segue que p é um recobrimento. Da definicao de P", vé-se que p
possui duas folhas. Como n > 2, tem-se S™ simplesmente conexa, logo |m(P")| = 2.
Por conseguinte, m; (P") é isomorfo a Zs.

A Proposicao que se segue mostrar-se-a de grande importancia ao Teorema 4.37
na pagina 65, o qual consiste no resultado central dessa se¢ao. A proposi¢ao anterior
poderia, também, ter sido enunciado como um corolario dessa que se segue.

Proposicao 4.34. Sejam p : X — X um recobrimento e a,b : I — X caminhos
comecando no ponto x e que terminam no ponto y. Se a, b: 1 — X sdo levan-

tamentos de a e b, respectivamente, ambos comegando no mesmo ponto T, entao
a(1) = b(1) se, e somente se, [ab~'] € H = p.(m (X, 7)).

Demonstracgao: Se a(1) = b(1), entdo o caminho ¢ = ab™! é fechado com base em
x. Além disso, ¢ = po ¢, em que ¢ é o levantamento de ¢ comecando em Z. Por
conseguinte, [c] € H. Reciprocamente, suponha [ab™'] € H. Seja ¢ levantamento
de ¢ = ab~! comecando em . Pela Proposicao 4.30, ¢ é fechado, com base em 7.
Defina v,A : I — X pondo y(s) = &(s/2) e A(s) = &1 — 5/2). Tem-se (0) =
é0) = 2 = ¢&(1) = A0), (poy)(s) = p(&(s/2)) = ab~"(s/2) = a(s) e (po A)(s) =
p(c(l —s/2)) = ab (1 —s/2) = b1 (1 — s) = b(s), para todo s € I. Isso significa
que v e A sao levantamentos de a e b, respectivamente, comegando no ponto .
Pela unicidade do levantamento de caminhos, segue que v = a e A = b. Portanto

a(1) = y(1) = &(1/2) = A(1) = b(1). (c.q.d)

Corolario 4.35. Sejam f : (Y,yo) = (X, x0) uma fungio continua e p : (X, 7o) —
(X, xo) um recobrimento. Suponha que f,(m1(Y,y0)) C p.(m (X, 20)). Se a,b: I —
Y sao caminhos ligando yo a y € Y, e se ¢, d: I — X sio os levantamentos de
foa=ce fob=d, respectivamente, ambos come¢ando em Ty, entao é(1) = cz(l)

Demonstracao: Ora, tem-se [cd™!] = [foab™'] € f.(m(Y,50)) C pu(m (X, %)) . O
resultado segue-se da proposi¢ao acima. (c.q.d)

Coroldrio 4.36. Seja p: X — X recobrimento com X simplesmente conezo. Dois
caminhos a,b : I — X de mesmas extremidades xo e x1 sao caminhos homotopicos
se, e somente se, seus levantamentos a e b a partir de um ponto Ty € p_l(aco)
terminam no mesmo ponto.

Demonstragao: Como m1(X) = {0}, tem-se p,(m (X)) = {0}. Dai, e da pro-
posicao anterior, segue que a = b < [ab~'] = €, & [ab™'] € p, (m1(X)), o que ocorre
se, e somente se, a(1) = b(1). (c.q.d)

Mais particularmente, o coroldrio acima mostra que se X é simplesmente conexo,
entao a fim de que um caminho fechado a : I — X seja homotdépico a uma constante,
¢ necessario e suficiente que algum de seus levantamentos seja fechado (e portanto
todos os seus levantamentos sejam fechados).

Nem sempre podemos garantir a existéncia de levantamento de uma funcao f :
Y — X relativamente a um recobrimento p : X — X. Esse é, no entanto, um
assunto de grande interesse a topologia e serd abordado nas linhas que se seguem.
A garantia de tal levantamento s6 é alcancada se estabelecermos duas restri¢oes a
topologia de Y, a saber, a conexidade por caminhos e a conexidade por caminhos
local. Mais precisamente:
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Teorema 4.37. Seja p : X = X recobrimento, com p(To) = zo. Seja Y um espago
conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. A fim de que uma funcdo
continua f :'Y — X, com f(yo) = xo, admita um levantamento f Y = X, com
f(yo) = @, € necessdrio e suficiente que f.(m1(Y,10)) C ps(m (X, %0)).

Demonstracao: A condicao é necesséria porque p o f = f implica p, o f* = f..
Vejamos que é suficiente. Para isso, seja y € Y e a um caminho ligando vy a y
em Y. Entao b = foa ¢ um caminho que comega em zo. Tome b levantamento
de b comegando em 7y. Defina f(y) = b(1). O Coroldrio 4.35 garante-nos que tal
aplicacio f : Y — X estd bem definida. Tem-se (po f)(y) = p(f(y)) = p(b(1)) =
b(1) = f(a(1)) = f(y), ou seja, po f = f. Mostremos que f é continua. Dai,
seguir-se-a que f é um levantamento de f, e o teorema sera demonstrado.

Com efeito, seja U C X uma vizinhanca aberta de f(y). Seja U uma vizinhanca
aberta de f(y) tal que p|U : U — U é um homeomorfismo. Em virtude da continui-
dade de f, existe W vizinhanga conexa por caminhos (Y é localmente conexo por
caminhos) e aberta de y tal que f(W) C V. Fixemos um caminho a ligando y, a
y. Sendo W conexo por caminhos, podemos tomar, para cada w € W, um caminho
ay : I — W ligando y a w. Cada caminho (f oa)(f o a,) tem como levantamento o
caminho (]Tg/a)(f 0 ay), em que f oa, = (p|U) " o foa,. Portanto f(w) € U, isto
é, f(W) C U, donde obtém-se a continuidade de f. (c.q.d)

As duas proposicoes que se seguem sao, em verdade, consequéncias do teorema
acima. Ambas sao essencialmente nao triviais, mas quando estudadas a partir da
teoria de recobrimento, se tornam extremamente simples.

Proposicao 4.38. Toda funcdo continua f : S?* — T? é homotdpica a uma cons-
tante.

Demonstragao: Seja p: R? — T2 = S! x S! o recobrimento p(z,y) = (e, e%). O
teorema acima assegura que f possui um levantamento f S? — R? se, e somente
se, fo(m1(5?)) C pu(m1(R?)). Acontece que S? é simplesmente conexa, logo a imagem
do homomorfismo induzido f, : {0} = m(S?) — m(T?) é o grupo trivial, o qual
estd evidentemente contido em qualquer grupo. Por conseguinte, f admite um
levantamento f : S — R2 Sendo R? um conjunto contratil, segue-se que f. é
homotdépico a uma constante h. Dai, conclui-se que f = po f, é homotdpica a po h,
a qual é uma funcao constante porque h o é. (c.q.d)

RQ

S? T°

f

Mais geralmente (e com a mesma demonstra¢do), mostra-se que toda funcao
continua f : S™ — T™ é homotdpica a uma constante.

Proposigao 4.39. Toda funcao continua f : S™ — S*, com n > 1, é homotdpica a
uma constante.

Demonstragao: Seja ¢ : R — S a aplicagao (de recobrimento) exponencial.
Novamente, a imagem do homomorfismo f, : m(S™) — m(S') = Z é o grupo
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trivial, em virtude de ser S™ simplesmente conexa. Por conseguinte, f admite um
levantamento f : S — R (Teorema 4.37). Por R ser contratil, segue que fé
homotépica a uma constante. Da mesma forma que na proposicao anterior, isso
implica imediatamente f ser homotdpica a uma constante. (c.q.d)

R

Aplicaremos novamente o Teorema 4.37 na pagina 65 para estabelecer condigoes
segundo as quais uma funcao complexa continua admite um ramo de logaritmo.
Lembramos que uma fungao complexa f : U — C definida em um aberto U de C,
diz-se holomorfa em U quando é diferenciavel em todos os pontos de U. Se f é
continua e existe uma funcdo g : U — C \ {0} continua tal que f(z) = 9%, para
todo z € U, entao g chama-se um ramo de log f(z), e diz-se que f admite um ramo
de logaritmo.

Proposicao 4.40. Sejam U C C um aberto conexo e f : U — C continua. A fim
de que exista um ramo de log f(z) € necessdrio e suficiente que o nimero de voltas
que foa: I — C\ {0} dd em torno da origem seja igual a zero, para todo caminho

a:1 — U fechado.

Demonstracgao: Ora, o numero de voltas que f o a dd em torno da origem ¢ igual
a zero se, e somente se, o homomorfismo induzido f, : m(U,ug) — m(C \ {0})
¢ nulo. Considere o recobrimento p : C — C\ {0} dado por p(z) = e*. Como
C ¢é simplesmente conexo, o homomorfismo induzido p, é nulo. Pelo Teorema 4.3,
f admite levantamento relativamente a p se, e somente se, f, = 0. Agora, um
levantamento g de f deve ser da forma g(z) = e/*), para todo z € U, isto é, g é um
ramo de log f(2). O resultado segue-se. (c.q.d)

Corolario 4.41. Se U C C ¢ aberto simplesmente conexo, entao toda fung¢ao
continua f: U — C\ {0} admite um ramo de log f(z).

4.3 Homomorfismos e Transformacoes de Reco-
brimento

Um espaco X pode admitir varios recobrimentos. Como sabemos, o préprio X é
um recobrimento dele proprio. Estudar todos os recobrimentos de um espaco pode
ser, portanto, uma tarefa ardua. Entretanto, muitos desses recobrimentos podem ser
equivalentes, em um sentido que definiremos a seguir. Essa equivaléncia é tomada de
forma mais geral do que simplesmente topoldgica, isto é, dois recobrimentos homeo-
morfos sao equivalentes, mas o contrario pode nao ocorrer. Para tornar mais simples
o entendimento dessas ideias, trataremos dos grupos propriamente descontinuos de
homeomorfismos.

Dado um espago topoldgico X, o conjunto dos homeomorfismos de X em X
consiste em um grupo, munido da operacao de composicao. Qualquer subgrupo G
desse grupo chama-se um grupo de homeomorfismos de X. Para tornar a notagao
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mais consistente, denotaremos a imagem de um ponto x € X pelo homeomorfismo
g: X — X por gz.

Existe uma agao ¢ : X x G — X do grupo G no espago X, definida por ¢(x,g) =
gx. A 6rbita de um ponto x € X mediante tal agao é o conjunto G-x = {gz; g € G},
a qual é a classe de equivaléncia de x segundo a relagao de equivaléncia ~, dada
por x ~ y < y = gx, para algum g € GG. Por conseguinte, dados z,y € X, tem-se
r-G=y-Gouzx-GNy-G=4a.

Definicao 4.42. Um grupo G de homeomorfismos de X chama-se propriamente
descontinuo quando todo ponto x € X possui uma vizinhanc¢a V' tal que, se g,h € G
eg#h, entio g-VNh-V = &. Uma vizinhanga V' desse tipo diz-se uma vizinhanca
conveniente de x.

A agao ¢ definida anteriormente diz-se propriamente descontinua quando G
¢ um grupo propriamente descontinuo.

Equivalentemente, isso significa que para todo g € G, diferente da identidade,
tem-se g - VNV = @. De fato, se essa condicao for satisfeita e g,h € G sao
distintos, entao h~'g # idx, donde segue que h™lg-V NV = & e, por conseguinte,
g-VNh-V=g.

Essa condi¢cao mostra que nenhum homeomorfismo de um grupo propriamente
descontinuo GG possui pontos fixos, exceto a identidade. Isso ocorre se, e somente se,
g # h implicar gx # hx, para todo x € X. Portanto, a agdo ¢ é livre, ou seja, G
age livremente em X.

Exemplo 4.43. Seja « : S™ — S™ a aplicagao antipoda. Entao G = {idgn, o} é um
grupo de homeomorfismos de S™, em virtude de que a? = idg». Tem-se G propria-
mente descontinuo, porque todo ponto z € S™ estd contido em uma vizinhanca V'
contida em um hemisfério, a qual cumpre a- VNV = &.

Denotaremos por X/G o quociente de X pela relacao de equivaléncia ~, cujas
classes sao as orbitas G - x, para cada x € X. Considere a aplicacao canonica
p: X — X/G (a qual é uma aplicacdo quociente). Note que, dado A C X aberto,
tem-se p~1(p(4)) = U g-A. Como g- A é aberto em X/G, para todo g € G, segue

geqG
que p~!(p(A)) é aberto em X, ou seja, p(A) é aberto em X/G, ou ainda, p é uma
aplicagao aberta.

O resultado mais importante acerca dos grupos propriamente descontinuos é
exibido abaixo.

Teorema 4.44. Seja G um grupo de homeomorfismos de X que age livremente num
espaco X. Sao equivalentes:

1) G é propriamente descontinuo.
2) A projecao canonica p: X — X/G é um recobrimento.

3) p: X = X/G ¢ localmente injetiva.

Demonstracao: (2) = (3) é evidente. Se (3) ocorre, toda vizinhanga aberta V'
na qual p é injetiva serd uma vizinhanca conveniente, pois nao contém pontos de
mesma érbita. Logo (3) = (1). Falta mostrar que (1) = (2). Para isso, tome
y = p(x) € X/G e U > x vizinhanga conveniente. Tem-se V' = p(U) aberto, em
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virtude de p ser aberta. Além disso, p~1(V) é a reuniao dos abertos ¢ - U, com
g variando em G, os quais sao disjuntos porque U é conveniente. A restricao de
p a cada um desses abertos g - U € injetiva, logo é um homeomorfismo entre U e
p(g(U)) = p(U) = V. Portanto, V' é uma vizinhanga distinguida de y. (c.q.d)

Obtemos, assim, as bases tedricas essenciais para se estudar os homomorfismos
de recobrimento de um espago X, os quais nos levarao a definicao da equivaléncia
(isomorfismo) entre recobrimentos citada no inicio da discussao, nogoes que serao en-
globadas em uma categoria, cujos objetos sao recobrimentos de X e cujos morfismos
coincidem com tais homomorfismos de recobrimentos que definiremos a seguir.

Definicao 4.45. Sejam p; : X1 — X epy: Xo — X recobrimentos de mesma base.
Uma fun¢io continua f : X; — Xs chama-se um homomorfismo entre X; e X
quando p1 = py o f, ou seja, quando o diagrama abaizo comuta.

X, X
X

Exemplo 4.46. Sejam p : R? =+ T2 e ¢ : S* x R — T recobrimentos do toro, dados
por p(s,t) = (2™ e¥™it) e q(2,t) = (2,€?™). Entdo, a aplicagao f : R? — S! x R,
definida por f(s,t) = (e*™,¢) é um homomorfismo de recobrimentos. Com efeito,

foq=p

Como de praxe, um isomorfismo entre recobrimentos p; e py é um homomor-
fismo f : X = X, que é um homeomorfismo. Um isomorfismo entre recobrimentos
chama-se um automorfismo quando X 1= XQ. Um homomorfismo entre recobrimen-
tos diz-se um endomorfismo quando X; = X,. Evidentemente, todo automorfismo
¢ um endomorfismo.

O conjunto dos recobrimentos de X serd indicado por Rec(X). Tal conjunto
constitui uma categoria Rec(X), cujos morfismos sdo os homomorfismos de recobri-
mentos de X e a composi¢ao de morfismos é a composicao de homomorfismos.

E relevante também estudarmos as propriedades de um recobrimento p : X — X
fixado. Para isso, consideremos o conjunto ¢ (5( |X) dos automorfismos do recobri-
mento p, ao qual associaremos uma estrutura de grupo com a composi¢ao. Os
elementos de G(X|X) sdo, portanto, homeomorfismos f : X — X. Cada um desses
elementos serd chamado uma transformacao de recobrimento.

E conveniente estudar como cada fibra de um recobrimento se comporta por meio
de transformacoes de recobrimento e por meio de homomorfismos de recobrimento.
A fim de fazé-lo, considere p; : X > Xe Do - X, — X recobrimentos de mesma
base e f : X, — X, um homomorfismo. Entao:

1. f aplica cada fibra p; '(x) na fibra p,*(x). Ora, tem-se p; = py o f. Assim, se
pi(y) = x, entdo pa(f(y)) = pi(y) = x, ou seja, f(y) € py' (2).

2. Um endomorfimo f : X — X aplica cada fibra p~'(z) nela prépria.

3. Se f é um isomorfismo, entao f é, para cada x, uma bijecao entre as fibras
—1 —1
pr (z) epy (2).
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4. Uma transformacao de recobrimento consiste, vide itens anteriores, em uma
permutagao entre cada fibra p~(z).

Proposicao 4.47. Sejam p; : Xl — X~e Do :~)~(2 — X recobrimentos, com )~(1
conexo. Se dois homomorfismos f,g : X1 — Xs coincidem em algum ponto 17,
entio f = g.

Demonstragao: Com efeito, as igualdades p; = py o f e p; = py o g significam
que f e g sao levantamentos da funcao continua p; relativamente a py. O resultado
segue-se do Teorema 4.21 na pégina 60. (c.q.d)

Vejamos a relagao entre grupos de automorfismos de um recobrimento e grupos
propriamente descontinuos de homeomorfismos de base conexa.

Proposicao 4.48. Seja G um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos
do espaco conero X. Entdo, G é o grupo de automorfismos do recobrimento p :

X — G/X, isto é, G = G(X|X/G).

Demonstracao: Tome g € G. Entao p(g(z)) = G- gv = G- x = p(z), seja qual for
x € X. Portanto po g = p, ou seja, g € G(X|X/G). Seja, agora, f: X — X uma
transformagao de recobrimento. Fixe zg € X e defina x; = f(x¢). Como zy e x;
pertencem a mesma fibra (pois f é transformacdo de recobrimento), existe g € G
tal que gxo = 1. Da Proposi¢ao 4.47, vem que f = g. Portanto f € G. (c.q.d)

Uma aplicacao direta do resultado acima é o seguinte.

Exemplo 4.49. Os homomorfismos do recobrimento p : R?> — T2 do toro, vide
Exemplo 4.46, s@o as translagoes (s,t) — (s +m,t+n), para m,n € Z.

Teorema 4.50 (Existéncia de homomorfismos). Sejam p : (X,%) = (X,z) eq:
(Y, 9) — (X, z) recobrimentos. Suponha X,Y espagos conezos e localmente conexos
por caminhos. Existe um homomorfismo f : X — Y com f(&) =g se, e somente

se, pu(mi(X, 7)) C pu(m(Y,9)).

Demonstragao: Ora, um homomorfismo f consiste em um levantamento de p
relativamente ao recobrimento ¢. Assim, o resultado decorre imediatamente do
Teorema 4.37 na péagina 65. (c.q.d)

X1 .y
\ /
X
Corolario 4.51. Seja p : X — X wm recobrimento, com X simplesmente conezro e

localmente conexo por caminhos. Se q - Y — X é um recobrimento e Y € conexo,
entao existe um recobrimento f : XY para o qual qo f = p.

Demonstragao: Tome 7 € X e § € 3:/ tais que p(7) = ¢(y). Como X é simples-
mente conexo, segue que {0} = p,(m(X, %)) C ¢.(m(Y,9)). (c.q.d)

Corolario 4.52. Considere as hipdteses do teorema acima. Para o homomorfismo
f: X = Y ser um isomorfismo, é necessdrio e suficiente que p,(m (X, %)) =

pe(mi(Y, ).
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Demonstragao: Nao ha duvidas sobre a necessidade. Vejamos a suficiéncia. Ora,
assumindo a igualdade, o teorema garante-nos a existéncia de um homomorfismo
g:Y — X tal que g(§) = &. Tem-se go f = idg (pois & fica fixo por go f) e
fog=1idY (mesmo argumento). Portanto, f é homeomorfismo (logo isomorfismo
de recobrimentos). (c.q.d)

Corolario 4.53. Seja X um espagco conexo e localmente conexo por caminhos.
Quaisquer dois recobrimentos simplesmente conexos de X sao isomorfos.

Demonstragao: Basta ver que p, (71 (X, %)) = {0} = p.(m (Y, 7)) e usar o corolario
acima. (c.q.d)

Em virtude dos resultados acima, obtém-se que, se X 6 simplesmente conexo e
X é conexo e localmente conexo por caminhos, entdo o recobrimento p : X — X
recobre qualquer outro recobrimento conexo Y do espaco X. Motivados por isso,
consideremos a definicao abaixo.

Definicio 4.54. Um recobrimento p : X — X chama-se universal quando X ¢
simplesmente conezo.

Evidentemente, se X é conexo e localmente conexo por caminhos, entao sé existe
um (a menos de isomorfismos) recobrimento universal de X.

Fagamos uma pausa para um exemplo (classico, como de praxe). Conhecemos
vérios recobrimentos do circulo S*. Mas, no fim das contas, quantos recobrimentos
do circulo existem, a menos de isomorfismo? Ora, o recobrimento nostélgico ¢ : R —
St dado pela aplicagiao exponencial ¥(t) = e tem dominio simplesmente conexo,
logo ¢ o recobrimento universal de S'. Vejamos quantos mais recobrimentos (em
verdade, ndo universais) existem, utilizando-se dos resultados vistos acima.

Exemplo 4.55 (Os recobrimentos de S'). Como m(S') = Z, seus subgrupos sdo da
forma nZ, com n natural (ou igual a zero). A cada um desses subgrupos, corresponde
biunivocamente o recobrimento p, : S' — S, dado por p,(z) = 2" (0 qual é um
recobrimento de n folhas). Quando n = 0, tem-se py = 1 (o recobrimento universal).
Em virtude do Teorema 4.50, qualquer outro recobrimento p : X — S, com X
conexo, deve ser isomorfo a um desses. Logo, os recobrimentos do circulo sao ¢ e
pn (n € N) e portanto o grupo das transformagdes de recobrimentos do circulo é
(conforme ja esperdvamos) isomorfo aos inteiros.

Proposicao 4.56. Seja p : X — X recobrimento, com X conexo por caminhos.
Seja xg € X um ponto. As afirmacgoes abaizo sdo equivalentes:

1) Para algum &4 € p~'(z0), 0 subgrupo p.(m (X, %)) C (X, x0) € normal.

2) Dados &, 29 € p~'(x0), 0s subgrupos p,(m (X, %))) e po(m (X, %)) sio normais e
1GUaLs.

3) Dado a : I — X caminho fechado com base em g, ou todos os levantamentos de
a a partir dos pontos da fibra p~(xq) sao fechados ou nenhum deles é fechado.

Demonstracgao: Em virtude da Proposigao 4.34 na pagina 64, a condigao 3 significa
que [a] € p,(m (X, 2,)) = H ocorre se, e somente se, [a] € p.(m (X, %)). Isso equivale
a dizer que todos os subgrupos p,(m (X, %)) sdo iguais conforme Z varia na fibra
p~!(xp). Pela Proposicao 4.28 na pdgina 62, isso também equivale & normalidade
desses subgrupos (pois variar  na fibra p~'(xg) corresponde a uma conjugacao no
subgrupo H), e portanto (3) < (1). A equivaléncia (1) < (2) é evidente. (c.q.d)
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Definigao 4.57. Um recobrimento p : X — X chama-se regular quando X é conexo
por caminhos e uma das condi¢des acima (e portanto todas) € satisfeita.

Em geral, a regularidade de um recobrimento depende do ponto base xy € X
escolhido inicialmente. Esse problema, no entanto, é resolvido quando X é conexo
por caminhos (vide Proposi¢ao 2.14 na pégina 28).

Exemplo 4.58. Se 7;(X) é abeliano, entdo todo recobrimento p : X = X, com X
conexo por caminhos, é regular. Com efeito, todo subgrupo de um grupo abeliano é
normal. Em particular, o Corolario 2.55 na pagina 40 nos diz que todo recobrimento
conexo por caminhos de um grupo topologico é regular.

Exemplo 4.59. Seja X um conjunto conexo por caminhos. Entao, todo recobri-
mento de duas folhas p : X — X é regular. De fato, todo subgrupo de indice 2 é
normal. Dai, e da Proposicao 4.56, segue o resultado.

As vezes, um recobrimento regular é chamado de recobrimento normal. Vejamos,
agora, a relagdo mais importante entre automorfismos de um recobrimento e sua
regularidade. Isso sera expresso na Proposicao 4.60, a qual utilizar-se-4 do teorema
abaixo (e seus corolarios).

Antes de prosseguir, vamos declarar X conexo e localmente conexo por caminhos,
até o final dessa secao.

Seja p : X — X um recobrimento e z,y € p~'(xg). Pelo Teorema 4.37 na
pégina 65, a existéncia de um endomorfismo f : X — X tal que f(Z) =  equi-
vale a escrever que H = p,(m(X,%)) C p.(m(X,7)) = G. Além disso, f é um
automorfismo se, e somente se, tem-se H = (G. Tendo em vista esse fato, considere
a:

1

Proposicao 4.60. Um recobrimento p: X — X ¢ reqular se, e somente se, dados
dois pontos Ty, 71 € p~*(xg), existe um automorfismo f: X — X com f(zo) = 1.

Demonstragao: Se p é regular, entéo p, (1 (X, o)) = p.(m1 (X, #1)). Pelo Teorema
4.37, isso significa que existe um endomorfismo f : X — X com f (29) = 71. Pelo
Corolario 4.52; segue que f é um isomorfismo. Reciprocamente, a existéncia do
automorfismo f equivale a dizer que p, (m (X, %)) = p. (71 (X, #1)), para quaisquer
To, %1 € p~wm), ou seja, todos os subgrupos p.(m(X,#)) sdo normais e iguais
quando Z percorre a fibra p~!(zg), ou seja, p ¢é regular. (c.q.d)

Noutras palavras, o recobrimento p : X — X é regular se, e somente se, 0 grupo
G(X|X) das transformacoes de recobrimento de p opera transitivamente nas fibras.

Exemplo 4.61. Sejam X um espago conexo por caminhos e G um grupo propri-
amente descontinuo de homeomorfismos de X. Pela Proposicao 4.44 na pagina 67,
segue que a aplicagdo quociente p : X — X/G é uma aplicagdo de recobrimento.
Mostremos que p é regular. De fato, tome zg,x; € X tais que p(zg) = p(x1), ou
seja, 1 = g(xg), para algum g € G. Pela Proposicao 4.44 na pégina 67, G é o grupo
de automorfismos de p, ou seja, g é um automorfismo. Assim, a Proposicao 4.60
assegura que p € regular.

Mostraremos, agora, que, sobre certas hipdteses, vale a reciproca do exemplo
anterior, isto é, todo recobrimento regular pode ser considerado como a aplicacao
quociente sobre o espaco das orbitas de um certo grupo propriamente descontinuo
de homeomorfismos de X.
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Teorema 4.62. Seja p : X — X um recobrimento, com X conexo e X conexo e
localmente conexo por caminhos. Sejam G = G(X|X) enw : X — X /G o recobri-
mento quociente. Se p € reqular, entdo existe um homeomorfismo f : X’/G — X
para o qual o sequinte diagrama € comutativo:

X P X

X/G

Demonstracao: Tome #,§ € X. Entdo p(Z) = p(j) se, e somente se, existe
g € G tal que ¢g(Z) = g. Isso equivale a dizer que G- = G -y, ou seja, 7(Z) = 7(7).
Passando-se ao quociente, obtemos uma aplicacdo continua e bijetora f : X /G — X
tal que f om = p. Sendo p uma aplicagao aberta, segue que f também o é. Por
conseguinte, f é um homeomorfismo. (c.q.d)

Vejamos como a regularidade de um recobrimento facilita o cédlculo de grupos
fundamentais. Para isso, o seguinte resultado é bastante expressivo.

Proposigao 4.63. Sejam X conezxo por caminhos e X conexo e localmente conezo
por caminhos. Seja p : (X, 7o) — (X, x0) um recobrimento. Se H = p.(m (X, Zy) C
m(X,x0), entdo G(X|X) = N(H)/H, onde N(H) € o normalizador de H em
1 (XJ I'())~

Demonstragao: Defina ¢ : N(H) — G(X|X) pondo ¢([a]) = g, em que g : X — X
¢ a transformagao de recobrimento tal que g(%y) = 71, onde 7y = a(0), 77 = a(1) e
a: 1 — X é o levantamento de a a partir de #,. Das proposicdes 4.29 na pagina 62
e 4.47 na péagina 69, segue que ¢ esta bem definida.

Mostremos que @é um homomorfismo. Para isso, tome [a], [b] € N(H) e sejam
b: I — X levantamentos de a e b, respectivamente, comecando em z,. Escreva
1) = 4, e h(1) = & Se g é uma transformacdo de recobrimento que leva 7, a
e h é uma transformagao de recobrimento que leva Zy a &, entao (g o h)(zy) =
h(zo)) = g(&). Além disso, note que a(gob) é um levantamento de ab comecando
Zo. Tem-se, também, (a(gob))(1) = (gob)(1) = g(b(1)) = ¢g(Z). Por conseguinte,
[ab]) = g 0 h = o([a]) o p([8])- )

Dado f € G(X|X), coloquemos #; = f(2p). Seja @ : I — X um caminho
ligando 7y a ;. Entdao a = p o a é um caminho fechado em X com base em x.
Além disso, sendo f um automorfismo, deve-se ter H = [a|~*H[a] (vide Proposigao
4.28 na pagina 62 e Proposicao 4.50), ou seja, [a] € N(H). Portanto, ¢([a]) = f.

Finalmente, note que ¢([a]) = idy < a(l) = @y < [a] € H. Isso significa que

H ¢é o nicleo de ¢. Pelo Teorema do Isomorfismo para grupos, segue o resultado.

(c.q.d)

Corolario 4.64. Considere as hipdteses do teorema. Se o recobrimento p € regular,
entdo G(X|X) = m(X,z0)/H.

Qv

(

13

39

—~

'

De fato, p regular significa que H é normal, logo N(H) = (X, x).

Coroldrio 4.65. Sep: X — X € o recobrimento universal de X e X ¢ localmente
conezxo por caminhos, entao G(X|X) = m (X, xo)
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4.4 Existéncia e Classificacao dos Espacos de Re-
cobrimento

Passemos ao problema de existéncia e classificacao dos recobrimentos. Mais
precisamente, dado um espago X conexo por caminhos, existem duas perguntas
importantes a serem respondidas, a saber: X possui recobrimento universal? e
quantos recobrimentos X admite, a menos de isomorfismos?

O método segundo o qual responderemos essas perguntas consistir-se-a em as-
sociar a cada recobrimento p de um espaco X conexo por caminhos, o subgrupo
de m(X) dado pela imagem do homomorfismo induzido p,. Tal correspondéncia
chama-se a Correspondéncia de Galois. O nome nao é uma surpresa, pois em ver-

dade, os conceitos envolvidos lembram bastante o Teorema Fundamental da Teoria
de Galois.

Definicao 4.66. Um espagco X diz-se semilocalmente simplesmente conexo quando
todo ponto x € X possui uma vizinhan¢a U C X tal que a inclusao v : m (U, z) —
m (X, x) € trivial.

Noutras palavras, a fim de que X seja semilocalmente simplesmente conexo, é
necessario e suficiente que todo ponto x € X possua uma vizinhanca U tal que todo
caminho fechado em U é homotodpico a uma constante em X.

Exemplo 4.67. Todo conjunto simplesmente conexo ¢ semilocalmente simples-
mente conexo. Em particular, todo conjunto contratil é semilocalmente simples-
mente conexo. A reciproca nao é vélida. O circulo S*, por exemplo, ndo é contratil
mas é localmente simplesmente conexo, pois todo ponto x pertence a um semicirculo,
o qual é um conjunto contratil por ser homeomorfo a um intervalo aberto.

Proposicao 4.68. Se p: X — X ¢é um recobrimento e X ¢é simplesmente conezxo,
entao X € semilocalmente simplesmente conexo.

Demonstragao: Tome x € X. Se U é uma vizinhanca distinguida de x, entao
existe um aberto U C X tal que a restricio de p a U aplica-se homeomorficamente
sobre U. Todo caminho fechado a em U levanta-se, portanto, a um caminho fechado
a em U, o qual deve ser homotdpico a um caminho constante, em virtude de ser
m(X) = {0}. Por conseguinte, o préprio caminho a = p o & deve ser homotépico a
uma constante em X. O resultado segue. (c.q.d)

Nao se deve confundir um espaco localmente simplesmente conexo com um espaco
semilocalmente simplesmente conexo. Todo conjunto localmente simplesmente co-
nexo ¢, evidentemente, semilocalmente simplesmente conexo. Em particular, as
variedades topoldgicas e os poliedros sao localmente simplesmente conexos. Entre-
tanto, a reciproca nao se aplica, conforme nos mostra o exemplo proximo.

Exemplo 4.69. Seja X a reunido, para cada n € N, dos circulos C,, de raio 1/n e
centro (1/n,0). O cone C' de origem O = (0,0) e base X é contrétil, logo semilocal-
mente simplesmente conexo, mas nao é localmente simplesmente conexo, pois nao
h& vizinhanca alguma da origem que seja simplesmente conexa.

O (corolario do) teorema a seguir é a resposta ao problema da existéncia de
recobrimentos universais com base conexa. Em particular, ele estabelece que a
reciproca da Proposicao 4.68 ¢é valida para espacos localmente conexos por caminhos.
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Teorema 4.70. Seja X um espaco conexo, localmente conexo por caminhos e se-
milocalmente simplesmente conezo. Dados xg € X e um subgrupo H C m (X, xo),
existem um recobrimento p : X — X, com X conexo (por caminhos), e um ponto
7o € X tais que p.(m (X, 15)) = H.

Demonstragao: Tome a,b : I — X caminhos comecando em zy. Escreva a ~ b
sempre que a(l) = b(1) e [ab™'] € H. Tal ~ §, evidentemente, uma relagao de
equivaléncia no conjunto Y dos caminhos de X que comecam em zy. A classe
de equivaléncia de um caminho a pela relacdo ~ serd denotada por a. Seja X o
quociente de Y por ~ e defina a aplicacdo p : X — X pondo p(@) = a(l), a qual
estd bem definida em virtude da definigao de ~

Vamos introduzir uma topologia em X segundo a qual p é um recobrimento e X
¢ conexo por caminhos. Consideremos a cole¢ao 8 formada pelos abertos U C X,
conexos por caminhos, e tais que todo caminho em U é homotépico a uma constante
em X. Essa colecao B é uma base de X, em virtude de X ser localmente conexo
por caminhos e semilocalmente simplesmente conexo. Agora, dadosa € X e U € B
com a(1) € U, coloquemos U(a) = {ab;b(I) C U}.

Os conjuntos U(@), quando a varia em Y, formam a base de uma topologia em
X. Com efeito, todo ponto @ € X pertence a U( ), em que U € B contém o ponto
a(1). Além disso, a intersecao U(@) N V(D) contém evidentemente W (ab), em que
W =UnNYV, donde segue a afirmagao.

Com essa topologia em X, a aplicacao p é aberta e continua. De fato, se U é
aberto em X e a é um caminho em U que comega em x, e termina em a(l) € U,
entdao p ' (U) = Upeyrws U(@), donde segue a continuidade de p. O fato de p ser
aberta decorre imediatamente de B ser base de X e p levar termos da base de X
em elementos de ‘B.

Além disso, p|U(@) é uma bijecdo (logo um homeomorfismo) sobre U. Dois
conjuntos da forma U (@) e U(b), com a,b € Y'NU, coincidem ou sdo disjuntos. Como
p~Y(U) é uma reuniao de abertos desse tipo, segue-se que p é um recobrimento.

Dado um caminho a : I — X, de origem x¢, defina a; : I — X pondo a;(s) =
a(st), para cada t € I. Noutras palavras, a; é uma reparametrizagao ao intervalo I
da restrigao a|[0,t]. O levantamento de a com inicio no ponto y = €, ¢ o caminho
a: I — X definido por a(t) = a;. Uma conta bem simples mostra que qualquer
ponto @ € X liga-se a @, por meio do caminho ¢ — a;. Isso implica X ser conexo
por caminhos.

Finalmente, uma classe de homotopia [a] pertence a p, (71 (X, %)) se, e somente
se, a ¢ um caminho fechado, o que ocorre se, e somente se, @ = €,,, ou seja, a € H.
Portanto p, (m (X, 7)) = H e o teorema estd demonstrado. (c.q.d)

Corolario 4.71. Seja X um espaco conexo, localmente conexo por caminhos e se-

milocalmente simplesmente conexo. Entao X admite um recobrimento universal
p: X — X.

Juntando-se o Teorema de Existéncia com os resultados a respeito de homomor-
fismos de recobrimento vistos anteriormente, obtém-se o Teorema de Classificagao
dos Recobrimentos, o qual mostra de que maneira os recobrimentos podem ser clas-
sificados por meio dos subgrupos do grupo fundamental da base.

Teorema 4.72 (Classificagdo). Seja X conexo, localmente conexo por caminhos
e semilocalmente simplesmente conexo. O conjunto das classes de isomorfismo de
recobrimentos conexos por caminhos que preservam ponto-base estao em bijecao com
o conjunto dos subgrupos de m(X,xo). Se ignorarmos os pontos base, tem-se uma
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bijecao entre classes de isomorfismo de recobrimentos conexos por caminhos e classes
de conjugacdo dos subgrupos de w1 (X, xg).

Demonstragao: Para cada recobrimento p : X — X, com X conexo por caminhos,
coloquemos ¢(p) = p, (71 (X, 7)). O Teorema 4.70 ¢ o Coroldrio 4.71 garantem que
¢ ¢é a bijecao referente a primeira afirmacao. A segunda afirmagao segue-se desses
dois resultados acima e da Proposigao 4.28 na pagina 62. (c.q.d)

Exemplo 4.73 (Recobrimento da Garrafa de Klein). Seja K a garrafa de Klein.
J& vimos que G = m;(K) possui dois geradores a e b, os quais satisfazem a relacao
ab = ba~' (veja o esquema de identificagao da garrafa de Klein). Segue que podemos
escrever G = (a,b; abab™' = 1).

Observe que a”V =1 & a* = bY < © = y = 0. Por conseguinte, tem-se
a®t =t S r=yez=w.

Defina H = (a*,b). O recobrimento que corresponde ao subgrupo H consiste
numa superficie S. Seja ¢ : G — H pondo ¢(a) = a* e ¢(b) = b, a qual é
evidentemente sobrejetiva. Entao, ¢ é um homomorfismo de grupos (satisfazendo a
condigao de compatibilidade p(a'ba’b™) = a’a=*bb~! = 1).

Além disso, a observacao feita acima mostra que a*bY € kerp se, e somente se,
x =1y = 0, ou seja,  é injetiva. Por conseguinte, ¢ é um isomorfismo de grupos e
S é homeomorfa a K.

Por outro lado, H nao é normal em G. Com efeito, aba™ = a?b ¢ H. Tsso
significa que H corresponde a um recobrimento nao normal da garrafa de Klein.

4.5 Grafos e Grupos Livres

Mostraremos, agora, uma importante aplicacao do contetido exposto até aqui a
teoria dos grupos. Mais precisamente, provaremos que todo subgrupo de um grupo
livre é ainda um grupo livre. Isso serd feito estudando-se os recobrimentos de certos
tipos de espacos topoldgicos, chamados grafos. Na verdade, os grafos que nos serao
de interesse maior sao aqueles que chamaremos de arvores, mas para se estudar
arvores com certa eficacia convém que nos concentremos nas propriedades gerais
dos grafos, em primeira mao. Vejamos as defini¢oes e os exemplos mais importantes
acerca desses quesitos.

Definicao 4.74. Sejam X um espaco topoldgico Hausdorff e X° C X um con-
Junto discreto e fechado. Diz-se que o par (X, X°) é um grafo se, e somente se, as
condigoes a sequir sao satisfeitas:

1. X\ XY € reunidgo disjunta de subconjuntos abertos a; C X, i € J, cada um dos
quais € homeomorfo ao intervalo (0,1). Tais subconjuntos chamam-se arestas
abertas de (X, X?).

2. A fronteira 0(a;) = @; \ a; € X de cada aresta a;, com i € J, € nao vazia e
possui exatamente um ou exatamente dois pontos. Se 0(a;) possuwir um unico
ponto, entdao a; é homeomorfo a S*. Caso contrdrio, a; é homeomorfo a I =
[0,1]. Os fechos @a; das arestas abertas a; chamam-se arestas fechadas, ou
simplesmente arestas de (X, X?).

3. A topologia de X coincide com a topologia fraca relativamente ao conjunto das
arestas, isto é: um conjunto A C X € aberto (respectivamente fechado) se, e
somente se, ANa; é aberto (respectivamente fechado), para todo i € J.
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Nesse caso, os pontos do conjunto X° chamam-se os vértices do grafo (X, X?).

Como de costume, sempre que ficar implicito qual o conjunto de vértices X° C X
que torna (X, X%) um grafo, escreveremos simplesmente o grafo X em vez do grafo
(X, X9).

A fim de que uma funcao f : X — Y de um grafo X num espaco Y seja continua,
é necessario e suficiente que seja continua a restricao de f ao fecho de cada uma das
arestas de X. Isso segue imediatamente do fato de que X possui a topologia fraca
relativamente as arestas @;.

Exemplo 4.75. Para cada n € N, seja C,, o circulo de centro (1/n,0) e raio (1/n).

Sejam X = U C, a reunido desses circulos ¢ X° = {(0,0)} a origem do plano.

neN
Quando X ¢ considerado como um subespago de R?, o par (X, X°) nao é um grafo.

Com efeito, a condi¢do (3) da definiio acima nao ¢ satisfeita: basta ver que o
conjunto A = {(1/n,0) € R* n € N} nao é fechado em X, porque (0,0) € A\ A,
mas A N C, é fechado, para todo n € N (pois é um ponto).

Exemplo 4.76. Tomando X = R e X? = Z, vé-se imediatamente que (X, X?) é
um grafo, cujas arestas sao os intervalos da forma [n,n + 1], com n € Z.

Exemplo 4.77. Para cada n € N, sejam A, = {(z,y) € R*; z = n} e B, =
{(x,y) € R*; y=n}. Escrevendo C,, = A,UB, e D, = A,NB,, defina X = U C,
neN
e X0 = U D,,. Entao (X, X%) é um grafo. A verificagao ¢ imediata.
neN

Uma das ideias mais importantes inerente ao estudo dos grafos é que as propri-
edades topoldgicas, como compacidade e conexidade, sao facilmente verificaveis. A
proposicao abaixo estabelece uma caracterizacao dos grafos compactos, e o corolario
da Proposicao 4.83 na pagina 77 estabelecerd a caracterizacao dos grafos conexos.

Definigao 4.78. Um grafo (X, X°) chama-se finito quando possui finitos vértices e
arestas.

Definigao 4.79. Um grafo (X, X") diz-se localmente finito quando cada vértice
pertence a um numero finito de arestas.

Proposigao 4.80. Um grafo (X, X°) é compacto se, e somente se, € finito.

Demonstragao: Suponha (X, X°) compacto, Como X é fechado no espago com-
pacto X, tem-se X compacto. Mas X é discreto. Assim, X é compacto e discreto,
portanto finito. Agora, para cada vértice y € X", podemos tomar uma vizinhanca
aberta V,, tal que nenhuma aresta aberta de (X, 2°) esteja contida numa reuniao dos
V, (qualquer reuniao desse tipo é finita em virtude de ser X° finito).

Entéo, da cobertura aberta {V,;y € X°}U{a;;i € J}, em que (a;);es é a cole¢ao
de arestas abertas de X, podemos extrair uma subcobertura finita. Entretanto,
como as arestas abertas sao disjuntas duas a duas e como nenhuma reuniao dos V,,
contém alguma aresta aberta de X, segue-se que todas as arestas abertas devem
pertencer a tal subcobertura. Portanto a prépria cobertura deve ser finita, donde
segue que o conjunto de arestas é finito.

Reciprocamente, se (X, X°) ¢ finito, entdao X = X°U Ua_l- é a reuniao finita de

ieJ
conjuntos compactos. Por conseguinte, X é compacto. (c.q.d)
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Corolario 4.81. Um grafo ¢ localmente finito se, e somente se, € localmente com-
pacto.

Definigao 4.82. Um subgrafo de um grafo (X, X°) é um subpar (A, A°) C (X, X?),
com A° = XN A, que ainda é um grafo tomando-se em A a topologia induzida por
X.

Equivalentemente, a fim de que A C X seja um subgrafo de X ¢é necessério e
suficiente que A seja reuniao de vértices e arestas fechadas de X.
Um vértice z € X° diz-se isolado quando nao pertence ao fecho de aresta alguma.

Proposicao 4.83. Todo ponto x € X de um grafo X possui um sistema fundamental
de vizinhancas contrdteis.

Demonstragao: Isso é evidente se = for ponto interior a alguma aresta (a qual é
contratil por ser homeomorfa a um intervalo da reta, que é contratil) ou um vértice
isolado de X. Consideremos o caso de x ser um vértice nao isolado. Seja U uma
vizinhanca aberta de x. Para cada aresta a contendo x, tem-se U N @ vizinhanca
aberta de z em @. A condicao (2) da definicao de grafo garante-nos a existéncia de
uma vizinhanca V' de x tal que V' Na é uma vizinhanca contratil e aberta em @, com
VNaCUna, e tal que, para toda aresta a’ que nao contém z, tem-se V Na’ = &.
Por definigao, V' é aberto em X. Resta ver que V' é contrétil em X (sabemos apenas
que V' é contratil em @).

Com efeito, para cada aresta a contendo z, o ponto {z} é imagem de uma
deformagao retrétil de V' Na, ou seja, existe ¢, : (VNa)x I — V' Na fungao continua
tal que v, (y,0) =y, pa(y,1) =z e pu(x,t) = z, para todo t € I. Definimos entao,
para cada aresta a contendo z, ¢ : V x I — V pondo ¢|(V Na@) = ¢,, a qual é
continua por construcao. Segue que {z} é imagem uma deformacao retratil de V' e
portanto V' é contratil. (c.q.d)

Corolario 4.84. Todo grafo € localmente conexo por caminhos e semilocalmente
simplesmente conexo.

Corolario 4.85. Um grafo X € conexo se, e somente se, € conexo por caminhos.

Demonstragao: De fato, todo conjunto conexo e localmente conexo é conexo por
caminhos, vide apéndice. (c.q.d)

Em particular, num grafo conexo, quaisquer dois vértices v e w podem ser ligados
por um caminho reduzido de arestas, isto é, um caminho A : I — X tal que A(/) =
aiU---Ua,, com \(0) = v vértice de aj, A(1) = w vértice de @, e, para cada
i € {l,...,n — 1}, a intersegdo @; N @11 = {v;} é um vértice e tem-se v; # v,
para i # j. Noutras palavras, o conjunto {vy,...,v,_1} das interse¢oes de arestas
de indices consecutivos contém n — 1 vértices de X. Tais vértices chamam-se os
vértices intermedidarios de A\. O caminho A pode, entao, ser identificado com a
sequéncia finita (aq,aq,...,a,) de arestas de X, fato que justifica o nome dado
acima.

Tem-se a; # a;, sempre que 7 # j, pois caso contrario um dos vértices seria in-
tersecao de dois pares distintos de arestas consecutivas ou a intersecao delas conteria
mais do que um ponto, a saber, uma aresta toda. Logo, as arestas que identificam
A sdo todas distintas, ou seja, o conjunto {ay,...,a,} é formado por n elementos.
Toda aresta é, evidentemente, um caminho de arestas ligando seu(s) vértice(s). Os
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caminhos constantes serao também considerados caminhos reduzidos de arestas, aos
quais se associa a sequéncia vazia de arestas.

A defini¢ao acima nao é universal. Alguns autores definem um caminho reduzido
de arestas de forma bem mais geral (veja [4]), porém essa ideia nao possui relevancia
ao objetivo que almejamos no momento.

O comprimento de um caminho de arestas A = (aq,...,a,) é o nimero n de co-
ordenadas de X. Caso ) seja constante, diz-se que o comprimento de X é zero. Dados
dois vértices v,w € X, sempre existe um caminho reduzido S\(U,w) = (a1,...,ap)
de arestas com comprimento minimo no conjunto de todos os caminhos reduzidos
de arestas entre v e w.

Se A = (ay,...,a,) ¢ um caminho reduzido de arestas comegando em v e termi-
nando em w, entdo o caminho inverso A~! é ainda um caminho reduzido de arestas,
a saber A™' = (a,,...,a;). Dois caminhos reduzidos de arestas sdo iguais quando
possuem o mesmo comprimento e as arestas que os formam coincidem coordenada
a coordenada.

O caso mais interessante de um grafo conexo é expresso na defini¢ao que se segue.

Defini¢ao 4.86. Um grafo conexo X de arestas (a;);c; chama-se uma arvore quando,
dados dois vértices u,v € X°, existe um tinico caminho reduzido de arestas comegando
em u e terminando em v, isto €, quando X \ a; € desconexo, para todo i € J.

Exemplo 4.87. Todo ponto é uma arvore. Além disso, grafos formados por uma
tnica aresta homeomorfa a I e (R,Z) sao exemplos de arvores. Por outro lado,
qualquer poligono convexo em R? é um grafo (basta tomar seus lados como sendo
as arestas e seus vértices como sendo os vértices do grafo), mas nao é uma arvore,
pois ao retirarmos qualquer aresta dele, ainda é possivel ligar quaisquer dois de seus
vértices por um caminho de arestas. Visto de outra forma, o caminho que percorre
todas as arestas do poligono é um caminho fechado nao constante, o que nao pode
OCOITer numa arvore.

Exemplo 4.88. Uma arvore T nao pode conter arestas homeomorfas a S*, pois uma
aresta desse tipo é um caminho reduzido de arestas que leva um ponto nele préprio,
fato que ocorre também para todos os caminhos constantes. Por conseguinte, todo
grafo que contém (ao menos) uma aresta e possuindo um tnico vértice ndo pode ser
uma arvore, pois nesse caso todas as suas arestas devem ser homeomorfas ao circulo.

A respeito da topologia das arvores, valem as seguintes propriedades.

1. Um subgrafo conexo de uma arvore é uma arvore.

Com efeito, se o conjunto obtido ao retirarmos uma aresta aberta de um
subgrafo conexo de uma arvore T' for ainda conexo, entao, em particular, T
menos essa aresta seria também conexo, o que contradiz o fato de X ser uma
arvore.

2. Numa arvore, quaisquer dois vértices podem ser ligados por um tnico reduzido
caminho de arestas de comprimento minimo. (Evidente).

Um circuito em um grafo X é uma sequéncia finita (aj, as, ..., ax) de arestas
distintas tais que, pondo v;, u; como sendo os vértices de a;, com i € {1,..., k},
tem-se uy = v, e uiyy =v; (1 =1,2,...,n—1).
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3. Um grafo conexo é uma &arvore se, e somente se, nao contém circuitos.

De fato, a reuniao das arestas fechadas de todo circuito em um grafo X é um
subgrafo conexo. Por conseguinte, se X fosse uma arvore, tal reuniao também
o seria. Mas nenhum circuito é uma arvore, pois um circuito ou contém alguma
aresta fechada, ou contém um caminho reduzido de arestas nao constante.

Um vértice num grafo X chama-se livre quando pertence a uma tnica aresta.

4. Toda arvore finita possui algum vértice livre.

Tome uma aresta a; de vértices uy,v;. Se v; nao é livre, deve pertencer a uma
aresta ao de vértices us = v; e v9. Se vy nao é livre, entao pertence a uma
aresta ag de vértices uz = v, e v3. Prosseguindo assim, e tendo em vista que
a arvore ¢é finita, obteremos um vértice livre ou uma aresta a, contendo um
vértice v, que deve coincidir com um dos u; anteriores. Isso nos leva a um
circuito, fato que é impossivel em uma arvore.

A propriedade mais importante das arvores expressa-se abaixo.
Proposicao 4.89. Toda drvore é contrdtil.

Demonstracao: Suponha, primeiro, uma arvore finita. Procederemos por inducgao
no numero n de arestas. O caso n = 1 é evidente. Se a proposicao vale para toda
arvore contendo k arestas, entao seja 1" uma arvore contendo k + 1 arestas. Pelo
item 4 acima, deve existir uma aresta a de vértices u e v, um dos quais (digamos
u) nao pertence a nenhuma outra aresta de 7. Contraindo tal aresta a ao vértice
u e mantendo fixos os demais pontos de T', obtém-se uma deformagcao retratil de T,
a qual nos da uma equivaléncia homotdpica entre 7' e uma subarvore de k arestas,
a qual é contratil, por hipotese de inducao, donde segue que T' é contratil. Isso
demonstra o caso finito.

Suponha agora T arvore infinita. Tome xy € T e considere, para cada v € T,
um caminho v, : I — T comecando em v e terminando em xy. Denotando por
T° o conjunto dos vértices de T, defina H : T° x I — T pondo H(v,t) = ~(t).
Estenderemos H & uma homotopia H : T x I — T entre idy e a aplicacdo constante
x — T, 0 que demonstrara o resultado.

Para isso, tome uma aresta a de X. A reuniao das imagens dos lados do retangulo
a X I esta contida numa subdarvore finita Y de 7. Com efeito, todos os lados de
a X I sao compactos, logo suas imagens por H estao contidas num nimero finito de
arestas, ou seja, numa subarvore finita de T, e a reuniao finita de subarvores finitas é
ainda uma subérvore finita. Como Y é contratil, a aplicacdo H' : d(ax ) — Y dada
por H'(u,t) = v, (t), H (v,t) = v,(t), H(2,0) =z e H'(z,1) = 29 (em que t € |
e u,v € T° é homotdpica a uma constante, logo pode ser estendida a uma funcao
continua H, : ax I — T, em virtude do Teorema 1.28 na pagina 15 (Observacio 01).
Finalmente, obtemos a homotopia desejada H : T x I — T pondo H|(a x I) = H,,
para cada aresta a de T'. (c.q.d)

Definicao 4.90. Seja X um grafo conexo. Uma drvore T’ C X de X diz-se mazimal
se, e somente se, T C T implicar T = T", para qualquer darvore T' C X de X.

Para o proximo teorema, o qual declara-se de extrema importancia ao resultado
que almejamos demonstrar, relembremos o famoso Lema de Zorn, o qual é valido
uma vez aceitado o Axioma da Escolha como verdade.
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Lema 4.91 (Zorn). Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se toda ca-
deia (z;)iey de elementos de X possui uma cota superior, entio X admite elemento
maximal.

Teorema 4.92. Qualquer arvore T C X de um grafo X estd contida em uma drvore
maximal T'.

Demonstragao: O teorema é evidente caso X seja finito, pois nesse caso em X
estd contido um numero finito de arvores. Suponhamos X infinito. Seja (Th)aer
uma cadeia de arvores de X que contém T e ordenada pela inclusao. Mostremos
que T" = U T\ é uma arvore de X contendo T'. Com efeito, T é reuniao de vértices

AeL
e arestas fechadas de X, portanto é um subgrafo de X. Além disso, 7" é conexo e

contém T, porque é uma reuniao de conjuntos conexos, cada um dos quais contém
a arvore 7.

Finalmente, suponha que exista um caminho v = (ay, ..., a,) fechado de arestas
de em T". Para cada i € {1,...,n}, tome \; € L tal que a; C Ty,. Como (Th)xer
é uma cadeia ordenada por inclusao, deve haver ig € {1,...,n} tal que que a; C
Ty, € T),,, paratodoi € {1,...,n}. Por conseguinte, o caminho 7 seria um caminho
fechado de arestas em T), , o que contradiz o fato de T), ser uma drvore. Segue
que tal v nao pode existir e, portanto, 7" é uma arvore. Pelo Lema de Zorn, segue
o resultado. (c.q.d)

Proposigao 4.93. Seja X um grafo e T C X uma drvore. A fim de que T C X
seja maximal, € necessdrio e suficiente que T' contenha todos os vértices de X.

Demonstragao: Necessdrio: Procederemos por absurdo. Se a implicacao for falsa,
entdo existe uma aresta a com um vértice em 7' e o outro em X \T. Ouseja, a € T
Por outro lado, @ U T é ainda uma arvore, a qual contém T propriamente. Isso
contradiz a maximalidade de T'. Por conseguinte, deve ser X° C T..

Suficiente: Se toda aresta de T estiver em X entao 7' = X e nao ha o que
fazer. Caso contrdrio, existe uma aresta a de X tal que a € T. Entretanto, como
os vértices de a estao em T, tem-se 7" = T U a subgrafo conexo de X que contém
um caminho fechado de arestas. Isso significa que 7" nao pode ser uma arvore. Por
conseguinte, nenhum subgrafo de X contendo T" propriamente pode ser uma arvore,
donde segue que T' é maximal. (c.q.d)

Teorema 4.94. Sejam X um grafo conexo e T C X uma drvore maximal de X.
Entao m(X) € um grupo livre no conjunto {a;}ic; das arestas de X \ T

Demonstragao: Sabemos que a projecao p : X — X /T é uma equivaléncia ho-
motdpica, pois T' é contratil (Proposigao 1.48 na pagina 21). Portanto, o quociente
X/T consiste num grafo com um tnico vértice , ou seja, é homeomorfo a um buqué
de circulos, cujo grupo fundamental é livre, gerado pelas imagens dos caminhos
dados por arestas em X \ T, vide terceira aplicacdo do Teorema de Van Kampen.

(c.q.d)
Proposicao 4.95. Todo recobrimento de um grafo é um grafo.

Demonstragao: Seja p : X — X um recobrimento. Ponha X° = p~1(X?). Além
disso, identificando cada aresta fechada @; C X, ¢ € J, com um caminho a; : I — X,

consideremos a colegao (d;);c; dos levantamentos d; dos a;. Tem-se X \ X° = U a;.
ieJ
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Além disso, sendo p um homeomorfismo local, a topologia de X coincide com a
topologia de X vista como um grafo cujo conjunto de vértices ¢ X°, pois ambos
contém os mesmos abertos basicos. Segue-se o resultado. (c.q.d)

Corolario 4.96 (Da demonstragao). Os vértices e as arestas do recobrimento de
um grafo X consistem nos levantamentos dos vértices e das arestas de X.

Existe um invariante topolégico bastante importante em matematica, chamado
a Caracteristica de Fuler. Embora possa ser definido em circunstancias bastante
gerais (em superficies, por exemplo, por meio da integral da curvatura gaussiana ou
nos poliedros, pelo estudo do anel de cohomologia de deRham como sendo a soma
alternada dos numeros de Betti, os quais sao dimensoes de certos espacos vetoriais,
logo invariantes).

Entretanto, definiremos aqui apenas como obter a caracteristica de Euler de um
grafo. Isso nos permitira calcular o nimero de geradores de um subgrupo H de um
grupo livre (o qual demonstraremos ser também um grupo livre) sabendo-se apenas
o numero de geradores do grupo inicial e supondo-se o finito o indice de H. A
definigao se assemelha muito a classica férmula x(P) =V — A + F vista no ensino
médio para poliedros P. Isso nao ocorre a toa: de fato, todo poliedro é homeomorfo
a um grafo plano! Passemos as defini¢oes formais.

Definigao 4.97. Seja X um grafo finito formado por V wvértices e A arestas. O
nimero x(X) =V — A chama-se a Caracteristica de Euler do grafo X.

Teorema 4.98. Se T' é uma drvore finita, entio x(T) = 1.

Demonstracao: Isso é evidente se T possui um unica aresta. Se a proposicao
valer para toda arvore finita com n arestas, entao seja T" uma arvore com n + 1
arestas. Um dos vértices de T deve ser livre, logo deve pertencer a uma tnica aresta
a. Portanto, ao retirar-se de T' o interior de a mais o outro vértice de a, obtém-se
uma subédrvore 7" C T a qual cumpre x(7”) = 1, por hipétese de indugao. Por
outro lado, é claro que x(7") = x(T'), pois para se reobter T" a partir de 7" basta
acrescentar-lhe um vértice e o interior de uma aresta. O resultado segue-se.(c.q.d)

Corolario 4.99. Seja X um grafo conexo finito. Entdo m(X) € livre com 1 — x(X)
geradores.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.94, 7;(X) possui um gerador para cada aresta
de X\ T, em que T é uma &rvore maximal contida em X. Como T possui V — 1
arestas, em que V' é o ntimero de vértices de X (e também de T', pela Proposicao
4.93), entao, o numero de arestas de X \ 7' (e portanto de geradores de m(X)) é
A—(V-1)=1—(V—-A)=1-x(X), sendo A o nimero de arestas de X. (c.q.d)

Corolario 4.100. A Caracteristica de Euler é um invariante homotopico no con-
jgunto dos grafos conexos.

Demonstragao: Se X e Y sao grafos conexos com o mesmo tipo de homotopia,
seus grupos fundamentais sao isomorfos e livres, pelo Teorema 4.94. Por conse-
guinte, possuem o mesmo numero de geradores, donde segue o resultado. (c.q.d)

Obtemos, finalmente, o Teorema mais esperado do capitulo. O leitor percebera
que toda a teoria estabelecida até aqui sera usada nas poucas linhas da demonstracao
abaixo. Assim, embora a demonstracao seja curta, ela envolve um longo tempo de
trabalho e de desenvolvimento logico presente em todo o texto.
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Teorema 4.101. Todo subgrupo de um grupo livre € livre. Além disso, se G € livre
com k geradores e F' é um subgrupo de G com |G : F] =n € N, entao F (¢ livre ¢)
possui 1 — n + nk geradores.

Demonstragao: Seja G um grupo livre. Tome X um grafo tal que 7 (X) =
G (por exemplo, seja X um buqué de circulos cuja cardinalidade coincide com a
cardinalidade da base de GG). Para cada subgrupo F' de G, existe um recobrimento
p: X — X tal que p,(m (X)) = F. Logo, o teorema do isomorfismo garante que
m ()N() >~ [ pois p, ¢ injetivo, pela Proposicdo 4.30 na pagina 62. Mas X é um
grafo. Portanto 7 (X) 2 G é livre, vide Teorema 4.94.

Suponha, agora, que G é livre com k geradores e F' é um subgrupo de G de indice
n € N. Em virtude do Coroldrio 4.99, tem-se x(X) = 1 — k. Seja X o recobrimento

de X que corresponde-se ao subgrupo F. Entao x(X) = n - x(X) = n —nk. Por
conseguinte, F' é um grupo livre com 1 — x(X) = 1 — n + nk geradores. (c.q.d)

Exemplo 4.102. Seja X o algarismo 8 (reuniao de dois circulos com um ponto
em comum). Considere o recobrimento X de X, ilustrado abaixo, vide projecao de
recobrimento p : X — X.

a a a a a
b b b b

Note que p,(m1(X)) = H = {a" b a¥2b” - - - aFnbin; 1,441, = 0} (lembre que
o a imagem de um lago por p, levanta-se a um lago). Mas H é livre, pelo teorema
anterior. Tem-se,assim, H = F,. Por outro lado, m(X) = F, e H C m(X).
Obtemos, dessa forma, o exemplo de um subgrupo livre com infinitos geradores de
um grupo livre com finitos geradores.
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Apeéendice A

Dicionario de Topologia Geral

O pré-requisito mais indispensavel para que se possa introduzir os conceitos da
Topologia Algébrica é, naturalmente, o contetido do qual se ocupa a Topologia Geral.
Essa se destaca por estabelecer restrigoes diretamente a colegao dos conjuntos aber-
tos da topologia a ser abordada. Ora precisa-se garantir a existéncia de um nimero
suficiente de abertos (Axiomas de Separagdo), ora precisa-se garantir que nao exis-
tem abertos demais (axiomas de enumerabilidade/compacidade). Os espagos, aqui,
nao possuem, necessariamente, nenhum tipo de estrutura ou natureza algébrica, e o
método de estudo é provindo da Teoria de Conjuntos.

Tendo em vista que a Topologia Geral estabelece uma linguagem para todos
os outros ramos da Topologia, estabeleceremos, neste capitulo, as defini¢oes e os
Teoremas a respeito do tema que sao mais utilizados no tratamento da Topologia
Algébrica. Alguns deles podem ser apresentados de uma forma um pouco diferente,
dependendo da referéncia utilizada. As demonstracoes, quando houverem, serao
sucintas. As referéncias principais que utilizaremos aqui sao [14] e [9].

Mesmo assim, assumiremos que o leitor ja tenha conhecimento das definicoes
bésicas, tais como as nocoes de Espacos Topoldgicos, funcoes continuas, bases to-
poldgicas, sistemas fundamentais de vizinhancas, conexidade, conexidade por cami-
nhos, compacidade, topologia produto, topologia métrica, dentre outros. Os textos
de [14] e [9] sao boas leituras para acompanhar as ideias abaixo.

Axiomas de Separacao

O Axioma de separacao mais importante consiste, certamente, no Axioma de
Hausdorff. No que pese essa afirmagcao, o teorema que se segue serd utilizado com
frequéncia em aplicagoes futuras.

Teorema 1. A respeito de um espaco topoldgico X, sao equivalentes as sequintes
afirmacgoes:

1. X € um espaco de Hausdorff.
2. A diagonal A = {(x,y) € X x X;x =y} € um subconjunto fechado de X x X.
3. Cada ponto x € X € a intersecao de todas as vizinhancas fechadas de x.

Demonstragao: Suponha que X é de Hausdorff e escreva X' = X x X. Dado
(r,y) € X' com x # y, existem U,V abertos disjuntos tais que x € U e y € V. Em
particular, o fato de U NV = & significa que se (u,v) € U x V, entdo u # y, logo
(u,v) € X'\ A. Portanto (z,y) € U x V C X \ A, o que mostra ser X'\ A aberto
em X’ e por conseguinte, obtemos a implicagao (1) = (2).
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Para mostrar que (2) = (3), tome = € X e suponha que y é um ponto que
pertence a toda vizinhanga fechada de X. Se fosse y # x, entdo (z,y) ¢ A, logo
existiriam abertos U, V disjuntos tais que (z,y) € UxV C X\ A. Assim, X\ V seria
uma vizinhanga fechada de z (pois contém U), mas y ¢ X \ V, uma contradigao.

Finalmente, mostremos que (3) implica (1). Com efeito, sejam x,y € X com
x # y. Entao existe uma vizinhanga fechada F' de x que nao contém vy, pois,
caso contrario y estaria em toda vizinhanca fechada contendo x, ou seja, y seria
um ponto da intersecao U de todas as vizinhancas fechadas contendo x. Mas, por
hipétese, U = {x}, logo seria x = y, um absurdo. Seja U um aberto de X tal que
r €U C FeescrevaV=X\F. Tem-se y € V, o qual é aberto em X e, além disso,
UNV C FNV = @. Portanto X é Hausdorff. (c.q.d)

Teorema 2. Se X ¢ um espaco métrico, entao X € normal e todo ponto de X ¢é
fechado em X. Consequentemente, X € reqular e Hausdorff.

Demonstragao: Se x € X, mostremos que X' = X \ {z} é aberto. Ora, dado
y € X' tem-se d(z,y) = ¢ > 0. Portanto y € B(x,e) C X', ou seja, y é ponto
interior de X'/, donde X’ é aberto. Isso mostra que {x} é fechado e assim todo ponto
de X é fechado. Agora, para mostrar que X é normal, tome F,G C X subconjuntos
fechados, nao vazios e disjuntos. Defina a funcao ¢ : X — [0, 1] pondo

d(z, F)
Plw) = d(z,F) +d(z,G)

Tal ¢ é evidentemente continua. Além disso, p(z) =0se z € F, e p(x) = 1 quando
r€G. Sejam U ={zre€ X; px)<1/2teV ={x e X; p(z)>1/2}. Em virtude
da continuidade de ¢ , os conjuntos U e V sao abertos em X . E claro, também,
que FCU,GCVeUNV =g@. Dali, segue que X é normal. (c.q.d)

A reciproca é falsa. Por exemplo, seja X = I’ o conjunto das funcoes f : [ — I.
Uma sequéncia (f,,)nen de fungoes f, : I — I converge para f : I — I na topologia
produto se, e somente se, converge simplesmente para f. Ora, X é Hausdorff, pois
¢ um produto de espacos de Hausdorff. Além disso, X é compacto, em virtude
do Teorema de Tychonov. Entretanto, X nao é sequencialmente compacto, pois a
sequéncia de fungoes g, : I — I dadas por g,(z) = |sen(n)|, para todo = € I e para
todo n € N, nao admite subsequéncia alguma que seja simplesmente convergente.
Por conseguinte, X nao é metrizavel.

A saber, a fungao ¢ do teorema acima chama-se uma fungao de Urysohn do
par (F,G), e deve-se ao matemdtico russo Pavel Urysohn. O Lema de Urysohn
afirma que todo par (F,G) de subconjuntos fechados disjuntos de um conjunto
normal X possui uma fun¢ao de Urysohn. Mais importante do que isso é o Teorema
de Metrizacao de Urysohn, que afirma que todo espaco de Hausdorff normal, com
base enumeravel, ¢ homeomorfo a um subconjunto do cubo de Hilbert, e portanto
metrizavel. Ambos esses resultados bem poderiam ser incluidos nessas notas, nao
fosse o nosso receio de torna-las infinitas. O leitor encontrara boas demonstragoes
desses resultados em [14], [6] e [9].

Separacao e Compacidade

Espacos compactos que satisfazem algum axioma de separacao se comportam
bem como dominios de fungoes continuas. Vejamos isso e algumas propriedades
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importantes de conjuntos compactos que sao geralmente utilizadas sem maiores co-
mentarios durante o texto.

Teorema 3. A imagem de um compacto por uma funcdo continua € um conjunto
compacto.

Demonstragao: Seja f : X — Y continua e K C X compacto. Seja (Uy)xer
uma cobertura aberta de f(K). Entao (f~1(U,))xer é uma cobertura de K, da qual
tomamos uma subcobertura finita K C U = f~Y(U;) U---U f~4(U,). E claro que
f(K)C f(U)CU,U---UU,. (c.q.d)

Teorema 4 (Bolzano-Weierstrass). Todo subconjunto infinito de um conjunto com-
pacto X possui ponto de acumulagao.

Demonstracao: Seja S C X infinito e suponha que S nao possui ponto de acu-
mulacao em X. Entao, para cada r € X, existe um aberto V, C X, contendo
z, tal que V, \ {z} NS = @. Da cobertura aberta (V,),ex de X, extraimos uma
subcobertura finita, digamos X =V, U--- UV, . Como S intercepta cada um
dos V, em no méximo um ponto, segue que S = X NS = (V,,U---UV, )NS =
Vo, nS)U---U(V,, NS) possui, no maximo, um numero finito de pontos, uma
contradigao. (c.q.d)

Corolario 5. Todo conjunto compacto e discreto € finito.
Teorema 6. Todo subconjunto fechado F de um compacto K é compacto.

Demonstracao. Seja C' = (Uy)xer cobertura aberta de F. Sendo K \ F aberto
em K, segue que {C, K \ F} é uma cobertura aberta de K. Logo, devem existir
A,y Ay € L para os quais K = Uy, U---U,, U (K \ F). Evidentemente, F' C
Uy, U---U,,. (c.q.d)

Teorema 7. Seja X um espaco de Hausdorff. Todo subconjunto compacto K de X
¢ fechado em X.

Demonstragao: Se x € X\ K, entao, para cada y € K, tomemos abertos disjuntos
Uy, V, C X tais que U, contém y e V, contém x. A compacidade de K nos garante
que K ¢ U =U,, U---UU,,. SejaV =V, Nn---NV,,. Como U,,NV,, = &, obtemos
que K e V sao disjuntos, o que implica x € V' C X \ K. Logo X \ K é aberto em
X, ou ainda, K é fechado. (c.q.d)

Corolario 8. Se K ¢ compacto, X ¢ Hausdorff e f : K — X € continua, entao
f € uma aplicacao fechada. Consequentemente, se f for bijetora, entao f € um
homeomorfismo.

Demonstragao: Seja F' C K fechado em K. Do Teorema 6, segue que F' é
compacto. Portanto, f(F) C X é compacto, em virtude do Teorema 3. Finalmente,
o teorema acima garante que f(F) é fechado em X. (c.q.d)

Teorema 9. Todo espaco de Hausdorff compacto é normal.

Demonstragao: Seja K um espaco de Hausdorff compacto. Sejam F, G subcon-
juntos fechados e disjuntos de K. O Teorema 6 garante que F' e G sao compactos.
Fixe x € F arbitrariamente. Agora, para cada y € G, tome U, V. abertos disjuntos
tais que x € U, e y € V7, os quais formam uma cobertura aberta de G, da qual
extraimos uma subcobertura finita G C V;ji U---u Vy’;; Escreva U* = U;l N---N U;k
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eVP=V U---UVy. Tem-se U"NV* =g, x € U e G C V*" Quando z varia
em F, os conjuntos U* formam uma cobertura aberta de F', da qual extraimos uma
subcobertura finita FF C U**U---UU*™. Finalmente, colocamos U = U U---UU*™
eV=Vun...AVen, Eclaro que UNV = &, U contém F e V contém G.(c.q.d)

Corolario 10. Se X ¢é Hausdorff compacto, F C X € fechado em X e A € um
aberto contendo F', entao existe U C X, aberto em X, tal que F C U e U C A.

Demonstracao: Segue diretamente do teorema acima e do Teorema 2. (c.q.d)

Uma ideia importante utilizada em todo o trabalho é o Lema de Lesbegue para
espagos métricos. Para enuncia-lo, considere primeiro uma definicao.

Definigao 4.103. Seja C = (Uy)aer cobertura de um espago métrico X. Diz que
0 > 0 € um numero de Lebesgue da cobertura C' se, e somente se, para todo subespaco
U de X que cumpre diam(U) < 6, existir X € L tal que U C U,.

Evidentemente, se 6 é um nimero de Lebesgue de C, entao todo niimero menor
do que 0 também o é.

Teorema 11 (Lebesgue). Toda cobertura aberta C = (Uy)xer de um espago métrico
compacto K possui um numero de Lebesgue.

Demonstragao. Procederemos por contradicao. Suponha que nenhum niumero
seja um numero de Lebesgue de C'. Entao, para cada n € N, podemos obter um
conjunto S, C K tal que diam(S,) < 1/n e S, € U, , para todo A € L. Dado
n € N, tome z, € 5,. Passando-se a uma subsequéncia, caso necessario, podemos
supor =, — x € K. Seja A € L tal que x € U,. Como U, é aberto em K,
deve existir § > 0 para o qual B(z,0) C U,. Agora, escolha n € N suficientemente
grande, de forma que 1/n < 6/2 e d(z,x,) < /2. Entao, para todo y € S,,, tem-se
d(y,z) < d(y,x,) + d(x,,x) < 1/n+6/2 < 6. Portanto S,, C B(z,d) C Uy, o que
nos déd uma contradi¢ao. (c.q.d)

Corolario 12. Se K € um espago métrico compacto e f : K — M € continua, entao
f € uniformemente continua.

Demonstragao: Tome ¢ > 0. Seja 6 > 0 um ntumero de Lebesgue da cobertura
aberta C = (f1(B(z,€/2))senm de K. Dados z,y € K com d(z,y) < 8, o diametro
do conjunto {z,y} é menor do que d, logo z,y € f~1(B(z,€/2)), para algum z € M.
Por conseguinte f(x), f(y) € B(z,¢/2)), donde segue que d(f(x), f(y)) < e. (c.q.d)

O lema abaixo, conhecido como Lema da Colagem, embora elementar, foi utili-
zado com frequéncia nas demonstragoes, e por isso decidimos inclui-lo neste capitulo.

Teorema 13 (Colagem). Seja f : X — Y wuma fun¢do. Sejam Fy,...,F, C Y
subconjuntos fechados de Y tais que Y = Fy U---UF,. A fim de que [ seja
continua, é necessdrio e suficiente que as restrigoes f; = f|F; sejam continuas, para
todo i € {1,2,... ,n}.

Demonstragao: Que é necessario, nao ha duvidas. Mostremos a suficiéncia. Para
isso, tome qualquer subconjunto F C Y fechado. Deve-se ter f~1(F) = f;*(F) U
- U f7Y(F). Como cada f; é continua, entdo f; *(F) é fechado em X, para todo
i €{1,2...,n}. Portanto f~'(F) ¢ fechado em X. (c.q.d)
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Topologia Quociente e Aplicacoes Quociente

Sejam X um espago topolégico, Y um conjunto qualquer e f : X — Y uma
funcao. Vamos construir uma topologia em Y, da seguinte maneira: diremos que
A C Y ¢é aberto em Y se, e somente se, f~}(A) C X é um aberto de X. Essa
topologia leva o nome de topologia co-induzida por f e X.

Com efeito, [71(@) = e [7H(Y) = X, logo Y e & sdo abertos em Y. Se
(Us)acr é uma familia de abertos de Y, entao a igualdade

f_l <U Ua) = U f_l(Ua)
a€L acl

nos mostra que a uniao desses abertos também é aberto em Y. Finalmente, a
identidade f~Y (U1, N---NU,) = f~HUy) N---N f71(U,) significa que intersegoes
finitas de abertos de Y sao abertos em Y. Portanto a topologia co-induzida em Y
é, de fato, uma topologia em Y.

A topologia co-induzida em Y é, evidentemente, a topologia mais fina em Y que
torna continua a funcao f: X — Y.

Teorema 14. Sejam X e Y espacos topologicos, em que Y possui a topologia co-
induzida pela aplicagao f : X — Y. Para qualquer espago topoldgico Z e para
qualquer funcao g :' Y — Z, tem-se g continua se, e somente se, go f € continua.

Demonstragao: A implicacao (=) é evidente. Reciprocamente, se go f é continua,
entao fH(g 1 (U)) = (go f)~1(U) é aberto em X, sempre que U C Z é aberto em
Z. Como Y tem a topologia co-induzida por f, isso implica g~(U) aberto em Y.
Por conseguinte, g é continua. (c.q.d)

Definicao 15. Uma funcao f : X — Y chama-se uma aplicacao quociente quando
f(X) =Y e, além disso, para qualquer g : Y — Z, com Z espago topoldgico
qualquer, tem-se g continua se, e somente se, go f o for.

Exemplo 16. Todo homeomorfismo f : X — Y é uma aplicacao quociente. Com
efeito, se g : Y — Z é uma funcio, entdo g = (go f) o f7!, e sendo f~! continua
(pois f é homeomorfismo), tem-se g continua sempre que g o f o for.

Nao vale a reciproca desse fato. De fato, se X é um espaco topoldgico qualquer
formado por mais de um ponto e xy € X, entdo a fungao f : X — {x¢} dada por
f(z) = xg, para todo x € X, é uma aplicagdo quociente nao injetiva.

O teorema acima mostra que se X e Y sao espagos topoldgicos e a topologia de
Y é co-induzida por uma aplicacao f : X — Y sobrejetiva, entao f é uma aplicagao
quociente.

Definicao 17. Seja X um espago topologico e ~ uma relacao de equivaléncia em
X. Seja X/~ o quociente de X por ~. A topologia no espaco X/, co-induzida pela
aplicagao candnica ¢ : X — X/, chama-se a topologia quociente em X/ ...

Seja X um espago topoldgico e A C X um subconjunto. Salvo quando dissermos
o contrario, denotaremos X/A como sendo o espago quociente de X pela relagao
de equivaléncia segundo a qual dois pontos de x sao equivalentes se, e somente se,
eles sao iguais ou pertencem a A. Isto é, a relacao que identifica pontos de A. Seja
¢ : X — X/A a projecao canonica. A topologia de X/A, segundo a Defini¢ao
3, consiste em todos os subconjuntos U de X/A tais que ¢~ *(U) é aberto em X.
Sempre que escrevermos X /a dessa forma, estaremos considerando nesse espaco tal
topologia quociente.
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Exemplo 18 (Espaco Projetivo P"). Seja S" C R"™! a esfera de dimensao n.
Seja R a relacao de equivaléncia que em S™ que identifica pontos antipodas, isto
é, xRz’ < x = —2'. O espago quociente S™/R chama-se o espago projetivo n-
dimensional e é indicado por P". Seja ¢ : S™ — P™ a proje¢ao canodnica. Para
cada z € S", tem-se p(z) = {x,—x}. Por definicdo, os abertos de P" sao os
subconjuntos da forma ¢ 1(A), em que A é um aberto de S™. Pode-se demonstrar
que P™ é metrizavel, por meio da métrica d, que associa a cada par p,q € P™, com

p={z,—x} e ¢ ={y, —y}, o mimero real d(p, q) = min{|z — yl, [z + y|}.

Exemplo 19 (O Toro). Sabe-se que o toro T? consiste do espago S x S! com a
topologia produto. Mais geralmente, diz-se que o espago (S1)" = St x ... x St éo
toro n dimensional, o qual denotamos por 7. Estabeleceremos, agora, uma maneira
mais algébrica de se olhar para esse espaco, fazendo uso da topologia quociente.
para cada x,y € R", escrevamos = = y(modZ"™) sempre que z —y € Z". A relacao
= (mod Z™) é uma relagao de equivaléncia em R".

Vamos mostrar que o espago quociente R™/Z™ é homeomorfo a T™. Com efeito,
seja 1 : R — S! a aplicagao exponencial ¥ () = e*™. Além disso, seja 1, : R" —
T™ a aplicagao ¥y (ty,ta, ..., tn) = (V(t1),...,¥(t,)). Se t € R, vé-se facilmente
que ¥|(t,t + 1) é um homeomorfismo. Isso implica imediatamente que, para cada
t=(t1,...,t,) € R" escrevendo-se A(t) = (t1,t1 + 1) X -+ X (tn, t, + 1), a restricao
¥n|A(t) é um homeomorfismo. Seja ¢ : R — R"/Z" a projecao candnica. Defina
@ T" — R"/Z" pondo $(¢,(t)) = ¢(t), a qual faz comutar o diagrama abaixo.

¥n

R™ AL

R" /7"

Teorema 20. Seja X um espaco topologico. Sejam K,L C R™ compactos e seja
¢ : K — L uma aplicacao continua e sobrejetiva. A fim de que uma aplicacao
g : L — X seja continua, € necessario e suficiente que go ¢ : K — X também o
seja.

Demonstragao: Se g for continua, é 6bvio que a composicao g o ¢ também o é.
Logo, a condicao é necessaria. Reciprocamente, tome um subconjunto F C L tal
que ¢~ H(F) C K é fechado em K. Sendo K compacto, ¢! (F) também o é. Segue
que ¢(¢p~1(F)) = F é compacto em L, e portanto fechado. Isso mostra que F C L
é fechado se, e somente se, ¢~ (F') é fechado, ou seja, ¢ é uma aplicagdo quociente
e que a topologia de L é co-induzida por ¢. Assim, se Y C X for fechado em X e
g o ¢ for continua, entdo (go ¢) (V) C K é fechado em K, ou seja, ¢~ (g~ (V)
é fechado em K, donde segue que g~'(Y) C L é fechado em L, e g é continua.
Portanto, a condigao é suficiente. (c.q.d)

Homeomorfismos Locais

Definicao 21. Uma funcao continua f : X — Y chama-se um homeomorfismo local
quando, para cada ponto x € X, existe uma vizinhanga U, C X de x tal que f|U, é
um homeomorfismo sobre sua imagem em Y .
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Como todo homeomorfismo é uma aplicagao aberta, segue que a imagem f(U,)
é sempre aberta em Y.

Teorema 22. Todo homeomorfismo é um homeomorfismo local. Um homeomor-
fismo local f: X —Y é uma aplicagcao aberta.

Demonstracao: A primeira afirmagao é evidente. Provemos a segunda. Com
efeito, seja A C X um aberto de X. Para cada a € A, existe uma vizinhanga U, de
a tal que f|U, é um homeomorfismo sobre f(U,). Portanto f(A) = f(U U,NA) =
acA
f(U (U,NA)) = U f(U,NA). Como U,NACU,e f|U, é homeomorfismo, segue
acA acA
que f(U, N A) é aberto em Y, para todo a € A, logo a uniao U f(U,NA) também

acA
0 é, e entao f é aberta. (c.q.d)

Exemplo 23. Se X é compacto e Y é Hausdorff e conexo, entao todo homeomor-
fismo local f: X — Y é sobrejetivo. De fato, a imagem f(X) C Y é compacto no
espago de Hausdorff Y, logo fechado. Como f é aberta, f(X) é aberto em Y. A
conexidade de Y nos da, finalmente, f(X) =Y.

Teorema 24. Todo homeomorfismo local sobrejetivo f : X — Y € uma aplicagcao
quociente.

Demonstragao: Seja g : Y — Z uma aplicacao tal que go f : X — Z é continua.
Dado A C Z aberto em Z, tem-se (go f)"'(A) = f~1(g7*(A)) aberto em X. Pelo
Teorema acima, f(f (g '(A)) = g~ *(A) é aberto em Y, donde segue que g é
continua. (c.q.d)

Exemplo 25. Todo homeomorfismo local f: X — Y é localmente injetivo. Isto é:
para cada ponto x € X, existe um aberto U, contendo z, restrita ao qual f é injetiva.
A reciproca é falsa. Por exemplo, seja f : [0;27) — S! a fungao f(¢) = (cost;sent),
a qual é claramente injetiva (globalmente). Nenhuma vizinhanga X de zero pode ser
transformada homeomorficamente numa vizinhanca de f(0) em S*, porque a inversa
f|U nunca é continua.

Por outro lado, se f for localmente injetiva e aberta, entao serd homeomorfismo
local.

Exemplo 26. A aplicagao exponencial ¢ : R — S, dada por ¢(¢) = (cost,sent),
¢ um homeomorfismo local. Com efeito, dado = € R, seja U, = (x — m;x + 7). A
restrigao |U, é evidentemente um homeomorfismo sobre f(U,) C S*. Logo, para
cada r € R, U, é uma vizinhanca restrita a qual f aplica-se homeomorficamente
sobre sua imagem.

Exemplo 27. Um homeomorfismo local nao é necessariamente sobrejetivo. Por
exemplo, a aplicagao ¢ : R — R? dada por 9(t) = (cost,sent) ainda é um homeo-
morfismo local, pelo mesmo argumento do exemplo acima.

Grupos Topoldgicos
Definicao 28. Um grupo topolégico consiste de um espago topologico G, munido de
uma estrutura de grupo, tal que as aplicacoes m : G x G — G er : G — G, dadas

por m(g,h) = gh er(x) =z~ sao continuas.
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Evidentemente, a topologia de G x GG considerada acima é a topologia produto.
A funcao m consiste na operagao do grupo GG. Salvo quando mencionada explicita-
mente a operagao de G, o produto m(g, h) de dois elementos g, h € G serd sempre
denotado por gh.

Exemplos de Grupos Topoldgicos.

1.

Todo espaco vetorial normado E é um grupo topoldgico abeliano relativamente
a operagao de adicao (z,y) — x+y. Com efeito, £ é um espaco métrico (logo
topoldgico), com a métrica induzida pela norma |.| de E. A desigualdade
triangular |(z +y) — (' + ¢/')| < |x — 2/| + |y — ¥/, que ocorre para todos os
x,x',y,y € E, mostra que a adicdo em E é uma contracao fraca, portanto
continua. Também r : x — —z é continua, porque |z — y| = |y — x|, para
quaisquer z,y € F, ou seja, r é uma isometria.

. O conjunto dos ntiimeros reais nao nulos e o conjunto dos niimeros complexos

nao nulos, munidos da multiplicacao, sao grupos topologicos. Também ¢é um
grupo topolégico o grupo GL(n) das matrizes n X n reais invertiveis, com a
operacao de multiplicacao de matrizes. A verificacao desses fatos é deixada ao
leitor.

. Todo subgrupo H de um grupo topolégico G é ainda um grupo topoldgico,

munido da topologia induzida. Diz-se entao que H é um subgrupo topolégico
de GG. Em decorréncia disso e do exemplo 2 acima, obtém-se que o conjunto
dos nimeros reais positivos, o circulo S' = {z € C; |z| = 1} e o grupo O(n)
das matrizes reais n X n ortogonais sao (sub)grupos topolégicos.

Se G e H sao grupos topologicos, entao o grupo G x H, considerado com
a multiplicagao (g, h)(¢’,h') = (gg’, hh'), é um grupo topolégico munido da
topologia produto. Com efeito, sao continuas as fungoes coordenadas da mul-
tiplicacao, em virtude do fato de G' e H serem grupos topoldgicos. Portanto
tal multiplicagao é continua. O mesmo argumento mostra que a aplicagao
(z,y) = (z71,y~!) é continua, como querfamos.

. Em virtude dos dois exemplos anteriores, obtém-se que o n-toro T" = S! x

.-+ x 81, 0 espaco euclidiano R" e o cilindro S* x R sao grupos topoldgicos.

Uma vizinhanca de e diz-se simétrica quando V = V1. Nao é dificil construir
vizinhancas simétricas de e: basta ver que se V é vizinhanca de e, entao U = VNV !
serd uma vizinhanga simétrica de e.

Teorema 29. Seja G um grupo topologico. Entao:

(1) As vizinhangas de um ponto x € G sao da forma xV = {zv; v €V}, em que V
¢ uma vizinhanca do elemento neutro e.

(2) Se U é uma vizinhanga do elemento neutro e, existe uma vizinhan¢a V' de e tal

que VV C U.

(3) G € Hausdorff se, e somente se, o elemento neutro e é fechado em G.

(4) Se H € um grupo topoldgico, um homomorfismo f : G — H ¢é continuo se, e
somente se, € continuo no elemento neutro e.
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Demonstragao: (1): Seja V = z7!U. Sendo V a imagem de U pela translagao
a esquerda por 7!, a qual é um homeomorfismo, com e € V, segue que V ¢é uma
vizinhanca de e. E claro que U = (zz™!)U = z(z7'U) = 2 V.

(2): Sejam : G x G — G a multiplicagao do grupo. Entao m ' (U) C G x G
¢ um aberto contendo (e,e). Portanto, existe um aberto V' contendo e tal que
(e,e) € VxV Cm 1 (U), ou seja, m(V x V) CU, ou ainda, VV C U.

(3): E evidente que G Hausdorff implica e ser fechado (veja Teorema 2 na
pégina 84). Reciprocamente, suponha e fechado em G. Tome g € G, com g # e.
Seja V' uma vizinhanga simétrica de e tal que e ¢ gV'. Se h € gV NV, entdao h = gv,
para algum v € V e portanto ¢ = hv™! € V. Mas V é simétrica, logo ¢g~! € V,
donde e € gV, uma contradicao. Por conseguinte, tem-se V N gV = &.

Agora, se u,v € G e u # v, entao e # v~ 'u = w. Pelo caso anterior, existe V
vizinhanga de e tal que V NwV = &. Portanto vV NuV = &, ou seja, vV e uVsao
vizinhangas de u e v que os separam.

(4): Suponha f continua em e € G. Tome g € G. Sejary, : G — G a
multiplicagdo a direita por g, isto é, a fungdo tal que r,(h) = hg, para cada
h € G. Note que r, é um homeomorfismo. Agora, sendo f homomorfismo, tem-se
(forg)(h) = F(hg) = F(R)F(g) = (rsig) 0 )(h), isto &, foly =y 0 f. Como f &
continua em e, segue que 7y o f também o é, e como 7, é homeomorfismo, segue
que f é continua em g = ry(1). (c.q.d)
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Apeéendice B - Algebra

Essas notas de apéndice foram incluidas ao texto com o objetivo de fixar as
notacoes e estabelecer os resultados centrais relacionados a Algebra Moderna que
foram utilizados no trabalho.

Algebra é o estudo de conjuntos e operacoes. Mais precisamente, a fim de ex-
trair propriedades topoldgicas ou geométricas de um certo conjunto, convém estu-
dar as propriedades das operacoes que podem ser definidas nele. Evidentemente,
¢ impossivel demonstrar teoremas nao triviais que valham para qualquer conjunto
munido de qualquer operacao arbitraria. Sendo assim, o algebrista possui a fungao
de estabelecer restricoes a tais operacoes, de forma a considerar apenas aquelas
que satisfagam um nimero minimo de axiomas. Um conjunto munido de operagoes
satisfazendo certos axiomas especificos chama-se uma estrutura algébrica.

Portanto, a Algebra resume-se ao estudo dessas estruturas algébricas e de certos
tipos de funcoes entre elas. De acordo com o numero de operacoes e os tipos de
axiomas que se estude num conjunto, determina-se uma estrutura algébrica diferente.
Entre as estruturas mais tuteis destacam-se os grupos, os modulos, os anéis e as
algebras. A Algebra Linear, disciplina bastante famosa em aplicagoes, e a Anélise
Funcional, por transitividade, podem ser vistas como casos particulares da teoria de
modulos, embora o enfoque da segunda seja extremamente diferente.

Todos os conceitos acima podem ser generalizados numa linguagem algébrica
apropriada, chamada a linguagem categérica, provinda da Teoria de Categorias.
Essa linguagem esta presente em todo o trabalho, e os tépicos mais essenciais e
uteis a respeito dela serao expostos aqui. Para informacgoes mais bem detalhadas,
sugerimos a consulta de [22] e [10]

Categorias e Funtores

A Teoria de Categorias é uma area bastante geral que destaca-se pela elegancia
e pela limpidez dos conceitos apresentados. E uma 4rea de pesquisa que vem cres-
cendo e tende a ganhar cada vez mais espaco entre todas as disciplinas. Isso ocorre
devido ao fato dela determinar uma linguagem que mostra-se 1til em generalizagoes
de qualquer outra teoria. Nao temos pretensao de entrar em muitos detalhes so-
bre o assunto, até porque isso exigira muito tempo e muito espaco livre sobrando.
Admitindo essa maxima, vamos estabelecer, de maneira extremamente objetiva, a
linguagem categoérica e funtorial, que serve de base a todo este trabalho.

Definicao 30. Uma Categoria € uma colecao C' de objetos que satisfazem as se-
guintes condigcoes:

i) dados dois objetos x e y, existe um conjunto Home(x;y), cujos elementos
chamam-se os morfismos de x em y;
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ii) para cada par (f,q) € Homc(x;y) x Home(y; z) de morfismos, existe um
morfismo go f € Home(x;z) chamado a composi¢ao de g e f, sempre que x,y € z
sao objetos de C;

iii) para cada objeto x de C, existe um morfismo id, € Home(z;x), chamado
o morfismo identidade em x, de forma que f oid, = f e id,og = g, sempre que
f € Hom(x;y), g € Hom(y;x) ey é um objeto de X;

i) associatividade da composi¢ao: dados x,y, z e w objetos de C' e f € Home(x;y),
g € Home(y; 2), h € Home(z;w), vale que ho (go f) = (hog)o f.

Observagao: Abusando de notacdo, escrevemos © € C ou x € obj(C) para
indicar que = é um objeto da categoria C. Além disso, denotamos por f : x — y
para indicar que f é um morfismo entre z e y, ou seja, f € Homg(z,y). As vezes,
os morfismos de C' sao chamados as fun¢oes admissiveis de C'.

Exemplos.

1. Declarando-se como objetos os conjuntos e como morfismos as fungoes entre
conjuntos, obtém-se a categoria Sets. A composi¢cao de morfismos é simples-
mente a composicao de fungoes.

2. A colecao cujos objetos sao os espacos topoldgicos e cujos morfismos sao as
funcoes continuas entre dois espacos topoldgicos é uma categoria, chamada ca-
tegoria Top. A composicao de morfismos é a composicao de fungoes continuas.

3. Tomando-se os grupos como sendo objetos e os homomorfismos de grupos
como sendo morfismos, tem-se uma categoria, a qual indicamos por Grp.

4. A colecao dos grupos abelianos e homomorfismos entre grupos abelianos é uma
categoria, que sera indicada por Ab.

5. Se pusermos os anéis como sendo os objetos e os homomorfismos de anéis por
serem os morfismos, obtemos uma categoria. Denotaremos tal categoria por
Ring.

6. Colocando como objetos os anéis com unidade e como morfismos os homomor-
fismos entre anéis com unidade que preservam unidade, obtemos uma categoria
e a denotamos por ring.

7. Seja R um anel com unidade. A categoria dos R- médulos a esquerda e dos
homomorfismo entre R-mdédulos médulos a esquerda é denotada por R — mod.
Analogamente, tem-se a categoria mod — R dos R-mdédulos a direita e homo-
morfismos entre R-mddulos a direita.

8. O produto de duas categorias C' x D ¢ uma categoria cujos objetos sao os
pares (z,y), comz € C' ey € D e Homexp((x,y), (@, y") ={(f, f'); f:x—
¥ e f'iy—y'}. A composigdo de dois morfismos (f, f') : (z,2') — (y,9') e
(9,9") : (y,9y") = (2,2") é o morfimso (go f,g" o f').

9. Todo conjunto X é uma categoria: basta por, para z,y € X com = # y,
Homy (x,y) = @}. Noutras palavras, basta considerar como morfismos apenas
os morfismos identidade. Diz-se, nesse caso, que X é uma categoria discreta.
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Nos exemplos 3 a 7 acima, a composicao de morfismos é simplesmente a com-
posicao usual de homomorfismos de grupos, anéis e modulos.

Definicao 31. Uma subcategoria de uma categoria C' € uma cole¢ao de objetos de C'
e de mosfismos entre objetos de C' que ainda € uma categoria. Uma subcategoria C'
de C' chama-se plena quando Home(x,y) = Home(x,y), para quaisquer z,y € C'.

Exemplo 32. Ab é uma subcategoria plena de grp. Por outro lado, ring nao é uma
subcategoria plena de Ring, porque nem todo morfismo entre anéis com unidade
preserva a unidade.

Definicao 33. Seja C' uma categoria e sejam x,y € C. Um morfismo f :x — vy
chama-se um isomorfismo entre x ey se, e somente se, existe um morfismo g :y — x
tal que fog=1idy ego f =id,.

Exemplo 34. Como ja era de se esperar, isomorfismos de grupos, anéis, R- modulos,
etc, constituem-se em isomorfismos de objetos nas categorias correspondentes Grp,
ring, R —mod, etc. Uma funcéo entre dois conjuntos na categoria Set é um iso-
morfismo se, e somente se, é bijetora.

A maneira com que a teoria de categorias relaciona vérias dreas da matematica se
dé& por meio de associagoes entre categorias. Isto é: a cada objeto de uma categoria
C' faz-se associar um objeto de uma categoria D. A partir dessa associagao, busca-se
descobrir propriedades importantes de C' conhecendo-se D. Trata-se do estudo dos
funtores.

Definicao 35. Sejam C' e D categorias. Um funtor covariante F' : C' — D entre
C e D é uma correspondéncia que associa, a cada objeto x € C', um 1unico objeto
F(z) € D, e a cada morfismo f : x — y um tnico morfismo F(f) : F(z) — F(y),
de forma que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. F(id,) = idp(), para todo x € C;

2. F(fog)=F(f)oF(g), para quaisquer f,g morfismos em C cuja composi¢ao
estiver bem definida.

Exemplos de Funtores.

1. A cada objeto (X,7) € Top fagamos corresponder ao conjunto X € Sets
e a cada funcio continua f : X — Y facamos corresponder a prépria funcio
f € Homges(X,Y). Isso define um funtor entre essas duas categorias, chamado
funtor esquecimento. Em verdade, a associacao acima consiste simplesmente
em esquecer-se da topologia de X que o torna um espago topoldgico e enxerga-
lo s6 como um conjunto.

2. Seja R um anel com unidade e M um R-moédulo a esquerda. Para cada R
modulo a esquerda N, seja F'(N) = Homg(M, N), e para cada homomorfismo
de R-médulos f: N — P, defina F(f) : Homg(M, N) — Hompg(M, P) pondo
F(f)(g) = f og, para cada g € Homg(M, N). Tal correspondéncia define um
funtor covariante F' entre a categoria dos R-mddulos a esquerda e a categoria
dos grupos abelianos.

Com efeito, para todo N € R-mod, o conjunto Hompg(M, N) é um grupo
abeliano com a operacgao que faz corresponder, a cada par ¢, : M — N de
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homomorfismos de R-moédulos, o homomorfismo ¢ 4+ ¢ : M — N dado por
(p+vY)(a) = ¢(a) + ¢¥(a), em que + é a operagao interna do R-médulo N.
A verificacao de que ¢ + ¥ é um homomorfismo de R-médulos é imediata.
Além disso, a justificativa para que Hompg(M, N) munido da operagao acima
seja um grupo abeliano segue imediatamente do fato de (N, +) ser um grupo
abeliano.

E claro que F(idy) = iduomg(m,n). Resta verificar que, para f : N — P e
g : P — @ morfismos de R-mdédulos, tem-se F'(f o g) = F(f) o F(g). Ora, se
€ Homp(M, N), entdao F(fog)(p) = (fog)ow = fo(gop) = foF(g)(p) =
F(f)(F(g9)(p)) = (F(f)o F(g))(¢). Isso estabelece o resultado.

Transformacoes Naturais

Tendo em vista a importancia que os funtores exercem no estudo das categorias,
no sentido de permitirem obter informagoes de uma categoria a partir de outra, faz-se
de extrema conveniéncia qualquer processo que permita buscar também informacgoes
de um funtor a partir de outro. No que pese tal afirmacao, estudaremos agora as
transformacoes naturais entre funtores, as quais consistem num exemplo bastante
razoavel de um processo do tipo citado acima. Também mostra-se util em diversas
situagoes um sistema que permita associar a certas colegoes de imagens de objetos
de uma categoria por um funtor a um tnico objeto na categoria em que tal funtor
assume os seus valores. Dai nasce a ideia dos limites e colimites. Vamos as defini¢oes
basicas e exemplos.

Definicao 36. Sejam F,G : C' — D funtores covariantes entre duas categorias C'
e D. Diz-se que uma cole¢cio ¢ = {¢px € Homp(F(X),G(X)); X € C} € uma
transformacao natural entre os funtores F' e G, e escreve-se ¢ : F' — G, quando a
correspondéncia X — ¢x € uma funcao e o diagrama abaixo comuta, para quaisquer
X, YeCefeHome(X,)Y).

F(Y)—2—=G(Y)

Quando ¢x € um isomorfismo, para todo X € C, diz-se que ¢ € um isomorfismo
natural. Nesse caso, F' e G chamam-se funtores isomorfos e escreve-se F' = (.

Definicao 37. Duas Categorias C e D dizem-se equivalentes quando existem fun-
tores F: C — D eG: D — C para os quais F oG = idp e Go F = idg, em que
ide : C'— C eidp : D — D sao os funtores identidade.

Colimites

As defini¢oes que se seguem tentam exprimir, de modo artificial, porém essenci-
almente simples, a ideia de convergéncia em categorias. Isso é determinado apenas
por meio dos objetos e da lei de composicao das categorias envolvidas, de modo que
nenhuma estrutura adicional sera adotada. Convém ressaltar que essas ideias po-
dem ser generalizadas ainda mais, de modo apropriado. No entanto, como as nogoes
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abaixo serao pouco utilizadas (especificamente, ao Teorema de Van-Kampen), resol-
vemos excluir as nogoes mais gerais, as quais necessitariam certos conhecimentos de
logica matematica e de teoria dos conjuntos mais delicados, e prezar pela objetivi-
dade e didéatica na apresentacao.

Definicao 38. Seja D um conjunto que é, simultaneamente, uma categoria. Seja
C uma categoria qualquer. Um funtor F' : D — C chama-se um D-diagrama de
objetos de C'.

Exemplo 39. A colegao D(C') de todos os D-diagramas de objetos de C' é uma
categoria cujos morfismos sao transformagoes naturais entre funtores. Qualquer
objeto x € C determina o D-diagrama constante x, que associa cada y € D a x e
cada morfismo f € Homp(y, z) ao morfismo id,.

Definicao 40. Seja F' um D-diagrama de objetos de C. Sejamx € Cen: F — x é
um morfismo de D-diagramas. Suponha que existam um objeto y € C, um morfismo
de D-diagramas 1 : F — y e uma unica funcao n :y — x em C que faz comutar,
para todo morfismo d : z — 2 em D, o sequinte diagrama:

F(z)— 9 g
N/
lﬁ

Nesse caso, o objeto y acima chama-se o colimite do D-diagrama de objetos de C' e
escreve-se y = colim F

Grupos e Produtos Livres

Definicao 41. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. Dizemos que G €
um grupo livre em X (ou com geradores em X ) quando, para todo grupo H e toda
funcao funcao f : X — H, existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que o
diagrama abaizo é comutativo:

G

em que 1 : X — G € a inclusao em G.

Definicao 42. Seja X um conjunto. Suponha que exista uma bijecdo x +— a1

entre X e um conunto X' tal que X N X' = @. Entao, definimos F(X) como
sendo o conjunto das sequéncias finitas de elementos de X e X' tais que (z,271)
ou (x71, x) ndo sio subsequéncias, para todo v € X.

A relagao entre o conjunto F'(X) e os grupos livres expressa-se no teorema abaixo.
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Teorema 43. O conjunto F(X) é um grupo com a opera¢ao de concatenar sequéncias,
de forma que todas as subsequéncias da forma (z,x™') e (z71, ) sejam eliminadas,
para todo x € X. Tal F(X) € livre em X e, se existir um grupo G livre em X, entdo
G = F(X). Além disso, se Y € um conjunto, entio F(X) = F(Y) se, e somente
se, | X| =Y.

Por esse motivo, F'(X) chama-se o grupo livre com base em X, ou, equivalen-
temente, o grupo livre gerado por X. O teorema baixo pode ser util em algumas
situacoes.

Teorema 44. Todo grupo é o quociente de um grupo livre.

Defini¢ao 45. Sejam (Gy)rer, uma familia de grupos, G um grupo e (gx)rer uma
familia de homomorfismos gy : Gx — G. Entao G chama-se o produto livre de
(G\)xer quando, para todo grupo H e homomorfismos fy : Gy — H, existe um
unico homomorfismo ¢ : G — H tal que p o g\ = [\, qualquer que seja \ € L.

Demonstra-se que o produto livre, definido acima, sempre existe e, além disso,
é unico a menos de isomorfismos. Ele é denotado por G = *,G). A relagdo mais
importante entre grupos livres e produtos livres prossegue na linha préxima.

Teorema 46. Se X ¢é um conjunto, entdo F(X) = *,ex(x).
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Bibliografia Principal - Comentada

A seguir, expomos nossa opiniao e um breve resumo a respeito das obras mais
importantes em Topologia Algébrica utilizadas como referéncia. Esperamos que
isso possa servir de apoio aos estudantes que estiverem procurando uma obra mais
completa sobre os conceitos aqui apresentados, bem como faga com que esses nao
percam o entusiasmo com a disciplina.
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Referéncias Bibliograficas

Allen Hatcher, Algebraic Topology, 2010

Traz o que hé de mais moderno em topologia algébrica. Nao é por menos que
seja um livro extremamente recente. Conta com uma quantidade consideravel
de exemplos, ilustragoes e de motivagoes para teoremas importantes. Utiliza
uma linguagem descontraida, com demonstragoes diretas e bem detalhadas. E
um dos tnicos livros sobre o assunto que trazem a definicao de CW-complexos
ja de inicio, o que justifica em grande fato a caracteristica modernista que lhe
foi empregada;

Edwin Spanier, Algebraic topology, 1966

Spanier é a referéncia definitiva em Topologia Algébrica. Todos os conceitos
importantes da matéria estao presentes, utilizando-se implacavelmente da lin-
guagem de categorias para formular seus resultados. Por esse motivo, é de uma
limpidez impressionante. E dito que o autor leu e releu varias vezes os ras-
cunhos da obra, e cada vez que um argumento repetia-se duas ou mais vezes
em demonstracoes ou exemplos diferentes, ele o resumia em um lema. Nao ha
topologo algébrico algum que nao reconheca a importancia de seu trabalho;

Albrecht Dold, Lectures on Algebraic Topology, 1978

A obra de Dold da preferéncia ao estudo de homologia e cohomologia. Também
nao dispensa o uso das categorias. Conta com muitos exemplos e diagramas
comutativos.

Willian S. Massey, Algebraic Topology: An Introduction, 1967

O livro de Massey talvez seja a mais cldssica introducao ao estudo do grupo
fundamental e dos espacos de recobrimento de todos os tempos. Conta com uma
linguagem leve, bem detalhada e varias ilustragoes. Traz também uma classi-
ficacao das variedades compactas de dimensao 2, uma bela discussao acerca de
grupos livres e varias formulagoes para o Teorema de Van Kampen;

Seifert and threfall, Lehrbuch der Topologie, 1934
Talvez um dos melhores livros de matematica de todos os tempos. Nao sé pela
maneira elegante e entusidstica como se apresenta, mas também por conseguir

transmitir os conteudos com uma facilidade tremenda. Possui uma traducao
para o inglés;
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[6]

[10]

[11]

[12]

G. Bredon, Geometry and topology, 1993

E um livro que conduz o leitor desde o bésico até as teorias mais modernas com
uma capacidade fantastica. Possui um notério poder de sintese e nao deixa de
lado os problemas mais delicados. Contém, também, uma otima introducao a
topologia geral com énfase no ponto de vista geométrico, razao que justifica o
titulo.

George W. Whitehead, Elements of Homotopy Theory, 1978

Possui muita informacao (cerca de 744 paginas). As demonstragoes sdo técnicas
e pouco detalhadas. Por causa disso, nao recomenda-se a leitura em carater
introdutorio. O aluno que ja tiver mais experiéncia e familiaridade com os as-
suntos, no entanto, encontrara nele um bom diciondrio de topologia algébrica.
Sua maior qualidade é a quantidade enorme de diagramas que o compoe, 0s
quais tornam as demonstragoes mais curtas e belas.

K. Janich, Topology, 1980

Trata-se de uma divertida introducao a topologia algébrica. Nao da énfase ao
rigor matematico, logo as demonstracoes em sua maioria sao esbocos bem hu-
morados que transmitem as ideias que estao escondidas na teoria.

James R. Munkres, Topology - A First Course, 1975

Uma obra prima. Demonstracoes bem detalhadas, muitos exemplos, exercicios
bem formulados e uma capacidade admiravel de fornecer as intuicoes de cada
matéria. Metade do livro expoe tudo o que se precisa saber de topologia geral,
e a outra metade revela-se como uma introducao a topologia algébrica por meio
do grupo fundamental e dos espagos de recobrimento.

J.P May, A Concise Course in Algebraic Topology, 1999

Como o préprio titulo diz, a teoria é exposta de forma concisa. Logo, trata
apenas dos teoremas principais de cada topico, cujas demonstragoes sao dadas
por afirmacoes nao triviais, cada uma das quais deve ser verificada pelo leitor,
como exercicio. Recomenda-se que seja lido com um espirito bem humorado e
que nao o faga sem um lapis e um papel na mao.

Lynn Seebach, Counterexamples in topology, 1990

O leitor que busca encontrar exemplos de espacgos topoldgicos estranhos e
contra-exemplos de resultados importantes de topologia geral, deve consulta-lo.
Essa é sua finalidade. Nao possui teoremas nem desenvolve muito a teoria, mas
consegue tirar uma divida em poucos segundos.

Elon Lages Lima, Grupo Fundamental e Espagos de Recobrimento, 4 Edicao,
2012
Elon revela toda sua competéncia e genialidade na produgao dessa obra, que é
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original, recheada de exemplos maravilhosos, demonstragoes claras e que pro-
vavelmente me influenciou bastante na escrita desse trabalho, sobretudo na
notacao e na maneira de se expor os conteudos. Embora nao contenha o Teo-
rema de Van Kampen, em vista de seu cardter introdutério, possui uma dis-
cussao bem interessante acerca de recobrimentos diferencidveis, espagos proje-
tivos complexos e recobrimento duplo orientado. Provavelmente seja a tinica
obra em portugués bem sucedida no assunto.

[13] Elon Lages Lima, Homologia Bdsica, 2012

Talvez a melhor e mais resumida introducao a algebra homoldgica e a coho-
mologia de todos os tempos. Feliz na escolha dos tépicos, carrega o leitor a
assuntos dificeis com uma naturalidade impressionante. As demonstragoes sao
curtas, mas muito bem escritas. Trata-se de um complemento homoldgico ao
cardter puramente homotépico de [12].

Bibliografia Complementar

[14] Elon Lages Lima. Elementos de Topologia Geral, 3* Edigao, 2014

[15] Elon Lages Lima, Espacos Métricos, 4* Edi¢ao, 2005

[16] Elon Lages Lima, Curso de Andlise, Vol 02, 11* Edigao, 2015

[17] Elon Lages Lima, Introducao a Topologia Diferencial

[18] Elon Lages Lima, Variedades Diferencidveis

[19] Elon Lages Lima, Curso de Andlise, Vol 01, 14* Edigao, 2014

[20] Alcides Lins Neto, Fungoes de Uma Varidvel Compleza, 2* Edi¢ao, 2012

[21] John B. Conway, Functions of One Complex Variable, Vol 01, 2* Edic¢ao, 2010
[22] Eduardo Tengan, Algebm Comutativa em Quatro Movimentos, 1* Edicao, 2016
[23] Thomas W. Hungerford, Algebra, 1 Edigao, 1974

[24] Paul Halmos, Naive Set Theory
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