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EL CUBO-GUIA

Tenemos delante un material que representa la guia del cilcule
y estd constituido por dos cubos distintos el uno al otro en dimen-
siones y color, por ejemplo, blanco y gris. Sobre sus pinturas se
puede escribir y después borrar. Escribamos sobre la cara de uno
de los cubos, d* y debajo el nimero 1000. Sobre una cara de los
prismas blancos cuya cara cuadrada corresponde al cubpo blanco d*u
y debajo 100. En los otros prismas, que tienen la ‘seccién cuadra-
da igual a las caras del cubo gris, (y que son también grlses) escri-
biremos n*d y debajo 10. Finalmente sobre el cubo gris u® y de-
bajo el nimero 1.

El material asi preparado nos dd la razon de cada fase del de-
sarrollo del cdlculo. Es aquel, puede decirse, la representacién cii-
bica analizada y precisada segin las jerarquias decimales del nii-
mero del cual quiere extraerse la raiz. Y al propio tiempo representa
la formula algebraica en su totalidad, también dispuesta ésta bajo
la apariencia de un verdadero cubo, que se puede descomponer y
reconstituir para analizar su disposici6n, y cuyas partes pueden
también ser colocadas en fila, una junto 2 otra, en el mismo orden
de la férmula algebraica.

El cubo-guia se le puede comparar al cuadrado-guia que sirvié
para la averiguacién de la raiz cuadrada. Aquel dibujo geométrico
que representaba en las subdivisiones del cuadrado, el andlisis del
nimero en sus valores jerdrquicos, (con la reduccién de todos a la
unidad) servia después de guia a un trabajo con las perlas, para su
colocacign sobre la mesa de operaciones. También para este ejer-
cicio mds elevado se ha preparado otro material que permita la
averiguacion de la raiz cibica, no por medio del cilculo, sino por
una construccién efectuada con objetos. Esta tiene como elemento
en vez de la perla el pequefic cubo unidad. Un cubo de madera
de un centimetro de arista (fig. 241). Pero siendo imposiblz cons-
truir cada vez cubos y prismas con cubitos sueltos, se han prepa-
rado los cubos de los ndmeros 2 al 25 (nue tienen las mismas di-
mensiones de los cubos primitivos de la Torre Roja) que tienen di-
bujados con lineas, sobre todas sus caras, pequefios cuadrados de
un centimetro de lado, de modo que cada cubo tenga la apariencia
de una acumulacién de cubos unitarios. Ademds, los cubos de
les distintos nimeros estin pintados de diferentes colores, como
los bastoncillos de perlas, que indican las cifras 1, 2, 3 ............ 9.
Ademds de estos nueve cubos descritos se ha preparado también
un material de chapas que, teniendo el espesor de un centime’ro,
esto es, del cubo unidad, representan segin el ndmero de cubitos
con que parecen construidos, los cuadrados de 2, 3, 4, 5 ......... 9,
los cuales estin pintados del mismo color que el cubo a que per-
tenecen. Las distintas chapas pueden superponerse y constituir
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prismas de varias alturas y estando agujereadas por el centro se
pueden mantener unidas gracias a varillas metdlicas que forman
parte del material. También los cubos tienen un orificio central en
las tres caras adyacentes que sirve para fijar las prismas.

Fig. 241
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No hay que confundir el cubo guia, que traduce geométricamente
una formula algebraica, este es, un hecho general y constante, con
el materiel de la raiz ciibica que sirve para proceder a un cidlculo
aritmético determinado y efectivo, por medio de objetos -que repre-
sentan cuantitativamente simboles numéricos. El material de cubos
y chapas se refiere a las cantidades sobre las cuales se opera : hacen
el oficio de un verdadero material de construccion.

Lo interesante ahora es, saber cdmo se representa el niimero.
Sea, por ejemplo, el ndmero 79507, del cual se desea hallar la
raiz ctibica. Con aquella cantidad se debe construir un cubo sepa-
randose sucesivamenle cuanto se necesita para formar las partes
componentes que después van unidas. En vez de representar los
distintos valores del niimero por medio de simbolos, como se hizo
en el caso de las perlas, tenemos aqui «bonos de cartén» que per-
miten retirar del almacén donde estd acumulado el material, las
cantidades indicadas del nimero. Estos bonos son cartones cuadra-
dos de 600 unidades cada uno, divididos en seis cuadros de 100
y ¢stos subdivididos a su vez en cuatro partes, para facilitar la
evaluacion.

Los cartones son de 3 colores igual que el material de las per-
las ; rojos para la unidad, azules para las decenas, y amarillos para
las centenas. Con unas tijeras se separa de vez en vez la cantidad
necesaria para corresponder al numero y asi éste se prepara en
una especie de bono que di derecho a tomar la cantidad limitada,
necesaria para la construccion.
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I'reparacidn del nimero 709.307

Fig. 242
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Se llega, pues, con las cifras a establecer el cubo que es centro
angular’ de toda operacion. En este caso es el cubo mayor com-
prendido en 79 : el cubo de 4.

Por lo que al bono sc refizre, si hemos de operar con orden,
separaremas del 79, tantos cuadraditos de 4 como sean necesarios
para constituir el nimero correspondiente al cubo de 4 quedando
| de este modo un residuc de 15. Mientras el bono mayor queda
| reducido a un residuo, hemos adquirido un cubo que es centro de
i la construccidon. .

Til cubo adquirido con los bonos

Iig. 213

Aquel residuo de 15 millares, se debe ahora cambiar por 150
centenas. Arrojaremos pues el residuo para tomar de una hoja de
otro color (amarillo) 150 unidades que unidas a las 5 ya exisientes
dan un total de 155

5 cero 7
centenas-decenas-unidades

Residuo : 15 millares

Fig. 291 (O
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Con éstas se tiene derecho a tomar del material para construir,
3 prismas ; las que son adyacentes a tres caras contiguas del cubo
ya determinado. Las prismas, pues, deben tener una cara cuadrada
de cuatro, pero ¢cudl debe ser su altura? He aqui la incégnita. Se de-
berdn superponer sobre las tres caras del cuadrado, tres chapas de
espesor uno y continuar del mismo mcdo mientras que el bono de
las centenas nos permita tomar material. Como se ve, contando los
cuadraditos en el dibujo, es posible tomar 3 veces las 3 chapas de
4" y queda un residuo de 11 centenas.

El 3 es la segunda cifra de la raiz.

Las prismas pues, resultan iguales a 4> x 3. Asi se ha hallado

la raiz cibica del nimero 79507 que es V' 70507 = 43

Arrojemos el residuo—11 centenas—y tomemos 110 cuadradi-
tos de los bonos azules (decenas). He aqui a lo que quedé redu-
cido el nimero. Con esto se deben tomar chapas destinadas a tomar
contacto con el pequefio resto de las unidades que es 3" y para
cada prisma se precisan 4 chapas de tres. Un prisma = 3° 4.

Si cortamos con las tijeras, de cada vez las fracciones del abono
necesarias para obtener el material hasta que estén construidos los
tres prismas 3°. 4, queda un residuo de 2 decenas. De este modo
se encuen'ra al fin la cantidad de 27, que es precisamente lo su-
ficiente para adquirir un cubo de 3.

Los bonos estin ahora completamente gastados. El material
adquirido con ellos ha sido el exactamente preciso para componer
las partes del cubo de 43. Para demostrar la claridad y la ayuda
que presta el material en esta operacién, se debe trabajar con él,
independientemente del cdlculo, sin preocupaciones del fin a que
conduce. Entonces el cdlculo resultard una simple escritura. un
ejemplo prictico.
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Trabajando pacientemente en la construccicn del cubo, colocan-
do chapa sobre chapa, el nifio realiza una labor descansada e inte-
resante. Es para él una manera de conducir su pensamiento g tra-
vés de los campos del dlgebra y entre cdlculos considerados has
ta hoy inaccesibles a su inteligencia. Pequefio obrero de Ia inteli-
ﬂengia, s¢_asemeja casi a un carpintero en su taller : mas a poco se
verd al nifio entrar en el puro campo de Iz abstraccion, mirando las
férmulas algebraicas como wuna guia para seguir los complicados
cilculos aritinéticos de la extraccion de raices cubicas, y todo ello,
con la seguridad de un vidente que ha penetrado en lo invisible.

EL CALCULO. — Se puede escribir la operacion aritmética
como wun apunte, como un recordatorio de la labor realizada utili-
zando toda esta preparacion.

Sea el mismo nimero 79507 del cual se quiere extraer la raiz
<ibica. La primera operacion es la de dividir el nimero en grupos
de tres, comenzando por la derecha 79.507. Este debe tener una
raiz de dos cifras, decenas y unidades, cifras ambas positivas.

1_35 el 79 quien debe dar la cifra de las decenas y. para ello,
precisa averiguar cual es el nimero cuyo cubo se aproxima lo mds
posible al 79 sin superarlo.

La tabla indica 4° = 64,

5" = 125

La cifra de las decenas es pues 4.

La operacién se puede plantear con este comienzo.

V79507 | 4
64 4 = 64

5 | (sigue)

El 79 no es cubo de 4 sino que lo supera y por ello precisa
calcular el resto, porque al proseguir, este resto tendrd que ser
utilizado.

El resto es 15 millares que serdn utilizadas como centenas. Por
eso bajo el 5 que constituird con los 15 millares precedentes. 155
centenas. Ahora se precisa probar cuantas veces cabe en este ni-
mero el triple del cuadrado de la primera cifra de la raiz. Para
ello se divide 155 por 3, 4* = 3.16 = 48. El cociente di el ni-
mero 3 que es la segunda cifra de la raiz. Asi, la raiz, que debia
ser de dos cifras, ha sido hallada,

El resto de la operacién es un complemento, un relleno o una
prueba. Precisa, primeramente, sustraer de [55 una cantidad igual
a 3 veces el cuadrado de la primera cifra multiplicado por la se-
gunda (los tres prismas) y después operar con el resto resultante -
110. A esto hay que restar €l triple producto del cuadrado de la

20
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segunda cifra de la raiz por la primera, 3 (3°. 4) = 3 (9,4) = 3,36
— 108. El resto son dos decenas que unidas a las 7 unidades, cons-
tituyen 27 unidades. De éstas hay que restar el cubo de la segunda
cifra 3°, que es precisamente 27.

I 3

[." parte V' 79507 : - —
. 64 4'= 64

averiguacion —
155.48 =3 | 4°x 3 = 16 x 3 = 48

155 3 x 48 = 144
2." parte 144
De comple- 110 Fx 4 x3=0x4x3
108 = 36 x 3 = 108
metito 0 re- == i
21 | 3= 27
lleno 27
0
1¥ig. 245

Veamos otro ejemplo. Se quiere hallar la raiz cibica del ni-
mero 421875. )

Dividamos primero el niimero en grupos de tres cifras 421.875.

La raiz es de dos cifras: decenas y unidades positivas.

El grupo de los millares, 421, contiene la cifra de las decenas
que se halla consultando la tabla :

421 — 343 = 78
7" = 343
8 = 512

Luego la cifra de las decenas es 7.

Prepararemos el namero usando el material de cartén de }os
bonos y después de haberle privade, poco a poco, de los necesarios
cuadrados de 7, llegaremos al residuo de los millares o sea 78.
Una vez en este punto la operacién se puede recoger del material
de madera un cubo de 7 sobre el cual deberd llevarse a cabo toda
la construccién. El residuo de 78 millares se transforma en 780.
Asi los bonos forman ahora el ndmero siguiente: 788 centenas,
7 decenas y 5 unidades. Con esta guia se construyen los prismas
que contienen la incégnita y que tienen conocida, so!_amente, la
base cuadrada: 7°. Estos se construyen tomando sucesivamente 3
chapas de 7 para colocarlas en triple columna sobre las tres caras

faaens ey e

i

LS e e PR

A

rRalz CcUBICA 209

adyacentes del cubo de 7. Cada vez que se repite esta operacién
se separan de los bonos tres cuadrado

. s de 7, mientras existan, Las
triples col'unmas pueden acumular cada una 5 chapas superpues-
tas; el prisma buscado es pues 7°. 5.

Este 5 es la segunda y dltima cifra de la raiz ciibica bus-
cada. La raiz cibica del nimero 421875 es 75. Para proseguir la
Operac_idn utilizaremos el residuo de las 788 centenas, que es 53
y arrojindolo, cortaremos de una tabla o cartén de decenas 537 de-
cenas, este es, las provenientes de las 53 centenas mas Jas 7 ya
existentes. El ndmero sobre el cual hemos de operar ahora es 537
dg:cenas y 5 unidades. Este, sino se quité demasiado, puede ser-
vir para la construccién de tres prismas que tengan como base el
cuadrado de la segunda cifra de la raiz, 5, y una altura igual a la
primera cifra, pues son los prismas que se adaptan a las tres
caras adyacentes del cubo de las unidades y son de la altura del
cubo dirigente. El nimero disponible no es sélo suficiente para
ello, sino gue deja ain un resto de 12 decenas. Estas, cambiadas
por bonos de unidades, proporcionan el dltimo nimero, exactamen-
te justo con la adicién de las 5 unidades ya existentes para recoger

del material el cubo de 5. Y asi se ha completado la construccién
de un cubo de 75 = 421875,

Figura del Cdlculo Aritmético 3 -

[
o

V' 421875 75

343 | 7" = 343

788 3 x 7" x 3 = 147

735 788 : 147 = 5

537 3 x 7" x5=15x 49 = 735

525

125 |5 x 7 x 3 =21 = 525
125

0 5" = 125

a

De 421 (millares) se obtiene la primera cifra: la }/ 421 = 7.

De las 8 centenas incrementadas con los restos precedentes se
obtiene la segunda cifra.

Se han obtenido ya todas las cifras de Ia raiz.
Para completar la operacién, precisa obtener de las 7 decenas

tres prismas, cue sabemos componer, porque estin constituidos por
d*u, esto es, 5° x 7 = 525,

1
Finalmente precisa obtener de las unidades su raiz V 125=5.
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LA RAIZ TRINOMIAL

La exiraccion de una raiz ciibica de tres términos, no se puede
considerar como si fuera sencillamente la continuacion de la raiz de
dos términos. Porque estd relacicrnada con un cubo trinomial que, en
su construccién, es mucho mds complicado que el binomial.

En efecto, las formulas algebraicas son :

a’+ b+ 3ah -+ 3b%a en el binomial y

a' -+ b*+ 2"+ 3a°b + 3a*c I 3b%a + 3b'¢c + 3c’a + 3c°b +
Gabc en el trinomial.

Es pues, indispensable, volver al cubo trinomial en su propia
construccién, y también a su férmula algebraica.

El material del cubo trinomial contiene la clave del procedimiento
necesario para el cdlculo, pero, antes hay que estudiarlo.

a, «<ubo mayor, es un cubo de 100.

b, <cubo mediano, es un cubo de 10.

¢, cubo menor, es un cubo de 1.

Es decir, que la longitud de las aristas respectivas estd determina-
da en 100,10,1: centenas, decenas y unidades. Por esto los nii
meros que se derivan de dicha evaluacién los escribiremos sobre
carteles sepzrados que se reservan para cada grupo de objetos
iguales.

Algebraicamente usamos otros del alfabeto que se afinan a este
coicepto: ¢ = 100, d = 10, u = [.

El caso general, ya estudiado en algebra, aqui se especifica en
una ampliacién que sirve de clave para un célculo numérico.

Cada trozo va designado segiin dicha aplicacién alfabética y va,
también, calculado,

¢’ = 100 x 100 x 100 = 1.000.000 = ¢
¢t d = [00 x 100 x [0 = 100.000 = c*d
¢ctu = 100 x 100 % | = 10.000 = c*u
=10 x 10 x 10 = 1.000 = d°
e o= [0 x 10 x 100 = 10.000 = d&* ¢
du = 10 x 10 x I e 100 = d°u
u =1 X 1 x 100 = 00 = o
uv'c =1 x| x| = I = uc
wd = | x 1 x 10 = 10 = u*d
cdu= 100 x 10 x | = 1.000 = cdu
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Entretanto, el orden de los objetos o trozos, componentes, viene
designado por su valor decimal. Pongdmoslos en orden segilin estos
valores y, al hacerlo, surgen ulteriores agrupaciones que no Se ma-
nifestaban en la simple férmula algebraica, porque trozos u objetos
que tienen diversa representacion algebraica poseen el mismo valor.

1:.000:000; e oy
100.000 ......... ¢t d
10.000 ......... <*u
0N A o] [— L
1.000 ......... d*
1.000 ......... cdu
{ {5 [ o m——" d* u
OO .aeanin. u’ ¢
10 ... u d
| u’

Como se observa en la disposicion resultante, los dos 6rdencs ex-
tremos estdn aislados y los otros son iguales dos a dos,

1.000.000 ¢
100.000 ¢t d
10.000 cfu—d ¢
1.000 d* cdu
100 d*u — u’c
10 u*d
1 u®

Esto conduce a ordenar los objetos de un modo especial y ne-
cesario, que correspnde a las jerarquias del ndamero, del cual, hay
que extraer la raiz, y cada grupo de objetos de igual valor representa
una parte determinada del nimero que, en bloque, corresponderia al
entero cubo trinomial.

millones centenas decenas  millares centenas decenas unidades
de millar de millar

(nimero) 1 1 1 1 1 1 1
(cubo) &h 3c’d 3ctu G ad*u 3u’d u®
+ o+ +

3d°%c 6sdu  3u’c

El material, pues, se puede disponer en el siguiente orden:
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Fig. 249

Ante todo, el cubo mayor ¢* (1.000.000) que es el centro de cons-
truccién, el conductor de todo su séquito y, después, sus tres prin-
cipales satélites ¢*d.

En tercer lugar, se deben poner dos especies de objetos que
representan ambos el 10.000, es decir, 3c’u y 3d° y siendo ¢* mds
ancho que d* pondremos como base un c’u (bajo como u) y encima
el prisma estrecho y alto : d’c.

En la fila siguiente ( ) se colocan: d* y sus prismas c.d.u. que
tienen como €1, el valor de 1000. A continuacién los seis prismas de
base cuadrada d*u y u®c que se pueden superponer porque el cuadra-
do d* es mayor que u®.

A esto sigue el peniiltimo grupo de 3u®d con el valor de 10 ¥y
finalmente la unidad u®.

De este modo el material queda alineado segiin siete valores :

1

10

100
1000
10000
100000
1000000
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Este agrupamiento de sélidos geométricos hecho a base del sis-
tema decimal, representa la guia del cdlculo.

Para construir el cubo trinomial, precisa comenzar por 3" y dis-
poner alrededor de es.e objeto, punto de partida, los grupos que re-
presentan el mismo valor.

Asi, pues, primeramente ¢’ (1000000).

Después el grupo de 100.000: 3c¢’d (lo que constituye el pro-
cedimiento de la raiz ciibica de 2 cifras) y a continuacién los objetos
del grupo de 10.000 o sea 3d°c + 3c’u.

Siguiendo la construccién, se obtiene la disposicién ya vista, esto
es: los tres prismas 3c’d se colocan sobre tres caras del cubo super-
poniéndose a ellas, segin ¢ y tocidndose en un vértice de ¢’. De
este modo se obtiene una prolongacién de la arista ¢, esto es ¢ - d,
como hemos visto ya en el estudio de la raiz ciibica de dos cifras.

El procedimiento que conduce a colocar los sucesivos valores de
10.000 es méis complicado, porque consta de dos partes: una 3d’c
que se refiere a d y ¢ y la otra 3¢ que introduce el tercer término u.

En este conjunto hay pues una parte de relleno y otra, en cambio,
que conduce a hallar 1a tercera incGgnita de la rafz, u, completando
asi |a arista del cubo trinomial que se quiere construir: ¢ + d + u.

Al llegar a este punto, puede servir de ayuda el recordar los pro-
cedimientos relativos a la extraccién de la raiz cuadrada trinomial.

También en los cdlculos preparatorios sobre el cuadrado, cuando
se tratG del cidlculo de la extraccién de la raiz cuadrada, fué necesa-
rio al llegar al-trinomio cuadrado «rellenar un espacio entero» un
«espacio muerton M, antes de colocar las perlas que eran iitiles para
encontrar el tercer término de la raiz (c).

woc

M : parte muerta, parte de relleno que
hay que climinar antes de buscar
la incognita

Fig. =250

 Desoués de estn existen muchas figuras ; todas aquellas situadas
en la parte inferior de una diagonal compuesta de cuadrados, que
no guardan relacién alguna directa con las cifras de la raiz. Diremos,
pues : existe un espacio para relleno que el nimero debe cubrir sin
utilidad. por lo que a la raiz se refiere. 2l que llamaremos «espacio
musermo. absorbente- .
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Indudablemente se procede de tal modo en forma opuesta a la
matemidtica generalmente seguida. Aquella conduce, por excelencia,
a la abstraccién. Y la primera objecién gue se presenta en el campo
educativo de la psicologia infantil, es que «precisa conducir la men:e
del nifio hacia la abstraccién». Cuando el nifio se-ve rodeado de
tanto material aritmético, la objecion mds corriente es, que se liga
demasiado a la materia la inteligencia infantil, con lo cual, se retarda
o impide, tal vez, el que llegue a la abstraccidn.

F] método de «materializar la abs racciony para hacer accesible al
nifio un camino que, de otro modo, le estaba vedado, parece, mis
hien, una contradiccion.

Pero la abstraccién en si misma es, no sélo una cualidad propia
de la inteligencia que tiende a «abreviar, con la idea abstracia todo
procedimiento material, sino también una tendencia psiquica que,
haciendo «abandonar» los hechos materiales, y por ello limitados,
permite «crearn un mundo de concepciones wirrealizablesn ; el mun-
do real de una creaciéon humana, mas alld de la materia y de sus li-
mitadas relaciones. : ¥ g

En este sentido debe existir un «limite», bien claro, de lo que se
puede materializar y de aquello que «solamente existe en la abs-
tracciony.

Un esfuerzo hecho en el sentido de materializar la abstraccion
es, sin duda, un trabajo de la inteligencia conducente a este limite.
Distingase el ser y el no ser. ‘

Muchas veces, particularmente con los nifios, se llama alld lo que
en cambio es acd, pero que requiere una indagacién si ha de con-
trastarse. De ese modo, la ciencia positiva ha colocade hechos natu-
rales en muchos seres vacios del conocimiento humano que estaban
colmados con la idea de lo sobrenatural.

Todo lo desconocido se tiende a relegarlo entre lo «incognosciblen.
Y se habla a los nifios de «abstracciénn en la misma forma que entre
pueblos salvajes se hablaba de Dios refiriéndose a casos y cosas com-
pletamente naturales. .

El ejercicio formativo de la mente infantil, que por su propio
caracter tiende a las cosas vagas, debe consistir en ligarlo a lo «con-
creton, todo lo posible, y uno de los caminos mds utilizables en este
sentido es, precisamente, el de los estudios matemadticos, porque €stos
pueden penetrar en la formacién de la inteligencia en si misma.

Lo del cuadrado ayuda, por analcgia, a contemplar la necesidad
de cosiderar un «espacio muerton que hay que rellenar. también
aqui, antes de alcanzar la tercera incdgnita de la raiz cubica.

Es esta la dificultad que se encuentra, y que hace diferenciar la
extraccion de una raiz ciibica de dos cifras, ‘de una de tres, ‘

Es evidente que, colocados los trozos del tercer grupo en la
construccion del cubo trinomial, se ha llegado a determinar la arista
completa ¢ + d + u que corresponde a la raiz. :

Dichas partes son, por esto, las necesarias para hallar la raiz
cribica.
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A esta construccién parcial que representa un grupo de forma
armonica que llamaremos «el monumenton de la raiz, concurren sola-
mente diez trozos: ¢, 3¢’d, 3d’c, 3c’u, de los veintisiete trozos ne-
cesarios para completar la construccién que se refiere a la averigua-
cion de las incégnitas de la raiz, y otra, que es de simple relleno o
complemento, la cual, se convierte en prueba de la exactitud de la
raiz calculada.

El hecho de construir el cubo trinomial, recogiendo, de vez en
vez, todos los componentes del grupo de un determinado valer, indica
el procedimiento del cdlculo ; el cilculo parte del nimero (los valo-
res alineados segdn las jerarquias decimales) y efectda continuas
wsustraccionesn que se suceden una a otra, descendiendo la escala
de valores hasta las unidades. Pero, al llegar a las decenas de millar,
la raiz ciibica ya estd hallada; la continuacién es la prueba de que
el calculo fué exacto. Ahora los trozos del cubo trinomial guia, tienen
la misi6én que tenia el dibujo de los cuadrados-gnia para la extraccion
de la rafz cuadrada. Tra‘dndose de wvolimenes, solamente objetos
movibles v superponibles pueden actuar como guia, porque su dibujo
no podria ayudar practicamente. Ahora, con el material geométrico
guia, se va por una parte construyendo el cubo, mientras en el cilcu-
lo, se ejecutan todas las operaciones que conducen a la extraccién de
la raiz ctibica de un nimero.

Sin embargo. mientras en la operacién con el material se va
construvendo el cubo con la sucesiva agregacién de partes, en la
que se efectiia -con cifras se van «restandon las cantidades corres-
pondientes del nimero dado.

El cubo-guia, como también el cuadrado-guia, reducen a 1 todas
las partes componentes, bien sea la arista o el lado ; | que se refiere
a los distintos 6rdenes jerdrquicos decimales aue estdn representados.

En cambio, la ejecucion de un cdlculo se refiere a un nimero
que puede tener mis de una unidad en cada lugar. Por ejemplo, sea
el ntimero 647.214.625 del cual se quiere extraer la raiz clibica ;
en el lugar del | de la guia tiene dos centenas de millar, cuatro
millares, efc.

El cdloulo positivo es, pues, una aplicacién positiva a la guia que
indica solamente los procedimientos. La parte positiva puede ser
calculada inmediatamente con los ntimeros, como se verd en la
descripci6n detallada del céaleulo, correspondiente al nimero precitado.

Pero, si se desea usar también agui un material que haga més
claro el lento y paciente procedimiento, tan educativo y tan Ttil,
como palestra mental para los nifios, entonces, se puede utilizar para
la ex‘raccién de la raiz clibica un material constructiva, semeijante al
de las perlas, usado para la extraccion de 1a raiz cuadrada ; el mismo
usado ya para la extraccién de la raiz ctibica de dos cifras, es decir.
«bonosn por la ejecucién numérica v cubos de diferentes colores,
capas cuadradas, v algunas veces. otro material suplementario, para
construir prismas con las tres aristas diferentes (abc). El material
constructivo permite un ejercicio demos‘rativo, particularmente para
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diferenciar aquellas operaciones que conducen a hallar «Jas incégni-
tasn (las cifras de la raiz) que constituyen una.minima parte del
cilculo y son fodas uniformes partiendo del Iriple cuadrado de la
primera cifra, de las otras operaciones, mucho mds numerosas, pero,
que no tienen ningung incognita.

En efecto, para las primeras operacionzs, precisa estralificar con
capas cuadradas correspondientes al primer cubo (que da la raiz de
las centenas) tres caras de éste, mientras haya material disponible en
relacion con todas las estratificaciones (aqui se trataria de dos de
ellas, la que conduce a la averiguacién de las decenas y la que con-
duce a la averiguacion de las unidades). En cambio, todas las otras
partes se resuelven con la composicion de los prismas, cuyas aristas
son ya conocidas, y que es necesario saber colocar recordando el
dispositivo de las partes en el cubo-guia.

Para distinguir los materiales hemos preparado una torre de
colores, donde 17, 2%, etc., 10, estdn pintados con colores diferentes,
como sucedia con los cubos de perlas, e igualmente los listones v
las planchas preparados para facilitar la construccion de los otros
trozos ; las superposiciones de capas de cubitos, estdn también pinta-
das, en analogia con los cubos fundamentales.

El trabajo, que seria largo de describir, se puede comprender por
el cdlculo que exponemos y debe ser ensefiado pricticamente para dar
a la demostracion, no sélo su limpia claridad, sino para realizar de
este mndo un ejercicio formativo que conduce al razonamiento y a
una actividad motriz, lenta y reposada,
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¢+ db +ou

Millares

Centena de millar

Decenas de millar

Millares

Centenas

Decenas

Unidades

647.214.625
512 se resta de ¢,

1352 (cantidad de los centenares de millar).
1152 (son restados 3c’d).

2001 (cantidad de las decenas de millar).
864 (sustraccién preparatoria 3d*c).

1137 (segunda sustracci6n 3c’u).
960 fin de la [." parte.

1774 (cantidad de los millares).
216 (sustraccién d%).

1558 (sustraccion de 6 ¢ d u).
1440

1186 (cantidad de las centenas).
540

646 (sustraccion de 3u’c).
600

462 (cantidad de las decenas).
450 (sustraccién de 3u’d).

125 (cantidad de unidades).
125 (sustraccién de u”).
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8"= 512 (¢"); 8 (centenas de la raiz).
3 x 8= 3.64 = 192. )
1.352: 192 = 6 (decenas de la raiz).
3 (6°% 6) =3 c*d = 1.152.

3 (6°x 8) = 3d°%c = 86G4.
1137 : 192 = 5 (unidad de la raiz).
3 (8% 5) = 3c°u = 960.

RELLENOS Y PRUEBA

6"= 216 (d).
6 (8 x 6 x 5) = 1440 (6 < b u).

(6% 5) = 540 (3d*u).
(5% 8) 600 (3u’c).

5]

w

]

3 (5"x 6) = 450 (3uc).

5'= 125 (u").

21

313
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PROCEDIMIENTO DIRECTO DEL CALCULO

Sea, pues, el nimero 647.214.625, el cual, se divide en grupos de
tres cifras de derecha a izquierda, 647.214.625 ; sabiendo que del
grupo de los millones (647) depende la cifra de la raiz correspondien-
te a las centenas. (Para facilitar los cdlculos hay la tabla N, Fi-
: gura 257),
| El nimero se analiza dtilmente del modo siguiente :

o |

del cual
depende
u

Decenas Unidades

2
del cual
depende

3u’d

(1)

Centenas
6
del cual
depende
3d*u
+
3u’c

e+ 302d +3d’C + 3021,1

r (1) Torcién esencial que es el «monumento» mnecesario para hallar
la rafz del cubo trinomial

de las cuales depende la parte secundaria del
cdlculo, de relleno y de prueba.

4
del cual

Millares
depende
dl
6cdu

Fig. 254

Decenas
de millar
1
del cual
depende
3d’c
+
3c’u

Centenas
de millar
2
del cual
depende
3c*d

Millones
del cual

depende
c'l
de las cuales depende la parte esen-

cial del cdlculo, que descubrird los

tres elementos de la raiz: ¢, d, u.

Fig. 255

6.4.7
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Por el primer célculo, se determina el cubo fundamental 8° que

significa el cubo de las centenas, esto es, millones (se separa del
material alineado ¢°). Se ha gquitado al nimero el equivalente de
¢" o sea 8" = 512 y queda como resto 135, que se une a las cente-
nas de millar, 2.

L.as centenas de millar son en total 1352.

A las centenas de millar corresponden los tres prismas ¢’b_que
precisa poder separar del ndmero de ellos de que se dispone. Estos
van distribuidos sobre las tres caras adyacentes del cubo de 28 y, por
esto las cantidades numéricas_correspondientes son 3 x 8°= 192.

Ahora bien, gouéntas veces pueden repetirse estas cantidades?
Tantas como lo permita el niimero 1352: 192 = 6.

(Escojamos esta cifra, un poco inferior a cuanto podria dar ma-
terialmente el ntimero, porque hay todavia mucho que dar hasta el
fin del célculo). ]

Restemos para ello del nimero 1352 la cantidad 192 repetida G
veces que corresponde a los tres prismas.

3cb = 3 x (8°x 6) = 1152,

Separemos, pues, los tres prismas ¢’b y coloquémoslos sobre el
cubo base, de modo que todos ellos converjan sobre el mismo vér-
tice en la forma conocida, como indican las figuras 251, 252, 253,
254 y 255,

En el cslculo numérico se debe, al propio tiempo, restar 1152 del
nimero 1352.

Efectudndolo queda un resto, 200, que hace de sostén o apoyo
de la préxima cifra, la de las decenas de millar.

El nimero total de decenas de millar es 2001.

Aqui hemos llegado a la «clave secretan. En efecto, el ma-
terial correspondiente a las decenas de millar consta de dos ele-
mentos diversos : d’c y c’u. Uno de éstos contiene el elemenic u,
unidad, esto es, la tercera inc6gnita de la rafz. El otro, en cambio
(d*c), es extrafio a la raiz, estorba las decenas de millar y, por lo
mismo, hay que separarlo como «espacio muerton. El d°c es co-
nocido porque contiene los elementos de la raiz que ya fueron ha-
llados, decenas y centenas, 6 decenas y 8 centenas. )

Este es, pues, 6°x 8, pero siendo tres prismas, la cantidad
total asciende a: 3d%¢ = 3 (6°x 8) = 3 (36 x 8)|='36 x 24
= 864.

Este 864 debe ser sustraido a la cantidad de las decenas de
millar y, al mismo tiempo, los tres prismas se quitan y se colocan
sobre los precedentes, como se indicé en la construccién del «mo-
numenton.

Restando 864 de 2001 queda el nimero 1137, que es aquél del
cual se deben quitar los tres prismas ¢’u que contienen la unidad
desconocida, Con dicha cantidad precisa repetir el trabajo ya efec-
tuado para hallar d, es decir, colocar tantos estratos o capas de 8’
sobre las tres caras ¢?, caras, que son las mismas como cantidad, aun-
que se deben sumar los estratos a las caras ¢’ de los prismias c’d ya
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colocados. En el nimero tigne lugar idéntica reproducci6n del pro-
cedimiento- usado para hallar d, esto es: 1137: 192 = 5.

La cifra radical de las unidades es 5 y la raiz, pues, ha nacido.

Se restan, pues los tres prismas ¢’u y se disponen para comple-
tar la construccion del monumento que da por tres lados la arista
completa ¢ + d + u. En el nimero se resta al 1137 la cantidad
correspondiente a 3¢’y o'sea 3 (8°x 5) = 960. "

Los niimeros sucesivos no tiene mds importancia que la de
completar el relleno del cubo, el cual se efectiia separando poco a
poco las partes remanentes que son todas conocidas.

El resto de 177 viene a integrar los millares, que son 4 for-
mando el nimero 1774, al que hay que restar todos los elementos
que pertenecen a los millares, que son: d° + 6cdu.

El d® es, en nuestro caso, 6°= 216 v del resto se deben sus-
traer 6cdu, es decir, 6 (8 x 6 X 5) = 36 .x 40 = 1440.

Del material se sacan d® y los seis prismas odu continuando la
construccién del cubo.

Del resto definitivo de los millares, 118, se pasa a componer
el niimero de las centenas y bajando el 6 se obticnen 1186 centenas.
A este total hay que restar ahora los dos grupos 3d*u + 3u’c.
d*u=6%x5 y por lo tanto 3d’u=3 (6°x5) =36x 15=>540.

Restdndolo de 1186 quedan 646 centenas aiin disponibles, de
las que hay que sustraer 3u’c, esto es, 3 (5°x 8) = 25x 24=600
y queda de 646 — 600 = 46.

Las 46 centenas de resto van ahora a integrarse con el nimero
de las dos decenas que.se ha bajado formando 462 decenas.

De éste se resta ahora el solp grupo (pemiltimo) de 3u’c, esto
es 3 (5°x 6) = 25 x 18 = 450 y se tiene 462 — 450 = 12.

Al fin se ha llegado a las unidades que, juntamente con dicho
resto, forman un total de 125, del cual, hay que quitar la cantidad
u’ o sea 5°= 125,

Asi se ha utilizado todo el material ; colocado el dltimo elemento,
el cubo trinomial es completo y tiene de arista ¢ + d + u.

El nitmero es el cubo exacto de 865 sin resto.

El trabajo con el material lleva a un andlisis lento, acompaiiado
por la construcci6én de objetos, En efecto, los varios elementos
geométricos del trinomio cubo, se deben construir con planchas vy,
de vez en cuando, contar los pequefios cubos unitarios que los com-
ponen por medio de fdiciles cdlculos. La cantidad y el valor de las
piezas a construir vienen indicados en la gula v determinados por
medio de los «bonosn.

Es indudable que trabajo tan pacien‘e conduce a memorizar de
modo inolvidatle cada particular del cédlculo. como también su su-
cesién. mientras las razones que inducen 2! cdlculn mismo s
aclaradas y fijadas con Ins actos mismas de ejecucidn.

No es posible ejecutar el trabajo con el material constructivo
sin recurrir, también, al célculo escrito, como ya ha sucedido en la
extracci6n de la ralz cuadrada. Pero, el escrito que se acompaiia
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@ los objetos, analiza y separa las distintas partes del cdlculo y

elimina muchos particulares de éste, es decir, todos aquellos que
vienen sustituidos por las construcciones.

OPERACION CON LOS NUMEROS

Primero, se prepara el ntimero, escribiéndole en pequefios carte-
les del mismo color, que se colocan encima de objetos de forma
piramidal de varias dimensiones.

2
100.000 100
1774 1186 462 125
83 1352 2001
865 3c2d 3d2c a2 3d%n
cdn . + + + aud ut
3c*u 6edu 3du?

Fig. 256

Las distintas operaciones, se siguen en relacién con el nimero
correspondiente a cada orden jerdrquico. como indica la figura, y de
él se sustraen las cantidades de unidades precisas para la fabrica-
ci6n de los objetos que se componen, de vez en vez, en relacién
con los valores. Si a un punto de la construccién se precisan
mé4s unidades de las disponibles segtin el nfimero, es necesario des-
hacerlo todo y volver atrds. ¢Dénde puede estar el error? Este pue-
de estar solamente donde se trat§ de buscar «una incégnitan. Esto
es, donde se colocan sucesivamente capas estratificadas correspon-
dientes a las caras del prisma cubo, sobre el cual, todo se edifica.
En el caso de nuestro nimero, el error puede estar solamente en
la estratificacién de las capas de 8°. Estratificaciones que se pre-
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cisan dnicamente en las operaciones correspondientes a la busca
de d y de u, o sea, en correspondencia de 100.000 y 10.000.

El primer objeto hallado, el cubo de las centenas que se obtie-
ne del grupo de los millones, es la primera piedra del monumento,
en torno a la cual se dispone todo el resto; es precisamente el
cubo inicial que se toma de la torre en la serie de los cubos de
1 a 10,

La ejecuci6n material y lenta de todas las otras operaciones
necesarias hace, casi, desanudar entre los dedos que trabajan, toda
dificultad y esfumar las complicaciones aparentes en la nitidez de
una simplicidad atractiva, que invita a la repeticién del ejercicio.

En la labor constructiva pueden colaborar tres o més nifios, pero
tres de ellos son los obreros que componen los trozos iguales tres a
tres, mientras los otros, pueden ser empleados en pequefios cartéles
que representan la cantidad, en torno a la cual, deberdn desarrollarse
las operaciones sucesivas.

EL MATERIAL ENSERA

En el procedimiento de calcular la ralz cilibica se tiene el ejem-
plo més claro del material guia, que ensefia como podria hacerlo un
maestro. Es el material quien conduce el cédlculo paso a paso y da, al
propio’ tiempo, la razén de cada particular del procedimiento, repre-
sentado claramente las relaciones entre un niimero y su raiz cibica.
Este maestro ensefia., dando a la inteligencia del discipulo la mayor
satisfaccién y empujdndolo a probar y volver a probar, a repetir, una
y otra vez, un ejercicio fascinador por su claridad y exactitud. He aquf
un maeslro siempre pronto, siempre paciente e inalterable, y dis-
puesto a repetir su demostracién. Es verdaderamente un maestro
que impresiona con su profunda ensefianza, que va analizando y des-
cubriendo hasta llegar a la raiz del probicma. El alumno no podré
jamis olvidar esta lecci6n.

Verdaderamente, no es una «memorizacién, que quedé en él,
sino, una visién que ha realizado en su mente, una construccién ra-
cional ¢ indestructible. El discipulo posee, ademis, las claves secre-
tas para recons'ituir el procedimiento, con sus propias energias men-
tales. Asi Ia memoria se ha convertido en un proceso sintético séli-
damente asegurado ; es como una planta viva, que alin cuando sujets
a perecer, deja las semillas que la puedan reproducir fresca y pujante.

El material de los peguefios cubos, se puede introducir en la eje-
cucién préctica de un célculo determinado a posteriori, es casi un
umaestro de virtudesn morales, que ensefia la «paciencian y la ure-
flexiénn, el respeto escrupuloso «al orden en la sucesién de los tra-
bajos necesarios», la «exactitudv en la construccién de los objetos,
la «constancian en ejecutar actos semejantes hasta €l fin ; no ya por
curiosidad, porque la mente guia la mano en casi todos estos traba-
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por una energia ordenada.y formadora del cardcter,
que se ha desarrollado y que anima a la ejecucién, dando, en premio,

- —
N N*| N¥|aN?
| 1 1 3
21 4 8 12
31 9 27 | 27
Yl16 | 64| 48
| o 25 125 15
i 6|36 | 218 | 108
‘ 1|49 | 343 | 147
5164 | 12 | 192
98 | 729 | 243
Fig. 257
N | N[ 3N? N° 4N° N* 5N* N°
| | 3 1 4 l’ 5 1
2 4 12 8 32 16 80 32
3 .9 27 27 108 81 405 243
4 16 18 64 256 256 1280 1024
) 25 75 125 500 625 3125 3125
6 36 108 216 867 1296 6480 - 7776
7 49 147 343 1372 2401 12005 16807
8 64 | 192 512 2048 4096 - 20480 . 32768
9 81 _243 729 29016 6561 32805 | 58949
Tabla C

Tig. 258
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REALIZACION

Una aterializaci6én geométrica de la férmula algebraica, rela-
tiva a lg 4." y 5.* potencia de un binomio, no representaria ya un
medio necesario para aclarar el célculo, ni mucho menos para abre-
viarlo y lograr aquella finalidad asombrosa de averiguar las altas
raices, esto es, aquellos nimeros pequefios, pero, que son como un
elemento primordial, y, multiplicados 4 6 5 veces por si mismos,
dan un namero enorme. Por ejemplo, descubrir que 28398341 estd
formado por un pequeiio 73 que se enrosca 4 veces scbre si mismo
como una bola de nieve que crece prodigiosamente, Y que el ni-
mero 1934917632 tiene un nicleo interno de 72 que, arrolldndole
5 veces sobre si mismo, lo forma.

Si se pudiese continuar materializando estas formaciones, y
mostrarlas bajo forma de sélidos geométricos, compuestos de partes
siempre més complicadas, como un organismo en evolucién, aca-
rrearfa, sin duda alguna, un ejercicio mental de agudeza analitica
que, concretado sobre objetos manuales, podria ser accesible a los
ninos. »

He aqui, pues, c6mo el problema recae ahora sobre la construc-
cién del objeto, esto es, sobre lo que precedentemente nos sirvié de
llave para abrir los secretos del namero. En efecto, si los cuerpos
s6lidos no pueden exceder de la 3." dimensi6n gcémo representan la
f6rmula a*+ 4 a® b + 4 b* a + 6 a* b*+ b* dénde ni un solo
término puede representarse materialmente? Ni las 4. potencias
de @ vy b : ni la multiplicacién de 4 por términos como a* b 6 b" a,
ni el producto de dos cuadrados a® b*.

Esta imposibilidad se presenta en la f6rmula algebraica redu-
cida ya a su méxima simplificacién. Pero, se podria peaetrar en ella
como se penetr6 en el nimero, para distinguir las cantidades que
constitiyen el objeto, de factores que indican simplemente una
multiplicidad de los mismos objetos. Como sucede en la multipli-
cacién, donde el multiplicando es la substancia y, en cambio, el
multiplicador indica simplemente cuantas veces se debe repetir
acuella substancia.

A tal fin seguiremos, de modo analitico, el paso entre la 3.*
y 4.* potencia del binomio, acompaiiando el desarrollo con la pre-
sencig de los objetos referentes al cubo del binomio. Entretanto.
para la construccién material, hay este concepto directriz ; el cubo
del binomio en su totalidad puede ser repetido varias veces (a + b
veces) y alineado como se hizo para indicar las decenas de millar,
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esto es: 10, cuando se colocaron en linea 10 cubos de mil perlas.
Esta aplicacién puede constituir una directriz, porque el cuerpo,
pasando de la 3." a la 4.* potencia, puede extenderse s6lo en lon-
gitud y no en el sentido de la anchura.

La férmula) del cubo del binomio

a'+ 3 a*b + b'+ 3 b’ a
estd compuesta de dos partes, que se refieren a las dos mitades del
cubo, y cada una de éstas estd constituida por 3 prismas apoyados
en las 3 caras adyacentes de cada cubo.

a’+ 3(126' + fys-r 3{?72(1

P

L

Fig. 260
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En uno y otro caso hay dos prismas, colocados lateralmente y
apoyando la cara no cuadrada sobre el mismo plano del cubo, y o.ro,
en cambio, que se apoya en el cubo con la cara cuadrada y se
eleva, o desciende perpendicularmente, con la cara rectangular. Se
puede observar en seguida la imporiancia de esta deficiencia de
posicién, lo que no seria posible destacar con la sola férmula alge-
braica.

Procedamos ahora a la multiplicacién del cubo del binomio por
el binomio mismo, sin eliminacién de términos, o mejor, sin acu-
mular en una suma térmios iguales :

(a+ 3 a>b + b+ 3 b* a) (a x b).

y separando las partes, teniendo en cuenia los dos grupos geomé-
tricos dichos :

(a®+ 3 a®° b + b+ 3 b® a) x a

(a®+ 3 a>b+ b+ 3b"a)xb
en la férmula expresada de este modo, se pueden distinguir 4 partes
que son los términos correspondientes a cada uno de los medios
cubos

(a®+ 3 a’b) xa (a’+ 3a’b) x b
(b*+ 3 b%a) x a (b>*+ 3b*a) x b

Ahora, los coeficientes a y b, por los cuales se multiplican los
factores entre paréntesis, aun cuando puedan ser numéricamente
idénticos a a y b, s6lo indican cuantas veces deben ser repetidos los
factores internos. Estos no se funden en la construccién de los ob-
jetos, como sucederia en la férmula, cuando los cilculos estdn des-
arrollados ; y donde a® se convierte en a‘ quiere decir: el mismo
objeto con otra dimensién. El criterio de que todo objeto tiene 3
dimensiones, se impone como una situacién limite, por debajo de la
cual, no existen objetos, y por encima de la cual, pueden aumentar
en cantidad y, combinarse variadamente, entre si.

Partiendo ahora del cubo del binomio, indicaremos, con coolor
diverso, los nuevos términos aue se deben considerar como multi-
plicadores, dejindolos separados y distintos, de aquellos yue indi-
can el objeto mismo en sus dimensiones.
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PARTE 1

Comencemos por la primera parte y demos a los términos ge-
néricos a y b, valores numéricos, llamando a la Aritmética a tomar
parte en la construccién, sostenida ahora, solamente, por el Algebra
y la Geometria.

; (b*a + 3b* a7)
. (a’b + 3a° b?)
; (b*+ 3b’ a)

a

+ av'a (]
4y
b

+ 3a
+ 3b*

!
[

= p?
= g°
= p?
Fig. 262

a = 3 (1 + 3a’h a | . (a'+ 3a’b)

b
1

= —_ )
o = =] —_—
a " <
o 0 i
el
[sp) ™ lsg =~
+ + + +
= - " -
« = LR 0
Lo = = >
— —
o o [=] =
B g . =
E E E E
— e L [ —
h V) h'l hl D
~ = ~ [

Demos a a el valor 3, a b el de 2, conservando las letras para
indicar los objetos existentes, y usando las cifras cuando tienen el
carfcter de multiplicador,
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FYNERRRE
Ahora: (a+ 3 a” b) a, se puede analizar asl :
a'+ 3a'b
(a+ 3a*b)3 =2a>+ 3a’b
a’+ 3a*b

Se trata, pues, de tomar tres cubos a y tres prismas a® b. Lle-
vemos a término esta primera parte de la construccién, poniendo
para su realizacién, también, el elemento medida. Esto, aunque no
constituya el caso general, demuestra claramente la posibilidad de
materializaci6n de la cuarta potencia de oualquier binomio. Un
cubo de 3 cms. de arista y 3 cubos de éstos uno al lado del otro. Si
después los 3 cubos se quieren unir, constituyendo un solo objeto,
resulta un prisma que corresponde al dato algebraico a*.

a’a

1 | .
1
! | . a*
[ ] |
o ST B
s ’
/a // //
g o £
a=3
Fig. 263

Pasemos ahora a los tres prismas a* b. Construyendo el objeto
con los valores establecidos, resultard un prisma de base cuadrada
con las medidas: 3. 3. 2. Ahora se trata de tomar tres de estos
prismas adyacentes uno al otro, como se hizo con el cubo. Aqui,
sin embargo, entra el elemento posicién del objeto.

Reuniendo tres prismas en un s6lo objeto, pueden resultar dos
formas esencialmente diversas, segfin se unan entre s{ por la cara
cuadrada o por la cara rectangular. El prisma que se apoya sobre
el cuadrado se extiende en longitud, continuando su apoyo sobre la
cara cuadrada y adhiriéndose por la cara rectangular.
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El prisma que estd al lado, pero en el interior, se apoya sobre
la cara rectangular y se adhiere por la cuadrada.

ate a &

2
1 o a
rd
Zz /
- ’
s’ s
L+6+4
prisma m

- Fig. 265

El prisma que estd al lado, pero hacia el exterior, en cuyo sen-
tido no puede extenderse, se apoya y adhiere sobre las caras rec-
tangulares. Ahora, si se une cada grupo en un solo objeto, los dos
prismas S resultan idénticos pero distintamente apoyados; el uno
sobre el cuadrado, como formando un techo y, el otro, sobre el rec-
tdangulo como si formase un muro (fig. 266). En cambio, m es esen-
cialmente distinto de los otros dos. °
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Fig. 266

. Efectuando operaciones con los nimeros de medida, resulta la
igualdad de volumen de los tres prismas.

3.3.6

= = 54
2.3.9 =

. 6
.9 = 54

3D O

. Con su construccién se ha realizado la primera parte, compren-
dida en la férmula algebraica

fa’+ 3a*bla = a'+ 3a’b

PARTE I

(b’x 3b*a)a
) Las otras partes de la [6rmula presentan anfilogas intérpreta-
ciones. Se pasa a repetir 3 veces el cubo de 2, e igualmente los
tres prismas que le ‘estdn unidos, y de cada grupo se forma um
solo objeto, :

22
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a=3
Fig. 267

esto es, un prisma de base cuadrada de cm. 2.2 ¥ largb cm. 6 (esto
es, tres veces la arista del cubo) que represen:a b* a y los tres

* 2 2 2
prismas que forman grupos correspondientes a: b” a. @ = b a’.

g2
ara
: \
aj ;|-
’ ’

’
a=3

Tig. 268

Uno de éstos se adhiere por la base cuadrada y resulta dis-
tinto de los otros dos que se adhieren por lag caras vreclangulares Y
que son idénticos, aun cuando, de diversa orientacién.

baa

— i Wka

Fig. 269 :

Asi queda traducida en objetos ‘geométricos la segunda pmfte
de la férmula. - ) G wEs : :

(b>+ 3b*a)a ="b"a + 3b’a’

REALIZACION 331

PARTE 111

Vamos ahora a las otras dos partes de la férmula.
(a"+3 a*>b) b=a"b+3a* b’

En este caso a b se traduce en el cubo de 3 repetido 2 veces, en
un prisma que tiene las caras cuadradas iguales a a’

a: o
] 1 't
' | i
4 1 : -
a i ety Sl /“
/s Fd 4
7/ 4 i
g7 i ot
' 7
Vo ! d
Iig. 270

a b se distingue en 3 prismas que derivan cada uno de la
unién de dos y realizando &’ b. b=a* b*, en dos formas esencial-
mente diversas, segiin que la adherencia tenga lugar por la cara

cuadrada o la rectangular.
2
a'tl

a: /|

al’

Fig. 271

!
B

Asf se han construfdo los objetos que corresponden & la férmula
a b+3 a b ‘
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abb

a|a*b?

==

b

Fig. 272

r———

PARTE 1V

Pasemos ahora a la ditima parte de la férmula

(b+ 3 b*a) b =b'+ 3 b’a.

P

b
’ rd
a
Fig. 273

R
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El pequefio cubo de b igual a 2° estd repetido dos veces y re-
sulta un prisma que corresponde a las medidas 2. 2. 4 y con ésto
se construye el-objeto que corresponde a b‘. Hay, ademds. los tres
prismas relativos al cubo de 2. que se deben repetir cada uno 2
veces. Estos. segiin se adhieran por la cara cuadrada o la rectan-
gular, vienen a constituir dos formas esencialmente diversas; uno
es 2.2.6 y resulta de dos prismas que Se unen por la cara cuadra-
da. Los otros dos resultan 2.3.4 v son los que se unen por la cara
rectangular. De esta manera se han construfdo objetos geométricos
de forma diversa, pero todos prismiticos, que corresponden a la
f6rmula de la 4." potencia del binomio a + b: a‘+ 4 a’ b + 4 b*
a + 6 a® b*+ b'. Con ellos se puede componer un objeto prisma-
tico que representa la forma de la 4." potencia del binomio a x b.
Dadas las magnitudes, tomadas ef este caso, el objeto es un prisma
de caras cuadradas de cm. 5.5 y de una base rectangular de
cm. 5.25. Su construccién efectiva, que se obtiene colocando junto
los varios trozos componentes, segin las relaciones estudiadas, es
un trabajo de inteligencia y paciencia que puede satisfacer lo mismo
a un nifio que a un adulto. -

Materealizacion matematica de Ja siguiente formube algebraica
(a--b)==a'44ab+6a*b' 4 4a’ b4 b
(:1 =z Ccm
b = 3 cm.
Fig. 274

Con anélogo criterio se construye también la 5.° potencia del
binomio, resultando un ‘prisma plano con la cara mayor cuadrada
25.25 y espesor de 5 cm. anédloga a la 5.* potencia representada
estudiando las superiores jerarquias del 10 en el sistema decimal :
10°= 100.000. El objeto construido para representar en sus partes
los componentes (a x b)’, puede constituir verdaderamente un
juego de ciencia y de paciencia en la interpretacién de sus partes
y en su correspondencia con los términos algebraicos de la férmula,
como, también, en las composiciones y descomposiciones de las
partes.

Aun cuando el trabajo sea, todavia, el de descomponer y re-
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SISTEMA METRICO DECIMAL

T S SR —

Materealizacion matematica de la siguiente [drmmla algebraica :

(aF-by=a-4sga'b+ioab'410a*b'g5ab'+ a’
a == 2 ClL.
b= 3cm.

Fig. 275

P s 1 29.3.8 i et e

componer un conjunto de objetos separables y manejables |qué di-
ferencia. de cuando el nifio manejaba los bastones preparéndose a
contar de 1 a 10 a ahora, que posee en objetos tangibles la reali-
zacién de férmulas algebraicas que alcanzan a la 5.* potencia, que
hacen penetrar su conocimiento e interés, en campos que fueron
siempre inaccesibles a la inteligencia de la infancia !




