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Dados los ndmeros, multiplicande y multiplicador, el nif}o que
acttia de registrador los anota y el que efectia la multiplicacion. los
compone con los carteles adecuados.. Por ejemplo : 4347 x 285.

Fig. 158

Todos los otros carteles, relativos a la composicion de los mul-
tiplicandos y multiplicadores, estin encerrados en una caja, alejados
del campo de la operacién. '

La primera labor es la de descomponer los nimeros separando
los carteles (Ag. 159).

Fig. 159

Después se comienza la multiplicacién.

Todos los grupos componentes del multiplicador deben ser multi-
plicados por cada uno de los grupos del multiplicando.

Se ponen ¢éstos, pues, a un lado y se comienza a trabajar con las
unidades del multiplicando (fig. 160), atin cuando se podria comen-
zar por cualquiera de los grupos.

Fig. 160
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Fig. 161

Se aproximan primero las unidades (fig. 161); 7 x 5 = 35.

Ahora se pide al banquero la cantidad de 35 y ¢l la toma del
correspondiente material bancario.

Estos carteles se guardan en una gran caja : el acumulador, don-
de el banquero guarda, de vez en vez, los carteles relativos a la eje-
cuci6én de la mulnpllcamén mem]éndoles todos confusamente. Des-
pues, se conitnia operando

Ahora el 7 del multiplicando debe ser mulnpitcado por las ocho
decenas del multiplicador (fig. 162).

6 0]

Tig. 162

El 7 del multiplicando permanece en el centro, a su derecha se
pone el 10 cubriendo la unidad del 10, con el 7 y el 8 del multipli-
cador al otro lado, resultando el producto 8 x 70 u 8 x 7 = 56 de-
cenas, esto es: 560. Ahora el banquero debé entregar 560 que se
guardan en Ia caja del acumulador.

" El 7 x 200 se obtiene : colocando el 7 en el centro y haciendo
resbalar después baio el 7 la primera cifra del 100.
El producto es 2 x 700 = 2 x 7 centenas o sea 1400.
Y el banquero cntrega un hillete de 1000 y uno de 400 (fig. 163).
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o 0O 4 0 0

Fig. 163

Cuando el multiplicando es una decena, una centena, etc., l_a
unidad del multiplicador se coloca bajo el dltimo cero del multipli-
cando. Por ejemplo: 2 x 400.000 = 800.000 (fig. 164).

Fig. 164

800.000, pues, es la suma que el banquero debe entregar y que
va al acumulador.

Puede suceder que en el banco no gqueden ya los valores pedi-
dos porque hayan pasado todos los de ®sa clase al acumulador.. En-
tonces se sacan del acumulador haciendo los cambios oportunos con
el banco, en forma que los valores debidos entren en el acumulador.
Los cambios entre éste y cl banco, no los ‘hace con frecuencia el
banquero, sino untercer nifio dedicado a la comprobacién y al regis-
tro o también, un cuarto nifio si el registrador esti ya ocupado en
su funcién. o, GEEE . i ot
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Dc este modo el operador, el banquero, el registrador, y el nifia
que comprueba, trabajan hasta el fin.

El registrador vigila el multiplicando y el multiplicador, qui-
tindolos de la circulacién cuando han funcionado.

El'Lrabajo tltimo se reparte ahora entre el operador y el banque-
ro, principalmente, pero, también el nifio que comprueba debe vigilar
atentamente, para que no haya errores, e interviene en caso de ne-
cesidad.

Se vacia la caja del acumulador y se buscan los billetes de igual
valor, cambidndolos, de vez en vez, por billetes mayores que repre-
sentan su suma, porque de todos los que se han acumulado debe que-
dar solamente un billete por cada jerarquia de nimero y estos bille-
tes, -efectuadas las correspondientes superposiciones, dan el pro-
ducto final en un solo ndmero.

En la operacién que venimos efectuando deben quedar al final
tnicamente, los siguientes carteles (fig. 165) que superpuestos dan
el total 4347 x 285 = 1.238.895 (fg. 166).
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RETORNOS REMOTOS

Volver al material de la primera infancia y usarlo afin; he aqui
un retroceso que debe significar reposo mental.

Las tres series de los bloques, la torrecilla roja, los prismas ¥
los bastones largos con las divisiones azules y rojas que distinguen
las unidades, esto es, la longitud del bastén mds corto. Y ademds de
esto, el alfabeto con sus pequeiias letras de papel de color,

La torrecilla roja ha tenido ya una evolucién brillante, esto es,
aquella magnifica torre de perlas de diez colores, que contiene el se-
creto de los nimeros.

Aqui, sin embargo, queremos retroceder, precisamente a] estado
inicial y repetir los mismos ejercicios que realizaban los nifios de
cuatro afios de edad.

EJERCICIOS CON LOS BASTONES LARGOS

Se disponia entonces de bastones de gradual longitud, uno junto a
otro, de modo que todos comenzasen en el mismo nivel precisamente,
para poner de relieve la dimensi6n comparativa, y después, con un
trabajo regular, se colocaba el mds corto junte al pendltimo que tenia
9 veces lo longitud de aquél ; a continuacién el bastén del 2 adyacen-
te al del 2, etc. ; de este modo se formaban todos los bastones; 10.

3 . 5=135

4 o sumnoeewes 64 4 = 10
zv"'ﬁ—'—r'—\ —_— 74+ 3 =10
7 ) S+ 2 =10
B 7 9+ 1= 10
L 10 = 10
10‘ :

Fig. 167

Unicamente el bastén del 5 quedaba solo, significando la mitad
de 10.° E
Se constituian de aquel modo cinco bastones de 10 y uno de 5,
y el recuento de todas las unidades, contenidas en el sistema, quedaba
muy facilitado por semejante disposicién, convirtiéndose en una
multiplicacién de 5 x 10 = 50 y.una suma de 50 + 5 = 55.
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10 = 10
9+ 1 =10 10 X 5
8§42 =10
74 3 =710 -+
5 =35 S
53
Tig. 168

Se puede representar esto, mediante un dibujo en papel cuadri-
culado, colocando en filas sucesivas un cuadrade, una fila de dos
cnadrados y asi, sucesivamente, hasta 10.

Siendo 10 por los dos lados, siendo 10 las filas superpuestas y 10
los pequefios cuadrados cubiertos por la base, se puede construir un
cuadrado, es decir, una figura geométrica, como indica la figura que
representa 10°. '
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Disponiendo después el 1 junto al 9, el 2 junto al 8, etc., se
logra llenar medio cuadrado, habiéndose formado cinco filas de 10

10 F .
superpuestas una sobre otra, 5= , V¥ queda todavia media fila, 5 o
sea 10
2

Por esto, considerando el nimero mayor a que llega la serie 10,
se obtiene, que el total de la suma de la serie natural de los nd-
meros de 1 a 10 es igual a la mitad del cuadrado de 10 miés la
mitad de 10.

| £+ A+E LT 4800 =al T D 10° + 10

3 T2 3
100 + 10 _ 55
2

Si reflexionamos sobre ello, comprenderemos que lo mismo suce-
deria si se faera en la serie, mds alld del 10, ya que se colocaria
siempre el 1 junto a la cantidad pendltima, que difiere de la mayor
en una unidad solamente, el 2 en la sucesiva, etc.

Veamos el dibujo del 16. :

Fig. 170

en el que sc agruparon las cantidades, en tal forma, que se obtiene
16" + 16

2 2

De donde
1+24+3+4-+5+6+ 7+8+9-+10+11+i2413 +14+15+16
= 16°+ 16 = 256 + 16 = 272 = 136
2- 2 2
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Lo cual resulta mucho mds sencillo, que realizar la suma de un
nimero tras el otro. Véase, pues, cémo la disposicién geométrica ha
facilitado el cdlculo.

En efecto, si se hubieran de sumar los nimeros del 1 al 100, es
atin mds evidente la simplificacién, pues, para realizar la suma si-
guiente

1248456448010 11124 1341 115416 4174 18-4-19--20
21224234 24 425126427128 - 20-4-304-31 43233431 + 3536437
3813004 L 124 1344 14546447 - 8- 4950114525354
+-55--56-4-57-1-58-F59-F 60461} 65246316460 4- 66 - 67--63-}-69--70-4-71
112 + T3 1175764 1743847948081 4-82-- 83 + 81--85-1-86--87-4-88
A-8OA-90-F 9192493 4-944-00-1-06-4-974-08-1-00-- 1.0

basta realizar este simple cdlculo, mads facilitado atn por el sistema
decimal

[#]

100° + 100 10.000 + 100 :
—————— = -t = 5.000 + 50 = 5.050

2 2

Y si se tratase de una serie que debiera llegar a un ndmero mu-
cho mayor, comc por ejemplo 1.000, el cdlculo seria siempre sen-
cillo

1.000.000 2:‘" 1.000 _ £00.000 + 500 = 500500

1.000° +_1.000 _
-

Si se tratase de un namero grande, pero no consistente en unidad
decimal, como por ejemplo, el 854, entonces, se complicaria el cilculo
solamente con la ejecuciéon de sencillas operaciones

854 + 854 729316 + 854 730170 — 365085

2 ' 2 2 ,

Para indicar esta simplificacién, que es general para la suma de
niimeros dispuestos en la serie natural, se puedc indicar con una
letra nn (ntimero) el dltimo al cual llega la serie y con esta férmula -

Si se quiere que el nifio llegue con entusiasmo a una farmula
algebraica, no precisa explicarla ni atraer su atencion sobre ella. al
contrario, conviene no insistir.

Lo que precisa, en cambio, es repetir aquel mismio ejercicio que
ocuna tanto tiempo al nifio de cuatro afios con el desplazamiento de

B R

S
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los bastones largos, o sea, repetir agrupamientos que forman todos
ellos cantidades iguales a la mayor, y hacer las comprobaciones re-
lativas. Repetir esto con dibujos, con cintas, o bastones construidos
como un trabajo manual, etc. Y es asi ¢6mo, de repente, la idea se
hace tangible y la [érmula que la expresa, no s6lo interesante, sino
necesaria, como es necesario el lenguaje para expresar las ideas.

Verdaderamente el dlgebra, que utiliza el alfabeto, es, con sus
formulas, un lenguaje de ideas matemdticas y apenas se conoce su
significado, viene la tendencia a buscar entre los ejercicios ya reali-
zados, alguna idea mds que pueda expresarse mediante férmulas al-
gebraicas.,

CUADRADOS

Pero quedémonos en un nivel mds elemental : esto es: la multi-
plicacién con los bastoncillos de perlas.

Repetir tres veces la cantidad representada por hastoncillos de
perlas 6 + 4 + 9 quiere decir: repetir tres veces 6, después 3
veces 2 y por fin 3 veces 9. Pero esto sucederia con cualquier bas-
toncillo ; lo mismo es que en vez de 6, 4, 9 se hubieran escogido
2, 8 y 5. O si en vez de repetirlos tres veces, se hubieran repetido
ocho veces.

Por lo tanto, hay un hecho que se debe expresar, el cual es in-
dependiente de las cantidades mismas.

He aqui el alfabeto que nos ayuda y los paréntesis que entran en
juego.

a (b +c¢+ d = ab 4 ac + ad

Veamos ahora otro ejercicio. Yo rtepito tres veces los mismos
bastones, 6, 4, 9. Después quiero afiadir atin dos veces el grupo
6, 3, 9. En ese caso he repetido la misma cantidad primero 3 vy,
después, 2 veces.

El 5 se convierte en 3 -+ 2, los grupos son 6.

6 + 4 + 9
eeo00®0 9o o9 O OOO0OE00
3+@°mﬂ .9 o o0 QOoOeCo @
eoe009 nens e 00000000
00008 eooe o cooosc00 4y
2 ceccoe eeoe OB D Go &
a . c
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La operacién con cifras, en este caso se expresa asi:

(34+2) (64+4+N=3 (6+4+9)+2(6+419) ==
3.6+3.4+3.9+(2.6+2.4+2.9)

Y en el caso general, con las letras del alfabeto :
(e +d(a+ b+ ¢) =ea-+eb -+ e+ da + db + dc

Otro ejercicio muy interesante consiste, en tomar los pequeiios
cuadrados de perlas, que representan los cuadrades numéricos de
1 a 10, y ver cuantas perlas hay que afiadir y c6mo deben colocarse.

Por ejemplo : tengo el cuadrado de 4 y deseo obtener el de 5.

Debo colocar dos filas de 4 en dos lados adyacentes y después una
perla en el hueco que queda.

Lo mismo sucede en la figura 173, donde se pasa del cuadrado de
6 al de 7 ; dos filas de 6 a los dos lados y una perla en el dngulo.
Asi en todos los casos andlogos.

de 4* a 5° de 6° a 7*

T ®oeonoe eonooe®
® 0 PC o ® 00 o0 o
@ »H o0 C ® 0000 O0OC
® Oo0 o ® C oo O

e C clo o C 0 o00OC

e CC o o000

e o coo ©o°

Fig. 172

Los nifios, con la caracteristica de su trabajo espontineo, que es
ordenado y paciente, siguen, por entero y ordenadamente, el paso de
uno a otro cuadrado.

Las cantidades de perlas necesarias para los pasos, son:

de2a 3=2+2+ 1= 5= 5.
de 3a 4=3+3+ 1= 7= T7.
deda 5=4+4+ 1= 9= 0.
de5a 6=5+5+1=11=10 + 1.
de 6a 7=6+6+1=13=10+ 3.
de 7a 8=7+ 7 +1=15= 10 + 5.
de8a 9=8+8+1=17= 10+ 7.
de 9al0=9+ 9+ 1 =19 = 10 4+ 9.

Fara cada paso sucesivo, la diferencia entre las perlas que es
necesario afadir, es de 2.
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Veamos ahora el modo de efectuar el paso a saltos. Por ejem-

plo, de 5 a 7.
de 5* a 7*?

00 5 OCoC
e® oo
D00 0 ® @09
cCeo o900
Croee 0 ee@
CCe @ @@ @
UCeveooe

Fig. 173

Aqui precisa afiadir dos filas de 5 en cada lado, y el espacio que
queda vacio rellenarle con un pequefio cuadrado de 2.

El cuadrado total obtenido contiene los cuadrados de las dos
partes en que fué separado el 7; 5* y 2° que se encuentran a lo
largo de la diagonal. Y el espacio remanente, se llena con dos dispo-
siciones rectangulares de perlas, correspondientes a los productos
de las dos partes entre si: 5 X 2,

Otro ejercicio que se puede emprender nuevamente para estudiar
la colecacién de las partes en un cuadrado subdividido, es el relativo
a las multiplicaciones efectuadas en los cuadrados de puntos.

Aqui pueden emprenderse de nuevo los trabajos manuales con
papel de color o los dibujos.

Comencemos por lo mds sencillo, o sea, por el lado del cuadrado
dividido en dos partes solamente.

Tres cuadrados de papel de diverso celor cada uno se recortan,
de modo, que con ellos se pueda reconstruir un cuadrado a tres co-
lores, como en la figura 174.

a &

IFig 174
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El cuadrado asi construido resulta compuesto por cuatro figuras .
dos cuadrados y dos rectangulos.

El rectangulo tiene un lado igual a uno de los cuadrados y el
otro, igual al del otro cuadrado.

No pudiendo dar un ndmero a estas figuras, que no ofrecen pun-
tos que se puedan contar en medidas determinadas de lados, podre-
mos indicarlos con una letra y llamar, por ejemplo, las dos partes del
lado del cuadrado mayor a y b. Entonces, todo el cuadrado se puede
indicar asi: (a + b) *

Los dos cuadrados internos, teniendo cada uno como lado una
de las partes a, b, se puede representar por a* el uno y por b® el
otro. En cambio. los rectingulos que son iguales y se pueden su-
perponer, representan la combinacién de las dos partes del lado y
se pueden indicar por ab.

El cuadrado entero, es igual a la suma de ambas partes (a -~ b)*
= a* + b® + 2ab.

Si ahora queremos, en vez de representar simplemente la figura,
realizar con estas letras una operacién semejante a la que practica-
mos con los ntimeros, se podria indicar asi la operacién: (a + b)
(a + b) donde una a 4+ b es el multiplicando y el otro el multi-
plicador.

Fig. 175

Y como aa y bb son a® y b* se puede escribir, sustituyendo estos
signos a aquellas combinaciones: a® + ab + ba -+ b’

Pero ab y ba son el mismo rectingulo que se repite 2 veces y
ab -+ ba se puede escribir 2 ab,

Por lo tanto (a + b)*= a®+ b*+ 2ab.
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( a*[’r)(a+fv)=
(a-9)a (ab) -
ada- fxa+ a.fr+ !}ﬂ:

(,Lz - B‘Ck -+ [_Q.li) - béﬂ

2

at+2as b

Fig. 176

Ahora bien. Aquel (a + b) se llama binomio (que quiere decir
dos niimeros) e indica las partes en que se halla dividida la linea
entera ; las dos partes forman un <olo todo. el lado, y por ello, se en-
cierran dentro de un paréntesis.

He aqui un cuadrado con el lado dividido en tres partes.

o 3

1
T

| XN

Fig. 177

El dibujo hace evidente la disposicién de las figuras ; los cuadra-
dos a lo largo de la diagonal y los rectingulos iguales que se hallan
simétricamente colocados. También aqui, no habiendo puntos que
contar, sinc figuras por ver, se podrian llamar genéricamente a, b, ¢,
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las tres partes en que se halla dividido el lado e indicar los tres cua-
drados asi : a*, b?, ¢® mientras los rectdngulos, se podrian indicar se-
giin las combinaciones de sus lados.

b e ac en la primera linea superior.
ba ...... bc en la linea siguiente.
ca...... ¢cb en la tercera.

Asi, las tres series superpuestas de figuras se pueden indicar del
modo siguiente :

{.° = linea superior : a° + ab + ac.
2.° = linea media: ba 4+ b* + bec.
3.° = linea inferior: ca + ¢cb + ¢".

Todo este conjunto forma el cuadrado que tiene como lado
a+b+ c Estoes (a+b+c (a+b+c).

Por lo tanto, siguiendo las normas establecidas con los nameros,
tendremos :

(at+b+c) (a+b+c) = a’+ab+ac +
ba + b* -+ bc+
ca+tch+c’

Lo que resalta mds, si se emplean colores distintos para las letras
que indiquen el multiplicando y el multiplicador.

a’? saly +qc +
‘&(}, + F;' f&; +

cQL +Cé~ 42

-

Fig. 178

Ahora, todas estas agrupaciones de letras se pueden ordenar me-
jor ; colocando primero en fila todos los cuadrados, y después, re-
uniendo grupos iguales, con la indicacién de que estin repetidas dos
veces, puesto que en la multiplicacién, el orden de factores no altera
el producto.

Y el producto, que indica la superficie de todo el cuadrado, queda

simplificado asi:
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(a+b+c) (atb+c) = a*+b*+c* +2 ab+2 ac+2 be

%+ g2+0‘*2a£~ & Jde+ zcﬁ

Fig. 179

Los tres términos que constituyen uno solo, como (a + b -+ <),
que representan juntos al lado de un cuadrado, se llama frinomio y
los tres se encierran dentro de un paréntesis. Si los términos son
cuatro, por ejemplo (a + b + < 4 d) se llama cuatrinomio. Si son 5,
(a 4+ b + ¢ 4+ d -+ e), pentanomio, etc.

Hagamos el dibujo de un cuatrinomio, donde los términos estén
expresados numéricamente, como en la fig. (80.

Tig. 180

Los primeros nimeros son pequefios v. por ello, aparecen indi-
cados por lineas breves, el dltimo, en cambio, es mds grande y la
figura toma el aspecto de ornamento de un dngulo,

Este ornamento de 4ngulo es el dibujo de un cuatrinomio :
3+ 1 +2+17.

Aqui el papel cuadriculado sustituye, con los cuadrados, los
puntos y permite el cdlculo numérico de todas las figuras componen-
tes. Seria 4 x 4 = 16.
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PRISMAS

Volvamos a la serie de bloques usados en la «Casa de los Nifios»

Seria interesante poder construir los bloques por medio de lis-
tones todos iguales al prisma mds pequefio, que tiene un centimetro
de lado en el cuadrado de seccidn.

En los otros prismas, el lado del cuadrado de seccién, crece
sucesivamente un centimetro hasta 10.

Se ha preparado un material, que permite efectuar estos pasos.
Primero, se usaban bastoncillos separados, pero la préctica, hizo
recesario el anirlos, constituyendo, una especie de tablitas corres-
pondientes a 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 bastoncillos o listones, Estas uniones
consisten en tablitas, donde !a separacién de los listones estd dibujada,
y permite e] contarlos. También los prismas estin dibujados, lo mis-
mo en las caras rectangulares, que en las caras de secciones.

Es decir, que Jos prismas tienen las sefiales de un candlisisn que
permite evaluar el namero de unidades que los constituyen.

Se ve, entonces, que, para pasar del primero al segundo prisma,
precisa afiadi- tres unidades, esto es, que ¢l segundo prisma consta
de 4 bastoncillos.

Habiéndolo construido asi, sustituye & este conjunto el segundo
prisma, hecho de una pieza, pero que estd dibujado en su parte
externa indicando la unidad.

A éste se unen los listones sueltos, que conducen al prisma de 3,
con cuadrados de seccién. Precisan : dos listones para un lade y dos
para el otro y queda un espacio, en un dngulo, que se rellena con
un bastoncillo.

Para pasar de uno a otro, fueron precisos 5 bastoncillos o sea
anidades y asi sucesivamente.

Finalmente, para pasar del prisma dg 9 al de [0 se han debido
cubrir dos caras con nueve bastoncillos y ha quedado el espacio hueco
de siempre correspondiente a uno; es decir, que el ndamero de uni-
dades, igual al que se utilizaba para el paso entre los sucesivos cua-
drados de perlas.

Es decir, que las diferencias de los prismas corresponden a las
diferencias de los cuadrados ; aquel lado que en todos tiene la misma
longitud no arrastra variacion alguna al cdlculo. Adn cuando alcan-
zase 20 metros de longitud, no tendria influencia alguna en los
cilculos de las relaciones entre los prismas.

En el paso de los listones largos para pasar del liston de 9 al de 10
bastaba afiadir una unidad.

En los prismas que varian segtin los cuadrados precisan en cam-
bio 19 unidades para pasar del pendltimo al tltimo.

Si después se confrontan los dos extremos de la serie se encuen-

ALGEBRA

Fig. 182 "

Fig. 184

233

I'ig. 183
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I'ig. 186

tra que para los listones largos se va de | a 10 y para los prismas
de 1 a 100 o sea de 1 a 10°. )

Los cilculos referentes a las relativas dimensiones de la_ serie
graduada de prismas se reducen, pues, a los cdlculos de sus secciones,
es decir, a los cdlculos que se oodrian llevar a cabo sobre figuras
planas, porque aquellos difieren solamente en sus secciones res-
pectivas.
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CUBOS

Estudiando andlogamente los pasos de cubo a cubo en la torre
roja, se presenta el problema de encontrar cuantos pequeiios cubos,
que son iguales al primero o sea al m4s pequeiio, precisan para pasar
de un cubo a otro y como hay que disponerios para comple‘ar un cubo
mds grande.

A tal fin, hemos hecho construir muchos cubos pequeiios que
tienen up centimetro de arista. Pero, siendo dificil la construccién
exacta con tales medios, porque caian los pequefios cubos y con la
superposicién concluian, sumados muchos, por superar los limites
debidos, hemos hecho construir tablillas cuadradas represcntando el
conjunto de pequefios cubns que serian necesarios para cubrir las
caras dec los cubos grandes. Ademids, sobre los mismos cubos hemos
dibujado las subdivisiones relativas a las unidades que los componen,

Con tal material se puede ficilmente pasar de un cubo al suce-
sivo en toda Ia serie de 1" a 10" (Fig. 186). '

Para pasar del primer 1° al segundo 2° es preciso, ante todo, pro-
cader como s2 procedi con los cuadracos

Uno de un lado, uno del otro lado, y uno para rellenar el espacio
que dejaron estos dos.

Después hay que doblar el cuadrado de dos asi obtenido vy se
precisan 8 pequefios cubos para formar el cubo de 2 y, por lo tanto,
para pasar del 1 al 2.

Para construir el cubo de 3, precisa cubrir 3 caras adyacentes con
tres cuadrados de 2. Quedan, entonces, tres espacios entre estas
caras y precisan tres listones de tres para rellenarlos. Después queda
aun, en el punto en que éstos debieran encontrarse, un espacio que

- se rellena con un pequefio cubo.

Han sido, pues, necesarios :

Tres cuadrados pequefios de dos =
mads tres listones 'de dos =

ww

- mds un pequeiio cubo 1

csto es, 19, pequefios cubos.
Sustituyendo ahora el cubo entero de 3, para pasar al de 4 se
presenta la misma construccién

3(F % [)=3x 09 =27 +
3 (1* x 3) 9
it I

37
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12 x3 -
: a2

Tig. 187

Son, pues, neccsarios 37 pequeiios cubos.
Veamos ahora cuintos se precisan para pasar de 9 a 10. Con

disposicion andloga, resulta :

3 x 92 x 1 =3 x 81 =243
s x 0 x 1*= = 29
I = = |
271

Para pasar, pues, del cubo de 9 al de 10, son necesarias 271 uni-
dades, mientras para pasar del prisma de nueve al de 10 bastaban 19.

Estos ejercicios pueden ser repetidos—aritméticamente—usando
el material de perlas relativo al cuadrado y al cubo de los nameros
de 2 3 10.

En efecto, pasando (por ejemplos), del cubo de 3 al de 4, se
pueden afiadir al cubito de 3, los tres cuadrados de perlas (3%, ¥
después, tres bastoncitos de perlas, y, en fin, I perla. Asi se puede
calcular contando unidad por unidad el pasaje descrito:

34 3.3+ 33+ 1=27+27T+9+ 1 =64= 4°

“ . EHES o
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También para los cubos, se pueden realizar pasos salteados, por
ejemplo, de 4 a 6. ‘

Sobre cada una de las tres caras adyacentes del cubo de 4 se
ponen dos prismas 4°x 1 y quedan entonces, a io largo de las aris-
tas, espacios que hay que llenar con 3 listones en cada lado forma-
dos de 4 prismas 2° x 1 y en el punto de su encuentro queda un
espacio que se reilena con un pequefio cubo de 2 de arista.

He aqui, pues, lo afiadido

3 x (2x%x4%)=3(2x 16)=3x 32 =206
=3 (4 x 3 x 16 = 48

3 x (4 x 27 ( 4) =
2“ = T 22 = 2 x 4 = 8
152

Veamos con nimeros

4x4—f=4><16 64
6 x 67=6 % 35 = 216

Ahora bien 216
— 64

43
6.‘]

152
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La diferencia entre ambos cubos es, precisamente, 152.

g Otro ejemplo de paso salteado; pasar del cubo de 6 al cubo
e 8. .

Sobre tres caras adyacentes se colocan dos prismas de 6% x I,
en total 6 prismas de 6 x 1 (cuadrados de 6). Quedan a lo largo
de las aristas espacios que corresponden a un prisma largo de 6 que
tiene como secci6én un cuadrado de 2.

2% o B,

Finalmente, en el dngulo en que convergen las partes afiadidas,
queda un espacio al que corresponde un cubo de 2.
Las partes aifiadidas son, pues:

6 cuadrados de 6 ............ 6 » 36 = 216
3 prismias 6 R 2% s 3 x 24 = 72
1 cubo de 2 = 8

206

Calculemos ahora la diferencia numérica entre el cubo de 8, al
cual se ha llegado con la adicién calculada arriba, v el cubo de 6
del cual se ha partido,

8 x 8 = 8 x 64 = 512
6 x 6 = 6 x 36 = 216
296

CUBO DEL BINOMIO

La disposicion resultante de las partes del cubo asi construido y
la parte constante que se repite en cada caso, conduce a férmulas
generales que se pueden representar con los simbolos genéricos del
alfabeto.

Asi se ve que el cubo de 8, resultado de (6 + 2)°, estd cons-
truido con los cubos de las dos partes 6° v 2°.

Ademds, hay ftres prismas que resultan de los dobles cuadra-
dos, colocados sobre las tres caras adyacentes—éstos resultan del
cuadrado de 6 repetido dos veces—es decir 6° x 2.

Y <e precisan, ademds, otros tres prismas qus tienen como sec-
cién 2° y como longitud 6, es decir 2° x 6.

waaginn
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El conjunto, pues, consta de

6° + 2° + -
3 (6 x 2) + i
3 (2° x 6) :

Los prismas, pues, son de dos especies. uno tiene, por cara el
cuadrado de la parte mayor y, por altura, la parte menor, y el otro,
en cambio, tiene, por cara de la seccién, el cuadrado de la parte
menor y por altura, la parte mayor. =

Esta distribucién, se puede comprobar en fodas las combinacio-
nes posibles y es general, Se puede expresar mediante la férmula

(a -+ b)* = a" 4 ‘_l)"' 4 3a’t -+ 3b%a

la cual desarrolla e indica la parte que constituyen el cubo de un
binomio (fig. 189-190).
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Ja* b

CL3+ 5 CL.J'-}.‘J
Tig. 190

Para hacer tangible dicha férmula, hemos hecho construir las
partes de un cubo segin aquélla, que son dos cubos negros y los
prismas de cristal y, por lo mismo, transparentes.

Se ve, entonces, la posicion reciproca de los cubos, que estin
colocados diagonalmente en dos planos distintos (plano del cubo a
y plana del cubo b) tocdndose por el vériice (fig. 191).

Fig. 191

PrEIES

St actease. -
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Cada cubo esid rodeado de tres lados de los tres prismas que
son sus satélites, teniendo la misma seccién cuadrada de dicho cubo
y la altura, igual a la arista del otro cubo.

Observando las caras, son todas iguales, reproduciendo la figu-
ra del cuadrade de un binomio, donde se ven los cuadrados corres-
pondientes a cada parte, colocados diagonalmente.

Colocando, pues, una luz eléctrica detrds del objeto, en una ha-
bitacion a obscuras, resaltan las figuras negras de los dos cubos,
mientras las aristas de los prismas de cristal, de uno y otro lado,
proyectan sus sombras sobre un disco blanco, colocado para refle-
jarlas.

] ejercicio de componer o formar este resto con sus partes, cs
atn mads sencillo y hacedero que construir la Torre Roja de los diez
cubos. Llamando a v b las aristas de los dos cubos negros que in-
tervienen en la construccion, se pueden interpretar los objetos sc-
glin una indicacion algebraica.

Se preparan carteles pequefios que indican, cada una de las par-
tes componentes, por medio de la correspondiente férmula alge-
braica (fig. 192): entonces, mezelados v tomados al azar, se va
buscando ¢l objeto correspondiente a cada uno y se pone junto a
él, como hacian los nifios de cuatro afios con los primeros carteles

a3 | (12{!’ GZ‘PI a2f7.
03 1% ] | 4% || b 2a

lig. 192

de los niimeros o con los bastones de la numeracion. O también, a
la inversa, se alinean (o se escogen al azar) los objetos y después,
se busca para cada uno su correspondiente cartel algebraico. He
oido a nifios que habian combinado un ejercicio para dos. El uno
tenia los carteles en su mano y decia al otro «dame b*a» o también
«dame b"» pretendiendo, en esta forma, recibir un objeto; acaso
recordaban la famosa leccién de «los tres tiemposn. Al escoger los
prismas, aun cuando los nifios reconozcan a primera vista la co-
rrespondencia con el cubo de su grupo, continuan durante largo
tiempo superponiendo sus caras,
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CUBO DEL TRINOMIO

El ejercicio ha suscitado tanto interés, que hemos pasado en
seguida al cubo de un trinomio, preparando un material que con-
duce directamente a la férmula algebraica corrrespondiente.

El material estd compuesto en total de 27 objetos; esto es,
tres cubos y 24 prismas.

La mayor parte de los prismas es de secci6n cuadrada y son
iguales tres a tres. Existen, ademds, seis prismas iguales entre si
que no tienen ninguna seccién cuadrada.

Los colores ayudan a distinguir los objetos en sus relaciones
reciprocas y, al propio tiempo, conducen a la justa construccién
del gran cubo que debe resultar del conjunto de los 27 objetos.

Los colores son tres y distinguen los tres pequefios cubos com-
ponentes (a® + b® + <¢%). Por ejemplo,rojo a’, azul b' y ama-
rillo ¢".

Los prismas iguales tres a tres, se refieren a los pequefios cu-
bos, cada cubo pequefio tiene como satélites suyos 2 grupos de
3 prismas, (en la figura hay representado un solo prisma de cada
grupo) que tienen todos la misma secci6n cuadrada correspondiente
a una cara del cubo pero la altura de cada uno de los 3 prismas de
un grupo es igual a la arista de uno de los dos cubos remanentes,
y la altura del segundo grupo es igual a la arista del tercer cubo.

7
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Asi, por ejemplo, respecto al cubo a'—que es rojo—hay tres
prismas con seccién a* y por lo mismo roja como el cubo a’, y de
altura correspondiente a b (y por lo mismo con las caras laterales
azules). En cambio, los otros tres prismas de seccién a® teniendo la
altura de ¢ tienen las caras laterales amarillas como el cubo <,

Lo mismo sucede con las otras series de prismas de seccién
cuadrada que se refieren a los cubos b y ¢.

Finalmente, los seis prismas iguales entre si. que no poseen
ninguna cara cuadrada, pero que tienen tres aristas desiguales a,
b v ¢, tienen las aristas, de tres colores distintos, iguales a los de
los cubos correspondientes.

Es evidente, que los colores sé6lo tienen una importancia re-
lativa en la construccién del cubo resultante : el cubo del trinomio.

Conjuntamente con dichos objetos, existen pequefios carteles
con la férmula que distingue cada uno de ellos (fg. 194); v los
carteles con los ndmeros 1, 3 y 6 indican las repeticiones de las
piezas a las cuales corresponden (fig. 195). Estos carteles son en
justo ntimero, de modo que puedan colocarse encima de cada uno
de los objetos.

El primer ejercicio es cl que se ejecuta con el material s6lido,
mezclando los 27 trozos relativos al cubo de un trinomio y bus-
cando después los prismas iguales entre si, para agruparlos segtin
el propio criterio.

Un ejercicio sucesivo consiste. en conocer la rtelacién de los
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prismas con los cubos, lo que se logra facilmente, gracias a los co-
lores y, de ese modo, se hace posible colocar sobre cada objeto el
cartel correspondiente : por ejemplo, a* b, ¢* b o abc. etc.

Concluida esta labor se puede proceder a dos composiciones,
una es la construccién del cubo del trimonio con los 27 objetos, co-
locando cada unc de ellos en el lugar correspondiente. La otra, es
la disposicion de los pequeiios carteles que se pueden agrupar (su-
mindolos ordenadamente) colecando un ndmero en vez de los car-
teles iguales (fig. 196).

Asi
a2+ |+]c2|

allah|+« 3] 18%al+ 3] |cal

+ 3] laxc|+ |3 ﬂ“c+3 czf,+

+ 6| labc

Fig. 106

Lo que constituye la férmula algebraica del cubo del trinomio.

La construccién del cubo, pone de relieve la posicién reciproca
de los tres cubos pequefios, los cuales atraviesan el cubo grande
diagonalmente, del final de una arista al final de la opuesta, mdn-
teniendo contacto entre si por el extremo de una de sus aristas res-
pectivas y quedando situado en planos diversos: plano del cubo a,
plano del cubo b y plano del cubo c. (fig. 197).

BRI plano del cubo c.

&3

| et plano del cubo I».

plano del cubo a.

RAIZ CUADRADA
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Considerar el cuadrado de un namero, es considerar una mul-
tiplicacién con caracteres especiales ; el nimero repetido por si

mismo,
N. N.? N.?
1 1 1
2 4 3
3 9 21
4 16 64
5 25 125
6 36 216
7 40 : 343
8 64 512 .
Q - . 31 729
10 {00 1000

Tabla de los cuadrados y cubos de los ndmeros r a 1o
para el calculo de las raices

10 x 10 es el cuadrade de 10."En el cuadrado del ntimero. el
nimero que se repite por si mismo se llama raiz del cuadrade.
El lado del cuadrado corresponde a la raiz (fg. 198).

! Fig. 198
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Ahora hemos de efectuar una operacién opuesta a la de averi-
guar el cuadrado. Esta operaciéon opuesta consiste en hallar la raiz
cuadrada de un ndmero.

Dado el ndmero 36 busquemos su raiz. Quien conserve en la
memoria la tabla de multiplicar, encuentra en seguida que la raiz
de 36 es 6, toda vez que 6 x 6 = 36.

Si, en cambio, el nimero cuya raiz quisiera averiguarse fuera
3, quien recuerde la tabla de multiplicacion, comprenderd en se-
guida que en 38 hay un cuadrado 6 x G-—el cuadrado de G6—mis

un resto de 2 unidades.
38 =36 + 2= (6 x 6) + 2
El signo para indicar la raiz cuadrada de un nimero es el si-

guiente: 1 36 = 6. ' 38 = 6 con un resto de 2.

Usemos ahora el material. Tomaremos la tabla que nos ha ser-
vido para los primeros estudios sobre la multiplicacién. Teniendo
al ndmero 36 representado por 36 perlas separadas, procuraremos
construir con ellas un cuadrado cada ver mayor; de 1, de 2, de 3,
de 4 etc., colocando las perlas angularmente, mientras tengamos
perlas disponibles : ‘

V 36 =6

Fig. 199

Disponiendo las perlas en disposiciones semejantes sucesivas,
se alcanza, como indica la figura, al cuadrado de 6. La raiz estd
indicada por el namero de los colocados en la parte superior. al
cnal, se llega construyendo, sucesivamente, un cuadrado siempre
mayor. En este caso es G.

Si no se logra completar un nuevo cuadrado, la cantidad de
perlas insuficiente, constituye un resto.

Repitamos ahora el ejercicio con 52 perlas.

e e e s i .

RA{Z CUADRADA 249
o
1234567 80910
- ) - D @
sbifrflrs
il O s O
C—=l—= le S m —
e-o-e-0 0 g A V' sz =7
O=-O—C-p<C &0 » - . con resto de 3

Fig. 200

Se llega con ellas ha construir el cuadrado de 7: 7 x 7 = 49
y quedan tres perlas como resto. Por lo tanto, la raiz cuadrada de

52es 7, conunrestode 3. V¥ 52 = 7 + resto 3

Esta seqclllisima operacién puede repetirse muchas veces. No
es una multiplicacién ni una divisién y, aunque se trata de disp;oner
unidades en forma semejante a como se hacia en las operaciones
precedentes, aqui la disposicién consiste en construir un cuadrado
con el fin de conocer su lado. '

La operacién se llama exiraccién de raices.
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RAICES DE MAS CIFRAS

EJERCICIOS PREPARATORIOS DE ANALISIS GEOMETRICO

Si el lado del cuadrado en vez de representar un nimero tinice,
representa la suma de dos némeres (un binomio) sobreviene una
complicacién semejante a la que se estudié en las pequeiias multi-
plicaciones dentro del cuadrado dividide en partes, y observada
después en slgebra al estudiar el cuadrado del binomio, trinomio
etc. Asi, en la figura 201 se observan dentro del cuadrado pequeiios
cileulos de multiplicacién que sumados nos dan el producto total

V' 64 = 8 elevado al cuadrado, esto es, 5 -+ 3 elevado al cuadrado.

5 + 3
o 5% 5 3x5 25 ¥
=25 =15 15 %
15. *
+ 5x3 | 3x3 9 =
64
Fig. 201

Si aplicamos al célculo una interpretacion relativa al sistema
decimal, y si a las partes en las cuales estd dividido el lado del
cuadrado se atribuyen diferentes valores jerdrquicos, entonces se
obtienen resultados muy distintos (Fig. 202).

50 v 4
o | 50 x 50| 3 x 50 2500 +
S | = 2500 = 150 150 +
+ 150 +
3 50 x 3 3 x3 9 =
= 150 J =9
2809

e

RA{Z CUADRADA 251

El nimero, entonces, en vez de ser 5 + 3 = 8 se convierte
en 50 + 3 = 53, y todos los cdlculos interiores que se refieren a
las partes que constituyen el cuadrado, forman conjuntamente un
nimero que es el cuadrado de 53, 53° = 2.809.

Un ejercicio atrayente, consiste, en <onfrontar un rectingulo
subdividido en partes (esto es, constituido por dos lados, cada uno
de los cuales representa la suma de partes determinadas) conio,
por ejemplo, el rectingulo (4 + 6 + 2 + 3) (8 + 4 + 5), o sea
15 %x 17 — calculado solamente en relaciéon con el valer absoluto
de los miimeros— ; y calcular después el mismo rectingulo cuando
sus partes se refieren a diversos valores jerdrquicos.

En el primer caso, las distintas figuras representan los siguientes
productos parciales :

32 + 48 4 16 + 24 = 120
- 16 + 24 + 8 + 12 = 60
20 + 30 4+ 10 + 15 = 75
255
que en total dan el nimero 255.
@ 4 + 6 + 2+ 3
32 48 16 24 = 120
+
16 24 8 12 = 60
1%
+ 20 30 10 |15 = 75
= 255
(4]
Fig. 203

En el segundo los productos se forman entre los dos términos.
(4.000 + 600 + 20 + 3) (800 + 4 + 5) y son:
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3.200.000 160.000 20.000
480.000 24.000 3.000
16.000 800 100
2.400 120 15
3.698.400 184.920 23.115

constituyendo su suma el nimero 3.906.435.

800 + 40 + 5
-9 o
o
S | 3.200.000 20.000
g 160.000
% 480.000 3.000

24.000°

+
[y%]
o
* 16.000 800 100
g 2.400 120 15

3.698.400 + 184.920 -+ 23.115 = 3.906.435.
Fig. 204

Dos rectingulos que tengan la misma superficie 15 x 17 pero
con sus lados divididos en distinta forma, como, por ejemplo, en la
figura 205.

400 + 60  + 7
934.000 2000 + 800.000 120.000 14.000
+ 233.500 500 + 200.000 30.000 3.500
+ 18.680. 40 + 16.000 2.400 280
+  1.868 4 + 1.600 240 28
= 1.168.048
Iig. 205

s
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(2 +5+ 4 + 4) (4 + 6 + 7) si se les calcula tomando como
base los valores absolutos de los niimeros, dan resultados iguales,
esto es: 15 x 17 = 255. L . Co

Pero si los ndmeros asumen el valor relativo a su respectiva
funcién jerarquica, los resultados son muy distintos; y, en efecto,
las partes de los lados (4 + 6 + 2 + 3) (8 + 4+ 5) = 16 x 17
se convierte en cambio en 4.623 x 845 = (4.000 + GO0 + 20

4+ 3) (800 + 40 + 5) = 3.906.435. Y en el otro rectingulo.

también de 15 x 17, (2 + 5 + 4 -+ 4) (4 + 6 + 7) se convierte
en 2.544 + 467 = (2.000 -+ 500 -+ 40 + 4) (400 + 60 + 7)

= 1.188.048,
800 4+ 40 + 5
20.000 3.200.000
4000
160.000
600 3 000 480.000
24.000
20
100 800 16.000
3 15 120 2.400

23 115 + 184920 + 3.698 400
= 3.906.435
Fig. 206

Todas estas comprobaciones resultan todavia mds interesantes si
se confrontan las sumas referentes a las figuras que se hallan sobre
la misma linea horizontal (v representan la repetici6én de cada ni-
mero del multiplicador por cada nimero del multiplicando) porque
aquéllas se identifican con los productos parciales de la misma mul-
tiplicacién llevada a cabo con el procedimiento aritmético. De ese
modo estos ejercicios que se ofrecen como representacién geomé-
trica de un andlisis minucioso del cdlculo aritmético, se convierten
por sl mismos en motivo de una nueva actividad.

Cuadrados. — Dichos ejercicios realizados con el cuadrado,
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ofrecen la mdxima importancia, porque representan una prepara-
cion para el cilculo de la raiz cuadrada. En la figura 207 (1 se ve el
anélisis de dos cuadrados iguales, cuyo lado de 15 unidades estd
dividido en igual ndmero de partes, 2, 3, 4, 6; pero las partes
estdn inversamente distribuidas (Fig. 207 (2).

6000+ 400 + 30 2
D
2 | 36 000 000| 2 400.000| 180.000| 12.000 | 38 592000
o
1| 2400.000| 160.000] 12000| 800 | 2572800
=
o 180.000 12.000 900 60 192 960
]
864
: 12.000 800 60 g | 12
" 41,370,624
6432
6432
12864
19296
25728
38592
41370624
g 207 (x

A pesar de esta identidad v s6lo por el hecho de su orden in-
verso, si se atribuyen a los nimeros los valores jerarquicos deci-
males, resultan productos muy diversos entre si; en efecto, en un
caso se trata del cuadrado del nimero 2.346 y en el otro del ni-
mero 6.432.° ‘

Ahora bien: 2.346° = 5503716
6.432° = 41370624

En la figura estd representada la suma de las partes de la mis-

it i e o
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ma direccién horizontal y los productos parciales obtenidos siguien-
do el correspondiente calculo aritmético.

2000 + 300 + 40 + 6
N = 4.692 000
% 4 000 000|600.000 | 80.000 12.000
o 703 800
S| 600.000| 90.000 | 12 000 1.800
.;.,
93 840
-9
=l 80 000| 12.000 | 1 600 240
14.076
o (2000 1.800 240 36 5 503 716
2346
2346
" 14076
9384
7038
4692
5503716
Tig. z07 (2

Lo que se debe observar, especialmente, en la repeticion del
cuadrado, es la reciproca disposicién de las figuras; ésta se debe
estudiar comenzando por la figura mds rica de valor gue es uno
de los cuadrados extremos en el sentido de la diagonal, como seria
en una de las figuras que ahora consideramos el cuadrado de 6000
y en la otra el de 2000. Partiendo de este cuadrado_ que es un valor
méximo, como de un centro, conviene observar la simetria de los
rectingulos adyacentes, que tienen el valor mds aproximado al mé-
ximo y poco a poco ver como se corresponden las figuras que tienen
el mismo valor, siguiendo siempre los valores decrecientes la misma
direccion hasta la unidad que se halla en el extremo opuesto de la
diagonal que se inicia en el cuadrado inicial. La importancia de es-as
observaciones .radica en que la superficie del cuadrado representa
.el nidmero, v el lado 1a raiz cuadrada. Ahora, en la superficie del
cuadrado, el nimero estd analizado y dispuesto en orden a su
valor, e indica qué partes de este valor estin.en relacién directa
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con la raiz cuadrada ; esto es, los adyacentes al lado del cuadrado.
Existen, pues, entre las partes, alguna que indican la raiz y puede
decirse que contienen la incdgnita. [Estas partes, como se observa
en la figura, son pocas y constituyen el marco angular que tiene por
centro el cuadrado de médximo valor y, a mayor abundamiento, este
marco teniendo partes simétricas, se reduce atn mds su ndmero.
En cambio, la mayor parte de los valores no tienen contacto directo
con la raiz y no depende de ellos el descubrimiento de la incégnita.

Este es, precisamente, el estudio que hay que llevar a cabo para
enconirar la guia que nos conduce al cilculo de la raiz cuadrada.

ESTUDIO DEL CUADRADO TIPO

Es necesario, pues, construir un cuadrado tipo, es decir, una
figura directriz, que sirve para presentar claramente la distribucién
de las partes interiores. A dicho fin, corresponde un cuadrado cuyo
lado esti dividido en partes 1gualcs v que, por lo mismo, resulta
compuesto por figuras cuadradas e iguales entre si. El nﬁmero co-
rrespondiente a las partes es la unidad que, segin su funcién,
asume diversos valores jerarquicos: 1, 10, 100, 1000.

La figura 208 representa el cuadrado de 1111.

‘1000 100 10 1

IFig. 208

- Llevando -a cabo los cilculos interiores, -se fija la distribucién
de los valores del nimero que corresponde a 1111 en el cuadrado.
La figura demuestra que los valores.
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vienen distribuidos en sentido diagonal y decreciente desde el ex-
tremo A. al extremo B. del cuadrado, y, las partes simétricas que-
dan dispuestas segiin lineas perpendlcu]ares a la «diagonal A. B.
Los dos cuadrados extremos, el que forma dngulo de A y el que lo
forma de B son dnicos, es decir, carecen de simétrico. Uno de
ellos estd en relacién con la raiz ; esto es, el de méximo valor en
el dngulo A. Los valores del mismo grado son, en sentido diago-
nal, perpendiculares a A. B. y sumdndolos se obtiene :

Unidad ..o 1 = 1
DECeNAS i 2 = 20
Centenas ......ooveeeueerrneeennees 3 = 300
Millares  ....oiiviiiieiieies 4 = 4.000
Decenas de millar ............... 3 = 30.000
Centenas de millar ............. 2 = 200.000
Millones ..oooirriiineeennnas [ 1 000 000

1.234.321

El ntimero representado por el cuadrado es 1234321.
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En relacién con la raiz estin tunicamente algunos valores, los
mayores ; los millones y las tres cifras que indican el ndmero de
los millares. Por esto la raiz depende solamente de las primeras
cuatro cifras del nimero 1234321.

Observemos, ahora, la distribucién de los valores del nimero
como si se estudiasen las partes internas de un organismo, y ve-
remos que, la cantidad : -

Millones, esta toda ella sumida en una sola figura, que por su
situacion en el dngulo superior, y por el hecho que de su altura
depende la de todas las figuras que guardan relacién con la raiz,
asume una funcién directora y la llamaremos: Jefe del dngulo

A B
1.000.000 2

I'ig. 210 Fig. 211

La cantidad sucesiva en valor, esto es, las

2 Cenlenas de millar, se distribuyen en dos figuras adyacentes
a la figura Jefe y, por eso, su lado tiene las mismas dimensiones que
aquél. De amibas figuras, una sola guarda relacién con la raiz, pero
la cantidad debe rellenar, necesariamente, también otra figura igual
y simétrica.

El valor sucesivo, o sea

3 Decenas de millar se distribuye en tres figuras, una de las
cuales, es interna y desaparece, y las otras dos se distribuyen simé-
tricamente, uniéndose a las figuras de valores inmediatamente su-
periores. Existe, pues, una parte inferna, casi una viscera, que las
decenas de millar tienen la obligacién de rellenar antes de poderse
distribuir en el exterior (Fig. 212).

Por fin, el dltimo de los valores, de los cuales depende la raiz,
es el de los

4 Millares. Este se distribuye en cuatro figuras y ocupa todo el
camino de la diagonal. Mientras el primero, entre los valores, estd
concentrado en el tnico «jefe del dngulon_ el dltimo estd disperso
a lo largo de la diagonal. Dos de las cuatro son internas, viscerales ;
podemos llamarlas, dos visceras simétricas y las otras dos se co-
locan en linea sobre los lados del dngulo. De éstas, una de ellas

T

- e——————. S
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toma parte en la raiz y la otra es su opuesta simétricam‘cntt;. Asi
concluye la distribucién de las partes del nimero que estdn ligadas
a la raiz (Fig. 213).

G
10.000 1000

Fig. 212 Fig. 213

Ademis de éstas, existen otras muchas figuras (todas aquéllas
que estin debajo de la barrera diagonal sefialada por los millares)
que mo tienen contacto alguno con la raiz. Existe, pues, una parte de
relleno, un espacio muerto que absorbe el resto del mimero. Este
debe ser rellenado y _la raiz no serd segura hasta que no se haya
probado si en el ndmero hay cantidad suficiente para satisfacer esta
necesidad. Es, pues, necesario observar atentamente también la dis-
tribucién de valores en esle espacio suplementario que completa el
cuadrado.

Las centenas se distribuyen en tres espacios, de los cuales uno
cs asimétrico, interno, visceral ; mientras, las cantidades de dece-
nas y unidades son superficiales, como se observa en la figura 214.

Tig. z14



260 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

) Es conveniente ahora orientarse en un cuadrado cuyo lado esté
dividido en partes desiguales. Esto viene a constituir una serie de
ej_erc.icios, en los cuales, los nifios comprueban esta interesante
distribucién geométrica y las relaciones reciprocas de las figuras
en que queda subdividido el cuadrado. '

Representemos el nimero cuya raiz es 3245,

A 3000 <900 40 .5

~

' Fig. 215

El jefe angular es un cuadrado de 3. Sobre la diagonal A. B.
sélo se encuentran figuras cuadradas y son las tinicas que se pueden
situar exactamente sobre una de las diagonales que atraviesan el
gran cuadrado. La otras figuras son rectingulos tan diferentes en-
tre si, que no es posible alinearlos diagunalmente.

Las diagonales a través de las fguras que sefialan la barrera, al
otro lado de la cual estd la parte muerta, es una linea quebrada, y
esto sucede en la representacién de todo nimero que no sea com-
puesto con la repeticién de la misma cifra (444, 2222). La fipura
jefe del dngulo, siendo el cuadrado de 3, dirige toda la raya o faja
angular, por lo tanto, las partes en relaci6n con la raiz son todas
rectidngulos que tienen uno de sus lados igual al lado del cuadrado
jefe: 3 % 3,3 x 2,3 x4, 3 x5 Y como esto, sucederi para
cualquier nimero.

Se puede genéricamente substituir con letras la cifra que indi-
can dlos valores de las subdivisiones del lado del cuadrado: Ila-
mando

la primera cifra de la raiz a
la segunda
la tercera
la cuarta

Lo o

SR
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Ifig. 216

El cuadrado jefe es, pues, el cuadrado de la primera cifra de la
rafz: a®. En éste se halla, pues, recogido el valor de los millones
del nimero. Los dos rectangulos adyacentes, a. b. son una combi-
nacién de la primera con la segunda cifra de la raiz y se puede indi-
car asi: 2 a b. En éstos se recoge el valor de las centenas de millar
del nimero. El tercer valor, las decenas de millar llena el espacio
interno b* (esto es: el cuadrado de la segunda cifra de la raiz) y des-
pués que ha dejado éste dispuesto, llena los dos rectdngulos a. c. ; y
de ese modo este valor se distribuye segin las figuras siguientes :
b*+ 2 a. c. Finalmente vienen los millares que ocupan cuatro rectdn-
gulos simétricos dos a dos, vy dos de los cuales, son internos; éstos
resultan de la combinacién de la segunda con la tercera cifra de la
raiz: 2 b. c. Y los otros dos rectingulos externos resultan formados
por la combinacién de la primera, con la cuarta cifra de la raiz 2 a. d.
Por esto, los millares ocupan el espacio indicado por 2 b. c.
+ 2 a. d.

Resumiendo, tendremos

los millones ............ en a° = cuadrado de la primera cifra
de la raiz.

las centenas de millar en 2 ah = doble producto de la prime-
ra por la segunda cifra de
la raiz.

las decenas de millar en b* + 2 ac = el cuadrado de la se-

¢+ gunda cifra de la raiz, mis el
doble producto de la primera
v la tercera.
los millares en 2 h ¢ + 2 a d = el doble producto de la se-
gunda por la tercera cifra
de la raiz, mas el doble pro-
ducto de la primera por la
cuarta.
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De semejante distribucién resulta que, toda parte en relaciin
directa con la raiz, tiene como uno de sus factores, la primera cifra
de la raiz.

La parte muerta absorbente, es una regién completamente ale-
jada de la influencia del jefe, ella resulta de combinaciones entre las
otras cifras de la raiz exclusivamente ; es, pues, casi una repeticién
a ia inversa de aquella parte del cuadrade que llega hasta la barrera
diagonal. Aqui estdn las unidades que forman el dngulo y, en todas
las combinaciones periféricas, es el lado de este cuadrado opuesto
el que dirige. Es decir: que la parte muerta tiene como jefe o
director, el infimo valor del cuadrado., En efecto, el d* es el cua-
drado de las unidades, o sea de la cuarta cifra de la raiz. Después
siguen las decenas que se disponen a ambos lados en dos rectin-
gulos simétricos construidos sobre la tercera y cuarta cifra de la
raiz: 2 ¢ d. Por fin, las centenas se distribuyen en tres grupos;
uno interno asimétrico, que es el cuadrado de la tercera cifra ¢*;
y dos rectingulos 2 b d que se acomodan sobre los de las decenas.

En resumen, la parte muerta se distribuye de la siguiente ma-
nera: las centenas en ¢°x 2 b d, el cuadrado de la tercera cifra
mis el doble producto de la segunda por la cuarta.

Las centenas en 2 ¢ d, esto es, el doble producto de la tercera por
la cuarta cifra.

Las unidades en d*, o sea el cuadrado de la cuarta cifra.

RELACIONES NUMERICAS

Es preciso, pues, conocer, primeramente, el elemento esencial del
niimero, esto es, aquel del cual se obtiene la primera cifra de
la raiz. .

Las cifras de una raiz miltiple (esto es, de varios nimeros)
pueden ser 2, 3, 4 y mds. Limitando el cdlculo a las unidades
tnicamente, dicha raiz puede tener los siguientes valores :

1

10
100
1000

v, por lo tanto, el nimero que indica el cuadrado de cada una es:

1? 1

10 = 100
100* = 10.000
1000* = 1000.000

|
i
|
i
i
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lo cual quiere decir que el ndmero de ceros existentes en la raiz,
se duplica en su cuadrado, por lo cual a cada puesto jerdrquico de
la raiz corresponden dos en el nimero que represenla su cuadrado.

Este hecho resuelve un problema, porque nos dice cuantas
cifras tendri la raiz de un nimero dado; hay que dividir en gru-
pos de dos cifras partiendo de derecha a izquierda, o lo que es
igual, desde las unidades hacia las jerarquias superiores, y a cad’a
grupo corresponde una cifra en la raiz. Sea, por ejemplo, el ni-
mero 26758430, Este se prepara en grupos de dos cifras 26.75.
84.30, resultando cuatro los grupos, cuatro serin las cifras de la
raiz ; esto ¢s, serd un nimero que contendrd millares. La primera
cifra deriva del tltimo grupo que, en este caso, esti representado
por 26.000.000. La raiz de este niimero, nos dd lo que representa
la parte fundamental y directiva de todo el cdlculo; es entonces un
nfimero, sobre el cual, se puede operar como cuando se buscaba la
raiz de una cifra, de aquel modo sencillo, esto es, construyendo
cuadrados sucesivos con aumentos angulares.

678 910

@0 ® 0 0|—
e O e 0 0O|N
e o e o0 oW
@ 0 00 Olh
oo 0 ® 0|0

Fig. 217

En este caso, la primera cifra, esto es, la raiz de 26 es 5 (con
resto de 1). (Fig. 217). o )

Sea otro namero, el 728495. Este se divide en grupos de dos
cifras de derecha a izquierda 72.84.95; y resultando tres grupos,
esto revela que la raiz llega a contener centenas. La parte que
da la primera cifra, (cifra de las centenas) es el 72 (72 decenas de
millar). El 72 es el nimero sobre el cual, se puede proceder en la
forma indicada y resulta que la primera cifra es 8 con 8 de resto.
(Fig. 218).
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Fig. 218

PROCEDIMIENTO PRACTICO PARA LA OBTENCION DE LA
RAIZ CUADRADA '

Con un material de perlas, se puede proceder a la obtencién de
la raiz cuadrada de un ndmero grande que tenga la raiz de dos o
mds cifras; por ejemplo 2136. Teniendo é&ste dos grupos de dos
cifras, tiene una raiz de dos cifras, de los cuales el grupo mis alto,
esto es 21 centenas, dard la primera cifra de la raiz. Es necesario
tener delante un cuadrado tipo contenido en aquellos limites.

Fig. 219

Aun cuando se trate de un ndmero que contenga millares, éstos
no serdn, sino hajo forma de centenas, porque es el segundo grupo
(partiendo de las unidades) en su total el que contiene la primera
cifra de la rafz. E] nimero, pues, debe analizarse en la siguiente
forma: 21 centenas, 3 decenas v 6 unidades.

Utilizaremos un material andlogo al de las divisiones grandes ;
platillos para contener el niimerc en forma de perlas suellas, de
distinto color segin las jerarquias ; tubos con 10 perlas, también
de distintos colores para los cambios y una mesa con huecos dis-
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puestos en forma cuadrada donde puedan colocarse las perlas. Las
mesas que se usan para la extraccién de raices, difieren de las vya
usadas para la multiplicacién en que en la parte superior no estd la
seric sucesiva de los nimeros v la cantidad de huecos, es mucho
mds grande (fig. 238 (2). Tomaremos—procediendo a la extraccién de
la raiz—tres platillos, poniendo en el primero 21 perlas (de las cen-
tenas), 3 perlas en el segundo (de las decenas) y 6 en el tercero
(de las unidades),

s ;"'""'\\\
/(\_ N ; O
) (o]
f 0o® ©
\_ s )
r?

21 cenlenas 3 decenas 6 unidades

Composicion del nimera del que se tiene fque extracr la rafy,
representade por perlas

I'ig. 220
Cugmdo se procede a operar, se coloca sobre la mesa solamente
el platillo en uso, en este caso el primero que contiene 21 perlas

y éstas se disponen tratande de construir un cuadrado siempre ma-
yor, mediante colocacion angular de las perlas disponibles.

5 centenas

de resto
4
©CcoO
O OC
o OO0
o oo O

Colocacion de las centenas v hallazgo
de la primera cifra de la rafiz

I'ig. 221
18
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5 centenas 3 decenas 6 unidades

Fig, 221 (a

Niimero cque queda después de encontrada la primera
cifra de la raiz

53 decenas correspondientes a las tres del nimero y a
las 50 que han resultado de cambiar las 5 centenas
que habfa de resto

Fig. 221 (b

Asi se llega a construir un cuadrado de 4 y queda un resto de
5 perlas. Precisa ahora cambiar las 5 centenas convertidas en de-
cenas y las 50 perlas resultantes se colocardn, juntamente con las
que ya habia alli, en el platillo de las decenas, y éste es el que
se usard ahora colocindolo sobre ]a mesa.

Las perlas de las decenas van ahora distribuidas en dos grupos
a lo largo de los lados interiores de la figura jefe, esto es, 4 a un
lado y 4 a otro, continuando de este modo la formacién de filas de
4 perlas, hasta que &n el platillo no queden suficientes para com-
pletar las dos filas. Al llegar a seis filas por uno y otro lado que-
dan atin 5 perlas que constituyen el residuo de las decenas. Es,
pues, 6 la segunda cifra de la raiz y asi se puede ya decir que la

raiz cuadrada del ndmero 2136, es 46, lo que en cifras se escribe
asi :

V' 2136 = 46
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Aun cuando se sepa ya la raiz_ la operacién no ha concluido.
Se la debe completar rellenando la parte complementaria del cua-
drado constituida por las unidades. Solamente, después de llenar
dicho espacio residual sabremos si existe en el ndmero cantidad su-
ficiente. Si no se pudiera efectuar dicho relleno, habria que dis-
minuir la rafz. Ademds, completando la operacién, sabremos si la
raiz es exacta y si del nimero queda un resto.

Las 5 perlas, residuo de las decenas, se deben trocar cada una
por 10 unidades, esto es, en perlas de otro color que se depositardn
en el dltimo platillo, juntamente con las otras 6 que en €l se encon-
traban ya y, con ellas, se rellena el tltimo espacio libre del ouadrado.

o~ TS
& “\
5 decenas
de resto
\ ’,/
\4 - _/ &
DOOO o oopoCC j&& =
OO0 O o G
o000 ° .
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6
o ; 20 unidades
. ) de resto
= e N
lfe. g
N - o o
- [ Fig. 222 ‘[ o \NWI’L‘-}“
Colocacién de las decenas y hallazgo [ ® *. RS
de la segunda cifra de la rafz e \
000000
\‘ 0O0000O0
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|‘| 000000
| 00 0000
{ 000000

Colocacion de las unidades v fin de
la operacién

Pig. 223
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Las perlas }_1an sido en ndmero suficiente para cubrir el cua-
drado de las unidades y en el platillo queda un residuo de 20 uni-

dades, El resultado definitivo es, pues, el siguiente ) 2136 = 46
con un resto de 20.

CALCULO ARITMETICO DE LA RAIZ CUADRADA

Busquemos ahora el modo de traducir, en puro célculo con cifras
la extraccién de raices llevada a cabo con las perlas, y de manifes-
tarla con palabras. Dividido en grupos de dos cifras el nimero 2136
buscaremos la raiz de 21 bien sea por medio del cilculo mental o
utilizando la tabla n.> 1. La raiz es 4, porque 4 x 4 = 16 y este
nimero sustraido del 21 deja un residuo de 5 centenas. Se baja
ahora la cifra de las decenas y obtengo el niimero 53 que debe ser
dividido por el doble de la primera cifra hallada para la raiz ; esto
es, 2 x 4 = 8; resultando 6 de cociente con un resto de 5, el
6 es la segunda y tdltima cifra de la raiz.

Para terminar la operacién, bajo la ultima cifra del ndmero, del
cual, se extrae la rafz, 6 unidades y, de ese modo, se obtiene un total
de 56 unidades que es en sintesis lo que resta del nimero. Este
debe satisfacer la condicién que dividido por la segunda cifra de la
raiz de cociente, da por lo menos, la mismama cifra. O sea, que es
preciso que 56 pueda contener 6 X 6. Ejecutando la operacién se ve
que 56: 6 = 9 con un resto de 2. Pero a nosotros nos interesa
esta operacién para comprobar solamente que 56 : 6 puede dar de
cociente 6 por lo menos. Por dicha razén el cociente til es, para
nosotros, aquel que tiene la misma cifra que el divisor ; lo que ex-
cede es resto. 56: 6 = 6 con un resto de 20. La sustraccién que se
lleva a cabo para obtener el resto es restar del ndmero total de
unidades (56) el cuadrado de 6 (6 x 6 = 36), esto es, el cuadrado
de la segunda cifra de la rafz.

EXTRACCION DE RAICES DE TRES CIFRAS

Sea el nimero 55696. Este puede dar tres grupos 5.56.96. De
los cuales el de valor superior, consta de una sélo cifra, 5. La
primera cifra de la raiz es, pues, la raiz de 5, esto es, 2. 2 cen-
tenas. Pero procedamos con calma y con orden riguroso. Constitui-
remos, antes de nada, el niimero total cen las fichas de varios co-
lores, segiin el valor que éstas representan,
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5 decenas 5 millares 6 cenlenas 3 decenas 6 unidades
de millares
Composicién del nimero que tendrd una raiz de tres cifras
Tig. 224

y tengamos delante el cuadrado-guia, con su lado dividido en tres
partes, gracias al cual esti a la vista el esquema de la distribucién
del niimero.

Cuadrado guia que indica cuantos espacios se lieucn
que llenar con cada jerarquia, y la sitnacién de ellos

T'ig. 225

Segregando una ficha de las decenas de millar, ésta se trans-
forma en 10 fichas. Este platillo que tiene ahora 15 fichas, se co-
loca sobre la mesita y las fichas se distribuyen en dos grupos simé-
tricos como cn la figura 226 (3, resultando, entonces, el nimero 3 que
representa la segunda cifra de la raiz; 3 decenas.

En el platillo de los millares quedan fichas que se convierten
en 30 centenas en el platillo siguiente, donde se usen a los 6 que
en €l ya estaba. Después de haber formado un cuadrado de 3,
colocado entre los dos grupos precedentes, se divide el remanente
en dos grupos como aparece en la figura, y resulta el nimero 6 gue
es la dltima cifra de la raiz (fig. 226 (1-7). Por lo tanto la raiz com-
pleta buscada es el namero 236 (fig. 227).
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resto 1 decena
- de millar

15 millares correspondientes a §
en el nmero y a las diez de la
decena que babia guedado

Colocacién de las decenas de
millares y hallazgo de la primera
cifra de la raiz
Fig. 226 (1-2

resto 3 resto :
millares 3 cenlenas
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Colocacion de los millares : Colocacion de las cenlenas :
hallazgo de la segunda cifra hallazgo de la tercera cifra de

la raiz
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resto
3 decenas

Lum'\ﬂ\ﬂb .

36 unidades : 30 correspondien-
tes a las decenas, 6 que habjan
en el nimero

Colocacion

de las decenas

Fig. 226 (56

resto ninguno :
rafz exacta

(_,Q\L.L"lq ['l\.’; i‘C ‘-lf

Colocacién de las unidades

Vig. 226 (7
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Inversa. Seria un trabajo andlogo el representar la anatomia del
nimero en relacién con la raiz hallada. La raiz 236 nos permite,
en electo, construir el cuadrado que refleje la distribucién geomé-
trica del ntimero del cual hemos partido, esto es, 55696, y seguir

el juego interior acaecido entre las partes que, funcionando, han
extraido la raiz,
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Tig. 229
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EXTRACCION DE RAICES DE CUATRO CIFRAS

Pongamos otro ejemplo: de un nimero mds mayor cuya raiz
sea de cuatro cifras.

Sea el nimero 27.394.759. :

Lste nimero se divide en grupos de dos de derecha a izquierda
para saber cuantas cifras y valores tendrd su raiz cuadrada.

27. 39. 47, 59.

La raiz, nimero de cuatro valores tiene comienzo en los milla-
res. El cuadrado, guia relativa de la dis‘ribucién de los valores del
nimero, tiene su lado dividido en cuatro partes.

1000 100 /10 1 7

R T

et

Fig. 230
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Construiremos para ello el cuadrado de los millares, distribuyen-
do el grupo en 27 perlas. :

resto

dos millones

® 0 B O
e e o 00
® 0 0 00
e o 0 0 ©
o o0 2 0

Colocacién  de los millones @
hallazgo de la primera cifra de la raiz : la de los millarces

Fig. 231

El primer cuadrado es cuadrado de 5 y da como cifra de milla-
res de la raiz, deja dos como resto que van a unirse a las cen-
tenas de millar constituyendo el ndimero 23, con el cual, se deben
construir las Bguras adyacentes reservadas a las centenas de millar.
Estas cubren dos rectangulos de 5 x 2 que dan como cifra de la
raiz correspondiente a las centenas el nimero 2 utilizando 20 perlas.

resfo:

Jres cenlenas
de millar

Colocacién de las centenas de
millares : hallazgo de la.segun-
da cifra de la rafz

Fig. 232
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Quedan, pues, 3 que irédn a unirse a las decenas de millar for-
mando el ndmero 39.

Este 30 debe formar tres figuras: una de ellas estd determinada
por los lados de los dos rectangulos precedentes, las otras se deben
buscar colocando las perlas a lo largo de los lados del 5 de los
dos rectangulos formados con las centenas de millar. El cuadrado 2
rellenar es de cuatro perlas. Resultan dos rectingulos 5 % 3 que
determinan la tercera cifra buscada 3, que significa 3 decenas en
la raiz. Las perlas correspondientes a las decenas de millar, usa-
das en total, son: a

2° + 2 (3 x5 =4+ 30 = 34,

cinco decenas
&‘e millar.

e @

Colocacién de las decenas de
millares : hallazgo de la tercera
cifra de la raiz

Tig. 233

El grupo entero eran 39, quedan, pues, de resto, 5 perlas que se
unén a los cuatro millares del nimero.

Tenemos, pues, 54 millares que deben rellenar las ouatro figu-
ras correspondientes a los millares segtin el modelo. Dos de ellas
estin ya determinadas por los lados adyacentes de las 3 figuras
que acabamos de construir. Son los dos rectingulos centrales
(2 x 3) que en total emplean 12 perlas. Las otras perlas del
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grupo de millares (54 — 12 = 42) son 42 y éstas deben distri-
buirse a lo largo de los lados de los rectingulos .precedentes que
presentan cinco unidades. Si 42 perlas se distribuyen en 4 filas de
cinco por cada lado 5 x 4 = 20, se emplean 40 y quedan dos de
resto.

resfo:

dos millares @

| e © @ @
® ® o 0
® © o o
® ® © o
5 ) @ e ©@ @
® @0 ©
] @ ® @
® @
® e
3 )
® © © @ ©
@ @ 9 0@
2 © © @ @
4 @ @ @ ®

Colocacién de los millares :
hallazgo de la altima cifra

Tig. 234

Las perlas utilizadas en total para rellenar las cuatro figuras co-
rrespondienies a los millares, han sido, pues, (2 x 20) + (2 x 6)
= 40 + 12 = 52.

La raiz estd ya determinada por los ndmeros 5, 2, 3, 4 y por
lo tanto V' 27.394.759 = 5234.

Sin embargo, la operacién no ha concluido todavia.

Faltan por rellenar los huecos, ahora ya determinados, que co-
rresponden a las centenas, decenas y unidades del mismo.

Con las 27 centenas se rellenan las tres figuras, determinadas por
las precedentes, que son: un cuadrado 3 x 3 y dos rectingulos
2x 4, es decir (3 x 3)+2(2x 4) =94 16 = 25,

e
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reslo

dOS CE'I‘II’GI’!.C\S @

A 2 @ © @
9. .......
e o ©
3 ® @ @
® ©
o @
® o
- e @

Colocacién de las centenas

Fig. 235

Este numero, restado de las 27 centenas disponibles, da un resto
de 2. Estas 2 centenas se unen a las cinco decenas del nimero.
Ahora, con las 25 decenas resultantes se deben llenar las dos fi-
guras correspondientes, que son dos rectingulos 2 % 4, es decir, 2
(3 x 4) =2 x 12 = 24,
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re 5[‘0‘.

una decenc. @

i

5 e
2
O O oo
0 oo v
3 o o © < o
o TV
c o
L L o
4 e o

Colocacion de las decenas

Fig. 236

Resta una decena que, agregada a las nueve unidades de] ntimero,
dan la dltima cantidad del niimero, o sea 19 unidades, con las cuales
precisa formar el cuadrado extremo opuesto al primero construido.

Este cuadrado es de 4 x 4 = 16.

El nimero grande tiene, pues, un resto de 3.

o

T

RAIZ CUADRADA

reslo

Fres decenas @

Colocacién

de

las unidades y

55 ¢ &
o mn @ n‘\
s N @ ?‘31
B AR

fin de la operacion

]/“z,".gg..{ + 759 = 5234 con resto de 3

Toda la op_eracién se indica definitivamente asi :

IV~ 27.394.759 = 5234 con un resto de 3.
Si se efectia la multiplicacién 5234 x 5234 se obtiene el nu-

mero 27394756 al que, anadiendo el resto 3, nos da el primitivo.

Veamos ahora la operacién numérica correspondiente a la eje-

cutada con el material,
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RAIZ CUBICA

Si en vez de considerar un nimero elevado al cuadrado se le
considera elevado al cubo, o sea, a la tercera potencia a’= a x a
% a. entonces el mismo nimero es la raiz ciibica de la potencia.

Geométricamente se puede considerar la arista como la raiz
del cubo. En el material de perlas, el bastoncillo de 10 represen-
taria la raiz de 1000.

En efecto, 10 x 10 x 10 = 100 x 10 = 10° x 10 = 10*
= 1000.

Recordemos aqui los nimeros que sc refieren al material lla-
mado «cubos de peasn.

El numero de rerlas en los distintos cubos era progresivamen-
te, entre 1 y 10

1

8
27
G4
125
216
343
512
729

PR PR ST R R T

o

T T T A 1 1
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Aqui se observa que el cubo de un grupo de unidades no llega
jamds al millar, esto es, que queda siempre encerrado en el grupo
jerarquico de las unidades (las primeras tres cifras: unidades, de-
cenas y centenas).

En cambio, apenas se llega a las decenas, la tercera potencia
esti encerrada en el grupo jerdrquico de los millares.

10 = 1000
20" = 8000
30" = 27000
40" = 64000
50" = 125000
60" = 216000
70" = 343000
80" = 512000
90" = 729000
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A su vez la tercera cifra de la base, esto es, la centena, tiene
su tercera potencia en el grupo jerdrquico de los millones.

100" = 1.000000
200" =' 8000000

300" = 27000000
400" = 64000000
500" = 125000000
600" = 216000000
700" = 343000000
800" = 512000000
900" = 729000000

A cada grupo de unidades simples en la raiz corresponde un
grupo de tres cifras en la tercera potencia.

millones millares simples
(cubo) centenas decenas, centenas, decenas, centenas, decenas,

unidades unidades unidades
(raiz) centenas decenas unidades

simples

Si un nimero, pues, estd compuesto de decenas y unidades, la
tercera potencia ocupard el primero y segundo grupo de cifras Por
ejemplo 35" = 42.875.

Si tenemos un nimero, como el 421.875, se sabe que su raiz
consta de decenas y unidades : en efecto, esta es 75.

Si careciese de unidades no habria cifras positivas en el primer
grupo de tres como se ha visto anteriormente.

70" = 343.000: 343 es el cubo de 7.
7. = 343 ; 70" = 343.000 : 700" = 343.000.000

Cuando se quiere, pues, hallar la raiz cibica de un nimero se
debe dividir éste en grupos de tres cifras de derecha a izquierda y
la cantidad de grupos indica de cuantas cifras estd compuesto el
nimero de la raiz cibica.

Por ejemplo, el n.” 592.704.000 tiene una raiz cibica de cen-
tenas y decenas, pero las unidades de ésta son cero, porque asi lo
indica el primer grupo de tres ceros. :

En efecto, la raiz ciibica de dicho némero es 840,

En cambio el nimero 791.453.125 indica una raiz cibica con
centenas, decenas y unidades efectivas: en efecto su raiz ciibica
es 025,

A esta primera observacién se puede afiadir otra seguidamente -
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esto es, que se puede determinar efectivamente la cifra mis alta
de la raiz. ’

Sea por ejemplo el n.” 15625.

La raiz consta de decenas y unidades y las decenas son dos
dporq;m el cubo de 2 es 8 pero el de 3 seria 27, niimero que exce-

e al 15.

Tomemos otro niimerc, el 35937 ; su raiz tiene decenas y uni-
dades efectivas y las decenas son 3. porque 3° = 27, mientras el
cubo de 4 seria G4. Efectivamente, la raiz correspondiente a dicho
nimero es 33.

Precisa para ello tener siempre presentes los cubos de los pri-
meros nimeros entre 1 y 10, es decir los cubos de 2, 3, 4, 5. 6,
7, 8, 9, porque solamente asi puede determinarse la primera cifra

de una raiz cilibica y asi se inicia la operacién de «extraer la raiz
ctibican de un nidmero.

EL CALCULO PARA LA EXTRACCION DE LA RAIZ CUBICA

Para proseguir el cdlculo de la extraccién de la raiz cidbica pre-
cisa, antes que nada, tener presente el cubo.

La arista es la raiz det cubo
Fig. 239

La raiz cibica de un cubo es su arista (fig. 239).

Volvamos a utilizar el material que nos ha servido para cons-
fruir los cubos,. como por ejemplo, los cubos de paso de un grado
a otro de la torre roja (ejercicios de dlgebra que han conducido a
la construccién genérica del wcubo de un binomion).

El cube del binomio (a -+ b) ® nos indica la construccién de
un cubo cuya arista es la suma de dos partes desiguales a y b.

Este se construye con dos cubos 3" y b* y con prismas, tres de
los cuales tienen como seccién a® y como altura b y tres que tienen
como seccién b* y como altura a.
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~ Los trozos necesarios para semejante construccién corresponden
a la formula algebraica (a + b)* = a" + b* + 3a’h + 3ab".

Los prismas correspondientes a cada uno de los dos cubos, base,
se colocan sobre tres caras adyacentes del cube mismo, uno apo-
vado encima y dos en contacto con las dos caras laterales con-
tiguas, tocando el pequefio cubo con sus caras cuadradas que co-
rresponden en los prismas.

Usando el material, esto se puede hacer separadamente con los
dos pequeiios cubos-base, comprobdandose que salvo las dimensio-
nes relativas se tiene siempre el mismo dispositivo. Para las di-
nrensiories los dos grupos se integran disponiendo sus centros (los
cubos) diagonalmente, con lo que se viene a construir el cubo del
binomio.

También en Jos dos grupos, cuando estin separados entre si, se
encuenira siempre la arista entera del cubo del binomio (a + b)
porque cada prisma superpuesto a uno de los cubos tiene la altura
de] otro cubo.

Si el problema fuera, pues, no el construir el cubo, sino sim-
plemente conocer la arista binomial, bastaria uno solo de los grupos.

Y si una de las partes de la arista fuese conocida (por ejemplo
del pequefio cubo a) bastaria colocar en torno suyo los tres pris-
mas correspondientes en el orden debido y en seguida se veria apa-
recer por tres lados la arista entera binomial que se busca.

El resto no seria mds que un rellino completamente sin im-
portancia directa y esencial. Con est) queremos decir, que no es
necesario construir el cubo entero para después medir o buscar la
arista (raiz ctibica), sino que para dicho fin, basta con la mitad del
cubo (o sea uno de sus dos grupos integrantes).

Jugando, solamente viendo el material, esto se presenta cen
una evidencia verdaderamente accesible al nifio, para el cual, las
palabras mds sencillas, empleadas para explicar este hecho, serian
seguramente obscuras e ininteligibles.

Un ejercicio que conduce a ahondar esta evidencia, a hacer
comprender lo que podria llamarse la anatomia del cubo, es el de
los pasos sucesivos, de cubo a cubo, desde el I al 10, bien sea re-
gularmente o a saltos. ;

Otro es la construccién del binomio, hecha con el material com-
puesto por los cubos negros y los prismas de cristal.

Los ejercicios descritos en el capitulo del dlgebra, consiituyen
precisamente una preparacién dirigida al fin que ahora nos propo-
nemos va que la anatomia del cubo puede convertirse en una guid
del cilculo de la raiz ciubica. A dicho fin, andlogamante a cuanto
se hizo para preparar el cuadrado guia en la extraccién de la raiz
cuadrada, precisa preparar con cuidado un cubo-guia basindolo en
la férmula del cubo del binomio.

Precisa, sin embargo, seguir el cdlculo algebraico con una exac-
titud especial, porque éste ya no consta solamente de los dos ele-
mentos constitutivos de la arista de un cubo, como serian 2 + 3.

Se ha convertido en un simbolo al cual aplicamos nosotros un
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valor decimal. Si la arista es 2 + 3, ésta consta de 2 decenas y
3 unidades y, aun cuando las partes sigan materialmente invaria-
bles, su orden se hace esencial, porque se refiere a la jerarquia de
los nimeros. Para diferenciar este concepto en lugar de a y de b
usaremos las letras del alfabeto que mds se aproximan al signifi-
cado decimal y diremos d (decenas) y u (unidades).

(d + u) = d* + 3d°u + 3ud® + u.

d’ d*u

{10 10 10
1000 100

Fig. 240

Esta formula puede ser usada como guia en la construccion de
un cubo binomial ; primeramente se coloca el cubo mayor que
indica las decenas ; hecho esto se disponen los 3 prismas d*u como
segundo tiempo, después se colocan los tres prismas u®d y por fin,
en L’x_ltmm lugar, se coloca el cubo de las unidades u®. Este orden
preciso es necesario y la labor de colocar las piezas bajo la guia
de la formula algebraica es una de las tareas ilustradoras para el
procedimiento del calculo. :

Se puede primeramente traducir la f6rmula en unidades deci-
males y después referir los varios términos a las partes diversas
que constituyen un cubo binomial.

d* + 3d°u + 3uvid + o’
10" + 3 (10° x 1) + 3 (17 x 1Oy + 17
1000 4+ 3 (100 x 1) + 3 (1 x 10) + 1.

La corraspondencia, pues, entre los elzmenos de la igrmula y las
jerarquias decimales, es precisamente esta :

e 1.000 o sea orden de millares.
du ... [00 o sea orden de centenas.
u'd . 10 o sea orden de decenas.
i esrameses 1 o sea orden de unidades.

Estos valores pueden hallar su correspondencia en el material,
v para ello, uno de los cubos corresponde a millares, y el otro, a la
unidad. Los tres prismas relativos al cubo de los millares corres-
ponden a centenas v los otros, en cambio, a decenas.

El cubo asi analizado representaria el niimero, mieniras su aris-
ta partida en dos representaria su raiz ctbica.



