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y se sustituye por un elemento de la jerarquia superior y asi suce-
sivamente.

Los pasos indican con las perlas las operaciones que se hacen
con las cifras, es decir, se multiplica por el multiplicador cada cifra
del multiplicando. El hecho que esto se hace comenzando por las uni-
dades simples y acumulando, de vez en vez en la jerarquia superior,
las decenas que se van encontrando, representa la acumulacién de
dos hechos diferentes : es decir, la multiolicacién de cada elemento,
y la ordenacién de los resultados segtin el sistema decimal. El pro-
cedimiento con las perlas se puede traducir en cifras, colocando éstas,

Millares Centenas Decenas Unidades
2 8 6 9
2 8 6 9
2 8 6 9
2x%x3 8x3 6x3 9x3
Fig. 34

en la posicién de su jerarquia, indicando la denominacién al principio
de la columna y, por lo mismo, emitiendo los ceros. En‘onces, se
obtiene un cuadro, que se refiere al cdlculo directamente. El cua-
dro demuestra que si se deben efectuar multiplicaciones de varias
cifras por tres, el cdlculo en si es igual, sea cual fuese la posicion de
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estas cilras. Por cjemplo, en nuestro caso, el cilculo de las unidades,
relativo al nueve es mds dificil que el cilculo de los millares reativo
al dos, asi se ha aislado la dificultad relativa al cdlculo de la multi-
plicacién. Si el ndmero a multiplicar, en vez de los millares llegase
a los millones, las dificultades del cdlculo serian igualmente simples
v limitadas. En efecto, en la figura siguiente estd representada la
multiplicacion 2864935 x 4.

Millares Unidades Simples
Millones  Centenas Decenas  Unidades  Cenfenas Decenas Unidades

2 8 6 4 9 3 5
2 8 G 4 9 3 5
2 8 § 4 9 3 5
2 8 6 4 9 3 5
2% 4 ] x4 (x4 4 x4 x4 3% 5x4

Lig. 55

Si se consideran aparle las jerarquias y Jos cambios entre gru-
pos, que son relativos al sistema decimal, se ve como, numéricamen-
te, el cdlcule es igual en toedos los grupos. LEntonces aparece evi-
dente que una simplificacién puede existir en el cilculo mismo, con-
sistente en memorizar todas las combinaciones posibles que se re-
fieren a cada uno de los nimeros hasta el diez. Esta simplificacion
es un trabajo aparte, auxiliado por el material de la tabla de multi-
plicar, material que puede ser facilitado, paralelamente, a todos
los ejercicios hasta ahora ensefiados.

Por ejemplo, en el caso citado, la simplificacién consiste en saber
en seguida, de memoria, que el cinco repetido cuatro veces da el
nimero veinte; el tres, repetido cuatro veces, doce, etc.

5 4 = 20
I x4 =12
a v 4 = 36
4 x4 =16
6 x 4 = 24
3 x4 = 32
2%x4= 8§

Fig. 56

Pero es necesario saber qué son aquellos nimeros, en lo que a
jerarquia se refiere. El veinte representa unidades simples, en cam-
bio, doce decenas: Ireinta y scis centenas, etc. Los dos hechos
pertenecen a 6rdenes diversas: el uno pide memorizacién, el otro
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p_lcl_e que los niimeros se sometan a una ordenacién segin los prin-
cipios del sistema decimal. No pudiendo existir un grupo de uni-
dades superior a nueve en ningtin lugar, todos los productos de dos
cifras como los productos veinte, doce, treinta y seis, etc. deben
separarse como se ve en la figura 57. Porque el dos 2 Ia izquierda
de las veinte unidades son decenas, como también son decenas las
dos que pertenecen al 12 en el lugar sucesivo, mientras el uno en
las doce decenas es una centena, que va unido con las seis del na-
mero sucesivo.

f
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CL’lﬂnd{) se encuentra como producto una sola cifra (es decir que
no fué¢ superado el nueve) no es necesaria separacion alguna'. En
tal caso_,’el orden se halla establecido ; entre dos lineas sucesivas de
separacion se encuentran unidades pertenecientes a la misma je-
rarquia. Entonces, estos nimeros se suman juntos y se llega al re-
sultado_definitivo. La operacién indicada en la figura 57 es la mul-
tiplicacién de 2864935 x 4 di como resultado 11459740.

EJERCICIOS PARALELOS. — Dividamos, por ello, en ejercicios
parg}elos las dos dificultades indicadas en relacién con la multipli-
cacion.

I." — La memorizacién de resultados.

2. — Hacer ficiles las localizaciones de los ndmeros, segiin
las jerarquias, ‘

Este tltimo ejercicio, siendo propio del sistema decimal, ayuda
en general el cdlculo en todas las operaciones. ‘
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MEMORIZACION DE LAS COMBINACIONES

Los ejercicios analiticos deben finalizar en si mismos, y repre-
sentan cada uno una labor completa mds o menos sencilla, pero
siempre interesante. El primer ejercicio paralelo para la memori-
zacién de la repeticién de todos los niimeros de uno a nueve, repe-
tido cada uno de una a nueve veces, es decir, el conjunto de la tabla
de multiplicacién, es tan sencillo, que se puede efectuar con nifios
de cinco afios y medio a seis.

MATERIAL. — El material de la tabla de Pitdgoras consta de va-
rias partes.

Una de ellas es un cartén cuadrado que tiene cien huecos (10
por 10) en cada uno de los cuales se puede colocar una perla. Enci-
ma, encabezando las columnas verticales se hallan impresos los ni-
meros 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9y 10.

A la izquierda puede encajarse un cartoncito que lleva escrito
en color rojo una de las cifras citadas. Este cartoncito que hace las
veces de multiplicando se va cambiando ; el sistema consta de diez
cartoncitos de éstos, con diez cifras.

A la izquierda y arriba, hay un hueco separado que sirve para
colocar una ficha de color;, que debe alternar su puesto, siguiendo la
operacién colocindose encima del niimero en accién.

Acompaiia al cartén una elegante cajita que contiene cien perlas
sueltas. El ejercicio que se hace con este material es sencillisimo :

Supongamos que se quiere multiplicar el 6 por la serie de ni-
meros del 1 al 10, tendremos: 6 x 1: 6 x 2; 6 x 3; 6 % 4;
6 x5;,6x6;6x7;6x-8;6x09;6x10.

Para ello se empieza por poner en el hueco de la izquierda el
cartoncito que lleva el nimero 6. Al multiplicar 6 por [ el niiio
hace dos cosas: pone la ficha encarnada sobre el 1, que encabeza
Ia columna y coloca seis perlas en columna vertical debajo del nd-
merg uno. =

Para multiplicar 6 por 2, el nifio pone la ficha encarnada sohre el
2 y afiade otras seis perlas en columna vertical debajo del 2. Al
multiplicar 6 por 3 hace pasar la ficha sobre el 3 y afiade seis per-
las en linea vertical debajo del 3 ; y asi prosigue, hasta llegar a 6
por 10.

El cambio de lugar de la ficha, sirve para indicar cada vez ¢l mul-
tiplicador, y exige de parte del nifio una atencién siempre activa
una gran exactitud de ejecucién. =

Al mismo tiempo que el nifio realiza lo arriba descrito, escribe
las multiplicaciones en unas hojas especiales que coloca a la dere-
cha del objeto que wutiliza para multiplicar.
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Hay preparadas colecciones que constan de cien hojas especiales,
distribuiaas en diez series, cada una de las cuales tiene a su vez
diez hojas.

Véase en la siguiente tabla una hoja preparada para multiplicar
el 3. Todo estd ya impreso, sélo falta que el nifio afiada los produc-
tos que obtendrd agregando cada vez tres perlas, como se ha des-
crito anteriormente. Si no comete errores, el nifio escribird 3, 6, 9,
12, 15, 18, 21, 24, 27, 30.

De este modo proseguird su ejercicio, y como de cada hoja po-
sce dicz cjemplares, podrd repetir diez veces cada uno de ellos.

Repitiendo un ejercicio el nifio llegard a aprenderlo de memo-
ria, pero ademds le veremos usar otro procedimiento para retener
mejor las multiplicaciones ; le veremos, por ejemplo, pasearse con
una heja en la mano llena de multiplicaciones, que lee y relec de
cuando en cuando. LEs que esta estudiando : siele por seis,cuarenta
y dos ; siete por siete cuarenta y nueve...

El material que sirve para aprender la tabla de multiplicar es
de los que mids apasiona a los nifios ; llenan seis o siete hojas, una
tras de otra, y pasan dias y semanas entregados a este ejercicio. Ca-
si todos los nifios piden permiso para llevarse el material a sus casss.
La primera vez que les fué ofrecido se produjo una verdadera revo-
lucion ; todos querian llevdrselo. No habiendo obtenido permiso
para cllo, los nifios se dirigieron a sus madres instando para que
aquéllas lo comprasen. Fué verdaderamente dificil convencerles de
que esos objetos no se venden en las tiendas, y que, por lo tanio,
no podia obtenerse. Pero los nifios no quedaron satisfechos, y una
nifia mayorcita, que se convirtié en cabeza de motin, exclamé :

«La doctora quiere hacer un experimento con nosotros; pues
bien, digamosle que si no nos da el material de la multiplicacién,
no volvemos mds a la escuelan.

Esta amenaza estaba fuera de lugar y no hablaba muy en favor
de la nifia ; no obstante, habia en todo esto algo muy interesante,
vy es, que ecsa tabla de multiplicar, que es uno de los pequefios
tormentos de los nifios, venia a ser una tentacién seductora, que
convertia en lobos los corderos. .

Cuando los nifios han llenado varias veces series enteras de
hojas, auxilidndose con el material, sc les ofrece una tabla para las
confrontaciones, a fin de que comprueben si en las muldplicaciones
parciales han cometido algin error. Tabla por tabla y ndmero por
nimero comprueban si cada producto corresponde a los de las diez
columnas. Cuando han realizado este trabajo con exactitud, los nifios
poseen sus series, en la seguridad de que no hay errores.

Se copian una al lado de otra, en el siguiente modelo, las
columnas, Cuando han realizado este trabajo con exactitud, los nifios
tel 2 ; debajo del 3, la del 3, debajo del 4, la del 4; etc.

Hecho esto, se obtiene una tabla igual a la del material que
serviri de modelo para hacer las confrontaciones.
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TABLA DE PITAGORAS
TABLA DE LA MULTIPLICAGCION
. T . . . 1 2 3 4 5| 6 7 |8 9 |10
segin la combinacién de los nimeros en la serie progresiva
del I al 100 2
F— SN - - = 3
| = 1 2 1= 2| 3 I o 30 4 = 4 5 | = 3
] 2= 2| 2 2= 4| 3 D 1B 4 2~ 8] 5 2. 10 4
I 3= 3] 2 .3= 6|3 .3~ 9| 4,3_12|5  3_15
1 4= 4 2 4 8 3 4 — 12 4 4 — 16 5 . 4 20 5
1 5 5 2 5= 10| 3 5~ 15 4 5= 20 5 . 5= 25
! 6= 6 2 6 = 12 3 6 18 4 6 = 24 5 . 5o 30 6
I e 7 2 7 14| 3 7= 21 4 7- 28| 5 7.3
I B— 8| 2 . 8= 16 } . 8= | 4 . 8-32)| 5 5. 40 7
1 ] 9 2 Q 18 3 9 . 2T 4 9 _ 36 5 9 45
! 1 10 2 n 20 i 1) - 30 4 10 40 5 10 50 8
g I . g -
Mod. T. . IO
6 . 1= 6] 7. 1= 7|8 .1=1a8]|9.1=29 0. 1= 10
6 . 2=12| 7 . 2= 14 8 . 2=16| 9 . 218 0. 2 20
6 . 3— 18| 7 .3=-921| 8 . 3=241] 9 3 = 27 10 3= 30
6 . 4= 24 7 . 4= 28 8 4 - 32 8 4 = 36 10. 4 = 40
6 5= 30| 7 5 = 35 | 8 5~ 40 9 5= 45 10. 5= 50 ) .
FTABLA DE MULTIPLICAR CON TODOS LOS PRODUCTO
6 . 6= 35 7 6= 42 8 6 = 48 9 6 — 54 10. 6= 60 D U L O\ S 5 DU S
6 . T= 42| 7 . 7= 49| 8. 7T=5] 9 .7=63] 10. 7= 70
6 . 8= 4| 7 .8=5 |8 .8-64)0 .8=72) 10. 8- 80 El nifio posee ahora la tabla pitagérica como el resultado de
6 9= 54| 7 9=63| 8 . 9=172| 9 9 = 81 0. 9= 90 muchos trabajos parciales y serd Ficil ensefiarle a «leerlan, como
6 .10~ gn| 7 -0 = 70| 8 .10=8 | 9 .10=90 | 10.10 100 una tabla de muliplicar, pues la sabe ya de memoria. Podrs
entonces llenar de memoria con los productos dos lugares vacios ;
e la tnica dificultad que tiene que vencer consiste en reconocer en
cudl casilla, que corresponda al mismo tiempo al multiplicando y
al multiplicador, tendrd que escribir ¢l ndmero. En el rr.zterial
completo se hallan diez modelos en blanco para la tabla de Pitdgoras.
Cuando el nifio es duefio de entregarse a estos ejercicios como y
cuando quiere, y los ejecuta todos, puede afirmarse que ha aprendido
la tabla de multiplicar.
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TABLA RESUMIDA DE MULTIPLICAR
(conjunto de resultados dispuestos en columnas)

1 2 3 4 3 6 7 8 9| 10

2 4 6 8 (10 |12 |14 [16 |18 | 20

3 |6 9 | 12|15 |18 | 21|24 |27 |30

4 8| 12| 16| 20| 24| 28| 32| 36| 40

5110 5(20 |25 30|35 |40 |45 [70

6 |12 |18 |24 |30 |36 |42 |48 |54 | 60

7 |14 |21 |28 |35 |42 |49 |56 |63 | 30

10 [ 20|30 |40 |50 | 60 | 70 | 80 | 90 |100

Simplificacién de la tabla de multiplicar

Sentado que el orden de factores no altera el producto, y que
para la memorizacién es el producto lo que precisa tener en cuenta,
la tabla @e multiplicacién puede simplificarse incluyendo en ella
solamente los productos distintos. Ahora bien, la mayor parte de
los productos estdn repetidos simétricamente por encima y por
debajo de aquellos que se encuentran a lo largo de la diagonal que
va del uno al ciento; a lo largo de dicha diagonal se encuentran
los productos del ndmero multiplicado por si mismo, es decir, los
cuadrados de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Eliminando las repeticiones
simétricas resulta la tabla N (fig. 58) donde, para cada ndmero,
estin las sucesivas combinaciones con la serie natural de los
nimeros hasta el cuadrado del que se considera; por ejemplo, en
la misma linea se encontrard horizontalmente :
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2x1=2;2x2=4y debajo
3x1=3;3x2=6;3x3=09 y asi sucesivamente.
Continuando la serie natural de los nameros hasta el nueve se
d;‘a lugar a todas las combinaciones posibles, necesarias para el
C9Iculo. En efecto; si se sobrepasa el cuadrado de un ndmero por
e]emp!o,‘ el cuadrado de tres, la combinacién sucesiva 3 x 4 1,10 es
sino la inversa de las combinaciones que hace el 4 antes de llegar
a su cuadrado, y por esto esti incluido en aquella serie como pro-
ducto de la mu_ltiplicacién del tres por el cuatro. Ello estd represen-
tado enlla seccion A. de la tabla N. En esta se hallan las indicaciones
nceesarias para encontrar las combinaciones de cada nimero después
de su cuadrado, descendiendo en sentido vertical hasta el plano det
nueve. Las combinaciones inversas donde el nimero que hasta el
cuadrado era el multiplicando, se convierte en multiplicador, pueden

ﬂl’

1
2“1
2| 4
3 i
3| 6 D

52
5 (10|15 | 20 2!"]

2

=

Fig. 59
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leerse en sentido inverso, yendo de derecha a izquierda y leyendo
en cambio, 4 x 3, 5 x 3, etc., 3 x 4, 3 x 5, efc.

Las combinaciones que precisa memorizar son 45.

Escribiendo juntos los productos sélamente (es decir sin los
factores) se obtiene la seccién B de la tabla N. Esta es la completa
simplificacién de la tabla Pitagérica, primeramente, porque se
detiene en el nueve, y ademds, porque indica solamente las combi-
naciones hasta los cuadrados.

Para facilitar la lectura, los nimeros que representan los cuadra-
dos estdn escritos con colores diversos y delimitados por una linea
curva, mientras en relacién con cada uno, estd escrito con caracteres
pequefios el nimero del cual representan los cuadrados.

Dada una multiplicacién por sus factores, por ejemplo 3 x 7,
para buscar el producto en ila tabla, precisa tener en cuenta que 7
es mayor que 3, y por tanto, su producto se encontrard en la linea
vertical. Basta entonces partir de la linea del 3 cuadrado y llegar
hasta el plano del 7, lo que limita la zona de investigaci6n. Sea, por
ejemplo gl producto 6 x 8; siendo 8 mayor que 6 basta partir del
cuadrado de seis y descender verticalmente dos puntos para hallar
el producto. También para la operacién inversa, esta tabla facilita
la labor. En efecto, queriendo multiplicar 8 'x 6, el espacio corres-
pondiente al seis estd inmediatamente préximo y visible, porque el
punto de partida que se encuentra es siempre el cuadrado de los
nfmeros mismos.

La tabla de multiplicar asi simplificada, en beneficio del célculo,
se puede integrar complé:ando todas las combinaciones, distinguien-
do, sin embargo, los que estin m4s alld de los cuadrados (que son
una repeticién simétrica, casi una imagen vista en un espejo) con
nimeros todos iguales, como una sombra de las combinaciones esen-
ciales. Tal estudio de observacién es distinto del ejercicio necesario
para la memorizacién de los resultados.
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.LAS JERARQUIAS

Hemos dicho anteriormente, que eran dos las dificultades a su-
perar en la multiplicacién :

a) la memorizacién de los productos, que se ha alcanzado
con la serie de ejercicios descritos.

b) el rdpido conocimiento del lugar ocupado por los mismos
segun el valor que representan, es decir, segin las jerarquias.

Por lo que se refiere al lugar, no es ya necesario considerar los
wvalores efectivosn esto es, la cantidad real correspondiente a la
cifra.

En todos los ejercicios desarrollados, hasta aqui jugaban can-
tidades reales, sea en cubos, cuadrados, bastones de 10 y perlas

sueltas, tanto en el sistema decimal, como en los agrupamientos
de bastones.

EL LUGAR SEGUN LAS JERARQUIAS

En estos ejercicios no entran ya las cantidades efectivamente
representadas por los objetos (cubo, cuadrado, etc.) y que escin-
diéndose o uniéndose demuestran en la realidad cuantitativa los
cambios que se hacen segin el sistema decimal, o grupos esparci-
dos en un plano que se reunen en una torre de cubos; todo este
material atrayente no entra en juego. Aqui, solo se estudia la
posicién del ndmero, posicion que es relativa al «lugarn y no a la
cantidad. ;

Asi, por ejemplo, existen en la sociedad un rey, un ministro,
un gobernader, un simple ciudadano. Todos ellos como hombres,
son iguales, pero es la posicién social la que les distingue en su
valor administrativo.

Igual sucede con cualquiera de las nueve primeras cifras, que
pueden significar humildes unidades o pueden representar millo-
nes; es el puesto que ocupan el que hace reconocer su valor are-
lativo a su posiciény.

Hemos de encontrar, pues, un material que difiera por la posi-
cién y no por la cantidad y para ello recurrimos a representar la
cantidad bajo forma de «simbalos».

Mas para indicar el valor de los simbolos, precisa resumir y
esclarecer las cantidades efectivas que en ellos quieren represen-
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tarse. Estos grupos representan una agregacién de forma geomé-
trica. .

En efecto, la perla, un cuerpo sensiblemente igual en las tres
dimensiones, representa un punto; el bastén una linea ; el cua-
drado una superficie. La linea respecto al punto, esti determinada,
porque constan de diez puntos, uno debajo de otro. (Una linea es
un punto que se desliza dejando tras si una huella). El cuadrado
estd constituido por diez bastones de uno junte al otro y se forma,
como si la linea se desplazase en un trecho igual a su longitud,
dejando huella (fig. 60).

| O ©AHHA

O 5]

Fig. 6o I'ig. 61

Estos tres grupos estin constituidos por unidades simples.

Una unidad simple,
Diez unidades simples,
Cien n »

Cuando del cuadrado de perlas se pasa al cubo. sucede que se
depositan uno sobre otro, diez cuadrados, aumentando de nivel. El
cubo es igual en sus tres dimensiones como lo era la perla.

Ahora las tres jerarquias de las unidades simples estin sobre
el mismo plano. Si se colocase una pequefia tabla sobre las tres,
se mantendria horizontal, apoyindose sobre el espesor correspon-
diente a una. ‘

El cubo, en cambio, se ha elevado diez planos. Igual en las
tres dimensiones, se le puede considerar como una unidad colosal
perteneciente a un plano superior.

Si colocamos diez cubos, uno debajo del otro, se puede obtener
una linea decimal relativa a esta nueva unidad que corresponderia
a 10.000 unidades simples o a diez unidades de millar.

Si después colocdsemos, constituyendo un cuadrado, diez filas
de diez cubos, se obtendria un cuadrado colosal hecho con cien
cubos de perlas (cada uno de 1.000). es decir. un cuadrado cuyo
valor es de 100.000 unidades simples, o sea de cien unidades de
millar (fig. 61). :

Estos tres grupos-hechos de 1 cubo
: n 10 cubos
» 100 cubos
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pertenecen al mismo nivel, que es la altura del cubo. Si se colocase
sobre los tres objetos una tabla, se apoyaria sobre todgs ellos y
quedaria horizontal, Tales grupos, pertenecen al mismo m_vel.

Si tuviéramos diez cuadrados, como el CPHS:tFU!dO con cien cubos,
y se pusieran uno scbre otro, hast_a constituir un cubo _monuimnen-
tal, se pasaria a otro nivel que asciende de repente en diez alturas

de cubo. Este gran cubo construido con la Superp‘osicién‘dc die‘z
cuadrados de 100.000 perlas cada uno, representaria el millén (fi-

guras 62 y 63).

Fig. 63

Este seria la unidad de millén que ha ascendido al nivel de los
millones y, en dicho nivel, se formarian, segin el agrupamiento
decimal, la linea de los diez millones y de los cien millones, Y asi
sucesivamente se proseguiria hasta el nivel del millar de millones,
donde la unidad altisima e inmensa, tendria el valor de 1.000 mi-
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llones, estas unidades sucesivas en los grupos de tres cifras, se
llaman, después de los millones : billones, trillones, cuatrillones, etc,

Lo que hay que tener siempre presente, es este triple agru-
pamiento.

Punto.
Linea.
Cuadrado.

que siempre se repite, pero en niveles diversos, y que la unidad
que resulta de la elevacion del cuadrado precedente, es la que
determina el nivel de los tres grupos.

Ahora, pues, los nimeros tienen diverso valor segun su posicion
y se distinguen yendo de derecha a izquierda ; unidades, decenas,
cenienas. Cada tres cifras, un espacio, un signo cualquiera de se-
paracion, que podria ser un punto o una coma, distingue los niveles
diversos de los sucesivos grupos de tres.

Por ejemplo :

_Millones de millar Simples

unidades centenas decenas! unidades cantenas decenas unidades

Las cifras que representan valores se distinguen y se leen por
grupos, esto es, centenas, decenas, unidades. Sj las centenas, de-
cenas v unidades se refieren a unidades simples, se dice el nimero
sin anadir titulo ; sj se trata de millares se afiade el titulo mil y si
se tratase de millones se afiadiria la palabra millén. Para aprobar,
para afirmar, se dice siempre si; si se trata de una persona sin
importancia se dice si simplemente, si se trata de una persona de
calidad se dice, si sefior, si se trata de una elevada au'oridad se
dice, si, Excelentisimo Sefior,

Pues bien.

1.853.625.934 se dice :

mil ochocientos cincuenta y tres millones, seiscientos veinticinco
mil, novecientos treinta y cuatro. No se cuenta mis que por cen-
tenas, decenas y unidades y a este grupo de tres se le denomina
segiin ¢l nivel a que pertenecen las unidades que lo forman,
Los millones sobrepujan el nivel, a ras de suelo, de las unidades.
Ahora bien; si la unidad simple se escogiera tan pequefia, que

tuviera la altura de un milimetro. el ciento seria un cuadrado de
un centimetro de lado v un milimetro de espesor.

El millar tendria 1a altura de un centimetro.
El millén de diez centimetros.
El millar de millones de un metro.
Leyendo, pues, el siguiente nimero, se dird :
223.223.223

doscientos veintitrés millones.

doscientos veintitrés mil.

doscientos veintitrés,

i o
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Mis alld del grupo de tres que se refiere a los millones se asciende
al nivel de los millares de millones; el millar de mlllom_:s es como
una montafia, construida superponiendo uno sobre otro diez cuadros
de cien millones cada uno. ) . o
Se puede imaginar que la proporcion contintia hasta el infinito
y en tal caso, después de los millares de mlll_(m, v-endnfm las decg-
nas de millar de millén, las centenas de millar de millén, el bi-
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Fig. 64

ll6n, etc. Ahora precisa recordar, que Ias. c‘ifras son _siemprc nueve,
las categorias son Lres, pero las casfgs, dlgld!dﬁ?}{;ﬁldalneﬂte y per-
cientes & niveles distintos, pueden ser infinitas.
tEmer: aqui representados en el cuadro qdjunto ‘(ﬁg. 6!_4) los Iggﬂ{es
correspondientes a las cifras, segtin las Jerarquias decimales de osI
nimeros. Aquel 8, aiin cuando sea un simple 8, se encuentra en e
lugar de las decenas de millén y representa, por lo tanto, 80 millo-
nes. Aquel 9 a la derecha, es un nueve como otro cualquiera, pero
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aun cuando parezca mavor que ocho, supone mucho menos, toda vez
que estd en el lugar de las centenas simples y tiene un valor de 900.
El uno que parece el menor de todos aquellos nimeros se encuentra
en el tercer lugar de los millares y tiene por ello un valor de
100.000. El 2 que se encuentra mds a la izquierda y nada menos
que en el lugar de los millares de millon, representa 2.000 millones
y estd en el umbral de los niimeros fantdsticos,

El valor, pues, estd dado por el lugar que ocupan las cifras y
cada lugar estd rigurosamente determinado.

Ahora bien, no existiendo un cuadro indicador como el aqui
usado para demostrar el lugar de las cifras scdmo se puede reco-
nocer el grado de cada una? Es evidente que si el Rey esti sen-
tado sobre el trono y el Presidente sobre el sillon de la Presidencia
del Consejo de Ministros se reconoce inmediatamente su jerarquia,
como sucede en las cifras citadas. Estd escrito encima decenas de
millon y el 8 que se encuentra en agquel espacio que las lineas se-
paran se reconoce en seguida por su alto valor.

Pero el Rey y los ministros, aiin cuando vayan sin trono y sin
sillén, son siecmpre rey y ministros. Asi sucede con las cifras, y por
eso debe indicarse siempre el puesto que ocupan, porque es ese
puesto precisamente el que indica su valor. Los puestos vendrin
indicados por los ceros y mientras mds ceros acompaiian a una cifra
mds importante es ésta. Asi, por ejemplo, el 8 de las decenas de
millén estard precedido en primer lugar por los tres ceros de las
unidades simples y después por los tres ceros de los millares y tanto
el primer grupo como el segundo, de tres ceros, estarin separados
entre si. De igual modo el grupo de los millares se distinguird del
de los millones, y en_este ltimo grupo el 8 ird precedido de un
cero, que indica las unidades de millén que faltan.

Aquel 8, pues, se ha separado del cuadro y se escribe asi:
80.000.000 y se lee ochenta millones.

Si se volviesen a escribir todas las cifras que hemos sefalado
en ¢l cuadrado, no tendriamos, sino, que colocar ceros segtin las dis-
tancias que las separan de las unidades simples, y segtin los lugares
vacios que quedan entre una y otra, separando siempre entre si los
grupos de tres.

2.080.100.900

En este caso estdn indicados
dos millones (o dos billones)
ochenta millones
cien mil
novecientos

Si un gran ndmero comprende la presencia de todas las cate-
gorias que preceden a la cifra mds alta, las cantidades estin indi-
cadas por el lugar que ocupan. Por ejemplo 25.847, veinticinco mil,
ochocientos cuarenta y siete. Estos nmeros se nombran distinta-
mente uno después del otro, como podriamos decir cuatro iglesias,
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cinco palacios, nueve casas, tres cabafias y se pueden escribir se-
paradamente

veinte
y mil 20.000
cinco | 5.000
ochocientos 800
cuarenta 40
y
siete 7

]

LR T

Asi, por ejemplo, el nimero siguiente 2.462.938 cll\xg"sq lee.p

B A

mds valor, se puede escribir :

dos millones 2.000.000
cuatrocientos 400.000
sesenta y mil 60.000
dos 2.000
novecientos ’ 900
treinta y 30
ocho 8

Ahora no se leg cifra por cifra, sino grupo de tres. por grupo de
tres, dando al grupo entero después de haber nomporado las cifras
que a €l pertenecen, el titulo que tienen comin. Asi pues, no se
dice cuatrocientos mil, sesenta mil, dos mil, sino cuatrocientos se-
senta y dos mil.

Como diriamos : Sus majestades el Rey y la Reina,
o también : Sus Excelencias los Ministros de Goberna-
cién y Estado.

Las explicaciones dadas, sobre las jerarquias decimales de los
niimeros, son solamente una introduccion, como seria el brillante
anuncio de un especticulo, para asistir al cual, precisa, sin embargo,
entrar y permanecer largamente inmdéviles durante su desarrollo.

El nifio no aprende oyendo una explicacién, profundiza el cono-
cimiento solamente siguiendo un trabajo activo, y con frecuencia, se
ejercita larga y pacientemente sobre la misma cosa (ya compren-
dida), lo que manifiesta una actitud mental, una necesidad psiquica,
que hasta entonces no habia sido tenida en cuenta.

Nosotros, pues, ofrecemos un «materialn para los ejercicios in-
dividuales sobre las jerarquias de los nimeros. Las unidades estdn
representadas indistintamente por una perla y las perlas son de tres
colores diversos segfin representen 1,10, 100 de los grupos que

8

o
¢

¢ _ o "
enumerando las cifras segiin su rango y comenzando por- Ia"ﬁs:_//
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tienen el mismo nivel. Estin unidas por un hilo de alambre a un
marco o bastidor, y ello fija y hace distinguir su posicién.

Este material estd constituido por bastidores que tienen el as-
pecto corriente de los que sirven para aprender a contar. El primer
bastidor llega, s6lo a comprender las unidades de millar y, el se-
gundo, se extiende hasta las unidades de millén.

El bastidor de los millares tiene cuatro hilos transversales fijos,
sobre cada uno de los cuales hay enfiladas diez perlas. Los tres
hilos superiores 'son equidistantes, pero entre el tercero y el cuarto
existe un espacio_mayor. También, en el marco se distinguen los
grupos, y en el trozo correspondiente a los tres hilos equidistantes,
tiene su color distinto (mds claro) que en aquel donde se fija el
cuarto hilo mds distante. ‘

]

-0-D0-0-9-2-0-0-0 ﬁ

_l

““““““““ [a%

b3

—e-2-20990000—— |-

)

2LDO2OD2DODDD “f:'

<I|

|

=

=

Fig. 65
‘ 2D OB OLH BN
li -9 09O
COC OO e 0T -

|—o 000200000 - "
w
10}—o-2-0-9-0-0-0-9-0-9 g
=
=

10 OO OG-0~

DO 0800 00G

Fig. 66

ey —

LAS JERARQUIAS 107

Las perlas no tienen el mismo color. Los tres hilos tienen cada
uno perlas de color distinto que las del otro hilo; las primeras son
rojas, las segundas azules, las terceras amarillas. En el cuarto hilo
separado, se vuelve al color rojo.

Rojo-unidades

Azul-decenas

Amarillo-centenas

Andlogamente se ha construido el bastidor de los millones don-
de existe un grupo de tres hilos separado de otro grupo de tres hilos
que a su vez se separa del dltimo hilo.

Pero los dos grupos de tres hilos tienen en correspondencia los
mismos colores, rojo, azul, amarillo. El marco donde se fijan los
hilos es de color diverso en correspondencia con los dos grupos de
tres, asi como con el iltimo hilo.

Sobre un lado del marco estd indicado el valor de cada uno del
grupo : unidad, decenas, centenas. En el otro lado estd indicado el
nivel del grupo: millares, millones.

Acompaiian a los bastidores trozos de papel rayados adecuada-
mente, con indicacién del puesto de los niimeros segiin las jerar-
quias.

LA COMPOSICION DE LOS GRANDES NUMEROS

ot ! ot H ot . ot '
MILONIS MILLARES @ SIMPLES  MILLONES: MILLARLS i SIMPLES

“

gdlda : £a o 4 4
EEREEE %Egggeégé
1gd (aEs | 3 gME 93| o w
W i 5 i . MILLARES; SIMPLES MILLARES | SIMPLS
: === BEEE 'TEE
: 5 1§ 3 3 5 g8 3
; — =
: = : ;
: H—
‘ 3 - LTI
3 i
[N -
R
eres)
= T
> .l ]J.|
L) | 5D
P :
jo% B
SSEE !
: :
i
1 [}
= 1
-y
Tig. 67



108 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

Si en el bastidor se colocan las perlas como indica la figura,
se compone el nimero 2435,

Fig. 68

Este se compene de 2 (del 1000)
4 (de| 100)
3 (del 10)
5 (del 1)

o lo que es igual 2.000
400

30

5

y considerando las perlas una a una_ tendremos :

1000 )
( 2.000
1000 )

100)
100 )
100 ( 400
100 )

1
1 30
[

j=Reie]

._.._._,_..._
—_——
at

2435

Las perlas del bastidor son, pues, simbolos de los valores. Las
perlas rojas de las unidades simples, indican cada una, una unidad
como Io.mdicaban las perlas sueltas. Las perlas azules del mismclr
grupo, tienen, cada una, el valor de una decena, como uno de los
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bastones de diez. Cada perla amarilla ticne el valor de un cuadrado
de 100 y cada perla roja del cuarto hilo, tiene el valor de un cubo
de mil.

Aqui es la posicién la que indica el valor y no la cantidad efec-
tiva,

El primer ejercicio lo comprueba y consiste en desplazar una g
una todas las perlas del bastidor escribiendo el ndmero de las su-
cesivas acumulaciones en el papel correspondiente. Se desplaza
una perla y se escribe el uno, se desplaza otra, haciéndola correr

" hasta que se una a la anterior, y se escribe el 2 debajo del uno y

asi sucesivamente. Después de haber desplazado la novena perla,
queda una todavia, pero desde el momento en que ésta—Ila déci-
ma—se coloca junto a la novena, todo el conjunto va desplazado al
otro lado, como estaban antes de comenzarse el ejercicio y en vez

"de las diez perlas de arriba se hace avanzar la primera perla azul

de las decenas.

Sobre la hoja se escribe 1, pero debajo de la indicacion de las
decenas y se continuan desplazando una a una las perlas de las
decenas escribiendo los niimeros uno debajo del otro hasta ¢l nueve,
al llegar al cual, se reproduce el mismo hecho de desplazamiento de
todas las decenas y de avance de una perla de la centena.

Asi las nueve cifras se escriben una debajo de otra desplazando
siempre un espacio las cifras sucesivas.

Si ahora se ponen ceros en los lugares vacfos, se comprueba,
como éstos indican precisamente estos desplazamientos, convirtien-
do las filas sucesivas en -10, 20, etc., 100, 200, etc.

Habiendo puesto los ceros se hace initil la separacién indica-
dora : la relacién entre los ndmeros : : :

10
20
30, etc.

100

200

300, etc.

(Estd claramente colocada con la posicién O se refiere al valor
de las perlas de diferentes rangos en el bastidor.)

Todos los ejercicios que pueden hacerse con los bastidores, re-
fuerzan el estudio de ias «posicionesn en relacién con el valor re-
lativo de los nimeros.

Dichos ejercicies sirven para ilustrar uno de los detalles del
sistema decimal y forman parte del estudio de dicho sistema. Pero
den qué pueden consistir dichos ejercicios? Evidentemente en des-
plazamientos, composiciones, descomposiciones y sustituciones, esto,
es: en la formacién de los grandes nfimeros en las operaciones
aritméticas.
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No hay ninguna mayor dificultad en desplazar o contar las per-
las en la cuarta fila que en la primera. Ni es mds dificil hacer re-
troceder toda la fila del 100 para substituirla con una perla del
1000 que hacer retroceder toda la fila de las unidades simples para
substituirla con una perla de las decenas.

Por lo tanto, no serd mds dificil el cilculo con los grandes ni-
meros si su posicién es bien clara.

Por ejemplo: 1.600.0000 vy 16

3 iLesesies

10| 10
100 10
m 1 [ 1

10 MILLARES] 10
100}—= 100

Mo MILLONES

1.600.000 16
IFig. 69

LAS OPERACIONES ARITMETICAS

Si queremos sumar los nimeros 2.384.265
+  6.215.324

se recalizard, evidentemente, una acumulacion de perlas de todas
las filas

2.381.205 + 6.215234 = 8.500.5%9
Tig. 70

La suma toial se lee contando las perlas resultado en cada fila,
que son

8.000.000
500.000
90.000
9.000

500

80

9

Ahora bien: si la suma hace acumular un grupo de diez perlas,
¢éste desaparece retrocediendo completamente v, en su lugar, avanza
una perla del valor superior.

LAS JERARQUIAS 111

10 raee
100 S —

Ugﬂ = 1.000
1C0

830 4 348 = 1198
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Fig. 71

SUSTRACCION

La sustraccién se lleva a cabo sobre e! h.a'stidor de modo que se
obtenga lo que queda de la cantidad primitiva después de haber
sido disminuida en el sustraendo. Por ejemplo :

8649 — 4236
o—0—@ -o——o——0—0—90—0-—0—
:‘3 - “.“0‘*‘;—‘0—.—.——
000 o0 0—0—0-—0—0—0———
Fig. 72
8.649 — 4.236 == 4.413

Se ha llevado a cabo la sustraccion en cada una de las filas.

8000 — 4000 = 4.000
600 — 200 = 400
40 — 30 = 10
g — i e 3

Si la sustracién no se puede realizar tan fz’\cilmer}te, porque en
cualquiera de los hilos existe un nimero de perlas inferior al que
se debe restar, se comienza por quitar todas las que se’encuentrcn
en el hilo y, después, se vuelve a colocar en el hilo vacio un grulpo
entero de 10 perlas, después de haber quitado una perla del valor
superior.

Por ejemplo 7456 — 1832
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7.456 — 1.832 = 5.624
Fig. 73

La operaci6n se realizé en la siguiente forma :
6—2=4

50 — 30 = 20

En la fila de las centenas se quitaron, primero las cuatro perlas
existentes y, las otras cuatro perlas, se tomaron de una fila entera
de 10 que representa la sustitucién de las perlas de los millares
que se ha quitado.

Es decir, que primero se hizo 4 — 4 = 0

después 10 — 4 =6

Mientras tanto, los siete millares se habian convertido en seis ¢
como de éstos habia que restar el millar del sustraendo, quedan cin-
co millares solamente,

MULTIPLICACION

Las multiplicaciones que se refieren al «lugarn, y por lo mismo
al wvalorn de los niimeros, sen aquellas que los desplazan de uno
a otro grado decimal ; esto es, Ia multiplicacién de un nidmero por
10, 100, 1000 etc. Multiplicar por 10 el ndmero 4 indicado en el
bastidor menor (fig. 74) quiere decir obtener cuatro decenas en
vez de cuatro unidades; las unidades al ir al lugar adquirido dejan
cero, es decir, el vacio, en el lugar que ocupaban antes. 40.

Si se encuentran en la fila de los millares y quedan vacios los
espacios de orden inferior, serin 4000.

Esta dltima es una multiplicacién de decenas por centenas. Los
espacios vacios se han sumado :

10 x 100 = 1000
y 40 x 100 = 4000

Los espacios indicados se expresan al escribir el nidimero con
ofros tantos ceros. -

Sea ahora 50 x 1000. Cada uno de los valores se desplaza
tres espacios manteniendo la posicién reciproca, es decir, el tres

I

R
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-o—o0o o6 —————
1
10
100
—e—o-e-e ——————————
10le-eo-0-0-0——
100
H mieo—o0— 00
Fig. 74
Miooooo— —

Fig. 75

va a la linea de las unidades de millar y el cinco a la de _Ias.dece-
nas de millar, El desplazamiento de los tres espacios se indica en

cifras afiadiendo tres ceros.

53 x 1000 = 50 x 1000
+ 3 x 1000

= 50.000 + 3.000 = 53.000

Si ahora este mimero se multiplica por 100 se despiay‘a otros
dos espacios conservando siempre entre los componentes la rela-
tiva posicién : 5.300.000 (Fig. 75).



114 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

Estos son los ejercicios que pueden repetirse indefinidamente y
que rcpresentan un estudio directo de las «posicionesn de los ni-
meros.

; Los e?ercmios de desplazamiento acompafiados de la escritura
sic el - . o
hacen casi mecanico el cdlculo. Multiplicar por 10, 100, 1000 etc.

quicre decir desplazar y per lo mismo afiadir uno, dos, o tres, ceros
al ndmero primitivo.

MULTIPLICACION DE GRANDES CIFRAS SOBRE BASTIDOR

Los ejercicios de multiplicacion de grandes cifras sobre basti-
dores, hacen clara la separacién de las dos dificultades explicadas.

Los nimeros deben prepararse en forma que toda la operaci6n
quede reducida a la multiplicacién entre dos cifras (tabla de mul-
tiplicar), pero lo mds laborioso serd determinar las filas de perlas,
en las que hay que llevar a cabo el desplazamiento.
) Es nece_sario para ello, determinar un orden como quien des-
liga cosas intrincadas y dispone separadamente cosas mezcladas.
Para hacerlo, precisa recordar varios conceptos que fueron desa-
rrollados en ejercicios paralelos de preparacién.

Queriendo multiplicar 2847 x 4 hay que repetir cua:ro veces
cada uno de los niimeros representados por las cifras.

Las multiplicaciones son :

S~ o
X X XX
b

Pero sen qué nivel o fila?
El nimero, realmente, es la suma de :

2000 2 (1000)
800 8 (100)
40 4 (10)
7 7 % 1

Por lo tanto, las multiplicaciones deben colocarse asi :

4 x 2 . sobre la linea del 1000
4 % B oo sobre la linea del 100
4 x4 . id. id. del 10
i S —— id. id. del 1

Llevindolo a cabo sobre el bastidor
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le—e—o—0—0—0 ¢
i ) 4 4 7 =28
L6600 —6-8-8 -0 0O 4 + 4 =16
- 4+ 8 =132
4+2= 8
Tig. 76

Habiéndose formado un diez sobre la linea del mil, desaparece
l]a fila y, como consecuencia, avanza -una perla en la linea del
10.000

El producto se lee, deduciendo de la disposicién de las per-
las: 11.388.

En cualquier forma en que se muevan las perlas, bien sea co-
menzando por las unidades, los millares o, a saltos, se obtiene
siempre el mismo resultado, porque el producto no depende de la se-
rie de los valores, sino, de la posicién de éstos. Con tal que cada
uno se coloque en el lugar que le corresponde, el resultado es justo
y seguro. ]

Es como si en un-teatro existen palcos regios, palcos para el
cuerpo diplomdtico, butacas numeradas v entradas de paseco. El
orden de los espectadores no dependerd del hecho de entrar antes
o después, sino de que cada uno se coloque en el lugar que le
corresponde.

Esto no se puede revelar efectuando las operaciones con cifras
escritas, porque las sumas parciales, sin el orden que comienza de
los valores inferiores hacia los superiores, no se podrian adicionar
sin tachaduras y confusiones. Por ello, en la multiplicacién con
cifras aparece, como esencial, el orden de éstas, mientras que lo
{inico esencial es la colocacién segin las jerarquias.

Veamos ahora una multiplicacién donde el multiplicador es de
dos cifras :

342 x 36

Cada ntmero del multiplicando debe ser multiplicado por cada
nimero del multiplicador ; es decir, se deben multiplicar todos por 3
v después. todos por 6. Son, pues, dos erupos, el del 3 v el del 6
se debe representar asi :

3 3 =20 G x 3 =18
3 x 4= 12 [ X 4 = 24
3 »2=268 G x 2 =12
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y por lo mismo dos multiplicaciones distintas del namero 342.
¢Sobre qué fila de perlas se deben colocar - aquellos productos?
Para esto precisa hacer el anilisis de valores.
Los niimeros son

30 x 300 6 % 300
30 x 40 y 6 x 40
30 x 2 6 x 2

En el grupo del tres se tienen dos operaciones diferentes por-
que 30 es igual a 3 x [0 y la multiplicacion por 10 significa el
desplazamiento de una linea,

Por esto, el grupo del tres por lo que a los valores se refiere,
se debe representar asi

3 x 3000
3 x 400
3 x 20

Los grupos, pues, se colocan del siguicnte modo :

3 x 3 (sobre la linea del 1000)
3 x 4 ( n n ]OOJ
3 x 2 ( ”» ”» 10)
6 x 3 (sobre la linea del 100)
6 x 4 ( » » 10)
6 x 2 ( » » 1)

Lo importante, es que los productos indicados por las «<ifras
vengas colocados en el lugar indicado por los valores.

Se pueden hacer primeramente, todos los desplazamientos re-
lativos al grupo del 3 y después, todos los relativos al grupo del
6 o viceversa.

De este modo obtenemos un producto parcial 10,260, sobre el
cual, se acumula el producto del otro grupo.
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En el segundo producto (fig. 78) se producen dos cambios sobre
las lineas del 10 y del 100.

El producto total estaria sobre el marco como en la (fig. 79}.

Las perlas que seiialan el producto final indican el nine-
ro 12.312. '

Se puede hacer una simplificacién en la labor descr_lta, es de-
cir: se pueden agrupar todas las multiplicaciones relatwa_s a una
fila. o—lo que es igual-—colocar juntas todas las multiplicaciones
relativas a un solo valor. -

Linea del 1000. — 3 x 3 = 9 =9
[00. — 3 x 4;6 x 3 =12 + I8 = 30

10. — 3 x 2;6 x 4 = 6 4+ 24 = 30

I. — 6 x 2 = = 12

El producto, después de un cambio efectuado en la fila de 1000,
ha resultado 12312 (fig. 80).

12
oo
Py 30
30
->-0-¢——————————
[0 0 02 0-6-0-0-9 Gro-0—— 12

Fig. 8o
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Estos ejercicios que representados por figuras parecen compli-
cados, se convierten en sencillos y atrayentes, sobre el material,
donde cada vez que se forma una fila entera de 10 desaparece real-
mente y es sustituida por una perla en la fila sucesiva, demostrando
que las cantidades se sutilizan a medida que van encamindndose a
valores mds altos.

Representamos ahora una multiplicacién muy grande :
2836 x 324.

2.000 300

800 ) x ( 20

30 ) ( 4

6

2000 x 300 200.000 x 3 3 x 2 (linea del 100.000)
800 x 300 80.000 x 3 3 x 8 ( » » 10.000 )
30 x 300 3.000 x 3 3 x 3 ( » » 1.000)
6 = 300 600 x 3 3 x 6 ( » » 100 )
2000 x 20 20.000 x 2 2 x 2 (linea del 10.000)
800 x 20 8.000 x 2 2 x 8 ( » » 1.000)
30 x 20 300 x 2 2 x 3 ( » » 100 )
6 x 20 60 x 2 2 x 6 ( » » 10)
2000 x 4 4 x 2 ( linea del 1.000)
800 x 4 4 x 8 ( » » 100 )
30 x 4 4 x 3 ( » » 10)
6 x 4 4 x 6 ( » n 1)

~ Se pueden efectuar los desplazamientos sobre el marco en tres
ticmpos sucesivos, segiin los tres grupos indicados en su coloca-
cion respecto a los valores: o también se pueden reunir los grupos
de! mismo valor y efectuar un solo desplazamiento,

linea del 100.000 : 3 x 2 = 6 = 6
n n 10,000 : 3 x 8:2 x 2 = 24 + 4 = 28
» » 1.O00 : 3 x 3;2 x 8:4 x 29 + 16 - 8 = 33
» » 100 : 3 x 6;2.x 3:4 x 8=18 + 6 + 32 = 56
” » 10 : 2 x 6:4 x 3 =12 + 12 = 24
n n [ :4 x 6 = 4 = 24

El producto total indicado en el marco es 018.864.

Las descripciones efectuadas hasta ahora, tenian por finalidad
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900 — 2.
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Ho—o—o-9- 000 o —— 6
Fig. 81

el estudiar separadamente los elementos que concurren en ia cjecu-
cién de una multiplicacién de grandes cifras.

En el material siguiente, en cambio, se realiza la multiplicacién
de modo, que el orden de sucesi6n en las varias operaciones con-
currentes sea, como lo es, en el procedimiento corriente donde
las «cifras, permaneciendo escritas, no pueden desplazarse vy
ello estd originado por un factor que se refiere a la ejeuccién préic-
tica del célculo escrito y no a la esencia misma del juego de los
nameros en la multiplicacién: el otro factor siendo el pasaje de
grupos segun el sistema decimal : es decir, empezando por las uni-
dades simples y desplazando en un conjunto con el cilculo,

O 0O O 0O OO0 0 0 0

Fig. 82

El material consiste en un marco donde los hilos (fig. 82) estdn
colocados verticalmente, sin la distincién, de grupos de tres, esto es,
equidistantes y en nimero superior a siete (hasta las centenas de
millén). En cada hilo estin enfiladas 10 perlas sin distincién de
colores, es decir que las perlas de todos los hilos son del mismo
color. -

Las perlas se bajan desde la parte superior cuando se desplazan
para efectuar la operacién y a cada hilo corresponde, en un pequefio
eje transversal en el fondo, un cero.
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A la derecha, sobre el marco, hay un pequefio hueco redondea-
do donde se coloca cada vez la cifra relativa al multiplicador en
accion.

Unido a este aparato hay varias fajas de papel con pequefias
subdivisiones que indican la distancia entre uno y otro hilo. Sobre
el papel, y teniendo en cuenta dichas distancias, se escribe el mul-
tiplicando comenzando por la dltima cifra relativa al multiplicador
en accion.

Unido a este aparato hay varias fajas de papel con pequeifias
subdivisiones que indican la distancia entre uno y otro hilo. Sobre
el papel, y, teniendo en cuenta dichas distancias, se escribe el mul-

tiplicando comenzande por la dltima cifra de la derecha (unidades
simples).

Asi se escribiria el niimero 83256.
El anilisis del nimero se realiza dnicamente con el multiplicador.
Por ejemplo, supongamos 83256 x 347.
El multiplicador se descompone asi: 300
40
7
Cuando se multiplica por 7 se coloca el disco del 7 en el hueco
redondeado lateral y se efectiia la multiplicacién segtin las cifras del
multiplicando enfilando en forma que cubran todos los ceros.
(fig. 84). Primer producto 583.792.
Para la segunda cifra del multiplicador que es una decena (40)

111

" \

8 3 2 6 6

Fig. 84

se desplaza la faja de papel que contiene el multiplicando, de modo,
que permanezca descubierto el primer seis (multiplicacién por 10),
y se coloca en el espacio de la derecha el nimero 4. Dejando en
su puesto las perlas ya desplazadas se prosigue la multiplicacién del
nimero, comenzando por las unidades y prosiguiendo en igual for-
mz que la vez anterior. Es evidente que cada vez que en una fila
se alcance el namero 10 toda la fila se desplaza v en su lugar se
baja una perla del valor superior.
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IMig. 85

El segundo producto, que viene afiadido al primero, alcanza un
total de 3.913.03Z.

Para la tercera cifra (centena) del multiplicador se desplaza dos
ceros de la faja del multiplicando y se coloca la cifra en accién—
el 3 en el disco lateral, permaneciendo en el mismo lugar todas
las perlas desplazadas hasta ahora.

P

Tig. 86

El total es 28.889.832.

Las perlas se encontrarin dispuestas sobre el marco en la forma
que indica la figura 87. )

La multiplicacién efectuada ha sido 83.256 x 347 =
28.889.832. . .

La ejecucién de la operaci6n con cifras, al no permitir la in-
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Fig. 87

mediata acumulacién de los productos parciales, obliga a escribir
¢éstos separadamente, colocando en columna los relativos al mismo
valor y después se suman dichos productos. Se comprende, porque

a cada nuevo producto parcial, éste debe iniciarse bajo la cifra del
multiplicador en acci6n.

83256
x 347

582792
333024
249768

28889832

El material no sirve para «ensefiary las operaciones aritméticas,
ni mucho menos para facilitarlas o simplificarlas. Su finalidad es
entretener la mente del nifio con ejercicios que le llevan a razonar
y conducirla a la busca vy comprobacién de hechos que se preszntan
de modo atrayentz. El nifio ha realizado un estudio del sistemna de-
cimal y ha analizado y profundizado procedimientos que le con-
ducen, no sélo a efectuar, sino a comprender las operaciones arit-
méticas.

St el nifio se ha interesade directamente en las operaciones y
ha comprendido cémo se efectudn : éI buscard enconirar los re-
sultados, por el camino mds breve v con el minimo esfuerzo.

Entonces abandonard el material y querrd efectuarlas sin esa
ayuda.

En efecto, llega un momento en que el nifio deja el material v
efectiia las operaciones usando nimeros que alcanzan algunas veces
a los billones.

Si el material, en cambio. hubiese servido para facilitar v
simplificar los cdlculos, e] alumno seguiria asido a la ayuda del
material que habria disminuido en &l la energia de expansion. Sola-
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mente, cuando el esfuerzo de la pesquisa, la claridad del hecho y
la persuasién, nos han hecho duefios de un procedimiento, busca-
mos el alcanzar la finalidad perseguida por el camino m4s breve
posible. La lentitud en el andlisis conviene en el periodo forma-
tivo y prepara la rapidez y la extension de la aplicacion.

22364253 x
345234611

22364253
22364253
134185518
89457012
67002759
44728506
89457012
111821265
67092759

7720914184760583

Ejemplo de una multiplicacién gigantesca implantada v ejecutada
por los nifios, sin material.
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LA DIVISION ANALIZADA :

Los ejercicios colectivos con los juegos de perlas del sistema
decimal, que sirven para una primera representacion material de
la divisién, con cubos de mil, cuadrados, etc., son substituidos
en un ejercicio paralelo per otro material, que se presta 2 trabajos
individuales e inicia en las operaciones escritas. En el primer ejer-
cicio (divisién de pequefios niimeros por una cifra) accesible a ni-
fios pequefios, se utiliza un material andlogo al empleado para apren-
der la tabla de multiplicacion, mas, para la iniciacién se pucden
usar las mismas tablas descritas, apropésito de la memorizacién
de la tabla pitagdrica ; solamente son distintas las hojas donde se
anotan los cdlculos.

PROCEDIMIENTO

Se toma al azar un namero cualquiera de perlas de la cajita y
se cuentan. Supongamos que hay 27 perlas : este nimero se escribe
en el primer espacio en blanco de la hoja de las divisiones.

Después, tomando el cartén cuadrado con los cien huecos y
la caja de las perlas, se procede a la operacién.

Supongamos que se trata de dividir 27 entre 10. Pondremos
primero diez perlas al lado, debajo del 1; luego otra columna de
diez perlas al lado, debajo del 2. Para completar la columna que
vamos a poner debajo del 3 no hay bastantes perlas, pues no quedan
maés que siete.

Entonces el 2 se escribe en la linea horizontal, después del 10,
y a su derecha, en la columna de los residuos, se escribe 7.

Dividamos ahora la misma cantidad por 9. Para ello se coloca
debajo del | una columna de nueve perlas; debajo del 2 otra co-
lumna de nueve perlas ; debajo del 3, otra columna de nueve per-
las. Vemos en este caso que mo queda ningdn residuo. Entonces
en la linea que coresponde al 9 se escribe la cifra 3.

Para dividir por 8, el nifio dispone de 8 perlas en columna ver-
tical debajo del 1; otra columna debajo del 2 ; otra debajo del 3.
Quedan aqui, como residuo en la columna 4, sélo tres perlas. Y asi
sucesivamenrte.

Para las divisiones escritas, el nifio dispone de un paquete con
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i cien hojas, dispuestas como la del grabado, envuecltas en una ar-
tistica cubierta, atada con una cinta de seda. En cambio, los mo-
] delos para las tablas parciales de multiplicacion, con sus respecti-
A vas tablas pitagéricas y de confrontacién, estin metidas en un so
1 bre de pergamino con ribetes de piel.
% : -
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Material de la tabla pitagdrica, usado para la division
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DIVISION DE GRANDES NUMEROS POR VARIAS CIFRAS

Es posible, también, reproducir con el material de las perlas las
divisiones que tengan varias cifras en el divisor, y esto puede llegar
a ser un «pasatiempo aritméticon muy adecuado para emplear la
actividad del nifio cuando estd en su casa. Lste trabajo que aclara
los procedimientos de las operaciones, es casi una aritmélica ra
cional que se sobrepone a la empirica, la cual reduce el mecanismo
de las operaciones abstractas a una simple rutina. Esios upasatiem-
posw abren el camino a la aritmética razonada, que espera al nifio
en los grados superiores.

También la division se utiliza como ejercicio de aplicacion que
sirve para adquirir un conocimiento rapido y practico del lugar de
los niimeros, en relacion con el valor jerdrquico que representan.
En los cjercicios primitivos servia para demostrar el hecho de una
cantidad que habia de subdividirse en partes iguales, cantidad que
existia efectivamente y agrupada segin el sistema decimal en cu-
bos de 1000 perlas, cuadrados de 100, bastones de 10 y perlas
aisladas. (Dividendo). El divisor dindmico estaba representado por
nifios, unos representaban las decenas (decuriones) y otros las uni-
dades. E

Aqui, en cambio, (como se ha visto para la multiplicacion) las
cantidades estdn representadas simbdélicamente, una perla puede
simbolizar las cantidades numéricas mds diversas, decenas de mi-
llar o millones, pero es el lugar que ocupa la perla el que indica el
valor representado. :

También los colores ayudan a diferenciar las posiciones como
en el caso de la multiplicacién ; y usamos perlas que si representan
las unidades son de color rojo, azul si son decenas, etc. Y esto per-
manece constante para fijar la idea, ya explicada de los grupos
jerdrquicos : punto, linea y cuadrado. Estos tres grupos pueden ha-
llarse a nivel distinto (unidades simples, millares, millones, etc.)

Como la divisién es, por excelencia, la operacién en la que pre-
cisa siempre separar, no es posible utilizar el material de marcos
o bastidores donde las perlas estin fijas. Por ello, y para represen-
tar aqui los distintos niveles de grupos numéricos, usaremos pla-
tillos que pueden contener perlas separadas; tres platillos blances
para los grupos de las unidades simples, tres platillos grises para
el grupo de los millares y tres platillos negros para el de los mi-
llones.

Con objeto de facilitar los cambios. se ha preparado un material
de depésito, consistente en varios tubos de vidrio, que contienen
una sobre otra, diez perlas, Los tubos, segiin los grupos, tienen las
perlas de los colores dichos y estin sostenidos por una especie de
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porta-probetas que son blancas, grises o negras. Todo ello para fa-
cilitar los cambios y evitar la fatiga indtil de contar diez perlas
cada vez.

Nada mejor que este depdsito demuestra que el sistema es de-
cimal y que se trabaja sobre el 10, lo mismo si se trata de unida-
des simples que de millones, lo que hace que las dificultades numé-
ricas sean siempre las mismas en las distintas clases de unidades.

Es en la obtencién del valor y en' la «colocacién en su pueston
de la cifra del cociente, en lo que consiste la dificultad Tundamental
de la division.

Nosotros consideramos, como base del estudio, el andlisis v la
distincién de las partes..

Las distintas partes separadas y analizadas dan claridad al pro-
cedimiento. Es siempre profundizando en el conocimiento como se
avanza y no (como en los métodos corrientes) exponiendo dificul-
tades sucesivas en linea recta y superdndolas una a una (division
de niimeros pequeiios y después mayores ; divisor de una y varias
cifras, etc.) :

Una vez diche c6mo se prepara el material relativo al dividendo
veamos el que representa el divisor.

Antes que nada, precisa que resalte la diferencia entre los nu-
meros del dividendo y los del divisor. El dividendo es la canlidad
a dividir. El divisor, aun cuando sea un nimero que podra llegar
al grupo de millones, representa e indica el ndmero de partes
iguales en que se fracciona el dividendo. Nada hace resaltar tanto
esta diferencia como representar el dividendo por una suma de di-
nero y el divisor por un nimero de personas que deben repartir-
selo entre ellas.

El concepto del primer juego escolar puede ser tomado nueva-
mente y ampliado por el material,

En efecto, en el divisor, en lugar de perlas usaremos bolos muy
pequefios que recuerden un poco la figura del hombre y utilizaremos
bolos blancos, grises o negros con la parte superior roja, azul o
verde. Como uplan de ejecuciénn debe realizarse la distribucidn de
unidades que constituyen el dividendo entre las unidades que cons-
tituyen el divisor y para ello usaremos una tabla semejante a la que
usamos para los ejercicios de la multiplicacién.

Aqui, sin embargo, la tabla es un «cuadrado de nuevey y pre-
senta, por lo tanto, 81 espacios que pueden contener perlas en
filas paralelas, porque mds de nueve no pueden corresponder a nin-
guna unidad del divisor ; si se afadiese una mads, ésta perteneceria
con el 9 a otra categoria decimal (el 10).

Distinguiremos varias tablas para la divisi6én, segiin se trate de
bolos rosa, azules o verdes. En la parte superior de la tabla hay
una faja que tiene nueve circulos ahuecados, con fondo blanco,
donde estd escrita la cifra en serie del mismo color de la faja:
1, 2, 3,4, 5 6, 7, 8 9. Los bolos se colocan en losg circulos v
ctbren las cifras; la distribucién se lleva a cabo colocando, cada
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vez, una perla debajo de cada_bolo. Pero, la cifra que queda al
descubierto, después del dltimo bole, indica indirectamente la can-
tidad de éstos (si la cifra descubierta es 8, esto indica que los bolos
colocados son 7). En el lado vertical a la izquierda de la tabla de
distribucién estin sefialadas en negro, una debajo de otra, las ci-
fras hasta 9 y éstas cuentan la cantidad de perlas correspondientes
a cada bolo y, por lo mismo, el ndmero de las filas de perlas que
se han ido acumulando debajo de aquéllos. (Es sobre ellos donde
se encontrardn las cifras del cocientc).

Si el divisor se compone de mds de una cifra (por ejemplo,
unidades y decenas, o unidades, decenas y centenas) precisan otras
tantas tablas que se colocarin horizontalmente, una junta a ofra y
ello, para que aparezca mads claro el hecho, de que se va distribu-
yendo a todos los grupos representados, «a la misma cantidad».

Mientras se da ciento a un bolo verde, se da diez a un azul y se
da uno al bolo rojo.

Pero, cada individuo representado recibe une, porque se sobre-
entiende que, lo que correspondid al holo verde debe después ser di-
vidido enire ciento y lo que correspondié al bolo azul va dividido
entre otros diez. Solamente el bolo rosa de las unidades simples re-
cibe lo justo, que es, precisamente, lo que corresponderd a cada
uno.

Es cierto que todos los cuadios deben tener la misma cantidad
de filas de perlas y, si cada centena recibe tres, otros tantos debe
recibir cada decena y cada unidad, y aquel tres que se encuentra en
todas las tablas es la cifra del cociente. Pero aquel tres gqué re-
presenta? £Cada unidad del divisor tendrd tres millones, tres mi-
llares o tres unidades?

O dicho en otra forma gscudl es el lugar de aquel tres en la
serie de valores? Evidentemente es el lugar relativo a lo que co-
rrespondié a las unidades simples, a los bolos rosas.

No consiste todo, pues, en hallar la cifra del cocien'e ; hay que
conocer ¢l lugar que ocupa. Es decir, jcudl es el valor correspon-
diente a la cifra de las unidades simples del divisor?

Si se dieron tres millones a la centena, se dieron trescientos mil
a las decenas y treinta mil a las unidades ; la suma corespondiente a
cada uno es 30.000.

Centenas :  3.000.000
Decenas : 300.000
Unidades : 30.000

Las centenas, dividiendo por ciento, hacen descender dos luga-
res, la cifra positiva tres, ¢

Las decenas, dividiendo por diez, hacen descender un lugar su
tres.. !

3.000.000 : 100 = 30.000
300.000 10 = 30.000

10
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Esto es; dividir por ciento y por diez quiere decir : quitar dos y
un cero, respectivamente. Esta divisién por 10, 100, 1000, etc.,
estd siempre incluida en las divisiones donde el divisor tiene varias
cifras.

El cociente es, pues, doblemente interesante como cifra y como
valor. La divisi6n se considera como un hecho o como una escena
andloga a aquella de los primeros juegos de los nifios ; supone una
muliitud de vnidades, no presente, como eran aquellos nifios repre-
sentados por la decena que no aparecian, pero que después, del
nifio decena, recibian su parte en la sucesiva divisién por 10.

Aqui entre los simbolos, aquella multitud puede ser centena o
millar o decenas de millar de personas ansiosas de saber, cada vez,
cudnto ha correspondido a cada una; saber, no solamente la cifra,
sino, sobre todo, el lugar de ella. Mtentras por una parte tiene
lugar la distribucion por igual entre los cuadros, cuya distribucién
determina la cifra, la multitud lejana de las umdades participantes
estd ansiosa de conocer la cifra por el lugar que ésta ocupa; COmMo
en la Bolsa, los accionistas, aguardan ansiosos el aumento de su
fortuna.

Por todo ello precisa dar especial relieve al cociente. Mientras
en el juego primitivo de la efectiva subdivisién practicada en el di-
videndo, se hacia resaltar el hecho de que quedaba «aquella misma
cantidad subdividida en partesn y que se podia en seguida acumular
de nuevo, volviendo a su estado primitivo,ien este juego de simbo-
los, un intento mds 1til se pone de relieve : el cocienie.

Es la unidad receptora la que sobresale, mientras antes preva-
lecia la cantidad a dividir.

Por esto hemos establecido un material de colocacién sucesiva
de las cifras del cociente : la Bolsa del cociente, esto es, la cuota
correspondiente a cada individuo. La cuota se manifiesta, cifra a
cifra, y, alli se coloca.

~Bobsa
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En los cuadros se escriben sucesivamente las cifras del cociente.
La sustancia es tal, que las cifras se pueden borrar después.

ANALISIS DE LAS UNIDADES

Hecha de este modo la descnpm(m del material y de los fines
que se persiguen con estos ejercicios, pasemos a la prictica de la
operacién,

La operacién, para ser claramente comprendida, requiere un
anilisis completo de los nimeros, esto es, el anilisis hasta las
unidades.

Mientras para la multiplicacién (que es una acumulacién),
andlisis se contraia solamente a la distincion de los valores; por
ejemplo, 6.843 analizado para la multiplicacién era :

6.000
800
40
3
el mismo nidmero analizado para la divisién, es:
1.000 100 10 1
1.000 100 - 10 _ 1
1.000 100 10 [
1.000 100 10
1.000 100
1.000 100
100
100

Si dicho nidmero se multiplicase por 5, el andlisis habria redu-
cido la multiplicacién entre grupos a : 6 x 5 : 8 x 5; 4 x 5;
3 x 5y, por lo tanto, a la colocamén de los resultados parcmles
segin su valor. En la divisién, en cambio, hay una distribucién,
unidad por unidad, y la escisi6n ‘debe ser completa.

Dividiendo, pues, por cinco dicho niimero, la preparacién ana-
litica serfa la siguiente :

1.000 — | 100 — 1 10 — 1 I — 1
1.000 — 1 100 — 1 10 — 1 l ==l
1.000 — 1 100 — 1 10 — 1 I — 1
1.000 — 1 100 — 1 o — 1 |
1.000 — 1 100 — 1 1 1
1.000 100

100

100
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En -este andlisis estd indicada la distribucién unitaria ; la divi-
sién estd representada por aquella relacién entre una y uno- que
puede observarse en el cuadro precedente. En las dos primeras co-
lumnas hay restos, en las otras dos, en cambio, existe insuficiencia.
La divisién entera consta de cuatro divisiones parciales, pero depen-
dientes en el sentido que debe ser utilizada toda la cantidad dispo-

nible en la subdivisién entre aquellag cinco unidades, las cuales, se -

presentan indistintamente, ante cada grupo a reclamar su parte.

Pongamos ahora en otro orden la cantidad analizada, es decir,
en el orden de los diviseres y hagamos la subdivisién del dividendo
grupo por grupe. Una de las caracteristicas de la division es, que
micntras el grupo de unidades que constituyen el divisor permanec=
fijo e inmutable desde el principio hasta el fin, los grupos del di-
videndo, esto es, las cantidades, sufren continuas transformaciones
pasando de puestos superiores a puestos inferiores y cambiando cada
vez los dividendos de los grupos parciales.

Resulta, pues, que se trata, cada vez, de nuevas divisiones. Los
dividendos nuevos que se forman no pueden preverse, no se po-
drian representar a priori. Son «sorpresasy semecjantes a las que
proporciona la marcha «e un negocio financiero.

Cada divisién parcial es, pues, separable de la anterior y al pro-
pio tiempo, es consecuencia de ella. Cada divisién da lugar a una
nueva cifra que es la cantidad que de cada grupo de valores corres-
ponde a cada unidad del divisor. Dicha cifra es una cifra del co-
ciente. Comencemos por ¢l primer grupo o sea el de los millares.

1 ] 1 1 3
[.000 1.000 1.000 1.000 1.000

I'ig. g1

Evidentemente, cada una de las unidades rojas no puede tener
mis que un millar (fig. 91). -

La primera cifra del cociente es 1 y este | representa un mi-
llar; 1000 estd pues en el 4.° lugar. Ahora aquel millar de mds es
el resto de esta primera divisién.

La segunda divisién se refiere al segundo grupo: 800 : 5.

El dividendo, sin embargo, cambia en la segunda divisién por-
que tiene en su ventaja el resto de la primera. Aquel millar de resto
serd un cubo que es preciso descomponer en los diez cuadrados que
lo integran y forman un total de diez y ocho centenas y no ocho,
que deben distribuirse entre cinco (fig. 92). :

En la distribucién una a una, han correspondido tres centenas

IR
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1 1 I ! i l
10 100 100 100 100 !
100 100 100 100 100 !
100 100 100 100 100
100 100 100 0 0 ‘

Fig. 02

a cada uno ; las tres centenas que no bastan para cubrir una fila son,

es, el resto de esta divisién. .

i Sﬁi cociente lo da la cifra 3 y estas 3 son centenas: 300. Hasta
ahora, pues, el dividendo distrubuide, ha dado a cada uni-
dad : 1300. '

Pasemos ahora a la tercera division: 40 : 5. La cnntld_ﬂd de de-
cenas es insuficiente para la distribuccién. Pero aquel divtdqndo es
s6lo aparente, porque las tres centenas de resto en ’la divisién an-
terior, se descomponen y se precipitan en la categoria de las dece-
nas. Serd, pues, el caso de tres cuadrados de ciento que deben des-
componerse cada uno en los diez bastones de que estin formados.

La tercera division es, pues, la distribucién de 34 bastones entre
cinco, esto cs, (reinta y-cuatro decenas a los cinco individuos rosa
que permanecen inmutables desde el principio hasta el fin.

e A T A T et e e e e e W T A P =
! 1 1 I i
10 10 10 10 - 10
10 10 10 10 10
10 10 10 10 10
10 10 10 1N 10
10 10 10 10 10
10 10 10 10 10

10 10 10 10 0 !

_ , .|

TFig. 93

El dividendo de decenas, que aparecia insuficiente al principio,
enriquecido con restos inesperados, ha podido dar ‘una_distribucién
completa de G. La distribucién incompleta del dltimo grupo tiene
el significado de un resto, aun cuando s6lo falte una umd_ad.
tercera cifra del cociente es pues 6, y son 6 decenas, es decir: GO.
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Los componentes individuales del divisor tienen hasta ahora
cada uno 1360 unidades del dividendo.

La cuarta y dltima divisién se refiere al grupo 3:5. El divi-
dendo aparece claramente insuficiente, pero, he aqui que se enri-
quece con un botin considerable e inesperado. Aquellos cuatro
bastones de resto deben deshacerse y afiadir sus diez perlas libres
en el dividendo de las unidades. La divisién efectiva que se presen-
ta es, pues, 43: 5 (fig. 94).

e e s e e e e e
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Fig. o4

Esta reserva a cada uno, el dividendo de 8 unidades, y sobran
tres que se inutilizan definitivamente. La dltima cifra del cociente
es 8 y son 8 unidades simples.

Por lo tanto, el cociente total que corresponde a cada una de
las unidades del divisor es: 1.368.

La divisién fué pues 6.843 : 5 = 1.368 v tres de resto.

El niimero, que al principio constituia un conjunto se ha descom-
puesto en cinco partes iguales y desapareci6 en ellas dejando un
resto insignificante,

1368 —

i

1368 — 1

6.843 ———— —— 1368 — 1
1
1

1368 —
1368 —

Fig. 95
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OPERACIONES CbN EL MATERIAL

Si vamos ahora a la aplicacién con el material simbdlico de las
perlas se tienen objetos iguales entre si, sin otra diferencia, que
la del color y la posicién. _ E

En vez de la representacién analitica de las umdade_s de distinto
valor 1.000. 100, etc. se tiene la misma perla, al igual que se
tienen simples cifras en los ndmeros no anal‘lz?d_o‘s: 264.8 donde
existen un 2 primero, luego un 6 etc. cuya posicion relativa es la
que distingue sus valores. ' ) _

Asi las perlas son rojas, verdes o amarillas, o estin depositadas en
platillos blancos o grises. Representando unidades separadas, son
como ntmeros analizados hasta las unidades y usados conjuntamente,
es decir, un grupo junto al otro dan una idea de conjunto de la

operacion. ) _
Sea la divisién, analizada precedentemente por medio de ci-
fras, 6.843 : 5.

Se comienza la operacion colocando en fila horizontal un plaﬁllo
gris y tres blancos y depositando en ellos las perlas necesarias; 6
perlas rojas en el de los millares_ y sucesivamente en los demds 8
perlas verdes, 4 amarillas y 3 rojas (fig. 96).

o029 HE 789
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Fig. 96
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El divisor se prepara después con los cinco bolos colocados en
el cuadro de distribucién. El cuadro no cambiard jamés, en cambio,
los platillos del dividendo cambiaran con mucha frecuencia su con-
tenido que deberdn volcar en la tabla para distribuirlo por igual en-
tre los cinco bolos,

Cuando se ha concluido una divisién parcial y la cifra estd se-
fialada en el cociente, la tabla se vacia y las perlas que se utili-
zaron en la distribucién se alejan del lugar donde la operaci6n se
realiza. Cuando se ha terminado la division relativa a la cantidad
contenida en un platillo, éste se desplaza igualmente del lugar donde
la operacién se ejecuta, mientras sobre el cuadro se coloca el
platillo sucesivo. Asi se prosigue hasta que han desaparecido todas,
a excepcién de las que contienen los residuos no utilizables del
dividendo : el resto,

®09®®c 7 89
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Aqui estd representada la primera division, la de los millares
6: 5= 1, con una de resto (fig. 97) y la fig. 98 representa el
platillo de las centenas al que se ha unido el resto precedente :
10 + 8 = 18.

La figura 98 representa la segunda divisién referente a la dis-
tribucién de las centenas, esto es, 18 : 5. El cociente es 3 v el
resto 3.

LA DIVISION 145

La figura 99 representa el contenido del platillo sucesivo de
las decenas, en el cual se ha acumulade en forma de decenas

el resto precedente..
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Por lo tanto, los términos de la nueva divisién serdn: 34 : 5,
donde el dividendo esti constuido por decenas.

La tercera divisién, esto es, la distribucién de las 34 decenas
entre las cinco unidades del divisor esti representada en su eje-
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cucién por la fig. 100. Han resultado seis filas de perlas y por ello
la nueva cifra del cociente es 6 e indica 6 decenas.

Existe un resto de 4 decenas que deberin ahora pasar como
unidades simples al dltimo platillo (fig. 101) constituyendo el lti-
mo dividendo o sea 43.

Finalmente, en la cuarta y dltima divisién, la distribucién de
las unidades ha tenido lugar como indica la figura 102 y como ha
cubierto ocho filas, la tltima cifra del cociente es 8.

El resto de tres unidades es el residuo inutilizable de la cantidad
total que fué dividida entre las cinco unidades del divisor,
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D@67 809
43—35
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Tig. 102

Las cifras encontradas sucesivamente para el cociente fueron

1.* divisién: 6000 : 5 = 1000 Del Dividendo
2.° id. 1800 : 5 = 300
3.® id. 340 : 5 = GO 6.843
4" id. - 43 : 5 = 8 ’
6000 resto 1000
Cociente : 1368 1800 » 300
340 » 40
Resto : 3 43 » 3

en las sucesivas divisiones por 5

Se procede anidlogamente en una divisién donde el divisor tenga
dos o tres cifras.

Entonces, en vez de utilizar una sola tabla de distribucién se
utilizan dos, una para las decenas y otra para las unidades, don-
de los bolos azules recuerdan los decuriones; y si son tres ,en la
tercera se ven los bolos amarillos (centuriones). El ejercicio puede
ser individual, aun cuando con frecuencia, intervienen mas nifios,
bien como cooperadores o s6lo como observadores.
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Sea por ejemplo la division 3867 : 46.

La (fig. 103) indica la preparacién inicial del dividendo y del
divisor y la posicién reciproca de los objetos. .

Sobre las dos tablas del divisor estin colocados los platillos
mds altos por el valor de su contenido, es decir, el de los millares
sobre las decenas del divisor y el de las centenas sobre la tabla de
las unidades.

= v
@909 58 789 5 o®00@®@7 59
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9 9000000006 0 ) 000000 0GCO
Fig. 103

Como se ve en seguida que no es posible la distribucién por
igual de los millares, éstos se llevan a las centenas acumuldndose a
Ias ya existentes como se indica en la figura anterior.

Este platillo cargado ahora cen 38 centenas va colocado sobre
la ptimera tabla y hacia la segunda se avanza el platillo que con-
tiene seis decenas.

Después se coloca una perla amarilla debajo de cada uno de los
bolos azules y una perla azul debajo de cada uno de los bolos rosa,
llenando sucesivamente todas las filas. Si faltan perlas azules se
toma una amarilla del platillo precedente lo que enriquece al que le
sigue en diez perlas y asi sucesivamente.

De este modo se llegan a completar ocho filas en las dos tablas,
quedando como residuos utilizable uno en el platillo de las centenas
y ocho en el de las decenas,

La operacién 386: 46 ha dado 8 como cociente y 18 como
resto.

aQué es el 8 del cociente?

. Son 8 decenas, tal es el valor relativo a las unidades del di-
visor,

Concluida de este modo la primera divisién se apartan todas las
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perlas que estdn en las tablas puesto que representan la parte del
dividendo ya dividido entre las unidades del divisor y se prepara el
nuevo dividendo. )

Del platillo de las centenas se vuelca la tnica perla en el pla-
tillo de las decenas, en forma de diez decenas, o sea, de diez perlas

@®@®Gs5678 9 200000 78 °
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Fig. 105
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azules que se mezclan con las otras ocho y se colocan los platillos
de modo que las decenas estén sobre las decenas y las unidades
sobre las unidades, sefial de que se trata de la iltima divisién o
sea: 187 : 46.

Distribuidas las perlas en la forma acostumbrada resultan cu-
biertas cuatro filas ; el cociente, pues, es 4 unidades y queda sobre
el dltimo platillo el residuo no utilizable, el resto de la divisién
total que es igual a 3.

PRUEBA Y SEME]JANZAS

Con la tabla de decenas usada para la multiplicacién se pueden
efectuar divisiones ; éstas tienen la misma apariencia.

Si se toman uno a uno los productos para subdividirlos se opera
inversamente a la multiplicaci6n, pero se obtiene el mismo orden

123456 7 8910
® @ @ @ o © @
® @ o ©@ @ © o
® & @ @ @ 9 ¢
2 & @ @ ¢ ® o
® ¢ @ © @ © o
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Tomemos los productos por 5

5 x 1 =5

5 x 2 =10
5 x 3 = 15
5 x 4 = 20
5 x b =25
5 x 6 = 30
5 x 7 =35
S5 x 8 = 40
5 x 9 = 45
5 x 10 =50
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Tomemos ahora uno cualquiera de los productos, por ejemplo el
35 y dividdmoslo por 5, es decir, hagamos las filas posibles de
5 perlas.

Han resultado siete filas, luego: 35: 5 = 7.

Envezde 5 x 7 = 35

En los dos casos tendremos una disposicién idéntica de las per-
las, solamente que en el caso de la multiplicacién el nimero 35 es
el punto de llegada y en la divisién es el de partida.

Todas las combinaciones de la multiplicacién pueden asi re-
petirse : en el caso de 48: 8.

123456 7 8 810
© e @0 © @
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El nimero de las filas, encontrado es 6. Luego 48 : 8 = 6,

Ello corresponde a la multiplicaci6n 6 x 8 = 48.

La misma disposicién de las perlas es la prueba visible de la
invertibilidad de los factores de Ja multiplicacién 6 x 8 = 8 x 6.
El producto en los dos casos es la cantidad inmoévil vy ordenada de
perlas que hay sobre el tablero: 48.

Esta relacién entre la multiplicacién y la divisién es causa de
que la multiplicacién (inversa de la divisién) sea una prueba de ésta.

En efecto, la divisi6n no altera la cantidad a repar!ir, sino que la
dispone en partes iguales. Mientras la multiplicacién es una acumu-
lacién sucesiva de cantidades iguales, lo que trae consigo un creci-
miento gradual de la cantidad, en la divisién la cantidad permanece
inmutable, solamente se la ordena en forma diversa.

Este hecho conduce a que se pueda utilizar la tabla de multipli-
car en la ejecucién prictica de Ja division.

Por ejemplo, sea 56 : 7.

Quien retenga en la memoria todas las combinaciones del 7 puede
recordar que 7 X 8 es igual a 56.

Entonces la divisi6n puede realizarse de memoria y se sabe de
este modo (por el cdlculo mental) que 56 : 7 = 8, porque 7 % 8 =
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56. Lo cual se expresa diciendo que el 7 cabe exactamente 8 veces
en el 56 (fig. 108). -
1234 5867 8 910
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Por esto se hace necesaria la memorizacién de la tabla pitago-
rica incluso para la divisién y en este sentido el cilculo relativo a
la multiplicacion debe preceder al de la divisién. Si se considera, en
cambio, el hecho de la divisién y sus caracieristicas, entonces se
puede estudiar conjuntamente la divisién con el resto de las ope-
raciones.
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Escojamos ahora un ndmero cualquiera, por ejemplo 59, que
se quiera dividir por 7 (fig. 109). La divisién sobre el tablere da
como resultado 8 y la cantidad distribuida en partes iguales corres-
ponde a la multiplicacion 7 % 8 que como sabemos es 56. El resi-
duo 3 que queda sobre el platillo es el resto inutilizable de la di-
visi6n cuya caraoteristica consiste en dividir una cantidad determi-
nada en partes iguales. Por lo tanto, el nimero dado comprende el
grupo de la multiplicacién 7 x 8 mds el resto 3.

59 = (7 x 8) + 3.

Habiendo efectuado la operacién 59 : 7 para volver a acumu-
lar la cantidad primitiva es preciso realizar la multiplicacién 7 x
8 = 56 y afiadir después a este producto el resto 56 + 3 = 59.

Si se quiere, pues, hacer de memoria la divisién 59 : 7 precisa
averiguar ante todo cudl es la mayor combinacién del 7 que entra en
59. Buscando en la memoria se encuentra que es la combinacién
con el 8 porque 7 x 8 = 56 (7 x 9 = 63 el producto resultaria
mayor). El 8, pues, es la cifra del cociente. Entonces precisa efec-
tuar de memoria una sustraccién, es decir, sustraer del nimero dado
la combinacién hallada : 59 — 56 = 3. De ese modo hemos en-
contrado el resto. La divisién lleva, pues, consigo una labor continua
de multiplicacién y sustraccion.

Esta es la caracteristica del cdlculo de la divisién y no del lhechio
de la division.

Aquella labor se limita a la combinacién de la multiplicacién y
de las sustracciones, utilizando la memorizacién de la tabla pitagérica.
y se aplica siempre, sea cual fuere el valor, esto es, la posicion de
los niimeros.

Tenemos, pues, que las caracteristicas del hecho de la divisién y
el ejercicio 4gil en el reconocimiento de los valores segin el lugar
que los niimeros ocupen «son extrafos a aquella labor mentaln y
preparados convenientemente, convierten en claro y sencillo el
cédlculo de la division méds compleja.

EL CALCULO PARA LA DIVISION

Apliquemos ahora a la divisién el cdlculo utilizando las memeri-
zaciones.

Supongamos la divisién ya efectuada segin el andlisis unitario d2
los niimeros y segin el material distributivo :

6.843 : 5.

que daba como cociente 1368 y tres de resto. En vez de efectuar el
anilisis propio de la divisién, hacemos el andlisis del niimero se-
parando solamente los grupos, como en la multiplicacion.

Usaremos hojas andlogas a las ya descritas—donde las lincas
verticales de varios colores (rosa, azul, amarillo) indican el lugar
d? las unidades, decenas y centenas—en forma que puedan escri-
birse las cifras sin acompafiarlas de los ceros.

II
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El dividendo, divisor y cociente tienen sus espacios respectivos.
Siendo el andlisis de los grupos

6000
800
40

3

se escribird solamente las cifras 6, 8, 4, 3 en los lugares respec-
tivos segiin su valor. El divisor 5 se repite delante de cada grupo
gue deba dividirse (fig. 110).
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6 : 5 da uno con 1 de resto.

El 1 de resto de los millares se baja para colocarlo junto al 8
de las centenas haciendo un total de 18.

Ahora la mayor combinacién de 5 que puede entrar en tal ni-
mero es 5 x 3, luego el 3 es el cociente. Si sustraemos 15 a 18 que-
dan tres de resto, el cual desciende junto a las cuatro decenas, for-
mando un total de 34. La divisién es ahora de 34 entre 5. La combi-
nacién 5 ¥ 6 = 30 es la maxima que puede entrar en el 34 de-
jando un resto de cuatro decenas, mientras el cociente que corres-
ponde a las centenas es 6.

Las unidades, convertidas en 43, se dividen por 5, siendo 5 x
8 = 40 la combinacién buscada y 8 el cociente iiltimo, quedando tres
de tltimo resto. En la figura 110 aparece representada la operacidn
en la forma mis sencilla.
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