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PREFACIO

La Aritmética, segin se presenia en este libro, con-
tiene un capitulo todavia inédito de upsicologia infantily,
puesto que es una forma de aritmélica razonada, e infantil
en su razonamicenlo. Los nidmeros, con sus derivaciones,
han sido estimulos cientificos que han provocado activida-
des psiquicas.

Se ha repelido siempre que la aritmética, y en general
las ciencias matemdticas, tienen en la educacidn el oficio
importante de ordenar la mente juvenil, prepardndola,
con rigurosa disciplina, para ascender a las alturas de la
abstraccién. Pero esta importancia doble, es decir, de «me-
dio de desarrollo menialy y «necesaria y elemental cultu-
ran, no se alcanzaba con eficacia en las escuelas elementa-
les. En efecto, la aritmélica se consideraba un «escollon
dificil de superar, una «dificultady que requeria un esfuer-
zo penoso, wuna disciplina dridan.

Pero, presentando al nifio un «material cientificamente
determinadon, que le ofrece de un modo «claron «eviden-
tey, el fundamento sobre el cual debe levantarse la activi-
dad razonadora, enfonces se facilita no solamente el apren-
dizaje de la aritmética, déndole una forma elevada, sino
también el desarrollo de una profundidad légica que se
hubiera creido imposible de alcanzar en los nifios. Los
materiales de la aritmética pueden compararse a «una
palestra de gimnasia mentaly. En el minucioso andlisis
realizado sobre la evidencia de las cosas y sobre el ejer-
cicio aclivo, fodos los detalles acomparian al desarrollo psi-
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co, como si la aritmética fuese el medio mds prdclico para
un verdadero tratamiento psicoldgico del nifio, un arsenal
maravilloso de psicologia experimental.

Cada individuo se ejercita por si solo con vivo interés ;
el progreso sobreviene en cada discipulo segin el dictamen
interior de la necesidad de desarrollo ; y de aqui al nivel
de madurez gropio de cada uno, y, como consecuencia
de la libre seleccién, se alcanza un progreso mental légico
y sislemdtico. En veinte afos de amplia e ininterrumpida
experiencia, ninguna disciplina consiguié en nuestras es-
cuelas entusiasmar a los nifios tanto como la arilmélica, ni
en ninguna disciplina hemos alcanzado progresos tan sor-
prendentes como los alcanzados en el campo de las mate-
méticas. Queda, pues, abierla en el campo de la escuela
elemental, una via préctica y una extension fértil, alli don-
de antes hallébamos tormentos y arideces de desierto.

Los fendmenos apasionantes encontrados a lo largo
de esta experiencia han suscitado, aun en personas adul-
tas, actividades fecundas, que superan el limile de la es-
cuela elemental y penelran en el dmbito de la scgunda
enseiianza. Y en este libro se hallan incluidas las experien-
cias, acompanadas de materiales, debidos a la preciosa y
constante colaboracién de Mario Montessori ; las sencillas
y brillanies operaciones de exliraccién de raices cibicas y
cuadradas de tres o cualro cifras, se hacen accesibles a
nifios de ocho o nueve aios de edad; y las elaboradas
«malerializacionesn de la cuarta y quinta polencias de
binomios y trinomios, oblenidas a través de brillantes in-
lerpretaciones que asocian el dlgebra, el nimero y la for-
ma geomélrica. De estas «malerializaciones matemadlicas»,
que serian de gran utilidad en la comprensién del dlgebra
en la escuela secundaria, se hace aqui un rdpido estudio,
pues requieren un lralamiento especial, una publicacion
aparle que esperamos del autor. ‘

Los estudios precedentes estdén ya nolablemente avan-
zados en la escuela secundaria.

VIL

Aqui quiero hacer un estudio de los fenémenos de in-
dole psicoldgica, y recordar el hecho de que los discipulos-
maestros han completado sus observaciones con el descu-
brimiento de férmulas algebraicas y de relaciones numé-
ricas. Algo parecido a lo que han hecho nuestros nifos,
quienes, sin embargo, .operaban con problemas que sabian
resolver solos, y llegaron a resuliados completamente ig-
norados por sus maesiros. Por consiguienie, hemos entra-
do en una via que no es sélo de aprendizaje, sino tambicn,
de elaboracién.

Sienlo vivo agracfec:'mien[o al editor, senor Araluce,
que ha emprendido la publicacién de estas obras : la psico-
geomelria y la psico-arilmélica, fruto de un largo trabajo
lentamente llevado a término en el recogimiento. No cra
fécil encontrar un editor con bastanle coraje para lanzar
al campo de la escucla elemental libros que se salen de
las convenciones ortodoxas de la ensefianza, y que ponen
el desarrollo psiquico del nifio por encima de las discipli-
nas escoldsticas, y que son al mismo tiempo libros que por
la exactitud de la reproduccién y por la riqueza de las ilus-
traciones sobrepasan en mucho el limite usual. Hacia falta
para esto una persona convencida y capaz de impulsos
generosos. Esta condicion explica por qué los tnicos libros
de psico-geomelria y psico-aritmética aparecen por prime-
ra vez en lengua espaiola.

MaRiA MONTESSORI.
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RESUMEN DEL PERIODO PRE-ELEMENTAL

El primer material que se presenta a los nifios para el aprendi-
zaje de la Aritmética, es un sistema de diez bastones prismdticos
de seccién cuadrada: de cuatro centimetros de lado, €l primero de los
cuales—que representa la unidad—tiene diez centimetros de largo,
mientras el resto, tienen una longitud que aumen‘a sucesivamente
de diez en diez centimetros hasta el décimo bastén que alcanza la
de un metro.

Las longitudes mualtiples de diez centimetros, se distinguen en
los bastones mds largos, por la sucesién alternativa de dos colores
distintos. Sclamente la unidad tiene un solo color, que es uno de los
dos que se emplean para caracterizar el sistema. Por ejemplo: la
unidad serd azul ; en el segundo baston, los dos trozos de diez cen-
timetros, uno azul y otro rosa; en el tercer baston, dos trozos azul
en los extremos-y uno rosa en el centro. De este modo todos los
bastones pueden comenzar con el trozo azul y asi se consigue, igual-
mente, que los colores de las diversas unidades que componen el
todo, sean claramente diferentes en su sucesion.

Fig. 1

Un material, semejante, pero no marcado con dos colores distin-
tos. sino, donde todos los bastones eran del mismo color, fué usado
durante largo tiempo por los nifios en un periodo precedente, cuando
efectuaban los ejercicios sensoriales. Los pequefios se habian acos-
tumbrado a distinguir a simple vista las longitudes diversas de los
bastones, poniendo uno junto a otro y comprobando, de este modo,
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que la longitud crecia de un mado uniforme. Los nifios que realiza-
ban los ejercicios sensoriales eran de la edad de tres afios.

Estos, en cambio, que comienzan a usar el sistema aritmético,
tienen ya cuatro afios y medio como minimo y saben escribir, o por lo
menos, conocen los signos alfabéticos y componen palabras.

Los nifios a esta edad han contado o han oido contar en la vida
familiar. Acaso pronuncian el nombre de los grandes niimeros, cien-
to o mil, sin que tengan en su mente una idea clara de las cantida-
des equivalentes. En cainbio, si perciben claramente la equivalen-
cia de los niimeros pequefios, porque saben, que tienen una nariz,
dos manos, cinco dedos en cada mano etc. Muchas veces habrdn
pedido tres bombones en vez de dos, sabiendo perfectamente lo que
ello significaba.

Con los bastones de la Aritmética que llegan a un maximo de diez,
no se pretende hacer una revelacién, sino, mds bien, ordenar y pre-
cisar ideas vagas adquiridas casualmente. Y para precisar estas ideas
numéricas se recurre a un instrumento que fué ya utilizado en el
periodo primitive de los ejercicios sensoriales.

Basta iniciar al nifio, con simplicidad, para que rdpidamente se
interese por el sistema numérico. En cada bastén se puede contar
la suma de las unidades que van sucediéndose una a otra hasta el
extremo del bastén comenzando por :

uio.

uno, dos.

uno, dos, tres.

uno, dos, tres, cuatro.

une, dos, tres, cuatro, cinco.

uno, dos, trtes, cuatro, cinco, seis.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez,

Lo dltima palabra a que se llega, se refiere a la suma de las uni-
dades contenidas en el bast6n, e indica el total. Esta palabra puede
convertirse en un nombre que indica el bastén ; bastén de cinco, de
siete, etc. O simplemente, el cinco, el siete y asi sucesivamente.
De ese modo, resultan varios nombres en relacién con bastones de
distinta longitud. Los bastones representan cantidades que se llaman.

El hecho de obtener, con relacién al nombre del nimero, la can-
tidad correspondiente en una apariencia rigida y clara, facilita la
comprensién de los conceptos de la unidad y de las relaciones reci-
procas entre diversas cantidades, asi como las relaciones entre éstas
y la unidad. )

"En efecto. Los bastones colocados en gradacién no sirven para
contar solamente, sino que hacen ostensible la relacidn entre las va-
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rias qantidndes indicadas por los nidmeres y su lugar reciproco, en
relacion con dicha cantidad. El uno, es el primero, vy el diez, el l-
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timo ; el tres ocupa el tercer lugar y esti entre el dos y el cuatro,
etc. Son, pues, las relaciones entre ellos, y no solamente el contar, las
que hacen el sistema interesante.

Para fijar bien este cuadro, de una importancia tan fundamental,
conviene unir a su cnseflanza ¢l conocimiento de los simbolos numé-
ricos y ponerlos en relacién con las cantidades.

Un material, andlogo al usado para ensefiar las letras del alfa-
beto, estd unido al sistema. Se trata de diez pequefios cartones li-
sos, sobre cada uno de los cuales, estd fijada en papel de lija una de
estas cifras: 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Dichos ntimeros se hacen
palpar repetidamente en el sentido de la escritura mientras se apren-
de el nombre : uno, dos, tres, etc. Asi queda en la memoria la figu-
ra de la cifra en relacién con su nombre y, a la par, se acostumbra
la mano a reproducir el trazado de cada una ; esto es, a escribirla.

El heche de que a todo simbolo numérico pueda hacerse corres-
popder la cantidad total que aquel representa, bajo Ia forma de un
nb|9to tnico, al igual que la cifra es un tnico signo, hace clara y
ficil Ta asociacion entre el simbolp numérico y la cantidad. Basta
colocar, entonces, la cifra junto al bastén correspondiente para lo-
grar, con presteza, la memorizacién de su correspondencia.
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Del sistema, puesto en orden, pueden derivar estudios hechos a
hase de descomposiciones y recomposiciones, de cotejos, etc.

_ Se pueden efectuar ejercicios de desplazamiento y de compara-
cién, ya sea con todo el sistema o con una parte de él, sea con los
bastones largos © con los cortos. Lo tinico que hace falta vigilar es,
que todas las combinaciones sean dentro de la decena, es decir, no
pasar del bastén mayor, porque ello traeria consigo una complicacién
en lugar de un progreso.

Es evidente, que cada vez que se unen varios bastones, se hace
una suma vy cada vez que esta suma se descompone, se efectia una
sustraccion.

El interés lo despierta, por ejemplo, el encontrar dos bastones
que, unidos, constituyen la longitud de otro bastén mayor. Por ejem-

plo : 4 + 3 =7, de los cuales, volviéndolos a su estado anterior,
se obtiene :

7—3 =4
o también 7—4=3

Si después, estos ejercicios primitivos se llevan a cabo con todo
el sistema, uno de los més_claros consiste en la composicién de to-
das las combinaciones iguales a diez, poniendo el 1 sobre el 9, el 2

sobre el 8, y asi sucesivamente, es decir, realizando las siguientes
sumas :

9+ 1 =10
8 4+ 2 =10
7+ 3=10
6 +4 =10

Inmediatamente surge el limite, dentre del cual, se encuentran
las posibles combinaciones. Se pueden efectuar cuatro combinacio-
nes solamente o sea cuatro bastones de diez, iguales al mayor de la
serie v ademds de estas cuatro combinaciones quedan adn el bas-
t6n entero de diez y el bastén de cinco.

A un adulto, este método de los bastones, puede resultar tan in-
teresante como a un nifio. El adulto podria observar, por ejemplo,
que la cantidad de bastones iguales es de 5 o sea la mitad de 10 y
sobra un bastén que es el de 5. Agrupando en dicha forma los bas-
tones, resulta evidente, que la suma de las unidades por ellos indi-
cada es igual a

5% 10 + 5 = 55

es decir, que se ha encontrado un procedimiento que facilita singu-
larmente la suma de todas las unidades contenidas en el sistema.
Para ello, basta multiplicar el niimero mayor por su mitad y afiadir
después dicha mitad
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Esto, como se ve claramente, permite efectuar de un modo Té4-
pido la suma de la serie natural de los ndmeros. lLlnmando N un
namero cualquiera, la suma de las unidades contenidas en todos los
nameros que van de uno a N. serd

NxN +N =N + N = N* + N
2 2 2 2 2

lo cual nos da la férmula algebraica de lo anteriormente expuesto.
En efecto; en la serie sucesiva de los nidmeros crecientes, de umd?d
en unidad, se pueden componer grupos iguales al mayor, por el mis-
mo procedimiento, esto es, colocando el uno sobre el peniiltimo y
sobre los sucesivos el dos, el tres, etc. )

Es decir, que basdndose en el mismo sistema se podrian hacer
observaciones y comprobaciones permitidas por una cultura y un
desarrollo mental superiores a los del nifio. Sin embargo, adultos y
nifios pueden obtener los diversos resultado con el mismo material.
En efecto, el material de bastones representa, de n}odo claro y senci-
llo, la relacién entre cantidades numéricas sucesivas, partiendo de
la unidad. Y esto, es un hecho inmutable. Es el hombre el que va-
ria desarrollandose y el que deduce, de los mismos hechos, diver-
sas consecuencias. . o

Esto sirve para hacer comprender como es preciso ut:llz?r un
material claro y exacto, y alrededor de ello, estd después la inteli-
gencia que se desarrolla, haciendo sucesivos »c_i_z_ascubnmwntqs. .

En el sistema de los bastones estin contenidos otros principios,
que pueden ser utilizados en lo futuro ; dicho sistema presenta como
en un niicleo el sistema decimal y juntamente con éste, e;l sistema
métrico, porque, el bastén del 10 tiene un metro de longitud y -lais
unidades en que se descomponen los diversos bastones, son su dé-
cima parte o sea el decimetro. -

Pero estos particulares, no accesibles atn al nifio, permanecen
en el sistema sin complicarlo y es evidente, que el desarrollo men-
tal y cultural sabra descubrir y utilizar mds tarde lo que pasé in-
2dvertido en la primera infancia.
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MATERIAL DE LAS UNIDADES SEPARADAS

Un segundo material repite el hecho de contar las unidades re-
lativas a los varios grupos de la sucesién numérica de uno a diez, o
mejor, de 0 a 9. En este caso, sin embarge, las unidades vienen
representadas por objetos separados, todos iguales entre si y consis-
ten en pequefios husos Ficilmente manejables y que, atados en gru-
pos por una cinta, aparecen de un grosor que va en aumento. Tales
grupos se deben colocar en dos cajitas, dividida cada una, en cinco
espacios y en correspondencia con cada espacio, estd escrita una
cifra :

Tig. 3
0,1,2,3,4,5,6,7,8,09.

Ll ejercicio consiste en reunir primeramente, en un solo grupo
de conjunto, toda la masa de husillos y colocar en cada espacio, con-
tindolos uno a uno, la cantidad correspondiente al namero sefialado.
Concluido el ejercicio y comprobado que no existen errores, cada
grupo de husillos se ata con una cinta encarnada. Este ejercicio es
casi una comprobacién de lo que se aprendié con el sistema de los
bastones : el nifio, en efecto, reconoce la cifra y compone por si
misme el niimero acumulando las unidades (de cualquier clase) cuya
suma aquélla representa.

Ademds, el material en este caso, ofrece al nifio, como punto_dc
partida, las cifras, los simbolos numéricos escritos sobre los espacios
de las cajitas, y no las cantidades, como en el caso de los bastones.
Las cifras estin representadas todas ellas, pero no existe el 10 que,
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en cambio, existia en el sistema de los bastones, y esto sucede por-
que el material expone a la atencion del nifio las cifras en si. Estas
van como indicaciones concretas del uoo al nueve. Antes de todas
estd el cero, que en si mismo no representa cantidad alguna, como lo
comprueba el hecho de que el primer espacio que a él corresponde
permanece vacio. Las cifras son en numero de diez, pero los grupos
de husillos, son nueve solamente.

of U] (2l 5] (4 & (& @ B &

IMig. 4

Existe, finalmente, un tercer material consistente en diez pe-
queiios carteles separados, sobre cada uno de los cuales aparece es-
crita una cifra respectivamente, o sea :

1, 2,3, 4,5 6,7, 8,0

y 45 pequefios objetos separados que pueden ser pequeiios marcos
de color o pequefios juguetes iguales, como muiequitas, pequefias
bolas, etc. ‘ )

El ejercicio consiste en colocar primeramente los carteles—que
estin mezclados—segin el orden normal de sucesién y después si-
tuar al pie de cada cifra, los objetos, en la cantidad correspondiente.
Este ejercicio es una comprobacién total de lo aprendido, es decir,
ver si se conocen las cifras en su serie numérica y en la cantidad
que representan. Para colocar un nuevo concepto al alcance del
nifio, conviene colocar en doble fila los objetos, lo cual es posible
solamente, en los nimeros pares, mientras en los impares, queda
uno sin compaiiero y, de este modo, se le proporciona instintivamen-
te la nocién de los nimeros pares e impares.

Los tres ejercicios recuerdan la leccion psicolégica de los tres
tiempos (Véase, Pedagogia Cientifica de la misma autora).

En efecto; en el primer tiempo estd la representacion de Ia
cosa en si misma (la cantidad y los signos numéricos).

En el segundo tiempo, se pide cual es la cantidad correspondiente
a la cifra.

En el tercer tiempo, se pide tanto la sucesion de los nimeros,
como la cantidad correspondiente a ellos.

Con esto se cierra el periodo preelemental para la Aritmética.
(Para mayores detalles véase la Pedagogia Cientifica precitada).
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LA ARITMETICA EN LA INSTRUCCION ELEMENTAL

SISTEMA DECIMAL

El fundamento, sobre el cual nos basamos para ordenar las can-
tidades numéricas, es el sistema decimal. Su introduccién entre nos-
otros, que data de los drabes, en la edad media, constituye una faci-
lidad en el cdlculo, tan sorprendente, que permite contar, incluso
al nifio, grandes cantidades. El cdlculo, después, no es sino una ul-
terior abreviacion de la operacién de contar.

Como en toda obra de simplificacién, lo que representa su clave,
es un grado mayor de claridad alcanzado. Simplicidad y claridad,
son, precisamente, las cualidades necesarias para colocar los hechos
al alcance del nifio.

Por esto, el primer paso debe ser : facilitar al nifio la construc-
cién del sistema decimal en si mismo y no el contar ni calcular, por-
que estas dos cosas, se consiguen con los féciles mecanismos que
ofrece el sistema decimal.

Es evidente, que esto no podria constituir la primera iniciaciéon
de la aritmética, mas para ello, hubo un periodo preparatorio, en el
cual el nifio, ha contado y calculado dentro de la primera decena y
ha leido y escrito los signos numéricos. Las primeras bases del sis-
tema decimal le fueron proporcionadas en el periodo preelemental,
al contar las cantidades dentro de ka primera decena, y al comprobar
que los signos que las representaban eran nueve mids el cero. Estos
dos conocimientos son Ia raiz, el fundamento, de todo el sistema
decimal. La clave del sistema decimal consiste en el juego final, en-
tre el nueve y el diez. Es esta clave la que sitia la organizaci6n
de las distintas clases de unidades en un cuadro sistemitico intere-
santisimo. En efecto, apenas se supera la cantidad nueve de una
unidad, no existen cifras para representar el nuevo grupo y precisa
comenzar de nuevo utilizando la cifra uno. Es en el 10 donde apa-
rece esta dificultad v de ello la necesidad de recurrir a un ¢compo-
nente. El 10 no es, sino, un retorno a contar nuevamente de uno a
nueve. Existe una especie de paso del Rubicén que nos obliga a
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dar un salto decisivo a otra categoria de unidad. Y asi, con nueve
cifras solamente se organiza la agrupacién de las unidades en je-
rarquias sucesivas que pueden repetirse sin limite. El primero de
cada jerarquia es un uno de mayor dimensién, o lo que es igual, de
mayor valor.

!-Ooo-qo:m.p.mm»—o
© o Uts W= I
O~y UG — &

Las tres lineas verticales de cilras, colocadas bajo las letras
C. D. U. indican jerarquias diversas de unidad. Por ejemplo: uni-
d_ad simple en U ; decenas en D ; centenas en C. son, sin embargo,
siempre las mismas cifras las que las representan sin otra diferencia
que su posicién. Es pues, la posicion jerardrquica de las cifras la que
indica los diversos valores correspondientes, pero, en cuanto al va-
lor absoluto se refiere, es el mismo en las tres posiciones indicadas.
Existe, pues, un valor-absoluto en el sistema decimal que no varia
con el relativo representado por las cifras; se pueden, pues, sumar
los niimeros de la linea C con la misma facilidad que los de la linea
U v el contar o €l calcular estd siempre limitado entre aquellos pocos
ntimeros, es decir, del uno al nueve. En efecto, si se considerasen
los maestros como unidades simples, los directores como decenas y
los inspectores como centenas, no se tropezaria con mayor dificultad
para contar nueve inspectores que para contar nueve maestros. Lo
iinico que los diferencia es su diversa importancia social, pero esto
no influye en la materialidad de contar de uno a nueve.

Siendo asi, precisa, ante todo, situar las jerarquias y darse cuen-
ta exacta de la importancia, de su «valorn, para no sufrir error, para
no cometer la falta de tratar un inspector como simple maestro o la
torpeza de dirigirse a un maestro como si tuviera las facultades de un
inspector. Todo ello pues, se reduce a dos cosas fundamentales ;
el alto de una jerarquia a otra, cuyo secreto estd en el 10 y la exac-
ta apreciacién de las jerarquias de los nimeros.

La diversa posicién de los niimeros se denota colocando, sucesi-
vamente. un cero a cada salto jerdrquico ; uno, diez, ciento, indican
posiciones como las sefialadas en las lineas U, C. D.

Hacer asequible a los nifios el sistema decimal, por medio de un
material, es cosa clara y prictica v de una simplicidad, tan evidente,
que el sistema decimal puede convertirse en un juguete propio para
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nifio. Sin embargo, no es un juguete que se le ofrece, sino un ma-
terial exacto de estudio que hard superar todas las dificultades que
encuentran los nifios en las escuelas corrientes, donde se ensena a
contar y calcular sobre la base del sistema decimal, sin proporcionar-
le los conocimientos sobre los cuales aquél se edifica.

EL MATERIAL DEMOSTRATIVO DEL SISTEMA DECIMAL

El material que proporcionamos a los nifios, para hacerles com-
prender el sistema decimal, es triple ; estd compuesto : de objetos,
de cifras numéricas y de palabrus.

Los objetos son perlas de color.

Por ahora nos ocuparemos, solamente, del que sirve para de-
mostrar practicamente la construccion del sistema decimal,

Consiste en perlas sueltas y ademds en pequefios bastones de
diez perlas, enfiladas y fijas sobre un alambre.

Iig. 5
Material del Sistemia Decimal
{elementos)

Ademids existen los cuadrados de perlas construidos con diez
hastones de los anteriores, unidos entre si v formando un solo obje-
to, que es un «cuadrado de diez» 0 sean cien perlas. Y finalmente,
un cubo construido colocando uno sobre otro, diez de los cuadrados
anteriores, convenientemente ligados vy cons‘ituyendo un solo ob-
jeto (fig. 6). Se da un solo cubo de perlas como punto de llegada y
limite del sistema.

De cada uno de los objetos indicados en los primeros tres grados,
existen en ntmero de cincuenta y cinco que es, precisamenie, la
suma de las unidades contenidas en la serie numérica de uno a nueve.
El material se dispene del modo siguiente (fig. 7).

Unido al material de perlas estd el de cifras. Este consiste en una
serie de carteles, cuyas dimensiones, son nroporcionadas a la jerarquia
de los nameros, v para las varias jerarquias, tienen los nimeros dis-
tintos colores. Los pequefios carteles para las nueve unidades son igua-
les entre si e idénticos en un todo a los usados en la primera numera-
ci6n (en la que se utilizaban los bastones de madera) ; los carteles
para las nueve decenas, en cambio, tienen doble anchura, porque
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Ejemplo de composicién de un ndmero: g58, utilizando
los compotentes del gran cuadro del Sistemma Decimal

necesitan espacio para contener el cero; los de las centenas tienen
triple anchura que los de las unidades, para dejar espacio para dos
ceros, y finalmente, el millar, necesitando espacio para tres ceros
tiene cuatro veces la anchura de los de las unidades (cuadros A-B
pdg. 25).

Los dos materiales, es decir, las perlas del sistema decimal y
los cartcles, se prestan: a combinaciones ficiles y claras que ofrecen
la posibilidad de un trabajo riquisimo en ejercicios y por ello a un lar-

4
i

?l
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go estudio. Se explica como, una vez despertado el interés, el sis-
tema decimal presentado en esta forma se convierta en fuente de
actividad.

Uno de los ejercicios mds sencillos es el de componer separada-
mente cuadros portdtiles, colocando en fila las cantidades de la misma
jerarquia y los nimeros correspondientes de los carteles, segun indica
la figura 6, que los presenta todos en un conjunto.

La composicién de estos cuadrados presenta la misma facilidad,
ya se trate de perlas sueltas, de bastones o de cuadrados, Y cuando
se sepa contar de uno a nueve, €s igualmente fdcil disponer uno de-
bajo del otro los carteles, tengan o no las cifras igual ndmero de
ceros a continuacion.

Los nifios, pues, realizando ejercicios andlogos en un todo a los
ya expresados en el periodo preescoldstico, cuentan indistintamente
unidades, decenas, centenas o millares. Es decir, que esta operacién
de contar no tiene dificultades diversas y sucesivas a medida que las
cantidades son mayores, sino que todo se aprende de un modo simul-
tineo y uniforme.

COMPOSICION DE LOS GRANDES NUMEROS

Un segundo ejercicio consiste en la composicién de los grandes
nimeros. Precisa para esto, exponer el material en forma que repro-
duzca la idea del sistema decimal, no la asociacién de ndmeros con
objetos correspondientes como en el cuadro 6.

No se trata de «contary utilizando un sistema cualquiera, si no
que, lo que se pretende, es representar la idea de que para cada
jerarquia, existen tnicamente nueve unidades, lo cual, no puede ser
representado con las cifras 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8, 9, porque sola-
mente se trata de wunidades y seria preciso escribir filas de uno.
Pero puede ser representado con los objetos, con la siguiente dis-
posicién.



24

MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

ooooooac
|

TV

e e o et s are

GENERALIDADES 25

En cambio, usando la serie de cifras, se indican las sucesivas
agrupaciones desde el 1 al 9, ya sea con los carteles superpuestos,
(A) o bien, separados (B), como indica la siguiente figura.

: B
(A) -~ i

i
[ [Tooo] [100] [ro] [1]
2122 200 20| [2

| 313]3 300 30 z
41414 400 40 4
5/5[5 500| [50] [5]
G|6]6 6oo| [60] [6]
NI 700 70| |7
s|8]8 8oo| [80] [8]
NEBE 900| [90] [°]

Dada esta separacién entre cifras y objetos, se puede proceder
a una asociacién entre si, demostrando que cualquier namero, (en
nuestro caso del 1 al 1999) se puede componer con el limitado na-
mero de objetos expuestos en el cuadro 8. Con ello se demuestra
la clave compleja del sistema decimal.

Enunciamos un ndmero, por ejemplo, nuevecientos cincuenta y
acho. Este se puede componer sacando del cuadro del sistema decimal
las cantidades correspondientes ; o sea

9 cuadrados de perlas (ciento)

5 bastones (diez)

8 perlas sueltas que se encuentran alineadas en la octava linea
del cuadro de las unidades simples. :

Por lo que se refiere a los carteles de los nimeros correspon-
dientes, la seleccién es atn mds sencilla.

Si se superponen después los carteles, de modo que cada ni-
mero ocupe el lugar que le corresponde, es decir ; que, el cincuenta
cubra los dos ceros de la centena y el ocho el de la decena, resul-
ta el nimero siguiente :

3
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958 que se descompone €n e so interés. El poderlos componer y analizar, moviendo los objetos,

5% i jncita a la repeticién del fascinador ejercicio.

El sistema decimal, presentado en su conjunto, es una especie de
i red fundamental sobre la que se desarrollan, poco a poco, las par-
He aqui pues, cémo, de una mancera clara, se lleva a cabo Ja g ' ticularidades que aclaran c; facilitan cada v,ezp mas SE es’mdi-o.p De
QU 9T de los _gr.andes ndmeros, tanto por do: gue-se vetere 4 igual modo que quien debe llevar a cabo un fino bordado comienza
las f:annda_des efectivas con los relativos agrupamientos de upldades por el dibujo en su conjunto y después va colleramdp ven Jos GemIlES.
scgup_el sistema decimal, como por le:que 5o refiere 4 loy slmholos El estudio de los detalles puede ser hecho simultineamente. No
numericos que representan. Los nmeros, después, se descompongf ‘ precisa una sistematizacion ; lo_tnico necesario es estudiar «todos»
distinguiendo los millares, las centenas, las decenas y las unidades : los detalles. Asi, volviendo al mismo ejemplo, quien ejecuta un borda-
vy asi resalta el hecho de que cada gran .nﬁmem es una suma E:le gru- : do. dibujado en su conjunto, puede principiar por donde le parezca
pos, representado cada uno por las cifras que estdn una junto a ‘ més conveniente ; comenzando por una parte y siguiendo después por
otra. otra que no esté ligada con aquélla. Andlogamente, los cjercicios

de detalle que se refieren al sistema decimal, pueden llevarse a ¢a-
bo simultineamente, sin necesidad de precedencia, porque estdn
guiados por un conjunto preestablecido.

Los ejercicios que se llevan a cabo paralelamente se laman &jer—"~,
P4 | s

cicios paralelos. 3, W LT, NS
WP, T

Iig. 8
Composicién del nfmero 1233

Vease el numero: 1235 representado por el material (fig. 8) ¥
por los carteles (fig. 9).

EJERCICIOS PARALELOS L%

y |
£ D
o’

Sa llaman pues, cjercicios paralelos, los que pudiendo desarro:”
llarse simultineamente se refieren a detalles de un mismo conoci-
miento fundamental o aspectos diversos, bajo los cuales, los mismos
detalles pueden considerarse. El ejercicio debe tener siempre una
finalidad determinada en si mismo, para que logre ser interesante.
Ello sirve. no sélo para profundizar los conocimientos, sino para
hacerlos mas claros, mientras que los detalles aprendidos fuera del

i conjunto a que se refieren, servirian los mas de las veces para en-
f turbiar la vision de ese conjunto.

E: El paso de una a otra decena.—Uno de los ejercicios paralelos
b consiste en ilustrar los pasos de una decena a otra. El material de
perlas adaptado a este ejercicio Tepresenta (andlogamente a lo que
representaban los bastones) los grupos de las unidades de uno a nue-
ve, reunidos en un conjunto indisoluble. Hay pues, pequeiios bas-
tones de dos perlas. de 3, 4, 5. 6, 7. 8. v 9 respectivamente, en-
filadas en un alambre que reune el grupo. Ademds, los nimeros
estin representados por perlas de diversos colores ; rojo, el uno, ver-
de el dos, negro el tres, amarillo el cuatro, azul el cinco, marron
el s.eis, blanco el siete, morado el ocho, azul oscuro el nueve y ana-
ranjado el diez. De ese modo todas estas perlas tienen una aparien-

I'ig. o

Es la posibilidad de llegar pronto a los grandes nimeros, o me-
jor, de comenzar por los grandes nimeros, lo que despierta un inten-

o et St =
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cia distinta de los pequefios bastones de las deceua&;, que son todos
de color anaranjado y que se utilizaron para construir el gran cuadr?
del sistema decimal donde, no los colores, sino la forma de agrupar-
se (punto, linea, cuadrado, cubo), constituyen el medio de distincién.

® 10+1=

&= Mo

VA

29
@G-

& CCO»
C@9PRQ°
@20 PRPD°
0000000
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Fig 11 (a

7+15=
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El primer ejercicio consiste en la construccién del cuadro, que
comprende las combinaciones de la decena con los varios grupos de
unidades ; es decir, junto a los pequefios bastones de decenas, cor
locados uno debajo del otro se colocan, primero la perla de la uni-
dad y después, la serie de los pequefios bastones inferiores a diez
en su sucesién natural. ;

Aqui se ve claramente que mds alld del nueve no hay combi-
nacién posible entre la decena y los grupos de las unidades: pero
comienzan a acumularse sobre la decena y entonces hay que con-
<luir colocando dos bastones anaranjados, uno junto a otro.

Un ejercicio equivalente se lleva a cabo con las cifras. El ma-
terial consta de una serie de nueve dieces escritos uno debajo del
otro dentro de un marco (fg. 12 (a); en el fondo queda un espa-
cio vacio. Anexos a este cuadro existen una serie de pequefios car-
tones suficientes para cubrir el cero de los dieces, que se pueden
colocar dentro del marco, introduciéndolos a través de un lado de éste
que presenta una hendidura ad-hoc. Existe, ademds, un cartel don-
de estd escrito el nimero veinte. Se coloca el cartel del uno sobre el
cero del primer diez, el del dos sobre el cero del segundo, etc., has-
ta que cubierto con un nueve el iltimo cero, no existe otra cifra
para combinar con el diez. A partir de aquel instante, sdlo procede

un cambio total. El espacio vacio ha de cubrirse precisamente con
el veinte, .

Se ha pasado a otro grupo de decenas.

KB
12

13

14
15
16
17
K
19

20

OSOOC OO0
A
So

Fig. 12 ig. 12 (a
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LAS PALABRAS

Al anterior ejercicio hay que asociar el conocimiento .C}e las pa-
labras. La méaxima dificultad de los términos es la .rc'alaucm a este
grupo de paso del diez al veinte, porque la composicion de las pa-
labras que se refieren a la decena v a las unidades que a ella se unen,
oculta-los términos componentes faciendo en la fusion palabras nue-
vas. Por ello, esta parte puede ser ensciiada de memoria, vghcndose
de ejercicios de composicién de palabras rea!izadas por medio de pe-
quefios carteles en que Ja silaba ce estd siempre compuesta en el
mismo color, mientras que las otras partes de la palabra (que indi-
can el grupo de unidades (ue estd asociado a la d{:cena) estd comn-
puesta con color diverso. Esto hasta el ntimero quince, pues a par-
tir del diez y seis se invierten los términos.

De este modo tendremos :

rojo negro negro _rojo__
on = ce diez — y — seis
do — ce diez — y — siete
tre — ce diez — y — ocho
cator — ce diez — y — nueve
quin e ce i

A la serie sigue el veinte, palabra que s¢ diferencia en absolu-
to de l4s que le preceden en la numeracién. A continuacion del nue-
ve, pues, también las palabras demuestran que el paso gradual ha
concluido y se entra en un nuevo grupo.

Ofros ejercicios.—Otro ejercicio anilogo es el que puede lle-
varse a cabo dejando fija la misma decena y sustituyendo junto a

10 1
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ella los grupos sucesivos de las unidades. Este ejercicio puede rea-
lizarse con las perlas y también con el sistema de los bastones. En
todo caso y para hacerlo interesante precisa el que se le acompaiie
de los carteles. Se usa para ello una parte de los carteles que pue-
den superporerse, es decir; el diez y todos los-carteles de las uni-
dades, desde la unidad hasta nueve, Cada sustitucién de la canti-
dad estd acompafiada de la correspondiente sustitucidn de las cifras.

Se coloca, pues, una perla encarnada junto a un pequefio bastén
de diez, mientras en el carte] del diez el cero se cubre con el cartel
del uno vy, de ese modo, se siguen efectuando las simultdneas agre-
gaciones y sqstituciones; es decir, permaneciendo fijo el bastén de
diez se cambia la perla del uno con la pequefia asta del dos, mien-
tras por otra parte, sin tocar el cartel del diez, viene a cubrir el
cero el cartel del dos, y asi se procede uniformemente hasta el

| g@
[12]]

TFig. 14

0

(1] [o]

Tig. 15

Al llegar a dicho limite no se puede continuar del mismo modo
porque el pequeiio bastén o asta siguiente al de nueve, no es sino
una nueva decena que se coloca junto a la primera y en cuanto
a los carteles, precisa dar de lado a los usados hasta entonces, para
buscar el de 20. '

. Todos !95 ejercicios anteriores refuerzan el concepto clave del
sistema decimal que actiia scbre el punto de paso de una decena 2

otra, del nueve al diez. Después del nueve el puente ha concluido :
es la nueva decena que comienza.
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He aqui un material, todo de cifras (fig. 17) que sirve, precisa-
mente, para probar una y otra vez el mismo hecho. Consita de dos
marcos iguales como indica la figura; la separacién en dos partes
estd hecha para hacer mids visible toda la serie y tambi¢n para ma-

olf6fo] ° o
alo|[7]0] 6
i3]o][8]o] X

S

O

ol[sfo] 7 2

” 5 8 \

Fig. 16 Tig. 17

nejar con mds facilidad el material. En un marco estan dibujadas
las cinco primeras decenas, o sea los niimeros 10, 20, 30, 40, 50 vy
en el otro las cuatro decenas sucesivas, 60, 70, 80, 90. Acompaiia
al material de marcos la serie de los nueve pequefios carteles que
lievan las cifras de las unidades. Estos se pueden hacer tesbalar
dentro del marco para cubrir el cero. El ejercicio consiste en con-
tar, sustituyendo las nueve cifras de los pequeiios cartcles, segin
el orden material numérico, sobre el cero del diez para formar sur
cesivamen'e los numeros

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19

Al llegar a este punto precisa formar el veinte y comienza de
nuevo en la misma forma para componer sucesivamente los nime-
ros

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 y asi sucesivamen-

te hasta el fin.

Son siempre los mismos pequeiios carteles los que sirven de
puente entre el 10 y el 20, como entre el 20 y el 30, como entre el
SO y el 90. Cuando se llega al noventa y nueve no es posible con-
tinuar con el material, Los cuadros son demasiado estrechos y el ni-
mero siguiente—el 100-—constando de tres cifras no cabria. Aque-
Ila unidad que falta y que nos hace detener es una clave mds impor-
tante que _la que nos permitia tltimamente el paso de una a otra
decena. Aqui se frata también de un simple uno, pero esta unidad
no hace saltar, de una en una, las decenas, sino que lleva consigo
una entera jerarquia que requiere para si mayor espacio. Es el paso
de las decenas a las centenas.

P P
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Las decenas que se siguen una a otra son las que guian. Y tam-
bién las palabras demuestran ; diez, veinte, treinta, cuarenta, cin-
cuenta, sesenta, setenta, ochenta y noventa. En cambio, los puntos
de paso—salvo entre las dos primenas decenas, que por ello han
exigido un estudio aparte—se distinguen con palabras uniformes co-
rrespondientes a la unién sucesiva de las nueve unidades junto a
cada decena ; veintiuno, veintidés, veintitrés, veinticuatro, veinticin-
co, etc. Y asi se repite sucesivamente para cada nueva decena, jus-
tamente como sucede para la sustitucion de los nueve pequefios car-
teles ; cuarenta y cinco, cuarenta y seis, cuarenta y siete, ochenta y
tres, ochenta y seis. Una verdadera suma de palabras.

Los precitados ejercicios aclaran y [acilitan, pues, no solo la
comprension del sistema decimal, sino también el mecanisne de con-
tar, el cual, debe hacerse sobre la base del gran cuadro del sistema
decimal mostrado al principio, y los pasos, no son sino detalles, puen-
tes uniformes que van de uno a otro grupo. Es la serie del uno al
nueve que actia y una vez estudiado el mecanismo no hay mds que
repetirlo ; los grupos jerdrquicos que representan el fundamento y
la guia de la numeracion deben, por ello, ser estudiados antes y en
si mismos. Entonces, la operacién de contar serd cosa sencilla e in-
confundible.

En cambio, en las escuelas corrientes se ensefia a contar lineal-
mente, sin poner de relieve los puntos fundamentales y haciendo os-
curo y fatigoso dicho ejercicio. Se dice, por ejemplo : «Tal niiio cuen-
ta ya hasta cuarenta y cinco, este otro, en cambio, no pasa de trein-
ta y dos. Acaso a fin de ‘aiio podra llegar hasta el cienton.

El avance es lento y penoso, el camino es dificil como para quien
sigue de noche un estrecho sendero de montafia. En cambio, la vi-
si6n del sistema en conjunto, separada de los «puentes de paso» da
la impresion de mandar un ejército disciplinado en una llanura ilu-
minada por el sol.

Contar linealmente es un ejercicio paralelo.—Contar linealmen-
te es interesante sélo para la inteligencia que posee ya el cuadro
dirigente del grupo de las jerarquias decimales.

Partamos de los puntos fundamentales de las jerarquias consi-
derando las unidades que dominan las series del sistema ; uno, diez,
ciento, mil.

Para el uno, tenemos una de las perlas de color anaranjado ; para
¢l diez un pequefio baston de perlas; para el ciento, un cuadrado

_construido con diez pequefios bastones de perlas, y para el mil, el cu-

ho construido con diez cuadrados.

Descomposicion lineal del cnadrado. La cadena del cienlo. —
Si en vez de tener las decenas unidas en un cuadrado, las soltamos,
conservindolas unidas solamente por las extremidades, obtendremos
una cadena -de cien perlas subdividida en decenas, es decir, en pe-
quefios bastones que se suceden.
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La cadena del ciento impresiona por su longitud més que el cua-
drado por su superficie. Aquella representa e_l camino de las unida-
des que van, a través de las decenas, a constituir la centena.

Las unidades pueden contarse una a una, efectuindose de este
modo la numeracién lineal ; uno, dos, tres... nueve, diez, once, do-
ce... reinta y ocho, treinta y nueve, cuarenta, cuarenta y uno...
noventa y nueve, ciento. )

Es evidente que, conocida la clave de los «pasosy no existe ma-
yor dificultad para contar entre el noventa y ciento que entre el trein-

ta y el cuarenta.
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La descomposicién lineal del cubo. La cadena del millar. — El

cubo de mil perlas puede descomponerse en diez cuadrados y cada
uno de éstos en diez bastones de diez perlas cada uno. Dejando éstos
unidos por las extremidades solamente, resulta una cadena larguisi-
ma que da una impresién de la cantidad—el millar—mds exacta que
el cubo. Especialmente, si se compara es‘a cadena del millar con la
de la centena se ve, claramente, la diferencia entre el cuadrado y el
cubo. !
Doblando diez veces la cadena del millar v estableciendo el pa-
rangén con las decenas, resulta la apariencia de diez cuadrados, Si
en la proximidad se coloca la cadena del ciento, se ve como, a cada
hastoncillo de ciento, corresponde un cuadrado en el mil.

La reaccion sorprendente de los nifios ante este material, es, su
constancia en contar exactamente unidad por unidad la cadena del
millar. Siendo demasiado larga la operacion para realizarla de una

AT

GENER

R

ALIDADES

e e e
A e e

35

19 (1

Fig.



36 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

e

vez. los nifics la interrumpen, pero no la abandenan.
" A Ao e Flmismo dia, o al siguiente, reanudan la operacion a
.. .. partir del lugar en que habian quedado y siguen con-

.+ tando hasta el fin.

g

,M,M— Aquella sucesion de decenas y centenas y la suma
R0 de las unidades, una tras otra, les interesa vivamen-
] ! te. Cuentan y cuentan sin cesar desde uno, dos,
tres... cuarenta y <inco, cuarenta y seis... trescientos
quince; trescientos diez y seis... hasta novecientos
noventa y nueve, mil; cogiendo enre sus dedos una
perlas después de otra, como las cuentas de un ro- ;
sario. : {

PO

‘M 3(‘(4’“ ‘H’ Ofros ejercicios:paralelos sobre el sistema decimal.
g : —Un ejercicio que puede llevarse a cabo paralelamente
al anterior y que sirve para que se hagan casi mecd-
nicamente las pequefias sumas de unidades preparan-
f(ﬁf( do los nifios para el cdlculo mental, se hace por me-
11 dio del material de perlas gue representa los grupos
i numéricos inferiores a la decena — 1, 2, 3, 4, 5, 6,
trrtbiiviy 7,8, 9,-— y que estd constituido por perlas enfila-
44,“({(“{”{4 das en alambre, ofreciendo cada grupo un color

i

i

"

diverso.

s IFig. 20
A Los pequefios bastones para este ejercicio se usan Una nifia cuenta Ta cadena del millar sobre la mesa, otra
i iii: en gran cantidad. El nimero que czda uno de ellos sentada en Ja silla cuenta la de cienlo
I(QI{L’)M‘&M# representa, se sabe contando las perlas en €] enfiladas
ptiii it pero, poco a poco, el color ayuda a reconocer la can-
: "1 tidad, con lo que se elimina el tener que contar las
: ©i! perlas una a una, y cada pequefio bastén indica a
Hiﬁj’[‘lﬂ{[{i{lﬁ simple vista—por su color—el niamero de unidades
. P2 I que contiens. Esta gran cantidad de pequefios bas-
v P tones no representa, sino, una mezcla de nueve cifras.
‘ : El ejercicio se inicia poniendo en fila una gran
’wﬂf’wflﬁwf’lf& cantidad de estos bastgnes tomados al azar entre el '
grupo; se les alinea bien, sea sobre una mesa larga !
o sobre el pavimento y para que no ocupen un cspa-
cio excesivo se les dispone en una linea sinuosa que
. recucrda el cuerpo de una serpien‘e.
Ahdbhbbyhdb Se comienza, pues, a contarlos, y apenas se suman
: ~ di=z unidades, se separan los bastones sumados y s¢
les sustituye por un bastén de diez  que son cono sa- i1
. bemos, de color anaranjado. Después y a partir del
U U U U U diez se cuenta nuevamente hasta sumar otros diez y i
he agui que otro bastén de color anaranjado viene a
g1 (2 sustituir los bastoncillos sumados que se separan de

I

"1l

Tig. 21
Comprobando el calenlo sobre 1a cadena
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la figura de serpiente y asi se prosigue hasta el fin. Se
ve, entonces, que el color anaranjado va devorando
aquella fila multicolor y que bastones de igual longi-
tud, todos ellos, van ocupando el lugar de los bas-
tones de distinta longitud. En este caso, el contar ha
consistido en transformar en deccnas las cantidades
menores que estin destinadas a fundirse en el diez,
base del sistema decimal. El ejercicio pues, consiste
en hacer pequefias sumas en torno al diez, porqus

‘cada vez se vuelve a principiar y no se tienen en

cuenta los pequeiios bas'ones de diez que se van acu-
mulando a lo largo del camino. Es, pues, un trabajo
siempre uniforme que se repite y que concluye por
hacer facil, rapida y mecdnica ]la suma d= cifras infe-
riores a diez. Pero Ia memorizacion se logra a través
de un largn trabajo de contar unidades y de compro-
bacion de sumas alrededor del diez, es decir, que
obliga a reflexionar y a realizar una porcién de pe-
quefias operaciones, de sustracciones que deben rea-
lizarse a la par que las sumas, para calcular el exceso
que queda después de constifuida la nueva decena.
Es sobre este detalle sobre el que se desarrolla el
ejercicio a través de las variaciones resultantes de los
grupos diversos que se encuentran a lo largo de la linea
de bastones.

*  Hagamos una descripcién minuciosa de la forma
en que se desarrolla el ejercicio.

Supongamos que la linea comienza con los si-
guientes pequefios bastones: 5 + 6 Fig. 23 (a.
Uno es celeste pdlido y el otro marrén ; la suma es
once. Se separan los dos bastones precitados y se sus-
tituyen por otro 10—color anaranjado—mads una perla
que completa “Ta. cantidad comprendida en la suma
5 4+ 6. Es decir: 5 + 6 = 10 + 1. LEste uno per-
tenece al 6 que fué quitado juntamente con el 5. En
efecto: 6 = 5 + 1 y de los dos sumandos, o partes,
el 5 sirve para formar el 10 y el | represen a el resto.
Es decir: 6 — 5 = |. Este | permanece y debe
contarse después,

Ahora, prosiguiendo, supongamos que los otros
pequefios bastones que siguen a las precitadas sean
8 y 6; uno de color violeta y otro de color marrén.
La suma que se presenta primeramente es [ + 8 = 9
(donde el | es el resto del dltimo 6). Como el 9 no
llega a hacer precisa la sustitucién, se continga la
suma 9 + 6 = 15 = (0 + 5. Se ponen pues, apar-
lte el 8, el 6 y el I de resto anterior y se substituye el

M (otal por un baston de 10 mds uno de 5. Este 5 es el
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resto del 6 que se invirtié en completar una decena — 6 = 5. El

resto, 5. se sumard a los bastones siguientes y se proseguira la
operacion.

see00L000 060000000 00000

9

Tig. 23 (a

Estos restos deben ser distintos de los pequefios bastones que
constituyen la linea de la serpiente. Rejpresenran.lo que matenalmcn_te
se puso aparte (ya que el bastén utilizado parcialmente no sc_po-d(;a
romper) pero gque queda adn por contar. Para esta representacion de
restos existe un material complementario que evita toda posibilidad
de confusién. Este material consiste :

El uno. — Una perla negra.
El dos. — Dos perlas negras.
El tres. — Tres perlas negras.
El cuatro. — Cuatro perlas negras.
El cinco. — Cinco perlas negras.
El seis. — Cinco perlas negras y una blanca.
El siete. — Cinco perlas negras y dos blancas.
El ocho. — Cinco perlas negras y tres blancas.
El nueve. — Cinco perlas negras y cuatro blancas.
)
e ©
e ©
e o °
] [ e © @
e e o © @
[ ] L] e L ] Q
e o © ¢ @ © O O
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Esta distribucién en blanco y negro facilita 1a seleccién de piezas,
que se recononcen a primera vista.

Representemos la continuacién de las operaciones en una fila mds
larga de ndmeros :

5+6+8+6+ 2+ 5
+1+44+9+3+ 4
+ 7 + 9.

La figura anterior representa los cambios acaecidos en torno al
10. Las cantidades indicadas fueron sustituidas por decenas (linea
B) mientras entre ambas lineas se ven los restos de los bastones se-
parados, restos que van sumados en los bastones sucesivos. La
suma es 69, es decir: 10 + 10 -+ 10 + 10 + [0 -+ 10 + 9,

Algunas veces, los nifios construyen una «serpienten de gran
longitud, correspondiente a muchas centenas.

Cuando el ejercicio ha concluido se van contando los bastones
de las decenas, poniéndolos uno junto a otro, verticales, y apenas se
retnen diez bastones, se sustituyen por un cuadrado de cien perlas
y asi se prosigue hasta el fin. La suma total resalta ficilmente del
conjunto de grupos decimales.

Una prueba de la operacién realizada, se puede llevar a cabo re-
cogiendo todos los bastones secparados y reuniéndolos dos a dos, en
forma, que cada pareja constituya una decena. Por ejemplo: los nii-
meros delasuma5 + 6 + 8 + 6 + 2 + 5

+ 1 + 4+ 3 4+ 4+ 7 -+ 9 se agruparin en Ia siguiente forma :

+ + +
R R L

OO~IDy Ut
+ + +

y en cada grupo se verifica su sustitucién por una decena. En este
caso se comprueba una perfecta correspondencia :

10 4+ 10 + 10 + 10 + 10 -+ 10 + 9
De este modo se han estudiado todas las descomposiciones del

diez, en los dos grupos componentes, repitiendo lo que ya se habia
hecho con el material de los bastones
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El ejercicio de la «serpienten obliga a fjar la atencién sobre
la dificultad de contar a través del diez; esta dificultad se repite
constantemente, hace avanzar de un modo acompasado, mientras se
deja atrds la tranquila y uniforme serie de los dieces. Asi se pone
de relieve el mecanismo de contar grupos de unidades en el siste-
ma decimal. En los métodos comunes, cuando se suman grupos
de unidades que forman acumulaciones de decena, esta acumulacion
pesada y envjosa se arrastra, lo que hace dificil avanzar. En efecto,
cuando en las escuelas corrientes dicen los meastros: «Tal nifo ya
ha llegado a contar hasta cincuenta», indican el peso de las decenas
acumuladas que hizo dificil el proseguir, y el nifio que ha llegado a
contar cincuenta, se repone evidentemente de la fatiga.

En cambio, la dificultad del cilculo es una sola y es siempre la
misma por grande que sea la magnitud de los cdlculos sucesivos.
Consiste en aquel salto a través del 10 que, como decimos, supone
i una labor mental ya que exige la realizacion de aquellas pequefias
sumas y restas que conducen a completar una decena y a obtener
el resto que se agrega a los grupos sucesivos. En cambio, la de-
cenas acumuladas detrds, representan un peso muerto que gravita
solamente sobre la memoria.

‘ Los largos y reiterados ejercicios sobre la «serpicnten con-
cluyen por hacer mecdnica la labor mental en torno al 10; poco a
poco desaparece aquel lento trabajo de razonamiento y es sustituido
por un mecanismo mental. En efecto, las leyes de las actividades
razonadoras conducen éstas a salvar aquel trabajo para realizar
otros sucesivos, consignando los conocimientos adquiridos en el de-
! pésito de las memorizaciones. Ello representa, entonces, una acumu-
: lacién de rigqueza, un progreso real. Las nuevas adquisiciones de-
ben pasar primero por el razonamiento y no ir directamente a la me-

moria y a sus mecanismos.
Cuando se ha alcanzado aquel grado de madurez mecdnica en
el cilculo de los pasos a través del 10, los demds acumulados que
.o quedaron atrds pueden ser transportados en su sucesién y de vez en

' vez, por la memoria, a través de los pasos que no ofrecen ya obs-
ticulo alguno.

o P ~ En el ejercicio de la «serpienten los dos trabajos diversos estin

§ divididos y ello permite una progresién rdpida y sin fatiga que con-
. siente obtener grandes resultados. Las decenas que se acumularon
+ - se cuentan después aparte, con placer. porque representan lo ficil
después de lo dificil y es casi la compensacién de comprobar la pro-
pia riqueza después del trabajo.
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¢ Cuadro de pasos

Otro material permite estudiar particularmente estos pasos ana-
lizdndolos.

Se trata de un cuadro dividido en 19 fajas o listas de 19 cua-
draditos, con una linea vertical oscura de divisién entre el 10° y
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el 11° cuadrado, que divide en dos el total. Las subdivisiones estdn
seflaladas por nimeros en la parte superior que, en correspondencia
de los pequefios cuadrados, van de 1 a 10 a la izquierda de la linea
de divisién y de 1 a 9 a la derecha. En esta dltima, ademdés de los
nimeros 1, 2, 3... 9, estin encima de éstos y en correspondencia
con ellos los niimeros 11, 12, 13, 14... 19.

112|346 ]s 7[5 9 |10]11|12[13[14|156|16| 17|18
Az |45

o o R B o g

"1 2|s (a5 6| 780

q[Z[3 |45 ]e.

Fig. 23
Ejemplos de adiciones

7+ 5=12 5+ 8 =13
34+ 9=12 8406 =14
6+ 9 =15 4+7=1
9+ 9 =18

Este cuadro tiene por objeto, hacer ver, claramente, el paso a
través del 10. Le acompafia una serie de listas o fajas de cartén de
ia altura de los cuadrados y de la misma longitud, que van del [ al
9, en las que estin sefialados pequefios cuadrados del mismo tama-
fio que los del cuadro y una serie de listas de la misma altura y de
longitud respectiva, de 1 a 10 cuadrados, en los cuales, no van mar-
cados éstos.

El uso de este material es el siguiente: Se coloca una de las
fajas o listas sin sefial alguna sobre el cuadro de la izquierda y se

£ R R TS e Ay
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lee la longitud de la faja observando el nivel que alcanza; ocho,
por ejemplo. Se pone entonces a continuacién una de las fajas que
tienen subdivisiones, las cuales se pueden contar ; por ejemplo, 6.
Se ve que esta faja llega, en la otra parte del cuadro al nimero 4, o
leyendo el nimero superior, al 14. Se observa de este mcdo que
la suma 8 + 6 es igual a 14.

La faja 6 queda dividida en dos partes por la linea oscura del
10, sefalada sobre el cuadro; 2 a un lado y 4 al otro. El 6 pues,
ha dado 2 para completar el 10 y sélo han penetrado 4 en la se~
gunda decena,

Asi se puede repetir todas las combinaciones posibles y los nifios
entre 5 y 6 afios de edad gustan de escribirlas una a una.

Tablas de cdlculo. — Ejercicios escrifos

Es, pues, en torno al diez, donde se acumula el trabajo necesario
para el cdlculo de las sumas. Las sumas parciales de los grupos
pueden quedar dentro de la decena, alcanzada o rebasada. Para com-
pletar el ejercicio, se ofrece un material escrito que conduce a la
memorizacién necesaria para calcular rdpidamente. Una serie de
tablas o cuadros estdn preparados comp en la figura 26. Sobre las
lineas transversales a la izquierda, se debe repetir siempre el mus-
mo ntimero que viene sumado con nimeros en serie de uno a nueve ;
a la derecha, se escriben las cifras totales asi obtenidas. Los nimeros
que se suman cada vez, estin también en la serie de uno a nueve.
En la figura estd el ejemplo de un cuadro llenado con respecto al
nimero 3. Este material de gjercicios escritos, conduce a llevar todas
las sumas que son posibles en torno al diez, y que es necesario y
suficiente imemorizar.

La tabla T. representa el completo de los ejercicios que se pue-
den llevar a cabo con los carteles. En ella, cada niimero, desde
uno a nueve, estdi sumado con la serie de los nimeros desde uno
hasta nueve.

Observando la tabla T se ve que en cada cuadro existe un total
de 10 ; mientras 10 es el dltimo total hallado en el primer cuadro
(del uno) es el peniltimo en el cuadro del dos, antepeniiltimo en
el cuadro de tres, etc., y se convierte en primero en el dltimo
cuadro o sea el del nueve. El 10 esti siempre compuesto de la
uni6n de dos grupos que se conocieron ya en el material de los
bastones, cuando por desplazamientos se formaban bastones, todos
ellos, de la longitud de los «dieces».

9+ 1=10
8+2=10
7+ 3=10
6 + 4 =10
5+ 5 =10
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La continuacion, 0 sea: !
4+ 6 =10
3+7=10 )
2+ 8=10 ; A
1 &=10 -

no es, sino, la inversa de las combinaciones precedentes; luego solo
quedan aquellas combinaciones que fueron comprobadas con el siste-
ma de los bastones. El hecho de haber bastones rigidos que, se pue-
den desplazar para formar bastones de diez, aclara este hecho y
hace resaltar la diferencia que hay entre nueve combinaciones y el
desplazamiento de las partes de una combinacién ya existente.

Las combinaciones son lo importante ; por ejemplo 3 + 7 = 10.
Si a esto se aiiade el desplazamiento de los componentes que hace
decir 7 + 3 = 10, resulta siempre la misma combinacién bajo otro
aspecto. Algo asi como la misma moneda vista por las dos caras.

Lo que es preciso memorizar es la combinacién. Ahora. toda
combinacién de grupos desiguales es doble. desde el punto de vista
del desplazamiento de los componentes. Este duplicado inverso
se puede climinar de un cuadro sintético que indique todas las
combinaciones posibles ; lo necesario es suficiente. A dicho fin, en la
tabla S colocaremos, ante todo, los cuadros, de. modo que el diez
de cada uno corresponda sobre la misma linea. Entonces, se hacen
resaltar las combinaciones de grupos que no alcanzan la decena y
que quedan en la parte superior de la fila 10, sobre los grupos que
la superan, los cuales quedan en la inferior y sefialaremos con color
pélido los duplicados eliminables para que resulten las tnicas com-
binaciones.

En la tabla S. los cuadros dispuestos segtin la linea del 10, pre-
sentan un orden general consistente en esto; en toda la linea ho-
rizontal se encuentran totales iguales. Los nueve cuadros relativos
al uno, dos, tres... nueve, presentan inmediatamente encima de diez
todas las sumas iguales a nueve y después sucesivamente, a medida
que se sube, iguales a ocho, siete, etc., hasta el.dos. Y de este
modo por debajo de diez, el total de las sumas que se encuentran so-
bre la misma linea. son sucesivamente iguales a [1 en la primera
y 12, 13, 14 etc., hasta 18 en las otras. Estas descomposiciones se
realizan repetidas veces en sentido inverso, y distinguiendo las re-
peticiones—seiialadas con color pdlido—se ve que éstas van aumen-
tando de namero del segundo cuadro en adelante, es decir, que se
encuentra una en el cuadro del dos, dos en el del {res, etc., y ocho
en la relativa al nueve.

La iniciacién de las combinaciones diversas comienza en cada
cuadro por la repeticicén del mismo nmero : 2 -+ 2,3 +3,4+ 4
etc., y éstas continiian en sentido vertical hacia abajo. Todas las
combinaciones precedentes se encuentran retrocediendo en la linea
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diagonal, pasando de este modo, a través de todos los cuadros, hasta
el primero. Por ejemplo :

(=
+

— D W T O~ O
+
© © DO OO OO O

mientras, en la linea central, por encima de la duplicacién, se en-
cuentran las combinaciones repetidas en sentido inverso (sefialadas
con color pilido) 9 4+ 9,9 + 8, 9+ 7,9 + 6,9+ 5, 9 + 4,
9 +3,9+ 2, 9+ 1. Sise eliminan del cuadro S las combina-
ciones duplicadas, resulta un cuadro simplificado conteniendo todas
las combinaciones posibles, que se puede leer y estudiar como se
hace con la tabla pitagérica para las multiplicaciones. A la derecha
se encuentra la lista de todos los totales del 2 al 18 y en corres-
pondencia con ellos se observan en linea horizontal las relativas des-
composiciones en dos ndmeros. Leyendo las sumas que se encuen-
tran, no sobre la misma linea horizontal, sino sobre la columna, su-
cede que éstas comienzan siempre por un nimero sumado consigo
mismo. Asi, por ejemplo, si consideramos la columna 4 + 4, en la
columna precedente y en la linea inmediatamente superior se en-
cuentra 3 -+ 4 = 7 que se puede leer 4 + 3 = 7. Y en la sucesiva
columna a la izquierda y en la linea superior se halla 2 + 4 = 6,
que se lee 4 + 2 = 6. Lo mismo se puede hacer con todos los ni-
meros procediendo diagonalmente de derecha a izquierda.

Sumando los de izquierda a derecha, se procede asi: sean por
ejemplo, las sumas relativas al tres. Se parte del | + 3 de la pri-
mera columna y se prosigue diagonalmente hacia la derecha de
columna en columna bajando siempre una linea: 2 4+ 3, 3 + 3.
Llegados a 3 + 3 se concluye el camino diagonal y se continda
verticalmente sobre la misma columna.



50 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

TABLAS CORRELATIVAS

Anotamos, una al lado de la otra, las filas verticales resultantes
que dan la suma de la tabla T, fig. 27.

A primera vista parece un ejercicio excesivamente ficil, y sin
utilidad alguna, pero, en realidad, constituye uno de aquellos {ra-
bajos infantiles que requieren, no sélo paciencia, sino espiritu de

ordenacidn,

2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 6 7 8 9 10 11 12 13
6 7 8 9 10 11 12 13 14
7 8 9 10 11 12 13 14 15
8 9 10 11 12 13 14 15 16
g 10 11 12 13 14 15 16 17
10 11 12 13 14 15 16 J7 18

Constrilyase, pues, un marco que contenga la serie de nimeros,
desde el I al 9 tomando O para el dngulo.

of1 |2 (3|4 |5 ]|6f718 |9
10 21~3| 4| 5| 6] 7| 8| 910
21 3| 45| 6] 7| 8| of 10| 11
3 4 5 61 7 8 9| 10 11 12
41 5|1 6| 7] 84 9| 10| 11| 12] 13
Sl 6 71 8] olteltt]12]13]14
6y 71 8] 910|112l 13]14]15
71 8| ol1of1tf12]13]14] 15] 16
8] ol1of1t|12] 13| 14] 15116 17
903011 (12|13 |14 [15] 16| 177].18
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Se obtiene asi, un cuadro correlative de las sumas que se pue-
den consultar, leyéndolo, como se leen las tables pitagéricas : ejem-
plo 8 + 5 = 13. .

Las dos lineas directrices del marco, recuerdan el orden de la
primera serie de los nimeros dada a los pdrvulos de cuatro afios
de edad: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. (Esta disposicion de los
ceros, se debe al discipulo holandés E. Vogel), se hallarin sobre
la diagonal el doble de los nidmeros del marco, y fuera de ella, no
hay mds que la repeticién geométrica de las sumas que ocupan la
primera mitad.

Por lo tanto, no es necesario aprender de memoria mds que la
mitad de la tabla, esto es, 45 combinaciones.

La tabla puede reducirse asi: en ésta los nimeros terminan en
su duplicacién ; se ven, pues, los ndmeros iguales dispuestos sobre
N dngulos que cortan en sentido contrario a los de los dobles (Tabla Z).

Para poder leer esta tabla, se lee a la derecha hasta el doble
del nimero del cual se parte, y si el resultado sobrepasa (esto es, si
el nimero que se suma es mayor que aquel que forma la base del
cual se parte) se continiia en sentido vertical hasta el nivel del otro
nimero. Ejemplo: 4 -+ 7, si va hasta el doble de 4 (4 x 2 = 8)
se desciende verticalmente hasta la linea 7/ ; la suma es 11.

Si se desea sumar 5 + 8, se parte del doble de 5 (5 x 2 = 10)
y después se desciende verticalmente hasta la fila 8, el nidmero
hallado es 13. '

Efectuando muchas sumas, se halla, que los resultados son siem-
pre niimeros que se encuentran sobre la diagonal niimeros pares, o in-
mediatamente debajc, niimeros impares. Estas dos filas de ntimeros
son, por esta razon, suficientes para indicar todos los totales de
las sumas hasta el 20 (Tabla Y).

2 3 4 5 6 7 8 9 10
“__-‘—'_,- /’_—"_,- "_- ’,‘—”-' _"’II
1z ':/” e 5 :12
A I I D il i i
4 5]16] 7] 8. - e e TE
s 6] 7] 8] aof10 IR .
6 7] S| o[ ro[xr]xal "7 T 7 a7
71 8| g|lo|sr|x2f13f1al.-" -7 -7 18
8| ofto|xr|1z]|13]|1g 5] 16" .-
9 lto |1t {1z 1314|1516 17 18‘

Tabla Z
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9 : 17J 18

Sesmnt

Tabla ¥

Sea la suma: 5 + 8. Se sigue horizontalmente hasta encontrar
los respectivos nimeros dobles: 10 -16; se avanza sobre la diago-
nal, en sentido contrario en las casillas sucesivas, llegando a 12-14
La suma se halla en la casilla que hay entre 12-14, en los nimeros
mpares : 13.

Sea la suma 3 + 7. Junto a la doble 6 + 14 se avanza en
sentido contrario, y sobre la diagonal, se encuentra una casilla - 10,
esta vez el total, por ser nimero par, se halla, precisamente, sobre
la diagonal misma.

Sea 3 + 9. Avanzando entre 6-18, se une a su tnico ndmero
sobre la diagonal 13.

Este ejercicio, transforma la suma de dos ndmeros, en la «me-
dian de sus dobles.

Dos pequefios bastoncillos que se separan, dan al ejercicio el
aspecto de un juego.
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RESUMEN

El primer grupo de ejercicios paralelos sobre el sistema deci-
mal tiene, como finalidad principal, la de ilustrar el paso del 9 al
10, es decir, el puente que se encuentra entre dos jerarquias su-
cesivas de nimeros. El hecho de contar, que es siempre igual y li-
mitado del uno al nueve en todas las jerarquias de los niimeros, se
diferencia por la posicion diversa que determinan las mismas jerar-
quias. Proporciona, ademds, una idea sensible de las relaciones
cuantitativas entre los diversos tipos de estas jerarquias, es decir,
entre la unidad, la decena, la centena y el millar, representandoles
antes en forma geométrica :

punto ——— una perla aislada.

linea ——— el bastén de diez perlas.
cuadrado — constituido por diez bastones.
cubo ————— formado por diez cuadrados.

Y en forma lineal tenemos igualmente :
la perla

el bastén de diez

la cadena de ciento

la cadena de mil.

Las operaciones aritméticas con grandes mimeros

Cada niimero mayor que | representa en si mismo una suma
de unidad, y existiendo agrupamientos de unidades, un nimero pue-
de considerarse una suma de sus grupos componentes :

es, 35
453 :

0 sea:
1276 :

El hecho de acumular cantidades es verdaderamente cosa sen-
cillisima. Consiste en reunir cosas separadas. Esto se podria reali-
zar con objetos cualesquiera. Pero si se acumulan cantidades numé-
ricas agrupadas segiin el sistema decimal, entonces aquellas obede-
cen a la particularidad consistente en la rigida separacién de las je-
rarquias y en el hecho de que 9 unidades, sea cualquiera la jerar-
quia a que pertenezcan, pueden estar juntas, pero si se agrega otra
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todavia, sobreviene una sintesis, en virtud de la cual, se forma otra
unidad de grado superior. Acumular cantidades numéricas (segiin el
sistema decimal) no es, pues, colocar platos unos sobre otros ni lle-
nar un cesto de fruta Las cantidades numéricas tienen en si una
especie de fermento vital, una fuerza que las obliga a entrar en la
forma del sistema (materializacién de la abstraccién numérica en el
sistema decimal). Se podria pensar en la pélvora seca puesta en con-
tacto con pélvora encendida ; de su reunién no resulta un aumento,
sino una deflagracién, o sea, una transformacién. Cuando se trata

L% 7 o2 .1 a.
S S S
OO0 386 ¢
]
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¢ T 2 2 AR A 1
Suma 35 Suma 453
Tig. 28 (1 Ilig. 28 (2

de cantidades numéricas existe una disposicion preestablecida, una
especie de disciplina rigida que dispone la acumulacién segin una
ley.

Lo que caracteriza, pues, una operacién aritmética, la suma por
ejemplo, no es el hecho de acumular cantidades, sino la disposicidn
de las distintas unidades segiin el sistema decimal. No hay pues nada
que aprender en lo que a las operaciones en si mismas se refiere,
cuando al sistema decimal se le da todo aquello gque realmente le
pertenece.

cubos cuadrados bastones perlas

'DD

Ilig. 28 (3

Las operaciones consisten en acumular cosas desiguales o acu-
mular cosas iguales ;

o en separar de un conjunto alguna de sus partes

o en distribuirlo por partes iguales.

He aqui lo que son las operaciones. Lo que sucede después en
la intimidad de los nimeros, se refiere al sistema decimal y no a la
operacion.

Y en el sistema decimal ;qué sucede?

Esto simplemente. Estd prohibida la agrupaciéon de mds de nue-
ve ciudadanos, al sobrevenir el décimo surge un nuevo personaje.
Es el paso del nueve al diez.
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Vamos, pues, a la suma de grandes ndmeros. Hay cubos, cuadra-
dos, bastones y perlas sueltas, Todo esto, entremezclado, se halla en
poder de varias personas ; varias alumnas de la clase, supongamos.

Andrea tiene 2 cubos, 4 cuadrados, 5 bastones y 6 perlas.

Margarita tiene 1 cubo, 8 cuadrados, 9 bastones y 3 perlas.

Sofia tiene 3 cubos, 4 bastones y 7 perlas.

«Pues bien, hijas mias, haced el favor de depositar en mi me-
sa todos estos objetosn.

Vienen las discipulas y dejan, en mont6én, sobre mi mesa, cu-
bos, bastones, cuadrados y perlas.

Asi ha tenido lugar una suma.

Esta es la caracteristica de la suma ; la acumulacién de cantida-
des desiguales.

En efecto. Andrea tiene 2 cubos, 4 cuadrados, 5 bastones y 6
perlas; lo que constituye el nidmero 2456.

Margarita tiene 1 cubo, 8 cuadrados, 9 bastones y 3 perlas; o
sea, 1803.

Y Sofia tiene 3 cubos, 6 cuadrados, 4 hastones y 7 perlas o
sea: 3647.

2456 @ @ D D D D HH'.-...-
>0 DooooDooOmleg,
—J0Jooo0ooo L]

9 6
Fig. 29

Han aportado pues, las tres alumnas, cantidades diversas.

Ahora yo, sobre esta acumulacién de objetos, que representa
efec.ivamente la suma de las cantidades dichas, opero, ordendndolas
segin el sistema decimal.

Antes que nada establezco un orden colocando juntos los obje-
tos que tienen la misma jerarquia ; los cubos con los cubos, los cua-
drados juntos, los bastones reunidos y después hago la misma ope-
racién con las perlas, y dispongo estos grupos en la sucesién corres-
pondiente a sus jerarquias. Una vez hecho esto, precisa obedecer la
ley del sistema. ; No méds de nueve en cada grupo! Si se agrega
uno més de los nueve, constituye una unidad completa, que pasa al
grado superior.

Veamos ahora lo gue resulta de la primera accién de separar en
grupos los objeos diversos. Tenemos 2 cubos de Andrea y | cubo
de Margarita y 3 de Sofia que suman 6 cubos. Hay después, 4,
mids 8 mas 6 cuadrados: 5 mas 9, mds 4 bastones y finalmente 6,
mas 9, mas 7 perlas sueltas.
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Es légico comenzar la distribucién por las perlas sueltas. Segtin
la ley del sistema decimal, no puede haber sueltas mis de nueve y
como son 16 ya tenemos formado un bastén y sobran 6 perlas. El
bastén, naturalmente, va con sus iguales, porque la divisién en jerar-
quias no admite excepciones. Los bastones eran ya en gran canti-
dad, 18; y con el nuevo que se afiade suman 19. Es imposible que
permanezcan sueltos, asi que diez de ellos, constituyen un cuadra-
do, el cual se une ripidamente con los de su especie y quedan, sola-
mente, 9 bastones.

Los cuadrados eran ya en gran cantidad, 18, y uno que se agre-
€1, 19. Inmediatamente, con diez cuadrados, se forma un cubo que
se une a los de su especie y quedan 9 cuadrados solamente. Los cu-
bos eran 6 y con lo agregado se convierten en 7.

Después de esta labor de transformacién quedan sobre la nresa -
7 cubos, 9 cuadrados, 9 bastones y 6 perlas, o sea, el niimero 7996.

4.

AT S

S S

78 257 N 222 =

7,

2157 + 1269 = 3426
Ejemplo de una suma de grandes ndmeros ejecutada
con ¢l material

Tig. 30
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Este es el total que resulta de sumar los nimeros

2456 +
1893 +
3647 =

7996

Veamos otro ejemplo en la suma de los ndmers: 2157 y 1269 ;
en la figura estd representado la simple acumulacién : ;

3 millares, 3 centenas, 11 decenas y 16 unidades y después los
mismos en orden decimal : 3426.

LA MULTIPLICACION

Ahora, sucede que otros tres alumnos tienen cantidades iguales ;
cada uno tiene 1 cubo, 3 cuadrados, 9 bastones y 6 perlas.

«Venid y acumulad todo en esta mesa».

Es el mismo caso anterior y no se puede hacer otra cosa que re-

wos (0 ) O QNI ..ee. (D &)
o6 (0 1 03 DI R e AL
1396 @ D D Dllllil”l evsoes

esto es
4188
I'ig. 31

petir las operaciones descritas. Reunir, pues. todos los cubos, que
son tres y todos los cuadrados (que son nueve) ; reunir los bastones
(que son veintisiete) y las perlas (diez y ocho).

Del grupo de las perlas sueltas se separa, para reunirse con la
jerarquia superior, un bastén que se une a los otros veintisiete, de-
jando solas ocho perlas.

Y los bastones que son ahora veintiocho se aglomeran en dos
cuadrados que huyen para mezclarse con el grupo de nueve. Los
cuadrados, pues, se convierten en once. Diez de ellos se erigen en
cubo y pasan a la agrupacién superior. De aquel ndmero de cuadra-
dos queda uno solamente.

Ahora todo estd en orden, segiin el sistema decimal, y obtene-
mos como resultado el niimero 4188,

Ninguna diferencia con el primer caso. En las cantidades desti-
nadas a acumularse, sean iguales o distintas squé importa si no séle

5
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se reuncn en un todo, sino que hay una transfusién entre ellas para
obedecer a las leyes de su agregacién?

No existe diferencia, ni en el hecho de acumular, ni en el hecho
de ordenar. No es el sistema decimal quien hace distinta la suma de
la multiplicacién. Es solamente el hecho que, tratindose de cosas
iguales, se puede memorizar su resultado sin contar una cosa des-
piids da la otra,

Es, pues, un mecanismo de la memoria del hombre y no un hecho
Jintrinseco de Ins nidmeros, el que establece la separacién entre la
multiplicacién y Ia suma.

LA SUSTRACCION

La idea, que precisa hacer resaltar y que caracteriza la sustrac-
<ién, es que existe una sola cantidad efectiva. Yo tengo sobre la
mesa un montén de cubos, cuadrados, bastones y perlas, pero quien
viene a pedirme una perla trae las manos vacias. Mi montén repre-
senta la cantidad efectiva.

Sea ¢sta, por ejemplo, 4286 ; pero Sofia, que se acerca y me
pide mil perlas, no tiene nada mis que su peticion.

Hay pues dos ndmeros : 4286 y 1000, pero, s6lo respecio al pri-
mero existe la cantidad correspondiente. El otro nidmero indica la
cantidad que hay que sustraerse de aquélla. Muchos nifios, acostum-
brados a componer la cantidad relativa a los niimeros por una adi-
cion, aunque sepan que la resta consiste en sustraer una cantidad
de otra, se apresuran a componer también las dos cantidades en el
caso de la sustraccién y después afiaden ; ahora hay que restar esto
de aquello. El hecho de que, baste reunir la cantidad, s6lo respecto
al primer nimero, les sorprende y por eso les interesa, siendo, sin
duda este hecho, el que logra mayormente hacer percibir la diferen-
cia esencial entre las dos operaciones. Por ello, si en la adici6n
puede existir una acumulacién ilimitada de cantidades que se suman
una a otra y pueden existir, por lo mismo, muchos ndmeros, aqui
existen solamente dos niimeros v una sola cantidad.

En la sustraccién indicada, la accién es muy sencilla; se separa
un cubo del montén y se le entrega al peticionario.

4286
1000

3286

Los ejercicios que se llevan a cabo con el material de perlas
para realizar una sustraccién, muestran el lado inverso de la clave

AT

e,
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del sistema decimal, es decir ; un grupo de la jerarquia superior pue-
de escindirse en diez unidades inferiores, cuando alguna de éstas
deba sustraerse al conjunto.

Supongamos que el ninero que representa la cantidad efectiva
sea 1276 y que la cantidad reclamada sea 829.

2

e oo o8

0I31U3
o2y N

fl

UD000ooooo

TEIET:
N i

LI A

ugroerado e] Iendala
eied opIpurdss oiswn
Loy
00 00000000

Iig. 32

Al nimero 1276 corresponde en el material de las perlas un
cubo, dos cuadrados, sieté bastones y seis perlas. La sola operacidén
que se presenta sencilla es, la relativa a los bastones, porque exis-
ten siete y se quieren sustraer dos.

Para obtener las nueve perlas, precisa, ante todo, tomar las que
existen : seis. Y para el remanente de tres, hay que deshacer un
bastén y obtener de este modo diez perlas sueltas, las cuales, no
podrian permanecer en dicha forma si, inmediatamente, alguna de
éstas no debiese ser llevada aparte. Tomando de ellas tres, para
unirlas a las otras seis, y componer el nueve, quedan siete perlas
sueltas. Pero los bastones quedaron reducidos a seis y, adn asi re-
ducidos, es facil separar los dos bastones que hay que sustraer y
quedan definitivamente cuatro bastones. Otra dificultad estriba en
separar ocho cuadrados cuando solamente existen dos. Pero el cubo
superior puede escindirse en diez cuadrados y ceder seis para for-
mar con los dos ya existentes la cantidad solicitada de ocho cua-
drados. Quedan entonces del nimero primitivo, cuatro cuadrados,
cuatro bastones y siete perlas (447). La cantidad primitiva fué es-
cindida en dos partes; la sustraida y la remanente, y esta escisién
de la cantidad efectiva en dos partes desiguales, constituye la opera-
cién de Ja resta o sustraccién.

Respecto a las transformaciones intimas de las cantidades nu-
méricas, aqui en la sustraccién, en vez de comprobar que diez uni-
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dades se funden en una sola unidad de orden superior puede divi-

dirse en 10 de orden inferior. Es, sin embargo, siempre el mismo
juego en torno al 10, sea que las unidades se unan o se desunan.
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Fig. 33
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Para facilitar los ejercicios individuales de sustraccién, se han
construido pequeifios carteles de colores, todos- ellos de iguales di-
mensiones, en los que aparece imipresa la figura de un cubo o la
de un cuadrado, una linea o un punto. Estos carteles indican el sus-
traendo y representan billetes que dan derecho a apropiarse de la co-
rrespondiente cantidad de perlas. Dados los dos elementos de Ia
sustraccién, se compone la cantidad efectiva indicada por el minuen-
do, con el material de perlas y en correspondencia con él, se colo-
can debajo los carteles que indican el sustraendo. Por ejemplo; sea
la sustraccién 2475 - 1836. Dispuesto en fila el material corres-
pondiente—dos cubos, cuatro cuadrados, siete bastones y cinco per-
.las sueltas—se alinean un cartel de los cubos bajo los dos cubos de
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Fig. 34

perlas; ocho carteles de los cuadrades bajo los cuadrados de las
perlas ; tres carteles de los bastones en correspondencia con los bas-
tones de las perlas y finalmente, seis carteles con el punto debzjo las
perlas sueltas. Después se procede a los cambios en el material de
las perlas, sustituyéndose poco a poco los carteles con las cantida-
des diversas en que se ha escindido. Sumando éstas conjuntamente,
nos encontramos con la cantidad primitiva de que proceden.

La operacién de la resta se podria representar, en relacién con
el hecho consistente en la escisién de una cantidad tinica primitiva,
en dos ofras cantidades diversas, del modo siguiente :

GENERALIDADES 61

8654

2872
5782

lo cual indica, que la cantidad 8654 se ha dividido en las dos que
aparecen debajo, la segunda de las cuales (subrayada) representa lo
que queda de la primera. Si después se efectia la suma de las dos
cantidades, la operacién se puede representar como sigue :

8654
2872
5782

8654

Una representacién, adn mds exacta y evidente, seria la si-
guiente :
( 2872

8654 ) lo que corresponde con la definicion corriente de
( 5782

la sustraccion, es decir: Dada una suma de dos nimeros y uno de
ellos, hallar el otro.

LA DIVISION

La divisién se caracteriza por el hecho de que, una cantidad da-
da, estd dividida en partes iguales que pueden ser dos, o mds de
dos, mientras que en la sustracdion se escindia una cantidad en dos
partes desiguales.

Para hacer la operacién clara, puede presentarse al nifio de modo
activo, haciendo que la division de una cantidad tenga lugar entre
diversas personas, esto es, entre nifios mismos, que la lleven a la
prictica en la forma primitiva que utilizardn personas incultas y
desconocedoras del cilculo. Es decir, tomando las cosas una por una
hasta que la cantidad remanente no puede ser distribuida por igual
entre las personas que se la dividen. Este principio, extrafio al cdlcu-
lo, sirve para dar la idea de la operaci6n como un hecho. Andlogamen-
te a cuanto se dijo para las otras operaciones, también en la divisién
hay fundamentalmente una condicién de cosas que no debe confun-
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dirse ni con el cédlculo ni con el sistema decimal y que exige sola-
mente un procedimiento sobre la materia acumulable o escindible. Es
por ello por lo que queremos exponer primeramente el fundamento
mds simple y mds real ; es decir, el hecho que caracteriza la opera-
cion. *

Sobre mi mesa estd la siguiente cantidad : dos cubos, seis cua-
drados, cuatro bastones y ocho perlas sueltas, o sea, el niimero
2648. Dos nifios vienen a dividirselo en dos partes iguales, toman-
do para ello, cada uno, la misma cantidad. Los nifios, comenzando
por la cosa mds grande, de mds valor y por lo mismo mds impor-
tante, toman un cubo para cada uno y concluidos los cubos, pasan
a los cuadrados, tomando uno por uno mientras quedan, con lo cual,
cada uno, tiene tres; después, pasan a los bastones cogiéndolos su-
cesivamente y tienen dos. Finalmente, se reparten las perlas cogién-
dolas una a una y cada nifio tiene cuatro. De este modo, la cantidad
inicial queda dividida en dos partes iguales, que constan cada una
de : un cubo, tres cuadrados, dos bastones y cuatro perlas, represen-
tando cada una de ellas el nimero 1324. El cdlculo numérico po-
dria expresarse de la siguiente forma :

2648 . 2 = 1324

También en la division existe una sola cantidad efectiva, aquelia
que se divide, y el nimero que la representa se llama dividendo.
El otro niimero (divisor) indica, en cambio, simplemente, en cudn-
s partes iguales debe subdividirse el dividendo. Al final de la ope-
racion se obtiene un nimero que represen'a una de las partes de
la cantidad primitiva, partes que son iguales entre si. Este ndmero
se llama cociente. Es preciso que el nifio perciba, claramente y con
rapidez, la idea de lo que el cociente representa. En efecto, en las
escuelas elementales los nifios que aprenden las operaciones, sola-
mente como cilculo, vy no como hecho, tienen el concepto equivoca-
do de que el cociente es un resultado cuantitativo de la divisién y
se expresan en la siguiente forma :

«Dos mil seiscientos cuarenta y ocho dividido entre dos es igual
al cociente mil trescientos veinticuatroy.

Ahora el resultado del cdlculo es 1324, pero no el resultado del
hecho. En el hecho—después de efectuada la division—existen las
cantidades iguales entre si—1324—en las cuales se divide la can-
tidad primitiva. Esto es: la cantidad primitiva permanece siempre
en su totalidad, ha cambiado de forma solamente, porque al princi-
pio era una cantidad sola y después, en cambio, se ha separado en
dos cantidades. Esio es, el 2648 se ha convertido en 1324 + 1324 ;
o lo que es igual, no se ha destruido, se ha transformado.

Pongamos otros ejemplos : 9634 : 3.
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La cantidad de nueve cubos, seis cuadrados, tres bastones y
cuatro perlas estd distribuida en tres grupos iguales, en cada uno de
los cuales se encuentran tres cubos, dos cuadrados, un bastén y
una perla y sobra una perla que no pudiendo ser repartida repre-
senta el resto. La distribucién en las tres partes iguales, mds el res-
to, representa la totalidad de la cantidad primitiva que permanece
intacta, aunque diversamente distribuida. La divisién expresada en
niimeros seria, pues :

3211
0634 : 3 = 3211 + 1 = 9634
3211

y esta demostracién conduce a la reconstruccion del nimero pri-
mitivo y, por lo tanto, a la prueba de la divisidén.

Sea la divisidn siguiente : 2824 :4.

El cuatro esti representade por cuatro nifios que vienen a tu-
mar, cada uno, la parte correspondiente del total. Los cuatro nifios
no pueden escoger un cubo, siendo por ello preciso, dividir los dos
cubos en cuadrados. resultando veinte. Estos se agrupan juntamente
con los otros ocho cuadrados (es decir, veintiocho cuadrados) y en-
tonces comienza la divisién. Cada nifio cogiendo, vez a vez, un cua-
drado, llega a poseer siete. Los dos bastones corren la misma suer-
te de los cubos; deben ser convertidos en perlas sueltas, que se
unen a las cuatro ya existentes.

Procediendo a la divisién, cada nifio se encuentra poseedor de
seis perlas. He aqui pues, como se transforma la cantidad primitiva,
que tiene una apariencia mds sencilla, toda vez que han desapareci-
do dos figuras.

Tenemos, pues,
706

2824 : 4 = 706 = 2824
706
706

Dado el placer que experimentan los pequefios, realizando los
cambios decimales entre cubos, cuadrados, bastones y perlas. y su
entusiasmo en avanzar para tomar los objetos uno por uno, v re-
partirse la cantidad total, resulta la division uno de sus ejercicios
preferidos. Por otra parte, estos ejercicios provocan la necesidad de
una divisién de trabajo, ademds de una division de cantidades. En
efecto, ha sido necesaria la obra subsidiaria de un nifio que no toma
parte direc'a en la division y que se dedica solamente a efectuar
los ceambios. Dicho nifio. tiene ante si muchos cuadrados, bastones
y perlas, que no tienen nada que ver con la cantidad que representa
el dividendo, y que sirven, solamente, para efectuar cambios de al-
guna parte del individuo, cuando las circustancicas lo exijan. Este
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nifio pues, cjerce el papel de banquero. Existe, ademds, un direc-
tor que vigila la distribucién del dividendo, a fin de que las partes
sean distribuidas por igual, los cambios bien efectuados Yy no se to-
que el resto. Esta organizacién social da un caricler de vivacidad
al hecho de la division.

Divisién por varias cifras

He preparado sobre mi mesa la cantidad de dos cubos, ocho
cuadrados, siete bastones y nueve perlas o sea 2879. Seguro de in-
terpretar los deseos de la mayoria, hago la siguiente proposicion :
gue vengan doce nifios a tomar su parte respectiva. Se precipitan
cerca de mi mesa doce nifios. Yo observo que son demasiados y que
originarian confusién. «Que se separe un grupo de diez y que este
grupo elija un representante, ¢l cual tomarg la parte correspondiente
a los diezn y a fin de que se distinga de los otros dos que represen-
tan tnicamente a si mismos, distribuyo distintivos ; un gran lazo ro-
jo a guien representa dicz nifios, o sea la decena, y dos pequefias
cintas verdes a las modestas unidades. Los otros nueve excluidos
un poco desilusionados, aguardan a un lado y como también éstos,
deberdn alcanzar una parte igual que la de los otros, los distingo
con una pequefia cinta blanca. Y comienza la distribucién entre el
rojo y los verdes. Comienzo por dar al rojo uno de los cubos. Un
cubo que ha de distribuirse entre diez supone un cuadrado para cada
persona. Entonces los dos verdes pueden avanzar y tomar también
un cuadrade para cada uno.

El otro cubo corresponde también al rojo, y a los verdes otro
cuadrado, Han correspondido hasta ahora dos cuadrados para cada
uno de los doce individuos y de la cantidad primitiva sobran cuatro
cuadrados, siete bastones y nueve perlas. Ahora el rojo toma un
cuadrado, Jo que supone un bastén para cada uno de los individuos
que representa, y los dos verdes toman, igualmente, cada uno su
bastén, prosiguiéndose en dicha forma mientras ello sea posible,
cada vez y por cada cuadrado que toma el rojo cogen los verdes su
baston correspondiente. Cuando el rojo ha tomado tres cuadrados
debe detenerse, porque los verdes se llevaron seis bastones y que-
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da uno sélo. Han correspondido, pues, tres bastones a cada nifio.
Quedan atin un cuadrado, un bastén y nueve perlas. Precisa ahora
cambiar aquel cuadrado en bastones, lo que dard un total de once
bastones y nueve perlas. Cuando el rojo toma un bastén, lo que
quiere decir que corresponde una perla a cada uno de sus nueve
compaiieros, los dos verdes toman otra perla y asi prosiguen mien-
tras la distribucién es factible. Después que el rojo ha tomado cua-
tro bastones no puede proseguir la operacién. En efecto, los ver-
des han tomade entre tanto ocho perlas y queda una sola de éstas.
Pero quedan adin muchos bastones (11 - 4 = 7) y uno de ellos se
puede cambiar por perlas; entonces puede reanudarse la opera-
cion, toda ves que las perlas son once y seis los bastones. La ope-
racion prosigue. Queda finalmente un bastén y una perla, cantidad
indivisible ; esto es, 11. Las perlas que correspondieron a cada nifio
fueron nueve. Cada uno de ellos ha recibido sucesivamente dos
cuadrados, tres bastones y nueve perlas o sea 239.

Puede irse ahora cada nifio con su parte correspondiente, pero
ninguno puede tocar las once perlas de resto que quedan sobre la
mesa.

En realidad, sin embargo, las condiciones son estas: el rojo
posee dos cubos, tres cuadrados y nueve bastones, imientras cada
uno de los verdes tiene dos cuadrados, tres bastones y nueve perlas
La operaci6n pues, no ha concluido. Es preciso que el rojo distri-
buya entre diez personas lo que tiene en su poder ; para ello deberd
cambiar todo en el puesto del banquero que dividird cada objeto en
diez partes, o mejor, dard el equivalente del total de subdivisiones
de diez. Asi el rojo y cada uno de los nueve blancos tendrd una
parte igual a la de los verdes, o sea dos cuadrados, tres bastones
y nueve perlas.

Si los doce nifios acumulan ahora su haber para unirlo despuds
a las perlas de resto y realizan los cambios decimales. volverdn a
obtener la primitiva cantidad ; dos cubos, ocho cuadrados, siete bas-
tones y nueve perlas, porque dicha cantidad habia cambiado de [or-
ma, pero no se habia alterado en su cifra.

Represen‘dndola numéricamente ; la operacion seria :

239
239
239
239
239
2879 : 12 = 239 + 11 = 2879
239
239
239
239
239
239
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Lo que se puede también representar con la union de 10 cantida-
des iguales, haciendo la prueba final :

2390 -
2879 : 12 = 239 + = 2879
239 +
11

Es decir: 2879 : 12 = (239 x 12) + 11 = 2879, ]
donde el nimero 239 es el cociente o sea la cuota correspondiente
a cada nifio.

Ejercicios paralelos

Suma de grandes niimeros sin material de perlas

Paralelamente a estos ejercicios con los grandes ndmeros, rea-
lizados con el material de las perlas (ejercicios que son primarios
y fundamentales, porque se realizan con cantidades efectivas) se
presentan otros que sirven para demostrar los mismos kechos, ope-
rando sobre las cifras escritas.

Uno de los ejercicios individuales de tal género es el siguien-
te, que no obstante efectuarse con nimeros indefinidamente gran-

10000

1000 .

100

10

Ifg. 36
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des, hasta decenas y cen.enas de millar, sélo exige saber contar
hasta 10 y el conocimiento de las jerarquias y mecanismos del siste-
ma decimal. Con ello la operacién se convierte en un medio atra-
yente para ilustrar la clave del sistema decimal y demostrar la sim-
plicidad introducida en el cilculo con dicho sistema.

En los respectivos espacios indicados por. el 10.000, 1.000,
el 100, el 10 y el 1, se sefialan tantos puntos como sean las uni-
dades indicadas por la respectiva cifra en cada ntimero, y asi se acu-
mulan en cada especie tantos grupos de puntos como sean las uni-
dades de aquella determinada jerarquia en todos los ndmeros que se
suman. Con el fin de que sea mas clara la explicaci6n, pondremos

[=]
3 ! 2
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8699 + - !
3154 + ee o ee
2793 + § $i & - 0
5816 = 20 . 762 i e
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en este caso, los grupos de puntos relativos a Jos diversos nimeros,
separados uno de otros, lo que puede servir de comprobacion. Cada
numero se expresa en puntos.

" El modelo representado permile catalogar nimeros que llegan
asta la decena de millar. En la linea de la izquierda estd indicada

en cifras la jerarquia de cada plano sobrepuesto. Los nidmeros a
sumar son :

8699
3454
2793
5816
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Traducidos los mimeros en puntos, éstos se cuentan relativa-
mente a cada espacio vy no es rigurosamente necesario comenzar por
aquel donde estin las uniones simples, més aun, en principio, es
cosa que no debe preocuparnos. Por cada diez puntos contados en un
espacio se coloca un signo vertical en el espacio superior a aquel
de la primera columna a la derecha, y para los puntos restantes se
sefialan otras tantas pequeiias lineas verticales en la columna de la
derecha correspondiente al espacio relativo a los puntos que se cuen-
tan. Para facilitar la comprobacién se hace una sefial debajo de cada
una de las decenas de puntos contados en los varios espacios. Asi
concluye la labor preparatoria de ordenacién. Después de esto se
cuentan los signos verticales de la primera columna; si son menos
de diez se escribe, sin esperar a mds, ld cifra correspondiente en 1a
segunda columna. Si, en cambio, son mds de diez se borran y se
pone un punto en la primera columna superior. De este modo
quedan finalmente—en la segunda columna—cifras que son de di-
versa jerarquia.. Transcritas éstas en linea horizontal dan el resul-
tado de la suma que en este caso es 20762,

Daremos otro ejemplo para hacer ver como los puntos se colo-
can en los espacios, acumuldndolos cinco por cinco, sin distinguir
los grupos que pertenecen a los ndmeros diversos, pero teniendo
siempre jpuesta la atencién sobre las jerarquias. Las sumas de diez
en diez estin representadas en la primera columna de la derecha
por signos verticales, como se ha diche, y se puede comenzar por
cualquier parte, porque el orden definitivo se ha establecido sola-
mente en la segunda columna a la derecha donde se escriben en
cifras las cantidades obtenidas. En efecto, si en la primera columna

% 1l
& RN
8 BF e @
4856 + L
7073 + (NN
;ﬁgj 8 11| o
2032 = 30014 -
Pl
=}

Fig. 38
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los puntos son mds de diez, se tachan y se sustituyen por una sola
sefial en el espacio superior.
La suma en cifras es la siguiente ;

4856 .
7973
5494
8759
2932

Que da como resultado 30014.

Otro material es el siguiente, que serd aplicado a una operacién
de sustraccién con grandes cifras.

6859 - 4237

El material consiste en cuadernos que llevan escritos en colores
diversos las series sucesivas ; serie de 1000, serie de ciento, serie
de diez, serie ‘de uno. Cada uno de estas jerarquias tiene un color
distinto. Las filas son separables y engomadas por detrds, como los
sellos. Estos ndmeros representan las unidades de cuatro diversas
jerarquias y sumando filas de eslas unidades se llegan a componer
los niimeros de muchas cifras. Por ejemplo: para componer el ni-
mero seis mil ochocientos cincuenia y nueve se separan las canti-
dades representadas en la siguiente figura, separando de las pdginas
respectivas las series necesarias (fig. 40)). .

]l o]
e N -
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Fig. 39
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Ahora de la cantidad asi representada por medio de cuatro series
de unidades, hay que sustraer la otra cantidad relativa al nime-
ro 4237. 3

La idea de que uno solo de los niimeros de ]a sustraccion es efec-
tiva, se deduce claramente del hecho, de que sélo el primero hay que
formarlo con el material, mientras el otro indica sclamente la can-
tidad que hay que restar de aquél. Relativamente, pues, a la forma-
ci6n del otro ndmero se da, en realidad, «un par de tijeras» con las
cuales se cortan las cantidades indicadas. )

En efecto, en este caso la sustraccién consiste s_lmplemente en
cortar una parte de las cuatro listas o fajas de las unidades.

Lo que queda después de realizada la operacién son dos gru-

Fig. 41
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pos ; uno, el separado, y el otro, aquel que representa el residuo de
la cantidad inicial.

Efectuando la operacién con cifras se representaria asi :

( 2622
6859 =) +
( 4237

Con el mismo material se pueden efectuar varias sustracciones.
Por ejemplo ;
3465
— 1836

Se compone el primer nimero por medio del material de uni-
dades, y ahora se trata de separar de ésta, la cantidad indicada por
el sustraendo. No es ya solamente una cuestién de tijeras, sino de
cambio entre unidades de diversa jerarquia. En nuestro caso la pri-
mera operacién es la de tomar las unidades existentes (5), pero no
bastando éstas para componer la cantidad necesaria, se corta con las
tyjcras un 10 de la faja correspondiente y en su lugar se coloca una
faja de 10 unidades simples de las cuales se corta una para agregar-
la a las otras cinco, quedando en el lugar debido nueve unidades.
Ahora Ia_s decenas restantes son cinco solamente en vez de seis y las
tres pedidas se cortan de aquf con las tijeras, quedando dos sola-
mente. Para las centenas se procede anilogamente. Tomadas todas
las centenas existentes que son cuatro y por ello insuficientes, se
separa un millar con las tijeras y en su lugar se recoge una faja

woo | 100 '10 1
1000 100 10 1
1000 100 10 1
100 Y 1
10 1
10
Fig. 42

de diez centenas de la que se separan cuatro para unirlas a las que
va se quitaron. Quedardn, pues, seis centenas. Los millares primiti-
vos se han reducido de tres a dos. Y como el nuevo ndmero pide
uno, se separan los dos con las tijeras, recogiendo uno. Quedars
por fin, como resultado, la cantidad correspondiente al nimero 1629
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que con la otra obtenida 1836 constituird la primera, que ya ha des-
aparecido.

1629 1836
+
L 1900 el 0 1 1000 100 wl|. |1
-| 100 w| |1 ) | 100 10 1
100 1 100 10 1
100 1 100 1
100 1 100 1
100 1 100 1
1 100 L
1 100J
1 Lo
total
3405
Vig. 43

Es decir, que en lugar del primitivo 3465, existen ahora las dos
cantidades 1836 .y.1629: lo que demuestra que la substraccion es
una divisién en partes désiguales. En este caso el residuo es mds
vistoso que el ndmero primitivo. Por ejemplo: aqui hay una fila de
sueve unidades donde antes habia cinco solamente y mientras en el
nimero primitivo existian s6lo cuatro centenas aqui hay ahora seis,
y en el niimero que desaparece, ocho.

Con frecuencia, el nifio queda sorprendido y, por lo mismo, vi-
vamente interesado, al ver la expansion de los ntimeros obtenidos
del primeero, cada uno de los cuales tiene muchos elementos mais
que aquel del cual resultan. Aqui resalta la gran diferencia entre
esa operacién y la suma en la que, la integracién de diez unidades
inferiores para constituir una superior es el modo de operar, inverso
al efectuarlo ahora. Si, por ejemplo, se suman los dos niimeros que
venimos considerando, volviendo a agrupar las unidades v centenas
que a ellos pertenecen se veria desaparecer los grupos y el resul-
tado total quedaria recogido dentro de la cantidad primitiva. Es el
secreto y la clave del sistema decimal.

La sustraccién se considera siempre entre dos niimeros, pero,
esta operacion, es susceptible de ser continuada.

Obtenido un residue, pueden aiin sustraérsele otras cantidades,
hasta que el residuo final, sea igual a cero, o sea, cuando no quede
nada del ndmero primitivo.

" Por ejemplo, suponiendo la sustraccion : 6850 — 4237 = 2622

6
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Se puede aun continuar la sustraccién, sustrayendo del resto, la
cantidad de 1975.

2622 — 1975 = (47

Y finalmente de este tltimo resultado, pucde sustraerse la can-
tidad 647.

Esta serie de restas sucesivas, se producen cuando, por ejemplo,
se gasta una cantidad en varios usos o en varias ocasiones, hasta
agotarla.

Puede ain efectuarse una nueva sustraccién. La suma puede
considerarse como subdividida en otras tantas partes desiguales :

— 4237
6859 | . 1975

| — 647

Las sustracciones parciales serdn :

~—d 23T
6859

2622 - — 1975

— 47
647 /\ .

La divisiéon es una aplicacién de este principio ; en ella se forman
tantas divisiones parciales y sucesivas sobre los residuos que van de-
jando cada una de las operaciones.

Existe, pues, una perfecta correspondencia, entre la operacién
de restar d sustraer (fragmentacion de un conjunto en partes desigua-
les entre si) y la divisién fragmentaria de un todo en partes iguales
entre si.

La diferencia consiste, en que en la susiraccién, no se procede si-
multineamente, si no, sucesivamente. En la segunda, va quedando
sucesivamente una sola sustraccién. De modo que la diferencia con-
siste en el hecho, no en el calculo o en la operacién, sino en el
procedimiento,

LOS PROBLEMAS DE LA ARITMITICA

Puede decirse que los ejercicios indicados son una ilustracién
del sistema decimal, donde las cuatro operaciones, extendiéndose
a los grandes niimeros, se convierten en medio para ensefiar el me-
canismo.

En la base del sistema estudiado, se encuentra como clave la
transmigracién de unidades, que, se agrupan o escinden  distribu-

P

GENERALIDADES 75

véndose en partes. Pero siempre queda la evidencia de que las can-
tidades representadas por dos ndameros, circulan sin desaparecer ja-
mds. La prueba de las operaciones lo demuestra, Las operaciones
con los nimeros, contienen una demostracién exacta del hecho quc
nada se crea ni se destruye, sino, que todo se mueve. La cifra pa-
rece correr tras la materia y con su mecanismo podria simbolizar
el ciclo.

Aparte esta cuestion bien interesante, se pueden considerar
olros hechos que caracterizan y, por lo mismo diferencian, las va-
rias operaciones. Aquella acumulacion de cantidades diferentes,
como en la suma, o de cantidades iguales, como en Ja multiplicacidon,
o el escindirse una cantidad en dos partes diversas, de las cuales,
una sola es conocida v la otra representa una incégnita, como en la
sustraccion ; o finalmente, la equitativa distribucién de una cantidad
en partes tan rigurosamente iguales que, si existe un resto, antes
se abandona que se utiliza en provecho de unos pocos, todo ello
atrae como hecho practico en si mismo. Ni el niimero, ni el sistema
ndamerico, tienen que ver con tales situaciones. Parecen hechos re-
lacionados mis bien con la vida y con los principios morales, que
con la aritmética. Alli se encuentra ¢l hombre frente a la materia.
Mirando a través de esta luz aparece la vida social con sus acon-
tecimientos. El negociante que ha ingresado durante el dia muchas
sumas diversas, por la noche hard una suma. En cambio, el taqu-
llero de un teatro a precio fijo y, que por lo mismo, ha recibido
muchas cantidades iguales, efectuard una multiplicacién. Vicever-
sa: la madre que tiené en su poder la asignaci6on mensual in-
tacta y que separa de ella el importe de la renta de la casa, efectuara
una sustraccion. En cambio, la cantidad destinada a pagar la pension
de sus tres hijos en el colegio, la dividird en tres partes iguales. De
este modo la vida social del hombre se organiza sobre las necesida-
des materiales que surgen a cada paso y presentan continuamente
«aproblemasn que, solamente los nimeros, pueden resolver de un
modo claro y exacto. Esta existencia del nimero en la vida ordina-
ria, abre la puerta a los problemas de la aritmética. Presentados en
las escuelas como una dificultad que se supera dificilmente, aqui se
ofrecen como representantes del hecho mismo que da caricter v
forma a las operaciones, y basta dejar un poco de espontaneidad a
los nifios que han hecho observaciones y razonamientos, para que
los problemas se reconozcan en la vida social con la misma facili-
dad con que la luz, los colores y Jas flores se reconocen en la vida
natural. En efecto, en nuestras escuelas, los nifios resuelven en
seguida y espontineamente sus problemas y son frecuentemente fru-
tos de su imaginacién que se entrelazan con las composiciones lite-
rarias. Situaciones dificiles van con frecuencia a encontrar su epi-
logo en una operacion aritmética y asi el problema se funde con la
realidad. Hemos observado que no todas las operaciones despiertan
igual interés en la imaginacién infantil ; es la sustraccién la que mis
apasiona y l:_1 que se presenta generalmente como epilogo de los
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«Problemas literariosn. He aqui, por ejemplo, un tema literario,
tratado por un nifio de una escuela holandesa, que presento abre-
viado :

...Aquellos nifios habian comido a hurtadillas algunas hermo-
Sds manzanas que estaban en el cesto, cuando oyeron decir «no 0s
olvidéis de llevar esas treinta manzanas a la seiiora X. porque hoy
cumple treinta afiosy.

i Ah! Es preciso comprar las manzanas que faltan.

Pero icudntas se han comido?

No lo recuerdan. Pero un nifio exclama: «No tengdis miedo,
basta con efectuar una sustraccionn.

La sustraccién hace encontrar esta incégnita amenazadora y des-
pues sdlo habrd que sumar las que quedan y las que se compren

para completar y ver si suman treinta, con lo que se efectuard la
comprobacién.

PROGRESQ

El conjunto de los ejercicios descritos trazan un plan que parece
realizado. Las cuatro operaciones con los grandes niimeros, la po-
sesion clara de sistema decimal, la resolucién de los problemas
pricticos que se presentan en la vida ordinaria_ hacen pensar en Ia
frase del pequefio que decia, convencido: «Lo sé todoy.

Il progreso se realiza ahora en el detalle, y se hace sobre el
andlisis de lo que existe y logra interesar. El detalle asume impor-
tancia, porque hace penetrar en el conjunto visto externamente, pero
con frecuencia asume la apariencia de un camino opuesto y se proce-
de entonces del conjunto al detalle, de lo grande a lo pequeilo, de lo
complejo a lo sencillo.

Los ejercicios siguientes se refieren a un andlisis de la multipli-
cacion, operacién que aparecid fugazmente, sélo como un caso de
adicién uniforme.

LA MULTIPLICACION

El rasgo saliente de I4 multiplicacién es el de una suma cuyos
términos (sumandos) son iguales entre si y es por ello Ia repeticion
de la misma cosa que se acumula. Otra caracteristica es que re-
pitiéndose el todo, se repiten las partes que lo componen. Y por
Gltimo, se observa en ella que repitiéndose la misma cantidad, las
partes pueden componerse en una forma rectangular.

En la segunda caracteris‘ica se ve su aspecto algebraico, v en la
tercera el geométrico. ,

El concepto algebraico de la multiplicacion es aquel que de-
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muestra mds claramente su esencia, y estd representade por la
férmula :

n(@-+b+c¢c+ ..)=mna+nb + nc+...

i
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Tomemos los pequefios bastones de perlas utilizados en e_l ejer-
cicio de la serpiente y fijemos una cantidad mediante la unién de
dos 0 mds bastones, por ejemplo: 2 +4. ] _ decis re.
Multiplicar esta cantidad por tres, por ejemplo, quiere decir =
petirla tres veces, es decir; tres veces los bastones amarillos, de

cuatro y tres veces los bastones verdes de dos.
Igualmente se procederd para una cantidad compuesta de ma-
yor nimero de bastones, por ejemplo, 6 -+ 2 + 3. Repetir esta can-

tidad dos veces equivale a repetir, dichas dos veces, todos los com-
ponentes de la misma.

9990909 9o ©oe
990900 9e 0@ © 00O
Iig. 45
El concepto geométrico de la multiplicacién es el que parte de

un punto que representa la unidad, que se repite un cierto nimero
de veces asumiendo la disposicién de una linea. Por ejemplo 1 % 6.

€% 8 000000

Tig. 46
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y el m]m:ero que constituye la linea, repitiéndose més veces con
acumulacién vertical, asume la forma de un rectingulo. Por ejem-
plo 6 x 4

6 % 4 me@_ ! E

Vig. 47

o también, si la repeticién acaece tantas veces como indica el ni-
mero de las unidades que constituyen la linea, se obtiene la forma de
un cuadrado. Por ejemplo: 5 x 5,

o-0oe o
‘20900
2-22 09
s 299000
-0 e

IFig. 48

El concepto geométrico de la multiplicacién revela, pues, un or-
den en la disposicién de los ntmeros que es la trabazén, el enla-
ce entre la aritmética y la geometria.

La multiplicacién tiene, pues, una cantidad de unidades que se
repite integralmente y que constituye el ndmero efectivo. Este nd-
mero se llama multiplicando porque se debe multiplicar. El otro nd-
mero no representa en si una cantidad a afiadir, sino que indica sim-
plemente las veces que el muitiplicando debe ser repetido ; este se-
gundo ndmero «indice de repeticidny se llama multiplicador.

Cada una de las cosas antes descritas no se presentan al nifio
como dcfiniciones, sino que se les ofrece bajo la forma de ejercicios
distintos uno de otro, que se realizan utilizando el material y que se
siguen paralelamente.

GENERALIDADES

DISTINCION ENTRE LOS DOS TERMINOS,
MULTIPLICANDO Y MULTIPLICADOR

Las figuras siguientes :

I X7

o

Qz

)
p’

09

9 x 2 3¢9

Iig. 40

sirven para poner de relieve el significado d.iferente de Igs dos
términos. En efecto, en la primera figura hay siete bastones de frgs
perlas que representan la multiplicacion de 3 X 7 ; la figura ad-
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yacenle, en cambio, representa tres bastones de siete perlas o sea
la multiplicacién de 7 x 3. En las figuras inferiores se ven a un
lado nueve bastones de dos perlas, que representan la multiplica-
cion de dos por nueve y dos bastones de nueve perlas que represen-
tan la multiplicacién de nueve por dos.

Cuando se cuentan las unidades constitutivas de estos bastones,
es decir, cuando se sumau, Se encuentran totales iguales, es decir,
tres por siete igual a siete por tres v nueve por dos igual a dos por
nueve. Lo que significa que la suma borra las distinciones evidentes
en el planteamiento de una misma multiplicacion. Esta confusién,
o correlacién de hechos evidentes, se enuncia generalmente dicien-
do que «en la multiplicacién, el orden de factores no altera el pro-
ducton,

Ejercicios de multiplicacién.— El ejercicio siguiente sirve para
referir la suma de los ntimeros de una multiplicacién al sistema de-
cimal, como se demuestra en las siguientes figuras.

-O-0—0-0—-0-0-0—
0-0-0-0-0-0-0- 723
-0-0—0-0—0-0-0-

iD+io+i=1

Fig. 50

Se colocan siete basiones de 3 perlas uno bajo el otro y se cuen-
tan todas las unidades que sumardn veintiuno. Segiin el sistema de-
cimal, esta cantidad corresponde, pues, a dos bastones de diez y una
perla de uno. Disponiendo uno bajo el otro los tres bastones de siete
y contando las unidades, se encuentran también, veintiuna, que en el
sistema decimal se traduce igualmente en dos bastones de diez y
una perla aislada ; la diferencia que era evidente en la multiplica-
cién, viene cancelada en el producto. Lo mismo sucede con los otros
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grupos que se corresponden. Poniendo en hilera los bastones de dos
perlas y contando las unidades que los constltuy’en, se encuentra
una suma de diez y ocho, que equivale a un bastén de diez, y un?[
de ocho. Colocando después los bastones de nueve uno debajo de
otro y contando las unidades, se encucntran también diez y ocho que
se traduce en el sistema decimal por el mismo grupo de perlas. De
este modo el hecho de que el orden de los factores no altera el pro-

2 %09 0 x 2

10+ § =18 10 4+ 8 = 18
I'ig. 31

ducto, y al propio tiempo, que la suma cancela, hon:a, c?l 51gr-uﬁ-
cado diverso de los factores, puede comprobarse con infinitos ejer-

cicios.
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Consideremos ahora la suma de varios numeros inferiores a
nueve, por ejemplo 4, 6, 8, 5 y 3, cuyo total se quiere multiplicar
por cuatro. Los bastones relativos a dichos niimeros se colocan uno
a continuacién del otro, en linea horizontal, de un modo andlogo al
ejercicio de la serpiente. Es evidente, que para repetir este conjun-
to de bastones cuatro veces, precisa repetir cuatro veces cada uno
de ellos.

Resultan de este modo varios grupos de bastones iguales, que
numéricamente se pueden indicar asi: 4 x 4, 6 x 4 8 x 4, 5
X 4, 3 x 4, De este modo se plantea la multiplicacion ; ahora se
trata de calcular grupo por grupo las unidades incluidas en cada uno
y por cada diez se coloca un bastén de diez, mientras, el ntimero in-
ferior a diez se coloca al lado, en la forma que indica la figura. De
este modo y, por medio del material de perlas, se han efectuado los
siguientes cdlculos: 4 X 4 = 16. 6 x 4 =24, 8 x 4 =32, 5

x 4 = 20. 3 x 4 = 12. Los resultados parciales as{ obtenidos se
representan : no seg(n el orden de la multiplicacién, sino_ segtn el
sistema decimal, y no ticnen otra diferenciacion que la de decenas y
unidades. Ahora se trata, de sumar estos resultados parciales. Para
esto, se acumulan juntas todas las decenas, que en este caso son
nueve, y aparte los bastones menores de diez, representados en este
caso, por 6, 4, 2 y 2, para sumarlos conjuntamente. Cuando las
unidades de los bastones lleguen a sumar 10, se sustituyen por un
bastén de 10. En este caso el conjunto asciende a 14 y se sustituye
por un bastén de 10 y otro de 4. Resultan asi diez bastones de 10
que forman inmediatamente un cuadrado de 100, quedando libre
tinicamente un bastén de cuatro. El total resulta, pues, igual a ciento
cuatro.

Semejantes ejercicios pueden repetirse un nimero indefinido de
veces y vienen a fijar las varias operaciones parciales que se han
acumulado en el conjunto de una multiplicacion de un modo com-
pleto. ‘

La multiplicacién ordinaria, efectuada con grandes niimeros se-
glin el sistema decimal, es una aplicacion de dicho andlisis. En
efecto, un nimero decimal es la suma de cantidades pertenecientes
a las distintas jerarquias y se puede representar por sus factores,
descomponiendo dicho niimero. Por ejemplo, 2469 es igual a dos
mil, cuatrocientns, sesenta, nueve. En vez de los bastones como
antes, se usa en tal caso el material del sistema decimal, es decir:
dos cubos, cuatro cuadrados, seis bastones v nueve perlas. Multi-
plicar este niimero por tres, quiere decir precisamente, tomar tres
veces cada una de las cantidades representadas, es decir: (Fig. 53).
tres veces dos cubos, tres veces cuatro cuadrados, tres veces seis
bastones y tres veces nueve perlas. (a). Entonces se suman y se or-
denan segtin cl sistema decimal, (¢) grupo por grupo, comenzando
por 1as unidades. con la advertencia de que, a cada diez encontra-
do, desaparece el elemento de la jerarquia sobre la cual se cuenta



