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RESUMO

Este trabalho de pesquisa apresenta uma nova estratégia de implementação
de filtros Volterra com complexidade reduzida. Para tal, uma forma alterna-
tiva de representação de estruturas de posto reduzido é definida, permitindo,
assim, que o fator de significância de cada um dos ramos dessas estruturas
seja transferido à entrada do ramo correspondente. Com isso, torna-se pos-
sível não apenas remover os ramos menos significativos da estrutura, mas
também explorar os diferentes graus de significância, visando definir tama-
nhos de palavra individuais a serem utilizados para implementação de cada
ramo. Como resultado, são obtidas estruturas para implementação de filtros
Volterra com reduções significativas de custo computacional, especialmente
em implementações realizadas em FPGAs (field-programmable gate arrays)
ou ASICs (application-specific integrated circuits). Também são apresenta-
das, neste trabalho, duas abordagens para avaliar a importância de cada ramo
da estrutura de posto reduzido. Com essas abordagens, são definidos critérios
que permitem identificar de maneira objetiva os ramos que não contribuem
significativamente para a saída do sistema e que podem ser removidos. O
custo computacional associado à estratégia de implementação proposta é ava-
liado através da implementação de três filtros Volterra, sendo dois com não
linearidades de ordem quadrática e um de ordem cúbica. Os resultados obti-
dos com tais implementações confirmam a eficácia da estratégia proposta em
definir estruturas de implementação para filtros Volterra com complexidade
reduzida.

Palavras-chave: Filtros Volterra, implementação em hardware, implemen-
tações de posto reduzido.





ABSTRACT

This research work presents a new approach for the reduced-complexity im-
plementation of Volterra filters. To this end, an alternative form to represent
reduced-rank Volterra structures is defined, allowing to transfer the branch
significance factor to the input of the corresponding branch. Thus, it beco-
mes possible not only to remove the least significant branches of the struc-
ture, but also to exploit the different degrees of significance in order to define
individual word lengths to be used for implementing each branch. As a re-
sult, structures for implementing Volterra filters with significant reductions
of computational cost are obtained, especially in field-programmable gate ar-
rays (FPGAs) or application-specific integrated circuits (ASICs). Two appro-
aches to assess the importance of each branch of the reduced-rank structure
are also presented in this work. These approaches allow defining objective
criteria that allow identifying the branches that do not contribute significan-
tly to the output of the system and thus can be removed. The computational
cost associated with the proposed approach is evaluated by means of the im-
plementation of three Volterra filters, two with quadratic order and one with
cubic order. The results obtained in such implementations confirm the effec-
tiveness of proposed approach in defining reduced-complexity structures to
implement Volterra filters.

Keywords Volterra filters, hardware implementation, reduced-rank imple-
mentation.
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1 INTRODUÇÃO

Um sistema é comumente caracterizado por um operador que realiza trans-
formações sobre um sinal de entrada x, obtendo como resultado um sinal de
saída y. A relação matemática que descreve o comportamento de um sistema
é

y = S [x] , (1)

onde S[.] é o operador sistema o qual define a relação da entrada com a saída.
É bem conhecido que os sinais carregam informações sobre fenômenos fí-
sicos e são funções de uma ou mais variáveis independentes. A distância
percorrida por um objeto, por exemplo, pode ser caracterizada por um sinal
em função do tempo, da velocidade e da aceleração. Contudo, mesmo que
fenômenos físicos sejam funções de diversas variáveis, é comum conside-
rar apenas o tempo como variável independente na modelagem de sistemas.
Nesse contexto, pode-se reescrever (1) como

y(t) = S [x(t)] , (2)

onde x(t) e y(t) são, respectivamente, os sinais de entrada e saída do sistema
em função do tempo. Também é comum representar sistemas através de dia-
gramas de blocos. A Figura 1.1 ilustra o diagrama de blocos correspondente
a (2).

Sistema

S[x(t)]
x(t) y(t)

Figura 1.1: Representação em diagrama de blocos do sistema S[x(t)].

Existem diversos modos para sintetizar determinado sistema de interesse.
Especificamente no campo da Engenharia Elétrica, a transformação efetuada
pelo operador do sistema é em geral definida por algum algoritmo sinteti-
zado em sistema digital ou por um circuito eletrônico. Note que cada um
desses modos de síntese possui natureza específica capaz de influenciar as
características do processamento realizado pelo sistema. Os sistemas discre-
tos, por exemplo, são dispositivos que usualmente operam com aritmética
de ponto fixo e representam sua saída com valores discretizados. Por outro
lado, os componentes eletrônicos são modelados por equações matemáticas
que permitem representar suas saídas com valores contínuos. Pode-se, então,
classificar os sistemas em diferentes categorias definidas a partir de suas ca-
racterísticas. Algumas das categorias usualmente encontradas em textos da
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área de processamento de sinais são os sistemas [1]: contínuos ou discre-
tos; lineares ou não lineares; variantes ou invariantes no tempo; causais ou
não causais; e estáveis ou instáveis. Uma dentre essas categorias que é par-
ticularmente importante no contexto desta dissertação é a dos sistemas não
lineares, cuja característica principal é a de não obedecerem ao princípio da
superposição [1].

1.1 SISTEMAS NÃO LINEARES

Diversos problemas na área de processamento de sinais são resolvidos
adequadamente utilizando sistemas lineares. Algumas das características que
motivam o uso desse tipo de sistema são a simplicidade de implementação e
o custo computacional relativamente baixo em comparação com as soluções
não lineares. Contudo, em muitas aplicações práticas, fenômenos não linea-
res importantes estão envolvidos na geração ou processamento dos sinais, o
que frequentemente torna o uso de sistemas não lineares indispensável para
alcançar os níveis de desempenho desejados [2]. Alguns exemplos dessas
aplicações são o controle ativo de ruído [3], o cancelamento de eco acústico
[4] e a compensação das não linearidades existentes em sistemas de controle
e comunicação digital [5].

A complexidade matemática associada a sistemas com características não
lineares dificulta a elaboração de uma teoria geral que contemple os mais di-
ferentes tipos de sistemas não lineares [6]. Para contornar esse problema, o
estudo de sistemas não lineares é realizado separando os sistemas em classes
definidas a partir de características específicas das não linearidades envolvi-
das. Assim, em aplicações práticas, um importante passo é escolher uma
classe de sistemas não lineares que represente apropriadamente as caracte-
rísticas do problema em questão. Nesse contexto, os filtros polinomiais têm
surgido como uma opção atrativa, uma vez que eles compõem uma classe de
sistemas não lineares com capacidade universal de representação para siste-
mas discretos, causais e de memória finita [6], [7].

1.1.1 Filtros Polinomiais

A capacidade universal de representação associada aos filtros polinomiais
é consequência direta do teorema da aproximação de Stone-Weierstrass, o
qual estabelece que qualquer função contínua em um intervalo finito pode
ser aproximada pela soma de um número finito de polinômios. Alguns dos
diversos problemas reais que podem ser modelados adequadamente por meio
de filtros polinomiais são [2]: i) a interação entre o movimento do barco
e as ondas do oceano; ii) cancelamento de eco; iii) equalização de canais de
comunicação; iv) predistorção de canais não lineares; v) modelagem de sinais
da fala; e vi) detecção de bordas em processamento de imagens.
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A relação entre a entrada e a saída de filtros polinomiais causais e discre-
tos é dada por [2]

y(n) =

P∑
i=0

fi {x(n), x(n− 1), · · · , x(n−N), y(n− 1), · · · , y(n−M)} ,

(3)
onde x(n) e y(n) são, respectivamente, a entrada e a saída do filtro e fi{· · · }
é a função polinomial de ordem i que atua sobre as amostras entre as chaves.
Aqui, o limite superior do somatório P define a ordem do polinômio em ques-
tão. Note em (3) que os filtros polinomiais podem ser sistemas recursivos,
isto é, sistemas cuja saída y(n) depende de um polinômio relacionado com
as amostras atrasadas dessa saída. Um problema recorrente associado a esse
tipo de sistema, inclusive no contexto de filtros polinomiais, é que eles são
suscetíveis à instabilidade no sentido BIBO (bounded-input bounded-output)
[2]. Como não faz parte do escopo desta dissertação investigar as proprie-
dades de estabilidade de sistemas, as discussões apresentadas limitam-se aos
filtros polinomiais não recursivos, de modo que (3) pode ser reescrita como

y(n) =

P∑
i=0

fi {x(n), x(n− 1), · · · , x(n−N)} . (4)

Os filtros polinomiais não recursivos podem ser caracterizados por uma
relação de entrada e saída que toma a forma da expansão em série de Vol-
terra truncada. Como consequência, tal expansão em série forma a base teó-
rica dos filtros polinomiais e, além disso, herda importantes características
dessa classe de sistemas não lineares [2]. Fréchet mostra em [8] que uma
das características herdadas pelos filtros Volterra (filtros polinomiais repre-
sentados pela expansão em série de Volterra truncada e de memória finita)
é a capacidade de representar sistemas não lineares. Contudo, a represen-
tação adequada de sistemas não lineares tanto através de filtros polinomiais
quanto de filtros Volterra exige um número elevado de coeficientes e, conse-
quentemente, esse tipo de filtro possui alta complexidade de implementação.
Visando contornar esse problema, nas últimas décadas, um grande esforço
de pesquisa vem sendo direcionado ao desenvolvimento de diferentes abor-
dagens para a implementação de filtros Volterra com custo computacional
reduzido [2]. Nesse contexto, as abordagens denominadas de posto reduzido
vêm suscitando grande interesse [9]-[14]. Essas abordagens são em geral
baseadas na aplicação de decomposições matriciais ou tensoriais em repre-
sentações estruturadas (na forma de matrizes ou tensores) dos coeficientes do
filtro Volterra. Como resultado, estruturas de implementação compostas por
ramos dispostos em paralelo são usualmente obtidas, sendo que cada um dos
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ramos dessas estruturas tem um grau de significância diferente relacionado a
um dos valores singulares da matriz ou tensor de coeficientes. Dessa forma,
a partir da remoção de ramos menos significativos (relacionados aos meno-
res valores singulares), torna-se possível obter implementações eficientes de
filtros Volterra que apresentem reduzido custo computacional.

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

O objetivo principal do presente trabalho é desenvolver implementações
eficientes de filtros Volterra. Nesse contexto, uma nova estratégia de imple-
mentação baseada em estruturas de posto reduzido é discutida. A ideia central
de tal abordagem é explorar os diferentes graus de significância dos ramos de
uma estrutura de posto reduzido, não apenas para remover os ramos menos
significativos, mas também para a especificação do correspondente hardware
usado para implementação de cada ramo. Para tal, uma estrutura de posto
reduzido convencionalmente utilizada para implementação de filtros Volterra
é modificada de forma a possibilitar o uso de diferentes tamanhos de palavra
na implementação dos diferentes ramos em função do grau de significância
de cada ramo. Como resultado, implementações eficientes voltadas a plata-
formas de hardware específicas, tais como FPGAs (field-programmable gate
arrays) e ASICs (application-specific integrated circuits), são obtidas. Em se-
guida, a abordagem proposta é validada a partir de estudos de caso, os quais
envolvem uma avaliação da quantidade de somadores completos utilizados
na implementação em hardware da estrutura proposta, além da quantidade de
blocos lógicos de um FPGA consumidos na implementação dos filtros Vol-
terra. É importante mencionar ainda que, por simplicidade, o foco deste tra-
balho está nas implementações de filtros Volterra de segunda ordem. Apesar
disso, a abordagem proposta pode ser facilmente estendida para implementa-
ções de maior ordem, conforme demonstrado por resultados práticos apresen-
tados neste trabalho. Além da nova abordagem de implementação proposta,
uma contribuição envolvendo a definição de critérios para a escolha dos ra-
mos da estrutura de posto reduzido que devem ser desprezados é apresentada
neste trabalho.

1.3 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

O restante desta dissertação é organizado conforme descrito a seguir. No
Capítulo 2 são apresentados conceitos fundamentais dos filtros Volterra rela-
cionados ao contexto do trabalho, como é o caso das implementações basea-
das em decomposições matriciais. A estratégia proposta para implementação
de filtros Volterra e uma descrição envolvendo os aspectos considerados para
implementação da estrutura definida com tal estratégia são apresentados no
Capítulo 3. No Capítulo 4 são definidos dois critérios para remoção dos ramos
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das estruturas de posto reduzido, os quais são utilizados no Capítulo 5 para
obtenção dos resultados das implementações realizadas. Essas implementa-
ções têm como principal objetivo avaliar a redução de complexidade obtida
com a estratégia proposta através de uma análise comparativa com outras im-
plementações usualmente discutidas na literatura. O Capítulo 5 também traz
uma discussão acerca da capacidade das estruturas definidas pela estratégia
de implementação proposta em representar precisamente alguns exemplos de
filtros Volterras. Finalmente, no Capítulo 6 as conclusões desta dissertação e
as propostas para trabalhos futuros são apresentadas.
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2 FILTROS VOLTERRA

As expansões em séries têm se mostrado bastante eficazes para a repre-
sentação de certos tipos de sistemas não lineares. Os sistemas sem memória,
por exemplo, sob condições de operação apropriadas, são representados ade-
quadamente pela expansão em série de Taylor [2]. A relação de entrada e
saída dessa série centrada em zero é dada por

y(t) =

∞∑
p=0

cpx
p(t), (5)

onde cp é o p-ésimo coeficiente da série. No caso mais geral, em que se
deseja representar sistemas não lineares com memória, a expansão em série
de Volterra mostra-se uma ferramenta matemática mais adequada. Os siste-
mas não lineares com memória, quando contínuos, para serem representados
adequadamente por uma expansão em série de Volterra, devem também ser
[8]: invariantes no tempo; estáveis no sentido BIBO; de memória finita; e não
apresentar descontinuidades na saída. Para representar sistemas não lineares
discretos, a série de Volterra também se mostra uma ferramenta abrangente
e as condições do sistema para sua representação adequada são: estável no
sentido BIBO; causal; e de memória finita [6], [7]. Nesta dissertação, a dis-
cussão do uso da expansão em série de Volterra limita-se ao caso dos sistemas
discretos, uma vez que o objetivo aqui é propor uma estrutura de implemen-
tação eficiente para esse tipo de sistema. Contudo, muitos dos resultados aqui
apresentados são facilmente estendidos ao caso dos sistemas contínuos [2].

A caracterização de um sistema discreto não linear através da expansão
em série de Volterra é realizada por meio de um conjunto de kernels (núcleos),
cada um relacionado a uma certa ordem de não linearidade polinomial [2].
A saída y(n) do sistema é então obtida somando as saídas dos kernels de
diferentes ordens, isto é,

y(n) = y0 +

∞∑
p=1

yp(n) (6)

onde y0 é um coeficiente constante e yp(n), a saída do kernel de ordem p. A
relação matemática que define a saída dos kernels de ordem igual ou superior
a 1 é

yp(n) =

∞∑
m1=−∞

· · ·
∞∑

mp=−∞
hp(m1, ...,mp)

p∏
k=1

x(n−mk), (7)

com p representando a ordem do kernel, x(n) o sinal de entrada do sistema e
hp(m1, ...,mp) os coeficientes de ordem p.
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É possível observar de (6) que a saída do sistema y(n) é definida consi-
derando a contribuição de infinitos kernels. Como consequência, a represen-
tação de um sistema não linear no contexto discreto por meio da expansão
em série de Volterra exige o truncamento do número de kernels usados, res-
tringindo, para isso, a um valor finito P o limite superior do somatório em
(6). Além disso, é possível observar em (7) que cada kernel possui infinitos
coeficientes e, consequentemente, sua implementação requer: i) capacidade
infinita de memória, ou ii) sistemas recursivos. Conforme dito anteriormente,
este último tipo de sistema é desconsiderado no presente trabalho por ques-
tões de instabilidade. Sobre a capacidade infinita de memória, é bem conhe-
cido que nenhum sistema discreto atual atende a tal requerimento. Contudo,
em muitas aplicações práticas, o número total de coeficientes necessário para
representar adequadamente uma dada não linearidade é finito, possibilitando,
assim, limitar o tamanho de memória destinado a cada kernel a um valor fi-
nito N . Desse modo, para viabilizar a implementação da série de Volterra em
sistemas discretos, a relação matemática entre a entrada e a saída dos filtros
Volterra, bem como a dos seus kernels correspondentes, é definida, respecti-
vamente, por

y(n) = y0 +

P∑
p=1

yp(n), (8)

e

yp(n) =

N−1∑
m1=0

· · ·
N−1∑
mp=0

hp(m1, ...,mp)

p∏
k=1

x(n−mk). (9)

Note de (8) que a saída de um dado filtro Volterra pode ser representada
como a combinação de P sistemas em paralelo somadas ao termo constante.
Tal representação é ilustrada na Figura 2.1 na forma de diagrama de blocos. O
primeiro bloco da figura é caracterizado pelo kernel de primeira ordem (isto
é, com p = 1) e é equivalente a um filtro FIR tratando-se, assim, de um ker-
nel linear. Por outro lado, os demais blocos são caracterizados pelos kernels
de ordem superior a 1 (com p ≥ 2), carregando as não linearidades do filtro
Volterra. É interessante observar da Figura 2.1 que a estruturação do filtro
Volterra na forma de diagramas de blocos facilita discriminar os componen-
tes do filtro responsáveis por cada ordem de não linearidade. Nesse contexto,
pode-se trabalhar separadamente com os blocos com maior número de co-
eficientes e, até mesmo, desconsiderar determinados blocos dependendo da
aplicação [15].

2.1 COMPLEXIDADE DO KERNEL

Mesmo considerando o truncamento da série de Volterra e o uso de uma
memória com tamanho finito N , a complexidade computacional requerida
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Filtro Volterra

h1
Kernel de ordem 1

y1(n)

y0

h2
Kernel de ordem 2

y2(n)

h3
Kernel de ordem 3

y3(n)

hP
Kernel de ordem P

yp(n)

x(n) y(n)

Figura 2.1: Representação em blocos de um filtro Volterra de ordem P .

para a implementação dos filtros Volterra é ainda bastante elevada. É evi-
dente, por inspeção em (9), que o número de coeficientes associado a cada
kernel cresce exponencialmente com a ordem e com o tamanho da memó-
ria. Especificamente para um kernel de ordem p, a quantidade de coeficientes
requerida para implementação é dada por

Np = Np. (10)

Assim, o número total de coeficientes de um filtro Volterra com P kernels é
obtido por

NT =

P∑
i=1

Ni =
NP+1 −N1

N1 − 1
. (11)

A relação exponencial, evidenciada em (10) e (11), entre o número de
coeficientes do kernel e o seu tamanho de memória é um obstáculo que fre-
quentemente restringe a implementação prática de filtros Volterra. Tal res-
trição se deve ao fato de que o número de coeficientes e a complexidade de
implementação do sistema correspondente são diretamente relacionados. No
caso de sistemas de primeira ordem [p = 1 em (9)], por exemplo, ao se
considerar como parâmetro de complexidade o número de multiplicações re-
alizadas por amostra de saída, um filtro FIR com 3 coeficientes terá custo de
implementação três vezes menor do que o custo associado a um filtro com
com 9 coeficientes. Ao se tratar da implementação de kernels com ordens
superiores (maiores do que 1), o acréscimo em complexidade computacional
é ainda mais elevado. Nesse caso, além do maior número de coeficientes que
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os kernels de ordens superiores possuem para um mesmo tamanho de memó-
ria [veja (10)], são necessárias operações de multiplicação adicionais entre as
amostras do sinal de entrada para o cálculo de saída do kernel. As estruturas
de implementação de (9) para N = 3, considerando kernels de primeira e
de segunda ordens, são ilustradas na forma de diagramas de blocos na Figura
2.2. O aumento excessivo em complexidade computacional necessário para
a implementação de um kernel de segunda ordem, em comparação com um
de primeira ordem, fica evidente ao se inspecionar essa figura. Note que são
necessárias três multiplicações para calcular uma amostra de saída do kernel
de primeira ordem. Já o kernel de segunda ordem, tem uma amostra de sua
saída calculada a partir de 18 multiplicações; ou seja, em termos de multi-
plicações realizadas, para um tamanho de memória igual a três, o kernel de
segunda ordem possui um custo computacional seis vezes superior ao de um
kernel de primeira ordem.

x(n)
h1(0)

x(n − 1)
h1(1)

x(n − 2)
h1(2)

y1(n)

(a)

x(n)

x(n) h2(0, 0)

x(n − 1) h2(0, 1)

x(n − 2) h2(0, 2)

x(n − 1)

x(n) h2(1, 0)

x(n − 1) h2(1, 1)

x(n − 2) h2(1, 2)

x(n − 2)

x(n) h2(2, 0)

x(n − 1) h2(2, 1)

x(n − 2) h2(2, 2)

∑ y2(n)

(b)
Figura 2.2: Estruturas de implementação dos kernels de (a) primeira ordem e de (b)
segunda ordem.

2.2 IMPLEMENTAÇÃO COM REDUNDÂNCIA REMOVIDA

Devido ao excessivo custo de implementação associado ao filtro Volterra,
diferentes formas para representar os kernels de ordens superiores a 1 são
investigadas. Uma forma de representação conveniente, que apresenta redu-
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ção no número de coeficientes sem perda de generalidade, é a estrutura com
redundância removida. Pode-se observar, a partir de (7), que os coeficientes
hp(m1, ...,mp) com índices m1, ...,mp permutados são multiplicadores de
um mesmo produto cruzado de amostras do sinal de entrada para o cálculo
de yp(n). No diagrama de blocos ilustrado na Figura 2.2(b), por exemplo,
os coeficientes h2(0, 1) e h2(1, 0) do kernel de segunda ordem são ambos
multiplicadores de x(n)x(n − 1) no cálculo de y2(n). Assim, combinando
os coeficientes com índices permutados em um único coeficiente denotado
por hp(m1,m2, . . . ,mp) [por exemplo, h2(0, 1) = h2(0, 1) + h2(1, 0)], é
possível obter uma implementação equivalente do filtro Volterra com número
reduzido de coeficientes. Em tal implementação, conhecida como implemen-
tação com redundância removida ou implementação triangular, a relação de
entrada e saída do kernel de ordem p é dada por

yp(n) =

N−1∑
m1=0

· · ·
N−1∑

mp=mp−1
hp(m1, ...,mp)

p∏
k=1

x(n−mk). (12)

O número de coeficientes do kernel de ordem p da implementação com
redundância removida é dado por

Np =
(N + p− 1)!

(N − 1)!p!
. (13)

Mesmo que a estrutura com redundância removida possua menos coefici-
entes do que a do filtro Volterra padrão [definido por (9)], a redução da com-
plexidade obtida é comumente insuficiente para viabilização do uso do filtro
Volterra em certas situações práticas [16]. Como consequência, a aplicação
de tal filtro muitas vezes é feita a partir de implementações mais eficientes
em termos de complexidade, como é o caso das implementações de posto re-
duzido, as quais são desenvolvidas a partir de implementações baseadas em
decomposições matriciais.

2.3 IMPLEMENTAÇÕES DO KERNEL QUADRÁTICO BASEADAS EM
DECOMPOSIÇÕES MATRICIAIS

Por questões de simplicidade, a discussão envolvendo implementações
de filtros Volterra com complexidade computacional reduzida é introduzida
considerando apenas o kernel quadrático. Uma forma alternativa e mais ade-
quada para representar a relação entrada e saída desse tipo de kernel, a qual
geralmente leva a estruturas de implementação eficientes, é a representação
matricial.
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2.3.1 Representação Matricial

Na representação matricial, os índices m1 e m2 dos coeficientes do ker-
nel quadrático são considerados como coordenadas de um plano cartesiano.
Desse modo, tais coeficientes podem ser organizados na forma de uma matriz
H2 e ordenados de acordo com o índice associado a cada coeficiente, isto é,

H2 =


h2(0, 0) h2(0, 1) · · · h2(0, N−1)
h2(1, 0) h2(1, 1) · · · h2(1, N−1)

...
...

. . .
...

h2(N−1, 0) h2(N−1, 1) · · · h2(N−1, N−1)

 . (14)

A partir de (14) e da descrição das amostras de entrada na forma vetorial,
definida como

x(n) = [x(n) x(n− 1) ... x(n−N + 1)]T, (15)

a relação entrada e saída do kernel de segunda ordem, obtida fazendo p = 2
em (9), pode ser redefinida por

y2(n) = xT(n)H2x(n). (16)

Assim como a saída do kernel de segunda ordem padrão, obtido direta-
mente da expansão em série de Volterra, o kernel com redundância removida
também pode ser representado na forma matricial. Nesse caso, a matriz de
coeficientes é definida como

H2 =


h2(0, 0) h2(0, 1) · · · h2(0, N−1)

0 h2(1, 1) · · · h2(1, N−1)
...

...
. . .

...
0 0 · · · h2(N−1, N−1)

 , (17)

onde

h2(i, j) =

h2(i, j) + h2(j, i) para j > i
h2(i, j) para j = i

0 para j < i
(18)

Por meio de (17) e do vetor de entrada definido em (15), a saída do kernel
de segunda ordem também pode ser representada por

y2(n) = xT(n)H2x(n). (19)

Neste trabalho, utiliza-se a estrutura obtida por meio das implementações
baseadas em coordenadas diagonais discutidas em [6] para representar (19).
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A estrutura do kernel triangular resultante desse tipo de implementação é for-
mada por N ramos em paralelo, conforme ilustrado na Figura 2.3. Cada um
desses ramos é composto por um filtro FIR com sinal de entrada obtido pelo
produto entre amostras atuais e atrasadas de x(n). Além disso, o vetor de co-
eficientes do i-ésimo filtro FIR h̀2,i é definido como os elementos da i-ésima
diagonal de H2, isto é,

h̀2,i = [h2(0, i) h2(1, i+ 1) · · · h2(N − 1− i,N − 1)]T. (20)

Nesse contexto, a quantidade de coeficientes dos filtros FIR segue uma
relação decrescente em função da posição do ramo. É importante ressaltar
que não há perda de generalidade em se considerar a matriz triangular H2 no
cálculo da saída do kernel de segunda ordem [2]. De modo geral, qualquer
matriz genérica H∗2 cujos coeficientes são definidos a partir de H2, respei-
tando a seguinte relação

h∗2(i, j) + h∗2(j, i) = h2(i, j) + h2(j, i), (21)

para i, j = 0, 1, ..., N − 1, pode ser usada para calcular a relação entrada e
saída definida por (16) sem perda de generalidade, isto é,

y2(n) = xT(n)H∗2x(n) = xT(n)H2x(n). (22)

A possibilidade de representar a entrada e saída de qualquer kernel qua-
drático com a matriz genérica H∗2, respeitando as condições definidas em
(21), permite a obtenção de implementações mais eficientes do kernel em
questão. Para isso, a matriz H∗2 é reorganizada de modo que suas caracterís-
ticas sejam adequadas para que estruturas de implementação eficientes sejam
obtidas a partir de decomposições matriciais. Algumas das decomposições

...
...

h̀2,0

h̀2,1

h̀2,N−1

+

+×

×

×

...

z−1

z−1

...

x(n) y2(n)

h2

Figura 2.3: Diagrama de blocos da implementação baseada em coordenadas diagonais
de um kernel quadrático.
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matriciais usualmente consideradas no contexto de filtros Volterra são a de-
composição LU (lower-upper) e a decomposição em valores singulares (SVD
− Singular Value Decomposition).

2.3.2 Decomposição Matricial Genérica

É bem conhecido da álgebra linear que qualquer matriz A com dimensões
M×M pode ser decomposta na forma do somatório de PA matrizes de posto
unitário formadas pelo produto externo de dois vetores. Assim,

A =

PA−1∑
i=0

qire,ir
T
d,i, (23)

onde PA é o posto da matriz A, re,i e rd,i são vetores coluna comM elemen-
tos cada um e formadores da i-ésima matriz de posto unitário e, finalmente,
qi é um valor escalar real usado para multiplicar a matriz resultante do pro-
duto externo entre re,i e rTd,i. Uma interessante característica das decompo-
sições matriciais é que quando a matriz decomposta é simétrica, tem-se que
re,i = rd,i, reduzindo (23) a

A =

PA−1∑
i=0

qirir
T
i . (24)

No contexto de filtros Volterra de segunda ordem, pode-se sempre con-
siderar, sem perda de generalidade, o uso de matrizes simétricas para a apli-
cação de determinada decomposição matricial. Nos casos em que H2 não
é simétrica, é possível aplicar a decomposição matricial em uma matriz H2

alternativa e simétrica preservando a relação entrada e saída do filtro Volterra
quadrático, desde que a relação definida em (21) seja respeitada. Para isso, os
coeficientes de H2 são definidos como

h2(i, j) =
h2(i, j) + h2(j, i)

2
, (25)

com [i, j ∈ N | 0 ≥ i, j ≥ N − 1]. Assim, aplicando a decomposição
matricial genérica em H2, tem-se que

H2 =

PH2
−1∑

i=0

qirir
T
i , (26)

e, então, pode-se representar a relação entrada e saída do filtro Volterra qua-
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drático substituindo (26) em (22), obtendo

y2(n) = xT(n)

PH2
−1∑

i=0

[
qirir

T
i

]
x(n)

=

PH2
−1∑

i=0

[
qix

T(n)rir
T
i x(n)

]
=

PH2
−1∑

i=0

qi
[
xT(n)ri

] [
rTi x(n)

]
=

PH2
−1∑

i=0

qi
[
xT(n)ri

]2
.

(27)

Levando em conta que xT(n)ri corresponde à relação de entrada e saída
de um filtro FIR com vetor de coeficientes ri, é possível concluir, a partir
de (27), que o kernel Volterra de segunda ordem pode ser implementado na
forma da estrutura com ramos paralelos ilustrada na Figura 2.4. Cada ramo
dessa estrutura é composto por um filtro FIR cuja saída é elevada ao quadrado
e então multiplicada por um dos escalares obtidos a partir da decomposição
de H2.

H2

x(n)
r0 (.)

2
q0

r1 (.)
2

q1

rPH2
−1 (.)

2
qPH2

−1

y2(n)

Figura 2.4: Diagrama de blocos de uma implementação baseada na decomposição
genérica de um kernel Volterra de segunda ordem.

2.3.3 Decomposição LU

A decomposição LU é um tipo específico de decomposição matricial na
qual o i-ésimo vetor usado na geração das matrizes de posto unitário contém
i elementos iguais a zero. Especificamente, aplicando a decomposição LU na
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matriz simétrica H2, sob certas condições [2], obtém-se

H2 =

PH2
−1∑

i=0

dilil
T
i , (28)

onde di é um escalar multiplicador da i-ésima matriz de posto unitário e li é
um vetor formado por

li = [0 · · · 0 li(0) li(1) · · · li(N − i− 1)]T, (29)

com N representando o tamanho de memória do kernel quadrático. A es-
trutura de implementação do filtro Volterra quadrático, obtida por meio da
decomposição LU, é definida substituindo (28) em (22), o que resulta em

y2(n) =

PH2
−1∑

i=0

di
[
xT(n)li

]2
. (30)

Assim como no caso da decomposição genérica, a estrutura de implemen-
tação do filtro Volterra quadrático, quando obtida por meio da decomposição
LU, é constituída por PH2

ramos dispostos em paralelo. Contudo, neste úl-
timo tipo de decomposição matricial, o filtro FIR do i-ésimo ramo possui
N − i coeficientes, ou seja, i coeficientes a menos do que o i-ésimo ramo
da estrutura obtida considerando a decomposição matricial genérica. Desse
modo, a complexidade de implementação do filtro Volterra quadrático com a
estrutura definida por (30) é menor do que a definida por (16).

2.3.4 Decomposição em Valores Singulares

Uma importante decomposição matricial no contexto dos filtros Volterra
é a decomposição SVD. Nessa decomposição, os escalares multiplicadores
e os vetores de coeficientes dos filtros FIR associados aos ramos paralelos
(veja Figura 2.4), são, respectivamente, os valores singulares e os vetores
singulares da matriz sobre a qual a decomposição SVD foi aplicada. No caso
da matriz simétrica H2, a decomposição SVD resulta em

H2 =

PH2
−1∑

i=0

λih2,ih
T
2,i, (31)

onde λi e h2,i representam o i-ésimo valor singular e o i-ésimo vetor singular
de H2, respectivamente. Agora, substituindo (31) em (22), obtém-se [6]

y2(n) =

PH2
−1∑

i=0

λi
[
xT(n)h2,i

]2
. (32)
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Comparando (27), (30) e (32) pode-se concluir que todas as decomposi-
ções matriciais consideradas levam a estruturas similares para implementação
dos filtros Volterra quadráticos. Tais estruturas são constituídas por PH2

ra-
mos dispostos em paralelo, onde PH2

representa o posto de H2. Uma vez
que o tamanho do posto da matriz de coeficientes define a quantidade de
ramos dessa estrutura, kernels quadráticos com matrizes de posto significati-
vamente inferior a seu tamanho de memória apresentam reduzido número de
ramos e, como consequência, redução de complexidade computacional. Con-
tudo, para as matrizes de coeficientes com posto completo, a complexidade
computacional associada à estrutura de implementação com ramos paralelos
é semelhante àquela obtida diretamente do kernel padrão do filtro Volterra
quadrático [2]. A obtenção de estruturas de implementação com custo com-
putacional reduzido, mesmo quando H2 possui posto completo, envolve a
aplicação de decomposições matriciais específicas, as quais geralmente le-
vam a uma redução do número de coeficientes necessário para representar
adequadamente o kernel em questão.

2.3.5 Implementações de Posto Reduzido

As implementações de posto reduzido de filtros Volterra têm sido conside-
radas com sucesso em muitos trabalhos de pesquisa encontrados na literatura
[9]-[14]. Essas implementações são em geral baseadas na representação da
relação de entrada e saída de um dado kernel em função de matrizes de coe-
ficientes. Então, decomposições matriciais, tal como a decomposição SVD,
são aplicadas em tais matrizes, levando a formas alternativas de representação
da relação de entrada e saída do kernel considerado. Essas formas alternati-
vas em geral resultam em estruturas de implementação compostas por ramos
com diferentes graus de significância dispostos em paralelo. Assim, torna-
se possível a obtenção de estruturas de implementação com complexidade
computacional reduzida a partir da remoção dos ramos com menor grau de
significância [9]-[14].

No caso das implementações de posto reduzido obtidas por meio da de-
composição SVD, conforme definido em (32), é bem conhecido que os veto-
res singulares h2,i possuem norma unitária. Como consequência, o grau de
significância de cada ramo da estrutura é determinado pela magnitude do va-
lor singular λi correspondente. Então, desconsiderando os ramos relaciona-
dos aos valores singulares de menor magnitude, torna-se possível a obtenção
de uma estrutura de implementação eficiente com redução de custo compu-
tacional. Especificamente, pode-se truncar o somatório em (32) a um valor
PR, com PR < PH2

, sem grandes perdas em capacidade de representação e
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a saída do filtro Volterra quadrático é calculada por

y2(n) =

PR−1∑
i=0

λi
[
xT(n)h2,i

]2
. (33)

A estrutura de implementação de (33) é detalhada na forma de um diagrama
de blocos ilustrado na Figura 2.5. Note que tal estrutura é bastante similar à
definida pela decomposição matricial genérica, sendo a principal diferença o
número de ramos implementados.

H2

x(n)
h2,0 (.)

2
λ0

h2,1 (.)
2

λ1

h2,PR−1 (.)
2

λPR−1

y2(n)

Figura 2.5: Diagrama de blocos de uma implementação baseada na SVD de um kernel
Volterra de segunda ordem.

As demais abordagens de implementação com posto reduzido de filtros
Volterra encontradas na literatura são obtidas associando diferentes formas
de representação da relação de entrada e saída de um kernel com diferentes
tipos de decomposições matriciais ou tensoriais [9]-[14]. De maneira geral,
tais abordagens também resultam em estruturas de implementação compostas
por ramos paralelos que apresentam diferentes graus de significância.

2.4 IMPLEMENTAÇÕES DE FILTROS VOLTERRA COM ORDEM ELE-
VADA

Na literatura dos filtros Volterra, são tratadas diferentes maneiras de es-
tender os resultados obtidos com o kernel quadrático para kernels de ordens
superiores [13], [17]-[19]. Em [13], por exemplo, é discutida uma abordagem
baseada na decomposição SVD para definir estruturas de implementação com
posto reduzido de kernels homogêneos de ordem p. Tal abordagem usual-
mente considera definições não triviais de matrizes de coeficientes. De modo
específico, o vetor de entrada e a matriz de coeficientes do filtro Volterra de
ordem p são organizados de forma a representar precisamente a relação en-
trada e saída dada por (12) e então a decomposição SVD é aplicada a essa
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matriz. Como resultado, uma estrutura de implementação com PHp ramos
dispostos em paralelo é obtida, conforme ilustrado na Figura 2.6.

Hp

x(n)
kernel de ordem

p − l

kernel de ordem l

σ0

kernel de ordem
p − l

kernel de ordem l

σ1

kernel de ordem
p − l

kernel de ordem l

σP
Hp

yp(n)

Figura 2.6: Diagrama de blocos de uma implementação com ramos paralelos baseada
na SVD de um kernel Volterra de ordem p.

Observe que cada ramo dessa estrutura é composto por dois filtros Vol-
terra, um de ordem l e outro de ordem (p − l), além de dois multiplicadores
para calcular o produto entre as saídas desses filtros e a multiplicação pelo
respectivo valor singular σk do ramo.

Uma abordagem alternativa para obter implementações eficientes de fil-
tros Volterra com ordens superiores a dois é tratada em [19]. Em tal abor-
dagem, inicialmente é discutida uma forma para decompor os kernels com
ordem elevada na forma de kernels quadráticos. Em seguida, a decomposição
SVD é aplicada à matriz de coeficientes desses kernels quadráticos permi-
tindo assim a obtenção de uma estrutura de ramos paralelos cuja significância
de cada ramo é definida pelo respectivo valor singular. Como consequência,
implementações eficientes de filtros Volterra com ordem elevada são obtidas
desprezando os ramos com valor singular de menor magnitude.

2.5 CONCLUSÕES

Neste capítulo, foram apresentadas as principais características do filtro
Volterra. Dentre elas, o elevado custo computacional associado às imple-
mentações de filtro Volterra destacou-se como uma característica indesejada.
Buscando contornar esse problema, estruturas alternativas de implementação
de filtros Volterra com número de coeficientes reduzido vêm sendo investiga-
das. Nesse contexto, as implementações derivadas de transformações matri-
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ciais foram abordadas, visto que em alguns casos elas permitem a remoção
de diversos coeficientes do filtro Volterra com uma perda em precisão aceitá-
vel. Em especial, foram discutidas as estruturas de posto reduzido, as quais
derivam da decomposição SVD. Conforme comentado neste capítulo, as es-
truturas de posto reduzido mostram-se uma opção atrativa devido à sua ca-
pacidade de representar certas não linearidades com compromisso adequado
entre complexidade e precisão.
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3 ESTRATÉGIA PARA IMPLEMENTAR ESTRUTURAS DE POSTO
REDUZIDO EFICIENTES EXPLORANDO CARACTERÍSTICAS
DO HARDWARE

Diferentes estruturas para a implementação de filtros Volterra quadráticos
foram discutidas no capítulo anterior. Dentre elas destacam-se as estruturas
de posto reduzido, que, por meio da remoção dos ramos menos significativos,
permitem a definição de estruturas com compromisso adequado entre capa-
cidade de representação e complexidade computacional. Neste capítulo, é
apresentada uma nova estratégia para a implementação de estruturas de posto
reduzido, a qual leva a estruturas de implementação mais eficientes em ter-
mos de custo computacional. Além disso, também são definidas, ao final
do capítulo, algumas das métricas consideradas para analisar a complexidade
associada à estratégia de implementação proposta.

3.1 ESTRATÉGIA DE IMPLEMENTAÇÃO PROPOSTA

A estratégia de implementação proposta neste capítulo baseia-se em ex-
plorar os diferentes graus de significância dos ramos de uma implementação
de posto reduzido, tanto para remoção de ramos não significativos quanto
para a escolha das características do hardware usado para implementar cada
ramo. Nesse contexto, algumas hipóteses iniciais são consideradas em rela-
ção às características do hardware que será utilizado para implementação do
filtro Volterra:

• A plataforma digital alvo para implementação do filtro utiliza represen-
tação em ponto fixo.

• O tamanho de palavra disponível nessa plataforma é de nb bits, sendo
(nb − 1) bits dedicados à mantissa e 1 bit de sinal.

• A faixa dinâmica de representação de valores numéricos é [−1, 1).

• Amostras do sinal fora da faixa dinâmica são truncadas ao valor repre-
sentável mais próximo (isto é, em caso de overflow, ocorre saturação).

• Em função da faixa de representação utilizada, os valores singulares da
matriz de coeficientes tem módulo menor ou igual a 1.

É importante comentar que essas hipóteses não levam à perda de genera-
lidade. De maneira geral, um desenvolvimento similar ao da estratégia de
implementação proposta pode ser aplicado em plataformas de hardware com
diferentes características. Como resultado, são definidas estruturas de im-
plementação eficientes do filtro Volterra para as características específicas do
hardware considerado.
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A próxima etapa para o desenvolvimento da estratégia proposta consiste
em reorganizar a estrutura da Figura 2.5 com a finalidade de facilitar a ex-
ploração dos diferentes graus de significância dos diferentes ramos. Para tal,
(33) é reescrita como

y2(n) =

PR−1∑
k=0

sign(λk)
[√
|λk|xT(n)h2,k

]2
(34)

com

sign(λk) =

{
1 se λk ≥ 0
−1 se λk < 0

. (35)

A partir de (34), nota-se que a estrutura da Figura 2.5 pode ser reorganizada
na forma ilustrada na Figura 3.1. Observe que, na entrada do ramo de índice
k da estrutura da Figura 3.1, o sinal de entrada x(n) é multiplicado pela raiz
quadrada do valor singular λk. O sinal resultante, dado por

xk(n) =
√
|λk| · x(n), (36)

possui potência tipicamente menor do que a potência de x(n) (uma vez que
|λk| ≤ 1), sendo essa redução de potência mais expressiva nos ramos menos
significantes da estrutura (relacionados aos menores valores de λk). Como
consequência, torna-se possível reduzir a faixa dinâmica utilizada para a im-
plementação de certos ramos sem qualquer impacto na capacidade de repre-
sentação do sistema. No caso de implementações em FPGAs ou ASICs, tal
redução de faixa dinâmica possibilita uma diminuição do tamanho de pala-
vra utilizado, reduzindo assim a complexidade do hardware. Nesse contexto,
a abordagem aqui proposta consiste em reduzir a faixa dinâmica (e conse-
quentemente o tamanho de palavra) de cada um dos ramos individualmente,
usando a probabilidade de overflow de xk(n) como critério para tal. Mais
especificamente, a faixa dinâmica é reduzida mantendo a probabilidade de
overflow de xk(n) menor ou igual à probabilidade de overflow de x(n), consi-
derando este último como um sinal de entrada do tipo ruído gaussiano branco.

Para uma faixa dinâmica de [−1, 1), a probabilidade de overflow de um
sinal x(n) branco gaussiano com variância σ2

x é dada por [20]

P [|x(n)| > 1] =

∫ −1
−∞

1√
2πσ2

x

e
− 1

2σ2x
x2(n)

dx+∫ ∞
1

1√
2πσ2

x

e
− 1

2σ2x
x2(n)

dx. (37)
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Figura 3.1: Diagrama de blocos de uma forma alternativa de implementação da estru-
tura da Figura 2.5.

Como a função densidade de probabilidade de x(n) é uma função par, (37)
pode ser reescrita como

P [|x(n)| > 1] = 2 ·
∫ −1
−∞

1√
2πσ2

x

e
− 1

2σ2x
x2(n)

dx. (38)

É bem conhecido que (38) representa duas vezes a função de distribuição acu-
mulada (FDA) da variável aleatória x(n) em −1. Quando a variável aleatória
desse tipo de função possui distribuição gaussiana, é comum reescrever sua
FDA em função de uma variável y(n) alternativa, onde y(n) possui média
zero e variância unitária. Para isso, substitui-se x(n) = y(n)σx em (38),
obtendo

P [|x(n)| > 1] = 2 ·
∫ − 1

σx

−∞

1√
2π
e−

1
2y

2(n)dy (39)

como resultado. A FDA representada por (39) é usualmente denotada por
Φ(y), de tal modo que pode-se representar a equação em questão como [20]

P [|x(n)| > 1] = 2Φ

(
− 1

σx

)
. (40)

Deseja-se agora definir uma faixa dinâmica [−αk, αk] para o ramo de
índice k de tal forma que a probabilidade de overflow de xk(n) seja menor ou
igual à dada em (40), isto é,

P [|xk(n)| > αk] ≤ 2Φ

(
− 1

σx

)
. (41)

Fazendo uma análise similar a (37)-(40) para obter P [|xk(n)| > αk] e subs-
tituindo o valor resultante em (41), obtém-se

Φ

(
− αk√
|λk|σx

)
≤ Φ

(
− 1

σx

)
. (42)
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Considerando então (42) e ainda que Φ(x) é uma função crescente, é possível
concluir que (41) é satisfeita somente se

αk ≥
√
|λk|. (43)

Em outras palavras, a faixa dinâmica considerada dentro de um ramo precisa
ser de pelo menos [−

√
|λk|,

√
|λk|] para que a probabilidade de overflow de

xk(n) seja menor ou igual do que aquela para x(n) com uma faixa dinâmica
de [−1, 1).

A ideia agora é usar o limite estabelecido por (43) para escolha do tama-
nho de palavra a ser usado na implementação de cada ramo. Nesse contexto,
é bem conhecido que, para cada bit removido do tamanho de palavra original,
tem-se uma redução pela metade (divisão por 2) nos limites da faixa dinâ-
mica obtida. Como o desejado é reduzir o limite da faixa dinâmica de 1 para
αk visando atender (43) na igualdade, tem-se uma razão de redução de faixa
dinâmica dada por αk/1 e, assim, o número de bits a ser removido pode ser
obtido resolvendo a seguinte equação:

2−rk = αk/1 (44)

com rk representando o número de bits a ser removido do ramo de índice k.
Considerando (43) e ainda que rk só pode assumir valores inteiros, a seguinte
expressão é obtida para rk a partir de (44):

rk = blog2 (1/αk)c (45)

com b·c representando a operação de truncamento. Finalmente, no contexto
da abordagem proposta, o número de bits a ser utilizado para implementação
do ramo de índice k da estrutura da Figura 3.1 é dado por

nb,k = nb − rk. (46)

Nota-se, a partir de (45), que rk é uma função decrescente de αk. Assim,
quanto menor o grau de significância de um dado ramo (isto é, quanto menor
o valor de

√
|λk| e αk), maior é o número de bits removido e menor é a quan-

tidade de bits usada na implementação de tal ramo. Além disso, como con-
sequência da operação de truncamento presente em (45), observa-se que dife-
rentes valores de αk irão resultar em uma mesma redução de número de bits.
Mais especificamente, qualquer valor de αk no intervalo [2−rk , 2−(rk−1)) irá
resultar em um mesmo valor rk. Por exemplo, para qualquer αk no intervalo
[0, 5; 0, 25), tem-se rk = 1. Assim, visando simplificar ainda mais o hard-
ware usado para implementação da estrutura da Figura 3.1, a proposta neste



45

trabalho é substituir o ganho
√
|λk| de entrada do ramo de índice k por 2−rk ,

substituindo também o vetor de coeficientes do filtro FIR por

h′2,k =

√
|λk|

2−rk
h2,k. (47)

Como resultado, o multiplicador da entrada de tal ramo pode ser substituído
por uma operação (mais simples) de deslocamento, reduzindo o custo com-
putacional de implementação sem alterar as caraterísticas de transferência do
ramo. É importante ressaltar que essa alteração resulta em uma probabilidade
de overflow de xk(n) igual a Φ(−1/σx), ou seja, igual à probabilidade de
overflow de x(n). O diagrama de blocos da forma de implementação pro-
posta é ilustrado na Figura 3.2, com >>rk representando a operação de des-
locamento de rk bits para a direita com extensão de sinal. O número de bits
utilizado para implementação de cada parte da estrutura também é indicado
na Figura 3.2.

h′
2,k (.)2

sign(λk)

>>rk

nb,k bitsnb bits nb bits

Figura 3.2: Diagrama de blocos de um dos ramos da estrutura proposta.

É importante destacar ainda que, apesar de a estratégia de implementa-
ção proposta ser desenvolvida a partir de uma estrutura de posto reduzido de
segunda ordem (ilustrada Figura 2.5), ela pode ser facilmente aplicada a ker-
nels com ordens superiores. Para tal, a decomposição em kernels de segunda
ordem apresentada em [19] é utilizada e a estratégia aqui proposta é aplicada
a cada um dos kernels de segunda ordem resultantes.

3.2 ASPECTOS DE IMPLEMENTAÇÃO E ANÁLISE DE COMPLEXI-
DADE

O objetivo nesta seção é fazer um detalhamento de alguns aspectos de
implementação da estrutura proposta de forma a permitir uma análise mais
precisa da complexidade computacional requerida para sua implementação.
De maneira geral, são necessárias para tal implementação estruturas que cal-
culem operações de soma, multiplicação e filtragem. Do ponto de vista de
implementação digital, essas operações têm como elemento básico comum o
somador completo [21]. Nesse contexto, as topologias de síntese escolhidas
para a realização de tais operações influenciam diretamente na quantidade de
somadores completos considerados na implementação das três estruturas. As
topologias utilizadas neste trabalho de pesquisa são em geral baseadas na sim-
plicidade. Contudo, não faz parte do escopo deste trabalho investigar quais
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topologias são mais simples e resultam em filtros Volterra com o menor custo
de implementação.

3.2.1 Revisão de Topologias Básicas para Síntese Digital de Operações
de Soma, Multiplicação e Filtragem

As operações de soma entre dois sinais genéricos de bsum bits, A e B,
podem ser realizadas utilizando a topologia de síntese ripple-carry adder.
Essa topologia, detalhada em nível de somadores completos na Figura 3.3,
apresenta um custo total de bsum somadores completos.

0

B0A0

C0

S0

B1A1

C1

S1

Bbsum−1Absum−1

Cbsum−1

Sbsum−1

Figura 3.3: Somador sintetizado considerando a topologia ripple-carry adder.

Observe que, para representar o resultado da soma, a saída de um somador
deve ter precisão de bsum + 1 bits, sendo bsum bits correspondentes à saída S e
1 bit ao carry out do último somador completo (Cbsum−1) ilustrado na Figura
3.3. Neste trabalho, a saída dos somadores é representada com o mesmo
tamanho de palavra de sua entrada, sendo a operação de saturação utilizada
para tratar os casos em que o resultado da soma não puder ser representado
com bsum bits. Na Figura 3.4 é ilustrada a forma adotada neste trabalho para
representar um somador com entradas de bsum bits.

B
bsum

A
bsum

S
bsum

Figura 3.4: Representação simplificada de um somador com entradas de bsum bits.

O cálculo das multiplicações é realizado pelo método da soma dos pro-
dutos parciais do multiplicando deslocado à esquerda, discutida em [21]. Tal
método é bastante similar à operação tradicional de multiplicação entre dois
números na base decimal; contudo, envolve apenas operações binárias. Espe-
cificamente, os dois sinais binários usados para o cálculo são definidos como
multiplicador e multiplicando, onde este último é representado por A com
bmnd bits e o primeiro por B com precisão de bmdr bits. A multiplicação é en-
tão efetuada por bmdr estágios de soma do sinal A deslocado sucessivamente
à esquerda. Por exemplo, se bmnd = 4 e bmdr = 3, a multiplicação entre A e
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B é realizada como segue

A3 A2 A1 A0
× B2 B1 B0

A3B0 A2B0 A1B0 A0B0
+ A3B1 A2B1 A1B1 A0B1
+ A3B2 A2B2 A1B2 A0B2

P6 P5 P4 P3 P2 P1 P0

(48)

onde P é o resultado da multiplicação representado por 7 bits, ou seja, bmnd +
bmdr bits. Pode-se, portanto, implementar (48) em um sistema digital utili-
zando portas lógicas AND e somadores completos, conforme ilustrado na Fi-
gura 3.5. Observe nessa figura que são utilizados oito somadores completos
para calcular a multiplicação entre os sinais A e B. Genericamente, o custo
total de uma multiplicação com topologia similar à ilustrada na Figura 3.5 é
de bmnd(bmdr − 1) somadores completos. Assim como na operação de soma,
o resultado da multiplicação P deve ser representado com uma quantidade
de bits maior do que aqueles de suas entradas para evitar o overflow. Neste
trabalho é adotado, exceto quando for especificado o contrário, que após cada
multiplicação o resultado é truncado para bmnd bits.

0

0

0

A0A1A2A3

B0
B1

B2

P0P1P2P3P4P5P6

Figura 3.5: Esquema para implementação da multiplicação entre dois sinais A e B
representados, respectivamente, por 4 e 3 bits.

O esquema de implementação da multiplicação ilustrada na Figura 3.5
calcula apenas o produto entre sinais positivos. Para considerar também o
cálculo de sinais negativos são acrescentadas lógicas combinacionais nas en-
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tradas e na saída de cada multiplicador. Essas lógicas combinacionais são
projetadas para que, quando necessário, calculem o complemento de dois dos
sinais antes e/ou após a multiplicação. O custo total para a síntese dessa ló-
gica é de 2(bmnd + bmdr) somadores completos.

Um caso específico de multiplicação que é bastante recorrente em imple-
mentações de filtros Volterra é a multiplicação por uma constante. Nesse caso,
é possível reduzir o número de somadores completos utilizados em função da
quantidade de bits iguais a zero da constante, quando esta é representada em
base binária. Para isso, a constante é definida como o multiplicador da multi-
plicação de modo que o número de produtos parciais do multiplicando é fixo
e geralmente reduzido. No exemplo anterior, se o bit B2 for uma constante
igual a zero, pode-se reescrever (48) como

A3 A2 A1 A0
× 0 B1 B0

A3B0 A2B0 A1B0 A0B0
+ A3B1 A2B1 A1B1 A0B1
+ 0 0 0 0
P6 P5 P4 P3 P2 P1 P0

(49)

e é possível desconsiderar no cálculo de (49) 4 dos 8 somadores completos
utilizados na implementação ilustrada na Figura 3.5. De modo geral, a quan-
tidade total de somadores utilizados em uma operação por constante é igual a
bmnd(bmdr − k − 1), onde k é a quantidade de bits iguais a zero da constante.
Para diferenciar a multiplicação genérica da multiplicação por uma constante
são adotadas para elas, neste trabalho, simbologias distintas, conforme ilus-
trado na Figura 3.6. A simbologia usada para representar a multiplicação
genérica é ilustrada na Figura 3.6(a), enquanto a multiplicação por constante
é representada conforme ilustrado na Figura 3.6(b).

A

B

P

(a)

A

B

P

(b)

Figura 3.6: Simbologias adotadas para representar as operações de multiplicação. (a)
Símbolo do multiplicador genérico. (b) Símbolo do multiplicador por constante.

Finalmente, para realizar a operação de filtragem são utilizados filtros
FIR, os quais possuem a seguinte relação de entrada e saída

y(n) =

NF−1∑
i=0

x(n− i)hF(i), (50)
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onde NF é o número de coeficientes do filtro, hF(i) seu i-ésimo coeficiente e
x(n) é o sinal de entrada. Considera-se neste trabalho, que o sinal de entrada
dos filtros FIR são representados com bs bits e seus coeficientes com bc bits.
Uma possível topologia de síntese em sistema digital que realize (50) é ilus-
trada na Figura 3.7 . Tal topologia é a bem conhecida forma direta [22], que
efetua o cálculo de NF multiplicações por constante e NF − 1 somas. Nesse
contexto, o número de somadores completos utilizados com as NF multipli-
cações é

NF−1∑
i=0

[bs(bc − khF,i − 1) + 2(bs + bc)], (51)

onde khF,i é o número de bits igual a zero do i-ésimo coeficiente do filtro
FIR representado em base binária. Para reduzir o erro de quantização e a
probabilidade de overflow na operação de filtragem, o resultado das NF mul-
tiplicações é representado com precisão de bc +bs bits e apenas a saída y(n) é
arredondada para bs bits. Como consequência, os NF − 1 somadores (ilustra-
dos na Figura 3.7) recebem em suas entradas sinais com precisão de bc + bs
bits, exigindo um custo computacional de (NF− 1)(bc + bs) somadores com-
pletos para sua implementação.

A estrutura de síntese para os filtros FIR ilustrada na Figura 3.7 apresenta
elevada complexidade de implementação se comparada com a complexidade
dos somadores e multiplicadores. Uma forma alternativa de calcular (50),
contornando esse problema, é utilizar para tal apenas uma unidade de mul-
tiplicação e acumulação (MAC). O diagrama de blocos dessa forma alterna-
tiva de implementação dos filtros FIR é ilustrada na Figura 3.8. Os blocos
Vetor de entrada e Vetor de coeficientes são sintetizados na forma de me-
mórias no sistema digital. A saída dessas memórias é controlada por uma
lógica combinacional que representa um custo total de 2 blog2(NF)c soma-
dores completos. Além dessa lógica combinacional de controle, também
são sintetizados um multiplicador genérico com entradas de bc e bs bits e
um somador cujas entradas têm precisão de bs + bc bits. Portanto, o custo

x(n)
z−1

hF(0) hF(1)

z−1

hF(2) hF(N − 1)

y(n)

Figura 3.7: Estrutura de um filtro FIR (forma direta), utilizada para relizar a filtragem
de um sinal conforme definido por (50).
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x(n) Vetor de
entrada

Vetor de
coeficientes

multiplicação e
acumulação

Reg y(n)

Figura 3.8: Topologia de síntese do filtro FIR, a qual utiliza apenas uma unidade de
multiplicação e acumulação.

computacional dessa estrutura em termos de somadores completos é igual a
bs(bc − 1) + 2(bc + bs) + (bs + bc) + 2 blog2(NF)c. As informações refe-
rentes à quantidade de somadores completos considerados para a realização
das operações de soma, multiplicação e filtragem são apresentadas de forma
resumida na Tabela 1.

Tabela 1: Custo computacional, em termos do número de somadores completos uti-
lizados, das operações básicas necessárias para implementação de um filtro Volterra
quadrático

Somadores completos requeridos
Somador bsum
Multiplicador bmnd(bmdr − 1) + 2(bmnd + bmdr)
Multiplicador (constante) bmnd(bmdr − k − 1) + 2(bmnd + bmdr)

FIR - Forma Direta
∑NF−1
i=0 [bs(bc − kh,i + 2) + 3bc]− (bc + bs)

FIR - Unidade MAC bcbs + 3bc + 2bs + 2 blog2(NF)c

3.2.2 Análise de Complexidade para a Estratégia de Implementação
Proposta

O objetivo principal desta seção é desenvolver expressões que permitam
comparar a complexidade de implementação da estrutura proposta (veja Fi-
gura 3.2) com as das estruturas Volterra triangular (veja Figura 2.3) e Vol-
terra de posto reduzido convencional (veja Figura 2.5). Essa comparação será
realizada em termos de somadores completos necessários para implementa-
ção das diferentes estruturas; portanto, baseia-se nas informações da Tabela
1. Além disso, são consideradas, para o desenvolvimento das expressões, as
mesmas hipóteses para as características do hardware alvo listadas no início
deste capítulo. Assim, o tamanho de palavra considerado na implementação
das estruturas é igual a nb.



51

As implementações do kernel triangular, que são baseadas no diagrama
de blocos da Figura 2.3, são formadas por uma estrutura com N ramos em
paralelo, sendo que cada ramo efetua o cálculo de uma operação de multipli-
cação e uma de filtragem. Além dessas duas operações, as implementações
do kernel triangular necessitam de N − 1 somadores para calcular a soma da
saída de todos ramos. Desse modo e considerando os filtros FIR implementa-
dos na forma direta, o número total de somadores completos requeridos para
as implementações do kernel triangular é

CT =

N−1∑
j=0

{
nb(nb + 2) +

[
N−1−j∑
i=0

nb(nb − khj ,i + 5)

]}
− nb, (52)

onde khj ,i corresponde à quantidade de bits iguais a zero do i-ésimo elemento
do vetor de coeficientes do j-ésimo FIR (h̀j,2). O custo dessa mesma estrutura
ilustrada na Figura 2.3 quando considerada uma topologia com apenas um
multiplicador e acumulador para a implementação do FIR é de

CT = N
[
2n2b + 9nb + 2 blog2(N)c

]
− nb (53)

somadores completos.
Conforme discutido anteriormente e ilustrado na Figura 2.5, a estrutura

de posto reduzido convencional é composta por PR ramos em paralelo. Cada
um desses ramos realiza uma operação de filtragem e duas multiplicações:
uma genérica e outra multiplicação por constante. Além disso, a saída da
estrutura y(n) é obtida através de N − 1 somas nas saídas de todos os seus
ramos. Em todas essas operações, os coeficientes do filtro FIR e a constante
que representa o valor singular dos ramos são representadas com nb bits.
Portanto, são utilizados

CPR =

PH−1∑
j=0

{[
N−1∑
i=0

nb(nb − khj ,i + 5)

]
+ nb(2nb + 5− kλj )

}
− nb

(54)

somadores completos se a estrutura de posto reduzido convencional tiver seus
filtros sintetizados na forma direta e

CPR =

PH−1∑
j=0

[
3n2b + 12nb + 2 blog2(N)c − kλjnb

]
− nb (55)

no caso de os filtros FIR serem sintetizados com apenas uma unidade de mul-
tiplicação e acumulação. Em (54) e (55), a variável kλj representa o número
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de bits iguais a zero do valor singular do j-ésimo ramo da estrutura de posto
reduzido.

Finalmente, a estrutura de posto reduzido proposta, a qual é formada com
PR ramos paralelos dispostos conforme ilustrado pela Figura 3.2, envolve a
implementação de uma operação de filtragem e uma multiplicação genérica
por ramo. Além disso, também são sintetizados N − 1 somadores para o cál-
culo da saída y(n). Os coeficientes dos filtros FIR são todos representados
com precisão de nb bits. Como consequência da redução da faixa dinâmica
obtida a partir da estratégia de implementação proposta, o número de bits
dos sinais de entrada de todos os blocos do j-ésimo ramo da estrutura é dado
por (46), isto é, nb,j bits. Nesse contexto, a quantidade de somadores com-
pletos requeridos para implementação da estrutura obtida com a abordagem
proposta e considerando a forma direta para a síntese do filtro é dada por

CP =

PH−1∑
j=0

{[
N−1∑
i=0

nb,j(nb − khj ,i + 2) + 3nb

]
+ nb,jnb + 2nb

}
− nb.

(56)

No caso em que o filtro é sintetizado com apenas uma unidade de mul-
tiplicação e acumulação, a quantidade de somadores completos requeridos
para a implementação da estrutura obtida com a abordagem proposta é

CP =

PH−1∑
j=0

[2nb,jnb + 3nb,j + 6nb + 2 blog2(N)c]− nb. (57)

3.3 CONCLUSÕES

Neste capítulo, foi apresentada a estratégia de implementação proposta.
Durante o desenvolvimento dessa estratégia buscou-se reduzir o número de
bits usado na implementação de um dado ramo da estrutura de posto reduzido,
explorando, para isso, a importância (significância) do ramo correspondente.
Na sequência, foram apresentados os aspectos de implementação considera-
dos para avaliar a complexidade associada à estrutura proposta. Mais espe-
cificamente, foram definidas topologias básicas para síntese digital de soma,
multiplicação e filtragem consideradas neste trabalho. O custo dessas topo-
logias de síntese, em termos de somadores completos, foi então considerado
para se definir expressões analíticas envolvendo a complexidade das estrutu-
ras triangular, de posto reduzido convencional e de posto reduzido proposta.
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4 CRITÉRIOS PARA REMOÇÃO DE RAMOS EM ESTRUTURAS
DE POSTO REDUZIDO

Um passo importante na implementação dos filtros Volterra utilizando es-
truturas de posto reduzido é a escolha dos ramos que devem ser desprezados.
Tal escolha é baseada no grau de significância do ramo e objetiva atender de-
terminadas métricas de desempenho e de complexidade computacional. Os
diferentes trabalhos de pesquisa que abordam ou implementam estruturas de
posto reduzido não descrevem critérios que possam ser usados para a remoção
dos ramos. De modo geral, alguns dos ramos são considerados com signifi-
cância desprezível arbitrariamente e a avaliação de desempenho e de custo
computacional é realizada por meio de comparações entre os resultados ob-
tidos com a estrutura ideal com os obtidos considerando a estrutura de posto
reduzido. Nesse contexto, é relevante definir critérios que permitam identifi-
car de forma objetiva os ramos da estrutura que não contribuem significativa-
mente para a saída do sistema e que, portanto, podem ser desprezados. Neste
capítulo, são propostas duas abordagens para a definição de critérios de remo-
ção dos ramos, sendo elas a abordagem numérica e a abordagem energética.

4.1 ABORDAGEM NUMÉRICA

A abordagem numérica é baseada na determinação da estrutura de posto
reduzido com a melhor capacidade de representação possível considerando
as características do hardware alvo. Nesse sentido, pretende-se identificar e
permitir a remoção de apenas os ramos cuja contribuição para a saída do sis-
tema for nula. A identificação de tais ramos é baseada na magnitude do valor
singular de cada ramo e no tamanho de palavra presente no sistema digital
alvo. Note que, de acordo com as hipóteses assumidas no Capítulo 3, sinais
no sistema digital alvo com magnitude inferior a 2−nb são arredondados para
zero. Assim, os ramos com saída inferior a tal valor podem ser removidos sem
afetar a capacidade de representação do sistema. Para a estrutura de posto re-
duzido ilustrada na Figura 2.5, a condição que determina os ramos com saída
nula é

|λk| ≤ 2−nb . (58)

Quando (58) for satisfeita, o valor armazenado no sistema digital para repre-
sentar o valor singular do k-ésimo ramo será zero e a saída de tal ramo será
sempre nula. Agora, para a estrutura de posto reduzido proposta, a qual pos-
sui ramos dispostos conforme ilustrado na Figura 3.2, utiliza-se o sinal de
saída de cada ramo [veja (34)] para a definição do critério de remoção. Mais
especificamente, é razoável considerar que o k-ésimo ramo terá contribuição
nula para saída da estrutura se[√

|λk|xT(n)h2,k

]2
< 2−nb (59)
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for satisfeita independentemente das amostras do vetor x. Sabendo que os
sinais no hardware alvo são limitados ao intervalo [−1, 1), pode-se afirmar
que (59) é satisfeita quando[√

|λk|
N−1∑
i=0

h2,k(i)

]2
< 2−nb (60)

for válido, onde h2,k(i) denota o i-ésimo coeficiente do filtro FIR implemen-
tado no ramo k da estrutura de posto reduzido proposta. Assim, a condição
definida em (60) é utilizada como critério para remoção dos ramos da estru-
tura de posto reduzido proposta.

Um aspecto interessante do critério para remoção dos ramos estabelecida
pela abordagem numérica proposta é que, a partir de (58) e (60), pode-se de-
terminar a estrutura de posto reduzido com a melhor capacidade de represen-
tação possível para as características do hardware alvo. Contudo, o desenvol-
vimento dessa abordagem desconsidera a contribuição relativa de cada ramo
para a saída do filtro Volterra e o critério de remoção definido é fortemente
dependente do tamanho da palavra disponível no sistema digital alvo. Assim,
os critérios de remoção estabelecidos pela abordagem numérica geralmente
permitem a implementação de ramos com grau de significância desprezível,
resultando em um aumento desnecessário na complexidade computacional do
filtro Volterra. Por exemplo, considere a implementação de um kernel qua-
drático em um sistema digital com nb igual a 16 bits. Considere também que
o kernel em questão possa ser representado com dois ramos da estrutura ilus-
trada na Figura 2.5, onde a magnitude dos valores singulares desses ramos
são 1 − 2−15 e 2−15. Nesse caso, o critério definido por (58) permite a im-
plementação de ambos os ramos da estrutura, mesmo que o valor singular do
ramo de maior significância seja aproximadamente 215 vezes maior do que
o valor singular do ramo de menor significância. Assim, observa-se que, em
certos casos, a abordagem numérica será ineficiente em manter o compro-
misso entre capacidade de representação e o custo computacional ao definir
a estrutura de implementação do filtro Volterra. Com o objetivo contornar
esse problema e permitir a implementação de apenas ramos com contribuição
significativa para a saída do sistema, uma abordagem baseada na energia dos
sinais de saída de cada ramo é apresentada a seguir.

4.2 ABORDAGEM ENERGÉTICA

Outra abordagem aqui discutida para definir critérios de remoção dos ra-
mos da estrutura de posto reduzido é a abordagem energética. Tal abordagem
é baseada no uso de uma relação entre a energia do sinal na saída dos ramos
da estrutura de posto reduzido e a energia na saída do ramo de maior signifi-
cância como métrica para identificar os ramos que devem ser removidos. A
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análise energética discutida é focada na estrutura de posto reduzido formada
com ramos dispostos como ilustrado na Figura 3.2; contudo, ela é facilmente
estendida para as demais estruturas consideradas. As mesmas hipóteses sobre
as características do sinal de entrada assumidas no Capítulo 3 são considera-
das no desenvolvimento da abordagem energética. Nesse sentido, cada ramo
da estrutura recebe como entrada um sinal do tipo ruído branco gaussiano de
variância σ2

x e média igual a zero. Note na Figura 3.2 que, ao receber o sinal
de entrada, a primeira operação realizada pelo k-ésimo ramo da estrutura de
posto reduzido é um deslocamento à direita de rk vezes. Uma vez que cada
deslocamento à direita corresponde a divisão do sinal de entrada por dois, a
energia do sinal de interesse deslocado rk vezes é dada por [20]

σ2
x1,k

=

(
1

2rk

)2

σ2
x. (61)

Após a operação de deslocamento, o sinal resultante é enviado para o filtro
FIR de coeficientes h′2,k. Considerando um sinal gaussiano como entrada do
filtro, pode-se definir a variância na saída do k-ésimo filtro FIR por [20]

σ2
x2,k

= σ2
x1,k

N−1∑
i=0

h2
′
2,k(i), (62)

onde h(i)
′
2,k é o i-ésimo elemento do vetor de coeficientes h′2,k. Substituindo

(47) em (62), tem-se

σ2
x2,k

= σ2
x1,k

N−1∑
i=0

(√
|λk|

2−rk
h2,k(i)

)2

, (63)

onde h2,k(i) é o i-ésimo componente de um vetor de tamanho N com norma
unitária. Dessa forma, utilizando (61) para definir o valor de σx1,k

em (63),
pode-se expressar a energia do sinal de interesse na saída do filtro FIR do
k-ésimo ramo como

σ2
x2,k

= |λk|σ2
x. (64)

Finalmente, para definir a energia na saída de cada ramo avalia-se a vari-
ância da função densidade de probabilidade (PDF− probability density func-
tion) que representa os sinais após a operação quadrática. Nessa avaliação,
a PDF na saída de cada ramo é obtida por uma transformação de variáveis
aleatórias, na qual a função quadrática é aplicada em um sinal gaussiano de
média zero e variância σ2

x2,k
. A PDF resultante dessa transformação é [20]

px3,k(x) =

 1√
2πxσ2

x2,k

exp

(
− x

2σ2
x2,k

)
se x ≥ 0

0 se x < 0.

(65)
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A variância e a média da PDF representada por (65) podem ser obtidas por
meio do operador valor esperado [20]. Especificamente, tal operador aplicado
diretamente em (65) resulta na média da função, a qual é definida em termos
da variância do sinal de entrada como σ2

x2,k
. Já quando o operador valor espe-

rado é aplicado ao quadrado de px3,k(x) e subtraída sua média σ2
x2,k

, tem-se
como resultado a variância da PDF correspondente, definida por 2(σ2

x2,k
)2.

Portanto, a energia na saída dos ramos da estrutura de posto reduzido é defi-
nida como

σ2
x3,k

= 2
(
|λk|σ2

x

)2
. (66)

A partir de (66) pode-se estabelecer um critério de remoção dos ramos
consistente com o grau de significância correspondente. O critério aqui esta-
belecido considera que todo o ramo com energia ζ vezes inferior à energia do
ramo de maior significância pode ser desconsiderado. Assim, os ramos que
satisfizerem

σ2
x3,k

ζ < σ2
x3,max

(67)

são desconsiderados na saída do sistema, onde σ2
x3,max

é a energia do ramo
de maior significância. Substituindo (66) em (67) pode-se obter como critério
para remoção do k-ésimo ramo a seguinte relação

λ2max
λ2k

> ζ, (68)

onde λ2max é o valor singular da estrutura de posto reduzido de maior mag-
nitude. Desse modo, o critério para remoção dos ramos estabelecido pela
abordagem energética considera apenas informações referentes à significân-
cia do ramo para definir a estrutura de posto reduzido final.

É relevante comentar que o valor de ζ deve ser definido considerando
os requisitos de desempenho desejados para a aplicação específica em que o
filtro Volterra é utilizado. Por exemplo, em aplicações envolvendo a identi-
ficação de informações pelo sistema nervoso auditivo central do ser humano,
estudos mostram que, para manter a inteligibilidade da informação, a energia
do sinal de interesse deve ser pelo menos 10 vezes maior do que a energia
do ruído [23]. Nesse sentido, é coerente afirmar que, para essas aplicações, ζ
deve ser definido com valores iguais ou superiores a 10.

4.3 CONCLUSÕES

Neste capítulo, foram definidas duas abordagens para definição dos ramos
removidos de uma estrutura de posto reduzido. A primeira apresentada é a
abordagem numérica, que permite definir estruturas de posto reduzido com a
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melhor capacidade de representação de um dado filtro Volterra considerando
as características do hardware alvo. A segunda abordagem é a energética. O
critério definido por tal abordagem leva em conta uma análise da razão entre
a energia na saída do ramo de maior significância sobre os demais ramos da
estrutura de posto reduzido.
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5 RESULTADOS DE IMPLEMENTAÇÃO

O objetivo central neste capítulo é avaliar a complexidade associada à
estratégia de implementação de filtros Volterra proposta, como também a
sua capacidade em representar precisamente kernels não lineares. Para isso,
realiza-se uma análise comparativa entre filtros Volterra implementados com
três estruturas distintas, sendo elas: i) a triangular (veja Figura 2.3); ii) a de
posto reduzido convencional, definida a partir do diagrama de blocos da Fi-
gura 2.5; e iii) a de posto reduzido proposta, que possui ramos dispostos con-
forme ilustrado na Figura 3.2. É importante mencionar que são assumidos
cenários variados para a implementação dessas estruturas. Uma dessas vari-
ações é a forma de síntese dos filtros FIR. As diferentes estruturas de filtro
Volterra implementadas consideram tanto os filtros FIR na forma direta (veja
Figura 3.7), quanto os que utilizam uma unidade de multiplicação e acumula-
ção (veja Figura 3.8). Considera-se também que as implementações do filtro
Volterra são efetuadas em hardwares com tamanho de palavra de 8, 12 e 16
bits. Além disso, são consideradas implementações das estruturas de posto
reduzido com ramos removidos tanto pelos critérios da abordagem numérica
quanto pelos da abordagem energética. Para os critérios definidos por esta úl-
tima abordagem, o valor de ζ [veja (68)] é escolhido considerando um critério
conservador para aplicações envolvendo a identificação de informações pelo
sistema nervoso auditivo central. Mais especificamente, ζ é definido igual
a 100, de modo que tal critério permitirá a definição de estruturas de posto
reduzido com capacidade de representação adequada para as aplicações con-
sideradas.

A complexidade das diferentes estruturas de implementação consideradas
são avaliadas por meio de duas métricas. Essas métricas têm como objetivo
quantificar o custo computacional relativo às estruturas triangular, de posto
reduzido convencional e de posto reduzido proposta, quando utilizadas para
implementação de alguns exemplos de filtros Volterra. A primeira métrica
envolve a quantidade de somadores completos necessários em implementa-
ções de filtros Volterra. Especificamente, o número de somadores comple-
tos exigido nessas implementações é calculado utilizando (52)-(57) e, então,
a complexidade das estruturas é avaliada. A segunda métrica adotada para
a avaliação da complexidade corresponde à área ocupada de um FPGA em
termos de número de blocos lógicos básicos utilizados. O FPGA alvo das
implementações foi o 5CGXFC7C7F23C8 da família Cyclone V da Altera
Corporation e a plataforma de projeto utilizada foi o Software Quartus II.

A capacidade de representação correspondente às estruturas de imple-
mentação consideradas é avaliada por meio do erro quadrático médio norma-
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lizado (NMSE - Normalized Mean Squared Error), o qual é definido como

eNMSE =

∑n−1
i=0 [y(i)− y′(i)]2∑n−1

i=0 y(i)2
. (69)

Em (69), n representa a quantidade de amostras utilizada na avaliação do
NMSE, y denota a saída idealizada do filtro Volterra e y′, em contraste a y,
corresponde à saída do filtro Volterra implementado com precisão finita de nb
bits e por meio de uma das estruturas de implementação consideradas.

Nas próximas seções, são apresentados três exemplos de filtros Volterra
implementados neste trabalho, bem como os resultados obtidos em complexi-
dade e capacidade de representação com essas implementações. Para facilitar
a compreensão dos resultados, o restante do capítulo é organizado de acordo
com o seguinte padrão. As discussões envolvendo as implementações dos
três filtros Volterra utilizados (como exemplos) são realizadas em diferentes
seções. Cada uma dessas seções é subdividida em mais quatro seções. Na
primeira, as estruturas de implementação do filtro Volterra são descritas. A
segunda contém os resultados de custo computacional considerando todos os
casos em que o filtro Volterra é implementado. Tais resultados são analisados
na terceira seção. Finalmente, a quarta seção traz uma discussão acerca da ca-
pacidade em representar precisamente o filtro Volterra do exemplo utilizando
as estruturas triangular, de posto reduzido convencional e de posto reduzido
proposta.

5.1 EXEMPLO 1

5.1.1 Descrição das Estruturas de Implementação

O primeiro exemplo de filtro Volterra considerado neste trabalho consiste
na implementação do filtro digital quadrático definido em [9] e escalado por
um termo constanteK. O filtro em questão possui tamanho de memória igual
a 21 e 441 coeficientes, sendo estes últimos obtidos a partir de

h2(i, j) = K
1, 5

2π[1, 52 + (i− 10)2 + (j − 10)2]2
(70)

com i, j = 0, 1, ..., 20 e K igual ao inverso da norma de Frobenious da ma-
triz de coeficientes do filtro. O fator de escala K é utilizado com o objetivo
de reduzir o erro na saída das estruturas implementadas, o qual é oriundo
da quantização dos coeficientes do filtro. Para K = 1, muitos dos coefici-
entes definidos em (70) tornam-se zero quando quantizados e o erro dessa
quantização é bastante significante na saída das estruturas implementadas,
principalmente nos casos em que o hardware alvo possui precisão de 8 ou 12
bits.
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Tabela 2: Número de bits removidos dos ramos da estrutura de posto reduzido pro-
posta para o caso do Exemplo 1

Ramos em ordem crescente
de significância rk

1 0
2 1
3 2
4 3
5 4
6 6

O filtro Volterra deste exemplo é implementado com as estruturas trian-
gular, de posto reduzido convencional e de posto reduzido proposta. No caso
da implementação triangular, a saída do filtro Volterra é calculada utilizando
a implementação baseada em coordenadas diagonais. A estrutura obtida com
tal implementação é similar à ilustrada na Figura 2.3, sendo, especificamente,
composta por 21 ramos em paralelo, onde o i-ésimo ramo possui um filtro
FIR com os coeficientes definidos por (20). Com respeito às estruturas de
posto reduzido convencional e proposta, os ramos removidos são determina-
dos utilizando os critérios de remoção derivados das abordagens numérica e
energética discutidas no Capítulo 4. Para este exemplo, os critérios definidos
pela abordagem numérica permitem a implementação dos três ramos mais
significativos da estrutura de posto reduzido em um hardware com tamanho
de palavra igual a 8 bits (nb = 8). Nos casos em que nb = 12 e nb = 16, o
critério definido permite a implementação de cinco e seis dos ramos mais sig-
nificativos da estrutura, respectivamente. Finalmente, se utilizado o critério
de remoção definido pela abordagem energética com ζ−1 = 1%, são imple-
mentados apenas os dois ramos mais significativos das estruturas de posto
reduzido. Considerando a estrutura de posto reduzido proposta, em que a
quantidade de bits utilizada na implementação de cada ramo varia de acordo
com a magnitude do valor singular correspondente [veja (43)-(46)], a redução
do número de bits obtida para os seis ramos mais significativos da estrutura é
dada na Tabela 2.

5.1.2 Resultados de Complexidade para as Implementações Considera-
das

A complexidade das implementações do Exemplo 1 em termos do nú-
mero de somadores completos utilizados é detalhada na Tabela 3 e ilustrada
graficamente nas Figuras 5.1 e 5.2. A primeira dessas figuras contém os re-
sultados de complexidade das estruturas triangular, de posto reduzido con-
vencional e de posto reduzido proposta, considerando que os filtros FIR são
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Tabela 3: Quantidade de somadores completos utilizados na implementação do kernel
do Exemplo 1 para as diferentes estruturas consideradas

Estrutura de
implementação

Topologia do
filtro FIR

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular Forma Direta X 5624 14508 27952
Unidade MAC X 3730 7506 12626

Posto Reduzido
Convencional

Forma Direta Numérica 3768 11400 22784
Energética 2672 4932 8352

Unidade MAC Numérica 694 2222 4332
Energética 476 932 1540

Posto Reduzido
Proposto

Forma Direta Numérica 3440 9917 18178
Energética 2549 4854 7962

Unidade MAC Numérica 471 1512 3038
Energética 330 678 1154
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Figura 5.1: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 1 em termos da
quantidade de somadores utilizados e com os filtros FIR sintetizados na forma direta.
Os resultados apresentados consideram que os ramos removidos da estrutura de posto
reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem energética.

implementados na forma direta. Além disso, na Figura 5.1(a) considera-se
que as estruturas de posto reduzido tiveram seus ramos removidos pelos cri-
térios da abordagem numérica. Em contraste, os resultados da Figura 5.1(b)
foram obtidos das estruturas de posto reduzido cujos ramos implementados
são definidos pela abordagem energética. As implementações que conside-
ram o uso de uma unidade de multiplicação e acumulação para síntese dos
filtros FIR têm seus resultados apresentados na Figura 5.2. Mais especifica-
mente, nas Figuras 5.2(a) e 5.2(b) considera-se que os ramos removidos das
estruturas de posto reduzido são definidos, respectivamente, pelas abordagens
numérica e energética.
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Figura 5.2: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 1 em termos da
quantidade de somadores utilizados e com os filtros FIR sintetizados com uma unidade
de multiplicação e acumulação. Os resultados apresentados consideram que os ramos
removidos da estrutura de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica
e (b) pela abordagem energética.

Os resultados de complexidade considerando o número de blocos lógicos
básicos utilizado nas implementações em FPGA da estrutura proposta são
mostrados na Tabela 4 e nas Figuras 5.3 e 5.4. O esquema de apresentação
dos resultados em tais figuras é semelhante aquele adotado para os casos em
que a complexidade é avaliada em termos do número de somadores comple-
tos. Isto é, os resultados das implementações com filtro FIR na forma direta
e com a unidade de multiplicação e acumulação são apresentados, respec-
tivamente, nas Figuras 5.3 e 5.4. A complexidade das estruturas de posto
reduzido cujos ramos removidos são definidos pela abordagem numérica é
apresentada nas Figuras 5.3(a) e 5.4(a) e os casos em que a abordagem ener-
gética é considerada para tal têm seus resultados em complexidade ilustrados
nas Figuras 5.3(b) e 5.4(b).

5.1.3 Análise da Complexidade das Implementações

A partir dos resultados apresentados na Tabela 3, observa-se que as estru-
turas de posto reduzido têm complexidade, em termos de somadores comple-
tos utilizados, menor do que a das implementações baseadas em coordenadas
diagonais, se forem comparadas a cenários em implementação semelhantes
(mesma topologia do filtro FIR e valores iguais de nb). A proporção da re-
dução de complexidade depende do cenário no qual as estruturas são imple-
mentadas. Comparando as Figuras 5.1(a) e 5.1(b) [ou 5.2(a) e 5.2(b)], por
exemplo, é evidente que a relação da complexidade entre as estruturas de
posto reduzido e a triangular é inferior quando a abordagem numérica é con-
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Tabela 4: Ocupação de blocos lógicos em FPGA com a implementação do kernel do
Exemplo 1 para as diferentes estruturas consideradas

Estrutura de
implementação

Topologia do
filtro FIR

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular Forma Direta X 6496 15149 24948
Unidade MAC X 3929 7613 12864

Posto Reduzido
Convencional

Forma Direta Numérica 2618 8914 16104
Energética 1677 3060 5068

Unidade MAC Numérica 595 1870 3878
Energética 408 715 1263

Posto Reduzido
Proposto

Forma Direta Numérica 2358 7618 14302
Energética 1564 2390 4267

Unidade MAC Numérica 464 1373 2717
Energética 329 539 953
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Figura 5.3: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 1 implementado
em FPGA e com os filtros FIR sintetizados na forma direta. Os resultados apresenta-
dos consideram que os ramos removidos da estrutura de posto reduzido são definidos
pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem energética.

siderada para remoção dos ramos da estrutura. Tal fato ocorre pois para o
filtro Volterra com coeficientes definidos por (70), o número de ramos remo-
vidos da estrutura de posto reduzido é superior quando utilizada a abordagem
energética com ζ−1 = 1%. O tamanho de palavra disponível no hardware
alvo também é um fator bastante impactante na complexidade de implemen-
tação das estruturas consideradas neste trabalho. Além de ser diretamente
relacionado com a quantidade de somadores completos utilizados por opera-
ção, o valor de nb também influencia na definição dos ramos implementados
da estrutura de posto reduzido se considerada a abordagem numérica para tal.
Nesse contexto, quanto maior o tamanho da palavra, mais ramos da estrutura
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Figura 5.4: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 1 implementado
em FPGA e com os filtros FIR sintetizados com uma unidade de multiplicação e acu-
mulação. Os resultados apresentados consideram que os ramos removidos da estrutura
de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem
energética.

de posto reduzido são implementados. Como consequência, o ganho propor-
cional em complexidade de implementação obtido ao se utilizar as estruturas
de posto reduzido é menor, conforme pode ser observado nas Figuras 5.1(a)
e 5.2(a). As implementações baseadas em coordenadas diagonais também
têm sua complexidade fortemente influenciada pelo valor de nb. De modo
geral, mesmo com o escalamento de todos coeficientes por K, os elementos
das extremidades da matriz têm magnitude insuficiente para serem represen-
tados no hardware (principalmente os que possuem precisão de 8 bits). As-
sim, os filtros FIR cuja implementação é baseada nos elementos presentes na
matriz triangular possuem diversos de seus coeficientes com amplitude in-
significante, sendo que em muitos casos esses coeficientes são quantizados
para zero. Nesse contexto, muitas das multiplicações envolvidas na filtragem
podem ser evitadas e, quando necessárias, podem ser implementadas com
custo bastante reduzido em termos de somadores completos se considerado o
multiplicador por constante para tal (o custo da multiplicação por uma cons-
tante é mostrado na Tabela 1). Observa-se, portanto, na Figura 5.1(b) que
o ganho proporcional em complexidade de implementação ao se utilizar as
estruturas de posto reduzido é superior para valores maiores de nb. Tal fato
é observado porque para nb pequeno, muitas das operações de filtragem re-
alizadas na estrutura triangular podem ser desprezadas, reduzindo, assim, o
custo computacional dessa estrutura. Nos casos em que a filtragem é efetuada
com apenas uma unidade de multiplicação e acumulação, mesmo que poucos
coeficientes do filtro tenham magnitude significativa para serem representa-
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dos no hardware alvo, toda a unidade de multiplicação e acumulação deve
ser implementada. Assim, a variação de nb não apresenta grandes impactos
se consideradas comparações com as estruturas de posto reduzido para um
número fixo de ramos [veja a Figura 5.2(b)].

Com respeito às duas estruturas de posto reduzido consideradas, é pos-
sível concluir, a partir da Tabela 3 e das Figuras 5.1 e 5.2, que a estratégia
de implementação proposta resulta em estruturas com menor complexidade.
O ganho em complexidade obtido com a abordagem proposta é dependente
do cenário no qual as duas estruturas de posto reduzido são comparadas.
De maneira geral, quanto mais bits são reduzidos por ramo com a estraté-
gia proposta, maior é o ganho em custo computacional obtido. Por meio de
uma análise comparativa entre as Figuras 5.1(a) e 5.1(b) observa-se que a
estratégia de implementação proposta resulta em reduções de complexidade
proporcionalmente inferiores, em comparação com a de posto reduzido con-
vencional, quando utilizada a abordagem energética na definição dos ramos
removidos. Tal fato ocorre pois a abordagem energética permite que apenas
dois dos ramos mais significativos da estrutura sejam implementados. Desses
dois ramos, apenas o que possui menor valor singular pode ser representado
com número de bits reduzido, sendo essa redução igual a 1 bit (veja Tabela
2). No caso dos resultados da Figura 5.1(a), que consideram a abordagem
numérica para definir os ramos removidos da estrutura, são implementados
3, 5 e 6 dos ramos mais significativos para hardware com precisão de, res-
pectivamente, 8, 12 e 16 bits. Dessa forma e considerando as informações
da Tabela 2, é possível concluir que um número maior de bits por ramo é re-
duzido quando considerada a abordagem numérica. Como consequência, tal
abordagem proporciona ganhos superiores de complexidade para a estrutura
de posto reduzido proposta em relação à estrutura de posto reduzido conven-
cional. Ainda considerando a complexidade das estruturas de posto reduzido,
conclusões similares as extraídas das Figuras 5.1(a) e 5.1(b) são obtidas ao
confrontar os resultados apresentados nas Figuras 5.2(a) e 5.2(b). Contudo,
comparando as Figuras 5.1 e 5.2, as quais são obtidas a partir de estruturas
com diferentes tipos de filtros FIR, verifica-se uma redução de ganho (pro-
porcional) em complexidade obtido com a estrutura proposta, em relação à
estrutura de posto reduzido convencional, quando essas são implementadas
com filtros FIR na forma direta. É importante relembrar que, além da redu-
ção de bits por ramo, as estruturas derivadas da estratégia de implementação
proposta contém uma multiplicação por ramo a menos do que as estruturas
de posto reduzido convencionais. A redução em complexidade obtida com
a retirada dessa multiplicação é proporcionalmente superior nos cenários em
que os filtros FIR possuem menor complexidade. Nesse sentido, o ganho de
complexidade obtido com as estruturas propostas é superior (em proporção)
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quando os filtros FIR são implementados com a unidade de multiplicação e
acumulação (pois este tipo de filtro possui menor complexidade), conforme
pode ser observado comparando as Figuras 5.1 e 5.2.

Os resultados de complexidade das implementações em FPGA carregam
essencialmente as mesmas informações que os resultados obtidos quando
considerado o número de somadores completos. Nesse sentido, as discussões
anteriores envolvendo a complexidade em termos do número de somadores
completos, podem ser estendidas para os resultados associados às implemen-
tações em FPGA mostrados na Tabela 4 e nas Figuras 5.3 e 5.4.

5.1.4 Capacidade de Representação das Estruturas Implementadas

A capacidade das estruturas implementadas em representar o sistema não
linear deste exemplo é avaliada em termos do NMSE, conforme definido em
(69). O sinal utilizado como entrada nessa avaliação é um ruído gaussiano
branco de variância igual a 0,01. O NMSE obtido para as estruturas imple-
mentadas neste trabalho é apresentado na Tabela 5 com valores em escala
decibel (dB). A partir de tais resultados, observa-se que as implementações
do filtro Volterra baseadas nas estruturas de posto reduzido são mais preci-
sas do que as implementações baseadas em coordenadas diagonais, quando
considerada a abordagem numérica para remoção dos ramos. A imprecisão
associada a esse último tipo de implementação está relacionada com o erro
acumulado da quantização dos coeficientes da matriz triangular. No caso das
estruturas de posto reduzido, a quantidade de coeficientes é bastante reduzida
e, como consequência, o impacto do erro de quantização não é tão relevante.

Com respeito aos resultados de precisão associados às estruturas de posto
reduzido e considerando o contexto específico de plataformas de hardware
com 8 bits, observa-se, de acordo com a Tabela 5, que os valores de NMSE
obtidos usando ambos os critérios de remoção de ramos são bastante simila-
res. Desse modo, é válido supor que a abordagem numérica foi ineficiente
ao permitir a implementação de um ramo com contribuição desprezível até
mesmo em casos que se deseje primar pela precisão de representação do fil-
tro Volterra implementado. Em contraste, para as plataformas de hardware
com 12 e 16 bits, as estruturas definidas pela abordagem numérica são sig-
nificativamente mais precisas do que as estruturas definidas pela abordagem
energética. Observa-se também com as informações mostradas na Tabela
5, que as estruturas de posto reduzido convencionais e de posto reduzido
proposta apresentam valores de NMSE semelhantes quando comparadas nos
mesmos cenários de implementação. Dessa maneira e considerando os resul-
tados apresentados na análise da complexidade, pode-se concluir que para o
kernel do Exemplo 1, a estrutura de implementação proposta, dentre as estru-
turas de implementação do filtro Volterra consideradas, é a que apresenta os
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melhores resultados tanto em capacidade de representação quanto em com-
plexidade.

Tabela 5: Capacidade de representação do filtro Volterra do Exemplo 1 em termos do
NMSE

Estrutura de
implementação

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular X −21, 85 dB −43, 32 dB −66, 89 dB
Posto Reduzido
Convencional

Numérica −27, 97 dB −50, 03 dB −72, 46 dB
Energética −27, 28 dB −32, 31 dB −32, 28 dB

Posto Reduzido
Proposto

Numérica −27, 84 dB −50, 08 dB −72, 49 dB
Energética −27, 39 dB −32, 35 dB −32, 28 dB

5.2 EXEMPLO 2

5.2.1 Descrição das Estruturas de Implementação

No Exemplo 2, é implementado um filtro Volterra de ordem quadrática cu-
jos coeficientes foram extraídos de um problema real. O problema em questão
envolveu a modelagem do caminho do eco de rede em um adaptador de te-
lefone analógico ( analog telephone adapter - ATA) usado em sistemas VoIP
(voice over internet protocol)[6]. O kernel obtido com tal modelagem possui
tamanho de memória igual a 25 e 625 coeficientes. A Figura 5.5 ilustra a
distribuição dos coeficientes desse kernel com respeito à posição correspon-
dente na matriz simétrica. É importante mencionar que o caminho do eco de
rede do ATA foi modelado usando um filtro adaptativo com sinal de fala (não
estacionário) como entrada. Nesse contexto, o ponto mínimo da superfície do
erro quadrático médio varia com o tempo, dificultando, assim, o processo de
rastreio dos coeficientes ótimos [24]. Desse modo, o desajuste do erro pode
apresentar um valor considerável e uma quantidade significativa de ruído será
adicionada aos coeficientes adaptativos.

A implementação triangular do filtro Volterra para este exemplo é baseada
na estrutura da Figura 2.3 e possui um total de 25 ramos implementados. Tam-
bém são implementados com 25 ramos as estruturas de posto reduzido cuja
remoção dos ramos é baseada nos critérios definidos na abordagem numérica.
Já as estruturas que consideram a abordagem energética para definição dos ra-
mos removidos são compostas por 19 de seus ramos mais significativos para
ζ−1 = 1%. Note que em proporção ao posto completo da matriz de coefici-
entes, a quantidade de ramos removidos das estruturas do Exemplo 2 é muito
menor do que no caso do Exemplo 1. Essa redução é consequência da impor-
tância dos ramos menos significativos da estrutura, que possivelmente tem
origem no ruído de adaptação dos coeficientes. Nesse sentido, no processo de
modelagem de sistemas não lineares visando à aplicação de filtros Volterra, a
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Figura 5.5: Matriz de coeficientes do kernel quadrático obtido da modelagem do ca-
minho do eco de rede em um ATA.

redução do erro de adaptação é um aspecto que pode contribuir para redução
de complexidade do sistema modelado. Com respeito especificamente à es-
trutura de implementação proposta, a quantidade de bits removida por ramo
[rk de (45)] é dada na Tabela 6.

5.2.2 Resultados de Complexidade para as Implementações Considera-
das

Os resultados de complexidade obtidos com as implementações do filtro
Volterra do Exemplo 2 são apresentadas de forma similar aos resultados do
Exemplo 1. A Tabela 7 e as Figuras 5.6 e 5.7 contêm as informações de
complexidade em termos do número de somadores completos utilizados. Os
resultados considerando a área ocupada em FPGA como métrica de complexi-
dade são apresentados na Tabela 8 e nas Figuras 5.8 e 5.9. Nessa tabela, são
destacados em negrito as implementações que requerem um número maior
de blocos lógicos básicos do que o disponível no FPGA alvo (56480). Note,
portanto, que devido à quantidade excessiva de ramos implementados nas es-
truturas de posto reduzido, o FPGA alvo não possui blocos lógicos suficientes
para alguns dos cenários considerados. As estruturas de posto reduzido cujos
ramos são removidos pela abordagem numérica têm os resultados de comple-
xidade ilustrados nas Figuras 5.6(a)-5.9(a). Em contraste, as Figuras 5.6(b)-
5.9(b) contêm a complexidade das estruturas em que o critério de remoção
dos ramos considerado é o definido na abordagem energética. Finalmente, os
resultados de complexidade das estruturas em que a forma direta é utilizada
na implementação dos filtros FIR são apresentados nas Figuras 5.6 e 5.8 e as
estruturas do filtro Volterra com filtros FIR implementados com a unidade de



70

Tabela 6: Número de bits removidos dos ramos da estrutura de posto reduzido pro-
posta para o caso do Exemplo 2

Ramos em ordem crescente
de significância rk

Ramos em ordem crescente
de significância rk

1 0 15 1
2 0 16 1
3 0 17 1
4 0 18 1
5 0 19 1
6 0 20 1
7 0 21 1
8 0 22 1
9 0 23 2

10 0 24 2
11 1 25 3
12 1
13 1

multiplicação e acumulação têm seus resultados de complexidade ilustrados
nas Figuras 5.7 e 5.9.

Tabela 7: Quantidade de somadores completos utilizados na implementação do kernel
do Exemplo 2 para as diferentes estruturas consideradas

Estrutura de
implementação

Topologia do
filtro FIR

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular Forma Direta X 13568 30588 53840
Unidade MAC X 4442 8938 15034

Posto Reduzido
Convencional

Forma Direta Numérica 27864 59796 102048
Energética 22192 45696 77328

Unidade MAC Numérica 5048 11434 19050
Energética 4334 8662 14414

Posto Reduzido
Proposto

Forma Direta Numérica 23354 52296 91216
Energética 19330 41176 71412

Unidade MAC Numérica 3702 8091 13939
Energética 3049 6354 10858

5.2.3 Análise da Complexidade das Implementações

Alguns dos resultados de complexidade obtidos com as implementações
no Exemplo 2 carregam informações correspondentes às tratadas no Exem-
plo 1, como é o caso da variação da complexidade em função do tamanho de
palavra da plataforma de hardware. Seria inconsistente nesses casos a reali-
zação de uma análise dos resultados de complexidade semelhante àquela rea-
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Figura 5.6: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 2 em termos da
quantidade de somadores utilizados e com os filtros FIR sintetizados na forma direta.
Os resultados apresentados consideram que os ramos removidos da estrutura de posto
reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem energética.
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Figura 5.7: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 2 em termos da
quantidade de somadores utilizados e com os filtros FIR sintetizados com uma unidade
de multiplicação e acumulação. Os resultados apresentados consideram que os ramos
removidos da estrutura de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica
e (b) pela abordagem energética.

lizada para o Exemplo 1, visto a ausência de novas informações úteis. Nesse
sentido, as discussões aqui apresentadas são focadas nos resultados que são
essencialmente diferentes daqueles apresentados no Exemplo 1.

Um dos cenários de implementação que traz em seus resultados novas
informações úteis envolve uma comparação de complexidade entre as estru-
turas de posto reduzido com as estruturas triangulares. Note nas Tabelas 7 e
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Tabela 8: Ocupação de blocos lógicos em FPGA com a implementação do kernel do
Exemplo 2 para as diferentes estruturas consideradas

Estrutura de
implementação

Topologia do
filtro FIR

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular Forma Direta X 16115 29337 45470
Unidade MAC X 4681 9071 15349

Posto Reduzido
Convencional

Forma Direta Numérica 32492 60692 109347
Energética 24805 43167 83192

Unidade MAC Numérica 4977 9776 16706
Energética 3851 7577 12803

Posto Reduzido
Proposto

Forma Direta Numérica 30718 57201 103413
Energética 23856 41046 79719

Unidade MAC Numérica 4124 8067 13850
Energética 3258 6338 10808
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Figura 5.8: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 2 implementado
em FPGA e com os filtros FIR sintetizados na forma direta. Os resultados apresenta-
dos consideram que os ramos removidos da estrutura de posto reduzido são definidos
pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem energética.

8 (ou nas Figuras 5.6-5.9) que, muitos dos resultados obtidos para esta última
estrutura apresentam complexidade menor do que os obtidos com a primeira.
Mais especificamente, é vantajoso em termos de complexidade utilizar a es-
trutura triangular sempre que os filtros FIR forem implementados na forma
direta (veja as Figuras 5.6 e 5.8). Observa-se tal fato pois poucos ramos da
estrutura de posto reduzido associada ao kernel obtido da modelagem do ATA
possuem significância desprezível. Como consequência, apenas os 6 ramos
menos significativos são removidos com o critério de remoção estabelecido
na abordagem energética e, portanto, são necessários 475 coeficientes (19
filtros FIR com tamanho de memória igual a 25) para implementar o filtro
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Figura 5.9: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 2 implementado
em FPGA e com os filtros FIR sintetizados com uma unidade de multiplicação e acu-
mulação. Os resultados apresentados consideram que os ramos removidos da estrutura
de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem
energética.

Volterra. A quantidade de coeficientes requerida ao se considerar os critérios
da abordagem numérica é ainda maior, chegando a um total de 625 (nesse
caso todos os ramos da estrutura devem ser implementados). Em contraste, as
implementações baseadas na estrutura triangular necessitam de 325 coefici-
entes [veja (13)]. Essa diferença em quantidade de coeficientes não apresenta
grandes impactos no cenário em que os filtros FIR são implementados com a
unidade de multiplicação e acumulação, pois, em todos os casos, são consu-
midos apenas os somadores completos necessários para a implementação da
unidade de multiplicação e acumulação por ramo. A vantagem em se utili-
zar a estratégia de implementação proposta nesse caso é que, mesmo no pior
caso com os 25 ramos implementados, a redução do número de bits por ramo
faz com que tal abordagem seja a mais eficiente para implementar o filtro
Volterra. Contudo, quando a forma direta é considerada na implementação
dos filtros FIR, a diferença em quantidade de coeficientes das estruturas é um
fator determinante para que as estruturas triangulares tenham menor comple-
xidade do que as de posto reduzido, conforme ilustrado nas Figuras 5.6 e 5.8.
Com respeito às comparações apenas entre as estruturas de posto reduzido,
observa-se que, assim como no Exemplo 1, os resultados de complexidade
da estratégia de implementação proposta são significamente inferiores aos da
estrutura de posto reduzido convencional.
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5.2.4 Capacidade de Representação das Estruturas Implementadas

Os valores de NMSE relativos às implementações do filtro Volterra do
Exemplo 2 são apresentados na Tabela 9 em uma escala em dB. O sinal de
entrada utilizado para a aquisição dos resultados apresentados foi um ruído
branco gaussiano de variância igual a 0,01. Obseve que, para uma deter-
minada quantidade de bits, a estrutura triangular possui valores de NMSE
semelhantes às estruturas definidas por ambas abordagens de posto reduzido
e com os ramos removidos considerando a abordagem numérica. Mais es-
pecificamente, o NMSE mínimo possível para essas implementações de 8,
12 e 16 bits é da ordem de, respectivamente, −27 dB, −51 dB e −75 dB.
Nos casos em que se utiliza a abordagem energética para remover os ramos
das estruturas de posto reduzido, o NMSE mínimo fica limitado a valores de
aproximadamente −29 dB. Os resultados da Tabela 9 indicam que, nos mes-
mos cenários de avaliação, a estrutura de implementação proposta apresenta
resultados equivalentes aos obtidos com a estrutura de posto reduzido con-
vencional. Portanto, as mesmas características de complexidade e capacidade
de representação observadas para essas duas estruturas de posto reduzido no
Exemplo 1 são também verificadas no Exemplo 2.

Tabela 9: Capacidade de representação do filtro Volterra do o Exemplo 2 em termos
do NMSE

Estrutura de
implementação

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular X −26, 89 dB −50, 78 dB −74, 82 dB
Posto Reduzido
Convencional

Numérica −28, 02 dB −51, 24 dB −75, 12 dB
Energética −25, 83 dB −29, 13 dB −29, 15 dB

Posto Reduzido
Proposto

Numérica −27, 24 dB −51, 29 dB −75, 18 dB
Energética −26, 04 dB −29, 16 dB −29, 15 dB

5.3 EXEMPLO 3

5.3.1 Descrição das Estruturas de Implementação

No Exemplo 3, é realizada a implementação de um filtro Volterra de ter-
ceira ordem com tamanho de memória N igual a 10. Os coeficientes desse
filtro são adquiridos da modelagem de um circuito limitador usado em pedais
de efeito de áudio [25]. O circuito limitador em questão foi modelado com
um filtro adaptativo utilizando como entrada um ruído gaussiano branco, que
é um sinal estacionário. Nesse contexto, é válido supor que o desajuste do erro
dos coeficientes é inferior ao dos coeficientes modelados do ATA (Exemplo
2). Como consequência, o aumento da importância dos ramos menos signi-
ficativos das estruturas de posto reduzido devido ao ruído de adaptação não
será tão relevante quanto no Exemplo 2.



75

hp,0

hp,1

hp,N−1

+

+

...

...
...

...

×

×

×

z−1

z−1

x(n) yp(n)

hp

Figura 5.10: Diagrama de blocos para a implementação de um kernel de p-ésima or-
dem usando as decomposições de kernels com ordem elevada em kernels quadráticos.

As implementações do filtro Volterra de terceira ordem realizadas neste
trabalho são baseadas no procedimento de decomposição de kernels com or-
dem elevada em kernels quadráticos discutida em [19]. Como resultado,
obtém-se uma estrutura com ramos em paralelo semelhante à ilustrada no
diagrama de blocos da Figura 5.10. Para este exemplo em especial, o i-ésimo
kernel resultante da decomposição, representado na figura por hp,i, possui or-
dem quadrática (p = 2) e tamanho de memória igual a 10 − i. Desse modo,
a complexidade obtida com as implementações do filtro Volterra de terceira
ordem pode ser definida pelo custo associado aos 10 kernels quadráticos, so-
mado ao custo das operações de multiplicação e de soma efetuadas por ramo.

Nas implementações triangulares, o i-ésimo kernel quadrático ilustrado
na Figura 5.10 é composto por 10− i ramos em paralelo, onde o filtro FIR do
j-ésimo ramo possui 10− i− j coeficientes. No caso das estruturas de posto
reduzido, a quantidade de ramos implementados é dependente da abordagem
escolhida para remoção dos ramos e, obviamente, do nível de significância
dos ramos. É relevante comentar que a importância de determinado ramo
é avaliada considerando apenas o kernel quadrático do qual ele foi obtido;
isto é, a avaliação da importância dos ramos do i-ésimo kernel é realizada
considerando apenas os valores singulares obtidos da decomposição SVD so-
bre hp,i. A quantidade de ramos implementada para cada kernel quadrático
decomposto e considerando ambas as abordagens para remoção dos ramos
(com ζ−1 = 1%) é apresentada de forma resumida na Tabela 10. Observe
que quase todos os ramos da estrutura são implementados se considerados os
critérios da abordagem numérica. Nesse sentido, de maneira semelhante ao
Exemplo 2, as implementações de posto reduzido baseadas nesses critérios
devem apresentar complexidade correspondente (ou superior) aos resultados
de complexidade associados à estrutura triangular. Em contraste, uma quan-
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tidade razoável de ramos são removidos com os critérios estabelecidos pela
abordagem energética e é consistente supor que, nesse caso, é vantajoso em
termos de complexidade utilizar as estruturas de posto reduzido. Finalmente,
os valores de rk obtidos para os 10 kernels quadráticos decompostos do filtro
Volterra de terceira ordem são apresentados na Tabela 11 .

Tabela 10: Quantidade de ramos implementados para os kernels quadráticos usados
na implementação do filtro Volterra de terceira ordem

Abordagem
Energética

Número
de ramos

Abordagem
Numérica

Número de ramos
nb = 8 nb = 12 nb = 16

hp,1. 2 hp,1. 6 9 10
hp,2. 2 hp,2. 8 9 9
hp,3. 2 hp,3. 5 8 8
hp,4. 5 hp,3. 7 7 7
hp,5. 4 hp,5. 4 6 6
hp,6. 5 hp,6. 5 5 5
hp,7. 4 hp,7. 4 4 4
hp,8. 3 hp,8. 3 3 3
hp,9. 2 hp,9. 2 2 2
hp,10. 1 hp,10. 1 1 1

5.3.2 Resultados de Complexidade para as Implementações Considera-
das

A mesma metodologia utilizada para apresentar os resultados de comple-
xidade dos Exemplos 1 e 2 é considerada nesta seção. Portanto, os resultados
de complexidade associados às implementações do filtro Volterra de terceira
ordem são mostrados na forma de tabelas e de gráficos. Mais especifica-

Tabela 11: Valores de rk em função dos kernels quadráticos obtidos da decomposição
do filtro Volterra de terceira ordem do Exemplo 3

Ramo de maior
significância hp,1. hp,2. hp,3. hp,4. hp,5. hp,6. hp,7. hp,8. hp,9. hp,10.

1 0 0 0 1 1 2 2 2 2 3
2 1 1 2 1 2 2 2 2 3 X
3 2 2 2 2 2 2 2 3 X X
4 2 2 3 2 2 2 3 X X X
5 3 2 3 2 3 3 X X X X
6 3 2 3 2 4 X X X X X
7 3 3 3 3 X X X X X X
8 3 3 4 X X X X X X X
9 4 3 X X X X X X X X

10 6 X X X X X X X X X
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mente, as Tabelas 12 e 13 contêm, respectivamente, o custo de implemen-
tação em termos do: i) número de somadores completos utilizados; e da ii)
quantidade de blocos lógicos básicos utilizada do FPGA alvo. O custo de
implementação de i) é ilustrado graficamente nas Figuras 5.11 e 5.12, sendo
que na primeira figura os filtros FIR são sintetizados na forma direta e na
segunda, com a unidade de multiplicação e acumulação. Por outro lado, as
Figuras 5.13 e 5.14 carregam os resultados de complexidade obtidos das im-
plementações em FPGA e, analogamente ao caso considerando os somadores
completos, na primeira figura os filtros FIR são sintetizados na forma direta
e na segunda, com a unidade de multiplicação e acumulação. Finalmente,
as estruturas de posto reduzido que tiveram seus ramos removidos de acordo
com as abordagens numérica e energética têm seus resultados apresentados,
respectivamente, nas Figuras 5.11(a)- 5.14(a) e 5.11-5.14(b).

Tabela 12: Quantidade de somadores completos utilizados na implementação do ker-
nel do Exemplo 3 para as diferentes estruturas consideradas

Estrutura de
implementação

Topologia do
filtro FIR

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular Forma Direta X 17704 37020 63312
Unidade MAC X 10313 21129 35785

Posto Reduzido
Convencional

Forma Direta Numérica 19952 51600 89088
Energética 13448 27660 46864

Unidade MAC Numérica 10749 26877 45964
Energética 8071 16207 27127

Posto Reduzido
Proposto

Forma Direta Numérica 15440 40668 72128
Energética 10600 22572 38992

Unidade MAC Numérica 7757 19449 33868
Energética 5831 12031 20471

Tabela 13: Ocupação de blocos lógicos em FPGA com a implementação do kernel do
Exemplo 3 para as diferentes estruturas consideradas

Estrutura de
implementação

Topologia do
filtro FIR

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular Forma Direta X 13922 27130 55327
Unidade MAC X 10197 20384 32753

Posto Reduzido
Convencional

Forma Direta Numérica 18301 39806 72358
Energética 11175 19775 35360

Unidade MAC Numérica 9011 22422 44235
Energética 6518 12816 25430

Posto Reduzido
Proposto

Forma Direta Numérica 14425 32721 60032
Energética 9144 16402 32841

Unidade MAC Numérica 6192 15326 30255
Energética 4565 9358 16611
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Figura 5.11: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 3 em termos
da quantidade de somadores utilizados e com os filtros FIR sintetizados na forma
direta. Os resultados apresentados consideram que os ramos removidos da estrutura
de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem
energética.
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Figura 5.12: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 3 em termos
da quantidade de somadores utilizados e com os filtros FIR sintetizados com uma
unidade de multiplicação e acumulação. Os resultados apresentados consideram que
os ramos removidos da estrutura de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem
numérica e (b) pela abordagem energética.

5.3.3 Análise da Complexidade das Implementações

A partir dos resultados mostrados nas Tabelas 12 e 13 e ilustrados nas
Figuras 5.11-5.14 conclui-se que as implementações baseadas na estrutura
de posto reduzido proposta são as que apresentam a menor complexidade de
implementação na maioria dos cenários. Em contraste com os resultados do
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Figura 5.13: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 3 implemen-
tado em FPGA e com os filtros FIR sintetizados na forma direta. Os resultados apre-
sentados consideram que os ramos removidos da estrutura de posto reduzido são defi-
nidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abordagem energética.
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Figura 5.14: Complexidade das implementações do kernel do Exemplo 3 implemen-
tado em FPGA e com os filtros FIR sintetizados com uma unidade de multiplicação e
acumulação. Os resultados apresentados consideram que os ramos removidos da es-
trutura de posto reduzido são definidos pela (a) abordagem numérica e (b) pela abor-
dagem energética.

Exemplo 2, uma quantidade importante dos ramos da estrutura é considerada
com significância desprezível se forem utilizados os critérios da abordagem
energética com ζ−1 = 1%. Mais especificamente, para esses critérios, são
removidos 25 dos 55 ramos (45%) das estruturas de posto reduzido que re-
presentam o filtro Volterra de terceira ordem, conforme apresentado na Ta-
bela 10. Os cenários em que os resultados de complexidade das estruturas
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triangulares são inferiores às de posto reduzido consideram a utilização da
abordagem numérica para remoção dos ramos da estrutra de posto reduzido
e a topologia de síntese dos filtros FIR na forma direta. Note, portanto, que
mesmo considerando estruturas com a máxima capacidade de representação
para um dado tamanho de palavra, a estrutura de posto reduzido proposta
ainda apresenta complexidade inferior à triangular se os filtros FIR são imple-
mentados com a unidade de multiplicação e acumulação. As implementações
do Exemplo 3 também permitem uma interessante análise de complexidade
envolvendo ambas estruturas de posto reduzido consideradas. Em contraste
aos Exemplos 1 e 2, o ganho em utilizar a abordagem de implementação
proposta é relativamente significante mesmo nos casos em que os filtros são
implementados na forma direta. Esse acréscimo do ganho obtido com a es-
trutura de posto reduzido proposta é consequência da redução total de bits
alcançada. Nos casos em que se considera a abordagem numérica para re-
moção dos ramos, por exemplo, a economia obtida pode alcançar um total de
124 bits de um total de 880 bits (14%).

5.3.4 Capacidade de Representação das Estruturas Implementadas

O NMSE dos filtros Volterra de terceira ordem implementados é apresen-
tado na Tabela 14 em escala dB. Note que o valor mínimo do NMSE obtido
com as estruturas implementadas em plataformas de hardware com precisão
de 8, 12 e 16 bits é da ordem de, respectivamente, −22 dB, −43 dB e −68
dB. Com respeito às estruturas de posto reduzido, observa-se que o valor do
NMSE para as estruturas cujos ramos removidos são escohidos pelos critérios
da abordagem energética estão na faixa de −25 dB. Essas estruturas apresen-
tam um erro ligeiramente superior para os cenários considerando hardwares
com precisão de 8 bits (−22 dB). Contudo, é consistente supor que nesse
caso, o erro de quantização tem maior importância na saída do sistema do
que o erro gerado na remoção dos ramos da estrutura de posto reduzido. Os
resultados considerando as estruturas de posto reduzido em que a escolha dos
ramos removidos foi baseada na abordagem numérica são semelhantes aos
observados para as estruturas de implementação triangular.

Tabela 14: Capacidade de representação do filtro Volterra do Exemplo 3 em termos
do NMSE

Estrutura de
implementação

Abordagem de
remoção dos ramos 8 bits 12 bits 16 bits

Triangular X −20, 59 dB −44, 07 dB −68, 24 dB
Posto Reduzido
Convencional

Numérica −22, 74 dB −43, 15 dB −67, 24 dB
Energética −21, 07 dB −24, 50 dB −24, 54 dB

Posto Reduzido
Proposto

Numérica −23, 01 dB −43, 27 dB −68, 84 dB
Energética −21, 19 dB −24, 47 dB −24, 54 dB
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5.4 CONCLUSÕES

Neste capítulo, foram apresentados os resultados de complexidade de im-
plementação e de capacidade de representação de filtros Volterra implemen-
tados com as estruturas triangular, de posto reduzido convencional e de posto
reduzido proposta. As implementações consideraram três kernels não lineares
como exemplos, sendo dois destes quadráticos e um de terceira ordem. Além
disso, foram considerados diversos cenários para a implementação dos filtros
Volterra com o objetivo de avaliar as estruturas em diferentes contextos de
operação do filtro. Com os resultados obtidos nas implementações do Exem-
plo 1, foi possível observar que para os kernels com uma quantidade relativa-
mente baixa de ramos significativos, a utilização de estruturas de posto redu-
zido é vantajosa tanto em termos de complexidade de implementação quanto
em termos de precisão de representação da não linearidade. No Exemplo 2,
observou-se uma desvantagem significativa em termos de complexidade de
implementação ao utilizar as estruturas de posto reduzido na representação
de kernels adquiridos de ambientes ruidosos. Nesse caso, poucos dos ramos
das estruturas atenderam aos critérios adotados para remoção e, como con-
sequência, apresentaram custo de implementação superior ao das estruturas
triangulares em diversos cenários. Contudo, é possível obter implementações
mais eficientes de filtros Volterra no caso do Exemplo 2 se forem adotados ou-
tros parâmetros para a remoção dos ramos. Por exemplo, caso a abordagem
energética fosse utilizada com ζ−1 = 5%, a quantidade de ramos removidos
seria igual a 11, resultando em um total de 121 coeficientes para implementa-
ção do filtro Volterra (quantidade quase três vezes inferior ao número de co-
eficientes requerido nas implementações triangulares). No terceiro exemplo,
foi apresentada a implementação de um filtro Volterra com não linearidade
de terceira ordem. Nesse caso, as estruturas de posto reduzido apresentaram
reduções significativas em complexidade de implementação, quando compa-
radas às estruturas triangulares, se considerada a abordagem energética para
remoção dos ramos. Em todas as implementações realizadas, as estrutras de
posto reduzido convencional e proposta apresentaram resultados semelhan-
tes de capacidade de representação se avaliadas nos mesmos cenários. Por
outro lado, ao comparar a complexidade das implementações baseadas nes-
sas duas estruturas, observa-se que em todos os casos o uso da estratégia de
implementação proposta é vantajoso.
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6 CONCLUSÕES E CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, uma estratégia para implementação de filtros Volterra com
complexidade reduzida foi apresentada. As discussões envolvidas no desen-
volvimento de tal estratégia e os principais resultados obtidos são apresenta-
dos na próxima seção. Ao final deste capítulo, são sugeridas algumas propos-
tas de trabalhos futuros.

6.1 SUMÁRIO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

No primeiro capítulo desta dissertação, uma breve análise abrangendo al-
guns aspectos de sistemas não lineares foi apresentada. Os pontos abordados
em tal análise serviram como fundamento para orientar os esforços durante o
desenvolvimento do trabalho para a busca de novas estruturas de implementa-
ção dos filtros Volterra com complexidade reduzida. Na sequência, no Capí-
tulo 2, uma discussão acerca das principais características dos filtros Volterra
foi realizada. Dentre essas características, destacaram-se o elevado número
de coeficientes requerido para a representação de não linearidades com os
filtros Volterra e, como consequência, o alto custo associado às implementa-
ções desses filtros. Considerando que essas são características indesejadas,
pois limitam o uso dos filtros Volterra, algumas das estratégias comumente
utilizadas para contornar o problema em questão também foram apresenta-
das. Especificamente, foram tratadas as estruturas triangular e de posto redu-
zido convencional que são utilizadas para representar os filtros Volterra com
quantidade menor de coeficientes, sendo esta última estrutura representada na
forma de ramos em paralelo. No contexto das estruturas de posto reduzido,
foi destacada a possibilidade de implementar filtros Volterra desconsiderando
os ramos menos significativos da estrutura às expensas de uma perda de pre-
cisão muitas vezes insignificante.

A estratégia de implementação proposta foi discutida no Capítulo 3. Tal
estratégia teve como objetivo explorar os diferentes graus de significância dos
ramos de uma estrutura de posto reduzido para definir o tamanho de palavra
usado nas implementações de cada ramo. Para isso, inicialmente a estrutura
de posto reduzido convencional foi reorganizada e, então, a probabilidade de
overflow de cada ramo, em função da importância correspondente ao ramo,
foi analisada. Na sequência, o número de bits removido por ramo foi defi-
nido mantendo a probabilidade de overflow na entrada de cada ramo igual ou
menor do que a probabilidade de overflow na entrada da estrutura. Também
foram abordados no Capítulo 3 os aspectos de implementação das estrutu-
ras consideradas neste trabalho, visando definir uma métrica para avaliação
de complexidade da estratégia de implementação proposta. Nesse sentido,
foram revisadas as topologias básicas para síntese digital de operações de
soma, multiplicação e filtragem consideradas neste trabalho. A partir disso,
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expressões analíticas para avaliar a complexidade em termos do número de
somadores completos utilizados nas implementações das estruturas triangu-
lar, de posto reduzido convencional e de posto reduzido proposto foram de-
terminadas. Tais expressões foram utilizadas no Capítulo 5 para a análise de
complexidade das estruturas implementadas.

No Capítulo 4, foram apresentadas as abordagens para a definição de cri-
térios para remoção dos ramos de estruturas de posto reduzido, as quais foram
denominadas abordagem numérica e abordagem energética. Os critérios de-
finidos pela primeira abordagem buscam a implementação de um dado filtro
Volterra com a estrutura de posto reduzido de melhor capacidade de repre-
sentação possível, considerando as características do hardware alvo. Já na
segunda abordagem (a energética) são removidos os ramos cuja razão entre a
energia do sinal em sua saída e a energia na saída do ramo de maior signifi-
cância seja inferior a um valor de limiar. Visto que essa razão entre energias
depende exclusivamente dos valores singulares associados aos ramos da es-
trutura de posto reduzido, a condição de implementação dos ramos apresen-
tada está intimamente relacionada ao grau de significância relativo aos ramos
avaliados.

Finalmente, no Capítulo 5, os resultados de complexidade e capacidade de
representação da estrutura obtida com a estratégia de implementação proposta
foram avaliados. Tal avaliação é realizada por meio de uma análise compa-
rativa entre os resultados de implementação associados à estrutura proposta
e os obtidos com as estruturas triangular e de posto reduzido convencional.
Para a aquisição de tais resultados, são considerados três filtros Volterra como
exemplos, os quais representam não linearidades com diferentes característi-
cas. Além disso, diversos cenários de implementação foram considerados
para cada um desses exemplos. De modo geral, nos casos em que as estrutu-
ras triangulares exigiram uma quantidade de coeficientes significativamente
maior do que às de posto reduzido, o erro associado àquela primeira estru-
tura foi maior em termos do NMSE se considerada as estruturas de posto
reduzido com a capacidade máxima de representação possível. Nos outros
casos, essas estruturas apresentaram capacidade de representação bastante si-
milar. Com respeito à complexidade, a estrutura obtida com a abordagem
de implementação proposta foi a que obteve os melhores resultados. O ga-
nho de complexidade ao utilizar a estrutura proposta varia proporcionalmente
com o cenário em que a implementação é considerada. Para o Exemplo 1,
em que muitos dos ramos das estruturas de posto reduzido foram removidos
para ambos os critérios de remoção apresentados neste trabalho, a redução em
complexidade obtida com a estrutura proposta em comparação com as demais
foi bastante significante. Em contraste, no Exemplo 2, em que poucos ramos
das estruturas de posto reduzido satisfizeram os critérios de remoção dos ra-
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mos adotados neste trabalho, a complexidade das estruturas triangulares e da
proposta foram similares nos diversos casos considerados.

6.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

Algumas sugestões para a continuidade deste trabalho são elencadas a
seguir:

• Desenvolver uma nova estratégia de implementação de filtros Volterra
com a mesma filosofia da apresentada neste trabalho e considerando
um sinal de entrada genérico para o seu desenvolvimento.

• Estender o desenvolvimento da estratégia de implementação proposta
considerando outras estruturas de implementação de filtros Volterra.

• Verificar a possibilidade de aplicar a estratégia de implementação pro-
posta em kernels Volterra recursivos.

• Realizar um estudo aprofundado da energia na saída da estrutura de
posto reduzido para o sinal de interesse como também para os ruídos
de quantização e decorrente da remoção dos ramos.
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