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“Os encantos dessa sublime ciéncia se re-
velam apenas aqueles que tem coragem de
irem a fundo nela.”

(Carl Friedrich Gauss)






RESUMO

O propésito deste trabalho é exibir um grupo livre de tor¢gdo com
dimensao cohomoldgica infinita e que seja do tipo F P, tal grupo é
conhecido como o grupo de Thompson F. Para mostrarmos que F é do
tipo F' Py, é necessario construir um espago topologico adequado em
que F age. Devido a F' nao ser um grupo muito “simples”, usaremos
sua representacao por meio de arvores bindrias a fim de descrever a
acao de F neste espago topoldgico.

Palavras-chave: Grupo de Thompson. Dimensao Cohomolégica.
Torcao livre. Condigdo F Py.






ABSTRACT

The goal of this work is to exhibit a torsion-free, infinite dimensional,
F P, group, knows as Thompson’s group F'. In order to show that F
is F'P,,, we construct a topological space on which F' acts nicely. Since
F' is not a particularly “simple” group, we will describe it by means of
binary trees and build our topological space using this description.

Keywords: Thompson’s group. Cohomological dimension. Torsion-
free. F'Ps.
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1 INTRODUCAO

Um grupo G tem a condi¢ao F P, se existe uma resolucao proje-
tiva de Z sobre ZG que possui em todas as dimensoes médulos projetivos
finitamente gerados. Grupos finitos sempre apresentam esta propriedade
(veja a Proposicao 5.16). Além disso, outra propriedade de um grupo
que nos interessa é a dimensao cohomoldgica: esta é um ntimero inteiro
denominado como sendo o infimo dos comprimentos das resolugdes pro-
jetivas de Z sobre ZG. Este nimero pode nao existir, por consequéncia
disso dizemos, neste caso, que G tem dimensao cohomoldgica infinita.
Nao ¢ dificil encontrarmos grupos que possuam a dimensao cohomoldgica
infinita, basta olharmos para os grupos com tor¢ao, por exemplo os
grupos ciclicos finitos. Porém, encontrar um grupo infinito livre de
torcao que seja do tipo F'P, e possua a dimensao cohomoldgica infinita
ja nao é uma tarefa tao simples.

Em 1965, Richard Thompson introduziu o grupo F' que é chamado
de grupo de Thompson F'. Brown e Geoghegan demonstraram que F' é
do tipo F'Ps,, dando assim o primeiro exemplo de um grupo infinito do
tipo F P, livre de torgao. O grupo F' é definido como sendo o conjunto
de todos os homeomorfismos lineares por partes do intervalo [0, 1] em
si mesmo que sao diferenciaveis, exceto em uma quantidade finita de

. . sz s a . . ~ Al . .
racionais diadicos (27> e cujas derivadas sao poténcias inteiras de 2.

Este grupo possui duas presentacoes

F=(Xo,X1,Xo,...; X" XXy, = Xpy1,para k <n)

F=(AB; [AB"',A'BA]=1,[AB™",A7?BA®’| = 1)

em que [z, y] denota xyz~'y~!. Esta tltima presentacdo nos diz que F
é finitamente presentado.

Mostrar que F' é do tipo F' Py, exige a utilizagao de um espaco
topolodgico descrito por meio de um complexo simplicial. O grupo F'
age neste espago e para descrever esta agdo precisamos relacionar os
elementos de F' com arvores binarias.

O trabalho estd organizado da seguinte forma:

Os dois primeiros capitulos fornecem uma base para o restante do
trabalho, no capitulo 2 veremos alguns tépicos da Algebra Homolégica,
dentre eles: as resolugoes projetivas e livres, a homologia, a cohomologia
e os funtores Tor e Ext.
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No capitulo 3 nos atentaremos para o estudo dos CW-complexos,
espagos do tipo K (G, 1), homologia singular, entre outros aspectos da
topologia algébrica.

O capitulo 4 fornece as definigoes da homologia e cohomologia de
grupo, uma do ponto de vista algébrico e outra topoldgico, quando o
coeficiente é o ZG-moédulo trivial Z.

No capitulo 5 serao vistas algumas propriedades a respeito das
condigoes F' P, e FP,,, além de outras referentes a dimensao coho-
moldgica.

No capitulo 6 sera apresentado o objetivo principal do trabalho,
mostrar que F' é um grupo livre de tor¢ao com dimensao cohomoldgica
infinita e do tipo F Py.
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2 ALGEBRA HOMOLOGICA

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados da dlgebra ho-
molégica que utilizaremos ao longo do trabalho.

2.1 SEQUENCIAS EXATAS

A definicdo de um modulo é similar a definicdo de um espaco
vetorial trocando corpo por anel. Por isso que um dos exemplos cldssicos
de moédulos sao os espagos vetoriais.

Definigao 2.1. Seja R um anel com unidade. Um mddulo a esquerda
M sobre R é um conjunto com operacoes
+ M xM-—M o . RxM—M

tais que

(i) (M,+) € um grupo abeliano;

(i) (r+s)-m=r-m+s-m, para quaisquer r,s € R e todo m € M;
(#ii) r-(m+n)=r-m+r-n, para todo r € R e quaisquer m,n € M;
(iv) 1-m =m, para todo m € M;

(v) (r-s)-m=r-(s-m), para quaisquer r,s € R e todo m € M.

Podemos também definir de modo similar um R-médulo a direita.
Quando mencionarmos um R-mdédulo sempre serd a esquerda, exceto
nos casos em que for informado previamente.

Definigao 2.2. Sejam M, N dois R-mdédulos. Uma funcao f: M — N
€ um homomorfismos de R-mddulos ou uwm R-homomorfismo se sao
satisfeitas as sequintes igualdades

(i) f(m+m') = f(m) + f(m')
(ii) f(rm) =rf(m)
para todo r € R e todo m,m’ € M.

No caso em que M e N sdo R-mdédulos a direta, o item (ii) é
trocado pela igualdade f(mr) = f(m)r.

Dado um R-homomorfismo f: M — N, denotaremos por Im(f)
e Ker(f) a imagem e o kernel de f, respectivamente.
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Definigao 2.3. Sejam f: M — N e g: N — P homomorfismos de
R-mdédulos. A sequéncia

M-t N_.p

é dita exata em N se Ker(g) = Im(f). Se a sequéncia My — My —
. — M, = M, € exata em My, ---,M,, entao a sequéncia é
stmplesmente chamada exata.

Um tipo de sequéncia exata muito usada é da forma

0 M-t N

Q 0,

e é chamada de sequéncia exata curta. Vejamos um exemplo.

~ . 7 ™
Exemplo 2.4. A sequéncia 0 N M M/N ——=0
é exata, em que ¢ e 7 sao a inclusao canonica e a projecao canodnica,
respectivamente.

Observagao 2.5. (i) A sequéncia 0 oML o N éexataem

M se, e somente se f é um monomorfismo.

.. AL ! fo .
(ii) A sequéncia M ——— N ——= 0 é exata em N se, e somente se
f é um epimorfismo.

Proposicao 2.6 (Lema dos cinco). Seja

M 1 N’ f2 g I3 p fa o
J{@l \Ls@z \L@S J/%L l@s
M g1 N 92 S g3 P 94 Q

um diagrama comutativo de R-mddulos com linhas exatas. Entao

(a) Se @y e @4 sdo epimorfismos e s € um monomorfismo entao @3 €
um epimorfismo.

(b) Se w2 € w4 sao monomorfismos e @1 € um epimorfismo entdo sz €
um monomorfismo.

(c) Se p1,p2, p4 € w5 sao isomorfismos, entdo @3 € um isomorfismo.
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Demonstragao. Para demonstrar esta proposicao é necessario realizar
uma “caga”’ao diagrama. Faremos apenas o item (a), os outros itens
seguem de maneira andloga.

(a) Seja y € S, entdao g3(y) € P. Como ¢4 é um epimorfismo,
existe p’ € P’ tal que p4(p') = g3(y). Pela comutatividade do diagrama
temos que

@50 f4(p') = ga o @a(p)
=g40 93(9)
=0.

Entao f4(p') € Ker(ys) = {0}. Portanto p’ € Ker(f1) = Im(f3), assim
existe z € S’ tal que f3(z) = p’. Com isso,

93(y) = pa o f3(x) = g3 0 p3(7)

e consequentemente gs3(y — w3(x)) = 0, ou seja, y — p3(x) € Ker(gz) =
Im(g2). Desta forma, existe n € N tal que ga(n) = y — p3(z). Como
2 é um epimorfismo, existe n’ € N’ tal que y2(n') = n. Portanto
y — w3(x) = g2(n)
= g2 0 pa(n)
= 30 fa(n)

e consequentemente, y = ¢3(f2(n’) + ). Logo @3 é um epimorfismo.

O

A seguir temos uma versao curta do Lema dos cinco, em que a
demonstracao é similar & da proposi¢ao acima, ou seja, basta fazer uma
caca ao diagrama.

Corolario 2.7. Seja

0 M N Q 0
ltpl l%& ltps
0 M N’ Q' 0

um diagrama comutativo de R-mddulos com linhas exatas. Entao

(1) se p1 € w3 sao monomorfismos entdo ps é um monomorfismo;
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(2) se p1 e p3 sdo epimorfismos entdo po € epimorfismo;
(3) se p1 e p3 sdo isomorfismos entdo po € isomorfismo.

Definicao 2.8. A sequéncia exata curta

0 M-t N

Q 0,

cinde se existe um R-homomorfismo pu: Q@ — N tal que go = Idg.

Exemplo 2.9. A sequéncia 0 —— M — S M&NZ>N—=0
cinde.

Definindo u: N — M @ N por u(n) = (0,n), temos que 7o pu =
Idy.

Exemplo 2.10. Considere a sequéncia de Z-mddulos

0 7Z—">7—"517, 0,

em que n representa o homomorfismo que pega um elemento de Z e mul-
tiplica por n. Esta sequéncia nao cinde, pois nio existe R-homomorfismo
Z, — 7. que nao seja o nulo.

Seja 0 — M L N @ — 0 uma sequéncia exata curta
que cinde. Entao, pela defini¢do acima, Im(f) = Ker(g) é um somando
direto de N.

De fato, existe um homomorfismo p: Q@ — N tal que gopu = Idg.
Seja m € N, entao escrevan = pog(n) + (n—pog(n)). O elemento
n — p o g(n) pertence a Ker(g), pois

Desta forma, todo n € N pode ser escrito como a soma de um elemento
de Im(p) com um elemento de Ker(g). Se « € Im(u)NKer(g), temos que
g(z) =0 e p(y) =z para algum y € Q. Assim, y = go u(y) = g(x) =0,
consequentemente x = p(y) = 0. Portanto N = Im(u) @ Ker(g). Além
disso, através do 1° Teorema do Isomorfismo segue que N também é
isomorfo a M & Q.
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2.2 MODULOS LIVRES E PROJETIVOS

Sabemos que todo espago vetorial possui base, porém quando
estamos trabalhando com mddulos isto nem sempre é verdade.

Definigao 2.11. Seja M wm R-mddulo e X um subconjunto de M.
Dizemos que X € gerador de M, denotado por M = (X), se todo
elemento m € M pode ser escrito como uma combinacdo linear de
elementos de X :

k
m= Zaixi, a; € Rx; € X.
i=1

Dizemos que X ¢ linearmente independente (LI) se

k
E a;r; = 0
i=1

implica oy = -+ = o, = 0, para quaisquer o; € R, x; € X.

Além disso, se X é um conjunto gerador de M que também é
LI dizemos entao que X é uma base para M. Neste caso, qualquer
elemento m € M pode ser escrito de forma unica como uma combinag¢do
linear de elementos de X.

Exemplo 2.12. Considere M = Z, como um Z-moédulo. Observe
que todo conjunto unitario de Z,, é linearmente dependente, pois dado
qualquer elemento [x] € Z,, temos que n - [z] = [nz] = [0]. Portanto Z,,
visto como Z-moddulo, nao possui uma base.

Como nem todo médulo possui uma base entdo temos a seguinte
definigao:

Definicao 2.13. Um R-mddulo F € livre se possui base.

Exemplo 2.14. Seja R um anel com unidade. O anel R, visto como
médulo sobre si mesmo (& direita ou & esquerda), é um médulo livre
com base {1}.

No caso em que R é um anel comutativo é possivel mostrar que
todas as bases de R possuem apenas um elemento. No entanto, quando
R nao é comutativo nao podemos afirmar isto, ou seja, os médulos livres
podem possuir bases com cardinalidades distintas (Veja Hungerford [9],
p. 190).
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Proposicao 2.15 (Propriedade universal). Seja M um R-mddulo livre
com base X = {x;}icr. Sejam N um R-mddulo e f: X — N uma
fungdo. Entao existe um tnico R-homomorfismo f: M — N tal que

flx =1
Demonstrag¢ao. Ver em [9] pdgina 181. O

Através da proposigao anterior é possivel mostrar que se F' é um
R-mdédulo livre com base {x;}icr, entéo

p: F— @R
iel
Ty — €
é um isomorfismo, em que e; = (0,...,0,1,0,...).

Proposigao 2.16. Para todo R-mddulo M existe um epimorfismo
f:F—= M, em que F' € um R-mddulo livre.

Demonstragdo. Ver em [9] pdgina 182. O

Um tipo importante de médulos sao os chamados médulos proje-
tivos, estes serao extremamente teis para o desenvolvimento da teoria.

Definicao 2.17. Um mddulo P € dito projetivo se dados f: M — N
e g: P — N R-homomorfismos, em que f é um epimorfismo, eziste
(pelo menos) um R-homomorfismo ¢: P — M tal que g = f o .

M—N——=0
Exemplo 2.18. Todo mdédulo livre F' é projetivo.
Observagao 2.19. Se 0 — M gL N s @ — 0 é uma sequéncia

exata de R-médulos e P é um R-médulo, entao a sequéncia de grupos
abelianos

0 —— Homp (P, M) LI Homp (P, N) —~> Homp (P, Q) — 0
é exata, em que f,.: Hompg(P, M) — Hompg(P, N) é dado por f.(¢) =

f o, analogamente para g.. Neste caso, dizemos que Homp(P, ) é
exato a direita.
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Existem definicGes equivalentes para os médulos projetivos que
sao frequentemente usadas.
Proposigao 2.20. Seja P um R-mddulo. Sao equivalentes:
(a) P ¢é projetivo;

(b) Para toda sequéncia exata curta 0 — M L NE Q — 0, temos
que a sequéncia de grupos abelianos

0 —> Homp(P, M) L= Homg(P, N) > Homp(P, Q) —= 0

€ exata;

(c) Toda sequéncia exata curta 0 — M L NLZ P 0 cinde;

(d) P é somando direto de um mddulo livre.

Demonstragao. Ver em [2] pagina 27. O
2.3 SEQUENCIA EXATA LONGA

Definicao 2.21. Um complexo de cadeias é um par (C,d), em que
C = {Cp}nez € uma familia de R-mddulos e d = {d,,: C,, = Cp_1}
sao R-homomorfismos tais que d,, o d,+1 = 0. Escreve-se

dn+l dn

Cn Cn —1

Cn+1

Os homomorfismos d,, sdo chamados de diferenciais.

O kernel de d,, é o médulo de n-ciclos de C, denotado por
Z,(C) = Z,. A imagem de d,,+1: Cpy1 — Cp, é 0 médulo n-bordos
de C, denotado por B, (C) = B,,. Com isso definimos o n-ésimo grupo
de homologia de C' como sendo o quociente

Sejam (C,d), (C’,d") dois complexos de cadeia. Um homomor-
fismo de complexos de cadeia f: C — C’ é uma familia de homo-



28

morfismos f,: C,, = C/ tais que o seguinte diagrama comuta

dnt2 dnt1 dn dn—1
Cn+1 Cn Cnfl
fn+1 lfn if‘nl
d:l+2 / d:L+1 C/ dfn / dlnfl
n+1 n n—1 9

isto é, fp_10d, =d, o fy.

Definicao 2.22. Um homomorfismo f: C'— D de complezos de cadeia
€ chamado de equivaléncia fraca se para cada n o homomorfismo
induzido f.: H,(C) — Hyp(D) € um isomorfismo.

Definicao 2.23. Um complexo de cadeia (C,d) € dito aciclico quando
H,(C) =0 para todo n.

Proposicao 2.24. Seja (C,d) um complexo de R-mddulos. Sao equi-
valentes:

(i) C € exato, isto é, exato em todo C,,.
(i1) C é aciclico.

(ii) O homomorfismo 0 — C é um equivaléncia fraca, em que 0 é
considerado como um complexo de mddulos nulos.

Demonstragao. Ver em [14] pégina 3. O

Defini¢ao 2.25. Um complexo de cocadeias é um par (C,d) em que
C = {C"} ez é uma familia de R-médulos e d = {d": C™ — C"T1}
uma familia de R-homomorfismos, tais que d"t! o d™ = 0. Escreve-se

C’n dn OTL+1 dn+1 Cn+2

Denotaremos o kernel de d" como sendo Z™(C) = Z™ que é o
médulo de n-cociclos de C e a imagem de d"~! como sendo B"(C) =
B™ que é o médulo de n-cobordos de C. Desta forma definimos o
n-ésimo grupo de cohomologia de C' como sendo o quociente

Z"(C)

1O = 5ae)
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Teorema 2.26 (Sequéncia exata longa de homologia/cohomologia).

Seja 0 — M L N % @Q — 0 wuma sequéncia exata curta de comple-

zos de cadeia. Entao existem homomorfismos 0: H,(Q) — Hp_1(M)
chamados de homomorfismo de conexao tais que

O H 1 (Q) 2 H (M) e H(N) 2 1, (Q) 2

€ uma sequéncia exata longa de homologia.

Similarmente, se 0— M I N % Q—=0 € uma sequéncia
exata curta de complexos de cocadeia, existem homomorfismos 9: H™(Q) —
H" (M) tais que

% BN (Q) — 2 B (M) L i (N) L Q) 2

€ uma sequéncia exata longa de cohomologia.
Para demonstrarmos o Teorema 2.26 usaremos os seguintes lemas:

Lema 2.27 (Lema da Serpente). Considere o sequinte diagrama comu-
tativo com linhas exatas

M-t sN—5Q 0
b
0 M N L

Entao existe um homomorfismo de conexdo w: Ker(vy) — Coker (o) tal
que a sequinte sequéncia

Ker(a) 5 Ker(8) < Ker(y) = Coker (a) i Coker (B) E—;} Coker ()

é exata, em que w(q) = [’ (e~ (q))], q € Ker(y).
Demonstragdo. Ver em [13] pagina 335. O
Lema 2.28. O homomorfismo d,,: C,, — Cp_1 induz

on: Coker (d,4+1) — Ker(d,,—1),

com Ker(p,) = H,(C) e Coker (p,) = H,—1(C).

Demonstra¢ao. Ver em [8] pdgina 121. O
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Agora temos condigbes para demonstrar o Teorema 2.26.

Demonstracdo do Teorema 2.26. Faremos apenas a prova para a versao
homoldgica. A demonstracdo para a versdo cohomoldgica segue de modo
andlogo. Observe o seguinte diagrama

Ker(d,,) — Ker(d],) —— Ker(d]})

0 M, I N, In On 0

dn dl, dy

0 Mnfl i anl e anl 0

Coker (d,,) — Coker (d!,) — Coker (d!!).

Através do Lema da Serpente temos que a primeira e a iltima

linha sao exatas.
Aplicando Lema 2.28 obtemos o diagrama

Coker (dy, 1) — Coker (d], ) — Coker (d, )
o

’
Pn Pn

Pn
Ker(dn/_1)7—, Ker(d;,_;) —— Ker(d;,_;)
(M) ———

H,_ n—1(N) ——— Hp_1(Q).

Novamente pelo Lema da Serpente, temos que existe um homo-
morfismo 0: H,(Q) — H,_1(M) e a sequéncia

A H e (Q) S Hy (M) D Hy(N) S Hay(Q) 3 Hy (M) — -

é exata.
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Definigao 2.29. Sejam (C,d) e (C’,d') complezos de cadeias. Uma
homotopia entre dois homomorfismos de cadeia f,g: C — C' é uma
familia de homomorfismos h = {hy,: C,, = C}, 1} tais que

hn_10d, + d;L+1 o hp = frn — gn,n.

dny1 dn

Cn+ 1 Cn Cn —1

R
n||9n
d/ d/hnf 1

' ntl ' n ’
n+1 C C

n—1

Dizemos que f é homotdpico a g se existe uma homotopia h
entre eles e denotamos por f ~ g.

Observagao 2.30. A relacdo ~ é uma relacado de equivaléncia.

Proposigao 2.31. Um homomorfismo de complexos de cadeia f: C' —
C" induz um homomorfismo H(f): H(C) — H(C"). E, se f ~ g, entdo
H(f) = H(g)-

Demonstragao. Ver em [8] pdgina 124. O

)

Definicao 2.32. Um homorfismo de complexos de cadeia f: C — C' é
uma equivaléncia homotdpica se existe um homomorfismo f': C' —
C tal que f'o f ~Idc e fof ~Ideo.

Proposicao 2.33. Qualquer equivaléncia homotdpica € uma equivaléncia
fraca.

Definicao 2.34. Um complexo de cadeia C' € chamado contrdtil se é
homotopicamente equivalente ao complexo zero, ou seja, se Idc ~ 0.

Quando o complexo C é contratil a homotopia entre os homo-
morfismos Idc e 0 é dita uma homotopia de contragao. Dado um
complexo aciclico nem sempre podemos afirmar que existe uma homo-
topia de contracao, por isso temos seguinte a proposigao:

Proposicao 2.35. Um complexo de cadeia (C,d) € contrdtil se, e
somente se € aciclico e cada sequéncia exata curta

] d
> Cpp1 ——> Zn —>0

0 Zn+1

cinde, em que d € induzida por d e i € a inclusdo canonica, para todo n.

Demonstragdo. Ver em [2] pagina 5. O
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2.4 RESOLUCOES LIVRES E PROJETIVAS

Neste momento abordaremos as resolugoes projetivas, as quais
serdo tuteis no Capitulo 4, pois usaremos para definir a (co)homologia
de grupo.

Definicao 2.36. Seja M um R-mddulo. Uma resolugao de M é um
complezo (P,d) com P; =0 para i < 0, munido de um R-homomorfismo
e: Py — M de modo que o complexo

ds do dy

P Py Py—==M 0

é exato.

Se cada P; da definigdo acima for projetivo (resp. livre) entao
a resolucdo é dita projetiva (resp. livre). Denotaremos tal resolugéo
apenas por €: P — M ou simplesmente por P.

Exemplo 2.37. Se M é um R-médulo projetivo, entao M admite a
seguinte resolugao projetiva:

Idr

0 M M 0.

Exemplo 2.38. Seja R um dominio de ideais principais. Entao todo
submédulo de um médulo projetivo é projetivo (Veja Hilton [8] pagina
27). Desta forma, qualquer R-médulo M admite uma resolugao projetiva

0 P Py M 0.

Neste momento, podemos nos perguntar se dado um R-médulo é
possivel encontrar uma resolugao projetiva. Felizmente, isto sempre é
possivel.

Lema 2.39. Todo R-mddulo M possui uma resolugao livre e consequen-
temente projetiva.

Demonstra¢ao. A Proposicao 2.16 nos diz que existe um epimorfismo
eo: Fo = M, sendo Fjy um médulo livre. Aplicando a mesma proposicao
em Ker(eg) temos que existe um epimorfismo F; — Ker(gg) tal que
Fy é livre. Defina d; como sendo a composigao F; — Ker(eg) — Fo.
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Repetindo este processo obtemos a seguinte sequéncia exata

€0

M 0.

Fy 42 Iy & Iy
NSNS
Ker(dy) Ker(ep)

O

Jé& sabemos entao que todo médulo possui uma resolucao projetiva,
mas podemos encontrar varias resolucoes para um mesmo modulo. O
resultado seguinte nos ajuda a perceber que as resolucées de um mdédulo
sao relacionadas através de um equivaléncia homotépica.

Teorema 2.40. Sejam ¢: P — M uma resolugao projetiva de M e
f'+ M — N um R-homomorfismo. Entdo para toda resolugdo p: Q — N
de N existe um homomorfismo de cadeia f: P — Q que levanta f' no
sentido de que po fo = f' oe. O homomorfismo de cadeia [ € Unico a
menos de homotopia.

do dy

P, Py Pp—=M 0

if? iﬁ ifo lf’
d! d!

Qs —> Q1 —=>Qy—=N 0

Demonstracdo. Suponha por inducao que f; existe para ¢ < n tal que
d;o fi = fi_10d;. Defina f_; = f'.
Note que para n = —1 temos

Im(e) =Ker(0) =M =Z_1(P) e
Im(p) = Ker(0) = N = Z_1(N).

Para n > 0 temos que f, induz um homomorfismo f: Z,(P) —

Zn(Q)

Observe que os diagramas

dn+2 dn+1

P Z,(P) —=0

!
| I
v‘éom J/

Qnt1 Zn(@Q) —=0

/ ’
dn+2 dn+1
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possuem linhas exatas. A existéncia do homomorfismo representado
pela flecha tracejada é garantida pela definicao do médulo projetivo,
e consequentemente temos que o quadrado comuta. Indutivamente
estendemos o resultado para os outros quadrados.

Para mostrar a unicidade suponha que exista g: P — @) tal que
nogo = foecesejas=f—g. Vamos construir uma homotopia de
contragdo (hy,: P, = Q1) por indugdo em n.

Se n < 0 temos que Py = 0 e assim h,, = 0. Se n = 0 temos que
floe=pofoe floe = pogy, consequentemente obtemos u(fo—go) =0
donde p o sg = 0. Da dultima igualdade vemos que sy leva Py em
Zo(Q) = Im(d}). Assim sqg = d} ohg+h_jodp. Indutivamente, suponha
que existe homomorfismos h; (i < n) tais que d’ ohy,—1 = $p—1—hy—20d.
Considere o homomorfismo s,,_1 — h,,_s od de P, para @,. Note que

d (sp —hn_10dy) =d, 08, —d,(hy_10dy)
=d, 08, —dp,(d, ;1 0hy — Sp)

=d, 08, —dpd, 1 0hy —d, 05, =0.

Desta forma temos que s,, — hy,_1 © dy, ¢ um homomorfismo de P, para
Z,(Q). Como P, é projetivo existe um homomorfismo hy,: P, — Qpni1
tal que dyq10hy + hpo10d,, = Sy

P,
e
hy -
- Sp—hp_10dy
7

4 dy
Qni1 —> Z,(Q) — 0.

O

Teorema 2.41. Dadas duas resolucoes P e P’ de um mddulo M, existe
um homomorfismo de cadeias f: P — P’, 1inico a menos de homotopia,
e [ € uma equivaléncia homotdpica.

Demonstracdo. Considere as seguintes resolugoes projetivas e: P — M
e p: P'— M. Pelo teorema anterior existe um homomorfismo de cadeia
f: P — P’ que satisfaz p o fo = ¢ e tal homomorfismo ¢ tinico a menos
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de homotopia.

P, Pp—=M 0
\Lfl lfo J/IdM
P P,—t>M 0.

Similarmente, existe um homomorfismo de cadeia f’: P’ — P tal
que € o f} = p. Através da Proposicao 2.40 temos que fo f' ~ Idp/ e
f' o f ~ Idp. Portanto, dadas duas resolugoes projetivas de um mdédulo
M obtemos um homomorfismo inico a menos de homotopia e que além
disso é uma equivaléncia homotodpica. O

2.5 TOR E EXT

Sejam M um R-médulo a direita e N um R-médulo a esquerda.
Considere a seguinte resolucao projetiva de M:

ds da dy

Py—=M 0. (2.1)

Py Py

Aplicando __ ® g N no complexo acima, obtemos

~-—82>P1®RNL>PO®RNi>M®RN4>O.

Definicao 2.42. O grupo abeliano Torf(M, N) € definido como

sendo
Ker(0,,)

Im(9p41)
Considere agora M como sendo um R-mdédulo & esquerda. Apli-
cando Homp(—, N) em (2.1), obtemos o complexo

Tor(M,N) =

0 — > Homp(M, N) —= > Homp(Py, N) —2 > Homp (P, NY— - ..

Definigao 2.43. O grupo abeliano Ext} (M, N) é definido por

Ker(0™)

O Teorema 2.41 implica que os grupos Tor e Fxt independem
da escolha da resolugao projetiva.
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Observagao 2.44. Se 0 — M . N-2-P—~0 éuma sequéncia
exata de R-médulos a direita e @ é um R-mdédulo a esquerda, entao a
sequéncia de grupos abelianos

®I ®rI
RQLC;N RQ!;QJ)PQ?RQ;)O

é exata. Neste caso, dizemos que __ ®pr () é exato a direita.

Proposigao 2.45. Seja M um R-mddulo o direita e sejam N e @
R-maodulos a esquerda. FEntao

(i) TorE(M,N)~ M ®r N;
(ii) Ext%(N,Q) ~ Hompg(N, Q);
(iii) TorZ(M,N) =0 se M ¢ projetivo, para n > 1;
(iv) Ext}(N,Q) =0 se N € projetivo, para n > 1.
Demonstragao. Veja em [12] pagina 46. O

Como era de se esperar, os grupos Tor e FExt satisfazem a se-
guinte propriedade: dada uma sequéncia exata curta de R-moédulos

O‘>M‘f>Ni>P‘>O temos que

0 — Ext%(P,Q) — Ext% (N, Q) = Ext%(M,Q) — Exth(P,Q)

Exth(N,Q) — Exth(M,Q) — Ext%(P, Q) —

¢ uma sequéncia exata longa.

Semelhantemente, se 0 — M A N-%P—~0 éuma sequéncia
exata de R-mddulos a direita e () é um R-mddulo a esquerda, temos
que

- —Torf(P,Q) — Tor{(M,Q) = Tor{'(N, Q) — Tor{'(P,Q)

———=Torf (M, Q) — Torf!(N,Q) — Torf(P,Q) -0

é uma sequéncia exata longa. Estas sequéncias sao exatamente as
sequéncias de homologia e cohomologia.
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2.6 SEQUENCIA ESPECTRAL

Veremos nesta se¢gao uma sintese a respeito das sequéncias espec-
trais. Focaremos apenas nas sequéncias do tipo homoldgica, entretanto
é possivel definir também para o tipo cohomoldgica. (Veja [11] e [14]).

Um complexo duplo é um complexo de cadeia C = (Cp q)p qez
com um diferencial d’ horizontal e um vertical d” tais que d’od” +d" od’ =
0, conforme o seguinte diagrama:

d/
Cp—Lq Cp,q

ld// ld//
/

d
Cp—l,q—l < Cp,q—lv

em que d’ diminui um grau na primeira coordenada e d” na segunda
coordenada.

O complexo duplo C' d& origem a um complexo de cadeia chamado
complexo total, denotado por Tot(C), que é definido como sendo

(Tot(C))n = @ Ch.g;

ptg=n

em que o diferencial d é dado por d = d’ + d”. As relacoes vindas de d’
e d” mostram que dod = 0.

Exemplo 2.46. Considere (M, dys) e (N, dy) dois complexos de cadeia
de R-médulos a direita e a esquerda, respectivamente. O complexo duplo
Cp.q = Mp®@RrN,, em que os diferenciais sdo dados por d’ = dyy®@led’ =
(-1’1 ® dy, dé origem ao complexo total (T'ot(C),d) = (M ®r N, dg).

Estamos interessados em calcular a homologia de Tot(C). Para

isso usaremos duas sequéncias espectrais que calculam a homologia de
C em duas diregoes.

Definicao 2.47. Uma sequéncia espectral (homoldgica) consiste em
uma familia de R-mddulos bigraduados {E}, ,} e homomorfismos {d,, .},
em que r,p,q € Z er > 0. Os homomorfismos d, ,: Ep . — E}

p—r,q+r—1
satisfazem d;,_,. . ody . =0 e, para todo p,q,r, temos que

v Kerld)
P Im(d;—w‘,q—r—l—l)

Nestas condigoes, dizemos que para um r fixo, E” é a pagina
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da sequéncia espectral. A seguir, temos o diagrama que representa as
paginas r =0,1,2:

E° .
[ ] [ ) [ ] [ )
[ ] [ ) [ ] [ )
[ ] [ ) [ ] [ )
EL:
<0< 0 <0< ---
<0< @0 <— -
<< <0< -
E? .
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O teorema padrao das sequéncias espectrais é dado da seguinte
maneira:

Teorema 2.48. FExiste um sequéncia espectral tal que
Ef* ~ “alguma coisa computdvel”

e converge para H,, alguma coisa desejdvel.

No nosso caso, encontraremos sequéncias espectrais que sao calcu-
ladas a partir da homologia em duas diregoes, as quais convergirao para
a homologia de T'ot(C') por meio de aproximagoes dadas pelas filtracoes
de Tot(C).

Definigao 2.49. Uma filtragao F, em um R-mddulo A é um familia
de submddulos {F,A},ecz tal que

- Clh, JACF,ACF,L,AC---CA

3

Dada uma sequéncia espectral homolégica, temos que E[ﬁql é
um quociente de um submdédulo de Ej . Por indugdo em 7, temos que
existe uma familia de submédulos de Eg) ¢

2 3 r T
prqngng”'ngng"'gzpq

5

2 2
g"'gzp,ngp,q

tal que £, ~ Z} /B, ,, em que B) = Ker(d, ,) e Z) , = Im(d,, ).
Defina

oo oo
oo Id oo T
Bp#z - U Bp,q € ZM - ﬂ Zp,q
r=2 r=2

o 700 /00 A o . .
e Ep$q. = 7,/ By5,- Em uma sequéncia espectral limltada (isto é, que
possui apenas uma quantidade finita de termos nao-nulos em EY ) a
ia H ~ S ~ & 3 ~ a oo i oo T
uniao e a 1nterﬁe(;ao sao finitas, entdao By, = By , e 27 = Z; , para um
r grande. Entao, neste caso, temos que EJ5 = EJ  para um r grande.
; .

Definicao 2.50. Dizemos que uma sequéncia espectral converge para
um R-mddulo graduado H., denotado por Ej , = Hp4, se existe uma
filtracao F, em H, tal que

By~ FpHpiq/Fp1Hpyg,

pqg =

em que E5 € o termo limite de uma sequéncia espectral.

Definicao 2.51. Um R-mddulo A é um mddulo diferencial filtrado
se



40

(i) A € a soma direta dos seus submddulos, A= @ A,.

n=0
(ii) Existem homomorfismos d : A,, — A, _1 tais que d,—1 od,, = 0.
(iii) A possui uma filtragcao F' e o diferencial d respeita a filtragdo, isto
é dn: (FpA)n = (FpA)n_1.

Visto que o diferencial respeita a filtragao, temos que H(A,d) =
Ker(d)/Im(d) herda uma filtracao

mclusao)

FoH(A,d) =Im(H(F,A,d) H(A,d)).

Teorema 2.52. Suponha que A € um mddulo diferencial filtrado. Entao
cada filtracao F de A dad omgem a uma sequéncia espectral {E} . d"},
em que ,p,q € Z, d,, , e 7 Eprgiro1 €

p,q’

Elq ~ Hpiq(FpA/Fp1A).

p,

Suponha ainda que a filtracdo € limitada, isto é, para cada
dimensao n, existem valores s = s(n) et =t(n) de modo que

{0} C F4A, C Fs11A, C--- C F;14, C F}A, = A,,
entdo a sequéncia espectral converge para H(A,d), ou seja,
Epy ~ FyHyig(A d)/Fy1Hpiq(A,d).
Demonstragao. Ver em [11] pagina 34. O

Introduziremos agora algumas notacoes. Considere o complexo
duplo (C,d’,d") definido anteriormente. Defina

Ker(d,, ,) Ker(d; )
Hy o (C) 1= g5 Hy(C0) = =S,
m( p+1, q) m( p+1, q)

A condigao d’' od” +d" od’ = 0 implica que (H] ,,d') e (Hp{Iq, d")

sdo médulos bigraduados diferenciais, em que os diferenciais d’ e d”’ sdo
induzidos por d’ e d”’, respectivamente. Sejam

H{ ,H'(C) = H(H!\(C),d") e HILH'(C)=H(H].(C),d).
Existem duas filtragoes de Tot(C'), dadas por

FI TOt @Czn i € FII TOt @Cﬂ JJ

i<p i<p
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que o tornam um mdédulo diferencial filtrado. Através destas filtracoes
é possivel mostrar o seguinte teoremas:

Teorema 2.53. Dado um complezo duplo {Cp 4,d',d"} existem duas
sequéncias espectrais tais que

Ep,~ HI H'(C)

E., ~HIH'(C)

Se Cp 4 = {0} quando p < 0 ou g < 0, entdo ambas as sequéncias
espectrais convergem para H,(Tot(C)).

Demonstragdo. Ver em [11] pdgina 48. O
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3 TOPOLOGIA

Este capitulo tem como objetivo apresentar definigoes e resultados
necessarios para o desenvolvimento dos préximos capitulos. As demons-
tragoes serao omitidas, mas poderdo ser encontradas em Geoghegan [5],
Hatcher [6] e Lima [10].

3.1 HOMOTOPIA

Uma homotopia H entre fungbes continuas f,g: X — Y é uma
fungéo continua H: X x [0,1] = Y tal que

Em outras palavras, em um segundo H deforma f em g de modo
continuo. Dizemos que f e g sao homotdpicas, denotado por f ~ g
ou H : f ~ g, se existe uma homotopia entre elas.

Ao longo do texto, escreveremos I = [0, 1] para facilitar a escrita.

Observagao 3.1. A homotopia é uma relacao de equivaléncia.

Homotopias sao muito bem comportadas em relagao a com-
posicoes:

Lema 3.2. Sejam f1,fo: X =Y eqg1,92: Y — Z tais que f1 >~ fs e
g1 = go. FEntao g1 © fl ~ g2 O f2.

Um caminho em um espaco topoldgico X é uma funcao continua
~v: I — X, em que y(0) é o ponto inicial e v(1) é o ponto final do caminho
.

Dois caminhos v, p: I — X que satisfazem v(0) = pu(0) = z e
~v(1) = u(1) = y sdo ditos homotdpicos se existe h: I x I — X tal que

h(s,0) =~(s), Vse I
h(s,1) = p(s), Vs eI
h(0,t) =z, Vtel
h(l,t) =y, Vtel

h(s,t) =

As ultimas igualdades acima nos dizem que durante toda a homotopia
os pontos inicial e final permanecem fixos.
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A notacado para homotopia de caminhos é a mesma que a de
homotopia de func¢oes. E da mesma forma, temos que a homotopia de
caminhos é uma equivaléncia homotépica.

Definigao 3.3. Seja A um subespaco de um espago topolégico X. Dize-
mos que uma funcdo continua r: X — A € uma retragcao de X sobre
A se a restri¢ao r|a: A — A é a identidade em A. Se existir tal r,
dizemos que A € um retrato de X. O subespaco A é chamado de
retrato por deformacao de X se A € retrato de X eior ~ Idx,

em quer: X — A € uma retracao e i: A — X € a inclusdo.

A definicao acima nos diz que X é deformado para dentro de A
por meio de uma homotopia que deixam os pontos de A sempre dentro
de A. Entretanto, podemos ter também uma homotopia que deixa os
pontos de A sempre fixos. A esta deformacao chamamos de retrato
forte por deformacao.

Definigao 3.4. Sejam A um subespago de um espago topolégico X
ei: A — X a inclusdo. Dizemos que A é um retrato forte por
deformacao de X se existe uma func¢ao continua r: X — A tal que
roi=1da e existe uma funcao continua F: X X I — X satisfazendo

(i) F(z,0) =x,Vzre X.
(i) F(x,1) € A,Vx € A.
(iii) F(a,t) =a,Yae Aetel.

Definicao 3.5. Uma funcdo continua f: X —Y € uma equivaléncia
homotodpica se existe uma fungdo continua g: Y — X tal quego f ~ Idx
e fog>~Idy. Dizemos que 0s espacos X e Y possuem o mesmo tipo
de homotopia quando eriste uma equivaléncia homotdpica de X para
Y.

Todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotépica. Em parti-
cular, a funcao Idx é uma equivaléncia homotopica.

Definicao 3.6. Um espag¢o X ¢é contrdtil se possui o mesmo tipo de
homotopia de um ponto, isto €, um espaco com um unico elemento.

3.2 CW-COMPLEXO

Iniciaremos esta se¢ao construindo um espaco topolégico X que
é chamado de C'W-complexo.
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Para construir um CW-complexo, iniciamos com um conjunto
discreto X°, cujos pontos sdo considerados 0-células. Indutivamente,
formamos o n-esqueleto X™ a partir de X" 1, anexando n-células e”
por meio de aplicacdes ¢q: S"~! — X"~ 1. Isto significa que X" =
Xn_l Ha Dg n n—1
——=2 2 em que T ~ u(x) quando x € 9D = S"~1. Como um
conjunto, X" = X" 1 []_ e em que cada e é um disco.

Podemos parar este processo indutivo em um estagio finito, defi-
nindo X = X" para alguns n < co, ou podemos continuar indefinida-
mente, definindo X = (J,, X™. No ultimo caso, X possui a topologia
fraca relativa aos n-esqueletos: Um conjunto A C X é aberto (ou fe-
chado) se, e somente se, AN X" é aberto (ou fechado) em X™ para cada
n.

A este espaco topolégico X chamamos de complexo celular ou
CW-complexo.

Cada célula e} de um CW-complexo X possui uma funcao
caracteristica ¢,: D — X que estende ¢, e é um homeomorfismo
do interior de D]} dentro de e’. Entao, a funcao ¢, pode ser vista como a
composi¢ao D — X" '] D — X™ < X, em que X" [ D7 —
X™ é a fungao quociente que define X™.

Exemplo 3.7. A esfera S™ possui a estrutura de um complexo celular
com apenas duas células, e” e e™.

Um subcomplexo de um complexo celular X é um subespaco
fechado A C X que é a unido de células de X. A condigdo de A ser
fechado o torna um C'W-complexo.

Definigao 3.8. Um par (X, A) é um par CW se X é um complexo
celular e A € um subcomplexo.

Uma funcao de pares f: (X, A) — (Y, B) é uma fungao continua
f: X =Y tal que f(A) C B. De modo semelhante, definimos uma
funcao de triplas f: (X, A, B) — (Y,C, D).

Definigao 3.9. Sejam (X, A) e (Y, B) pares de CW e fo, f1: (X, A) —
(Y, B) fungoes continuas. Suponha que X' C X. Dizemos que fo é
homotépico a f; relativo a X', denotado por fo ~ f1 rel X', se
existe uma fungdo H: (X x I,Ax I)— (Y, B) tal que

H(z,0) = fo(z), Ve € X
H(z,t) = H(z,1)= fi(z), Ve e X
H(x' t) = fo(2'), Vo' e X eVt el
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Os CW-complexos possuem algumas propriedades tteis, como
por exemplo, todo CW-complexo é Hausdorff e normal. E o complexo
celular é compacto se, e somente se, este possui uma quantidade finita
de células.

Se X e Y sao complexos celulares, entao X X Y tem a estrutura
de um complexo celular com as células produtos ej’ X ej3, em que eg’
varia ao longo das células de X e e varia ao longo das células de Y. A
topologia produto e a topologia fraca em X XY, em geral, nao coincidem,
exceto quando X ou Y tem uma quantidade finita de células, ou se X e
Y tem uma quantidade enumeravel de células (Ver Hatcher [6]).

Exemplo 3.10. Seja X = S! x S'. Entdo o toro pode ser descrito
através da estrutura celular de S*.

Definicao 3.11. Seja X um espacgo topoldgico. O cone sobre X é o
quociente (X x I)/(X x {0}).

Definicao 3.12. Sejam X e Y espacos topoldgicos e zg € X eyg €Y.
A soma wedge X VY é o quociente da unido disjunta X [[Y obtida
através da identificagcdo de xg e yg em um unico ponto.

3.3 EXTENSAO HOMOTOPICA

Dizemos que um par CW (X, A) possui a propriedade de
extensao homotdpica se toda funcdo X x {0} U A x I — Y pode ser
estendida para uma fungao X x I — Y.

Proposicao 3.13. Se (X, A) é um par de CW, entio X x {0}UAXI é
um retrato forte por deformagdo de X x I e (X, A) possui a propriedade
de extensao homotopica.

Demonstragao. Ver em [6] pagina 15. O
3.4 HOMOLOGIA SINGULAR

Seja R um anel comutativo com unidade.

O n-simplexo padrao A" é o fecho convexo de n + 1 pontos
{po,..-,pn}, pj € R"™! em que as coordenadas de p; sdo todas iguais
a zero, exceto na (j 4+ 1)-ésima coordenada que é igual a 1, isto é,

A"—{(xo,...,xn)GR” in—lvxiz()}'

=0
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Figura 1 — Simplexos de dimensoes 0, 1, 2 e 3.

TA %

Fonte: Produgao do préprio autor.

Um n-simplexo singular no espago topolégico X é uma aplicacao
continua o : A" - X.

Denotaremos por S(X; R) o R-médulo livre gerado pelo conjunto
de todos n-simplexos singulares e chamaremos os seus elementos de
n-cadeias singulares de X com coeficientes em R.

Definimos uma é-ésima face do n-simplexo o : A™ — X como
sendo o (n — 1)-simplexo d;0 : A1 — X dado por

0;0(x0, ... Tp—1) = 0(Xoy .., Ti—1,0,Tit1,. .., Tpn),

para i = {0,1,...,n}. Um O-simplexo nio possui faces. Por defini¢ao
temos que S, (X; R) = 0 quando n < 0.
O operador bordo 9: S,,(X;R) — S,,—1(X; R) é o homomor-
n

fismo dado por o = Y (—1)'9;0 para todo n-simplexo o : A" — X.
i=0

E possivel mostrar que 9,, 0 9,1 = 0. Desta forma, a sequéncia

e Sy (X R) -2 S, (X R s > 81(X: R) -2 So(X: R)

é um complexo de cadeias, chamado de complexo de cadeia singular
de X.
A homologia singular, denotada por H2(X; R), é dada por

HY(X;R) = m = H,(S(X;R)).

Uma fungao f: X — Y induz um homomorfismo de cadeia
fa: S(X;R) = S(Y; R) definido por f(0) = foo. Com isso, temos que
fa produz um homomorfismo f, : H>(X; R) — H2(Y; R), chamado

de homomorfismo induzido por f, (ou induzido por f).
Seja g: Y — Z uma funcao continua. E possivel mostrar que
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(go f)s =gso fu: Hy(X;R) — H,(Z;R), e a funcao identidade Idx :
X — X induz o homomorfismo identidade Idy(x,p) : H5 (X; R) —
H2(X;R). Consequentemente, se f: X — Y é um homeomorfismo
entdo f.: HX(X; R) — H2(Y; R) é um isomorfismo.

Para A C X, a homologia do complexo de cadeia quociente
S.(X;R)/S.(A; R) é denotado por H2(X, A; R). Quando A C B C X,
existe um sequéncia exata curta de complexos de cadeia

S.«(B; R) S«(X;R) S.(X;R)
S.«(A; R) S.(4A; R) S.(B; R)

0 (3.1)

em que os homomorfismos sao induzidos pelas inclusoes.
Seja f: (X,B,A) — (Y,D,C) uma funcdo de triplas, assim f

induz um diagrama comutativo

0 S.«(B; R) S«(X; R) S.(X;R) 0
S«(A; R) S.(4A; R) S.«(B; R)
lf* lf* if;
0 S«(D; R) S.(Y;R) S«(Y;R) 0
S.(C; R) S.(C;R) S«(D; R)

em que f, é um homomorfismo de cadeias. De (3.1), obtemos a seguinte
sequéncia exata longa:

— Hp (B, A;R) — H (X, A; R) — H}(X, By R) — H 1 (B, A;R) —

Quando A = &, a sequéncia acima se torna uma sequéncia exata longa
do par (X, B):

— H2(B;R) — H2>(X;R) — H>(X,B;R) — H~ ,(B; R) —
Proposicao 3.14. Se X ¢é um espago conexo por caminhos, entdo
HY(X;R) =~ R.

Demonstragao. Ver em [6] pdgina 109 ou [10] pagina 153. O

Proposicao 3.15. Seja {Xx}a a familia das componentes conexas por
caminhos do espaco X. Entio H2(X; R) ~ @, H5 (Xx; R).

Demonstrag¢ao. Ver em [6] pdgina 109 ou [10] pdgina 153. O
Proposicao 3.16. Seja X = {z}. Entio H>(X;R) =0 paran > 0.
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Demonstragdo. Ver em [10] pdgina 153. O
3.5 HOMOLOGIA CELULAR

Quando X é um C'W-complexo, os médulos de homologia H2 (X; R)
podem ser calculados a partir de um complexo de cadeia muito menor do
que S,(X;R). Em vista disso, defina C,,(X; R) = H> (X", X"~ R).

Proposigao 3.17. Seja J o conjunto de indices das n-células de X.
Entao Cp,(X;R) ~ 6@ R.

jEJ
Demonstragao. Ver em [5] pagina 40. O

O homomorfismo 9: Cp,(X; R) = Cp,—1(X; R) é dado pelo homo-
morfismo de conexdo 9: HY (X", X" 1, R) — HA (X" 1, X" 2 R)
na sequéncia exata longa da tripla (X", X"~ X"=2). O par (C.(X; R),0)
é um complexo de cadeia chamado complexo de cadeia celular de
X.

Uma funcdo f: X — Y entre CW-complexos é dita celular se
f(X™) C Y™ para todo n > 0. O fato principal é que fungdes continuas
entre dois CW-complexos sdo homotépicos as fungoes celulares. (Veja
Geoghegan [5] pagina 30)

Proposigao 3.18. Se f: X =Y € uma funcdo celular entdao f induz
um homomorfismo de cadeias fi: Cp(X;R) = Cp(Y;R). Seg: Y = Z
é uma fungdo celular entdo (go f)x = g« o fx : Cx(X;R) — Cu(Z;R) e
Id, =1d: Cp,(X;R) = Cr(X; R).

Demonstragio. Ver em [5] pagina 41. O

A homologia celular de X sobre R, H.(X; R), é a homologia
do complexo de cadeia celular C,(X; R).

Teorema 3.19. H,(X,R) ~ HY(X; R).
Demonstragdo. Ver em [5] pagina 41. O

Podemos fazer uma pequena modificagao na homologia celular a
fim de que um espago X unitario possa ter em todas as dimensoes, in-
cluindo a dimensao zero, seus grupos de homologia iguais zero. Para isso,
definimos a homologia reduzida H, (X; R) como sendo a homologia
do complexo

> Cy(X; R) — 2> C1(X; R) 2> Cy(X; R) &> Z —— 0,
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em que £()_, z;0;) = »_, 2. Este complexo de cadeia é chamado de
complexo de cadeia celular aumentado.

Proposi¢ao 3.20. Se X = & entao H,(X;R) =0 sen # —1 e
H_, (X;R) = R. Quando X # & temos que H, (X;R)~ H,(X;R) se
n # 0 e existe uma sequéncia exata curta

0 — Ho(X; R) —“> Hy(X;R) —> R —>0

em que gx € induzido pelo homomorfismo de cadeias q: Cx(X; R) —
C.(X; R) que € a identidade em todas as dimensdes, exceto na dimensdo
—1 em que o homomorfismo € nulo.

Demonstragdo. Ver em [5] pdgina 70. O

Coroldrio 3.21. Se X ¢ contrdtil, entao ﬁn(X; R) = 0 para todo n.
3.6 GRUPOS DE HOMOTOPIA

Seja I"™ o produto de n cépias do intervalo [0,1]. O bordo 9I"™
de I™ é um subespago que consiste nos pontos que possuem pelo menos
uma coordenada igual a 0 ou 1.

Seja X um espago com ponto base xg € X. Seja m,(X,zg) o
conjunto das classes de homotopia das fungoes f: (I",0I") —
(X,z0) em que as homotopias levam 9I™ no ponto base xg, isto é,
(X, o) = [(I",01™), (X, z0)].

Quando n = 0, (X, o) se reduz ao conjunto das componentes
conexas do espago X.

Sejam f,g: (I"™,0I™) — (X, o) fungdes continuas. Para n > 0
podemos definir a operagao * como sendo

_ f(2s1,89,...,8,), s1 €10,1/2]
(fxg)(s1,52,...,50) = { g(2s, _1 1’2827,”,5")7 131 € [1/2,1].

Com esta operacao o conjunto 7, (X, zg) torna-se um grupo, em que o
elemento neutro é a fungao constante que leva I™ em z( e o elemento
oposto de f(s1,82,...,8,) ¢ a funcdo f(1 — s1,82,...,8,).

O grupo m (X, zo) é chamado de grupo fundamental que con-
siste nas classes dos lagos que comegam e terminam em xg.

Quando n > 2 temos que o grupo 7, (X, zg) é abeliano. A figura
abaixo mostra que fx g~ gx* f.
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Figura 2 — 7, (X, o) é abelino quando n > 2.

, ‘
flg ~ ~ ~ ~ g | f

Fonte: Hatcher [6].

A funcoées (I",0I™) — (X, o) podem ser identificadas com as
fungdes que levam I™/9I™ = S™ em X e cujo ponto base sg = O™ /OI"™
é levado em x¢. Desta forma, m, (X, zo) = [(S™, s0), (X, x0)].

Se f: X — Y é uma fun¢ao continua, definimos 7, (f): m,(X, z9) —
(Y, y0) como sendo m,(f)([7]) = [f]-

Proposigao 3.22. Sejam f: X - Y eg: Y — X funcoes continuas.
Entao temos as sequintes condicoes:

(Z) 7Tn(f © g) = 71—n(f) © 7Tn(g)'

(i) m(Idx) = Idy, (x)-
(iii) Se f ~ g, entio m,(f) = mn(g).
Demonstragao. Ver em [6] pagina 342. O

Até agora vimos que existem grupos de homotopia de um espago

X. Entretanto, também é possivel definir tais grupos para um par (X, A).
Dizemos que 7, (X, A, zy) é o grupo de homotopia relativa para o
par (X, A) com ponto base xg € A. Paran > 1, m,(X, A, z¢) é definido
como sendo o conjunto das classes das funcoes f: (I, 91", J" 1) —

(X, A x0), em que J"~ 1 = 9I" — I"! com I""! sendo a face de I"
com a ultima coordenada s,, = 0. Por exemplo, se n = 2 temos

Figura 3 — A representacdo de I%, 9I% e J'.

2 ar J!

Fonte: Produgao do préprio autor.

A operagao em 7, (X, A, x() é dada da mesma forma que em
(X, 2p), entretanto na tltima coordenada s,, agora desempenha um
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papel especial e ndo estd mais disponivel para a operacdo. Desta forma,
(X, A, o) é um grupo quando n > 2 e é abeliano quando n > 3.

As fungoes (I™,0I™, J"~1) — (X, A, 29) podem ser vistas como
funcoes (D™, 8"t s0) — (X, A, x0), uma vez que J" ! pode ser re-
duzido em um ponto. Assim, m, (X, A, zg) = [(D", 5", 50), (X, A, 20)].
Em vista disto, a classe de f : (D™, 8" ! s0) — (X, A, x0) em 7, (X, A, x0)
é nula se, e somente se, 6 homotépico rel S?~! a uma funcio cuja imagem
estd contida em A.

Uma caracteristica muito ttil dos grupos de homotopia relativa é
a existéncia da seguinte sequéncia exata longa (Veja Hatcher [6] pagina
344):

C > 7T7L(A7330) E) 7Tn(Xa xO) 4]; ﬂ'n(XaAaJ:O) E) ﬂ'n—l(Ava) e

- ———mo(X, 20)

em que i: (A,z9) = (X,x0) e j: (X,20,20) = (X, A,x0) s@o as in-
clusoes, respectivamente. A aplicagao d vem da restrigao de (1™, 9™, J*~1) —
(X, A,x) em I"! ou da restrigdo de (D™, 5" "1, s0) — (X, A, z0) em
S"~1. A aplicacdo 9 é um homomorfismo quando n > 1.

Dizemos que um espago X com ponto base xy é n-conexo se
(X, z9) = 0 para todo zg € X e i < n.

Quando 7 = 0, temos que X é conexo por caminhos e se i = 1,
temos que X é simplesmente conexo.

Este conceito também pode ser estendido para um par (X, A).
O par (X, A) é dito n-conexo se m;(X, A, z¢) = 0 para todo xg € A e
i <n.

3.7 ESPACOS DE RECOBRIMENTO

Um espago de recobrimento de X ¢ um espago X munido
com uma fungao p: X — X satisfazendo a seguinte condi¢ao: Existe
uma cobertura aberta {U,} de X tal que para cada a, p~1(U,) é a
uniao disjunta de conjuntos abertos em X , cada um dos quais é levado
homeomorficamente por p em U,.

Exemplo 3.23. Um recobrimento de S* é o espaco R em que p: R — S*
é dada por p(t) = (cos(2nt), sin(2nt)).

Sejam p: X — X um recobrimento e f: Y — X uma fungao
continua. Dizemos que a fun¢ado continua f: Y — X é um levanta-
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mento de f se po f: f, isto é, se o diagrama

A

Y —X

comuta. A partir daqui, denotaremos f, para m1(f) e p. para m1(p).
Existe um critério muito 1til que nos diz quando que um levanta-
mento existe.

Proposigao 3.24. Sejam p: (X,%o) — (X,x0) um recobrimento e
f: (Yiyo) = (X, 20) uma fungao continua. Suponha que Y € conexo
por caminhos e localmente conexo por caminhos. Entdo o levantamento
f: (Y,y0) — (X,Zo) de f existe se, e somente se, fi«(m(Y,yo)) C
ps(m(X, Zo)).

m1(X, 7o)

f* l
Px

f
m1 (Y, yo) —— m (X, 20)
Demonstrag¢ao. Ver em [6] pagina 61. O

Proposigao 3.25 (Unicidade do levantameto). Sejam p: X — X um
recobrimento e f1, fo: Y — X levantamento de f: Y — X. SeY € um
espaco conexo e f1 e fo coincidem em um ponto, entdo f1 = fa.

Demonstragdo. Ver em [6] pagina 62. O

Para um recobrimento p: X—>3Xo grupo dos automorfismos de
p é dado por

Aut(p) = {¢: XX | ¢ é um homeomorfismo tal que p o ¢ = p}.

Podemos relacionar o grupo fundamental com o grupos dos auto-
morfismo de p, conforme o seguinte teorema:

Teorema 3.26. Se X ¢ conezo e localmente conexo por caminhos e
P« (m1(X,Zg)) € um subgrupo normal de 71 (X, x0) em que p(ZTy) = xo,
entao

1 (X, 1‘0)

— =~ Au .
(mZoao)) W)
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Em particular, se X ¢ simplesmente conexo, entao
m1(X, o) =~ Aut(p).
Demonstragdo. Ver em [6] pdgina 71. O

Um tipo especial de recobrimento é o chamado recobrimento
universal. O recobrimento p: X — X é universal se X é simplesmente
conexo. O nome vem do fato que este recobrimento recobre qualquer
recobrimento conexo de X.

Sejam G um grupo e X um C'W-complexo que satisfaz as condigoes:

(i) X é conexo;
(ii) m(X) = G;
(iii) O recobrimento universal de X é contratil.

Entao dizemos que X um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo
(G, 1) ou simplesmente K (G, 1).

Os espagos K (G, 1) ndo sao tnicos, entretanto possuem o mesmo
tipo de homotopia.

3.8 TEOREMA DE WHITEHEAD E HUREWICZ

Se uma fungao continua f: X — Y é uma equivaléncia ho-
motépica, entdo m,(X,z9) = m,(Y,y0) para todo n. O Teorema de
Whitehead nos diz que a reciproca desta afirmagao é valida para CW-
complexos.

Teorema 3.27 (Whitehead). Sejam X, Y CW -complezos. Considere
f:+ X =Y uma funcao continua em que f(xg) = yo. Se fu: mn(X, 20) —
(Y, y0) € um isomorfismo para todo n, entao f € uma equivaléncia
homotdpica. Se f for a inclusdo de um subcomplexo X em Y, entao X
€ um retrato forte por deformacao deY .

Demonstragao. Ver em [6] pdgina 346. O

Corolario 3.28. Seja X um CW-complezo. Entdo m,(X,z9) =0 para
todo n se, e somente se, X € contratil.

Demonstragao. Suponha que 7, (X, z¢) = 0 para todo n.

Seja f: X — Y uma funcdo constante em que Y = {y}. Note que
for (X, 20) = m(Y,y) é o homomorfismo nulo e que 7, (X, zg) ~
(Y, y), para todo n.
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Logo f é uma equivaléncia homotépica e isto nos diz que X é
contratil.

Reciprocamente, suponha que X é contratil. Entao X possui o
mesmo tipo de homotopia de um conjunto unitario, assim pela Pro-
posicao 3.22 segue que 7, (X, o) é isomorfo ao grupo trivial para todo
n. Portanto m, (X, z¢) = 0 para todo n. O

Seja f: (D™, 0D",s0) — (X, A, xg) uma fungao continua. Defini-
mos a aplicacao de Hurewicz como sendo

h:ma (X, A xg) — H,(X, A)
M f]) — fi(a)

em que « é um gerador fixado de H,, (D™, 0D") e
fo: Hy(D",0D™) — Hy(X, A)

é induzida por f. Para n > 1, esta aplicagdo é um homomorfismo.

Seja f: (X,x0) = (Y,y0) uma fungdo continua. O conjunto
7 (X, A, zg) é o quociente de m,(X, A,xg) por um subgrupo normal
gerado pelos elementos da forma [y][f] — [f] em que [y] € 71 (4, o).
Entdo a aplicagdo h induz um homomorfismo h' : 7 (X, A, zg) —
H,(X,A).

Existe também uma aplicacdo de Hurewicz absoluta h: m, (X, zg) —
H,(X) que é definida de modo similiar por h([f]) = f«(a) em que
f: (8" s0) = (X,20) e a é um gerador de H,(X). Isto nos leva ao
seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

> Wn(A,LU()) - 7Tn(Xa 'rO) — 7T7L(X7 A, JTQ) — 7T7L—1(A7x0) >

g s § v

Hy(A) Hp(X) — Hy (X, A) — Hp,_1(A) —> - -

Teorema 3.29 (Hurewicz). Seja (X, A) um par de espagos conezxo por
caminhos em que A # @. Se (X, A) é (n — 1)-conexo para n > 2, entdo
B owl (X, A o) = Hp (X, A) € um isomorfismo e H;(X, A) =0 para
1< mn.

Demonstra¢ao. Ver em [6] pdgina 371. O
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3.9 COMPLEXO SIMPLICIAL

Veremos agora um tipo especial de CW-complexo, o complexo
simplicial.

Um complexo simplicial K consiste em um conjunto de vértices
Vi e um conjunto Sk nao-vazio de subconjuntos finitos de Vx que
satisfazem:

(i) Todo subconjunto unitério de Vi pertence a Sk-.

(ii) Se X € Sk, seus subconjuntos nao-vazios pertencem a Sk.

Um n-simplexo de K é um elemento de Sk que contém (n + 1)-
vértices e n é a dimensao deste simplexo.

Se 0,7 € Sg e o C T, entdo dizemos que o é uma face de 7.
Considere o conjunto de todos os simplexos de K dos quais ¢ é uma
face, entao o subcomplexo gerado por estes simplexos é chamado de
estrela de 0 em K e é denotado por st 0. O link de o em K, denotado
por lk o, é o subcomplexo de st o gerado pelos simplexos de st o os
quais nao possuem vértices de o.

Se o for a aresta formada por vy e vy, como a Figura 4, entao
st o é representada pela figura sombreada.

Figura 4 — Estrela de o.

Vo v

Fonte: Produgao do préprio autor.

E Ik o sao os vértices brancos da figura abaixo.
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Figura 5 — Link de o.

Fonte: Produgao do préprio autor.

Se K é um complexo simplicial, entao definimos sd K como
sendo a subdivisao baricéntrica de K que tem a seguinte descrigao:
para cada vértice de K tém-se um vértice de sd K e {og,...,0,} é um
n-simplexo se para todo i < n, o; é uma face prépria de ;1. Vejamos
alguns exemplos.

Exemplo 3.30. Considere K o complexo simplicial dado pelos vértices
0g e 01 € a aresta oy, conforme a figura abaixo. Os simplexos 0g, 07 €
o9 formam trés vértices em sd K. Os vértices og e o1 sao faces préprias
de o5, isto produz os simplexos 79 ¢ 71 em sd K, respectivamente.

Figura 6 — A subdivis@o baricéntrica de K.

a0 a]

ap o2 a1

To 1

Fonte: Produgao do proprio autor.

A figura abaixo mostra a subdivisao baricéntrica de um 2-simplexo.
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Figura 7 — Subdivisao baricéntrica de um 2-simplexo.

L4 »

Fonte: Producao do proéprio autor.

A cada complexo simplicial K podemos associar um C'W-complexo
de maneira ébvia, chamado de realizagao geométrica de K, denotado
por |K].

Exemplo 3.31. A figura abaixo mostra como associamos um complexo
simplicial K com sua realizagao geométrica.

Figura 8 — Realizacao geométrica de K.

K |K|

Vi = {0, 01,02, 03}

S = {{ouh {o} {ou} {ou}, 0 7!
{o0, 01}, {o1, 00}, 1
{02, 03}, {01, 03}, 02 73
{o1, 09,03} }

Fonte: Producao do proéprio autor.

Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um conjunto
P munido de uma relagao de ordem parcial <.

Denotaremos por |P| o complexo simplicial associado ao poset P,
esta associagao é feita da seguinte maneira: os vértices sao elementos
de P e {xg,21,...,2,} é um n-simplexo de P se xo < 21 < ... < 2,

Teorema 3.32. Se P € um conjunto dirigido entao |P| é contratil.

Demonstragao. Seja f: S™ — |P| uma fungao celular. Observe que
f(S™) é compacto, pois S™ é compacto. Assim f(S™) é um subcomplexo
de |P| com finitos vértices. Como P ¢ dirigido, existe v € P tal que é
possivel construir um cone sobre f(S™).

Pelo fato do cone ser contrétil, conseguimos deformar f(S™) para
um ponto. Portanto, f é homotépica a uma funcao constante. Logo,
mn(|P]) = 0, para todo n e pelo corolrio anterior |P| é contratil. O



59

Considere a cobertura V = {X,} de um CW-complexo X. O
nervo de V é um complexo simplicial N (V') descrito da seguinte maneira:
N(V) possui um vértice v, para cada X, e um simplexo {vag, .- -, Uay }

k
sempre que (| X,, # &.
i=0

7=

k
Teorema 3.33. Se V = {X,} é uma cobertura finita e (| Xo, €
=0
contrdtil sempre que € nao-vazio, entao |N(V)| e X sdo homotopica-
mente equivalentes.

Demonstragdo. Ver em [5] pdgina 211. O
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4 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS

O objetivo deste capitulo é definir a (co)homologia de um grupo
GG com coeficientes em M, em que M é um ZG-médulo. Podemos
relacionar a (co)homologia de grupo com os grupos Tor e Ext que
vimos no Capitulo 2. H4 também uma interpretacao topolédgica para a
defini¢do de homologia de G usando um espago de Eilenberg-MacLane
K(G,1).

Este capitulo estd baseado em Brown [2] e Hilton [8].

4.1 ZG-MODULOS

Definicao 4.1. Seja G um grupo. Define-se ZG como sendo o conjunto
das somas formais
D red.

geG

comrg €Z ege G, em querg =0 exceto para uma quantidade finita
de elementos g € G, e no qual + e - sdo definidas por

ngg + 2599 :Z(T9+59)9,

geG geG geG
S g (zh) (3 ysmn
geG heG g,heG

Com estas operacoes ZG se torna um anel com unidade que €
chamado de anel de grupo.

O anel de grupo ZG é caracterizado pela seguinte propriedade uni-
versal: Para qualquer fungao f: G — R que satisfaz f(xy) = f(z)f(y)
e f(1g) = 1R, existe tinico homomorfismo de anéis f': ZG — R tal que
floi=f,em que i: G — ZG é a inclusao.

Dar uma estrutura de ZG-médulo a esquerda ao grupo abeliano M
equivale a munir este com um homomorfismo de grupos o: G — Aut(M).
De fato, como Aut(M) C End(M) pela propriedade universal vista
acima existe o’: ZG — End(M), assim por meio de ¢’ temos que M
é um ZG-mobdulo a esquerda. E se M é um ZG-moédulo a esquerda,
podemos observar que o homomorfismo de anéis ¢': ZG — End(M)



62

manda os elementos inversiveis de G em elementos inversiveis. Portanto
um ZG-médulo pode ser visto como um Z-moédulo munido de uma agéo
de G. Daqui para frente omitiremos a palavra esquerda.

Dizemos que um ZG-mdédulo é trivial se os isomorfismos a(g): M —
M sao todos iguais a identidade. Observe que todo grupo abeliano
pode ser visto como um ZG-médulo trivial para todo grupo G. Em
particular, Z é um ZG-mdbdulo trivial.

Todo ZG-médulo a esquerda M pode ser considerado um ZG-
modulo & direita por meio da agao:

p:MxG—M
(m,g) — g~ 'm.
Chama-se de homomorfismo de aumento o homomorfismo ¢: ZG —
Z tal que £(g) = 1 para todo g € G. O kernel de ¢ é chamado de ideal
de aumento.

Observagao 4.2. Se GG é gerado pelo conjunto S, entao os elementos
s—1, com s € S, geram Ker(g) como um ideal & esquerda de ZG. De
fato, considere o ideal J = (s —1,s € S) sobre ZG. Observe que, se
x € J, entao

e(az):Zs ngg (s—1) :Za ngg e(s—1)

seS geG ses geG
= E € g Tqg | -0=0,
seS geqG

comry € Ze g€ G. Ou seja, J C Ker(e).
Se z € Ker(e), entdo z = 3 r,g tal que Y r, = 0. Assim,

geG geG
v= (D9 =3 re | =D relg—1).
geG geG geG

Desta forma, precisamos apenas mostrar que g — 1 € J para todo g € G.

Como G = (S), entdo = = st'si!...st!. E por meio das
igualdades 7y — 1 =az(y— 1)+ (z — 1) ex ! — 1= —271(z — 1), segue
que Ker(e) C J.

Se H é um subgrupo de G entao podemos relacionar os anéis de
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grupo ZG e ZH conforme o seguinte lema.

Lema 4.3. Seja H um subgrupo de G.

(i) Entio ZG é um ZH-modulo livre.

(i) Se M é um ZG-mddulo projetivo entdo M é projetivo sobre ZH .

Demonstragao. (i) Observe que G = U Hg;,em que Hg; = {hg;| h € H}.

icl
Desta forma, ZG = Z[|JHg;] = @ Z[H g;]. Com isso, temos que
iel
26 = @D i) ~ ) 7IH/H, ),
iel iel

onde H,, é o estabilizador de g;. Note que se hg = g & h = 1, e
consequentemente Hy, = {1}. Logo ZG ~ @ ZH.

i€l
(#4) Suponha que P é um ZG-médulo projetivo. Entdo F' = P @ K, em
que F' é um ZG-mébdulo livre. Pelo item (i) temos que ZG ~ P ZH,
assim F' é a soma direta de ZH-mébdulos livres e portanto F é um
ZH-médulo livre. Logo P é um ZH-médulo projetivo. O

4.2 GRUPO DE INVARIANTES E COINVARIANTES

Dado um grupo G e um ZG-médulo M podemos definir os grupos
de invariantes e coinvariantes de M como segue.

Definicdo 4.4. O grupo de invariantes de M, denotado por M,
¢ definido por MG = {m € M| gm = m,Vg € G}. E o grupo de
coinvariantes de M, denotado por Mg, € dado pela quociente M /N,
em que N € um subgrupo aditivo gerado pelos elementos da forma
gn—m, g€ G eme M.

O grupo Mg é o maior quociente de M em que G atua de forma
trivial. Observe que se M é um ZG-médulo trivial, isto é gm = m para
todo m € M e todo g € G, entdo Mg ~ M ~ MC.

Proposigao 4.5. Se M ¢é um ZG-mddulo entio Mg ~ 7Z Qzac M e
ME€ ~ Homgzg(Z, M), com Z visto como um ZG-mddulo trivial.

Demonstragao. Mostremos que Mg ~ 7 Qzc M.
Visto que Z é um ZG-mdédulo trivial e 1@ gm = 1g@m =1 m,
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podemos construir o homomorfismo

o: Mg —7ZQzc M
mg — 1 ®@m,

em que my ¢ a imagem em Mg por um elemento m € M.

Vejamos que ¢ estd bem definida. Sejam m,n € M tais que
mg = ng. Isto nos diz que m—n € N, em que N é um subgrupo aditivo
gerado pelos elementos da forma gm —m, g € G e m € M. Assim,

k
m—n= Zri(gimi —my),
i=0
em que g; € G, m; € M e r; € Z. Desta forma,
k
1®m—1®n:Z(1®mgimi—l®Timi)

i=0

k
(1i @ gim; — ri @ my;)

sA
= |l
o

(ri - gi @m; —r; @ my)

&
= |l
=}

(ri @ m; —r; @ my)

@
Il
<

Portanto ¢(mg) = ¢(ng).

Pela propriedade universal do produto tensorial existe tnico
homomorfismo de grupos ¥: Z ®zc M — Mg tal que ¢¥(z @ m) = zm,,.
Note que ¢ = 11, Logo Mg ~ Z ®zc M.

Para mostrar que MY ~ Homzg(Z, M) defina

a : Homyg(Z, M) — M€
f — f(1),
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B: MS — Homyg(Z, M)
m o — o,

em que h,,(z) = zm. Note que f(gm —m) = zgm—zm = zm—zm = 0.
Assim,

a0 B(m) = alhm) = hm(1) = 1m = m,
Boalf) = BF() = hy(2) = 2£(1) = f(=) = f.

Portanto M¢ ~ Homgzg(Z, M). O

A Proposicao 4.5 nos diz duas coisas importantes. Se tivermos
uma sequéncia exata M’ — M — M" — 0, entao a sequéncia

M, Mg MY, 0

também é exata, pois o funtor Z ®zq _ é exato a direita. E, se F' é um
ZG-mébdulo livre com base (e;);er entdo Fg é um Z-médulo livre com
base (€;);csr. De fato, como F' é livre temos que

Fz@ZG:@(ei).

icl el

Aplicando o funtor Z ®zc — obtemos

Z@pc F =~ L &6 7G =P (@) .

i€l i€l

Sejam M e N dois ZG-médulos a esquerda. (Como ja vimos
anteriormente podemos sempre considerar um ZG-médulo a esquerda
como um ZG-médulo A direita através da acio mg = g~ 'm). Obtemos
M ®z¢ N introduzindo as relacdes g~ 'm@n=m®@gn em M @ N. Se
trocarmos m por gm obteremos a relagao m ® n = gm ® gn. Definimos
entao a acao diagonal de G em M ®; N = M ® N como sendo
g(m ®n) = gm ® gn. Isto nos leva a igualdade

M®ZGN:(M®N)G.

Como (M ® N)g = (N ® M)g, entdo temos que M Qzc N ~ N Qzc M.
Considere agora Homy (M, N) = Hom(M, N). A agdo de G em
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Hom(M, N) é induzida pela acdo de G em M e N dada por

G x Hom(M, N) — Hom(M, N)
(9,f) +— 4f,

em que (gf)(m) = gf(g~'m) para g € G, f € Hom(M,N) e m € M.
Por causa da contravariancia de Hom(__, N) é acrescentado g~! na agao
de G, isto faz com que M se torne um ZG-moédulo a direita.

Seja f € Hom(M, N) entao para todo m € M e g € G temos que

gf(m) = f(gm) & f(m) =g~ " f(gm)
& f(m) =g " f(m)
sgf =T

Portanto gf = f se, e somente se, f € (Hom(M, N))%. Logo
Homzg (M, N) = (Hom (M, N))©.

4.3 (CO)HOMOLOGIA DE UM GRUPO

Definicao 4.6. Seja M um ZG-mddulo. Definimos a homologia de
G com coeficientes em M, denotado por H.(G, M), por

H.(G,M) =Tor%(Z,M).

A cohomologia de G com coeficientes em M, denotado por H*(G, M),
€ definida por
H*(G,M) = Ext:(Z, M).

Em outras palavras, para calcularmos a homologia e a cohomolo-
gia de grupo podemos escolher uma resolugéo projetiva P de Z sobre ZG,
em que Z é visto como um ZG-médulo trivial. A homologia do grupo
G é exatamente a homologia do complexo P ®zc M e a cohomologia
de G é a cohomologia do complexo Homzg (P, M).

Lema 4.7. Seja F': R-mod — Z-mod um funtor aditivo da categoria
dos R-mddulos na categoria dos Z-mddulos. Se os homomorfismos de
cadeias f: (C,d) — (C',d') e g: (C,d) — (C',d") sdo homotdpicos,
entao F(f): F(C) — F(C") e F(g): F(C) = F(C") também sdo.

Demonstracdo. Seja h uma homotopia entre f e g. Entao f — g =
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hod+ d o h. Disto segue que
F(f)—F(g)=F(f—g)

F(hod—l—d/oh):F(hod)—i—F(d'oh)
=F(h)o F(d)+ F(d') o F(h).

Portanto F'(h) é uma homotopia entre F(f) e F(g). O

Sejam e: P — Z e u: P’ — Z duas resolugoes projetivas de Z
sobre ZG. Ja vimos que pelo Teorema 2.40 existe uma equivaléncia
homotépica 7: P — P’. Considerando que os funtores Homgg(—, M)
e _ Qza M sao aditivos, segue do Lema 4.7 que ¢,: Homg (P, M) —
Homg(P', M) e py: P ®z¢ M — P’ @6 M também sdo equivaléncias
homotépicas. Portanto H,(G, M) e H*(G, M) independem da escolha
da resolucao projetiva.

Proposicao 4.8. Sejam G um grupo e M um ZG-mddulo. Entao
Hy(G,M) ~ Mg e H*(G,M) ~ M€.

Demonstra¢do. Seja : P — 7 uma resolucao projetiva de Z.

Py dz Py & Py —

Z 0. (4.1)

Aplicando o funtor _ ®zg M em (4.1) obtemos

——=D ®ZGMLPO®ZGML>Z®ZGM4>O-
lf
0
Assim,

_ Ker(f) B Py ®za M

Ho(G, M) = Im(@)  Im(d)
Py ®zqg M
R ek Sy N/ M
Kor(e,) ¥ze
= Mg.

Portanto Ho (G, M) ~ Mg. De modo andlogo, temos que H°(G, M) ~
MC. O
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Exemplo 4.9. Queremos calcular a homologia e a cohomologia do
grupo ciclico G = (¢t | t" = 1). A sequéncia

t—1 N t—1 N t—1 £

C’4 CS 02 C 1 C 0 Z 0

é uma resolucdo projetiva de Z sobre ZG, em que N = 1424 ... 4¢7~!
e C; = {a;) = ZG. De fato, existe uma homotopia de contracao h dada
por:

hok (tlagy) = - e £20
RS T A4+ 2 4+t Dagyr se E>0

i 0 se 0<k<n-1
har— (t azk_l)_{azk se k=n—1

e visto que ZG é um ZG-médulo livre segue que

N t—1 N t—1 £

7G 7G 7G 7G Z 0 (4.2)

é uma resolucao projetiva de ZG.
Aplicando _— ®z¢ M em (4.2) obtemos

o —— 717G Ry M ——=7.G Qg M —— 7.G Qzc M,
que se reduz através do isomorfismo ZG ®zg M ~ M em

%o 2 2 g,

em que Oap(m) = Nm e Oopr1(m) = (t — 1)m.
Assim, temos que

Mg, quandon =20

M uando n é par
MG
NI quando n é impar.

Aplicando Homyg(—, M) em (4.2) e através do isomorfismo
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Homyg(ZG, M) = M obtemos o seguinte complexo

0 YA Y Ay S )

em que 628(m) = (t — 1)m e 6%**1(m) = Nm. Logo

M%, quandon =0
MG
H™(G, M) = NI quando n é par
Ker(0ay,) (-
m, quando n é impar.

Vejamos o que acontece quando M = Z. Considere os seguintes
complexos

- JﬁZG ®ZGZi>ZG ®Zgzi>ZG Rza 7. (4.3)
Observe que Oax é 0 homomorfismo nulo. De fato, considere

Oo, : 2G Q@za 7 — 7.G Rz 7
lga ®1ly —> lzg(t — 1) ® 1z,

assim
lzg(t—1)®lzzlz®t—lz®lzG
= 1z-t®1ZG—1Z®1ZG
=1z2®1zg — 12 ® 1z¢
=0.
Considere

Oop—1 : 2G Rpa 7 — 7G QRua 7
lzac®1z — N®1z.
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Note que

N@lz=QA+t++- +t"" @1
=1z Q@1+t 17+ @1z 4+ +t" @1z
=16®17+ 1@t -1+ 1z @2 1g+ -+ 1z @t 1 1y
=16®17+ 16 R 17+ 176 Q17+ -+ 176 @ 1y
=n(lzg ® 1z).

Desta forma, o complexo (4.2) se reduz a

"y .7z .7 _%.7

Logo

Z, quando n =0
H,(G,Z)=< 0, quando n é par
Z,,, quando n é impar.

Analogamente, temos que 62%(z) = 0 e §2*1(2) = nz, com z € Z.
Portanto

Z, quando n =0
H"(G,Z) =< Z,, quando n é par
0, quando n é impar.

4.4 MODULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS

Antes de falarmos sobre os mdédulos induzidos e coinduzidos,
introduziremos o conceito de extensao e coextensao de escalares.

Considere os anéis R e S e um homomorfismo a: R — S. Dado
M um S-médulo & esquerda, defina

tRxM —M

(rym) — r-m:= alr)m.

Por meio desta agao podemos considerar M como um R-médulo a
esquerda. Assim, definimos um funtor chamado de restricao de escalares,
que sai da categoria dos S-moédulos a esquerda para a categoria dos
R-médulos a esquerda.

Construiremos a seguir a extensao e coextensao de escalares os



71

quais produzem um S-mdédulo a partir de um R-mdédulo.

Assuma agora que M é um R-médulo a esquerda. Considere
o produto tensorial S ® g M, em que S é visto como um R-médulo &
direita por meio da acgdo s-r = sa(r), para s € S e r € R. Entao
podemos ver o produto S ® g M como um S-mddulo a esquerda através
da agdo s- (s ®m) =ss' ®m, paras € S, r € Re m € M. Dizemos
assim que este S-médulo é obtido de M pela extensao de escalares
de R para S.

Considere o grupo abeliano Hompg(S, M), em que S é visto como
um R-moédulo & esquerda por meio da agéo r - s = a(r)s, para s € S
er € R. Assim Homp(S, M) é um S-mddulo & esquerda através de
(sf)(s") = f(s's), para f € Homp(S,M). Este S-médulo é dito ser
obtido de M pela coextensao de escalares de R para S.

Exemplo 4.10. Seja M um ZG-moédulo a esquerda. Suponha que o
homomorfismo « seja o homomorfismo de aumento €: ZG — Z, entao
0 Z-médulo Z ®zc M obtido de M pela extensao de escalares de ZG
para Z é o médulo Mg. E o Z-médulo Homy;(Z, M) obtido de M pela
coextensao de escalares é o médulo MC.

Aplicaremos a extensao e a coextensao de escalares para o homo-
morfismo inclusdo i: ZH — ZG, em que H é um subgrupo de G.

Definicao 4.11. Seja H um subgrupo de G. Considere M um ZH -
mddulo. A indugao é definida como sendo o ZG-mddulo obtido de
M pela extensao de escalares via i e escrevemos IndflM =7ZG Qzu
M. Definimos também a coindug¢ao como sendo o ZG-mddulo obtido

de M pela coextensdo de escalares via i e escrevemos Coind%M =
Homyzp (ZG, M).

No caso de H = {1}, chamamos Ind?l}M = Z2ZG®zM de médulo
induzido e Coind?l}M = Homy(ZG, M) de médulo coinduzido.
Seja M um ZH-moédulo. Existe um homomorfismo 5: M —

Z7ZG Q7 M dado por S(m) =1®& m. Devido a
1@rm=1-r@m=1i(r)@m=1i(r) - (1®@m),

em que r € ZH e m € M, temos que B(rm) = i(r)5(m) = rB(m).
Assim, 8 é um ZH-homomorfismo.

Dados um ZG-médulo N e um ZH-homomorfismo f: M — N
existe um tUnico ZG-homomorfismo ¢g: ZG Q@zy M — N tal que o
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diagrama

comuta.

Proposicao 4.12. Se o indice de H em G ¢é finito entdo Ind$M ~
Coind$ M.

Demonstracao. Considere o seguinte ZH-homomorfismo

o : M — Homyy (ZG, M)

m— nlm)(a) = {0 9S4

Em virtude de (4.4) existe um tnico ZG-homomorfismo
©: ZG ®@zg M — Homyy (ZG, M)

tal que B o ¢ = . Escolhendo representantes das classes laterais de
H em G e expressando ZG @z M (resp. Homgy (ZG, M)) como uma
soma (resp. produto) de cépias de M, verifica-se que ¢ é a inclusdo
candnica da soma direta no produto direto. Como (G : H) < oo, ¢ é
um isomorfismo. O

O préximo resultado relaciona a homologia e a cohomologia de
um grupo com a de seus subgrupos.

Proposicao 4.13 (Lema de Shapiro). Se H é um subgrupo de G ¢ M
€ um ZH-mddulo, entao

H,(H,M) ~ H,(G, Ind$M)

H*(H,M) ~ H*(G, Coind$ M)

Demonstracdo. Seja e: P — Z uma resolucao projetiva de Z sobre ZG.
Pelo Lema 4.3 vemos que ¢: P — Z também ¢é uma resolugao projetiva
de ZH-moédulos.
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Desta forma,

PRyy M~ (P Qe ZG) Quuy M
~ P®ZG (ZG ®ZH M)
~ P Qg Ind$ M.

Com isso, H,(H, M) ~ H.(G, Ind%M).
Similarmente, temos que existe um isomorfismo

Homgzpg (P, M) = Homgzg (P, Homz g (ZG, M))
= Homgyg (P, Coind$ M).

Portanto H*(H, M) ~ H*(G,Coind$ M). O

Vejamos a seguir o que acontece quando aplicamos o Lema de
Shapiro para H = {1}.
Coroldrio 4.14. Seja M um ZH-mddulo. Entio H,(G,ZG®zM) =0
e H"(G,Homz(ZG, M)) = 0, para n > 0.

Demonstragdo. Pela proposigao anterior temos que H,(G,ZG @z M) =
H,(1,M) e H*(G,Homy(ZG,M)) = H*(1,M). Com isso, considera-
mos M como sendo um Z-mddulo e para calcular H,.(1, M) e H*(1, M)
precisamos de uma resolucao projetiva de Z sobre Z. Ja que Z é
um Z-médulo livre, e portanto projetivo, podemos escolher a seguinte
resolucao projetiva

Z 0.

0 0 Z

Portanto H,(G,ZG ®z M) = 0 e H"(G,Homy(ZG,M)) = 0, para
n > 0. O

4.5 INTERPRETACAO TOPOLOGICA

Nesta segao mostraremos a interpretacao topoldgica para a ho-
mologia de grupo com coeficientes em Z. Denotaremos H,(G) ao invés
de H.(G,Z) e C(X) ao invés de Ci(X;Z).

Nosso objetivo neste momento é mostrar que o complexo de cadeia
celular C,(X) de um CW-complexo X, sob determinadas hipéteses, é
uma resolugao livre de Z como ZG-médulo trivial.

Seja X um conjunto com uma acao de G, formamos assim o
grupo abeliano livre ZX gerado por X. A acao de G em X induz uma
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acao de G em ZX. Dizemos que a acdo de G em X é livre se gr =z
implica g =1, em que z € X.

Proposigao 4.15. Seja X um conjunto no qual G age livremente.
Entao ZX ¢ um ZG-mddulo livre, com base dada pelo conjunto dos
representantes das G-orbitas em X.

Demonstragdo. Suponha que B = {z; ; i € I} seja um conjunto formado
pelos representantes de cada G-drbita em X. Podemos escrever X =

U G(z;), em que G(x;) = {gx; ; g € G}. Assim,
z,€B

zx = 2| G:) = @ ZG ().

;B z,€EB

Defina

i G — G(x;)
g = gx;.

Vamos mostrar que ¢; é bijetora.

Sejam g, h € G tais que ¢;(g) = p;(h), assim gx; = hz;, ou seja,
h=lgz; = 2;. Como a acdo de G ¢é livre em X segue que h™'g = 1,
portanto h = g. Dado y € G(z;) temos que y = gx; = ¢;(g). Portanto
p; € sobrejetora.

Logo ZX = @ Z(G(z;)) =~ P ZG. O

;B z;, B

Definicao 4.16. Um G-complexo é um CW-complezro X munido de
uma ac¢ao de G sobre X que permuta suas células, isto é, temos para
cada g € G um homeomorfismo x — gx de X tal que a imagem go de
toda célula o de X € novamente uma célula.

Seja X um G-complexo. A agdo de G em X induz uma agao de
G em C,(X) da seguinte forma:

g (rio1 + -+ 1p0y) = 11901 + -+ TGOk,

em que o; sao n-células.

Com isso, C,(X) se torna um complexo de cadeias de ZG-mddulos.
E definimos €: Cy(X) — Z como sendo (o) = 1 para toda a 0-célula o
de X.

Dizemos que X é um G-complexo livre se G age livremente em
X. Neste caso, o Z-médulo Cy,(X) possui uma base na qual G permuta
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livremente. Pela Proposi¢ao 4.15, C,,(X) é um ZG-médulo livre com
um elemento na base para cada G-Orbita de células.

Proposicao 4.17. Seja X um G-complezo livre e contrdatil. Entao o
complexo celular aumentado de X

On e
= Ch(X) —Ch (X)) ——= - ——=Co(X) —=Z ——>0,

€ uma resolugdo livre de Z como ZG-mddulo trivial.

Demonstragio. Seja X, = {o | o é uma célula de dimenséo n em X }.

Como C,,(X) é o grupo abeliano gerado pelos n-simplexos que
compoem X, podemos identifica-lo com ZX,,.

Por hipotese, a agao de G é livre sobre X, logo X, é um G-
complexo livre. Portanto pela proposi¢ao anterior C,(X) é um ZG-
modulo livre tendo como base um conjunto formado por um represen-
tante de cada G-6rbita de X,,.

O fato de X ser contratil nos diz que H,(X) = H,(C(X)) =0,
para n > 0. Consequentemente, Ker(9,) = Im(0y,+1), para n > 0.

Vejamos agora que Ker(e) = Im(0;). Considere

--HCl(X)LCO(X);ZHO.

:
0

Co(X
Pelo 1° Teorema do Isomorfismo, segue que o

Ker(e

. Ker(9 On(X
também que Z ~ Hy(X) = Im((alo)) _ IIEE&;'

~—

~ Im(e) = Z. Temos

~—

Observe que

Co(X)
g~ CX) oy | Z

Ker(e) — Ker(e)
M) L63 teod

Portanto Ker(e) = Im(0).
Logo

...ch(X)g n_l(X)*>~~*>C’o(X)L>Z*>O,

é uma resolucao livre de Z sobre ZG. O
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Exemplo 4.18. Sejam X = R e G = (t) = Z. Podemos representar
R como um CW-complexo da seguinte forma: defina o2 = {z} e
ol = (z,2+1), em que z € Z. Desta forma, representamos R através
de 0-células e 1-células, conforme a figura:

Figura 9 — Representacao de R como um C'W-complexo

Considere a agao de Z em R dada por

ZxR—R

t" z) —t"r =n+x.
Esta agdo permuta as células, t"0? = o0, _ e t"ol = o), .. Entao R
é um Z-complexo livre, e além disso é contratil. Agora estamos nas
hipdteses da proposicao anterior.

Observe que existe apenas uma Z-6rbita de 0-células e também
apenas uma de 1-células. Sejam o e o! os representantes das Z-érbitas
de 0-células e 1-células, respectivamente.

Assim, temos que Co(R) = (0%) ~ ZZ e C1(R) = (co') ~ ZLZ.
Note que o homomorfismo 9;: C1(R) — Co(R) é dado por 1(cl) =
0l — o) =tol — 0¥ = (t—1)o?. Portanto

z

t—1 5

0 77 77 Z 0

é uma resolucao livre de Z sobre ZZ.

Estamos interessados em aplicar a proposicao anterior para os
espagos K (G, 1).

Corolario 4.19. Se X é um K(G,1), entdo o complezo celular aumen-
tado do recobrimento universal de X € uma resolugao livre de Z sobre
7.G.

Exemplo 4.20. Seja G = F(S) o grupo livre gerado por um conjunto

S. Seja X = \/ S; um buqué de circulos. Entdao X é um CW-complexo
€S

que possui apenas um vértice e para cada elemento de S tem-se uma
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1-célula. Como 71 (X) =~ G e o recobrimento universal de X é contratil
segue que X é um K(G,1).

Como ponto base em X tomamos um vértice xq, este representa
a tnica G-érbita de vértices de X e assim é um gerador para Co(X).
Como base para C1(X) tome, para cada i € S, uma 1-célula o}l de X
sobre S} tendo xo como vértice inicial. Portanto

00— @z

i€S

7G—>7 0,

é uma resolugao livre de Z sobre ZG, em que 01 (0}) = (i — 1)z¢ e uma
base para @ ZG é dada por {0} ; i € S}.

i€S
Proposicao 4.21. Seja X um G-complezo livre. Entio Cy(X/G) ~
Ci(X)g-

Demonstrag¢ao. A projegao X — X/G induz Cy(X) — C.(X/G) que
por sua vez induz ¢: Cy(X)g — Ci(X/G). Observe que cada médulo
Cpn(X)e é um Z-médulo livre com um elemento na base para cada G-
érbita de n-células de X. Além disso, C,,(X/G) também é um Z-médulo
livre com um elemento na base para cada G-érbita de n-células de X.
Portanto ¢ manda uma elemento da base de C.(X)¢ para o elemento
correspondente da base de Cy(X/G). Logo ¢ é um isomorfismo. O

Entdo se X for um K (G, 1)-complexo sendo X seu recobrimento
universal, vimos que C, ()~( ) é uma resolugao livre de Z considerado
como um ZG-médulo. Devido a X ~ X /G temos que C, (X )¢ ~ C,(X),
assim obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.22. Se X € um K(G,1)-complexo entio H.(G) = H.(X).

Para calcular a homologia de um grupo G basta encontrar um
CW-complexo X tal que seu recobrimento universal X é contratil e
m1(X) =~ G, e a partir disso obtemos a homologia apenas calculando a
homologia do complexo de cadeia celular de X.

Exemplo 4.23. Seja X = \/ S;. Como j& vimos no Exemplo 4.20, X

i€S
éum K(F(S),1). Entao
Z, n=0
Hy(F(S)) = Hy(X) = { @2 n=1
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Analogamente, temos que no caso cohomoldgico que

H*(G) ~ H*(K(G,1)).
4.6 HOMOLOGIA EQUIVARIANTE

Lembre que H,.(G, M) é definido como sendo H,(P ®@za M), em
que P é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG. Vamos generalizar
esta definigao considerando agora um complexo de cadeia nao-negativo
C = (Cp)n>0- A partir deste complexo definimos

H.(G,C) = H.(P &3¢ C)

em que P ®g C =Tot(P ®z¢ C).
Estamos interessados em um complexo especifico, ja visto an-

teriormente, o complexo de cadeia celular C(X) de um G-complexo
X.

Definicao 4.24. A homologia de grupo equivariante, denotada
por HE (X, M), é definida como sendo

HE(X,M) = H,(G,C(X,M))

em que M é um ZG-mddulo e C(X,M) =C(X)® M.

A homologia equivariante é simplesmente o cdlculo da homologia
de um complexo duplo.
Da secao 2.6 temos que existem duas sequéncias espectrais tais

que
B}, = Hy(G,Cyp(X, M) = HS, (X, M)
B2, = H,(G, Hy(X,M)) = HE, (X, M)

onde H,(X, M) é a homologia do complexo C(X) ® M.

Proposigao 4.25. Se um G-complezo X € aciclico entdo HE (X, M) ~
H.(G,M).

Demonstragao. Por meio do Teorema dos coeficientes universais (veja
Brown [2] pagina 8), segue que H,(X, M) = 0 para ¢ > 0. Entao

B2 = Hy(G, Ho(X, M)) = H,(G, M).

Desta forma, H,(G, M) = HF (X, M). Logo HS (X, M) ~ H,(G, M).
a
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5 CONDICOES DE FINITUDE

E possivel calcular H, (G, M) e H*(G, M) por meio de resolucdes
projetivas de Z sobre o anel ZG, entretanto, encontrar uma resolugao
projetiva pode nao ser uma tarefa facil. Em vista disso, seria interessante
encontrar resolugoes projetivas que sejam, em certo sentido, menores
possiveis. Quando dizemos “menor”, nos referimos a duas coisas: ao
comprimento da resolugao e a existéncia de um conjunto gerador finito
para cada moédulo projetivo da resolugao. Isto nos leva a nocgao de
dimensao cohomoldgica e as condigoes F'P, F'P, e FPy.

5.1 DIMENSAO COHOMOLOGICA

Definigao 5.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Entdo a di-
mensao projetiva de M, denotada por proj dimgM, € definida como
sendo o infimo do conjunto de inteiros nao negativos n, de modo que
M admite uma resolucdo projetiva

0 P, . Py M 0. (5.1)

Dizemos que (5.1) tem comprimento n. Se M nao admite uma resolug¢do
projetiva de comprimento finito, dizemos que proj dimpM = .

Lema 5.2. Sdo equivalentes as sequintes afirmacoes:
(i) proj dimgM < mn;

(ii) Extty(M,—) =0, sei>n;

(iii) Bxty™ (M, _) = 0;

(iv) Se 0K —P,_1 —---— Py — M — 0 € qualquer sequéncia
exata de R-mddulos com cada P; projetivo, entao K € projetivo.

Demonstragao. (i) = (iv) Considere a sequéncia exata dada em (iv).
Completando esta resolucao para uma resolucao projetiva, temos

dn+1 do

P P M 0,

P, —sp,
VAW

L
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em que L = Ker(d,) e K = Ker(d,_1). Para qualquer R-médulo N
um (n + 1)-cociclo é um homomorfismo ¢ € Hompg(P,+1,N) tal que
pody 2 =0. Como L também é igual ao Coker(d,,;2), pela propriedade
universal do Cokernel temos que existe um homomorfismo ¢: L — N
tal que ¥ o f = . Portanto o (n 4 1)-cociclo pode ser representado por
um homomorfismo L — N.

O cociclo é um cobordo se, e somente se, ¢ se estende para P, —
N. Como Ext;**(M,N) = 0 entdo todo homomorfismo L — N se
estende para P, — N. Em particular, se N = L temos que Idy: L — L
se estende para P, — L, isto nos diz que a sequéncia exata

L p
N
L

cinde. Portanto P, =~ L & K, ou seja, K é projetivo.
As implicagoes (iv) = (i) = (i) = (ii1) seguem facilmente.

K 0

O

A partir de agora consideraremos o caso em que R = ZG e
M =7Z.

Definicao 5.3. Dizemos que cd G =n € a dimensao cohomoldgica
de G se n for o menor inteiro tal que satisfaz as condi¢oes do Lema 5.2.
Se nao existir tal inteiro entao dizemos que cd G = 0.

Exemplo 5.4. O grupo trivial possui ed G = 0. De fato, se G = {1}
temos a seguinte resolucao projetiva de Z sobre Z:

Id

0 Z Z 0.

Através do Lema 5.2 temos que a dimensado cohomoldgica de G
pode ser vista também como sendo

cd G = proj dimgaZ
= inf{n: Z admite uma resolugdo projetiva sobre ZG
de comprimento n}
=inf{n: HY(G,_)=0,parai > n}
=sup{n: H"(G, M) # 0,para algum ZG-médulo M }.
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Proposigao 5.5. Se cd G < oo, entdo
cd G =sup{n: H"(G,F) # 0, para algum ZG-mddulo livre F}.

Demonstracdo. Suponha que cd G = n < oco. Considere a seguinte
sequéncia exata curta

©

0 —— Ker(y) F M 0,
em que F é um ZG-médulo livre. Como H(G,_) = 0, para i > n,
temos a seguinte sequéncia exata

-« — H"(G,Ker(p)) — H"(G,F) —— H"(G,M) —— 0.

Existe um médulo M tal que H"(G, M) # 0. E pelo fato de
H"(G,F) — H"(G,M) ser um epimorfismo segue que H"(G,F) #
0. O

Proposigao 5.6. Se H é um subgrupo de G entao cd H < cd G. A
igualdade € vdlida quando cd G < oo e (G : H) < 0.

Demonstracdo. Dada uma resolugao projetiva de Z sobre ZG esta
também é uma resolugao projetiva sobre ZH. Entao segue que cd H <
cd G.

Agora, suponha que ¢d G =n < co. Sabemos que H"(G, F') # 0,
para algum moédulo livre F.

Suponha que F’ é um ZH-mdédulo livre de mesmo posto de F,
assim temos

7G @5 F' ~7G @5 (@ ZH)
iel
=~ EB (ZG @y ZH)
el
~ @ZG ~ F.

el

Isto nos diz que F ~ Ind% F'.
Como (G : H) < oo entdo IndGF' ~ Coind% F’, consequente-
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mente F' =~ Coind$ F'. Pelo Lema de Shapiro segue que

H"(H,F') ~ H"(G,Coind% F")
~ H"(G,F) #0.

Portanto ed H > n. O

Corolario 5.7. Se cd G < oo, entdo G € livre de torgao.

Demonstracdo. Suponha que G possui um elemento ¢ de ordem finita n.
Considere o subgrupo ciclico H = (t) de G. Como H?*(H,Z) # 0 para
todo k (Exemplo 4.9) temos, pela proposigao anterior, que e¢d H = oo.
Logo c¢d G = oo, absurdo. Portanto G € livre de torgao. O

Veremos a seguir que é possivel encontrar uma resolugao livre de
Z sobre ZG de modo que seu comprimento é exatamente igual a cd G.
Para isso precisamos do seguinte lema:

Lema 5.8. Se P € um R-mddulo projetivo, entdo existe um R-mddulo
livre F tal que P® F ~ F.

Demonstra¢do. Como P é projetivo, temos que existe um R-médulo @
tal que P & @ € livre. Seja F' a soma direta enumeravel

(PoQ)®o(PoQ)®--- .

Uma vez que a soma de médulos livres é livre, segue que F' é livre.
Desta forma, podemos escrever F' como sendo (P®P®- - )B(QBRD: - - ).
Adicionando mais uma copia de P, obtemos P& F ~ F. O

Proposicao 5.9. Para qualquer grupo G existe uma resolugdo livre de
Z sobre ZG de comprimento igual a cd G.

Demonstracdo. Seja n = cd G. Suponha que 0 < n < co. Escolha uma
resolugao livre parcial

Fo1 o Fy z 0

de comprimento n — 1 e seja K = Ker{F,,_1 — F,_2}.

Por meio do Lema 5.2 sabemos que K é projetivo e através do
Lema 5.8 temos que existe F' tal que F'G K é livre. Desta forma, trocando
F,_1 por F® F,,_ e definindo d(a,b) =i(a),em que i: K — F,,_1 é a
inclusao canodnica, a € K e b € F, obtemos a seguinte resolucao livre

0—=FaoK—FaF, Fy 7 0.




83

5.2 GRUPOS DO TIPO FP

Iniciaremos esta se¢ao tratando a respeito dos R-mddulos finita-
mente presentados. O Teorema 5.11 apresenta definigoes equivalentes
destes modulos e a partir disto estenderemos este conceito para as
resolugoes do tipo finito.

Lema 5.10. Sejam

0—K—=P—-=M-—0

0—K —=P —-M-—=0

duas sequéncias exatas, em que P e P’ sdo mddulos projetivos. Entdo

PoK' ~P oK.

Demonstracao. Seja @ o pullback do diagrama

isto é,
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com @ = {(2',z) € P x P | «'(2') = w(x)}. Assim, temos
0 0
K=—K
0K —-Q—P—0

|

0K —=P —-M-—=0

|

0 0

A primeira sequéncia horizontal cinde, visto que P é projetivo.
Desta forma, temos que Q ~ K’ ® P. E da mesma maneira, a primeira
sequéncia exata vertical cinde fazendo com que Q ~ K @ P’. Logo
KoPrKaoP. O

Teorema 5.11. As seguintes condi¢oes sobre um R-mdédulo M sdo
equivalentes:

(i) Eziste uma sequéncia exata

R R™ M 0,

para certos inteiros m,n.

(ii) Eziste uma sequéncia exata

P Py M 0,

para certos Py e Py projetivos finitamente gerados.

(#1i) O mddulo M € finitamente gerado e para todo epimorfismo e: P —
M com P projetivo e finitamente gerado, Ker(e) é finitamente
gerado.

Demonstragao. (i) = (ii) Visto que R™ ¢ R™ sado médulos livres e
portanto projetivos, segue trivialmente (ii).

(#4) = (#it) Como Py — M é um epimorfismo e Py é finitamente
gerado, segue que M ¢é finitamente gerado.
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Aplicando o Lema 5.10 temos que dadas as sequéncias exatas

0 —— Ker(y) Py—>M 0

0 — Ker(e) P—=s=M 0

obtemos P & Ker(y) = Py @ Ker(¢). Uma vez que P ® Ker(p) e Py sdo
finitamente gerados, segue que Ker(e) também é finitamente gerado.
(#9i) = (i) Como M é finitamente gerado, sabemos que existe
um epimorfismo ¢: R™ — M. Visto que R é projetivo, temos por
hip6tese que Ker(yp) é finitamente gerado. Desta forma, existe um
epimorfismo 1: R™ — Ker(p). Assim, obtemos a sequéncia exata

R" Rr™ M 0.

Um médulo que satisfaz as condi¢ées do Lema 5.11 é chamado
de médulo finitamente presentado.

Se M é um R-moédulo finitamente presentado, dizemos que a
sequéncia

R R™ M 0

é uma presentacao finita para M. Podemos generalizar esta ideia
estendendo a nogao para as resolugoes do tipo finito. Uma resolucao P
¢ dita do tipo finito se todos os modulos P; sao finitamente gerados.
Dizemos que M é do tipo F P, se existe uma resolucao projetiva P
de M tal que P; é finitamente gerado para todo ¢ < n. Note que se M
é do tipo F' Py, entao M é finitamente gerado. E se M é do tipo F P,
entao M é finitamente presentado.

A condigao F'P, fornece informagoes a respeito de resolugoes
projetivas e equivalentemente podemos definir esta condigao em relagao
a resolucgoes livres, conforme veremos na Proposicao 5.13.

Lema 5.12. Sejam

0——PFP,— P, Py M 0

0——=P ——=P _, Py M 0
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sequéncias exatas com P; e P! projetivos para i <n — 1. Entdo
Phe&P &P, oPi®d ~PoPLOP,dPsd---.

Demonstra¢ao. Provaremos usando indugao em n.

Sejam K = Ker({P,—2 = P,—3}) e K/ =Ker({P,_5 — P, _3}).
Considere Q = P, s ® P, 3® - e Q = P,_o® P, 5@ ---, pela
hipétese de inducao temos que K & Q ~ K’ & Q’. Assim, obtemos as
seguintes sequéncias exatas

OHPnHPn—l@Q;)K@QH(L

0——=P ——>P ,6Q—=K ®Q ——0.

Uma vez que P,_1 & Q e P)_, ® Q' s@o projetivos, obtemos do
lema anterior que P, ® P, 9 Q ~ P, ® P,_1 ¢ Q. O

Proposicao 5.13. Para qualquer modulo M e qualquer inteiro n > 0,
as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) Existe uma resolugdo parcial

F, . F, M 0,

em que cada F; € livre e de posto finito.
(i) M ¢é do tipo FP,.

(ii) M ¢é finitamente gerado, e para toda resolugdo parcial projetiva

P, - Py M 0

do tipo finito com k < n, temos que Ker{ P, — Py_1} € finitamente
gerado.

Demonstragao. (i) = (ii) Diretamente da hipStese segue imediatamente
que M é do tipo F'P,.

(i4) = (ii¢) Suponha que M é do tipo FP,, assim existe uma re-
solucao parcial projetiva Py e Py M 0, com
k < n e em que cada P; é finitamente gerado. Considere

P e P} M 0

uma outra resolugao parcial projetiva, em que cada P/ é finitamente
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gerado. Pelo fato de Ker({ Py, — Py_1}) ser finitamente gerado, obtemos
do Lema 5.11 (4it) que Ker({P;, — P}_,}) também é finitamente gerado.

(#91) = (¢) Como M é finitamente gerado, existe um epimorfismo
e: Fy — M, em que Fj é livre e finitamente gerado, e por hipétese
temos que Ker(g) ¢ finitamente gerado. Da mesma forma, existe um
epimorfismo f1: F; — Ker(e), em que F; é livre e finitamente gerado.
Assim, considere d; = 770 f1, em que 47 € a inclus@o candnica. Repetindo
este processo obtemos a seguinte resolucao parcial livre

: M 0
Ker dl Ker
até a dimenséo n. Logo (i) é satisfeito. O

A condicao F'P, nos dé informagoes apenas até a dimensao n
de uma resolugao, entretanto existem resolugoes que possuem médulos
finitamente gerados em todas as dimensoes, em outras palavras, terfamos
a condicao F'P, para todo n. Desta forma, dizemos que M é do tipo
F P, se satisfaz as condic¢bes da seguinte proposigao:

Proposigao 5.14. Seja M um R-mddulo. As seguintes afirmagoes sdo
equivalentes.

(i) M admite uma resolugao livre do tipo finito.
(i) M admite uma resolugao projetiva do tipo finito.
(iii) M € do tipo F P, para todo inteiro n > 0.

Demonstracdo. A demonstragao desta proposigao é similar a Proposicao
5.13. O

Voltaremos novamente para o caso em que R = ZG e M =
Z. Assim, podemos aplicar as condig¢oes F'P,, e F'P,, para os grupos.
Dizemos que um grupo G é do tipo FP,, (resp. FPy,) se Z é do tipo
FP, (resp. FP) como um ZG-médulo.

Exemplo 5.15. Uma vez que o homomorfismo de aumento ¢: ZG — Z
é um epimorfismo, segue que todo grupo é do tipo FPy. Considere
agora a seguinte sequéncia exata curta

0 — Ker(p)C 726G ——~17 0.
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Se G é do tipo F'P; entdao G ¢é finitamente gerado. E reciprocamente,
se G ¢ finitamente gerado temos que Ker(y) é finitamente gerado, e
portanto a sequéncia acima é uma presentacao finita para Z, ou seja, G
é do tipo F P;.

As condigbes F'P,, se comportam bem em relagdo aos subgrupos
de indice finito.

Proposicao 5.16. Seja H um subgrupo de G de indice finito. Entao
G € do tipo F P, se, e somente se H € do tipo FP,, para 0 <n < oco.

Demonstracao. Se G ¢é do tipo F'P, entao existe um resolugao parcial
P, — .-+ — Py — 7 — 0 projetiva do tipo finito sobre o anel ZG.

Desta forma, podemos considerar esta mesma resolucao sobre ZH. O
G’TL

fato de P; ser finitamente gerado nos diz que P; ~ < para algum
submédulo L de ZG™. Como (G : H) < 00, segue que ZG™ é a soma
finita de copias de ZH, consequentemente P; é finitamente gerado sobre
ZH. Portanto H é do tipo F'P,.

Reciprocamente, suponha que H é do tipo FP,. Seja P uma
resolucao projetiva parcial de Z visto como ZG-médulo, de comprimento
k <n.

Sabemos que P pode ser visto como uma resolugao projetiva de
ZH-médulos do tipo finito. Da Proposic¢éo 5.13 segue que Ker(Py, —
Py;_1) é finitamente gerado sobre o anel ZH. Logo Ker(P, — Px_1) é
finitamente gerado sobre ZG e portanto G é do tipo FP,. O

Existe uma outra nocao que diz respeito a resolugoes finitas do
tipo finito, a saber, a condigao F'P. Dizemos que G é do tipo FP se Z
admite uma resolugao projetiva do tipo finito e de comprimento finito.

Proposicao 5.17. G € do tipo FP se, e somente se, cd G < o0 e G é
do tipo F P.

Demonstracao. Se G é do tipo F'P segue facilmente que ¢d G < oo
e G é do tipo FP,. Reciprocamente, se G é do tipo F P, existe
uma resoluc¢ao projetiva de tipo finito de Z sobre ZG. Considere esta
resolugao até a dimensao n — 1

P, B Z 0,

em que ¢d G = n. Seja P, = Ker(P,—1 — P,_2). Note que P,
é projetivo devido ao Lema 5.2 e finitamente gerado em virtude da
Proposigao 5.13. Logo G é do tipo F'P. O
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5.3 CRITERIO DE BIERI-ECKMANN

Nosso objetivo nesta segao é provar o Critério de Bieri-Eckmann
[1], o qual nos fornece uma relacéo entre a condicdo F' Py, € H. (G, [[; ZG).
Isto nos ajudara a mostrar que o grupo de Thompson F' é do tipo F' P..

Seja {A; }ier um sistema inverso de R-mdédulos, entdo temos que
{Torf(B, A;)}icr é um sistema inverso de grupos abelianos. A partir
disto, existe um tinico homomorfismo natural

Torif (B, Yim A;) — lmTori{(B, A;), k=0,1,...

Suponha que lim A; = []; R e considere o caso quando k = 0,
entao o homomorfismo acima se reduz em

pB:B®RHR%HB,
I I

dado por up(b® [[;c;7:) = [Lics bri, em que be Ber; € R.

Veremos a seguir quais as implicagoes do fato de B ser finitamente
gerado ou finitamente presentado, isto nos serd til para demonstrar o
Critério de Bieri-Eckmann. Antes, é necessédrio ter em mente o seguinte
resultado, que é valido para moédulos quaisquer:

Lema 5.18. Considere o seguinte diagrama comutativo com linhas
exatas de R-mddulos:

Mt oN_9%.p 0
l@l i P2 lsﬁs
0 ML N 0

Suponha que @2 € um isomorfismo e que w3 € um epimorfismo.
Entao @1 € um epimorfismo se, e somente se, p3 € um monomorfismo.

Demonstracao. Basta fazer uma “caca”ao diagrama. O

Lema 5.19. (i) O homomorfismo pup € um epimorfismo para todo
produto direto [[; R se, e somente se, B € finitamente gerado.

(i1) O homomorfismo pup é um isomorfismo para todo produto direto
[I; R se, e somente se, B € finitamente presentado.

Demonstragao. (i) Suponha que pp é um epimorfismo para todo I
e seja I = B o conjunto de indices. Dado [[,.zb € [[z B existe
ce Begr][]p R tal que pp(c) =[[,cpb-
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Sabemos que ¢ = ) (br @ [[pc 5 7or). Assim,
k=1

ZMB (bk ® H Tbk) = Z (H bid“bk) = H b.
beB k=1 \beB beB
Isto nos diz que b = Z bproi. Logo B é gerado por {by}i ;.

Rec1procarnente suponha B finitamente gerado. Seja X =
{z;}, um conjunto gerador de B. Entao para qualquer ng b;
[1, B temos que

Mm

Hbi:zm: [zl | =ps (%@iﬂr{).

jeI i=1 \jel i=1iel
(ii) Seja B um R-médulo finitamente gerado. Considere

0 K F B 0

uma presentacao de B, em que F' é um R-moédulo livre de posto finito.
Com isso produzimos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

K@rl[;,R—=F®r[[;R—=B®r[[;R——0

lw lw luB
II; K II; F [1,B——0.

Vejamos que pp é um isomorfismo.

Uma vez que F' = R", entao pr pode ser considerado como sendo
um homomorfismo R" ®@g [[; R — [[;(R").

Seja ¢ : [[; R* — R" ®g [[; R o homomorfismo dado por

<p< r},...,Hr?)61®Hril+~~+en®Hrf,
el

i€l iel iel

com e; = (0,...,0,1,0,...,0) no qual a j-ésima entrada é igual a 1.
Observe que

woso(]’[r},...,ﬂr?) =ppler@[[ri+- - +ena ][

i€l el icl icl
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:Helr}+~~~+nenr?

i€l iel

1 n
(1)
iel i€l

pou <(7"1,...,7’n)®H8i) =@ (H(Tlv"'vrn)si>

il iel
= (H(rlsi, ... ,7},,50)
il
=€1®H7‘1Si+"'+€n®Hrn8i
iel iel
=e; ®T1Hsi+-~-—|—en®rani
iel il
:elr1®Hsi+-~-+enrn®Hsi
iel =
= ((rl,...mn)@Hsi) .
iel

Portanto p}l = .
Suponha que pup é um isomorfismo para todo produto direto
[I; R- Desta forma, estamos nas hipéteses do Lema 5.18, assim px é
um epimorfismo. Pelo item (i) segue que K é finitamente gerado.
Reciprocamente, se px é um epimorfismo segue do Lema 5.18

que pp é um isomorfismo.
O

A prova do Lema 5.19 nos diz que se B é um mdédulo finitamente
presentado entao qualquer sequéncia

0 K F B 0,

com F sendo um mdédulo livre e finitamente gerado, é uma presentacao
finita de B.

Proposigao 5.20. O R-mddulo B admite uma resolucao livree : F — B,
com F; finitamente gerado para todo i < k se, e somente se B € finita-
mente presentado e Torf(B,[[; R) =0 parai=1,2,....k—1,k>1
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e todo produto direto [].

Demonstracdo. Se e: F — B é uma resolugao livre em que cada F;
é finitamente gerado quando ¢ < k e k > 1, entao B é um mddulo
finitamente presentado.

Seja

0 Ko F B 0 (5.2)

uma presentagao finita de B. Considere o seguinte diagrama comutativo
com linhas exatas

0—Tor{(B,][[;R) =~ Ko ®r[[;R— Fo@r [[; R—~B®gr[[; R—0

i l”“ W iﬂg

0 [1; Ko [I; Fo [[; B——0,

em que (B € [, sao isomorfismos e pg, é um epimorfismo.
Pelo Lema 5.19, Kj ¢ finitamente presentado se, e somente se,
WK, é um monomorfismo, isto é, Torf(B,[]; R) = 0 para todo I.
Supondo que K é finitamente presentado, considere a presentagao
finita

0 K, £ Ko 0. (5.3)

Aplicando o mesmo argumento acima segue que K ¢é finitamente pre-
sentado se, e somente se, Torf (Ko, [[R) = 0.
De (5.2) produzimos a seguinte sequéncia exata longa:

-+ —>0—Torf(B,[I; R) — Torf (K¢, T[; R) =0 — -,

em que Torf(Fo,[[; R) = Torf(Fo,[[; R) = 0. Assim,

Tork (B, H R) ~ Torl (KO, H R) .

I I

Repetindo este argumento obtemos o resultado.
O

Teorema 5.21 (Critério de Bieri-Eckmann). Um grupo G € do tipo
FPy se, e somente se, G € finitamente gerado e Hy(G,[[; ZG) = 0
para todo k > 1 e todo produto direto [[; ZG.
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Demonstra¢do. Considere a sequéncia exata curta

0 — Ker (¢) 726G ——=17 0.

Suponha que G é do tipo F'P,, entdo temos que Z é finitamente
presentado sobre ZG. Entéo Ker(e) finitamente gerado, isto nos leva a
concluir que G também é finitamente gerado (Observagao 4.2). Portanto,
da Proposicio 5.20 temos que Torf(Z,[]; ZG) = H;(G,]], ZG) = 0,
para todo ¢ > 1 e todo produto direto [[; ZG.

Reciprocamente, se G ¢é finitamente gerado temos que Ker(¢) é fi-
nitamente gerado. Portanto, o resultado novamente segue da Proposicao
5.20. O
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6 O GRUPO DE THOMPSON F

Neste capitulo mostraremos trés propriedades que o grupo de
Thompson satisfaz. Estas propriedades se referem a torgao do grupo,
sua dimensao cohomoldgica e a condigao de finitude. Esta ultima, nos
diz que o grupo ¢é do tipo F' P, e para mostrarmos isto nos basearemos
principalmente em Brown [3], e além de Bieri e Eckmann [1], Cannon et
al. [4] e Higman [7]. Além disso, exibiremos duas presentagoes para F'.

Definigao 6.1. Seja F' o conjunto dos homeomorfismos lineares por
partes do intervalo [0,1] para [0,1] que sdo diferencidveis exceto em

a

uma quantidade finita de racionais diddicos (nimeros da forma ok com
a €Z ek € N) e cujas derivadas sao poténcias inteiras de 2. Tal
conjunto € grupo por composicdo de funcoes um grupo, que € chamado
grupo de Thompson F.

Exemplo 6.2. Considere as fungoes A(x) e B(z) dadas por

1
x, 0<or <=
T 1 2
a0 OSZ‘S*
2 2 r 1 1 3
-+ - —<zxzx<-
1 1 3 2 4 27 — 4
Alx)=Jz—~, S <z<~ B(z) =
4 2 4 1 3 7
r—= —-<z<-
3 § 47 738
2x — 1, nggL
20 —1 zgxgl
8
1 1
N
1 |
5\ |
8 | |
l 77777777777777 l 777777777 | |
2 ! 2 | : :
il | l o
i o S
OO 1 3 1 00 i ‘Q‘Zl
2 1 2 4 8
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As fungoes A(z) e B(x) sdo elementos do grupo F. Posterior-
mente, veremos que estes homeomorfismos sdo geradores do grupo.

Vejamos agora as primeiras propriedades satisfeitas por F.
Teorema 6.3. O grupo F € livre de tor¢do e cd(F) = co.

Demonstra¢ao. Vejamos que F' é livre de torgao. Seja f € F tal que
[ # Id. Seja x o maior elemento de [0, 1] tal que flj o) = Ido 5]. Entao
a derivada pela direita em z é igual a 2* para algum k # 0. Desta
forma, neste ponto a derivada pela direita da funcao f™ é 2*" para todo
n € N. Ou seja, f™ # Id.

Para mostrar que c¢d(F) = oo, tome f,g € F tais que fg = gf.
Estas fungoes sempre existem, por exemplo as fungoes representadas
abaixo comutam entre si.

Entdo, Z? ~ (f,g) é um subgrupo de F. Da mesma forma, podemos
estender esta ideia para n elementos. Para n = 4, podemos tomar as
seguintes fungoes:

Portanto F' possui um subgrupo isomorfo a Z". Pelo Lema de Shapiro
obtemos H™(Z",Z) ~ H"(F,Coind%,Z).

O toro n-dimensional Y = S x ---x §1 ¢ um K(Z", 1), visto que
seu recobrimento universal é R™ que é contratil. Assim, H"(Z",Z) =
H™(Y,Z) ~ Z. Isto nos diz que cd(Z"™) = n. Portanto, cd(F) > n.

O

Este teorema juntamente com a Proposicao 5.17 nos mostram
que o grupo F' nao pode ser do tipo F'P.

A defini¢ao do grupo de Thompson nao é das mais amigaveis,
entretanto existem maneiras de representar os elementos de F' que
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ajudam a trabalhar com ele. Veremos a seguir duas formas de representar
estes elementos, primeiramente por meio de diagramas retangulares e, o
mais importante para nossa teoria, mediante arvores bindrias.

6.1 DIAGRAMAS RETANGULARES

Baseado em Cannon et al. [4], descreveremos os diagramas re-
tangulares da seguinte forma: para cada elemento f € F podemos
representa-lo construindo um retangulo, cuja parte superior corresponde
ao dominio de f, enquanto a parte inferior representa a imagem de
f. Para todo ponto = na parte superior do retangulo em que f nao é
diferencidvel, construimos um segmento de reta que sai de = e chega em

f(@).

Exemplo 6.4. Os homeomorfismos A(x) e B(x) vistos anteriormente,
sao representados da seguinte maneira:

Figura 10 — Diagramas retangulares de A e B

Fonte: adaptada de Cannon et al. [4]

Para representar a composigao de homeomorfismos, é feita a jus-
taposicao dos retangulos de cada homeomorfismo. Vejamos os exemplos.

Exemplo 6.5. As figuras abaixo representam os diagramas retangulares
dos elementos AB™1, A"'1BA e A"2BA? de F.
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Figura 11 — Diagrama retangular de AB~!

B \\
rl'
J

AB™!

Fonte: adaptada de Cannon et al. [4]

Figura 12 — Diagramas retangulares de A"'BA e A~2BA?

“\ )
3
x
A1BA l// // ABA?

Fonte: adaptada de Cannon et al. [4]

Seguindo o padrao da Figura 12, conseguimos construir os dia-
gramas retangulares dos homeomorfismos da forma A=("~DBA"~1 A
partir disso, definiremos X,, = A~ "~V BA"~! para n > 1, que possui

a seguinte representacao
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Figura 13 — Diagrama retangular de X,
1

L]

Fonte: adaptada de Cannon et al. [4]

Quando n = 0, definiremos Xy = A.
6.2 ALGEBRA DO TIPO 2

Introduziremos um sistema algébrico chamado de dlgebra do tipo
2.

Considere o sistema algébrico que consiste em um conjunto infinito
V munido de uma bijecdo a: V — V2. A aplicacio o é descrita por
meio das aplicagoes a;: V. — V, i € {0,1}. Conforme Brown [3] e
Higman [7], denotaremos xa; como sendo a imagem de x mediante «;.
Assim, a aplicagao «;: V — V é descrita da seguinte forma

xa — (zag, Tay).

Definiremos a inversa de a como sendo a aplicacdo A: V2 — V. As
aplicacoes oy, a1 e \ satisfazem as seguintes relagoes

(zag, za1)A = x
(0, 1) Ao = g

(o, 1) Aoy = 21

para todo x,zg,x1 € V. A este sistema, o conjunto V munido das
aplicagbes a e A que satisfazem as relagoes acima, chamaremos de
algebra do tipo 2.

Estas relacoes entre o e A podem ser representadas por meio de
arvores bindrias, como por exemplo:
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T
Ty Ton

/NN

pie710%)) o1 TO1Q To10q

/N

T10g0Qy TO10gOq

Dizemos que z é a raiz da arvore e chamaremos de filhos de x os noés
representados pelas imagens de x por ag e a. Os nds que nao possuem
filhos sao chamados de folhas. No caso acima, temos cinco folhas na
arvore.

A partir disso, dado um conjunto X = {x;};cs, construiremos
uma algebra gerada por X que denotaremos por F(X) (Ver Higman [7]).
Diremos ainda que X é uma base de F(X).

Usaremos novamente as aplicagoes g, 1 e A para descrever
F(X). Seja A = {ap,a1}. Assumiremos que X N (AU{A\}) = 2.

Dizemos que uma forma padrao sobre X é uma sequéncia de
elementos de X U AU {A} que satisfaz as seguintes regras:

(1) zay, . ..oy, é uma forma padrio sempre que z € X,k >0 e
0<ij<lparaj=12,...,k
(#i) Se wp,w; sdo formas padrdes, entdo (wg,w;)\ também é, a menos

que exista uma forma padrao u tal que w; = ua; para i =0, 1.

O conjunto das formas padrao se torna uma algebra do tipo 2,
por meio das relagoes

(T e QG ) = Ty e Ol O

((wo, w1)N)a; = w;
parat=0,1e
(wo,wl))\ = ’U)O'U}l)\

a menos que exista uma forma padrao u tal que w; = ua; para i = 0,1,
neste caso definimos

(wo, w1)A = (uag, uay) = u.



101

Chamaremos esta estrutura de dlgebra livre gerada por X.

Por meio da base X = {z;}, podemos construir uma nova base
de F(X) removendo um determinado x; e substituindo-o pelos seus
filhos zjag e xja1. Aplicando ag, o € A nos elementos da nova base,
conseguimos obter toda a dlgebra F'(X). Esta nova base é chamada de
uma expansao simples de X. A operacao obtida por meio de uma
quantidade finita de composicoes de expansoes simples resulta no que
chamaremos de uma expansao de X.

Expansoes de X sao associadas a arvores binarias finitas, em
que suas folhas sdo exatamente os elementos da nova base. Por exem-
plo, se X = {z}, a expansdo Y = {zag, xa1apag, za1 oy, xaiay } é
representada da seguinte forma:

A

Trog

/ N\

T T 0q

T10 g0y TO10g0

Observando a arvore acima, € ficil ver, por exemplo, que a imagem
de xay por meio de « resulta no par (zayag, xaiar) e a imagem do par
(zaiap, zayaq) por meio de A é exatamente zay. Porém, se aplicarmos
A no par (zajapar,xaiar), obteremos também um elemento de F'(X),
mas tal elemento nao serd visivel na arvore. A estes chamaremos de
elementos invisiveis de F'(X).

Além de ser possivel fazer expansoes, podemos também através
de A, obter contragoes. Dizemos que Z é uma contragao de Y quando
Z pode ser obtida de Y através uma quantidade finita de contracoes
simples. Uma contragao simples consiste em tomar um par (yo,y1)
de distintos elementos de Y e trocd-los por (yo,y1)A. Ou seja, Z é uma
contragao de Y se Y é uma expansao de Z.

Uma base também pode ser formada a partir das contragoes.
Como por exemplo, se Y = {zag, za1apagp, oo, zaiaq }, entao
Y' = {zap, za agao, (zajagar, zajag)A} é uma base.

E usual denotar por V5 a algebra do tipo 2 gerada por um conjunto
X unitario, mesmo que as contragoes e expansoes de bases mostrem
que a cardinalidade de X nao é um invariante de F(X).
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Um fato importante é que sempre existe uma expansao comum
entre duas bases de F'(X).

Teorema 6.6. Duas bases finitas de F(X) possuem uma expansio em
comum.

A demonstragao do teorema acima decorre dos dois proximos
lemas. Antes, introduziremos uma notagao baseada em Higman [7].
Seja X um subconjunto de uma algebra V em V; e seja A = {ap, a1}.
Denotaremos por X (A) a subdlgebra gerada por X.

Lema 6.7. Para cada x € V o conjunto x (A)\X (A) € finito.

Demonstra¢ao. Suponha que para cada x € V temos que o ntimero de
A envolvidos em z é m, entdo temos que xq;, - --a;,. € X (A) em que
r > m. Assim, os elementos de x (A) \ X (A) sdo da forma xa;, -+ ;. €

X (A) em que r < m, e claramente é uma quantidade finita. O

Lema 6.8. Se X é um conjunto finito, entdo as sequintes condi¢oes em
um subconjunto U de F(X) contido em X (A) sdo equivalentes:

(i) U =X (A)NY (A), para algum conjunto Y gerador de F(X).
(ii)) U é A-fechado e X (A)\ U € finito.
(i) U = Z (A), para alguma expansio Z de X.

Demonstragao. (i) = (i4) Suponha que Y = X (A) NY (A), em que Y
é uma base de F(X).

Sabemos que X (A) e Y (A) sdo A-fechados no sentido de que
para todo elemento x € X (4) e y € Y (A), temos que za; € X (A) e
ya; €Y (A) para i =0, 1. Consequentemente, U é fechado.

Pelo Lema 6.7, temos que para qualquer x € X o conjunto
x (AY\Y (A) é finito.

Como X ¢ finito, isto nos diz que X (A)\Y (A) = X (A)\ U ¢é
finito.

(#4) = (i4i) Provaremos utilizando o principio de indugdo na
cardinalidade de X (4) \ U.

Se | X (A)\ U| = 0 temos que X = Z.

Suponha que o resultado é valido para | X (A)\ U| =n — 1.

Seja w € X (A) \ U tal que w envolva o maior nimero possivel
de a;. Considere U* =U U {w}. Note que U* também é A-fechado e
que | X (A)\ U*| = | X (A)\ U] =1 = n — 1. Assim, pela hipdtese de
indugdo existe uma expansao Z* de X tal que U* = Z* (A).
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O elemento w € Z*, pois caso contrario podemos escrever w =

zoy, -y, com z € Z* e r > 0. Consequentemente, z € U*\ {w} = U.
Mas como U é A-fechado temos que w € U, absurdo. Portanto, w € Z*.

Seja Z = (Z*\{w}) U{wag, was }. Assim, Z é uma expansao de

X e pela forma como escolhemos w segue que way, wa; € U. Logo,

U=7Z(A).
(#91) = (i) Tomando Y = Z segue o resultado.
O

A partir de agora, assumiremos que os elementos das bases de
F(X) sao intervalos diddicos em [0, 1], ou seja focaremos na construgao
de drvores bindrias de intervalos diddicos em [0, 1].

Um intervalo diddico em [0, 1] é um intervalo da forma [

em que a e n sao inteiros nao negativos tais que a < 2™ — 1.

Denotaremos por A a arvore formada pelos intervalos diddicos.

A arvore A é definida da seguinte forma:

(i) A raiz de A é o intervalo [0, 1];

(ii) As arestas s@o os pares (I,J), em que I e J sdo intervalos
diadicos;

(iii) A aresta (I,J) é uma aresta esquerda se I é a metade
esquerda do intervalo J;

(iv) A aresta (I,.J) é uma aresta direita se I é a metade direita

/\
/\ /\

/ \ /“\ /”‘\ / \

Denotaremos por A-tree uma subérvore finita qualquer de A com
raiz em [0, 1]. Chamaremos de A,, a subdrvore de A-tree que possui

a a+1
on’ on

J
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n+ 1 folhas e o lado direito da &rvore tem comprimento n. Por exemplo,

/N
A\
/N

Uma subarvore de A é dita caret quando possui apenas duas
folhas, como representado abaixo.

o
Uma partigao de [0,1] é chamada de particao diadica se, e
somente se os intervalos da partigao sao diaddicos.
Existe uma correspondéncia bijetora entre as partigoes diddicas e
a arvore do tipo A-tree. Note que as folhas de A-tree sdo os intervalos

de uma partigao diddica. E os intervalos de uma particao diddica
determinam uma quantidade finita de folhas.

Lema 6.9. Seja f € F. FEntao existe uma particao padrao diddica
0=120< a3 <...<xy, =1 tal que f é linear em todo intervalo da
particio e 0 = f(xg) < f(x2) <...< f(xy) =1 é uma particao diddica.

Demonstragao. Escolha uma partigdo P de [0, 1] no qual os pontos sao
numeros racionais diddicos, em que f é linear em todo intervalo de P.
Seja [a,b] um intervalo de P. Suponha que a derivada de f é
27 Seja m um inteiro tal que m >0, m +k >0, 2"a € Z, 2™b € Z,
2tk f(a) € Z e 2mFTR £(b) € Z.
Entéoa<a+% <a+% <a+% < ... < b é uma partigao
diddica de [0, 1], assim temos que

3

fla) < flat 52) < fla+ 5m) < flat o) <o < F(B),

ou seja,

£(a) < F@) + g < F@)+ gog < F(@) + g < - < f(D)
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é uma partigao diddica de [f(a), f(b)]. O

Definigao 6.10. Um diagrama de drvores é um par (R, S) de drvores
do tipo A-tree, tal que R e S tém o mesmo numero de folhas. FEste
diagrama € representado da sequinte forma:

R— S.

A drvore R é chamada de dominio, enquanto S € chamada de imagem
do diagrama.

Os diagramas de arvores binarias nos auxiliam na representagao
dos elementos do grupo F'. O Lema 6.9 nos diz que dado f € F, sempre
existem particoes P e (), tais que f é linear nos intervalos de P e
f mapeia tais intervalos para os intervalos de ). Assim, existe um
diagrama de drvores (R, Q), em que R, S sdo do tipo A-tree associadas
as particoes P e (@, respectivamente.

Observe que f nao possui apenas uma representagao, visto que
P e @ nao sao unicos. Por exemplo, se (R,S) é um diagrama para
f, basta acrescentar dois carets, um em R e outro em S. Se I, J sédo
folhas que estao na posicao n de R e S, respectivamente, para algum
inteiro n, considere I e I as folhas de um caret C' de raiz I. Da mesma
forma, considere J; e Jy folhas de um caret D de raiz J. Pelo fato de f
ser linear em I e f(I) = J segue que f(I1) = Ji e f(I2) = Jo. Defina
R'=RUCeS =SUD, assim (R’,5’) é um diagrama de &rvores que
também representa f.

Apesar de nao existir apenas um diagrama que represente f, da
mesma forma que podemos acrescentar carets no diagrama, podemos
retirar. Porém, existe um momento que nao é possivel retirar mais
carets, sendo as informagoes contidas no diagrama sobre a funcao f sdo
perdidas. Isto nos motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 6.11. Seja (R,S) um diagrama de drvores para f € F.
Seja n um inteiro positivo tal que as folhas das posicoes n en + 1 de
R, respectivamente S, estao em um caret C, respectivamente D. O
diagrama (R, S) € chamado reduzido se ndo existe um inteiro positivo
n tal que os carets C e D podem ser removidos a fim de obter outra
representacdo de f.

Qualquer elemento de F' possui um tnico diagrama reduzido que
o representa. Além disso, se (R, S) é um diagrama de drvore temos que
existe f € F tal que f é linear em toda folha de R e f mapeia, em
ordem, as folhas de R nas folhas de S.
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Exemplo 6.12. Os elementos A e B sdo representados pelos seguintes
diagramas reduzidos

ANRVAN
/NN
N\ N\
AN AN
/\ /\

Se (R,S) é uma representagao para f e (R, R) é uma repre-
sentacao para g, entao (R’,S) é uma representagio para fg.

A Figura 13 nos mostra que a representagao por meio de arvores
de X,, é dada por

s

o
6.3 PRESENTACAO DE F
Mostraremos, com base em Cannon et al. [4], duas presentagoes
do grupo de Thompson F. Uma envolvendo os homeomorfismos A e

B, e outra envolvendo X,,. Para isso, definiremos o expoente de uma
A-tree.
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Definigao 6.13. Sejam Iy, ..., I, as folhas de uma A-tree R, nesta
ordem. Para todo inteiro k, com 0 < k < n, seja ar o tamanho mdximo
da soma das arestas esquerdas que partem de I, em R as quais nao
tocam a parte direita da drvore. Entao ap € o k-ésimo expoente de S.

Exemplo 6.14. Considere a seguinte arvore de oito folhas.
o]

@] / \ [e]

/N / N\

o o o H
/N /N /\
A BC D E o
/\
F G

Para encontrarmos os expoentes, precisamos contar quantas arestas
esquerdas existem ligando as folhas que estao em uma aresta esquerda
com a raiz da arvore. As folhas que estao em arestas direitas sempre
possuem expoente igual a zero.

Por exemplo, a folha A é ligada por trés arestas esquerdas até a
raiz da arvore. Cada aresta conta como uma unidade, exceto quando
a aresta toca a parte direita da arvore. Desta forma, a folha A tem o
expoente igual a 2.

Na folha C, temos trés arestas que a ligam até a raiz. Dentre as
trés arestas, uma toca a parte direita da arvore, outra é uma aresta
direita e apenas uma é uma aresta esquerda que nao toca a parte direita
da arvore. Assim, a folha C tem expoente 1.

As folhas B, D, G e H estao em arestas direitas, entao os expoentes
sao iguais a zero.

Desta forma, os expoentes desta arvore sao, nesta ordem, 2, 0, 1,
0,1,1,0e0.

Relacionaremos agora, mais efetivamente, os elementos de F' com
os diagramas de arvores.

Teorema 6.15. Sejam R,S A-trees com n + 1 folhas, para algum
inteiro nao negativo n. Sejam ag,...,a, erpoentes de R e by,..., b,

expoentes de S. Entdo a fungdo em F representada pelo diagrama (R, .S)
¢ Xpoxthxbe  XbrXon Xy X[MX 0.
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Demonstrag¢ao. Mostraremos que o diagrama de drvore (R, A,,) repre-
senta a fungdo X, ... X, ", pois feito isto obtemos, por meio de
composicao, a funcao que é representada por (R, .S).

R X om X0

A,

n
Vamos provar este teorema usando indugao em a = Y a;.
i=0
Se a = 0, temos que R = A,,.
Suponha que a > 0 e que (R, A,,) é o diagrama de X ... X7
para os valores menores que a.
Seja m o menor indice tal que a,, > 0. Entao existem R;, R e

R3 subarvores de R que representam R da seguinte forma

m arestas

Seja R’ uma A-tree sendo R}, R} e R} suas subdrvores que sao
isomorfas a Ri, Ro e R3, respectivamente, sendo que um isomorfismo
de arvores leva arestas esquerdas em arestas esquerdas e arestas direitas
em arestas direitas. Representamos R’ como abaixo
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m arestas

7N\
R o
VRN
R, Ry

Observe que a fungdo X,,! é representada por (R, R'). Se aj,...,al,

sdo os expoentes de R/, entdo a,, = a,, — 1 e quando k # m, devido ao
n

isomorfismo, temos que aj, = a;. Assim, a—1 = )" a;—1 e pela hipStese
i=0

de indugdo obtemos que o diagrama de X, % ... X am*1 X% X790

é (R, A,).

Como a,, é o menor tal que a,, > 0 e X,,! tem o diagrama
(R, R') segue que

(X5 Xt XX )X = X X
=X, X0 XX

é representado por (R, Ap).
O

Teorema 6.16. Sejam R, S A-trees com n+1 folhas, para algum inteiro
nao negativo n. Sejam ay, . .., a, expoentes de R e by, ..., b, expoentes
de S. O diagrama (R, S) € reduzido se, e somente se

(i) as dltimas duas folhas de R estao em um caret, entdo as
dltimas folhas de S ndo estdo em um caret;

(it) para todo inteiro k com 0 < k <mn, se ar >0 e b, > 0 entdo
ap+1 >0 ou b1 > 0.

Demonstragio. (=) Suponha que (R, S) é reduzido.

Se as tultimas folhas de R estao em um caret, entao pelo fato de
(R, S) ser reduzido, obrigatoriamente as ultimas folhas de S néo estao
em um caret.

Suponha que ar > 0 e by > 0 para todo k, com 0 < k < n. Se
ap+1 = 0 e biy1 = 0 terfamos que ay e a1 estariam em um caret, e da
mesma forma by e bi11. Isto contraria a hipdtese de (R, S) ser reduzida.
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(<) Sejam C e D carets de R e S, respectivamente, em que seus
vértices estdo na posicdo k e k+1. Assim, ag > 0 e by > 0 e por hipdtese
temos que aiy1 > 0 ou b4 > 0, portanto nao existem tais carets.

Suponha que as tltimas duas folhas de R estao em um caret,
entao por (i) temos que as ultimas folhas de S néo estdo em um caret.

Logo, (R, S) ¢ reduzido.

O

Os teoremas mostrados acima originam o seguinte resultado.

Corolario 6.17. Todo elemento nao nulo de F pode ser expresso uni-
camente na forma normal

bo b1 bg b —a —a2 —ail —ap
Xboxbixb:  Xbhxon X702 XX

onde n,ag,...,0n, b, ...,y saGo inteiros tais que

(i) exatamente um dos a, e b, € diferente de zero;

(ii) se ap > 0 e by > 0 para algum inteiro k com 0 < k < n,
entGo ax+1 > 0 ou b1 > 0. Além disso, todo elemento de F que é
expresso na forma mormal € nao trivial.

O corolario anterior motiva a seguinte defini¢ao.
Definigao 6.18. As funcées em F da forma X XP X252 ... X0, com

br > 0 para todo 0 < k < n, sao chamados de positivas. As inversas de
elementos positivos sdo chamados elementos negativos.

A seguir, apresentaremos os ultimos resultados desta secao que
mostrarao duas presentacoes para F'. Considere os seguintes grupos

Fy = (A,B; [AB™, A"'BA] = 1,[AB~!, A2 BAY = 1)

B = (X0, X1,Xo,...; X;,' X, Xy = Xpp1, para k < n)

Usaremos a notacio [x,y] para representar zyx~ly~!.

Primeiramente, mostremos que existe um isomorfismo entre os
grupos F} e Fy, e a partir disso produziremos um isomorfismo de F
para Fy e Fs.

Teorema 6.19. FExiste um isomorfismo de grupos entre Fy e Fy, que
manda A em Xo e B em X;.
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Demonstracdao. Defina

p: F— Iy
A}—>X0
B+— X4,

em que F' é o grupo livre gerado por A e B.
Dado um elemento X,, € F, temos que X,, = X(;("fl)XlXSL*l7
entdo o elemento A~ ("~VBA"=! é mapeado para X, ou seja, ¢ é
sobrejetora.
Mostraremos agora que as relagoes definidas em F} estao no
kernel de ¢. De fato,
o([AB™',A™'BA]) = p(AB"'A"'BABA?B ' A)
= XoX; ' X5 X X X1 X2 XX
———
X2
= Xo X; ' Xo X1 Xy P X XX
——
X3
= XoX3X, ' X XX
———
X2
= Xo X' X1 X = XX, =1,
————
X5t

e

o([AB™',A™2BA?)) = p(AB"'AT2BA?’BA"'A72B~1 A?)
= Xo X' X X X Xo Xo X1 X2 X X0 X
N—_——
X
= XoX; ' X0 Xo X0 X1 X5 X X X X0 X
N—_————
X3
= Xo X; ' X3X, X X XX T X0 X
N———
X5 ' X5 Xo
= Xo Xy ' X3 X0 X, X Xy X X0 X,
= X3X; ' X X X X
N————

X,
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Defina agora

1Z)ZF2—>F1
Xoi—)A
X1I—>B.

Para provar que 9 estd bem definida, mostraremos que Yk_lYnYk =
Ypi1, k<n,sendo Yy =AeY, = A (""DBA"1 Para isso, provare-
mos primeiramente usando inducao que [A~1B,Y,,] = 1 para m > 3.
Vejamos que [A71B,Y,,] = 1 para m = 3.
[AB™',A"'BA]=1= AB 'A"'BABA'A"'B 'A=1
= A'ABT'AT'BABAT'AT'BT1AA =1
= B 'AT'BABAT?B A’ =1
= B 'AAT?BA*AT'BAT?B 1A =1
= A?BA’A"'BA?B'A’=A"'B
= A"'BA’BA’B'AAT*B A% =1
= AT'BY;B'AY; =1
— [A7!'B,Y3] = 1.

Suponha por indugio que [A~!B,Y,,] = 1, mostraremos que
[A='B,Y,,11] = 1. De fato,
AB™ 'Y, 11 = ABT1A=(m=2)pgm—2
= AB7'AA= (M= pAm=1 41
= AB'AY,,A7!
= AY,,B~1AA"!
= AY,, B!
= AY,, A" AB™!
- m+1AB_1.
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)

Assim, como [A71B,Y,,] = 1 para m =n — k + 2 entao temos

P(XpXp) = AT BAM AT B AR
_ A7k+2A7(n7k+1)BAnfk+1AleAk:71
= ATFY, e AT BAN!

*) ATRFZATIBY, AR

— ATETIBARTL AR gk Ly gk
=Y ATFY, gy AFT

— Y Ak g~ (nkt1) g gn—kt1 gkl

=Y, A "BA"

=Y Yni1

= (X Xn).

Logo, Fi = F5. O

Teorema 6.20. Eziste um isomorfismo de F e Fy para F' o qual leva
0s simbolos A, B, Xo, X1, Xs, ... para a funcdao correspondente em F.

Demonstracdo. As Figuras 11 e 12 nos mostram que AB~! comuta com
A"'BA e AB™! comuta com A"2BA?. Entdo as funcoes A e B de F
satisfazem as relagoes de Fj.

Entao existe um homomorfismo de grupos de F; para F' que
mapeia os simbolos A, B para as fungoes correspondentes em F. Por
meio do Corolario 6.17, temos que este homomorfismo é sobrejetor.
Como F; ~ F5, temos também um homomorfismo sobrejetor de F, para
F.

Assim, basta mostrar que o homomorfismo de F5 para F', que
leva os simbolos Xg, X1, ... para as fungoes correspondentes em F', é
um monomorfismo.

Por meio das relagoes de F, obtemos as seguintes igualdades:

X' X = X X!
Xngk = XkX;L
XX = Xan+1, k < n.

Assim, todo elemento x € F5 nao trivial pode ser escrito como o
produto de um elemento positivo com um elemento negativo. Suponha
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que X} ocorra em ambos as partes, na parte positiva e negativa de x,
mas X1 ocorre em nenhuma. Entéo é possivel simplificar  deletando
uma ocorréncia de X na parte negativa e positiva, assim trocando toda
ocorréncia de X,, por X, 11, usando a relacao Xan—s-le_l = X, para
n > k.

Portanto, todo elemento nao trivial de F5 pode ser posto na
forma normal, conforme o Corolario 6.17.

Logo, todo elemento nao trivial de F; é levado em elemento nao
trivial de F', ou seja, o homomorfismo é injetor. O

6.4 UMA CONDICAO NECESSARIA E SUFICIENTE

O objetivo desta segao é mostrar que um grupo G é do tipo
FP,, quando existe um G-complexo X contratil que satisfaz algumas
condigoes. Para cumprir tal objetivo, necessitamos de alguns resultados
preliminares, dentre eles o Critério de Bieri-Eckmann visto no Capitulo
5.

A partir de agora focaremos nossa atencao em definir um G-
complexo X que nos ajudara a fornecer condigoes necessérias e suficientes
para determinar quando o grupo G é do tipo FP,.

Definicao 6.21. Um G-complero X € dito n-dtimo relativo a G se
satisfaz as sequintes condigoes:

(i) X ¢ aciclico em dimensdes menores que n, isto é, a homologia
reduzida H;(X) =0 para i < n.

(ii) A agdo de G em X ¢ livre.

Os espacos n-6timo sempre existem, por exemplo, considere X
como sendo um recobrimento universal de um espago K(G,1). Visto
que X é contratil temos que PNL(X) = 0, para todo i. Além disso, o
grupo fundamental age livremente sobre o recobrimento universal.

Proposicao 6.22. Suponha que G € finitamente gerado e que admite
um espago X n-dtimo tal que X™/G € finito. Entao G é do tipo FP,.

Demonstragdo. Considere o complexo de cadeia celular C'(X). Para
todo p > 0, temos que

Co(X) = @B Ind, 7= @ (2G ©q, ),

oEY, oEY,
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em que ¥, é um conjunto de representantes para as G-érbitas de p-
células. Como a agao é livre, a igualdade se reduz a

X)= P za.

A

Considere a seguinte resolucao projetiva sobre Z:

0 Z Z 0. (6.1)
e (6.1), obtemos
0— P ZG—— P ZG——0. (6.2)
oceX, oeX,

Por hipdtese X™/G é finito e assim, as somas em (6.2) sdo finitas.
Portanto cada soma é finitamente gerada, e consequentemente, o ZG-
médulo Cp(X) é do tipo F Py

O fato de X ser aciclico nas dimensoes menores que n nos diz
que H;(G,M) = H(X, M), quando i < n. Por meio disso, queremos
mostrar que H;(G,[]; ZG) = 0, para todo i > 1 e todo produto direto
[I; ZG (Critério de Bieri-Eckmann).

Existe uma sequéncia tal que

Ezli,q = Hy(G,Cp(X) ® HZG = Hgiq X7HZG).
I

Observe que

g

B}, = H,(G,Cp(X)® || 2G)
I

=TorS (Z,Cp(X) @ M)
=TorS (2, @ZG@HZG)

oeY,

= P Tor (2, ZG@HZG)

ceY,

= P Hy( GZG@HZG

oEY,

= P H,({1}, HZG

o€y,
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em que na ultima igualdade foi utilizado o Lema de Shapiro. Assim,

El Oa q>0

P {Z ®c (Cp(X) @1, 2G), q=0. (6.3)

Como Cp(X) é do tipo F P, concluimos que Cp(X) é finitamente
presentado. Consequentemente, através do Lema 5.19 (ii), obtemos
o isomorfismo C(X) ®¢ [[; ZG ~ [[; Cp(X). Desta forma, E}, =
Z®¢ [I; Cp(X). Além disso,

Zoc [[Co(X) =@ ] Co(X))e = (] Co(x))e = [] Co(X).
I I I I
A sequéncia (6.3) se reduz em

0 qg>0
E! = ’ 6.4
P {H;Cp(X), q=0. (64)

Visto que podemos encontrar Ez’q através de E},’q, concluimos que
E2,=0quando 0 <p+gq <mn,e E., =], Hy(X) quando p < n.

Portanto

m,a.[[z6) = S (X, ][ 26) = {lev i=0
I I

0, 0<i<n.

Logo pelo Teorema 5.21, segue que G é do tipo FP,. O

A Proposicao 6.22 é uma boa ferramenta para fornecer condigbes
de finitude a respeito de GG. Entretanto, se o G-complexo X nao possuir
X™/G finito, tal proposigao nao pode ser aplicada. Focaremos entdo em
obter condigOes, necessarias e suficientes, em termos das propriedades
de filtracao de X, a fim de alcangar o critério F' P, para G.

Definicao 6.23. Uma filtragdo de X ¢é uma familia {Xa},cp de
subcomplexos G-invariantes tal que X = J, Xo e D é um conjunto
dirigido, em que X, C X3 quando oo < 5.

No caso em que os subcomplexos X, possuem X" /G finito,
chamaremos esta filtragdo de finita do tipo n.

Definigao 6.24. Um sistema direto de grupos {Aas}tacp € chamado de
essencialmente trivial se para cada o« € D existe 8 > a tal que o
homomorfismo Aq — Ag € o trivial.
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Antes de mostrarmos uma equivaléncia para esta definigao, lembre
que se ligAa =Xe f8: A, = Ag, com a < B, entdo

@QGD AO‘

~

X:

E x4 ~ x5 se existe v > «, B tal que f](za) = f3(7p), To € Xo e
T € Xg.
Lema 6.25. Um sistema direto de grupos {An} € essencialmente trivial

se, e somente se thJ A, =0, para todo conjunto J.

Demonstragio. (=) Se {Ay} é essencialmente trivial, entdo para cada
a € D existe f7: Ay, — Apg trivial. Como em um sistema direto os
homomorﬁsmos comutam entre si, segue que l_n; II,Aa =0.

(<) Seja {xj}]EJEHJEJ

A
Como X = GBQED(HJEJ o) = 0, para todo j € J, entao
{zj}tic; ~ {0};e;- Ou seja, existe B € D tal que f5({x;}

{0},c - Consequentemente, fg({acj}jeJ) ={0};c,-
Considere J = A,. Assim,

jEJ) =

{xj}jeJ ={z:}.ca, = {#}ica.

Portanto existe f?: A, — Ap tal que f?(z) = 0, para todo
z € A,. O

Teorema 6.26. Seja X um G-complexo n-détimo com uma filtragao
{Xa} finita do tipo n. Entao G € do tipo FP, se, e somente se o
sistema direto {H;(Xo)} € essencialmente trivial para i < n.

Demonstracdo. Semelhantemente ao que foi feito na Proposicao 6.22,
deduzimos que HY (X4, [[; ZG) = [1; Hi(X,). Neste caso, Cp(X,) é
do tipo F' P, isto é verdade pelo fato de X ser n-6timo, X, possuir
X7 /G finito e além disso, cada X, ser G-invariante.

Desta forma, para i < n temos

H,(G,[]26) = HE (X, HZG
J

li

=

HE( XQ,HZG

?

[1H:(x. (6.5)

@i

|
=

i

3IE
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Se {H;(X,)} ¢ essencialmente trivial, de (6.5) conclufmos que
H;(G,][;ZG) = 0, para todo 0 < i < n e todo I. Portanto, pelo
Teorema 5.21 temos que G é do tipo F'P,. Além disso, se G é do tipo
F P, temos por meio da Proposi¢ao 6.22 que {H;(X,)} é essencialmente
trivial para 0 < ¢ < n.

Vejamos agora quando ¢ = 0. Considere a seguinte sequéncia
exata

0 — Ho(Xy) — Hy(Xy) —> Z —> 0.

Tal sequéncia produz uma outra sequéncia exata curta

0 ——lim [T, Ho(Xa) —lim [], Ho(Xa) 1,z 0.

Como H§ (X4, [1; ZG) ~ []; Ho(Xa) para todo I, entdo
lim [ Ho(Xa) =0,
I

para todo I. Portanto {Hy(X4)} é essencialmente trivial. O

Dizemos que a conectividade do par (X,41,X;) tende para
oo quando j tende para oo se para cada n > 0, existe jo tal que
Te(Xj41,X;) = 0 para todo j > jo e k < n. Usaremos esta definicao
para provar o seguinte teorema:

Teorema 6.27. Seja X um G-complexo contrdtil livre. Seja {X;}j>1
uma filtragdo tal que cada X;/G € finito. Se a conectividade do par
(Xj41,X;) tende para co quando j tende para oo, entdo G é do tipo
FP.,.

Demonstracdo. Nosso objetivo é mostrar que sao satisfeitas as hipdteses
do Teorema 6.26.

Visto que X ¢ contratil e o estabilizador G, ¢ do tipo F' Py, segue
que X é n-6timo para todo n. Agora basta mostrar que {H,(X;)} é
essencialmente trivial para todo n.

Fixe n > 0. Entao existe jo tal que 7 (X;41,X;) = 0 para todo
j > joetodo k < n. Para k < n, temos o seguinte diagrama comutativo
com linhas exatas:

— (X1, Xj) —= T-1(Xj) — me—1(Xj1) —= M1 (X1, Xj) —

V- i i 2

— Hi(Xji1,X;) — Hi1(X;) — Heo1(Xj41) — Hi1(Xj41, X5) —
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Do diagrama acima, temos que I;Tk (Xj+1,X;) =0, e consequentemente
Hy(X;) = Hp(X,41) paratodo j > jo e todo k < n. Os homomorfismos
da sequéncia

o () = Ha(X4) = o Ha(X) =5 By 0=

s@o isomorfismos quando j > jo. Seja [z] € H, (Xj,), o qual pode ser
visto como um elemento de H,,(X). Como H, (X) = 0, temos que existe
y € Sp11(X) tal que z = 9p41(y). Queremos mostrar que a classe de
homologia de z é nula em PNIR(X]- ). Para isso, escreva y = zl: a;fi,
em que f;: A" = Xj, e o; € Z. Pela compacidade de fZ(A”Z) tlemos
que existe J > jo tal que [z] € H,(X;). Portanto [z] ¢ a classe nula
em Efn(XJ). E como existe um isomorfismo entre f[n(on) e E[n(XJ)
isto nos diz que I:Tn(Xj ) = 0. Em vista disto os homomorfismos
fIn(Xj) — f[n(XjH) sdo triviais quando j > jo.
Logo {ﬁn(X])} é essencialmente trivial.

6.5 CONDICAO DE FINITUDE DE F

A 1ltima das trés propriedades que mostraremos é do fato de F'
ser um grupo do tipo F'P,,. Para alcancar tal objetivo, voltaremos a
utilizar a representagao por meio de arvores bindrias.

Utilizaremos fortemente nesta se¢do as bases da &dlgebra livre
F(X). Por meio delas construiremos, com base em Brown [3], um espago
topoldgico em que o grupo de Thompson age, e assim teremos condigoes
de aplicar o Teorema 6.27.

Cousidere o poset (B,<), em que B é o conjunto de todas as
bases da dlgebra Vo e Y < Z, se Z é uma expansdo de Y, com Y, Z € B.
Para qualquer Y € B, temos os seguintes conjuntos:

Bey —={Z€B: Z<Y},
Bgyz{ZEB: ZSY}

O espago topoldgico que estamos interessados é o complexo sim-
plicial, denotado por |B|, em que os vértices sao as bases ordenadas de
V4, isto é, aquelas obtidas a partir da base unitaria fazendo expansoes
quaisquer e contragoes apenas de elementos consecutivos. O conjunto
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{Yo,Y1,..., Y} é um simplexo se Yy < Y] < -+ < Y.

Nosso primeiro objetivo é mostrar que o complexo simplicial |B|
é n-6timo. Primeiramente, observe que |B| é contratil por meio do
Teorema 3.32. Portanto H,(|B|) = 0, para todo n.

Antes de calcularmos o estabilizador de cada elemento de |B|, é
necessario descrevermos a acdo de F em |B].

J& vimos que todo elemento g € F' é um par de arvores binarias.
Denotaremos entdo g = (R, S), em que (R, S) é um diagrama de arvores
para g. Precisamos apenas entender como g age em um vértice Y € |B],
pois a acao de g nos vértices de |B| mostra como g age em qualquer
simplexo. Denotaremos a acao através de gY'.

Suponha que R ¢é a arvore que representa Y, ou seja, as folhas
de R sao elementos da base Y. Neste caso temos que gY = Z, em que
Z é a base representada pela drvore S. Suponha que R nao representa
Y, entao existe uma base W que é representada por R. Entao a agao
de g em Y é descrita como segue:

1. Encontre a menor expansao comum entre Y e W, digamos Z’.

2. Efetue expansoes simples nas mesmas posi¢oes realizadas para
encontrar Z' a partir de W na base W’ representada por S.

3. Depois de encontrada a base derivada de W', realize contragoes
simples nas mesmas posicoes as quais Z’ contraido atinge Y.

Vejamos dois exemplos para ilustrar este caso.

Exemplo 6.28. Seja g € F o elemento representado pelo par de arvores

I\ ay
/ N\ / N\

T o0 T T

Suponha que Y = {zapapag,zapapar, zagar,zai}, o qual é
representado pela arvore
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A
a
/ N\

IOy T Q]

Entao a agao de g em Y é descrita através dos seguintes passos:

1. Encontrar uma expansao comum entre a arvore que representa a
base Y e a arvore que representa o dominio de g.

/. < >°\ /°<\
NS e

’ \

/N -

2. Aplicar expansoes na arvore que representa o contradominio de g
nas mesmas posicoes realizadas na arvore do dominio, conforme o
passo 1.

] ]
o
iR aY AN
o o s
SNV /N
/NN e
o
/N
3. Realizar contracoes simples na arvore expandida do contradominio

nas mesmas posigoes em que a arvore de Y foi expandida para atingir
a expansao comum.
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[¢] [¢]

o/ \O /N
NN
/\ /N

/\

o/O\o
o/ \ // \\\
/N

Desta forma, a agdo de g em Y resulta na base
{zapapapag, ragagagar, zagagar, (xagar, xag )M}
Exemplo 6.29. Seja g € F o elemento representado pelo par de arvores

(] o
T o o) Tro

/ N\ /N

T X0 pe7e1e%)) TOgOq

Suponha que Y = {zag, zay }, o qual é representado pela drvore
o
T T

A acdo de g em Y é dada da seguinte formas:

1. Encontrar uma expansao comum entre a arvore que representa a
base Y e a arvore que representa o dominio de g.

A NVAN VAN
/N /N

2. Neste caso, a expansdo comum é igual a arvore que representa o
dominio da g. Desta forma, nao aplicaremos expansoes na arvore do
contradominio de g.



123

2 NVAN N\
/N /N /N

3. Realizar contracoes simples nas mesmas posigoes em que a arvore
que representa Y foi expandida.

(¢]

2NN /N

o

\
’ \ \
’ \ \
’ \ \

Logo a acao é dada pela base {zxagag, (zapar, zag)A}.

Compreendido a agao de F' em B, temos condicoes de cacular
o estabilizador Fy de uma base Y € B. O tunico elemento g € F' que
satisfaz gY =Y é o par de arvores que representam a base Y, isto é,
Fy é o grupo trivial. Assim, Fy é do tipo F'P, para todo n. Logo |B]| é
n-6timo, para todo n.

O complexo simplicial |B| ndo possui um n-esqueleto mod F
finito, pois as bases podem possuir cardinalidade arbitrariamente grande.
Entao é necessério fazer uma filtracao em |B|.

Para Y € B seja h(Y) o maior inteiro h tal que existe uma
cadeia Y =Y}, > --- > Y € B, com isso temos que h(Y) = dim|B<y|.
Chamaremos h(Y) de altura de Y. Considere o conjunto

B, ={Y e€B: h(Y)<hl.

Lema 6.30. Suponha que Y1,...,Yy sdo contragdes simples de dois
elementos consecutivos de uma base Y. FEntao Yi,..., Yy possuem uma
cota inferior em B se, e somente se os k pares contraidos de Y para
Y1,..., Yy sao disjuntos dois a dois.

Demonstra¢do. Suponha que Yq, ..., Yy possuem uma cota inferior W,
ou seja, Y7,..., Yy sao expansoes de W.

Existe uma bijecao entre as bases que sao expansoes de W e as
florestas que tem como raizes os elementos de W.
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Como Y também é uma expansao de W, podemos representé-lo
por uma floresta com raizes em W sendo suas folhas elementos de Y.

Seja F a floresta associada a Y, note que a floresta JF; associada
a Y; é obtida a partir de F removendo dois irméaos, isto é, remover duas
folhas de um determinado né.

Com isso, temos que os k conjuntos de irmaos sdo disjuntos. A
partir disso, as contragoes dos pares sao também disjuntas.

Neste caso Y7,..., Yy possuem infimo, digamos Z, que pode ser
representado por uma arvore que consiste em retirar os k conjuntos de
irmaos da arvore com raiz em W e folhas em Y, assim W < Z.

Reciprocamente, suponha que os k pares contraidos de Y para

Y1,...,Y) sao disjuntos dois a dois.
Entao se W é a base representada pelas k duplas consecutivas
contraidas de Y temos que W é uma cota inferior de Y7,..., Ys. O

Lema 6.31. Para qualquer Y € B, o complexo |B<y| é homotopi-
camente equivalente ao sequinte complexo simplicial ¥ = X(Y): Os
vértices de ¥ sao o0s pares ordenados de elementos consecutivos distintos
de'Y, e uma colegdo de tais pares € um simplexo de ¥ se, e somente se
0s conjuntos subjacentes dos pares sao dois a dois disjuntos.

Demonstragio. Seja K = |B<y|. Para qualquer Y/ < Y, seja Ky
o subcomplexo |[K<y/| de K. Pela definicdo de Ky temos que este
subcomplexo é um cone, pois Y’ esta em Ky e é ligado a todas as
outras bases.

Observe que K = [J Ky, em que Y’ é uma contragio simples de
Y.

Dada uma colegao {Y;} de contragtes simples de elementos conse-
cutivos de Y, a intersegdo L = [ Ky, é diferente do vazio se, e somente
se, Y; possui cota inferior. Neste caso, se Z é a maior das cotas inferiores
de Y;, o complexo L é exatamente K z.

Pelo Teorema 3.33, temos que K é homotopicamente equivalente
ao nervo da cobertura {Ky-}.

Note que o nervo N(Ky:) é um complexo simplicial tal que

{vy,,...,vy, } é um simplexo sempre que nf:o Ky: # @, ou seja, te-
mos um simplexo quando Y7, ...,Y}/ possuem cota inferior. Pelo lema
anterior temos que N(Ky/) = X. O

Lema 6.32. Para todo inteiro k > 0 existe um inteiro p(k) tal que
Y(Y) é k-conexo sempre que card(Y) > p(k).

Demonstracao. A prova deste resultado segue da seguinte afirmacao:
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(Ax) Existem inteiros u(k) e v(k) tais que se card(Y) > u(k) o
k-esqueleto Y (Y)* é homotopicamente equivalente a um ponto em ¥ (Y)
por uma homotopia sobre a qual qualquer k-simplexo permanece em
um subcomplexo que tenha no maximo v(k)-vértices.

Usaremos o principio de indugao em k para mostrar a afirmacao.

Se card(Y') > 5, entao para qualquer dois vértices de X(Y') podem
ser unidos por um caminho de tamanho menor ou igual a 3.

Entao defina £4(0) = 5. Mais precisamente, se tomarmos v(0) = 4,
provamos a afirmagao para k = 0.

Suponha que p(k—1) e v(k—1) estao bem definidos e que (Ax—_1)
é verdadeira.

Considere card(Y) > pu(k — 1) e escolha uma homotopia de $¥~*
como definido em (Aj_1).

Seja 0 € X(Y) um k-simplexo. Considere suas faces de codi-
mensao 1, isto é, faces formadas a partir da retirada de um vértice de
o. Pela hipétese de indugao, se 7 representa uma face de codimensao
1, temos que T permanece, por meio da homotopia, a um subcomplexo
que possui no méximo v(k — 1) vértices. Sabemos que o possui (k + 1)-
vértices e por isso temos que a quantidade de faces de codimensao 1 de
o ¢é exatamente k + 1. Assim, o permanece em um subcomplexo, que
denotaremos por ¥'(Y), que contém no maximo (k+ 1)v(k — 1) =m
vértices.

Se card(Y) > ¢ = 3m + 2, note que m vértices utilizam no
maximo 3m elementos de Y, assim existe um vértice v que é ligado com
os m vértices.

Assim, ¥/(Y) esta contido no lk(v). Podemos estender a homo-
topia para o construindo um cone de v com base ¥'(Y). Desta forma,
o permanece no subcomplexo gerado por X'(Y) e v.

Portanto (Ay) é verdadeira para u(k) = maz{u(k — 1),c} e
v(k) =m+ 1. O

Teorema 6.33. O grupo F' € do tipo F P.

Demonstrag¢do. Vejamos primeiramente que (|Bp41l,|Br|) é um par
CW. Paracada Y € B com h(Y) = h + 1 é possivel construir um cone
sobre |Bp|, desta forma podemos ver |B| como um subcomplexo de
|Bh+1]- Pelo Lema 6.31 temos que |Bp,| é homotopicamente equivalente
a X(Y), e consequentemente pelo Lema 6.32, |B| é k-conexo. A partir
da sequéncia exata de homotopia

« = Tk (|Bry1l) = T (I1Brsal,s [Bal) —= mre—1(|Bal) — -,
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concluimos que (|Bp41], |Br|) é k-conexo.
Quando h tende para co temos a conectividade de (|Bp41], |Bnl)
tende para co. Assim, pelo Teorema 6.27 segue que F' é do tipo F P..
O
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