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A entropia é a forca motora dos processos naturais

AS=kz;NIn(2)



Definicao de entropia
Rudolf Clausius, 1865
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T .... Temperatura absoluta - Lord Kelvin, 1848



Ludwig Boltzmann, em Viena, 1872
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e conservacao de momento e de energia cinética

Ef{”l:t,] = ma’ /dﬁ?g Vo — | {f(V1,t) f(Tat)— fF(TLE) (T, 1)}



e equilibrio
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Boltzmann mostra que a funcao H, no equilibrio,
multiplicada por uma constante dimensional,
fornece a expressao da entropia (de Clausius) do gas ideal .....




-Como seria a forma da fungao H?

-Como explicar os paradoxos da irreversibilidade (leis da mecanica sao reversiveis) e
da recorrréncia (teorema de Poincare)??

Visao estatistica de Boltzmann...
condicodes iniciais, caos molecular...
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Como é que se atinge o equilibrio?
(a partir de uma configuracao muito particular)

Modelo das urnas de Paul e Tatiana Ehrenfest — Phys. Z. 1907

N bolas numeradas (de 1 a N), duas urnas, e uma roleta
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... dado o numero de inicial de bolas em cada
urna (por exemplo N,=N e N,=0),

qual € o comportamento de N, com o numero
de jogadas (ou seja, com o tempo t)?

N balls

Ni+ Ny =N




N=20

2{} 1 1 1 1 1 1 1 II
\ Mumerico
18 | -

18 |, -

III'. ]
1 4 B b III [} { .I—

[} ".I i ||. I .I | .Iu .I 1
12 = i ] ] ¥ i il \ T TR
[} i it 1 ] 'I'-I i Iulu {
A N RRRRLRA [XAN Vg AR 'I". A .""-'- !
21_ 1 {} B ! I' .I Iu' |', ! Il.'-.'.llll" ' Illu 1] .Iu II" He Y '.|'I III | | I'.I |“| III' (4 1) I' { " n

5 -|I | "..' | Ly |II"|'| iy " L \: (L 0 |
L it AT " |
i N i (L

=R L I LI
T

0 20 40 60 80 100 120 140 180 180 200
Nndepassos

(primeira série de exercicios de Mecanica Estatistica, 2012)
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... equilibrio ...
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(b) Para N = 200, supondo a situacio inicial em que N1 = 200, indo de to = 0 a t = 1000:
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IFUSP, exercicios, 2012




Equacao Mestra
(equacao de evolucao temporal do processo markoviano)

P (Ny;t) <= P(N;;s7)

P(Ny;st+7)=P(Ni+ Lis7)w(l — 2) + P(Ny — LisT)w (2 — 1),
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P(Ny;sT7+7) = P(Ny+1;37)
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P(Ny;st+7) = P(N; + 1;57) N

+ P(Ny — 1; 57)

probabilidade de tirar uma bola da urna 1

probabilidade de tirar uma bola da urna 2

no equilibrio:
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... que é a conhecida distribuicdao binomial ...



forma mais comum (limite do continuc) da equacac mestra

Ni+1 ) N =[N, -1
ll,f + P(Ny; — 1:s87) [-"'-.’1 )

P(N1;s7+ 1) = P(N1+ 1; 37)

e limute 7 — 0,

df (M1, t)
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Flutuacoes (estatisticas) no equilibrio

- 1 N1
Peg (V1) = 2N N (N — N)!

movimento brownmano, caminhante aleatério, ..

e valor médio
N

b | =

(N1)=> NPy (N,) =
Ny

e desvio quadratico
1

(Ni—(V1))*) =N

e desvio relativo
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e forma gaussiana (teorema de Laplace)
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e variacao temporal do valor médio

i o H 1
{.-'\"1}3 = Z _\"r]_.p[_"'r]_ 5T .

e com N{(0) = N, é facil mostrar que
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que € uma curva lisa decaindo com o tempo!

e no mite N — o0, 7 — 0, 5 — oo, com N7 fixo,
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C. Godréche, J. M. Luck, J. Phys. C14, 1601 (2002)

Nonequilibrium dynamics of urn models
e “barreira entrépica”:

I J"'-'- C AT oy
=2"=exp (N In2)



e limite continuo
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* equacao de difusado para a densidade de probabilidade
ou equacao de Fokker-Planck (na versao de Uhlenbeck e Ornstein)

* equivalente a equacao de Langevin para o movimento browniano



Modelo estatistico de Boltzmann — 1877 —
-visao probabilistica -
- gas de Boltzmann -

e gis com N particulas, no volume V', com energia total £

e dividir a energia em “células”. Cada célula j, com energia £;, tem /V;
particulas. Entao

» Nj=N, ) NE=E
J J

e contar o nimero de configuragoes (estados microscopicos do gds) com
N, particulas com energia F;, N, particulas com energia F, e assim
por diante,

Q(va No, ) - Q({NJ}) -

(mais tarde essa contagen foi modificada por Planck ....)



e gis com N particulas, no volume V', com energia total E

e dividir a energia em “células”. Cada célula j, com energia £;, tem N,
particulas. Entao

» Nj=N, ) NE=E
J J

e contar o nimero de configuragoes (estados microscopicos do gds) com
N; particulas com energia E;, Ny particulas com energia F5, e assim
por diante,

QL(N1, Ny, ...) = Q({NJ}) = N,

(mais tarde essa contagen foi modificada por Planck ....)

e 0 numero total de estados microscépicos do gés é dado por

Q=EN= Y al
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N1,N2,N3,....

» Nj=N, Y NEj=E
J J

hipoteses da teoria de Boltzmann:

- todos os estados microscopicos acessiveis sdo igualmente provaveis
(probabilidades iguais a priori)

- a entropia € dada pelo logaritmo do numero total de estados acessiveis



Q=Q(EN= Y al

com as restricoes

Y N;j=N, Y NE; =

J J

como calcular €2 77

e basta encontrar o termo méximo da soma, com as duas restricoes ....

e todos os nimeros sao grandes. Entao Boltzmann recorre a série assin-

totica de Stirling,
InN'=NInN+ N + ...

e Boltzmann recorre também a técnica dos multiplicadores de Laplace,
e maximiza a funcao

......



no limite do continuo recupera-se a distribuicao de Maxwell



Gas de Boltzmann (super simplificado)

Considere o modelo de um gas classico, de N particulas com energia total E.
Suponha que cada particula pode ser encontrada em apenas dois estados, com
energias E,=0 ou E,=¢>0.

Qual seria o numero global de estados microscépicos acessiveis a esse sistema?
Esse problema € muito simples demais.... pois N,+N,=N e E=N,E, ....




N'! N'!
NNt T (N =) (E)

) =Q(E,N)=

A entropia (por particula) é dada por
1 N!

s=s(u) =kgp N,E—}g;lfl\f/E:u N In (V= EYI(E)r

Utilizamos entao a expansao (assintética) de Stirling,
InN!'=NInN - N + ..

que ja era bem conhecida nos tempos de Boltzmann e Gibbs.

s = kp [In (1-=)+m (2)] .

A temperatura é uma equacao de estado na representacao da entropia,
1 Os
T Ou

Use essa expressao para obter a energia v em funcao da temperatura 7. Qual
é o valor limite de u para temperaturas muito elevadas?



Josiah Willard Gibbs — ensemble candnico (1902)

ELLMENTANY FEITS

STATISTIOAL, MECHANPMS
|':|4.'1'|1|:11t.'11'_1.' prim_'ipln_‘-:-‘.
in statistical mechanics :
AT 5 Yo developed with especial
e reference to the rattonal

foundatnon of

thermodynamics

Josiah Willard Gibbs

- modernidade: Shannon, Jaynes, informacao ....



ensemble microcanénico — energia total fixa

Q(E,V,N) — numero de estados microscopicos acessiveis a um gas de
N particulas ocupando um volume V

Postulado das probabilidade iguais a priori: todos esses Q(E,V,N)
estados microscopicos sao igualmente acessiveis .....

definicao de entropia
S=S(E,V,N)=k; InQ

no “limite termodinéamico”
(E, V, N muito grandes, com E/N e V/N fixos)



ensemble canonico de Gibbs

“We consider especially ensembles of systems in which the index (or logarithm) of
probability of phase is a linear function of energy. The distribution, on account of
its unique importance in the theory of statistical equilibrium, I have ventured to
call canonical, and the divisor of the energy, the modulus of the distribution. The
moduli of ensembles have properties analogous to temperature, in that equality of
the moduli is a condition of equilibrium with respect to exchange of energy, when
such exchange is made possible.”

J. W. Gibbs, “Elementary Principles In Statistical Mechanics: Developed With
Especial Reference To The Rational Foundation Of Thermodynamics”, Scribner s,
New York, 1902.

“One of the crowning achievements of nineteenth century physics was the de-
velopment of the statistical (microscopic) basis of thermodynamics. While much
of the ideas of this development originated with Maxwell and Boltzmann, it was
Gibbs ~ work that more directly influenced our present formulation of equilibrium
statistical mechanics”,

C. N. Yang, em Phase Transitions and Critical Phenomena, volume 1, editado
por C. Domb e M. S. Green, Academic Press, New York, 1972.



Ensemble canénico de Gibbs (sistema e reservatério térmico)

1 1

Py = — exp (~HE;) B=——m Z=Y exp(—fE)
J

e valor esperado da energia (energia interna termodinamica)

0

e desvio quadratico médio
oU
(AE)*) = ((B; = (B))")) = kT

e desvio relativo

Gibbs, 1902, no seu livro famoso ...
Einstein, 1904, ...
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