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Resumo

Nos ultimos anos, revigorado interesse e esforco tém-se depositado no es-
tudo de teorias quanticas para a gravitagao. Estas teorias fornecem subsidios
para a investigagao de novos cenarios fisicos nao contemplados no bem estabe-
lecido Modelo Padrao das interagoes fundamentais, dentre os quais destaca-se
uma possivel violagdo das simetrias de Lorentz e CPT.

Neste contexto, estudamos na presente tese um modelo efetivo em (2+1)
dimensoes para a eletrodinamica quantica com quebra das simetrias de Lo-
rentz/CPT, seguindo a proposta de Colladay e Kostelecky para o Modelo
Padrao Estendido, tendo como motivacao as implicagoes da violacao destas
simetrias em sistemas quanticos planares. Empregamos uma abordagem per-
turbativa, na aproximacgao de I-loop e em primeira ordem nos paramentros
de quebra, para determinar as corregoes radiativas do modelo e efetuamos o
procedimento de renormalizacao multiplicativa.

Como aplicagao, examinamos as contribui¢oes de nosso modelo com quebra
fermionica para a condutividade Hall e determinamos as corregoes quanticas
ao potencial eletrostdtico e ao momento magnético do elétron nos modelos com
quebra fermionica e com quebra no setor do féton.

Investigamos também o limite infravermelho do modelo com quebra fermio-
nica, motivados pelo modelo de Bloch-Nordsieck, obtendo o propagador exato
neste limite e evidenciamos que a divergéncia infravermelha nao se manifesta
através de um fator de fase exponencial no modelo tridimensional.

Palavras-Chave: violacao das simetrias de Lorentz e CPT, Modelo Padrao
Estendido, quebra espontanea de simetria, renormalizagao, modelo de Bloch-
Nordsieck, efeito Hall quantico, potencial eletrostatico, momento magnético do
elétron.






Abstract

In the recent past years, renewed interest and effort have been devoted to
the study of quantum theories of gravity. These theories provide tools for in-
vestigations of new physical scenarios not contemplated by the well-established
Standard Model of fundamental interactions, among them emerge a possible
violation of Lorentz and CPT symmetries.

In this context, we studied in the present thesis an effective model for quan-
tum electrodynamics with breakdown of Lorentz/CPT symmetries in (241) di-
mensions, following Colladay and Kostelecky proposal for the Extended Stan-
dard Model, having as motivation the implications of these symmetry violations
in planar quantum systems. We employed a perturbative approach, at 1-loop
approximation and to first order in the Lorentz-breaking parameters, in order
to determine the radiative corrections to the model and proceeded with the
multiplicative renormalization.

As an application, we examined the contributions of our model with fermio-
nic breaking to the Hall conductivity and determined the quantum corrections
to the electrostatic potential and to electron’s magnetic moment in the models
with breaking in the fermionic sector as well as in the photon sector.

In addition, we investigated the infrared limit of the model with fermionic
breaking, motivated by the Bloch-Nordsieck model, and obtained the exact
propagador in this limit and put in evidence that the infrared divergence does
not manifest as an exponential phase factor in the tridimensional model.

Keywords: violation of Lorentz and CPT symmetries, Extended Standard
Model, spontaneous symmetry breaking, renormalization, Bloch-Nordsieck mo-
del, quantum Hall effect, electrostatic potential, electron’s magnetic moment.
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Introducao

Toda teoria que almeja descrever o comportamento da Natureza, desde a
escala microscopica, deve necessariamente ser formulada em base a postulados
fundamentais ou axiomas, dos quais decorrem as leis de conservacao de deter-
minadas grandezas observaveis. Para tanto, os modelos mateméticos que des-
crevem o comportamento de sistemas fisicos devem preservar o maior ntimero
possivel dessas simetrias.

O teorema CPT compreende em si um importante resultado no ambito
das teorias relativisticas de campo, segundo o qual uma teoria que satisfaz os
axiomas de

1. localidade®,
2. invaridncia sob o grupo de Lorentz (restrito),

3. analiticidade da representacao do grupo de Lorentz nos parametros de
boost,

tem a transformacao CPT como uma simetria inerente [1]. Todas as teorias
de campo que compreendem o Modelo Padrao das interagoes fundamentais sa-
tisfazem os axiomas elencados acima e, naturalmente, exibem simetria CPT.
Neste sentido, a simetria de Lorentz acena como elemento fundamental na cons-
trugao de qualquer teoria axiomatica de campo relativistica consistente com o
Modelo Padrao, encontrando amplo respaldo nas evidéncias experimentais até
0 presente.

Entretanto, nas ultimas trés décadas, grande esforgo tem-se dispensado ao
estudo de teorias quanticas para a gravitacao, com destaque para as teorias de
cordas, teorias de campo nao comutativas e loop quantum gravity, despertando
o interesse em modelos que vao além do Modelo Padrao e descortinam novos

'Em teoria quéantica de campos, entende-se por localidade a independéncia entre medi-
das efetuadas em pontos do espago-tempo separados por intervalos do tipo espago, isto é,
observaveis associados a pontos separados por intervalos do tipo espago comutam.



cenarios de investigacao da Natureza, contemplando, em especial, a possibili-
dade de violagao das simetrias de Lorentz e CPT.

Neste contexto, Colladay e Kostelecky formularam, ao fim da década de
noventa, uma extensao ao Modelo Padrao [2-4] a partir da introdugao de termos
de acoplamento entre os campos de particula e campos associados a quebra
espontanea das simetrias de Lorentz e CPT em uma (ainda desconhecida) teoria
subjacente ao Modelo Padrao, invariante por CPT e Poincaré, culminando no
denominado Modelo Padrao Estendido (SME). Esta proposta de Colladay e
Kostelecky fornece a possibilidade de se examinar as implicacoes da violagao
das simetrias de Lorentz/CPT em baixas energias, beneficiando-se do bem
estabelecido arcabouco das teorias de campo efetivas.

Sendo assim, com vistas ao renovado entusiasmo em torno de teorias no
cenario pos-Modelo Padrao, nosso objetivo nesta investigacao consiste no es-
tudo da violacao das simetrias de Lorentz e CPT em (2+1) dimensoes, no
ambito convidativo da eletrodinamica quantica (QFEDs3), ancorando-nos na
abordagem de Colladay e Kostelecky e tendo como motivacao fenomenoldgica
a influéncia da quebra destas simetrias em sistemas quanticos planares.

No Capitulo 1, apresentaremos de forma sucinta a proposta de Colladay e
Kostelecky e construiremos, em cardter original, uma teoria efetiva em (241)
dimensoes, em uma representacao redutivel, consistente com a QFE Ds.

Por sua similaridade com a QC Dy, exibindo potencial blindante, liberdade
assintotica e quebra espontanea da simetria quiral, e por sua comparativa sim-
plicidade estrutural, a QF D3 tem atraido grande atencao nas ultimas décadas
[5-14] e, com o avango no estudo de novos materiais de grande potencial tec-
noldgico, tais como o grafeno, isolantes topoldgicos e supercondutores a tempe-
ratura finita, também desempenha papel de destaque como teoria efetiva, em
baixas energias, em fisica da matéria condensada [15-19].

Assim, no Capitulo 2, faremos uma breve revisdo das representagoes da
QEDs [20], enfatizando em particular a representagao redutivel, e apresentare-
mos nosso modelo estendido para esta teoria, introduzindo um termo de quebra
de Lorentz/CPT no setor fermibénico, como proposto no primeiro capitulo, e
acomodando o termo topoldgico de Chern-Simons no setor de gauge do mo-
delo, de grande importancia para o estudo do efeito Hall quéantico. Delineare-
mos também o calculo dos propagadores do campo fermionico e do féton em
nivel de arvore, isto é, sem levar em conta corregoes radiativas em teoria de
perturbacao.

No Capitulo 3, abordaremos as corre¢oes radiativas inerentes ao modelo
com quebra fermionica, adotando um procedimento perturbativo a 1-loop e em
primeira e segunda ordens de aproximacao no parametro de quebra da simetria
de Lorentz, contemplando a auto-energia fermionica, o tensor de polarizacao



do vacuo e o vértice eletromagnético. Evidenciaremos ainda a consisténcia
estrutural do modelo demonstrando a identidade de Ward e a conservacao da
carga elétrica, que manifestam a simetria de gauge do modelo efetivo.

No Capitulo 4, estudaremos a fenomenologia do modelo com quebra fermio-
nica. Neste contexto, examinaremos as correcoes quanticas e do termo de
quebra ao potencial eletrostatico, culminando em um potencial efetivo origi-
nal andlogo ao potencial de Uehling para a QEDy [39, 41] e determinare-
mos também as contribuigbes quanticas ao momento magnético do elétron no
cendario tridimensional, ressaltando a participacao do termo de Chern-Simons.

Investigaremos ainda o efeito Hall quantico seguindo, em esséncia, a pro-
posta de Acharya e Swamy [21, 22] que, com base em uma versao relativistica
da férmula de Kubo [21, 23, 24], forneceram uma descricao deste efeito no
ambito da QFEDs. Nosso tratamento também incorporard a contribuicao das
corregoes radiativas a condutividade Hall. Todavia, Acharya e Swamy em-
pregaram uma representacao irredutivel da QQF D3, conduzindo-os a equivocos
na interpretacao dos resultados no contexto da fisica da matéria condensada,
conforme apontando por Raya e Reyes [20], e ndo prestigiaram o termo de
Chern-Simons em sua andlise. De acordo com o teorema de Coleman [25], este
ultimo fornece contribuicao ao fator de ocupagao e a condutividade transver-
sal, através de correcoes radiativas. Portanto, com o propésito de avaliar a
influéncia do termo de Chern-Simons e, em especial, do parametro de quebra
das simetrias de Lorentz/CPT no fator de ocupacao, delinearemos, em cardter
original, no referido capitulo o célculo da condutividade Hall, salientando o
papel da quebra da simetria de Lorentz.

O limite infravermelho do modelo com quebra fermionica é alvo de in-
vestigagdo no Capitulo 5, em que, inspirados no modelo de Block-Nordsieck
para a QED, [64], adotaremos uma abordagem nao perturbativa baseada no
formalismo de tempo-préprio de Fock [72, 73] para determinar o propagador
fermionico exato no limite de baixas energias e evidenciaremos o fato de que a
divergéncia caracteritica deste limite nao exponencia no modelo tridimensional,
em contraste com a versao quadridimensional, como antecipado na literatura
dedicada [9, 10, 71], o que torna invélido o teorema KLN [39].

O Capitulo 6 é reservado ao estudo de nosso modelo original com quebra da
simetria de Lorentz (sem quebra de CPT) no setor do féton. Neste capitulo,
construiremos originalmente o propagador cldssico exato do féton “vestido”
pelos trivetores de quebra e determinaremos as corregoes radiativas do modelo,
também a 1-loop, em segunda ordem nos trivetores de quebra, contemplando
a auto-energia fermionica e o vértice eletromagnético. Ressaltaremos também
neste capitulo a consisténcia estrutural do modelo, evidenciando a identidade
de Ward.



No Capitulo 7, prestigiaremos a fenomenologia do modelo com quebra no
setor do foton, alinhavando as contribuicoes originais ao potencial eletrostético
e ao momento magnético andémalo do elétron em (2+1) dimensoes.

Nas consideragoes finais, reuniremos os resultados originais obtidos no pre-
sente estudo e apontaremos nossa perspectiva de investigagao futura.

Com o intuito de favorecer o encadeamento de conceitos e a discussao da
fisica subjacente ao nosso modelo no decorrer de cada capitulo, reservamos
aos apéndices o detalhamento dos cdlculos mais extensos, bem como a apre-
sentagao do contetiido complementar ao alinhavado no texto principal. Assim,
no Apéndice A introduzimos as regras de Feynman para nosso modelo estendido
da QED3. No Apéndice B, apresentamos o calculo das integrais pertinentes as
correcoes radiativas delineadas nos Capitulos 3 e 6. O Apéndice C compreende
as relacoes de traco envolvendo as matrizes gama, 7 e 5 que compoem nosso
modelo. No Apéndice D dedicamos especial atengio & renormalizagao (pertur-
bativa) para nosso modelo superrenormalizdvel, destacando sua importancia
[42] e conferindo, assim, uma contribui¢ao também original & literatura. Por
fim, no Apéndice E destacamos a fenomenologia de nosso modelo com quebra
no setor do féton ainda em nivel classico, discutindo a perda da transversali-
dade dos campos elétrico e magnético, oriunda dos trivetores de quebra, e o
efeito magneto-elétrico.



Capitulo 1

Fundamentos da Teoria
Efetiva para Quebra
Espontanea de Lorentz e
CPT

Neste capitulo abordaremos os conceitos fundamentais inerentes a teoria
proposta por Kostelecky, Colladay e colaboradores [2-4, 26, 27], enfatizando
em particular as implicagoes da quebra da simetria de Lorentz na QED em
trés dimensdes. Nossa exposigao é fortemente ancorada nas referéncias [2] e
[3], artigos precursores do Modelo Padrao Estendido de fisica de particulas
elementares.

1.1 Simetrias de Lorentz e CPT

Apresentaremos nesta secao uma breve revisao de algumas definicoes e
resultados pertinentes, envolvendo transformagoes de Lorentz e CPT, que for-
necerao subsidios para a discussao de modelos tedricos associados a violagao
da simetria de Lorentz na secao 1.2.



6 CAPITULO 1. A TEORIA EFETIVA EM (2+1) DIMENSOES

1.1.1 Transformacoes de Lorentz

As transformagoes de Lorentz consistem daquelas que preservam a forma
quadrética fundamental g, z"z", em que x* ¢é o tensor de primeira ordem que
rotula as coordenadas espaciais e o tempo e g, corresponde ao tensor métrico’.
O conjunto das transformagcoes de Lorentz constitui um grupo, o grupo de Lo-
rentz, e, acrescentando translacoes, define-se o grupo de Poincaré, que governa
as simetrias do espago-tempo consistentes com uma teoria relativistica [28-32].

O grupo de Lorentz pode ser decomposto em setores desconexos, dentre os
quais destaca-se o setor ortécrono-proprio, que compreende rotagoes e boosts e
é o Unico que constitui um subgrupo, o grupo de Lorentz restrito [32]. Assim,
entendemos por simetria de Lorentz a invariancia sob transformacoes induzidas
pelo grupo de Lorentz restrito?.

Ademais, pode-se também classificar as transformagcoes de Lorentz em trés
categorias [2]:

e transformacoes de observador( “observer Lorentz transformations”), que
envolvem mudangas de coordenadas, relacionando observagoes feitas em
dois referénciais inerciais com orientacoes e velocidades relativas;

e transformacoes de particula ( “particle Lorentz transformations”), que re-
lacionam duas particulas com momentos e orientacao de spin relativos,
através de boosts, em um mesmo referencial inercial fixo (sem, contudo,
influenciar campos externos eventualmente presentes);

e transformacoes (inversas) ativas ( “inverse active Lorentz transformati-
ons”), que, em um referencial inercial fixo, induzem boosts sobre todas
as particulas e campos (inclusive, sobre possiveis campos externos)?.

Naturalmente, em teorias livres as trés categorias sao equivalentes entre
si. Contudo, na presenca de um campo externo, desfaz-se tal equivaléncia e
torna-se importante distinguir entre os respectivos grupos de transformagoes de

1A coordenada temporal consiste na primeira componente de z# = (aco,zl, x2, ...), sendo

as demais reservadas as coordenadas espaciais. Em nosso trabalho, consideraremos o espaco-
tempo de Minkowsky, com assinatura g,, = diag(+,—,—,...), e adotaremos o Sistema Na-
tural de unidades, com ¢ =1 = h.

2Doravante em nosso texto, ao nos referirmos a transformacoes ou simetria de Lorentz,
deve ficar subentendida a referéncia ao grupo de Lorentz restrito (exceto sob mengao explicita
ao grupo de Lorentz geral).

3Cada uma das trés categorias de transformagdes de Lorentz apresentadas constitui um
respectivo grupo, tendo em vista que as rotagdes e boosts que as compdem pertencem ao
grupo de Lorentz restrito.
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Lorentz, em especial entre o grupo de transformacoes de observador e o grupo
de transformacdes de particula®.

1.1.2 Transformacgoes C, P e T

Além de transformagoes continuas, o grupo de Lorentz completo exibe
também um conjunto de transformagoes discretas de fundamental importancia
para a construcao de modelos em teorias de campos. Dentre estas, salientamos
a transformagdo de paridade (P), pertencente ao setor ortécrono impréprio
do grupo geral e associada & inversdao espacial®, e a reversio temporal (T,
que pertence ao setor nao ortécrono improprio do grupo geral e, naturalmente,
induz a inversao da coordenada temporal.

Outra transformagao discreta que exerce papel proeminente é a conjugacao
da carga (C). Esta é uma transformagdo interna, que nao faz referéncia a
estrutura do espago-tempo (portanto, nao pertence ao grupo de Lorentz geral),
sendo responsavel pelo intercambio entre particulas e antiparticulas.

Conforme mencionamos anteriormente, a invariancia pela transformacao
CPT, definida pela respectiva combinacao especifica das transformagoes dis-
cretas acima apresentadas, consiste em uma forte simetria a qual estao sujeitas
todas as teorias de campo do Modelo Padrao [1]. Contudo, considerando-se a
possibilidade de uma eventual quebra da simetria CPT, nos remetendo a algum
cendrio p6s-Modelo Padrao (como sugerem as teorias de gravitagao quantica,
por exemplo), a simetria de Lorentz é conjuntamente quebrada, observando-se
o teorema de Greenberg [33]%. Sob este prisma deposita-se a proposta de Kos-
telecky e Colladay para uma teoria efetiva que incorpore a quebra da simetria
de Lorentz e porventura CPT, e que fornega informacoes fisicas, em baixas
energias, que as evidenciem.

40 leitor interessado pode recorrer a referéncia (2], que fornece um exemplo lidico em
que se pode depreender claramente a diferenca entre estes dois tipos de transformacao, ao
considerar-se um elétron que se desloca em um plano perpendicular a um campo magnético
aplicado.

5Ressaltamos que, em (2+1) dimensoes, a transformacdo de paridade é peculiar, sendo
entendida como a inversao de apenas uma das coordenadas espaciais.

6A contrapartida do teorema de Greenberg, entretanto, ndo é valida, sendo possivel
considerar-se quebra da simetria de Lorentz mantendo-se invariancia por CPT [3]. Este
cendrio também sera prestigiado em nossa teoria efetiva, sobretudo no contexto envolvendo
quebra da simetria de Lorentz no setor bosonico do modelo.
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1.2 Teoria Efetiva de Colladay-Kostelecky

Com o intuito de conferir generalidade ao tratamento de modelos tedricos
efetivos com quebra da simetria de Lorentz, Kostelecky e Colladay assumem
como premissa a existéncia de uma teoria quéantica completa, embora atual-
mente indefinida, valida em todas as escalas de energia e que exibe as seguintes
propriedades fundamentais: unitariedade e invariancia dinamica” sob CPT e
transformacoes de Poincaré [2].

Supde-se também que esta teoria exibe um mecanismo de quebra espontanea
da simetria CPT, em que tensores de Lorentz (T) assumem valores espera-
dos nao nulos no vacuo e, assim, quebram os setores do grupo de Lorentz de
particula que nao podem ser implementados como transformacoes unitérias so-
bre o vacuo [2]. Sob mudangas de coordenadas induzidas por transformagoes de
Lorentz de observador, contudo, os valores esperados dos tensores de Lorentz
permanecem invariantes, preservando a equivaléncia entre referenciais inerciais
[2]. Nao obstante, propriedades desejdveis como renormalizabilidade, microcau-
salidade e simetria de gauge também devem ser preservadas pelo mecanismo
de quebra espontanea [2-4].

Sendo assim, propoe-se a construcao de uma teoria efetiva sobrejacente a
esta desconhecida teoria completa, que carrega consigo a informacao da quebra
espontanea da simetria de Lorentz (e eventualmente da simetria CPT) através
de acoplamentos envolvendo os tensores de Lorentz T, que evidenciam a quebra,
e os campos fisicos do modelo de interesse [2]. Neste espirito, discutiremos
a seguir teorias efetivas para um modelo fermionico e um modelo bosonico
em (2+1) dimensoes, que servirdo de matéria-prima para nossa proposta de
extensao da QFDs.

8

1.2.1 Teoria Efetiva para Férmions em (241) Dimensoes

Em (2+41) dimensoes, pode-se propor mais de uma representagao para os
campos fermionicos de Dirac, conforme discutiremos no Capitulo 2. Contudo,
para nossos propositos, a representacao redutivel é a mais conveniente e sera
apresentada em detalhe no proximo capitulo. Assim, anteciparemos aqui ape-
nas as informacoes relevantes para explorarmos as simetrias C, P e T na teoria
estendida que estudaremos em seguida.

"Entende-se por invariancia dinamica sob um grupo de transformacdes a preservacio das
simetrias associadas a este, presentes em nivel classico, ao considerar-se corregoes quanticas
a teoria.

8Dizemos que ha quebra esponténea de simetria quando uma teoria é invariante sob um
determinado grupo de simetria, por exemplo em nivel lagrangiano, mas o estado de vacuo
do sistema fisico ndo compartilha a simetria.
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A densidade lagrangiana para férmions livres na representacao redutivel é
expressa por? [20]

Ly(x) = () (i@ — me — moT)ih(2), (1.1)

em que'® @ = Y*0,, com p = 0,1,2, v s@o as matrizes de Dirac usuais (de
dimensao 4 x 4), m. e m, sdo parametros de massa, denominados “even” e
“odd”, de acordo com a transformagao de seus respectivos termos sob paridade
e reversao temporal, 7 é a matriz hermitiana do denominado termo de Haldane,
definida por

T = 1707172, (1.2)

e w(x)irepresenta o campo fermionico (com seu conjugado de Dirac definido
port! p(x) = T (x)70), sendo expresso por

() = ( iﬁgg ) : (1.3)

onde ¥4(x) e Yp(x) sdo as componentes “altas e baixas”, de spinores de di-
mensao 2 (em analogia com o caso em (3+1) dimensoes).

Sendo assim, com o intuito de definirmos as leis de transformacao das quan-
tidades spinoriais sob C, P e T, fixamos, por hora, uma representacao oportuna
para as matrizes de Dirac como segue [20]

3 1 . o
o_| O O2x2 1| o O2x2 o | to O2x2
Y |: 02><2 _0.3 :| Y |: 02><2 _Z-O.l :| e |: - 2 :| )

0 1 1 0
5 _ ~ 2x2 2x2 — 2X%2 2%x2
7 Z[ —loxo  O2x2 } ’ { O2x2  —loxe ]

em que o', i = 1,2,3, sdo as matrizes de Pauli. As matrizes 7° e 7 exi-
bem relacoes de anticomutagao e comutacao, respectivamente, com as matrizes
gama.

9Para economizarmos notacao, denotaremos a dependéncia no espaco de configuracio por
r = z* e no espago dos momentos por p = p#, salvaguardadas situagoes especificas em que
a mencao explicita as coordenadas seja necessaria.

10 A0 longo de todo o texto adotaremos a convencio de soma de Einstein e denotaremos a
contracao de trivetores com as matrizes gama através da notagdo de Feynman ¢ = ~v*a,,.

HEm nosso texto, denotaremos pelo superindice “+” o conjugado hermitiano. A trans-
posicao serd denotada pelo superindice “T”.
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Nesta representacio, a transformacio de paridade, P : (20,21, 2%) — (29,

—a1, 2%), repercute-se sobre o spinor de campo da seguinte forma, a menos de

uma fase arbitraria, [20, 33-36]

(20, zt, 2?) £ ol (a®, —at, 2?)
(a2t 2?) R otipa(a®, —at, 2?),
ou, matricialmente,
(a2t 22) B Py (a0, —at ). (1.4)
Por sua vez, a reversao temporal, T : (:v ! 2?) — (=2 2t 2?), induz

(=
sobre ¥ (z) a transformagao a menos de uma fase, [20, 33-36]

Pa(x? 2t 2?) KN o2pp(—20, 2t 2?)
T
wB(xO7xlvm2) — 0'2’(/JA(—(EO,.’E1,£E2)7

que pode ser traduzida da seguinte forma

$(a®, 01, 2%) B 4P92p(—a0, 21, 22). (1.5)
Sob conjugagao da carga, a lei de transformagao do spinor de campo fica
expressa, a menos de uma fase arbitrdria, por [36]

C ~ —
U(a) = CYT (), (1.6)
em que, tomando-se em conta (2.12), pode-se identificar a matriz de conjugacio
da carga como sendo C' = 2. Esta matriz exibe as seguintes propriedades [30]

Cl=Ct=0T=-C
C‘Y"}/'u'éil b 7’YILLT

CrPC—1 = 75T (1.7)
CrC—1t =77,

A partir de (1.4-1.7), verifica-se que o termo que envolve a massa m, em
(1.1) é par, individualmente, sob todas as transformagoes C, P e T e, portanto,
invariante sob a transformagao conjunta CPT. Por outro lado, observa-se que
o termo que carrega a massa m, € impar sob P e T, conforme ja antecipado,
embora par sob C, o que também assegura sua invariancia sob CPT. Portanto,
como exige o teorema CPT, a densidade lagrangiana do setor fermionico livre
da QEDj3 (1.1) é invariante por esta transformacio!?.

I2Naturalmente, o termo cinético em (1.1) é também invariante sob CPT, como se pode
verificar recorrendo-se novamente a (1.4-1.7).
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Tendo em mente a teoria livre apresentada acima, voltemo-nos agora a
introdugao da quebra da simetria CPT e a construgao do lagrangiano efetivo
para nosso modelo de interesse. Seguindo a proposta de Colladay e Kostelecky,
propoe-se uma extensao da densidade lagrangiana como segue

L(z) = Ly(x) — Ly (), (18)

em que Lo(z) corresponde a (1.1) e L' (x) incorpora os efeitos de quebra [2].

Agora, recordando a adimensionalidade da acao efetiva, no sistema de uni-
dades naturais, associada ao modelo, os termos presentes em L (z) nao podem
exibir dimensao de massa superior a trés em (2+1) dimensdes. Sendo assim,
tendo em vista que os campos fermidnicos tém dimensao [m]! e respeitando-se
as condicoes demandadas pela renormalizabilidade da teoria, propoe-se para a
densidade lagrangiana de quebra a seguinte forma [2]

L;p (x) = % <T(m)> A(x)T[id)*(x) + termos suprimidos. (1.9)

Em (1.9) acima, as poténcias assumem os valores k = 0,1,2..., <T(m)>

corresponde ao valor esperado (no vacuo) do respectivo “tensor de quebra”!?

T(x), A é a constante de acoplamento (adimensional) entre campos 1 (x) e os
tensores de quebra, I' denota uma composicao de matrizes gama de Dirac e M
consiste em uma escala de energia sobrejacente & escala da teoria efetiva (isto é,
excede o dominio de validade da teoria efetiva, sendo a escala caracteristica da
teoria completa), introduzida para controlar a dimensionalidade e a relevancia
dos termos derivativos de maior poténcia'4[2]. Outros termos, envolvendo com-
posigoes de ordem superior nos bilineares dos campos 1(z), compativeis com
os requisitos desejaveis da teoria, sao crescentemente suprimidos na escala de
energia e, portanto, os omitimos em (1.9).

Visando uma abordagem perturbativa em baixas energias, é convidativo
assumirmos que as leis de transformagao do campo fermiénico ¢ (z) da teoria
estendida sob C, P e T sejam as mesmas do campo associado a teoria livre
(1.4-1.6), como sugerido em [2]15.

Assim, podemos reescrever convenientemente L (z), retendo apenas os ter-
mos dominantes na escala de energia que violam CPT, e Lorentz por decorréncia

130s fndices tensoriais foram omitidos em (1.9) face & generalidade dos possiveis tensores.

Devido a inobservacido experimental de efeitos de quebra da simetria CPT, os valores
esperados <T(x)> também sao presumidamente atenuados na escala de energia da teoria
efetiva (M. y) por poténcias de M.y/M.

15Uma discussdo contemplando propostas mais gerais para as leis de transformacdo dos
campos na teoria estendida pode ser encontrada em [2].
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do teorema de Greenberg, e que envolvem acoplamentos derivativos até ordem
linear, como segue (vide [2] para a teoria em quatro dimensoes)

Ly, 0a(®) = P(@)d(@)0(2) +0 (@) B(2)t ()43 (2) (@) (@) + ()77 ()9 (x)
(1.10)

onde os trivetores a*(z), b*(x), h*(x) e g*(x), sdo definidos a partir do produto
dos valores esperados dos respectivos tensores T de cada termo com as cons-
tantes associadas a escala de energia e ao acoplamento, mencionados em (1.9).
O rotulo “odd” designa a quebra da simetria CPT por estes termos.

Ademais, explorando a estrutura tensorial proposta em (1.9), podemos
ainda construir os termos

/

Ly (2) = i (@)0(2)0" (@) + o (@) (@) To™ p(a) +

Fipu (2)P(@) 150" () + igu (2)P(2) 750" () + i (2)9 (€)1, 0,9 (x)+
+it" (2)1(2) 77,009 (@) + 1w ()1 () 157,00t ()

+im" (2)Y (2) 757,009 (x) (1.11)
que violam a simetria de Lorentz mas preservam CPT, sendo por isso rotulados
por “even”®. Na expressio (1.11) acima definimos o#¥ = i/2[y*,7"] e as
quantidades tensoriais 1, (), 0.0 (2), Puv (), quu(x), s*(x), " (z), w"” (z) e
mM” (x) novamente englobam o produto dos valores esperados dos tensores T
pertinentes a cada termo com as constantes de escala de energia e acoplamento.

Com vistas a hermiticidade da teoria subjacente, os tensores de quebra
presentes em (1.10, 1.11) s@o reais. Em decorréncia de sua defini¢ao, estes
tensores compartilham as mesmas propriedades dos respectivos valores espe-
rados dos tensores T dos quais advém. Assim, é importante ressaltarmos que
estas quantidades tensoriais sdo, naturalmente, invariantes por CPT (a quebra
de CPT tem sua origem nas leis de transformagao dos campos) e preservam
transformacoes de Lorentz de observador, mas quebram (parcialmente) a sime-
tria sob transformagoes de Lorentz de particula [2]. Portanto, transformam-se
como tensores genuinos sob transformacoes de coordenadas e como escalares
sob transformacoes de particula, devendo ser entendidos, entao, como campos
externos do modelo.

160s termos envolvendo b*(z),g"(x), hH(x), 0pw (T), Ppuv (), quu (2), tH (z), Wk (z) e
mH¥ (z) que propusemos sdo caracteristicos do modelo fermiénico em (2+1), na representagao
redutivel.
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Voltando-nos novamente as densidades lagrangianas (1.10) e (1.11), ob-
servemos que, na escala de altas energias, os termos derivativos, alicercados
sobre o trimomento, sao preponderantes. Contudo, nosso interesse consiste
no estudo de efeitos planares em baixas energias, em que os termos que en-
volvem a*(x),b"(x), g*(z) e h*(x) predominam'”. Dentre estes, privilegiamos
para nossos propdsitos o acoplamento que envolve b*(x), em detrimento aos
demais'®. Logo, para o campo fermidénico adotaremos em nosso trabalho a
densidade lagrangiana efetiva, nao invariante por CPT, a seguir

L(x) = ¢ (@) (i@ — me — mor)y(x) — (27 B (x), (1.12)

onde, para assegurarmos a invariancia por translagoes (e, por conseguinte, con-
servacao do tensor energia-momento), assumimos o trivetor de quebra b* cons-
tante [2]17.

Cabe comentarmos que, ao exigirmos b* constante, definimos um eixo pre-
ferencial em (241) dimensdes e, assim, induzimos a redugdo das possiveis
transformacdes de Lorentz ao little group?® associado ao trivetor de quebra
[2]. Entao, observando que transformagoes nas dire¢oes ortogonais aquela de-
finida por b* o preservam, podemos inferir os candidatos a maior subgrupo de
simetrias de Lorentz compativel com nosso modelo (ou seja, que pode manter-
se invariante apés a quebra espontinea da teoria subjacente) como?!' SO(2),
E(1) ou SO(1,1) (vide [2] para a teoria em quatro dimensdes). Naturalmente,
o menor grupo invariante consiste em U(1) [2].

1.2.2 Teoria Efetiva para Fétons em (2+1) Dimensoes

Examinando por ora o setor do féton na QE D3, a densidade lagrangiana
mais geral que se pode escrever é expressa por?? [20]

17Cabe salientarmos, entretanto, que o termo envolvendo a*(z) nao fornece informagao
fisica, pois pode ser removido através de uma redefinicdo do campo ¥ (z) [2].

18Na referéncia [77] h4, inclusive, uma discussdo interessante e atual, a qual remetemos o
leitor interessado, acerca da possibilidade de se produzir azions a partir de um acoplamento
do tipo Yukawa 9 (z)v®B(x)d(x)¢(x), que viola a simetria de Lorentz em (3+1), semelhante
ao termo de quebra protagonista em nosso modelo (1.12).

9Percebe-se que (1.11) é também invariante sob trasformagio de fase U(1), garantindo
conservacao da carga elétrica.

200 little group (ou grupo estacionério) associado a uma quantidade consiste no conjunto
de transformagoes que a preservam.

210 grupo euclidiano E(n) consiste no conjunto de isometrias em n dimensdes. O grupo
SO(1,1) é o grupo de transformagdes de Lorentz em duas dimensdes, uma espacial e outra
temporal.

22() pseudotensor antissimétrico de Levi-Civita, e#¥*, é definido através de permutacdes dos
fndices de €912 = 1, de forma que permutacoes pares fornecem componentes +1 e permutacoes
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Ly (@) =~ P () Fua () + 2 e A () FN@) 4 Lap(a),  (113)
em que A" (z) é o tripotencial do campo eletromagnético, F* () = 0" AY (x) —
0¥ A*(x) é o tensor do referido campo, Lgp(z) é a densidade lagrangiana envol-
vendo o termo de fixacao de gauge e m.s ¢ a massa do termo de Chern-Simons,
que consiste na caracteristica mais notavel da teoria em (2+1) dimensdes em
contraposigao & teoria usual em (3+1). Este termo inaudito agrega uma rica
fenomenologia, especialmente no ambito de interface com a fisica da matéria
condensada [62], sendo responsdvel por atribuir massa topoldgica ao féton e
terd papel proeminente em nosso modelo efetivo.

No espago-tempo tridimensional, o campo eletromagnético per se exibe par-
ticularidades, tendo o tensor de campo F*(z), de dimensdo [M]', a repre-
sentacao matricial

0 7E1 (ﬂf) 7E2(£C)
F*()= | Ei(x) 0 ~B(z) |, (1.14)

onde se observa a natureza escalar do campo magnético B(x)?3.
No que compete as simetrias discretas, as leis de transformacao do trivetor
AF(z) sao [34]

g 7A1(x07 7I17x2)7 AO’2(:L'(],I1,$2) g AO,Q(IO’ *IL‘I,QJQ)
T
%

AO(—xO,xl,xQ), Al’Q(xO,x17x2 KN _A1,2(_x07$1’x2)

(1.15)

Posto isto, verifica-se nitidamente que o termo de Chern-Simons em (1.13) é
antissimétrico sob P e T, embora simétrico sob C, PT e CPT, sendo, portanto,
relevante para o estudo de fenébmenos planares como o efeito Hall quantico, que
discutiremos em mais detalhe no Capitulo 4. Os demais termos envolvendo o

ifmpares, —1.
23 As com d éti 1étri ao definid. i
ponenentes dos campos magnético e elétrico sao definidas, respectivamente, como

B(z) = 01 A%(z) — 02 A (2)

E(x) = —V.A(z) — ;A (z).
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campo A" (z) em (1.13) s@o invariantes por C, P, T e, por conseguinte, sob
qualquer combinagao destas transformacoes discretas.

Tendo em mente estas propriedades, voltamo-nos a construgao da densidade
lagrangiana de quebra minima da simetria de Lorentz de acordo com a proposta
de Colladay-Kostelecky em analogia com o caso fermionico. Sob este prisma,
propoe-se uma expressao bilinear em 9" A¥(x) como

’

A ~
L.,(z)= E <Twaﬁ (m)> [io]kF " AY ()% AP () + termos suprimidos. (1.16)
Examinando-se (1.16) decorre que o termo efetivo dominante na teoria com
quebra bosonica pode ser expresso por

’

L ()= iRagm,Faﬁ(x)FW(x), (1.17)

em que R.g,, ¢ adimensional e compreende o produto do valor esperado do
tensor Tup,, com a constante de acoplamento, exibindo as propriedades do
tensor de Riemann-Christoffel [3, 63]:

Raﬁ,ul/ = _Raﬁu,u = _Rﬁa,uv

Raguv = Ruvap
1.18
Rajgu) =0 (1.18)
Rogluvin =0,
em que
Ra[ﬁuu] = Raﬂ;w + Rauﬁu + Ra;wﬁ =0
(&

Raﬁ’[uum] = Oy Rapuv + Oy Rapnu + OpRapun =0

correspondem a primeira e a segunda identidades de Bianchi. Logo, o tensor
de quebra R,g,, apresenta apenas seis parametros independentes em (2+1)
dimensoes.

Como no modelo para férmions, para assegurarmos a conservagao do tensor
energia-momento, assumimos o tensor Rg,, constante.

Com vistas as leis de transformgao (1.15), decorre que o termo de quebra
(1.17) preserva CPT.

Os demais termos propostos em (1.16) envolvem acoplamentos derivativos
ou composi¢oes de ordem superior do trivetor A¥(x), sendo crescentemente
suprimidos na escala de energia M da teoria completa, como no caso fermioénico.

Face as consideragoes apresentadas, adotaremos em nosso trabalho a den-
sidade lagrangiana estendida para o féton expressa por
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1 cs 1
L(w) = = F" (@) Fyu @)+ 7" capr A (@) PN @)+ Lo (@) = Rapyun F° () P (2),
(1.19)
reservando aos Capitulos 6 e 7 o estudo deste modelo, par sobre CPT, e de
suas implicagoes fenomenoldgicas em sistemas planares.

1.2.3 Acerca da Quantizagao da Teoria Efetiva

Nas se¢oes precedentes, lidamos com modelos efetivos classicos para férmi-
ons e fétons “livres” em (2+41) dimensoes. Contudo, nosso interesse reside na
teoria quantica, em que efeitos decorrentes de correcoes radiativas sao relevan-
tes.

Sob esta perspectiva, ressaltamos que a introdugao da quebra (minima) de
Lorentz proposta por Kostelecky e Colladay nao impoe dificuldade no processo
de quantizacao canonica do modelo classico livre, permanecendo valido inclu-
sive no cendrio envolvendo interagao com um campo de gauge (em nosso caso, o
campo eletromagnético)?® [2]. Em conformidade & invariancia dos tensores de
quebra sob transformagoes de particula, estes devem ser tratados como campos
externos ao quantizar-se a teoria, conforme mencionado.

Em compasso, o teorema de Wick, a expansao perturbativa de Dyson e o
tratamento LSZ para a matriz de espalhamento (S) sao legitimos [2], dando
origem as regras de Feynman listadas no Apéndice A. Propriedades essenci-
ais, como microcausalidade e renormalizabilidade sao esperadas pela propria
construgao da teoria, assim como a unitariedade da matriz (S) [2-4].
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Capitulo 2

A (QED; Estendida na
Representacao Redutivel

Neste capitulo, prosseguiremos com a construcao de nosso modelo de inte-
resse, a Q' D3 completa na representagao redutivel com acoplamento de Chern-
Simons e quebra das simetrias de Lorentz e CPT no setor fermionico, seguindo
a proposta de extensao delineada no Capitulo 1.

2.1 Representacoes da (QFE Ds

Conforme mencionamos anteriormente, em (2+1) dimensoes pode-se pro-
por representacoes distintas para a QFE D, de acordo com a representacao ado-
tada para a &lgebra de Clifford associada [20]. Sendo assim, apresentaremos
a seguir estas representagdes para a QEDs (nao estendida), destacando, em
particular, a representacao redutivel.

2.1.1 Representacao Irredutivel

Em um espacgo-tempo tridimensional, pode-se escrever a densidade lagran-
giana para férmions de Dirac como

Ly(z) = ¢ (2)(id — m)i(x), (2.1)

em que ¢ (x) é um campo spinorial, de duas componentes, m é o pardmetro de
massa e as matrizes gama, de dimensao 2 x 2, podem ser definidas em termos
das matrizes de Pauli como segue [20]

19
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A0 = 53
vt =iot (2.2)
v =io?,

satisfazendo y#4¥ = g"¥ — iel v, e conferindo uma representacio irredutivel
a algebra de Clifford associada,

{v" 7"} = 29" (2.3)

As solugoes de onda da equagdo de Dirac advinda de (2.1) sdo expressas
por [20]

T T P 24
a - pl—zpz = ug\p)e 9 ()

E+m

N p+ip? ) .
R B (25)

em que! z.p = z¥p,, E designa a energia total da particula livre, P e N sdo
rétulos que enfatizam, respectivamente, as frequéncias positiva e negativa das
ondas associadas a particula e a antiparticula, nesta ordem, e introduzimos
ainda o rétulo a para distinguir as solugoes nesta representacao irredutivel
daquelas relacionadas a outra representagao irredutivel que discutiremos em
seguida [20,34,37]2.

A partir de (2.4, 2.5), pode-se definir as leis de transformacao do spinor de
campo ¥ (z) com relacdo a C, P e T como [11, 20, 34, 37]

s (20, 2t 2?) K otipg (20, —at, 2?)
Pa (20, 2!, 2?) EN o2z (—a, 2t 2?) (2.6)
C *
Ya(z) = —o'i(z),
onde ¥ (x) designa o conjugado complexo do respectivo spinor.
Assim, observa-se que a densidade lagrangiana (2.1) nao ¢ invariante por
paridade e reversao temporal, individualmente, embora seja simétrica por PT e

CPT. Esta caracteristica é providencial para a descrigao do efeito Hall quantico
[20, 34, 35, 38], tendo em vista que a condutividade transversa o,,, viola P e T,

Doravante em nosso texto, denotaremos a contragio de dois trivetores de forma concisa
como a.d = atdy.

2Cabe comentarmos que ao se considerar um espaco-tempo de dimensido fmpar, sempre
havera duas representagoes irredutiveis inequivalentes para a dlgebra de Clifford associada.
No caso em que a dimensdo é par, hd apenas uma representacao irredutivel [36].
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conforme discutiremos no Capitulo 4. Ademais, ao introduzirmos a interacao
com um campo de gauge, o teorema de Coleman-Hill [20, 25, 34] assegura ainda
que o termo de massa nao simétrico por P e T em (2.1) induz radiativamente,
em 1-loop apenas®, um termo de Chern-Simons.

Portanto, a densidade lagrangiana mais geral para a Q £ D3 na representagao
irredutivel adotada acima é expressa por [20]

L(z) = a(x)(id — m)va(z) — EFW(»T)FW(@ — etha(z) A(z)va(z) + Lar(x)

mCS

i

GaﬁAAa(,T)Fﬁ)\(l'), (2.7)
em que, como antecipado, F*"(x) = O*AY(x) — 0¥ A*(x) é o tensor do campo
eletromagnético, A*(x) é o campo associado ao féton, com dimensao de massa
[M]'/2, e é a carga elétrica, com dimensao* [M]'/2, Lgp(x) é o termo de
fixacdo de gauge e m.s é o pardmetro de dimensao [M]! associado ao termo de
Chern-Simons, introduzido diretamente em nivel cldssico. Em nosso trabalho,
adotaremos a fixagao de gauge covariante

Lar(@) = 5 (0,4(x))*,
¢

com ( sendo o parametro real arbitrario que define o gauge, a ser escolhido.

No ambito das simetrias de (2.7), observa-se que esta densidade lagrangiana
tampouco possui as simetrias de paridade e de reversao temporal, individual-
mente, tendo em conta que o termo de Chern-Simons, assim como o termo
de massa em (2.1)°, é antissimétrico sob P e T como discutido no Capitulo
1. Cabe apontarmos, contudo, a invaridncia de (2.7) por uma transformagao
global U(1), assegurando conservacao da carga.

3As condigbes assumidas por Coleman e Hill para a validade do teorema sio bastante
gerais. Contudo, a exigéncia da invariancia de Lorentz, por exemplo, restringe sua aplicagao
em modelos envolvendo quebra de CPT, como no caso da QEDs3 estendida, e pode haver
corregoes de ordem superior, nos loops, para o termo de Chern-Simons. Esta analise do
teorema de Coleman-Hill em teorias sem simetria de Lorentz permanece em aberto e é passivel
de investigacoes futuras.

4A QEDs3 é, portanto, superrenormalizavel.

50 fato dos termos de Chern-Simons e de massa fermiénica compartilharem as mesmas
leis de transformacdo sob as simetrias discretas pode ser entendido ao se observar que os
referidos campos sdo parceiros supersimétricos em (2+41) dimensdes, como destacado em [62,
65].
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2.1.2 Representacao Ampliada

Naturalmente, observa-se que o espectro de solugées contemplado por (2.4,
2.5) nao esgota os estados possiveis para um par de particula e antiparticula
com spin 1/2. Os estados complementares sao fornecidos pelas solucoes da
equacao de onda na outra representacgao irredutivel mencionada, em que as
matrizes gama sao definidas por [20, 37]

A0 = g3
vt =iot (2.8)
72 = 77;0-23

com YHyY = g + iet’ v, . Nesta representacio, as solugdes de onda sdo [20]

P M —ix.p —ix.p
W@ = T e =y, (29)

1 ) )
zbév(z) = ( Pl ip? ) e""P = v (p)e' . (2.10)

Tendo em vista as duas “espécies” de férmions w&,g(x) associadas as duas
representagoes irredutiveis inequivalentes, pode-se propor uma densidade la-
grangiana “ampliada”® para o setor fermionico da teoria conforme segue [20,
37]

Ly(z) = ¥a(x) (i — m)va(z) + Uy (x) (id + m)vy (), (2.11)

em que as matrizes gama sdo definidas a partir de (2.2)7.

Esta densidade lagrangiana, diferentemente de (2.1), é par sob P e T [20].
De fato, pode-se verificar recorrendo-se as leis de transformagao a seguir [20,
37], definidas a menos de fases arbitrdrias, que os campos associados as duas
espécies sao intercambiados de forma oportuna via P e T,

Ya(x) = —iyt g(m/), ¥y (x) LY —iytpa ()
Ya(z) 5 =27 (@), y(x) D *PT (@) (2.12)

6Na literatura, esta densidade lagrangiana (2.12) é denominada estendida [20]. Porém,
com o intuito de evitarmos confus@ao em nosso texto, reservamos a terminologia “estendida”
aos modelos que envolvem quebra da simetria de Lorentz e tomamos a liberdade de renomear
(2.12) como “representacao ampliada” da densidade lagrangiana para férmions.

7A representacéo irredutivel das matrizes gama pode ser escolhida & conveniéncia.
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culminando na invariancia de (2.11) por estas transformacoes, bem como por
C e por quaisquer combinacoes destas simetrias discretas.

Observa-se ainda que, em virtude dos sinais opostos nas massas (iguais) pre-
sentes em (2.11), os termos de Chern-Simons induzidos radiativamente por cada
espécie fermidnica cancelam-se mutuamente [20]. Sendo assim, a densidade la-
grangiana mais geral que se pode escrever para a (QFE D3 nesta representagao
ampliada, introduzindo-se a interagdo com o campo de gauge A*(x) do féton,
é [20]

L(z) = g (2) (i — m)va(x) + by () (id + m)yy(x)

) - -
— (@) () — e (@) A()va () — ety (@) A(@)yy(2) + Lar(z). (2.13)
Face a (2.8) e & invariancia do setor fermionico sob C, P e T, conclui-se que
(2.14) é também simétrica, individualmente, por estas transformagoes discretas.
Sendo assim, a representagao ampliada é inapropriada para o estudo do efeito
Hall, por exemplo.

2.1.3 Representacao Redutivel

A partir dos campos 15(x) e 1;(x) associados as duas representacoes ir-
redutiveis discutidas, pode-se ainda construir o spinor de quatro componentes
(1.3), denotado por ¥ (z), que envolve as duas espécies fermionicas [20] e con-
templa todos os estados de spin compativeis com o contetido de particula do
modelo, conduzindo & representacao redutivel antecipada em (1.1)

Ly(x) = () (i@ — me —mo7)i(2). (2.14)

No cendrio que contempla o grafeno, inclusive, as espécies fermionicas ¥z ()
e ¥;(x) que compdem o spinor ¢(x) da representacao redutivel admitem sentido
fisico genuino, descrevendo os estados de Bloch (com spin) das duas sub-redes
distintas que integram a rede hexagonal caracteristica, com momentos préoximos
aos dois vales inequivalentes da zona de Brillouin bidimensional (denominados
pontos de Dirac) do espago reciproco [20, 76].

Conforme mencionado anteriormente, nesta representacao as matrizes gama
correspondem as matrizes 4 x 4 de Dirac e escolhemos, por conveniéncia,
a base {,y0771’72} para a algebra de Clifford (2.3) associada ao respectivo
espaco-tempo tridimensional. Naturalmente, a representagao redutivel aco-
moda também as matrizes v3 e 4% = i79y'+2+3, que coincidem com as respec-
tivas matrizes presentes na teoria em (34+1) e que anticomutam com as demais
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matrizes gama®, permitindo definir ainda a matriz 7 = 1/2[y3, "], introduzida
em (1.2) [20].

As relagoes algébricas complementares a (2.3), envolvendo as matrizes 3, y°
e T, S0 expressas por

{+®, "} = 24°, (2.15)
{+*,7°} =0, (2.16)
{+%, 7} =0, (2.17)
{+°, "} =0, (2.18)
{¥°,7} =0, (2.19)

[r,7"] =0, (2.20)
(v*)? =1, (2.21)
=1, (2.22)

com p=0,1,2.

A partir das matrizes 72 e 7°, pode-se conceber ainda o conceito de qui-
ralidade” na representacao redutivel. Com efeito, estas matrizes definem duas
transformacoes globais distintas do tipo quiral [8,20]

P(x) = e P(a),  P(x) = e (). (2.23)

Tendo em vista as relagoes (2.3, 2.15-2.22), verifica-se que a densidade la-
grangiana (2.14) néo ¢ invariante sob (2.23) devido ao termo envolvendo a

8Salientamos, contudo, que a matriz 43 nao participa da dlgebra de Clifford genuina em
(2+1) dimensdes, de acordo com nossa escolha para a base, em contraste com o caso em
(3+1), onde esta compde também a base da &lgebra tendo em vista a necessidade de quatro
geradores.

9Neste contexto, o conceito de quiralidade envolve a nio equivaléncia (ou independéncia)
entre as espécies fermidnicas irredutiveis 1z () e 1;(z) e entendemos por simetria quiral a
invariancia da teoria sob as transformagdes (2.23) que induzem troca entre as espécies.



2.2. QEDs ESTENDIDA NA REPRESENTACAO RED UTIVEL 25

massa par m., que em nivel de equagoes de movimento mistura as espécies
fermionicas'®.

Conforme discutido no Capitulo 1, examinando (2.14) sob as transforma-
¢oes discretas C, P e T, observamos que esta também nao é invariante por
paridade e reversao temporal, individualmente, embora seja simétrica por C,
PT e CPT. Assim, um termo de Chern-Simons é induzido radiativamente pelo
termo de massa impar (m,) ao introduzirmos o acoplamento com o campo
A¥(x), de modo que a lagrangiana mais geral que se pode propor para a QFEDs
na representacao redutivel é expressa por [20]

L) = () 00— e — o7 (@)— F () Fy () — e0(2) A2 (2) + Lar ()
s ey A% (2) P (). (2.24)

4

Os termos de Chern-Simons e de massa impar, que violam as simetrias de
paridade e reversao temporal, contribuem para o estudo do efeito Hall.

No ambito da fisica do grafeno, os modelos tedricos que permeiam a lite-
ratura dedicada atribuem massa nula aos portadores de carga [34, 35]. Entre-
tanto, grande interesse tem-se depositado na construcao de termos massivos
para os férmions, com uma variedade de leis de transformagao sob P e T, in-
centivados pelas evidéncias experimentais sobretudo no contexto de sistemas
de dupla camada [15-19]. Em particular, o termo de Haldane m,7 presente
em (2.24) admite interpretacao fisica no ambito do grafeno ao introduzir hop-
ping (complexo) entre os sitios de cada subrede do material (sem misturar as
subredes), sendo prestigiado em nossa investigagao alinhavada neste trabalho
[50].

2.2 (@QFED; Estendida na Representacao Redutivel

Tendo em vista a riqueza estrutural e o conteudo de particula completo
contemplado na representacao redutivel da QFE D3, no sentido em que esta
envolve as duas espécies fermionicas associadas as representacoes irredutiveis,
adotaremos sua versao quiral em nosso trabalho. Nossa proposta original para
a QED; estendida com quebra fermiénica tem como densidade lagrangiana'!

100 conjunto {1, ~¥3,9°, T} consiste inclusive em uma base para o grupo U(2), que constitui
um grupo de simetria para (2.14) na auséncia do termo even (m.) [20].

1 Cabe comentarmos que na literatura é comum atribuir ao campo fermidnico ¥ (z) um
numero quantico adicional de sabor, andlogo aquele conferido aos quarks na QCD, ampli-
ando o nimero “familias” de férmions contempladas pela teoria [8]. Entretanto, para nossos
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L(@) = (@) il = mar)b(z) — D)y Bo(w) — 1P (@) Fun )

—ep(@) A@)(@) + 52 (0,4% () + T eapn A" (@) PP (@), (225)

em que substituimos o termo cinético livre (2.14) em favor de (1.11), introdu-
zindo b", o parametro de quebra axial de Lorentz e CPT, adotamos a fixacao
de gauge covariante e suprimimos a massa “even” para prestigiarmos a simetria
quiral no modelo.

2.2.1 Propagador Classico para o Elétron “Livre”

Em posse de (2.25), podemos escrever a equagao de Euler-Lagrange para
o campo ¥ (x)

(“)I:(x)_a 8L€x) _
ob(x) o (0pu())

que conduz, na auséncia de interagdo com o campo A¥(x), a equagao “livre”

(idd — mom — VB (x) = 0. (2.26)

Esta equagao fornece o propagador fermionico “livre” .S (x—x/), que consiste
na fungao de Green “causal” de Feynman da equagao nao homogénea associada
a (2.26),

(i — mor —°B)S(z —2) = 6(t — t )0*(Z — o). (2.27)

Transitando para o espago dos momentos, mais conveniente para abordar-
mos as correcoes radiativas na teoria quantizada, tomamos as transformadas
de Fourier adequadas

1 , '

Se-a) = G / dpe= TS (p),
’ — 1 . /
St—t)0*(Z—a') = (27T)3/d3pe_2p'(r_z),

propésitos neste trabalho, é suficiente considerarmos apenas um unico sabor e, portanto,
assim o faremos. Orientamos o leitor, contudo, a nao confundir as designagbes “espécies
fermiénicas”, empregadas por nés para distinguir 1z (z) e 15 (x) associadas as representagoes
irredutiveis que compoem o campo ¥ (x) redutivel, e “familias fermidénicas”, que se referem
as familias de sabores.
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e reescrevemos (2.27) como segue

(p —mor =7°B)S(p) =1, (2.28)
de onde decorre, formalmente, o propagador de Feynman

1

P—moT —5h + i€

Destacamos que a equagao de movimento “livre” (2.26) também é satisfeita
pelo operador de campo z/A)(a:) da teoria quantizada, de forma que, em nivel
de drvore (ou seja, na auséncia de corregoes radiativas), o propagador (2.29)
permanece o mesmo na versao quantica, em conformidade ao principio de cor-
respondéncial?. Sendo assim, introduzimos o fator ie em (2.29) para assegurar
a implementagao do ordenamento temporal dos operadores de campo e fixar o
contorno de Feynman!3.

Examinando o caso estritamente livre, em que b* = 0, pode-se inverter
exatamente a expressao (2.29) que define o propagador introduzindo-se os pro-
jetores

Sk(p) = (2.29)

X+ = %(1 +7), (2.30)

de maneira que Sy(p) = Sp(p; b* = 0) pode ser expresso como [8, 20]

+mo — My

SO(p) = pg{mg_’_iex—‘r‘i’ p
P+ moet

= 4. 2.31

p? —m2 +ie (2.31)

p? —m2+ ieX_

Agora, introduzindo o termo de quebra CPT, nao é possivel inverter exa-
tamente a expressao (2.29). Entretanto, fazendo uso da identidade operatorial

30
ez (o)

podemos escrever uma expressao em série para Sg(p) da seguinte forma

1
A+B A

)

12Com o intuito de economizarmos espaco, ndo apresentaremos explicitamente a quan-
tizacdo de nosso modelo para a QFE D3 neste texto, tendo em vista que segue em estreito
paralelo o procedimento adotado na quantizagdo da QE D4 usual, exposto detalhadamente
na literatura (vide, por exemplo, [30, 31, 39-41]).

I3Deve-se subentender um limite para € — 0 nesta expressdo, com € € R e € > 0.
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Sr(p) = So(p) + Su(p), (2.32)
em que
Sup) = So(p) Y [V’BSo(p)]"
= Sr(p)7’bSo(p)- (2.33)

2.2.2 Propagador Classico para o Féton Livre

Voltando-nos agora aos termos livres associados ao campo de gauge A*(z)
em (2.25), podemos encontrar as equagoes de Euler-Lagrange

OL(x) OL(x)

pa(x) VoA
que se traduzem em
0% Ay () — (1 + é) DaONANT) — Meserpad’ AN ) = 0. (2.34)

Transcrevendo (2.34) para o espac¢o dos momentos, obtemos

1 .
(_p29an + (1 + C) PaPn + chsenﬁapﬂ> Aﬂ(p) =0, (235)

de forma que o propagador cldssico para o féton D" (p) é definido pela solugao
da equagao nao homogénea associada

1 . o o
(_p2gan + (1 + C) PaPn + chsenﬁozp6> D" (p) = 5a. (236)

Notemos, contudo, que a expressao mais geral, em (2+1) dimensdes, para
um tensor de segunda ordem definido em termos de um trivetor p* consiste em

D" (p) = C1(p*)g"° + Co(p*)p"p° + iC3(p*)€" *pgy. (2.37)

Assim, substituindo esse ansatz em (2.36), segue

[(mesCs — C1)p® — 1165 + [(C1 — mesCs + ({ — 1)Cop®lpap”
*Z‘[mcsclenakgnagAé +p203€naégom]p6 =0,
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em que definimos ¢ = 1 + 1/¢ e usufruimos da identidade (C.14).
Explorando a independéncia linear de cada termo na equacao acima, resulta
o sistema

(~m0303 - Ol)p2 — 1=0
Ccl - mcsc3 + (C - 1)02]72 = 0
mcsclena)\gngg)\é + pQCSGnaégom =0,

com solugao

@o= m?;sl_ p?’ 23

Cy, = mes — , (2.39)
(p?)2(m2, —p?)(C - 1)

Cy = — e (2.40)

p*(mZ, — p?)
As relagoes (2.38-2.40) determinam o propagador (2.37) como a seguir

1 m2, — Cfp2
DF(p)=—5—5—79"+ — —p"p?
mE, =P e ()¢ - Dm2, 2 i)
+Z mCS engapa. (241)

p?(mZ, — p* —ie)

Novamente, atentos ao fato de que a equagao de movimento (2.34) é também
satisfeita pelos operadores de campo A“(m) associados a teoria quantizada,
nos valemos ainda do propagador livre (2.41) na versao quéantica, em nivel de
arvore, e introduzimos os fatores ie que resguardam o ordenamento temporal
apropriado para os operadores de campo.

O propagador (2.41) evidencia, em seus polos, a “massa topolégica” con-
ferida ao féton pelo termo de Chern-Simons, preservando, oportunamente, a
invariancia de gauge. A massa m.s é importante também ao se analisar o com-
portamento infra-vermelho da teoria estendida, tendo em vista as divergéncias
caracteristicas deste limite que comparecem no caso da (QFE D3 usual sem o
termo topoldgico, assunto que serd delineado no Capitulo 5 segundo a pro-
posta de Bloch e Nordsieck [9-11, 64].

De posse dos propagadores (2.33, 2.41), discutiremos no préximo capitulo
as correcoes radiativas ao nosso modelo com o propédsito de investigarmos no
Capitulo 4 as implicagoes fenomenolégicas do termo de quebra fermiénico, so-
bretudo no efeito Hall quantico.
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Capitulo 3

Correcoes Radiativas da
Teoria com Quebra
Fermionica

Com o intuito de extrairmos a fenomenologia inerente ao nosso modelo ori-
ginal em (2+1) dimensées com quebra da simetria de Lorentz e CPT no setor
fermionico, é conveniente adotarmos uma abordagem perturbativa, tendo em
vista a diminuta contribuicao do parametro de quebra b*. Destarte, estuda-
remos neste capitulo as corregoes radiativas da teoria em primeira ordem de
aproximagao na constante de estrutura fina o, = e? /4.

3.1 Correcoes Radiativas

As corregoes radiativas consistem em contribuigoes genuinamente quanticas
a teoria classica. Em eletrodinamica quantica, as contribuigoes dominantes em
relacio a a, sdao representadas pelos diagramas préprios' ilustrados nas Fi-
guras 1-10 do Apéndice A e correspondem, respectivamente, & auto-energia
fermionica, ao tensor de polarizagao do vécuo e a corre¢ao do vértice (eletro-
magnético) [39, 40].

A auto-energia fermionica e o tensor de polarizagao do vacuo sao funcoes de
dois pontos que repercutem sobre os propagadores dos campos, sendo objeto

IDiagramas préprios (também denominados “one-particle irreducible”, i.e. 1PI) consistem
daqueles que nao podem ser subdivididos em diagramas independentes ao cortar-se uma de
suas linhas internas [39, 40].

33
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de nosso estudo a seguir. Por sua vez, o diagrama de vértice é uma funcao de
trés pontos que vem agregar-se ao vértice classico de interacao eletromagnética
(Figura 7) e serd prestigiado na tltima segao do presente capitulo.

3.1.1 Auto-Energia Fermionica

As fungoes de Green “livres” Sr(p) e D% (p) sao corrigidas dinamicamente
ao se introduzir a interagao entre o campo fermionico e o campo de gauge,
através das correcoes radiativas. Sendo assim, o propagador para o elétron fica
expresso pela série geométrica de Schwinger-Dyson [30, 39-41]

i

iS(p) = P— e —meT —7°h + X(p) + i

=iSp(p) [1+ ) (iE(p)iSF(p))"] ,

n=1

(3.1)
em que Y(p) depreende, em linguagem diagramética, o conjunto de insergoes
préprias ao propagador “livre” (2.32), denominadas correcoes de auto-energia.
Em primeira ordem em a. e no parametro de quebra b, as insergoes
préprias compativeis correspondem aquelas destacadas nas Figuras 1 e 2 apre-
sentadas no Apéndice A. Tendo em vista as regras de Feynman (A.1-A.9),

podemos escrever Y(p) nesta ordem de aproximagio como segue

3
iS(p) = / (%wm(k)(—iewwﬂp — B)(—ier®). (3.2)

Adotando o gauge de Landau ¢ = 0 (ou = o0), o propagador (2.41) para
o féton fica

1 k. k My
Druw(k) = ———5—— (g — ~25% ) +i y vok?. (3.3
Fuv (K) m2, — k? —ie (g“ k2 >+Zk2(mgs—k2—ie)€“ (3:3)

A partir de (2.31-2.33) e das expressoes acima, podemos decompor 3(p) de
forma conveniente como

S(p) = Zo(p) + Zp(p) + Mes(Se(p) + Zen(p)), (3.4)

onde
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, Bk 1 ke .,
Sy(p) = - 162/ ] (gw - *,;2> So(p — k)7 BSo(p — k)",
(3.6)
, [ A%k 1 o ,
S(p) = e om) KE(mZ — % — o) €k So(p — k)v", (3.7)

dk 1 . Y
Zalp) = 62/ (27)3 k2(m2, — k2 — ie) €uva k" So(p — k)v°BSo(p — k)
(3.8)

A luz de (2.3, 2.16-2.22), desenvolvemos algebricamente estas expressoes.
Com efeito, examinando os termos de (3.5), que representa a auto-energia
lidima da versao quiral da QFE D3, vem

1

(p— k)2 —m2 +ie
1

(p—k)2—m2+ie

de modo que Yo(p) pode ser reescrito como

YSo(p — k)y, = (=p + K+ 3m,7), (3.9)

3 kSo(p — Rk = (p— k252t mer), (310)

So(p) = —ie? (27"1(2)a(p) + 2morIM (p) — 2p“’vﬁl(4)a/3(p)) . (3.11)

em que introduzimos as integrais auxiliares (1) (p), I®),(p) e I'Y ,5(p) elenca-
das em (3.19, 3.20, 3.22) a seguir.
Por sua vez, elaborando (3.6) temos

" _ 5 _ _ 1 —(m? —p? — k2 5
7 So(p—k)y*BSo(p—k) G FE_me i) [—(m —p* = k* + 2k.p)y°h
—2(p.b — k.b)y°p — 2(k.b — p.b)y° K + 6mo(p.b — k.b)57] (3.12)
1

%%So(p*k)v"’%So(p*k)k = [—(m2 — p* — k* + 2k.p)7°p

((p — k)2 — m2 + ie)”

+(2(m? — )ﬁ + 4k—b —2p.b)Y°F — 2(p.b — k.b)’y5p + 2m,(p.b — k.b)Y°7| |

k2
(3.13)
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donde decorre

Sp(p) = —ie® [— (—2(m3 — )b y57? BM 45(p, p) — 4p.bp™ 57" BY o 5(p, p)

+2b% 7577 A® 5(p, p) — 4p-bV5vaA(2)a(p,p)>

+4m, (p-b%TA(”(p,p) - b‘WsTA(Q)a(p,p))} , (3.14)

com AW (p,p), A® ,(p,p), A® o5(p,p) € BV o5(p,p) definidas em (3.23-3.26),
tomando-se p/ =p.

Examinando ainda (3.7), municiados pelas relacoes (C.13-C.18), escreve-

I’HOS2

1
(p— k)2 —m2+ie

€uo kY So(p—k)y" = (2@'7’%}/5 + zpk — zkp — 2%k3T — Zimok) ,

(3.15)
de forma que X.(p) se traduz em
Sep) = ie? (207 pIDa(p) + Py TV (p) = 1TV (0)
—2mey 1P o(p) = 2710 (p)) (3.16)

em que 1&3)(1)) ¢ apresentada em (3.21).
Manipulando, por fim, o ultimo termo que compode a funcao de auto-energia
(3.4) vem

2

€ok” V" So(p — k)vshSo(p — k)y” =
ok V" So(p — k)yshSo(p — k)y (0= 1% —m2 1 i)

[((mg —pH)k.b+

+2k.pb.p + k*(k.b — 2p.b)) v57 — dim,(p.b — k.b)vsK] (3.17)

onde usufruimos mais uma vez de (C.13-C.18). Este resultado reflete-se em
(3.8) e fornece a expressao

Ya(p) =€ [2i ((m?, — p)b*Ca(p,p) + 2p.bp° Ca(p, p) + b* AL (p,p)

2Para evitar equivocos devido & notagdo, ressaltamos aqui a nitida distingdo entre o
parametro infinitesimal €, que fixa o contorno de Feynman para os propagadores, e o tensor
antissimétrico de Levi-Civita €0
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f2p-bA(1)(p,p)) V5T — dim, (p-b’m“Ca(p,p) + 6577 BL) (p,p))} , (3.18)

com a integral C(p, p) introduzida em (3. 27) seguir, tomando-se p = p.
As integrais auxiliares® 11234 (p), A1:23) (p,p'), BM  (p,p') e Cu(p,p)
que compoem os termos (3.11, 3.14, 3.16, 3.18) da auto-energia sao deﬁmdas

por
0 ° P#Br1 1
W= | Gapm, R R w2 (3.19)
< Bk 1 k
2 «
I (p) = /_OQ G R =R (3.20)
Bk 1 1 k
3 _ «
100 = [ G e (321
3
(4) _ d’k 1 1 kakg
1500~ | Gy e R 52
, d3k 1 1 1
1
0= [ o ey O
PR 1 Ko
DAl I C7 Eier e ey ey gy e SR
3
(3) ’ o d k 1 1 kakB
Aaﬂ(p’p)_/(zw) Cheny o ppy ey prpys ey AR
3
(1) ’ d :ZC 1 1 1 kakﬂ
B —_ - 2
R B e e T

/ k1 1 1 ko
a\P, = 'y 7 . 2
i) |G Ry O

3Com o intuito de economizar espago no texto principal, denotaremos por * os respectivos
indices tensoriais apropriados a cada uma das integrais auxiliares.
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O célculo detalhado destas integrais, bem como das demais integrais auxili-
ares que compoem as correcoes radiativas abordadas neste capitulo, encontra-se
delineado no Apéndice B.

Levando-se em conta (3.11, 3.14, 3.16, 3.18) e os resultados expressos em
(B.76-B.103, B.112-B.114), a auto-energia fermionica (3.4) de nosso modelo fica
determinada, na aproximacao de 1-loop e em primeira ordem no parametro de
quebra das simetrias de Lorentz e CPT. Esta correcao quantica ao propagador
do campo fermionico tem repercussao fenomenolégica, entre outros cendrios, no
contexto do efeito Hall quéantico, fornecendo o fator de ocupacao dos niveis de
Landau na presenca de um campo eletromagnético externo [22, 24] e descorti-
nando assim uma janela de investigacao da violagao da simetria de Lorentz em
sistemas planares, que consiste na motivacao principal do presente trabalho. No
Capitulo 4, abordaremos a fenomenologia do efeito Hall em nosso modelo sob
o prisma do cédlculo da condutividade transversa, que guarda estreita relacao
com a corregao de polarizagao do vdcuo [20, 24] apresentada a seguir.

3.1.2 Tensor de Polarizagao do Vacuo

O propagador (3.3) para o féton também é corrigido pelas flutuagoes quanticas
do campo de gauge oriundas da interagao com o campo fermionico, sendo ex-
presso em primeira ordem na constante de estrutura fina como [30, 39-41]

iDpy, (k) = iDpuu (k) + iDpya ()il (k)iDpg, (k), (3.28)

onde I1*%(k), denominado tensor de polarizacio do vécuo, coleciona os diagra-
mas proprios preponderantes até segunda ordem no parametro de quebra b*,
ilustrados nas Figuras 3-6.

O tensor 11%% (k) pode ser decomposto de forma conveniente como a seguir

i (k) = dT1O) (k) + i1 (k) + 118D (k), (3.29)
com
7(0) 2 dgp
ZH/LV (k) =€ (277)3 Tr[’YILSO(p)’YUSO(p - k)]? (330)

3
100 (k) = —¢? / (;ﬁ,,Trmsb(pmso(p B

3
762/ (;iyrz))?’ T, 50 ()0 Sb(p = Kl (3.31)
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d3
M) =~ [ LTS Sulp — ) (332)

representados, respectivamente, por Figura 3, Figuras 4 e 5 e Figura 6. O
termo (3.30) corresponde ao tensor de polarizagao genuino da QE D3 redutivel,
ao passo que os termos (3.31) e (3.32) sdo caracteristicos de nosso modelo
original com quebra da simetria de Lorentz.

Damos sequéncia ao calculo do tensor de polarizagao desenvolvendo indivi-
dualmente cada um dos termos (3.30-3.32) acima.

Elaborando o traco em (3.30), resulta

1
p) Tr [’Yup%p*”m?% k“”mo’Yuﬁ'YuT

Tr[y,S0(p) v So(p—Fk)] = p2—m2(p—k)?2—m

+mo'}/,u')/u¢7— - mo’Yﬂ'YDkT + m(2>7,u7u]7 (333)

de forma que, langando mao das relagoes de trago (C.1-C.8), decorre

d3p 1 1
k)2 —m2 [Pu(py — ku) + pu(pp — ku)

a1 (k) = 462/(

2m)3 p2 —m2 (p

d3p 1 1
(@) 77— m3 (p = F)2 —m

+(mg —p + k.p)guw] — 4ie’mok® ea / (3.34)

Examinando (3.34) acima, pode-se ainda escrevé-la de forma conveniente
discriminando suas partes simétrica e antissimétrica,

IO (k) = TS (k) + 1T Q) ASTM (k) (3.35)

v

em que

dIDSM (k) = —4e?(2J3) (k) — ky TP (k) — ku I (k) + g kT2 (k)

+m 2, IV (k) = 997?55 (k)] (3.36)
AIOASIM (k) = —die*mok® ey TV (k), (3.37)

com J,.El)(k), Jig)(k) e J>£3)(k) definidas por
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d>p 1 1
1
JP(k) = / @ i (5 R (3.38)
Pp 1 P
2 o fe%
JP k) = / LT Ty r— (3.39)
3
(3) _ p 1 PaPs
Jog(k) = / n)f P —Z (p— K) —m2 (3.40)

e calculadas em detalhe no Apéndice B.

A parte antissimétrica (3.37) do tensor de polarizagdo é responsivel pela
geracao dinamica de um termo de Chern-Simons, em acordo com o teorema
de Coleman. Como mencionamos no Capitulo 2, a critério de generalidade,
introduzimos um termo de Chern-Simons ja em “nivel de &rvore” em mnosso
modelo, de forma que (3.37) fornece uma corregao ao respectivo pardmetro de
massa M.

Voltando-nos agora ao termo (3.31), observa-se que devido & relacao de
traco (C.12),

Tr(Ypy o Y T y5) = 0,

os termos de primeira ordem no parametro de quebra b* sao relegados. Logo,

desenvolvendo o primeiro traco presente no integrando de iﬂ&bf)(k)7 resulta

apoOs sucessivas manipulagoes algébricas

Tr[y,,S5(p) v So(p — k)] =

~ Telyu(p A mom)vsB(p A moT)vsB(P 4+ moT) v (p — K+ mo7)] 5
- W —m23((p— k) —m2) o)

1 1 , , ,
= | —4p® — m2)p? (pupy + PPy + Guv(mi — pp )) +

= m2F > —m2

+8b.p[—p?(bup,, + bup,,) + 20.5(pupy, + Dup,) + G (P*P b — 2p.bp.p +mZp.b)]

+8m2p.b[(p — P )-bgpw + bup,, + bule]

]. ]. . o jxes
T P —m2 [742 {m"b2(p2 — )" =P Jeuva

o

—2myb.p[(m? — pg)bo‘e#m + 2p.b(p®™ — p/a)q“,a]H +0(*), (3.41)
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em que definimos p;l = p, — k, para economizar notagao e nos valemos delibe-
radamente das relagoes de trago (C.1-C.12).
Integrando (3.41) no trimomento p* segue o primeiro termo de (3.31),

3
/ (;171-?3 Tr[’YySb(p)'yl,SO(p _ k)] _

M ASIM
=TS (k) + TS ™M (k), (3.42)
em que 7, ;(US,YIM)(k;) eT, ﬁfSIM) (k) compreendem, respectivamente, as integrais
no espago dos momentos dos termos simétricos e antissimétricos nos indices u
e v presentes em (3.41). Em termos das integrais auxiliares

JO k) = / (ngs - —1mg)3p/2img’ (3.43)
JO (k) = / (;ijf;?, o _1mg)3p,2p“mg, (3.44)
180 = | G o
R e e X
100 = [ G e

desenvolvidas no Apéndice B, as componentes simétrica e antissimétrica de
(3.42) tomam a forma

T(SIM) (k) = —92p? {AJ@);’W,7 —2(ky SO 4 ke, TOD ) 4 g0 22T O — 27O

pv an
+2k0 71} 4+ 20m2 {48 — 2k, IO + b )+
g 22T — 27O 4 2kajé5)]}

)+ 2(buk, + byk:u)jmg77 + ]p5 j®)

van pnamn afuv

4be {—z(buj@)" + b, J®n

+ kD,

— 4P (k, J'7)

o )+ G (=205, 4k D, + 2m2J) — 2k ST, 1}
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b {Qmi(bﬂjé?,)) + 0, J8)) + 2m2 (k.bgu — bk, — byk#)jﬁ)} . (3.48)
TASIM) (1) = —dim,, [b%%w (J(G)g - mgj(4))

=2 (m2T0H e = TG 50 € + 2050k € ) | (3.49)

em que omitimos a dependéncia das integrais no trimomento k* em favor de
uma notagao mais concisa.

Agora, recordando o segundo trago que compoe o tensor if[,%)) (k) em (3.31),
observa-se que explorando a ciclicidade do traco e efetuando as trocas p, <+ p;
e p <> v, este traco exibe precisamente a mesma estrutura de (3.41)

Ty So(P)1Se(p = k)] = Ty So(P)1wSo(p = K)o s

Ademais, examinando as integrais (3.43-3.47) sob a troca p, <« p; nos
integrandos, verifica-se que aquelas envolvendo poténcias impares em p* nos
numeradores sao impares por esta troca, ao passo que aquelas que exibem
poténcias pares no trimomento sao pares pela troca. Sendo assim, estudando
os termos (3.48) e (3.49) sob a permutagao dos indices p e v seguida por uma
troca do trimomento* k, — —k,, constata-se que ambos sao pares, isto €,

T(Sl ) k = T(SI ) k 3.50
v ( ) k. oy s % ( )7 ( )
T(ASIM) k T(ASIM) k). 3.51
v ( ) k. Ky 2 ( ) ( )

Logo,

/(;Z;I))BTr[’mSo(p)%Sb(p — k)] = /(;lj?;:))Tr[fyqu(p)%So(p — k)], (3.52)

de forma que o tensor (3.31) fica determinado por

10D (k) = ATIEDSIM (k) 4+ (B ASTM (), (3.53)
com
dIEDSIM (k) = —2e2T (51 (), (3.54)

4As trocas Pu p;L e @ > v nos tragos s@o equivalentes a seguinte sucessao de trocas:
Pu — Pu + ky, seguida da troca p <+ v e, por fim, a troca k, — —k,,. Esta tltima sequéncia
de trocas favorece o estudo das simetrias de (3.48) e (3.49).
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AIEASTM (o) = —2e>T(ASTM) (k). (3.55)

Por fim, elaborando o trago em (3.32), que compoe o tltimo termo do tensor
de polarizagao (3.29), nos beneficiamos novamente das relagoes de traco (C.1-
C.12) para escrever

Tr[y,, S5 () S (p — k)] =
_ T+ moT)Ysb(p 4+ moT) 1 (P — K + mor)vsb(p — F + mot)]
(p? —m2)*((p — k)> —m2)?

1 1
= Tr(“?/IM) k) + Tr
(p2 _ mg)Z (p/2 _ mg)Q 1 ( )

com as partes simétrica e antissimétrica do traco expressas, respectivamente,
por

+0(*)

ASIM
ASIM(B)| +O0(b®),  (3.56)

TS (k) = —dg, [p P20 —2p " (p.b)2 —202(p b)2+4p bp.bp .pl+8p” p*bub,
89" pb(puby + puby) — 89D b(p,by + pbu) + 16p bp.b(plp, + pupy)
+m?2 [SgW(Qb.pb.p’ — 0% p) + 16p.p' by, + 862(p D + D)
8D b(pbu+Du by ) —8p-b(D) bu+D, b))~ Ay (Q(b.p’)2 +2(bp)? — 2% + p,2)>
802+ Yopuby + 89 b(pLby + Pobu) + 8pb(puby + p,,bu)} +md (—462g, + 8byb,)
+m [8gwb2p' p— 16p.p bub, — 80*(p,,py + P, py)

80 b(pb + Pub) + 85D, by + Dby | (3.57)

’ /2
Trffl‘,SIM)(k:) =m, {16ip.bp bp7 €0 + 8ip 02D enun

!’ /2 ’ 1o
—8ip®p bb%eap + 8ip bPp*(bueapsu — bucasy) — 16ib.p b.pp €y
2 (802 (0" = P )ewp + 810" — P (o — bueap)| | (3.58)

Integrando (3.57) e (3.58) no trimonento p*, resulta
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iHSIM(bb)(k) _ _62/ d*p Tr(SIM)(k)
v (2m)3

- { g, [P — 2Pk D P E2TO) — 2(k.b)2T O — 26207 k2T )

+0,J®

(07 6 (e}
4k b0k T )] + 8b,b, TS0 — 166% (b, T o)

e
—16b,b, kT 4 8(buky + b k)b T D) 4 8kb(b, ST, + b, T )
167K (b, IS5, + by JLg,) — 166767 (k, I\, + ko D)) — 32k.00°IT),
—8k.b(byuky + byk,) O+ 8b,b, k2T O — 8k2b (b, I + b, JS))
F16k.0b% (K, T + K, JC)) + 320267 I )

afuv

+m?2 [—4g,“,(2(k.b)2 —0%k?)JW + 1662 TE) — 862 (K, IS + ky ) — 8b,b, kTP
+88.b(ky by + K b) T D]+ md (~482g,., + 8bby) T
m? [8b29W(J<6>Z — kO TP) = 16b,b, T O + 16b,b, k") — 8(kyuby + kb )b )
480 (ki I + by JP)) = 8kb(b, T + b, JE)) — 16627 + 165 (b, JE) + b,,JE) )}}

+0(b%) (3.59)

d®p
11(ASIM) (bb _ 2 ASIM
ZIILV ) )(k) = —€ j/ (2ﬂj3rIYLV )(k)

= —emy {8ib26° 7T e — 8DV T e
+8ib° (by€asu — bueapn)g™" TV, — 16i0%k7 g% T €0y, + 8ikbb" T en
16766 T ) €y — 163k (byeasy — bueasn )9S + 8ik*b?g” Jg €
—16ik.bk7b" I €0, + 8k (by€apy — bpcapn)g™" IS
—8im? [b%aewJ(‘*) + VP (by€apy — bueaﬁy)ﬂ‘*)] } oY),  (3.60)

onde definimos convenientemente as partes simétrica e antissimétrica do tensor
de polarizagao (3.32),
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dIED) (k) = ATn(S M) ) (o) 4TI ST 00 (k) (3.61)

e introduzimos as integrais

JD (k) = / (;i};g 2 flmg)‘z (p/g_lmg)2, (3.62)
IO (k) = / (;;1))3 7 _lmg)Q (p,Qf amg)f (3.63)
T8 ®) = / (3;7;3 > —1mg>2 (p,fipi ol (3.64)
6 = [ e 9
T (k) = / ((21;7;3 o —1mg)2 (jj,";p fp;f; i (3.66)

discutidas em detalhe no Apéndice B.

Levando em conta (3.29, 3.35, 3.53, 3.61) e os resultados colecionados no
Apéndice B, o tensor de polarizagao do vacuo fica completamente estabelecido
na aproximagao de 1 —loop e em segunda ordem no parametro axial de quebra
da simetria de Lorentz b*, permanecendo valida até termos de quarta ordem
neste parametro.

Notavelmente, a influéncia do termo de quebra sobre o tensor de polarizagao
é restrita. Todavia, mesmo diminutas, tais contribui¢ées podem se manifestar
em observaveis fisicos, como o potencial eletrostatico e a condutividade trans-
versa, e serao examinadas no proximo capitulo.

Conservagao da Carga Elétrica

Naturalmente, conforme discutido no Capitulo 2, a densidade lagrangiana
de nosso modelo é invariante sobre transformacoes de gauge globais induzidas
pela acao do grupo U(1) sobre os campos, o que assegura a invariancia da carga
elétrica.

Para verificarmos explicitamente esta simetria, bem como a validade das
expressoes para o tensor de polarizagao que obtivemos, contraimos cada termo
que compde (3.29) com o trivetor k.

Sendo assim, efetuando a contra¢ao com (3.35) obtemos

kHAILS) (k) = kIl (O)S ™M (k) + ka1 () ASM (k) (3.67)

v v



46 CAPITULO 3. CORRECOES RADIATIVAS

com

RIS TM (k) = —4e2[2kH T(3) (k) — K"k, TP (k) — k2 IS (k) + ko kTP (k)

1224 Hv

2k, J D (k) — kyg*? IS (k)] = 0 (3.68)
€
AT ASTM (k) = —die® mok!k® €apn T (K) = 0, (3.69)

onde (3.69) ¢é evidente pela antissimetria do tensor de Levi-Civita e, de acordo
com (B.133-B.142), decorre (3.68).
Por sua vez, contraindo o trimomento k* com (3.53) segue

AT (k) = KPATTEDSTM (o) 4 o TIEDASTM (), (3.70)
em que
AT (ST (1) =

=~ {b, [ 166 RIS + 168267 T + 16m2kb T8 — 16m2k2e ()|

+hy [8b2j§§7>”’7 —160°0° T — 16> m2 T + 16m26°67 T + 8b2m;§j(4>]
270 (8 o (8 o 7(8) 21.2 7(7 2pap,B 7(7)

—16b7 k" TS — 16k.b0° T80 + 6460V k1 TS, + 8V RPN — 32k7b°b0 T,

+1662m2k JO) + 16m2k.bb* JO) — 852k2m§j55>} , (3.71)

nv

T . F(5 F(7)o o
FHTEDASIM (1) = 16ie?m, (m2J5) — TS0 )P0k €. (3.72)
Analogamente, contraindo (3.61) vem
T (k) = RPTIEDSIM (k) + o TI(EDASTM (), (3.73)
Ccom
RIS () = —e Lo, (K017 — 16k1B2 IS0 + 8K I — 8k.bke I
+166°K KT+ 8(2m2 — K20k JE) — 16m2k.bISO + 8m2k.bk* J )

—8m2k2 > JO) + 8m3k.bJ<4>} +k, [—4b2j§§7>0” + 862k~ L) + 4b?(2m2 — k%) J ("
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+8k26°67 J ) + 8k.bb I — 166°6° kT ]), — Am2b? (K + m2)J D

+8b2m2kHJ5) Sm?,k.bb”‘JS’)} — 16k.bb™ JE)

nro
+320°b7 KT+ 8(k.b)2 IS — 16k bk b J ()

apy

—16K26°6° ), + 8k.b(2m? + k)b TS — 8m3(k.b)2J§5>} , (3.74)

AT ASTM () = —8ie®m, (k.bJ Ok — 2k.bk° T
+k2 kTP — 2k bk TP ey, p. (3.75)

De posse destas relagoes e tomando vantagem novamente de (B.143-B.186),
resultam

RHTIEDSTM (k) 4 kIS ™M (k) = 0, (3.76)
FHAIIEASIM (1) 4 R TI (B ASTM (1) = 0. (3.77)

Colecionando (3.68, 3.69, 3.76, 3.77), evidenciamos explicitamente a rela¢ao

ki, (k) = kML) (k) + KPILED (k) + kI3 (k) = 0, (3.78)

que advém da equagao da continuidade e, de fato, manifesta a conservagao da
carga elétrica e a simetria de gauge da teoria, via teorema de Noether [39, 41].

3.1.3 Vértice Eletromagnético

O vértice eletromagnético introduz a interacao entre o campo de gauge e
o campo fermidnico, via principio de gauge. Esta interacao recebe correcoes
quanticas devido as flutuagoes dos campos, sendo a contribuigao de primeira
ordem na constante de estrutura fina (Figuras 8-10) expressa por [39, 41]

. / . Ek . , .
—iel'y(p,p) = —163/ (277)3ZD (k)7iSk(p — k)y"iSr(p — k)Yas  (3.79)

em que p; e p, designam os trimomentos associados aos campos fermionicos
externos e k,, ¢ o trimomento do féton interno.

Para nossos propésitos, adotaremos a aproximagao “on-shell” ao desenvol-
vermos o calculo do vértice. Esta aproximagao consiste no caso especial em
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que as linhas fermibnicas externas sao essencialmente livres, sem insercoes de
gauge ou do termo de quebra [41]; isto é, deve-se subentender um elemento
de matriz da forma g (p,)Fu (pl,p)ur (p), com g (p,) e u,(p) spinores livres, de
momentos e spins p ,p e s, 7, respectivamente, que projeta os operadores que
atuam sobre os campos fermionicos externos ao vértice em seus valores livres,
de modo que

’

s (p )P ur(p) = Us(p YmoTur (p)

Us (p/ )pur(p) = Us (p, JmoTur (p)

seguem diretamente da equagao de movimento.

Tendo em mente esta aproximacao, prosseguimos com o calculo do vértice
(3.79) nos mantendo em primeira ordem no parametro de quebra da simetria de
Lorentz, assim como fizemos no calculo da auto-energia fermionica, visto que
estas correcoes radiativas guardam estreita relagao via identidade de Ward,
como discutiremos em seguida.

Sendo assim, podemos decompor (3.79) como

—ietts(p )T (p , p)ur(p) = —iets(p )T O (p', p)ur(p) — ieas(p TP (0, p)ur(p)
(3.80)
onde definimos

. "N(0) (. _ 3 dSk va ! m
ety (00 s () = €5, [ 5 D" (S0l k)7 (p—k o (1)
(3.81)

3
ieis (0 T ) ) = =5 [ 5 D" 3505~k Sk o)

_ 3k, /
—e?’us/ (2ﬁ)3D (k) So(p — E)v"Se(p — k)yaur(p). (3.82)
A expressdo (3.81) representa o vértice original da QFE D3 quiral, ao passo
que (3.82) exibe as contribuicoes do termo de quebra da simetria de Lorentz.
Efetuando a contragao de cada termo do propagador do féton em (3.81),
podemos escrever
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—ietis(p )TV (0, p)ur(p) = —€* | L0 1) + L0, p) + Leu(p ,1)| ,  (3.83)

com

1 )_/ &k 1 1 1
aPP)= (2m)3 m2, — k2 —ie (p' — k)2 —m2 +ic (p— k)2 — m2 + ic

()Y P — k4 moT)y (P — K + mor)Yaur(p), (3.84)

o )77/ &1 1 1 1
b\PoP)= (2m)3 k2 +iem?2, — k2 —ie (p) — k)2 —m2 +ie (p— k)2 — m2 +ie

s (p VP — K+ mom)y (P — F + mor)Kuy(p), (3.85)

I“(/ ) = im /d3k 1 1 1 1
c\P > D)= tles (27)3 k2 +iem2, — k? —ie (p' — k)2 —m2 +ie (p — k)2 —m2 +ie

s (0 Py, (B — K+ mom)V (p — K+ moT) Vet (p). (3.86)

Desenvolvendo o produto matricial em (3.84), vem®

s (p (P — F+moT)y" (P — k+moT)Vats (p) = [417' p— 40 +p)k+ k| A"

—dmoktT + [4(p'“ +pt) — 21#} ¥ (3.87)
e, em decorréncia, segue
I(p'p) = 4p .y AV, p)+
+ _47#(])/ 4 p)° +4(pl + )ty —4m07'g”°‘} A( )(p D)+

+Hg*Py — 294247 AC) (', p), (3.88)

com as integrais auxiliares apresentadas em (3.23-3.25).

5Em favor da economia de espaco no texto, doravante suprimiremos os spinores livres no
segundo membro das expressdes que compoem o vértice, como em (3.87).
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Voltando-nos ao produto de matrizes em (3.85), temos

@s(p YK(P —K+mor)y" (p—K+mor)Ku,(p) = |4p kp.k — 2K (p' + p).k + (kz)ﬂ Y,
(3.89)
de modo que

’ « /ﬁ ’ ’ @ ’ ’
1 (p.p) = [0 B (w,p) =20 +p)*BE (0.0) + B (p,p)] 7, (3.90)

onde recordamos (3.26) e definimos as integrais auxiliares

, d3k 1 1 k
2 o «
B0 =~ [ G e O

, d3k 1 1 k2
3 _
500 =~ | @t R R m R —mz %)

que se encontram no Apéndice B.
Desenvolvendo por sua vez o produto matricial em (3.86), com o auxilio das
relagoes algébricas (C.13-C.18), obtemos

s(p)e kg (p — b+ mom)y"(p — K+ moT)vaur (p) =
= [4e”aﬁk‘ﬁp;pa + dimok? | A* — 4ik2p,ur — dikphT

+2ik2 k1T + 2ip kyP R + 2ip. kAt (3.93)

donde decorre

14D, p) = imes [(4imw“ —4ip"'r - 4ip“7) AW (' p) + 2ig"*r AR (p, p)

—1—46”‘1517,,19047”0},0) (»,p) — 2i(p 7”7'87' +pa’yﬂ’yM7)BS/3) (p ,p)} , (3.94)

devido a (3.23, 3.24, 3.26, 3.27).
As expressoes (3.88, 3.90, 3.94) determinam completamente o vértice (3.83)
da QE D3 genuina.
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Considerando agora a contribui¢dao do termo de quebra da simetria de Lo-
rentz ao vértice, examinamos (3.82) “on-shell” em primeira ordem em b e na
condi¢ao de “espalhamento progressivo” (i.e. forward scattering), que impoe
g = p;L — pu = 0 [41]. Tomamos aqui esta aproximacao mais restritiva com o
propdsito de simplificar o célculo deste termo e extrair do vértice com quebra
apenas a informagao necessaria para a andalise da identidade de Ward em nosso
modelo®.

Sendo assim, decompomos de forma conveniente (3.82) como

—iets(p TP (P50 = 0)ur(p) =~ IV (p'1q = 0), (3.95)
onde
) R 7 () W b) (.,
INP5q=0) =10 ¢=0)+I"q=0) (3.96)
(§]
, A3k 1 1
IO (pig=0 :/ .
g (P34 =0) @r)3m2, — k2 —ie [(p — k)2 — m2 + ie°

As(p )% (P — K+ mor) [’755(175/ — F A mo) AP — moT)%%} :

(P = F+mor)y u(p), (3.97)

&k 1 1 1
(27)3 k2 +iem2, — k2 —ie [(p' — k)? — m2 +ie]?’

b L _
Ie(,u)(p 7q_0) _chs/

-euaﬁkﬁﬁs(p/)'yu<pl - % + moT) {'75%(]”, - }é + mo7->'yu + ’Y“(PI - % + moT)'75%:| .

P = K+ moT)Vaur(p), (3.98)

em que (3.97) e (3.98) vém da contragao do propagador do f6ton com os tensores
em (3.82), suprimindo-se os termos em k,k, deste propagador tendo em conta
que tais termos ndo contribuem para a matriz de espalhamento [39, 41].

SConforme serd discutido no Capitulo 4, o vértice de primeira ordem em b* nao contribui
para o momento magnético do elétron em (2+1) dimensoes, alvo de nossa investigagio, o que
justifica simplificarmos seu cédlculo com o intuito de extrair apenas a informagao essencial &
simetria de gauge do modelo através da aproximagao de “espalhamento progressivo”. Con-
tudo, ressaltamos que em segunda ordem no parametro de quebra pode haver contribuicao
nao nula ao momento magnético, de modo que a aproximagao empregada seria inadequada
neste caso e dever-se-ia efetuar o calculo “on-shell” com p;L # pu. Reservamos este estudo a
investigagoes futuras.
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Elaborando o produto matricial em (3.97), resulta

ﬁs(p/)%,(p/ — f+moT) [755(;}/ —f 4+ meT)Y* + 7“(7/ —F+ m07)75l5} .
P =k +mer)y un(p) =
= 8m2 (o' b = kb)157" + (0 = k)“35B + b 3]
—8m, [(p/.b — kb)ktysT + (pl — k) kbysT + b”kQ’Y5T:|
+2 [(p/-b — kb)k?ysy" — 2(p b — kD) ysk + (p — k)M k5P
—2(p — k)M h.bysk — bRk + 2k.p b ys ke + 2mok2b”757} : (3.99)

de modo que (3.97) se traduz em

IN(p'5q=0) =8m? [p'.bvsv“G — Doy G+ p s BG — s BGH + b“%vaG“]

—8my |:p/.b’Y5TGM — boysTGHY +pluba’ysTG°‘ — ba s TG + b“’yg,Tgo"BGag]

+2 [p DY 9P G o — bavs 7" gsa G — 20 by57a GO + 2007575 GOH

s s
+p 1589 Gap—15b9as G P —2p  bav578GP +2b0 V575 GUH —b Y570 g G

—|—2p,ab“75'y/3G°‘5 + 2mob“fy57'ga,3G°‘B , (3.100)
com
G(p'; _0)_/00 L ! (3.101)
piq= - . (271.)3 mzs — k2 [(p/ _ k’)2 _ mg];gv .
/ Bk 1 ko
;q=0) = 102
Galp' ;g =0) /_Oo G Ty (3.102)

, © Bk 1 kaks
Gaﬁ(p yq = O) = /700 (27(_)3 mgs 2 [(p/ B k)2 — mg]?), (3103)

, © @1 kaksko
Gaﬁ)\(p 34 = 0) = ~/—oo (271')3 mgs — k2 [(p/ B k,)z _ m2]37 (3104)
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nas quais omitimos o parametro ie. Assim como as demais integrais auxiliares
deste capitulo, as integrais acima encontram-se delineadas no Apéndice B.
Apurando, por seu turno, o produto matricial em (3.98), decorre

" Plgtis(p )1 (P — K+ mor) [755(7/ —F A moT)V AP — k4 mor)%%} .

’

(= k4 mor)rau(p) =
= —8im, [<p’.b — kb)k* sy + (p - k)“kw}
+8i [(p’.b — kb)kpktysT + (9 — k)“k.bk.p/'ym}
40 (0 b~ kDRI 5T + (0 — K RbE257]
43 [ (K220 57 — mob K5k — ke K20 5 (3.105)
e, por conseguinte,
I8 (p'5q=0) = imes {—8imo [p/b%”YHG — by G+ p s BG — wﬁG“}
+8i [p/.bp;’yg,TEa“ — bap/ﬁ’)/5TE“a’B + p,“p;gba%q-EO‘ﬁ _ bap;g’)/5TEaﬁ#:|
+44 |:p,.b’}/57'GH — boys TG + pluba%TG“ — ba%TGO‘“}

444 [b“%Tg‘X’BGag — meb"y57 Gy — b”p;ysTGa} } , (3.106)

em que introduzimos as novas integrais auxiliares

, Be 11 koks
Eap(pig=0) = / B R [y = (3.107)
, Be 11 kokgk
Bepr(p30=0)= / (2m)3 k2 m2, — k2 [(p— k)2 —m2)*’ (3.108)

apresentadas no Apéndice B.

As expressoes (3.95, 3.96, 3.100, 3.106) determinam a contribui¢ao do termo
de quebra da simetria de Lorentz ao vértice eletromagnético no limite de re-
solucao adequado a nosso intento.
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Identidade de Ward
A identidade de Ward, expressa por

0

) Tl = 0 ) = 1 0) (5

z@)m@xmw>

reflete a simetria de gauge, ja enaltecida e evidenciada em nosso modelo.
Com a intengao de afirmar a validade das expressoes obtidas para o vértice

e para a auto-energia fermidnica, verificaremos explicitamente (3.109) a seguir.
Neste sentido, diferenciando (3.11) e (3.16) em relagdo a p#*, multiplicando

(3.83) por i/e e somando as referidas expressoes, municiados por (3.88, 3.90,
3.94), segue

ﬂAMFﬁqu—O)%é;Q%@)HméMMﬂUAM—

= —a,(p)ie* [24( (g = 0) + 2m2A%) (g = 0) — 12m2C 2 (g = 0)
—amAC g = 0~ 2(q = 0) ~ 2m1fHg = 0] )
s (p)ie*momes [—2A§3>(q —0)+21¥) (g = 0) — 4B (g = 0)

o pp

—4m?By) (g = 0)} Yt (p) (3.110)

em que introduzimos a integral auxiliar definida por

, Bk 11 1 kaksky
= — 3.111
(p,p ) / (27?)3 2 m%s — k2 (p' — k)2 _ mg (p _ k)2 — mg’ ( )

(2)
Caﬁu

desenvolvida no Apéndice B, e lancamos mao das expressoes pertinentes coleci-
onadas no referido apéndice. Apurando o membro direito de (3.110), verifica-se
que os dois termos linearmente independentes que o compoem se anulam in-
dependentemente, confirmando a identidade de Ward da teoria na auséncia do
termo de quebra da simetria de Lorentz,

ammymwmm@zwm—£ﬂ&@+m@m»m@mum

Similarmente, diferenciando (3.14, 3.18) em relacdao a p*, multiplicando
(3.85) por i/e e somando as relagoes obtidas, resulta
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au(p) | T (g = 0) + <zb<p>+mcszsb<p>>} w(p) =

Op+
= —ie*moiis(p) [8m2G,(g = 0) + 8Gy(g = 0) — 2Gp(q = 0) — 2m2Gppp(q = 0)

16, (g = 0) ~ 8Gypla = 0) + 440 (g = 0) + 242 (g = 0)] b757u0 p)
_i€2m53a5(p) [_12G9(q = O) - 4m¢27Gpp(q = O) + Sm(Q,Gp(q =0)
+4A(1)(q =0)| buysTur(p), (3.113)

onde utilizamos os termos adequados das integrais auxiliares envolvidas e tira-
mos proveito das seguintes identidades validas “on-shell”

s (p)p-bysy ur(p) = as(p)p'yshur(p), (3.114)
s (p)p-bysTur(p) = us(p)moyshur(p), (3.115)

que decorrem da dlgebra de Clifford (2.3) e das relagoes (3.80, 3.81) e podem ser
interpretadas como “correntes axiais” induzidas pelo termo de quebra, como
discutido no Capitulo 4.

Avaliando o segundo membro de (3.113), subsidiados pelos resultados do
Apéndice B, verifica-se que cada um dos termos linearmente independentes da
soma que o compoe também se anula individualmente, culminando na identi-

dade de Ward axial

as(p)LY (s q = 0)ur(p) = 1s(p) ~ 2 5p) + mesEa )| wp). (3.116)

Op+
Asrelagoes (3.112) e (3.116) confirmam a identidade de Ward (3.109), corro-
borando as expressoes que obtivemos para o vértice e a auto-energia fermionica,
amalgamadas pela simetria de gauge.

3.2 Renormalizabilidade e o Infravermelho

Estudando o grau superficial de divergéncia [39] das integrais auxiliares que
definem as corregoes radiativas tratadas neste capitulo, verifica-se que (3.20)
e (3.39) apresentam grau de divergéncia logaritmico e (3.40) apresenta grau
linear de divergéncia, sendo todas as demais integrais finitas no limite ultra-
violeta do modelo. Entretanto, ao avaliarmos estas integrais com o auxilio do
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software WOLFRAM MATHEMATICA, verificamos que todas sao finitas no
limite de altas energias e, portanto, nosso modelo é renormalizavel e livre de
divergéncias. Nao obstante, recordando do Capitulo 2 as dimensoes das cons-
tantes de acoplamento da teoria, constata-se que [e?] = M = [b*] e, de fato,
dispomos de um modelo superrenormalizavel”.

Todavia, embora as corregoes radiativas sejam finitas, sua insercao modi-
fica os polos das fungoes de Green livres, e faz-se desejavel a renormalizacao
finita do modelo para assegurar que o comportamento dos propagadores da
teoria interagente seja o mesmo exibido pela teoria livre nas vizinhancas de
seus polos [42]. Reservamos esta discussido ao Apéndice D, onde adotaremos o
procedimento de renormalizacao perturbativa em nosso modelo.

No ambito de baixas energias, por sua vez, nosso modelo padece das mes-
mas dificuldades da QQ E' D3 genuina. O comportamento infravermelho da eletro-
dinamica quantica em trés dimensoes é sabidamente mais delicado do que o de
sua contrapartida quadridimensional, visto que, diferentemente desta ltima, as
divergéncias nao exponenciam e o procedimento para contorna-las via Brems-
strahlung se torna mais intrincado [9, 10]. Investigaremos este limite de baixas
energias de nosso modelo com quebra da simetria de Lorentz no Capitulo 5,
seguindo a proposta pioneira de Bloch-Nordsieck [64].
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Capitulo 4

Fenomenos Planares na
Teoria Estendida no Setor
Fermionico

Neste capitulo, averiguaremos as implicagoes fenomenoldgicas de nossa te-
oria com quebra da simetria de Lorentz no setor fermionico, abordando as
contribuigoes ao potencial eletrostatico em (2+1) dimensoes e, em especial,
o cenario do efeito Hall quantico. Concomitantemente, estudaremos também
as contribuicoes da QE D3 na representagao redutivel quiral com o termo de
Chern-Simons ao potencial eletrostatico e ao momento magnético do elétron,
tendo em vista que tais resultados se encontram ausentes na extensa literatura
dedicada, sendo desenvolvidos de forma original na presente tese.

4.1 O Efeito Hall

O efeito Hall, descoberto em 1879 por E. H. Hall [34], consiste no surgi-
mento de uma condutividade transversal a direcao do fluxo da corrente elétrica,
ao submetermos um campo magnético perpendicular a corrente. Com o intuito
de depurar o entendimento tedrico e as implicagoes fenomenolégicas deste efeito,
discutiremos brevemente a seguir suas descricoes cldssica e quantica.

59
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4.1.1 Descrigao Classica

Ao considerarmos uma corrente elétrica movendo-se sobre a superficie de
um plano condutor, que convencionaremos por' X x Y, sob a influéncia de um
campo magnético homogéneo constante? B =Bz perpendicular ao plano, atua
sobre cada elétron a forca de Lorentz

Fg=—et x B = evBj, (4.1)

assumindo o fluxo de corrente no sentido definido por &, com velocidade média
v. Esta for¢a magnética conduz a um actimulo de carga nas bordas do plano
condutor, culminando no estabelecimento de uma diferenca de potencial na
direcao y e, por conseguinte, na inducao de um campo elétrico E, na mesma
direcao e sentido de (4.1).

A corrente transversal induzida pelo campo magnético cessa a medida que
a voltagem em Y atinge o valor méaximo, em que a forga elétrica

Fg = —eEj (4.2)

equilibra a forca magnética (4.1). Logo, a intensidade do campo elétrico de
equilibrio segue de (4.1, 4.2),

E., = vB. (4.3)

Em posse de (4.3), pode-se escrever a diferenga de potencial méxima, ou
tensao Hall, entre as extremidades da superficie condutora, de largura L, como

Vi =V(y=L)—V(y=0) = —E.,.Lj = —vBL. (4.4)

Observemos que se atribuissemos aos portadores a carga +e, o fluxo de
corrente seria oposto ao dos elétrons, isto é v — —v em (4.4), de forma que
a polaridade nas extremidades do plano seria invertida. Assim, a medida da
tensao Hall nos permite determinar o sinal dos portadores de carga no condutor.
Ademais, controlando-se a corrente estaciondria I = epvL que se estabelece
no equilibrio, onde p é a densidade superficial de elétrons, a voltagem Hall
também constitui um mecanismo amplamente utilizado para medidas de campo
magnético.

Por sua vez, a condutividade elétrica o é definida pela relagao [34]

jr = UrsEsv (45)

INesta secdo, denotaremos as componentes do trivetor de coordenadas espaco-temporais
(20, 2%, 22) por (t,z,vy), respectivamente.
2As quantidades &, 9, 2 correspondem aos versores das direcdes x, y e z, respectivamente.



4.1. O EFEITO HALL 61

em que s e r designam, respectivamente, as componentes do campo elétrico E
e da densidade superficial de corrente j = —epv ao longo das diregoes definidas
pelos versores correspondentes § e 7# (nao hé contragao de indices em (4.5)).
Examinando, entao, a condutividade transversal, ou condutividade Hall, segue
de (4.3)

pe

Portanto, a eletrodinamica classica prevé uma relagao linear entre a condu-
tividade transversal e o inverso do médulo de B, mantendo-se fixa a densidade
superficial de portadores.

4.1.2 Descricao Quantica

Em baixas temperaturas e sob a influéncia de campos magnéticos inten-
sos, verificam-se desvios do comportamento classico (4.6) e efeitos quanticos
tornam-se relevantes, com o surgimento de platdos em que a condutividade
transversal assume valores especificos independentes do campo externo® [35],

62

|osy| = o (4.7)
concomitantemente com o evanescimento da resistividade longitudinal p,,. Em
(4.7), v assume valores racionais e consiste no fator de ocupagao dos niveis de
Landau, que discutiremos logo a seguir [34].

Em geral, observa-se nos sistemas fisicos que exibem efeito Hall que o fator
de ocupagao v assume valores inteiros ou fragoes de denominador {mpar [34],
refletindo-se nos efeitos Hall inteiro [44] e fraciondrio [45, 46], respectivamente.
Entretanto, o estudo de novos materiais de grande potencial tecnolégico, tais
como o grafeno, revelou um comportamento nao usual da condutividade Hall,
com fator de ocupagao semi-inteiro [20, 35, 47-49].

O efeito Hall inteiro pode ser entendido a partir de um modelo envolvendo
um gas bidimensional de elétrons nao interagentes, sob a influéncia do campo
magnético externo. Em contrapartida, para a descricao de sistemas com efeito

3No Sistema Internacional de Unidades (S.I.), a relagdo (4.7) fica expressa por [34]

€2

h I’

em que h é a constante de Planck. Portanto, a condutividade Hall fica determinada em termos

das constantes fundamentais e e h, possibilitando a definigao de padroes de resisténcia em
metrologia [43].

lowy| =v
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Hall fracionario ou semi-inteiro, a interacao entre os elétrons exerce papel pri-
mordial, sendo responsavel pelo preenchimento parcial dos niveis de Landau
[34, 35]. Sendo assim, discutiremos a seguir os niveis de Landau, que fornecem
os subsidios para a interpretacao fisica do surgimento dos platos de condutivi-

dade na presenca de um campo magnético externo®.

Niveis de Landau em QFEDsg

Consideremos a equagao de Dirac, na representagao redutivel da QFEDs,
com um campo eletromagnético externo® A~ (z)

(i — me — moT — efoy(2)) ¥(x) = 0. (4.8)

V4 (2) }
Y (z) |’
com 94 (x) designando as duas espécies fermidnicas quirais evidenciadas pelos
projetores x4 (2.30), recorremos & representacao particular das matrizes gama
introduzida no Capitulo 1 para escrever®

Expressando o spinor de campo de forma conveniente como 1 (x) = {

(10 Fo.ma) Vi (t,7) = [—0,(10y + €Ay (t,7)) + 0,(i0, + €Ay (t, 7))

+ied(t, )] Y+ (t,7), (4.9)

em que multiplicamos (4.8) & esquerda por 7 e usamos (2.15-2.22) para obter
(4.9). As massas auxiliares my sao definidas por my = metm,.

Considerando, por simplicidade, o campo externo como um campo magnético
estatico e homogéneo, escolhemos o tripotencial de forma oportuna como A*(t,7) =
(0, By, 0) e reexpressamos (4.9) da seguinte forma

(10, Fo.my) Yo (t,7) = [—i0,0y + 0,(i0, + eBy)] ¥+ (t, 7). (4.10)

Atuando com (i0;+o,m4) & esquerda em (4.10) e adotando a realizagao
ool =6; — i€'% g}, para a dlgebra das matrizes de Pauli, obtemos

4Cabe ressaltarmos, contudo, que a QF D3 prevé a manifestacdo do efeito Hall inclusive
na auséncia de campo magnético [20, 35, 47, 50, 51].

5Nossa abordagem para os niveis de Landau segue a referéncia [41], em que a descrigao
de elétrons em um campo magnético externo é discutida no ambito da QFEDy.

6Nesta segio em particular, faremos mengao explicita s coordenadas (t,z,y) = (t,7),
denotando as componentes dos trivetores por (v9,v!,v2) = (v¢, vy, vy). As componentes do
tripotencial serdo denotadas por A (t,7) = (¢(t,T), Az (t,7), Ay(t, 7)), com ¢(t,T) correspon-
dendo ao potencial escalar.
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(—@2 - mft)z/;i(t, ) = (i0xo.my)[—i0,0y + 0,(i0; + eBy)] Y+ (t,T)
= [—i0.0y + 0,(i0y + eBy))* ¥ (t,7)
= [—85 — 8% + 2ieByd, + ¢2B%y* + eBaZ] Ui (t, 7).

(4.11)
Agora, escrevendo os spinores “quirais” como
gl:l:(x7 Y, t)

t,7) = 4.12

q/}:I:( 7_> |: gzi(x,y,t) ) ( )

em que gq.24(x,y,t) sdo fungodes, segue

_ glj:(xayat)
Uzwi(tvm - |: _gQi(l',y;t) :| ,

onde adotamos a seguinte representagao para as matrizes de Pauli

[0 1 Jo —i 10
=11 0| %=1 o %70 -1

Assim, escrevendo (4.11) em componentes, obtemos

(=m% — eBsgn(\)ax(t,7) = [0F — 0, — 07 + 2ieByd, + *B*y*| s (t, 1),
(4.13)
+1, se A=1,
-1, seA=2.
Observa-se que (4.13) é separdvel nas varidveis espaciais e temporal. Ade-
mais, o operador diferencial que comparece no lado direito desta equacao co-
muta com p° = i, e p* = —i0,, de forma que propomos o ansatz periédico”

com A =1,2esgn()\) = {

Uas(t,7) = e EP (), (4.14)
Substituindo (4.14) em (4.13), resulta

22
3 (B2 = m — cBsgn(N) frat) = | -39 + S5 (- 22) ] fato)
(4.15)

"Recordamos que ao considerarmos dois observaveis A e B que comutam entre si, é sempre
possivel construir uma base ortonormal de autovetores comuns a A e B [52], o que motiva a
proposta do ansatz (4.14).
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que consiste na equagao para o oscilador harmonico simples, centrado em yg =
ps/eB e com frequéncia natural® w = |e| B. Portanto, recordando o espectro
de autovalores do oscilador (isto é, E,;, = (n + 1/2)w, com n € Z, ), decorre?

o = +\/m% + (2n+1 - sgn(V)) |e| B. (4.16)

Esta equagao exibe os denominados niveis de Landau, que consistem no
espectro de energia disponivel aos férmions na presenca do campo magnético
uniforme.

Observa-se que os niveis de Landau sao infinitamente degenerados, tendo
em vista a auséncia de p, em (4.16). Todavia, podemos determinar a densi-
dade de estados disponiveis, por nivel, em uma superficie de area A = L,L,
impondo a condigdo de contorno periédica ¥+ (t,0,y) = ¥a+(t, Ls,y), que
fornece p, = %—:ne, com n. € Z4. Sendo assim, recordando que yg = p./eB,
somos conduzidos a

L, le| BL,
d e = 5_ d x| = d y
ne = 5 |dps| 5y
culminando na densidade de estados
Ne le| B
Pe A o ( )

O fator de ocupagao dos niveis de Landau consiste na razao entre o nimero
de elétrons N e o nimero de estados disponiveis n.. Portanto, examinando
(4.17), podemos concluir que o fator racional v que comparece na expressao
(4.7) para a condutividade transversal, de fato, coincide com o fator de ocupacao
dos niveis de Landau, pois

N 9 P
2 _on
Ne le| B

e, por outro lado, substituindo a expressao cldssica (4.6) em (4.7), mantendo
p/B fixo, segue
p N

=2 = .
g 7T|e|B Ne

80bserva-se que ao introduzirmos o acoplamento minimo, isto é 1Dy, = 10, — qAu(x),
em (2.25) e (4.8), denotamos a carga g do elétron por e. Assim, em nosso modelo deve-se
entender e < 0.

9Ressaltamos que os sinais &= que antecedem a raiz em (4.16) ndo tém vinculo com os
rétulos + que designam os spinores quirais, sendo oriundos da extragao da raiz de EZ; \ €
comparecendo no espectro de energia de ambas as espécies.
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Tendo em mente os niveis de Landau, examinemos qualitativamente o sur-
gimento dos platés de condutividade transversal e o evanescimento da condu-
tividade longitudinal'®. Para tanto, consideremos um sistema com fator de
ocupagao inteiro. Neste caso, os niveis de Landau do sistema encontram-se
completamente preenchidos e, por conseguinte, a corrente longitudinal j, cessa
devido ao gap de energia entre os niveis de Landau ocupados e desocupados,
que impede o espalhamento eletronico responsavel pela manutengao da cor-
rente [34]. As impurezas e inomogeneidades do material condutor, descritas
por potenciais aleatérios, levantam a degenerescéncia de cada nivel de energia
e conduzem também a formagao de estados entre os niveis de Landau [35].
Estes, contudo, sao estados localizados'! e, portanto, ndo favorecem o trans-
porte de corrente [34, 35]. Assim, o surgimento dos platds se d& quando a
energia de Fermi do sistema encontra-se na regiao dos estados localizados, de
forma que a variagdo do campo magnético (ou da densidade de elétrons do
sistema) promove a ocupagao destes estados que nao conduzem corrente, man-
tendo a condutividade transversal constante e a condutividade longitudinal
nula, até que o campo adquira intensidade suficiente para fornecer a energia
necessaria aos elétrons para a ocupagao dos niveis de Landau de maior energia,
que dispoem de estados estendidos, reestabelecendo o comportamento cldssico
até a formagao de um novo plato'? [34, 35].

Ao considerarmos sistemas com efeito Hall fraciondrio ou semi-inteiro, a
argumentacao acima ¢ insuficiente e efeitos coletivos devem ser levados em
consideragao, demandando inclusive a introdugao de novos conceitos como os
estados de Laughlin e dnions [34, 35]. Em nosso estudo, porém, empregaremos o
modelo efetivo (2.25) da QFE D3 estendida construido no Capitulo 2, preterindo
potenciais de interacao (do tipo corrente-corrente) entre os campos fermionicos,
de forma que somos naturalmente conduzidos ao cendrio do efeito Hall inteiro.
Portanto, reservamos a discussdo do efeito Hall fraciondrio as referéncias [34,
35] visando a concisao do texto.

Cabe destacar ainda o papel central do modelo de Chern-Simons na des-
crigao dos efeitos Hall [20, 34, 35], motivando introduzir o respectivo termo na
densidade lagrangiana de nosso modelo (2.25), ainda em nivel de arvore.

10A descricdo detalhada do efeito Hall foge ao escopo de nossos propésitos. O leitor inte-
ressado é remetido as referéncias [15, 34, 35, 53, 54] e a literatura nelas citada.

H1Em mecanica quantica, estados localizados sdo caracterizados por “funcdes de onda” de
extensao reduzida, no sentido em que nao héa overlap significativo com estados vizinhos. Em
contrapartida, estados estendidos exibem probabilidade expressiva de overlap.

12 A descricao completa do surgimento dos platds de condutividade demanda também a
consideragdo dos denominados edge states [46]. Contudo, a discussdo destes estados foge ao
escopo de nosso trabalho e o leitor interessado é remetido as referéncias (34, 35].
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Paridade e Reversao Temporal

Conforme antecipado, os sistemas que exibem efeito Hall necessariamente
violam as simetrias de reversao temporal e paridade, contudo preservando PT,
[20, 21, 34, 35, 38]. Esta caracteristica pode ser compreendida, em (2+1)
dimensoes, ressaltando-se a presenga do termo de Chern-Simons, ou sua geragao
dinamica, nos modelos tedricos que descrevem o efeito, tendo em vista que este
termo quebra as simetrias P e T', como visto no Capitulo 2.

4.2 O Efeito Hall na ()F D3 Estendida

Nosso interesse consiste em investigar as implicagoes da quebra da sime-
tria de Lorentz no efeito Hall. Uma das motivagoes para introduzir tal violacao
emerge do fato de que o termo axial de quebra da simetria de Lorentz pode
simular, no contexto da matéria condensada, a situagao em que a presenca
de impurezas e nao homogeneidades em um material condutor levanta a de-
generescéncia dos niveis de Landau, oferecendo inclusive a possibilidade de
se investigar o fenémeno de birrefringéncia (do vécuo, em linguagem de altas
energias) [3, 60] por exemplo'?.

Sendo assim, seguindo em esséncia a proposta de Acharya e Swamy [21, 22],
prosseguimos com o célculo da condutividade transversal (4.7) na presenga do
termo axial de quebra.

4.2.1 Condutividade Transversal

A condutividade transversal e o tensor de polarizagao sao relacionados via
[20, 24]

Opy = l6’”"’(‘3,;1’1‘[,“7(k:) . (4.18)
3! k2=0
Nitidamente, apenas a parte antissimétrica do tensor de polarizacao oferece
contribuicao a condutividade.
Remetendo a (3.29), podemos decompor o,, de maneira fortuita segregando
as contribuicoes do termo de quebra e da QFE D3 pura

3Qutra aplicacio interessante de um modelo com quebra axial da simetria de Lorentz
na interface com a fisica da matéria condensada consiste na possibilidade de se estudar
semimetais de Weyl, de grande interesse atualmente, na presenca de interagoes axionicas [69],
que surgem como decorréncia de uma transformacao conveniente dos campos envolvendo o
termo de quebra. Reservamos a perspectivas futuras a investigacdo deste tema, bem como
do efeito de birrefringéncia, em sistemas bidimensionais.
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Oay =039 + 08P, (4.19)
com
1
Ug(c%) = §€anapiﬂfg7)ASIM(k) , (4.20)
: k2=0
1 1 _
bb) __ r1(bb)ASITM -1(bb)ASIM
ofy) = g PO I SN (k) T €O AST () PR

Avaliando, portanto, a derivada presente em (4.20) por intermédio de (3.37,
B.134) obtemos

3/2 2 2mo + VE? 4
S T(0)ASIM 1y _ o T 2 Mo Mo
€'meapZHEm) (k) = 8(2’71’)‘3 me€ F(I/Q) [kaln <2mo _ \/k?>2 4mg — k2

(4.22)
e, tomando-se o limite k> — 0, segue a condutividade transversal da teoria
genuina (4.20)

0 e?
o) = —o (4.23)
Notavelmente, o primeiro nivel de Landau do sistema encontra-se comple-
tamente preenchido (i.e. v =1 em (4.7)), em acordo com o resultado expresso
em [20] e confirmando a expectativa de ocorréncia do efeito Hall inteiro na
auséncia do termo de quebra. Este resultado, amplamente discutido na lite-
ratura, pode ser entendido observando-se que cada espécie fermidnica 4 que
compoe o0 campo 1 na representacao irredutivel que empregamos contribui, em
nivel de drvore, com —1/2 para o fator de ocupagdo v, conforme demonstrado
em [20].
Tencionando avaliar a contribuigao do termo axial, tomamos as derivadas
que compdem (4.21), municiados por (3.49, 3.55, 3.60, B.144-B.186), seguidas
do limite em que k2 — 0, resultando

e 1

7 (bb) ASTM _ e
€91l (k) o = 2m TEmA

[25m2b> + 21(k.b)?] (4.24)

| S
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2
L 1 (bb)ASTM _ ¢ 1 272 2
€19 TI(LY) (k) o= " 2r 5 [25m2b® + 21(k.b)*] (4.25)
de modo que, naturalmente,
o) = 0. (4.26)

A equagao (4.26) manifesta um dos resultados centrais de nosso trabalho,
revelando que nao h& contribuicao do termo axial de quebra da simetria de
Lorentz para a condutividade Hall. Muito embora este termo detenha as sime-
trias discretas pertinentes ao efeito, tais como violagao de P e T, como visto
no Capitulo 1, os diagramas de polarizacao do vacuo que envolvem insergoes
de b* (Figuras 4-6) se cancelam mutuamente, como destacam (4.24) e (4.25).

Sendo assim, no que concerne a fenomenologia, lamentavelmente nao se
mostra possivel evidenciar a quebra da simetria de Lorentz por um acopla-
mento axial através do efeito Hall. Todavia, no cendrio da matéria conden-
sada, este resultado é salutar tendo em conta que (4.26) assegura que a con-
dutividade transversal (4.23) de um material condutor bidimensional descrito
por uma densidade lagrangiana efetiva do tipo (2.24), como supercondutores
a temperatura finita e o grafeno, permanece inalterada mesmo na presenca de
um “acoplamento efetivo” do tipo axial como o contemplado em nosso modelo
(2.25), que pode porventura simular contaminagoes e interagoes espurias entre
os elétrons e a rede.

4.3 Potencial Eletrostatico

Outra grandeza de interesse fenomenoldgico, devido a diversas aplicagoes
inerentes, consiste no potencial eletrostatico produzido por uma fonte estatica
puntiforme. Neste contexto, nossa motivacao consiste em examinar a influéncia
do termo fermionico de quebra da simetria de Lorentz sobre o potencial a
grandes distancias (i.e. baixas energias), almejando extrair quantidades men-
suraveis que possam flagrar esta violagao. Esta andlise, inclusive, foi sugerida
por Jackiw a colaboradores em um estudo da quebra da simetria de Lorentz em
QED, por um termo axial, culminando na referéncia [67], que segue estreito
paralelo com nossa linha de investigacao.

O potencial eletrostatico produzido por um elétron puntiforme é expresso
no espago dos momentos por [41]

A%(k) = —eDjpgo(0, k), (4.27)
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com sua transcrigao ao espago de coordenadas bidimensional executada pela
transformada de Fourier'4

A7) = / %ei”AO(E). (4.28)

Em (4.27) comparece o propagador vestido (3.28), que detém a informagao
do potencial em nivel de arvore e as corregoes radiativas, na aproximacao de
1-loop e com insergoes de até segunda ordem no parametro de quebra, como
destacado no Capitulo 3.

Combinando (3.28) e (3.29), o potencial (4.27) pode ser segmentado como

4 JI1(0)00SIM

A%k) = —eDY O,E —e =
(B)==eDRO.H e |

2
+i o Mes ’LH(O) SIMGO[LO'GOVT]I{; ko
Bmz,+F)) o

mCS

77(0)ASIM Oun v0 n
e, R ho’k)

e [(22"2)2 (Z-H(bb)OOSIM n Z-H(Eb)OOSIM)
mes + k

2
. Mes - (bb)SIM | 77(bb)SIM \ _Opo Ov
() (o) e,

Lo Mes _ (iH(be)ASIM +iH(b;b)ASIM> eo“"kng”o (0,1_5), (4.29)
Be(me, + 22 "

em que o primeiro termo do membro direito fornece o potencial classico, o
segundo termo determina as contribuigdes de flutuagao do vacuo sem insercao
do termo de quebra, conduzindo ao analogo do potencial de Uehling [39, 41]
em duas dimensoes, e o terceiro termo evidencia a influéncia da quebra axial
no potencial eletrostdtico. A seguir, abordaremos em detalhe cada uma destas
contribuicoes.

4 Com o intuito de distinguir, nesta segdo, as notagdes atribuidas & carga elétrica elementar
(e) e & exponencial neperiana (e), expressamos esta tltima em formatagdo romana como em
(4.28), e a primeira em formatacdo itélica, como em (4.27).
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4.3.1 Potencial Classico

Voltando-nos ao propagador em nivel de drvore para o féton (3.3), segue
que o potencial eletrostatico cldssico no espaco dos momentos fica determinado
por

(&

A% (k)= ——
(k) m2, + k2 —ie

(4.30)

Tomando a transformada de Fourier desta expressao em duas dimensoes
(4.28) e adotando o sistema de coordenadas polares, obtemos o potencial no
espacgo de coordenadas

0 _ e [* P
Ag (F) = Tor o dl)m Jo (mcsTP)
=~ Ko(mesr), (4.31)

2

em que J;(x) é a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem®® [ e K;(z) é a
funcao de Bessel modificada de segunda espécie e ordem 1.

Analisando graficamente o comportamento de Ko(z), verifica-se que este
se assemelha ao da funcao logaritmica, que sabidamente descreve o potencial
eletrostdtico em duas dimensoes na auséncia do termo de Chern-Simons. Con-
tudo, tomando a expressao assintética desta funcao [68]

Vs
Ko@)l 1/ 50077 + 02, (4.32)

observa-se um decaimento exponencial do potencial (4.31) a grandes distancias,
que pode ser entendido em termos da “massa topolégica” conferida pelo termo
de Chern-Simons ao féton, “limitando” seu alcance. Este comportamento re-
vela a caracteristica blindante da QFE D3 quiral com o termo de Chern-Simons.

4.3.2 Correcoes Radiativas ao Potencial

Levando em conta agora as corregoes radiativas do tensor de polarizagao
sem o termo de quebra, pautadas em (3.35-3.37), desenvolvemos o segundo
termo do membro direito de (4.29).

Para este fim, decompomos o referido termo de forma conveniente como
segue

15Ressaltamos aqui que os indices que compdem a notacio das funcdes de Bessel denotam
a ordem das respectivas fungoes, nao devendo ser entendidos como indices de Lorentz.
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7

AYO) () = ——————I1(D00SIM (g 5y, 4.33

F= (0.F) (4:33)
2

AYO(F) = Mes ) GII®)SM(q, F)eOno Ovn k. 4.34

0 =i G ) MO . (a3Y)

7 Mes v
AO(O)(k) — 2ml ,ELOV)ASIM(O k) Ounkng 0’ (435)

com a correcao quantica ao potencial expressa por
AO(R) = —e (A3 F) + 4 (F) + A2 (R)) (4.36)

Beneficiando-nos de (B.133-B.186) e elaborando algebricamente as expressoes
que comparecem em (4.33-4.35), obtemos os resultados parciais'®

- je? - 1 2m,
AIT(©00SIM (0 oy — e 2m, + (k? — 4m?) = arccot @ , (4.37)
47 k’ k
SIM/ I ie? 1
AT OSM () )01 Ok = ——— K2 | 2m, + (k? — 4m?)—arccot
g Am K 1%’
(4.38)
- 1(0)ASIM (y 72\ ,.0pn v0 _ e’ 7 2m,
illy,,) (0,k)e Mk, g"" = — Mo k|arccot | =— | - (4.39)
k

Para acessar o potencial de longo alcance em que ‘E‘ << m,, levamos
(4.37-4.39) em (4.33-4.35) e expandimos as expressoes resultantes em série de
poténcias da razao k ‘ /m,, retendo termos até terceira ordem e desprezando
termos dominados pela massa (i.e., em que a poténcia de m, é superior a de

‘E ‘) Posto isto, decorrem

16 Empregamos o programa WOLFRAM MATHEMATICA, verséo 8.0.1.0, para a obtencéo
de expressoes analiticas para os resultados apresentados doravante no presente capitulo.
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. 21 1 2 1
@=L 1, 1 (\ i /m), (4.40)

e
67 m2, + k2 Mo 67(m2 +k2)2 mo

2 2

A0y L e (\ ‘ /m> (4.41)

67 (m2, + k2)2 o
L2 2my, 1 1k -
AS(O)W:;W (2—24m2+0(k i)) (4.42)

Em seguida, tomamos a transformada de Fourier destas expressoes e escre-
vemos

(&

AO(O) = —— 7/ PE—— cs
o () | dp1 e Jo(mesrp)

6w m, |27

1 oo p
— dp—2P
2r /o Pa+ p2)2J0(mCSTp)}

L Ro(mear) = S s (mea) (4.43)
- 1972 me 0\MesT 2mcsT 1(MesT ) .

e2m2, [1 [
Ag(o)(f') = ——= |:/O dp(p2)2J0(mcsTp):|

6m m, |27 1+p

€2 mes
= 52 o~ rKy (mesr), (4.44)

271 1 [ p
A0 () = & —/ dp "5 Jo(mes
c (’F‘) T mcs 271_ 0 p(l +p2)2 O(m Tp)

Mes 1 [ p3
- - d T _oNo CS
Gzar |, g imers)]

62

Mes 1
=13 6mz (Ko(mcsr) 2mCSrK1(mCSr))} : (4.45)

Colecionando estes resultados, a contribuigao (4.36) das flutuagoes do védcuo
ao potencial é expressa, no espaco de coordenadas, por

|:TK1(mcsT)

e3 1
4872 m?2

+(mZ, + 4mesmg 4+ 12m2)rKy (mer)] - (4.46)

AO(O)(F) - [—2(mes + 2mo)Ko(mesr)
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O potencial que obtivemos em (4.46) consiste na versao bidimensional do
potencial de Uehling, para a QF D3 redutivel quiral com o termo de Chern-
Simons. Este resultado se encontra ausente na literatura e consiste em uma
contribuicao colateral de nosso trabalho.

4.3.3 Correcoes do Termo de Quebra da Simetria de Lo-
rentz ao Potencial

O 1ltimo termo de (4.29) revela o reflexo da quebra axial da simetria de Lo-
rentz no potencial eletrostatico. Para extrairmos esta informacao, decompomos
o referido termo de forma similar ao que fizemos em (4.37-4.39) introduzindo
as expressoes auxiliares a seguir

Ag(bb)(E) _ o { T (iH(bb)OOSIM(O7E) _i_,L-ﬁ(bb)OOSIM(O’]%'))’ (4.47)
mCS +

2
Ag(bb)(E) — <E2( Mes )) (iHLbj)SIM(O’E)JriﬁﬁLbe)SIM(O,E)) eof“’eo””kakn,

m2, + k2
(4.48)
0(bb) (T — Mes ( (BL)ASIM ((y 1 o ;T7(bL)ASIM ((y 7 ) ouny. 10
AP (k) 21_52(m2 ) il (0, k) + 411, (0,k)) "kypg"”,
(4.49)
e escrevemos a contribuicao do termo de quebra ao potencial como
AN (F) = —e (AX(E) + ALV (F) + AN (E) ) (4.50)

Langando mao das expressoes (3.48, 3.49, 3.54, 3.55, 3.59, 3.60) que definem
o tensor de polarizacdo com inser¢oes de quebra e municiados de (B.143-B.186),
seguem apés algum trabalho algébrico

~ - €2 1 1 7 LR
ATT(PDO0SIM () ) Le e [262 ’k’ me — 32b ’k‘ my,

AR (R 4 am3)

L7 INTS) 13
—4’k‘ mobg—SQ‘k‘ mibg—64‘k’ m3b?
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72 2\ (2] 272 2 AT 72,272 2m,
+ (k= +4m; b |k| +4b°k*m, — 2 |k| by + 8k“myb, | arccot =
k

SN2

;2 1 (kb) .15 413 N

e Tl a0
W’k‘ (2 + 4m2)

772 2\? (2 2 2m,
+ (k + 4m0> (k + 12m0) arccot — , (4.51)
k
— e 1 1 -7 INE]
ATER00sIM () ) _ 1€ 1 [sz ‘k‘ iy — 3202 ‘k’ m?

T A 1=5 /o 2
4 ’k’ (k2+4mg)

L7 15 13
—4‘k’ mobg—SZ’k‘ m§b§—64‘k‘ m3b2

. 2 4 . 4 .
+ (k:2 + 4m§) (b2 ’k’ I ) ‘k’ B + 8k2m§b3> arccot 2‘”}’
d

N2

21 (kzb) 5 3 }

b [2’1@‘ mo—48’k:' mi—96‘k‘mi
”]k‘ (k2+4mg)

2 2\? (2 2 2my
+ (k“+4m:) (k4 12m: ) arccot | —— | |, (4.52)
k

211 . (FxB)  2(FB)
= 7] (7 am3) TR TR

iﬁg’f) SIM (0, E) eOno v, ky, =

2m,

k

S| /o . 2
kz‘ (k2 — 4m3) + (k:2 + 4m(2,) arccot

, (4.53)

i’ (\E\“ _ mmg)

2m,

) o ie? 1 b?
ZHS’IE’)SIM(O, lc)60“"'60”7/<:U/<:,7 = {27%

A 1213 /5 2
A ’k’ (k2+4mg)
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7.2 79 2m,
+ (k‘ +4m ) ‘ ’ + 4k“m; | arccot -
k
Fxb)
e 1 (Fxi) A (5
Am ’k’ (k‘2 + 4m§>
4 . 2
+ (5 ‘k’ + 24k*m? + 16m§) arccot FO
g
ib)
- 2 1 ( . ) 413 o
e L ) 6 (o )
TR (R am2)
—2k? (EQ +4m ) arccot ) ‘ , (4.54)
~ - e m, b? -
ALEDASIN (0, )0 g0 = S0 o2 o, i
m ‘k (k2 + 4m2)
72 2 2m,
+ (k: + 4mo) arccot | ——
g
(1)
2 . 5 o o 2 2
+< m% —t— | —2m, k‘ <3k2 + 4m(2)) + (k2 —|—4mg) arccot TU
™[R (ke am2) k
(4.55)
o 2 1 N
ALEDASIN (0, ) g0 = © 200 = k2, [ (352 + 16m2)

(EQ + 4m§)

—b2m,

l;:" (EQ + 8m§> + (b2 — 2b°) (EQ +4m ) arccot
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N

2 (kxb) oo B 2 2
_‘_@7&72 mo‘k;‘ <k2+8mz)—(k;2+4m§) arccot ‘m_'o
A

"R (R 4 am2)

N () R
+3<E2+4mQ>2 Uk’ (4}16‘ + Tm2k +16m0>

. 2 oM,
—2m, <k2 + 4m3) arccot T . (4.56)
k

Claramente (4.51) e (4.52) se cancelam, de forma que (4.47) ¢é nula. Ade-

mais, expressando os produtos escalar e vetorial entre o vetor k e o vetor de
quebra b como

Kb = ‘E‘ lg‘cos(a) (4.57)
kxb = |k||b]sen(e)z, (4.58)

em que « é o angulo entre os referidos vetores planares e Z é o versor perpen-
dicular ao plano x X y, e substituindo (4.53-4.56) em (4.48, 4.49), resultam

2 -,

- cs je? 2 Okﬁ2 7 2 o

Ag(bb)(kz) - _}mi_' gl?cos(?a) —_,L + |k| arccot T

k2(m2,+k?)) ™ k% + 4m?2 ’k‘
(4.59)

7 4
2

AOD) () = 8 Mes 2 5 cos” (). (4.60)

B, + K22 T (R 4 am2)

Exlorando o limite de baixas energias do potencial, efetuamos a expansao

em série de poténcias em ‘E‘ /m, de (4.59, 4.60), obtendo

N 2 . 2 1 16
AXD () = - = 2%7_.2)2(205(204) + 0(‘1@‘ /mS), (4.61)

12w mg (m2, + k



4.3. POTENCIAL ELETROSTATICO 7

Mes k2

4

- e |6
A By = & . COSQ(a)+0(‘k‘ /mS), (4.62)
‘ Tmg (m2, + k?)? ’
em que retivemos em (4.62) o termo de quarta ordem na massa m, visando
explicitar inclusive a contribuicao dominante que sucede nosso limite de re-
solucgao.

Executando a transformada de Fourier para o espago de coordenadas, vém

2 2
0(bb) r = € "‘Qm iprcos(0
Ab (’I") = —m ms pdpd@e P ( )wcos( (9 ﬂ))
e [ 2 1
= Wmig [771337“2 — Ko (mesr) — gmcerl(mcsr) cos (25), (4.63)
AO(bb)(ﬂ) e? ﬂz Mes n d doezprcos(O P cos? (9 ﬂ)
T =
¢ 27T my ( o Jo per (mcs p?)?
e b2
= Sz [Ko(mcsr) M5 K1 (mesr)cos® (8)] (4.64)
s

onde S é o angulo fixo entre os vetores beiel= B+ « é o angulo polar entre
os vetores k e 7, integrado no plano.

Assim, retomando (4.50) no espaco de coordenadas, a contribui¢ao do termo
axial de quebra da simetria de Lorentz de nosso modelo ao potencial ele-
trostatico de longo alcance se traduz como

o BT 2 Lk e )] eos (28)
"= 8r2m3 | | 3m2,r2 3 2{MesT chsr 1(MesT cos
+7:;S [Ko(mesr) — mesrKi(mesr)cos® (B)] } , (4.65)

Contemplando o potencial, verifica-se que este provém exclusivamente das
componentes tipo espago do trivetor de quebra. O primeiro termo de (4.65) é
de ordem m;? na massa do elétron, em conformidade ao limite de resolugio
que haviamos previamente fixado na secao anterior, e fornece uma contribuicao
com dependéncia angular, ressaltando a anisotropia produzida pelo termo de

quebra. Por sua vez, o segundo termo de (4.65) é de ordem m;* e extrapola
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o limite de resolugao, sendo uma correcao em “next-to-leading order”, como
antecipado. Este termo, nitidamente, exibe uma contribuicao radial e outra
com dependéncia angular.

Faz-se interessante observar que uma quebra axial isotropica da simetria de
Lorentz, isto é, com b* = (b°, 6), nao se manifesta na interagao eletrostatica.
Contudo, a sensibilidade do potencial a inomogeneidades no espago devido
& quebra, enfatizada em (4.65), abre uma janela de investigagdo convidativa
no ambito fenomenoldgico e consiste em outro resultado significativo de nosso
trabalho.

4.4 Momento Magnético do Elétron

Outro cendrio convidativo a fenomenologia consiste na interacao dipolar
entre um elétron e um campo magnético externo estético em (2+1) dimensoes.
Para estudarmos este sistema, recordamos a energia de interacao entre uma
corrente eletronica e um campo eletromagnético externo estético arbitrario [41],
no limite “on-shell” em que a corrente fermidnica é estritamente livre (i.e., sem
inser¢oes do termo de quebra ou correcoes radiativas!”)

o0
W= [, (4.66)
— 00

com a corrente vestida pelas corregoes radiativas de vértice'® (3.82)

= 0e0) [+ eLupp)] 00 (p). (4.67)

Agora, usufruindo da equagdo de movimento (2.26) e de sua conjugada de
Dirac, podemos deduzir a identidade de Gordon em nosso modelo,

bs(p) [(pL +pu) +ioua(p T —p%) - %Uﬂwsb”‘} Un(p),

(4.68)
a qual, no caso em consideracao em que a corrente fermionica é genuinamente
livre, reduz-se a forma alternativa

7/}5 (p, )mo'}/,u'm/}r (p) =

| —

17Ressalvamos aqui que esta aproximagcio se refere apenas as linhas fermiénicas externas
ao vértice, que compodem a corrente eletronica. As linhas internas, que comparecem nos
diagramas (Figuras 9 e 10), recebem sim as inser¢des do campo de quebra, como alinhavado
no Capitulo 3, e corregoes radiativas a medida que termos de ordem superior na constante
de estrutura fina sao levados em consideragao.

8 Omitimos em nossa analise a corregio do tensor de polarizacio do vécuo ao propagador do
féton associado ao campo externo, visto que esta repercute apenas na “corrente de convecgao”
eletronica e ndo exerce papel na interagao de dipolo magnético [41], de nosso interesse.
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1
2m,

1o

Ds (P )1utr(p) = s—0s(p) [(p; + )T+ iouat(p - p“)] Ur(p).  (4.69)

O primeiro termo em (4.69) acima se reflete na denominada “corrente de
convecgao” eletronica, ao passo que o segundo termo culmina na interagao de di-
polo magnético ao assumirmos o campo externo como sendo do tipo magnético
e estdtico [41], como serd evidenciado adiante.

Explorando ainda a dlgebra subjacente a nosso modelo (2.3, 2.15-2.22),
podemos escrever também as identidades auxiliares validas a momento nulo (i.
e, q"=p" —p—0)

Vs (P)p-by57utr (p) = s (P)ppys b (D), (4.70)

s (P)P-bpu 5T (D) = Vs (P)pmoys B (p). (4.71)

Deste modo, examinando (3.93, 3.94, 3.98, 3.104), valendo-nos de (B.118-
B.132), concluimos que nao hd contribuigao a interagao dipolar magnética por
parte dos diagramas de vértice de primeira ordem no campo de quebra, como
antecipado, pois os termos que comparecem nas referidas expressoes sao do
tipo (4.70) e (4.71), contribuindo para uma espécie de “corrente axial”, se
compararmos com o primeiro termo de (4.69), e inviabilizando a presenga de
termos similares ao segundo de (4.69), responsdvel pelo acoplamento magnético
de nosso interesse.

Cabe salientar, entretanto, que levando o cédlculo do diagrama de vértice
até segunda ordem em b*, constroem-se termos escalares do tipo b que nao
envolvem produtos escalares com o trimomento fermionico p”, como visto no
célculo do tensor de polarizagao (3.31, 3.32) por exemplo, e, portanto, condu-
zem a termos do tipo (4.69) que exibem contribuigdo ao momento magnético
do elétron. Reservamos esta andlise do momento magnético em segunda ordem
no parametro de quebra de nosso modelo a investigacoes futuras, remetendo o
leitor interessado no caso em (3+1) dimensoes a referéncia [67].

Conquanto, mesmo nao sendo possivel flagrarmos a contribuicao da quebra
da simetria de Lorentz a interagao do elétron com o campo magnético em
primeira ordem, prosseguimos com o calculo do momento magnético aventando
capturar as correcoes quanticas, a I1-loop, na QFE D3 quiral com o termo de
Chern-Simons, haja vista que tal discussao ainda nao teve merecido destaque
na literatura pertinente. Sendo assim, examinamos as equagoes (3.88, 3.90,
3.94), que definem o vértice eletromagnético sem quebra (3.83), em busca dos
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termos proporcinais a y*, responséaveis pelo acoplamento magnético via (4.69),
elencando-os a seguir

Ié‘MAG(q —0) = [4m(2)A(1)(q — 0;my,) — 8m§A§) (g — 0;my;.)
+Aé3)(q — 0;miy) + m?,A](:f;/ (¢ — 0; mir)} 7+, (4.72)

IngAG(q _> 0) — |:4sz((71) (q — 0; mir) + 4m;‘;B1()/11))r (q — 0; miT)

—4m2B'? (g = 0;miy) + B (q = 0; mz’r)} 7" (4.73)

Iéj,MAG(q N O) = Mg [4imoA(1)(q —0; mir) + 4imOB£(]1)(q — 0; mzr)] A,
(4.74)

de forma que, substituindo (4.72-4.74) em (3.83), o vértice quantico efetivo
para o acoplamento magnético traduz-se em

ﬁs(p/)FLO)MAG(q — O;mir)ur(p/) = —ije? [4m?) (1 — mCS) A(l)(q — 0;my;)

o

2 1(2) . 3 .
—4mZA (¢ = 0;my,) — 2459 (q = 0:mir)

+4m? (1 - 7:;:) BM (g — 0ymy,) + 4mf;B1(7,11)), (q— O;mir):l Yuo  (4.75)

Em (4.72-4.74) usufruimos das expressoes (B.84-B.111), introduzimos um
regulador infravermelho m;, nos termos envolvendo o propagador do féton para
assegurar a convergéncia das integrais e tomamos o limite de “espalhamento
progressivo” ¢ — 0 mencionado no Capitulo 3. Sob estas condigoes, fazemos
uso do software para escrever

&S(p/)FELO)MAG (q = 0;mi )0 (p) - (_4 + Tncs) |:_ (1 - WLCS)

8T Mees Mo me

4 Mes (2 + mcs) arccoth (1 + mcs)} Yu +O (m“> i (4.76)
me me

mO (e}
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De posse deste resultado, retomamos (4.66, 4.67) e empregamos a identidade
de Gordon (4.69) para obter [41]

1 > - 1 o
W = 6(1 + F%?AG)% / ded)s (P )QapaTd}s(p)Fé;t (‘T)+

—00
+termo de corrente de conveccao, (4.77)

onde definimos
F(O) _ﬁ 1 _4_~_% _ 1+% +
MAG ™ g Mes me Mo

oy Mles (2 + mCS) arccoth <1 + mcs)] . (4.78)

Mo Mo

Assumindo um campo externo do tipo magnético, decorre a interacao di-
polar [41], como adiantamos,

W =— (") B, (4.79)

com o momento magnético do elétron em (2+1) dimensdes na teoria quiral com
o termo de Chern-Simons expresso por

(E29) = gpp (S.), (4.80)
em que pup = e/(2m,) é o magneton de Bohr,
B |
9= [ @500 500r00) (481)
é o valor esperado da componente do spin perpendicular ao plano e

g=2 (1 + Fl(\EJI)AG) (4.82)

é a razao giromagnética, que detém a informagao das corre¢oes quanticas ex-
pressas em (4.78), subproduto do presente trabalho.
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Capitulo 5

O Modelo de
Bloch-Nordsieck Estendido
em (2+1) Dimensoes

Neste capitulo, investigaremos o comportamento infravermelho de nossa
teoria com quebra da simetria de Lorentz no setor fermidnico nos remetendo
a versao estendida do modelo de Bloch-Nordsieck [64], em (2+1) dimensdes,
delineada originalmente no presente trabalho, seguindo estreito paralelo com
as referéncias [71, 72].

5.1 Modelo de Bloch-Nordsieck Estendido para
a QED?,

Com a intengao de examinarmos o limite infravermelho de nossa teoria ori-
ginal, investigando a contribuicao do termo topoldgico de Chern-Simons e do
termo de quebra da simetria de Lorentz, efetuamos uma abordagem nao per-
turbativa recorrendo ao modelo de Bloch-Nordsieck [64] devidamente adaptado
ao cendrio tridimensional com quebra axial de Lorentz.

Em primeira aproximacao, este modelo consiste, operacionalmente, na troca
das matrizes v* por componentes fixas de um trivetor u* na densidade lagran-
giana (2.25), normalizado & unidade, i.e. u? = utu, =1 (para u = 0,1,2)! [71].

1Como mencionado, em nosso modelo redutivel tridimensional, a matriz v2 ndo compéde a
base da algebra de Clifford, mas participa da base quiral do modelo e define, em conjunto com

85
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Por sua vez, em virtude das relagoes 7 = ivgy172 € V5 = 17Y0Y1Y273, as matrizes
T e 75, caracteristicas de nossa teoria redutivel quiral, sao também substituidas
pelos escalares u, e us em nosso modelo de Bloch-Nordsieck estendido (BNE).
Diante destas consideragoes, a equacao de Dirac para o presente modelo na
presenca de um campo eletromagnético externo fixo A* fica expressa por

[(u®0y — eu®Aq(x) — u“baus — mour] () = 0, (5.1)

com a respectiva equacao de Green associada

[iU* Oy — eu® Ay () — u®bous — mou,] G(x,y | A) = =6 (x — y). (5.2)

Para extrairmos de (5.2) o propagador fermionico exato, empregamos o
formalismo de tempo-préprio de Fock [72, 73], delineado na préxima secao.

5.1.1 Formalismo de Tempo-Préprio de Fock

O método de Fock consiste, essencialmente, em buscar uma representagao
integral para a funcao de Green a partir de uma representacao integral do
operador diferencial associado que permita inverter a respectiva equagao de
Green? [72].

Para este fim, a equagao (5.2) pode ser escrita de forma oportuna como

HG(z,y | A) = —6°(x —y) (5.3)

com o operador diferencial

H = iu®04 — eu“An () — u®bous — motir. (5.4)

De maneira semelhante & parametrizagao alfa [55], empregada no célculo
de integrais de Feynman, propoe-se uma representacao integral para o inverso
de (5.4), baseada na extensao analitica da func¢do gama,

o
H—l _ —Z/ dueiu[iuaaa—eu“A(,(m)—uo‘b(,us—mouT+ie] (55)
0

e se escreve a funcao de Green, de forma conveniente, como

as demais matrizes gama, a matriz v5, de forma que atribuimos também uma componente
u3 associada a v3 em nossa versdo do modelo de Bloch-Nordieck. Contudo, evidentemente,
u3 nio participa da relagido de normalizacio do trivetor u#, conforme destacado.

2Esta segio segue paralelamente a referéncia [72].
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[oe]
G(z,y|A) = z/ dvU (v), (5.6)
0
em que a fungao U(v) fica representada formalmente, via (5.2, 5.5), por

U(V) — eiu[iu"‘(’)a—euO‘Aa(z)—u"‘baus—mou,.-&-ie](SS(l, _ y) (57)

Esta funcao, naturalmente, satisfaz a equacao diferencial

—i%U(V) = [iu®0y — eu® Ay () — ubous — Mo, + ic| U(v) (5.8)

aliada & condicao de contorno

U0) =6z —v). (5.9)

Empregando a representagao da funcao delta no espago dos momentos,
pode-se expressar (5.7) por

3
U(l/) _ d D eiK(z,u)7ip.(m7y)+iu[u.p7u°‘bau57mou7.+ie] (5 10)
(2m)? ’ '

em que a funcao auxiliar K (z,v) detém a informacao do acoplamento com o
campo externo e, em virtude de (5.8, 5.9), fica definida por

%K(I, v) = —u0,K(z,v) — eu™ A, (5.11)

K(z,0) = 0. (5.12)

Abordamos este problema de valor inicial langando mao da transformada
de Fourier

K(z,v) / P4 iaepe(q ) (5.13)
v) = v .
x’ (27_(_)3 q7 )
que fornece a equacao inomogénea a coeficientes constantes
0 .
aK(q, v) —iu.gK(q,v) = —eu.A(qQ) (5.14)

municiada pela condicao de contorno

K(q,0) =0, (5.15)
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donde decorre a funcao auxiliar no espaco reciproco

K(q,v) = —eu.A(q)em‘q”/ emiua gy (5.16)
0

Langando méao de (5.6, 5.10, 5.13, 5.16), a fungao de Green G(z,y | A) fica
completamente determinada, sendo expressa de forma resumida por

A [ ddp K (z,v)—ip.(x—y)+ivfu.p—ubous —mour+ie]
G(x, y | ) =1 0 dv We ’ .
(5.17)

5.1.2 Propagador Fermionico
O propagador fermiénico resulta de (5.17) através da média funcional [72]

— fG(l',y |A)So(A)eiSEM(‘)‘3A

G(xay) ISO(A)eiSEA{(SSA )

(5.18)

onde

So(A) = <exp (—ie / dgxw(x)A(x)¢(x)> >F (5.19)

é o valor esperado da matriz de espalhamento no vacuo fermiénico e

mCS

Sew = [0 (P DFL) + B A @FPE) 620

corresponde a acao do campo eletromagnético livre.

Para prosseguirmos com o cdlculo de (5.18) é oportuno destacarmos que o
propagador fermionico no modelo de Block-Nordsieck é puramente retardado.
De fato, invertendo a equagao de Green (5.2) no espago dos momentos na
auséncia do campo eletromagnético externo, segue o propagador cldssico

1

G =— ,
o(p) u.p — u.bus — myu, + i€

(5.21)

que exibe um tunico pélo. Consequentemente, ao tomarmos a transformada
inversa para o espago de coordenadas, o teorema de Cauchy fornece [72, 74|

Go(x —y) =0, sez’ <y (5.22)
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e, naturalmente, na regiao em que z° > y° o propagador fica determinado pelo
residuo.

De (5.22) conclui-se que qualquer processo cujo elemento de matriz envolve
um loop puramente fermionico é nulo, e em particular o tensor de polarizacao
do vacuo. Por conseguinte, o modelo de Bloch-Nordsieck nao acomoda anti-
particulas® e, portanto, o valor esperado (5.19) da matriz de espalhamento é
igual a unidade

So(A) = 1. (5.23)

Sendo assim, a expressao (5.18) se simplifica para

G(z,y) = /G(m,y | A)etEM §3 4 (5.24)

e, lancando mao de (5.17), podemos escrever

G(z,y) = / A e PN G (p) (5.25)
7y - (271_)3 p) .
com
G(p) _ Z/ dyeiu[u.pfuabau@7mou7.+7,'e]+f(u)7 (526)
0
em que introduzimos
e/ :/ei(K(W”SEM)(S?’A. (5.27)

A integral que comparece em (5.27) é gaussiana e pode ser expressa em
termos do propagador do féton livre (2.41) como? [71, 72]

3Esta andlise em nivel de drvore permanece vélida ao incluirmos as corregdes radiativas,
como em (5.18), pois estas apenas deslocam o pélo. Retomaremos esta discuss@o na segio
5.1.3.

4A integral gaussiana n-dimensional pode ser expressa por [39]

/d»ef%z#Mmﬁﬁ @m)" LitmF (5.28)

em que, no contexto das integrais de Feynman, a matriz M corresponde ao inverso do pro-
pagador livre e a matriz J introduz o acoplamento. Em (5.28), o coeficiente de normalizacio

(2m)™ /det(M) simplifica com o denominador de (5.18), suprimido na expressao (5.24) para
favorecer a notagao.
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[estemsengia— e (; / g%k)Daﬁ(k)gﬁ(k)d%) . (529)
onde
« € —ik.x _iu.kv v —iu. 1// e
g (k):—(zﬂ_)g/Qe kagiuk /0 R VR T (5.30)

De (5.27-5.29) vem a funcao auxiliar

2 v ! ’ v " "
f(v) :_2(;6 )3/d3kuaDa5(k)uB/ ek gy / e )" (5.31)
™

0 0

Dando sequéncia ao calculo desta funcao auxiliar, que determina comple-
tamente o propagador exato (5.26), manipulamos o dominio de integracao de
forma a obter uma regido triangular definida por v’ € [0,v] e A= [O,y/],
conveniente para o emprego da parametrizacao alfa, e escrevemos

. 9 v V/ "
flv)=— L 3/d3kuaDa5(k)uﬁ/ dv / dv etk (5.32)
(2m) 0 0

Elaborando, por sua vez, o termo par envolvendo o propagador do féton
(2.41), vem

v , ul . . 82 .,
flv) = —ie2/0 dv /o dv (Fa(l/ ) — —=Fy (v )), (5.33)

ov
com
. d3k3 eiu.kV”
= .34
Fa(v) / (2m)3 m2, — k2 — i€’ (5:34)
" 1 B3k m2, — Ck? N
F - _ cs iu.kv ) .

)= | G R e (53)

Como antecipado, para exponenciar os denominadores e avaliar (5.34, 5.35),
empregamos a parametrizagao alfa [55]

1 i > A—=1_—i(M—ie)a
=i~ TO) /0 daa”™ e , (5.36)
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com Re(\) > 1/2, municiados pela integral gaussiana

/OO dlkeiah® = ¢i5(1-8)d/2=d/2, (5.37)
Procedendo desta forma, a integral (5.34) fica
7" . 7T3/2 o0 - —1 mgsorkg
F,(v )_11/2(2”)3/0 daa™3/%¢ < ! ) (5.38)

Ato continuo, expandindo em série a exponencial que contém o termo de
Chern-Simons e usando (5.36) para resolver a integral em alfa, apds algum
trabalho algébrico, resulta

21% 1 "
( — n) m2t (v —ie) A, (5.39)

¢ V 27r 3 Tl e

A integral (5.35), por outro lado, pode ser decomposta como segue:

1" 1 1 ~ 1"
F(v) = — (mL BP0 + (FP0). (5.40)
onde
" d?’k 1 . "
F(l) :/ u. kv 41
o V)= | G R =i (5-41)

3
(2) N d k ]‘ iu.ku”
F, = — . 5.42
b () /@m%W+MW%—W—@e (5:42)

Exponenciando o denominador de (5.41) e avaliando a integral gaussiana
nos momentos, temos

F(l)(y”) _ 7;_3/2 7'['3/2 /OO dﬁ/ daﬁ a+/3) 3/2 —1m2 a— 4(‘04/J/rﬂ) (5 43)
’ I'(2) (2m)3

de forma que, efetuando a mudanca de variaveis

a= X
B=A1-¢) (5.44)
J(aaﬁ;)‘vg) = -

segue
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” /2 —1 m2‘)\ V;’:
Y ):—¢—3/27T / d/\/ de(1 — &N\ %e ( B )

3

Expandindo novamente a exponencial com o termo de Chern-Simons e tendo
em conta (5.36), decorre

" 821 1 1\, » 1 1 1
(1) 22T ,

F = r(-= - — 1=

b )= (2m)3 [4m2 < 2> (v —ie+ mé <2> v’ —ie

T md, ni_oj ol (1 —”> ' —ie)Q”‘ll : (5.45)

Seguindo o mesmo procedimento para (5.42), empregamos a parametrizagao
alfa e efetuamos a integracao gaussiana nos momentos, obtendo

2n
n

//2

. 3/2 i
R0 == Es [T a8 [ datas ootz (sag

Levando em conta novamente (5.44), expandindo em série a exponencial
envolvendo o paramentro de Chern-Simons e usufruindo mais uma vez de (5.36),

resulta
" 213/2 1 1 1
F(Z) :_'7277 _T(=
I e 2) v i "

* Z ] 4n ( - n) v - ie)z"‘l] : (5.47)

Retomando (5.33) e diferenciando (5.45) e (5.47), avaliamos as integrais
pertinentes como segue

/du/ av' F,(v") ?;S;QF(D {VJruln <Z:)]

21 2n 1 9 V2n+1
- — o 5.48
m)3 £ Tl ( n) Mhes 2n(2n+1)’ (5.48)
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v ’ Vl " 62 (1) " 27'['3/2 1 1 m 1 2
d d F, = I (= — nt
/0 V/o v gt ) = T Zn' o \2 ")

- (5.49)

v ’ V/ " 32 (2) " 271-3/2 1 > 1 m2n 1
aw [ L gy 2 LS mE (LN
A v /O 14 (91/”2 b (V ) (27‘1’)3 mgs nz::Q nl 4n 5 n|v

(5.50)
Colecionando (5.48-5.50) advém a expressdo exata para a fungao auxiliar
(5.33), que se demonstra independente da escolha do gauge arbitrario ¢,

-8 () o)

3/2 2 ol-2n n+1
2_271'/ 2 (1—n> on YV

T \2 Mes 9n(2n + 1)

i i mey (1 - n) pnt (5.51)
3 4n 2 ' :

A expressao (5.51) revela nitidamente a divergéncia logaritmica do propa-
gador fermionico no limite infravermelho da teoria, evidenciada pelo regulador
€ no primeiro termo. Este resultado reitera, de forma conclusiva, que o termo
de Chern-Simons nao remove esta divergéncia, como previamente mencionado.

O propagador fermionico completo tem sua representacao integral exata
definida por (5.26) e (5.51). Agora, retendo apenas as corre¢oes quanticas
dominantes em 1-loop, podemos efetuar a integracao (5.26) em sua plenitude,
com o auxilio de (5.36), expandindo a exponencial de f(v) até primeira ordem
na constante de acoplamento e? como a seguir

o0 ) o ) 273/2 1 ;
=i [ et (132 (1) o ()

n 7.‘.3/2 o 217277. (1 ) o V2n+1
—n

T \2 Mes 9n(2n + 1)

o73/2 2 2n2 1 _—
sznl 4n (2_”)1/

93/
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1 N 2m3/2_ 71 1
e -
—u.p + u®byus + Moty — i€ (2m)3 2 ) (—u.p+ u®byus + Moty — i€)?
9l=2np2n (1 T (20 +2) (—1)~"~!
3 Z Mg T ( TL> ( n+ ) ( )

2 2n(2n + 1)(—u.p + u®bsus + meou, — ie)?n+2
3/2 e 2n 2 1 1
- = —n|T@2n)(-1)"
3 4n (2 n) (2n) (=1) (—u.p + u®byus + mou, — i€)?n
27r3/2 n [, o : iv
2 - wu.p—u*bous —meur+ie] o
r d 1 . .52
+e B (2>/0 ve z/n< e) (5.52)

Empregando o software para o calculo da tltima integral em (5.52), que
compreende a singularidade infravermelha, resulta

00 .
dvet” vlu.p—ubaus— mouf+ze] _w _
0 €

=14 Yeuter +In(€) +In (u.p — ubyus — Moy, + ic) (5.53)
o (—u.p + u®bgus + Moty — i€)? ’ '

em que Yeuler ¢ a constante de Euler-Mascheroni®.

Tendo em conta (5.53), o propagador fermioénico a 1-loop fica expresso por

1

—u.p + ubyus + Mo, — i€

91-2n gg 1 T (20 +2) (1)1
)3 Z L (2 a n) 2n(2n + 1)(—

w.p + ubgus + mou, — i€)2nt2

G(p) =

3/2

m Z o Z . <; n) I (2n) = - D™ -

w.p + u®bgus + Moty — ic)

227r

+e

22152 (1> Yeuter +1n(€) +1n (up — ubaus — mour +ic) (5.54)

(2m)3" \ 2 (—u.p 4+ u®bsus + mou, — ic)?
Este propagador compreende uma das contribui¢oes mais significativas de

nosso trabalho original, pois ressalta a conhecida divergéncia do infravermelho
também em nosso modelo tridimensional, em concordancia com a literatura

5A constante de Euler-Mascheroni é definida pelo limite da sequéncia [68]

n
. 1
Yeuler = nILmoo < E P hm) =0,5772...

k=1
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dedicada & QFE D3 [9-11, 71], e enfatiza o fato de que tanto o termo topoldgico de
Chern-Simons quanto o termo de quebra da simetria de Lorentz nao a removem,
generalizando os resultados de [71].

Para efetuarmos uma anélise comparativa do comportamento infravermelho
da QFE D, com nosso modelo BNE, tomamos, por simplicidade, o limite fisico
em que mes ¢ pequeno em comparacao a massa fermiénica m,, por exemplo,
como sugere a evidéncia experimental, retendo em (5.54) apenas os termos até
segunda ordem na massa topoldgica

G(p) — 1 672 Yeuler
—u.p + ubaus + mou,; —ie 4w (—u.p + u*bous + Mo, — ic)?
E m2, ﬁ In (u.p — u¥bgus — Moty + i€)
167 (—u.p + u®bous + mou, —i€)* 4w (—u.p + u*baus + mou, — i€)?
2
1
¢ n(e) (5.55)

47 (—u.p + ubgus + Moty — i€)?’

Por outro lado, no modelo de Bloch-Nordsieck quadridimensional genuino,
o propagador fermiénico se resume a [72]

1 w.p |8 1 u.p
o=t L L (iR o),
(p) —u.p+m m —u.p+m +fln m +0(ac)

(5.56)
em que m é a massa do elétron e 3 é definido por
Qe
=——(3- 5.57
f=-553-0), (557)

com ( correpondendo ao parametro de fixagao de gauge.

Examinando (5.56), observa-se que a divergéncia infravermelha ¢é logaritmi-
ca, assim como ocorre em nosso propagador (5.55). Contudo, no modelo qua-
dridimensional a divergéncia pode ser exponenciada no parametro 8 (5.57), em
contraste com o modelo tridimensional (5.55). Por este motivo, o limite do
infravermelho em trés dimensoes é mais delicado do que em sua contrapartida
quadridimensional.

Sobretudo, apesar do comportamento peculiar dos modelos em (2+1) di-
mensoes a baixas energias, os teoremas de Bloch-Nordsieck e KLN [39] fornecem
indicios de que em nosso modelo unitario com férmions massivos a divergéncia
infravermelha pode ser evitada se construirmos a se¢ao de choque envolvendo
todos os estados iniciais e assintéticos de um processo de espalhamento, rede-
finindo o espaco de Fock para estados coerentes do campo de radiagao [9].
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5.1.3 Antiparticulas

Retomando o propagador fermionico geral (5.54), que compreende as corre-
¢oes radiativas em I-loop, é evidente que este exibe apenas um tnico pdlo, que
coincide com o do propagador classico (5.21), e, portanto, permanece pura-
mente retardado, como antecipado. Consequentemente, o tensor de polarizacao
do vacuo, cuja parte imagindria relaciona-se com o processo de criagao de pa-
res particula-antiparticula “vestidos” por suas respectivas auto-energias, é nulo.
Destarte, conclui-se que nosso modelo de Bloch-Nordsieck estendido, de fato,
nao acomoda antiparticulas.
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Capitulo 6

A Teoria Estendida no
Setor do Foton e Correcoes
Radiativas

Neste capitulo, daremos énfase a proposta de extensao da QQE D3 redutivel
no setor do féton, concebida no Capitulo 1, construindo um modelo efetivo
par sob C'PT e investigaremos as corregoes radiativas atreladas a quebra da
simetria de Lorentz na aproximagao de I-loop.

6.1 (QFED3; Redutivel com Quebra no Setor de
Gauge

A densidade lagrangiana (1.19), proposta originalmente no cendrio tridi-
mensional em nosso modelo relativistico de campo, abriga uma rica fenomeno-
logia com variada sobreposi¢ao com a fisica da matéria condensada, fornecendo,
por exemplo, uma abordagem efetiva adequada para sistemas planares que exi-
bem o efeito magneto-elétrico [34], contemplado brevemente no Apéndice E.

Assim, introduzindo o acoplamento minimo entre os campos fermiénico e
de gauge, nosso modelo efetivo para a QQF D3 redutivel quiral com quebra no
setor do féton é descrito pela densidade lagrangiana

L(@) = G(a) i = mor)b(a) — 7 F () Fy (@) — () A} @)

99
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mCS

e 0, (@))” + T o A* (@) P (@) = { R @) F (2, (6.1

com o tensor adimensional de quebra R,g,,, fixo e exibindo as mesmas propri-
edades do tensor de curvatura (1.18) [3, 63].

Frente a estas propriedades, em (2+1) dimensoes é convidativo decompor o
tensor de quebra como [63]

Ra)\p,u = Raug)\n + R)\ngap - Rang)\u - R/\ugan

1
_§R (gocug)\n - gang)\u) s (62)
em que
1 1
Rey = 3 (UaVy + Uyva) — ZU-UQW (6.3)

é o andlogo do tensor de Ricci [63] e

R=R] = iu.v (6.4)
¢ o andlogo da curvatura escalar [63], com u, e v, trivetores adimensionais
fixos que parametrizam completamente a quebra da simetria de Lorentz no
espaco-tempo tridimensional®.

Sendo assim, a expressao geral para o nosso tensor de quebra é escrita como

1 1
Ra)\u,l/ =35 (uavy + upva) 9xn + - (U)\Ul, + ullv)\) Jau

2 2
_5 (uozvn + U'qva) Ip — 5 (uz\vu + U;ﬂ]/\) Jan
b)
_gu‘v (gap,g)\n - gangA,u) . (65)

Lancando mao desta relacao, delineamos a seguir, em carater original, o
propagador exato do féton no presente modelo.

1Reiteramos, conforme destacado no Capitulo 1, que o tensor de quebra Ra gy, submetido
as relagoes (1.18), apresenta apenas seis parametros independentes em trés dimensoes, sendo,
com efeito, completamente determinado por dois trivetores independentes.
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6.1.1 Propagador do Féton

Naturalmente, o propagador do féton consiste na funcao de Green associ-
ada & equagao de movimento nao homogénea do campo A¥(x), na presenga de
uma fonte puntual localizada. Portanto, extraindo da densidade lagrangiana
(6.1) as equacoes de Euler-Lagrange, escrevemos

[gaﬁaﬂau — (0005 + Mes€angd — 2RawaAaﬂ] AB(z) = 0, (6.6)

donde decorre a equagao nao homogénea, no espaco dos momentos,

|:7gaﬁp2 + Epapn - imcseapﬂp# + QRa)\,qu)\pu} D" (p) = 5((374 (67)

em que D"’ (p) é o propagador do féton e C=1+1 /¢, com ( representando o
parametro arbitrario de fixagao de gauge.

Analisando a estrutura tensorial da teoria, concluimos que a expressao mais
geral para o propagador é dada por

D" (p) = C1g"° + Cop"p® +iC3e" py + Cyu"v° + Csuv" 4+ Couu’ + Crv"v°

—I—C’ggp"u“—i—ngu”pU+C24p7’v"+Cgsv7’p”—H'Cge"”’\u)\—l—nge”")‘v,\—i—iClo(p>< u)"u’
+iC11(pxu)?uT+iCra(vxu) u” +iCh3(vxu)u+iCra(vxp) u+iCrs(vXp)Tu”
+iCie(pxu)"v7+iCr7 (pxu) v"+iCig(vxu) v +iChg(vxu) v"+iCo0 (v X p)° 0"
+iCs1 (v X p)"v7 4+ iCo(p x u)"p? 4+ iCo7(p x u)7p" 4+ iCag(p x v)"p°
+iCa9(p x v)7p" +iCs0(u x v)7p" 4+ iCsy1 (u x v)"p?
+iCs2(u x v)"(u X v)7 + iCs3(u X p)"(u x p)? +iCs4(v X p)"(v X p)?
+iCs5(vxp) T (uxp)?+iCs6(uxp)?(vxp)? +iCs7(vXp) T (uxv)? +iCsg(uxv)T(vxp)”
+iCs9(u X v)"(u x p)? +iCyo(u x p)"(u X v)°, (6.8)

em que os coeficientes Oy = Ci(p), com? k = 1,...,40, sdo fungdes do trimo-
mento p do féton. Introduzimos ainda em (6.8) a notacio e*#"k,js = (kx j)"
para a contragao de dois trivetores arbitrarios k* e j# com o tensor de Levi-
Civita, que empregaremos doravante ao longo de nosso texto.

2Naturalmente, os indices k que rotulam os coeficientes ndo devem ser entendidos como
indices de Lorentz.
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Tendo em mente o ansatz (6.8), desenvolvemos a equacao (6.7) e recorremos
a independéncia linear de cada termo do propagador para obter um sistema
determinado de equacoOes lineares que, apés um laborioso trabalho algébrico
efetuado com o auxilio do software, fornece o propagador exato determinado
por

2(—4 + 5u.v) — 8p.up.v
Ca(p) = p*( ) — 8p.up

=4 , 6.9
—16m2,p? + [p?(—4 + du.v) — 8p.up.v]? (6.9)

Ca(p) = @ {51—1 — 4[p*(—4 + bu.v) — 8p.up.v].

- (256miL, (p%)? + [p*(4 — Bu.v) + 8p.upv)?[(p?)*((—4 + uv)? — 16uv?)
—16p°* (—4+u.v)p.up.v+64(p.u)?(p.v)*]—32m2,p* [(p°)*(—4 + w.v)(—4 + Su.v)+
+64(p.u)?(p.v)* = 8p” ((p-(u x v))* — 8p.up.v + 6u.vp.up.v)]).
([~16m2.p? + (p*(—4 + 5u.v) — 8p.up.v)?.
[256m2,p? — 32m2, (p* (p*(—4 + u.v)(—4 + Su.v) — 8(p.(u x v)?)
+4p? (12 — Tu.v)p.up.v + 32(p.u)?(p.v)?)) + (p? (4 — 5u.v) + 8p.up.v)?.
(16(pu)?0 + p2((—4 + w)? — 16u20?) — 8(—4 + w.v)p.up.v + 16u%(p.v)2)]) ‘1} :
(6.10)

N 16mcs
- 16m2,p? — [p2(4 — bu.v) + Sp.up.v]?’

C5(0) (6.11)

Cy(p) = —16[p*(—4 + bu.v) — 8p.up.v]*[—16m? p? + 16im.sp*p.(u X v)

+(p?(—4 + 5u.v) — 8p.up.v)(p*(—4 + u.v) — dp.up.v)].
A[16m2,p® — (p°(4 — 5u.v) + 8p.up.v)?].
- [256mg,p® — 32m2, (p®(p*(—4 + uw.v)(—4 + 5u.v) — 8(p.(u x v))?)
+4p® (12 — Tuv)u.pv.p + 32(p.u)*(p.v)?) + (p°(4 — 5u.v) + 8p.up.v)’.
(16(p.u)*v® + p*((—4 + uv)? — 16u*v?) — 8(—4 + w.v)p.up.v + 16u*(p.v)?)] }71 ,

(6.12)
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2
Cs(p) = p? {pQ (1 + iuv) - 2p.up.v] [—mcspz(mcs + ip.(u X v))

1
—|—E(p2(—4 + 5u.v) — 8paup.v) (p*(—4 4+ u.v) — 4p.up.v)] .

1
. { {mgspQ - 1—6(])2(4 — bu.v) + 8u.pv.p)2} .

[Pt A w4 ) = 8(a x o)

1
+4p*(12 — Tu.v)u.pv.p + 32(u.p)?(v.p)?) — %pz(ﬁ(ll — 5u.v) + Su.pv.p)?.
- (16(up)®v® + p*((—4 + u.v)?® — 16u*v?) — 8(—4 + w.v)u.pv.p + 16u*(v.p)?)] }
(6.13)

Co(p) = —p? [p2 (—1 + iuv) - 2p.up.v] "L 1 (p)ldeno(Cy), (6.14)

C+(p) = —64[p* (4 — 5u.v) + Su.pv.p]*[(p.u)? — p*u?]deno(Cy), (6.15)
Cho(p) = —256m[p*(—4 + 5u.v) — Su.pv.p]?[p?v? — (p.v)?]deno(Cy), (6.16)

C11(p) = 256mes[p?(—4 + 5u.v) — Su.pv.p][p?v? — (p.v)?]deno(Cy), (6.17)

C14(p) = 64mes[p*(—4 + Su.v) — Su.pv.p).
[16m2 p? — 16imespp.(u x v)
—(p*(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p)(p*(—4 + u.v) — du.pv.p)]deno(Cy), (6.18)
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Cis(p) = —Mesp® {pQ (1 + Zuv) - 2u.pv.p] .
[mesp? (mes +ip.(u x v))+

+1—16(p2(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p) (p*(—4 + u.v) — 4u.pv.p)} deno(Cs), (6.19)

Ci6(p) = C14(p), (6.20)

C7(p) = 6415 [p* (—4 + 5u.v) — Su.pv.p|.
[=16m2p? — 16imespp.(u x v)+
+(P*(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p)(p*(—4 + u.v) — du.pv.p)]deno(Cy), (6.21)

Cao(p) = 256mes[p? (4 — 5u.v) + Su.pv.p?[(p.u)? — p*u?]deno(Cy),  (6.22)

Ca1(p) = —Ca(p), (6.23)

16

Caa(p) = p—QLpQ(—él + 5u.v) — 8u.pv.p]*.

[64(uw.p)?(v.p)* + (p*)?(—4 + 5u.v) (4u.pv® + (—4 + u.v)v.p)
—16p%v.p (mis + imesp.(u X v) + w.p(2u.pv? — 4v.p + 3u.vp.v))]deno(04),
(6.24)

16

Cas(p) = ?@2(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p)*.

[64(uw.p)?(v.p)* + (p*)?(—4 + 5u.v) (du.pv® + (—4 + uw.v)v.p)

—16p%v.p (mis — imesp-(u X v) + u.p(2u.pv? — 4v.p + 3u.vp.v))]deno(04),
(6.25)

16

Coy(p) = P[102(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p)?[—16m2 p*u.p + 16im.sp*u.pp.(u x v)+

+(p*(—4 + 5u.v) — Su.pv.p) (p*(—4 + w.v)u.p — 8(u.p)?v.p + 4p2u2v.p)]deno(04),
(6.26)



6.1. QEDs REDUTIVEL COM QUEBRA NO SETOR DE GAUGE 105

16 .
Cos(p) = p—z[pQ(—Zl + 5u.v) — Su.pv.p?[—16m2,p*u.p — 16imesp*u.pp.(u x v)+

+(p?(—4 + 5u.v) — Su.pv.p) (p* (—4 +u.v)u.p — 8(u.p)?v.p +4p*u?v.p)deno(Cy),

(6.27)

64m
2

+(p*)?(—4 + 5u.v) (duvv? + (=4 + u.w)v.p)

Cas(p) = [p?(—4 + 5u.v) — Su.pv.p) [64(u.p)2(v.p)3

—16p%v.p (mzs — imesp-(u X v) + w.p(2u.pv? — 4v.p + 3u.1}p.1}))] deno(Cy),
(6.28)

Car(p) = 64;265 [p?(—4 + 5u.v) — Su.pv.p) [64(u.p)2(v.p)3

+(p?)?(—4 + bu.v) (du.vv? + (—4 + w.v)v.p)
—16p*v.p (mgs + imesp.(u X v) + w.p(2u.pv® — 4v.p + 3u.vp.v))] deno(Cy),

(6.29)

64mc$ 2 2 2 . 2
Cas(p) = — o [p*(—4+5u.v) —8u.pv.p|[16m: p u.p+16imsp“u.pp.(u x v)—
—(p*(—4+5u.v) — 8u.pv.p) (P*(—4 + u.v)u.p — 8(u.p)?v.p + 4p*uv.p)|deno(Cy),
(6.30)

64mes ; o 2 2 : 2
Cao(p) = 2 [p?(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p|[16mZ,p u.p — 16imsp~“u.pp.(u X v)—

—(p*(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p) (p* (—4 +u.v)u.p — 8(u.p)?v.p +4p*uv.p)deno(Cy),
(6.31)

Cs3(p) = 1024im§s [pQ(—4 + bu.v) — 8u.pv.p] [p2112 — (p.v)Q]deno(C4), (6.32)

Cs4(p) = 1024im? [p*(—4 + 5u.v) — Su.pv.p|[p*u® — (p.u)?]deno(Cy), (6.33)
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Css(p) = —256im?2,[16m?2 p* 4+ 16imesp°p.(u x v)
—(p*(—4 + 5u.v) — Su.pv.p)(p*(—4 + u.v) — 4u.pv.p)]deno(Cy),

Ca6(p) = —256im?2,[16m2,p* — 16imesp*p.(u X v)
—(p*(—4 + 5u.v) — 8u.pv.p)(p*(—4 + uw.v) — 4u.pv.p)]deno(Cy),

(6.34)

(6.35)

e com os demais coeficientes nulos. Em (6.14-6.35), os referidos coeficientes
compartilham os mesmos denominadores de Cy(p) ou C5(p), denotados por
deno(Cy) e deno(C'), respectivamente, favorecendo a concisao das expressoes.

O propagador (6.8-6.35), caracteristico de nosso modelo tridimensional, con-

siste em uma das contribui¢oes mais notaveis de nosso trabalho.

Com o propésito de evidenciarmos as contribui¢oes preponderantes da que-
bra da simetria de Lorentz, adotamos uma abordagem perturbativa, em con-
sonancia com a praticada no caso da teoria com quebra fermionica, e expandi-
mos o propagador exato em poténcias dos trivetores u* e v#, retendo apenas

os termos dominantes de segunda ordem, culminando em

Co(p) = 1 1 1 1 n 5 UV
T T R o2, 1R - ml,)?
5 m?2 u.v m2

C()_i LR — u.v+4 Mhes up.v
B T Y ) L (T T
p2
C =C =
4(p) 5(p) (pg — mgs)Qv
mCS
014(p) = CIG(p) = (m2 — p2)27
cS
mCS
C’15(p) = 017(]?) = (mg _pg)g’
p.v

Ca2(p) = Cas(p) = —

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)
(6.40)
(6.41)

(6.42)
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Cas(p) = Cas(p) = — T mEy (6.43)
Cas(p) = o5 (6.44)
— 2, .
T R =
1 m
C = < v, 6.45
)= g, — (64
1 m
Cas(p) = — 3P 6.46
28(p) p2 (mgs p2)2p U, ( )
1 Mes
C =———5—55D- 6.47
29(p) p2 (mgs _p2>2p U, ( )
m2, 1
C35(p) = O36(p) = —Zpigm, (648)
com os demais coeficientes nulos e, langando méao de (6.18), decorre
Dna( )— 1 = 2 mcb+p v ) mzs‘FPQ wwl g™
Pz = T, = T a2

N [~11 + L 1 1 +§ v ]p”p”
C—1()?% pPp*—m2,  4(p*—md)?
1
p?

+i |: 1 Mes 5 Mes 44— cs :| no
— - = UV paup.v| € py
pPmZ —p*  2(mZ, —p?)? (m, —p?)?
2
P p.v
(u"07 + uv") (p"u” + p7u”)
(p? —mZ,)? (p* —mi,)?
p.u Mes o o
7(]7 _ m ) (p v? +p 1)77) Z(mg p2)2 [(U X p) u (U X p)ﬂu }
. m, o g
—1 2 = 2 2[(u><p) —(uxp)”v ]
(mZs —p?)
. Mes
+ (mg 7p2)2 [(p X u) p - (p X u) p ]
. Mes p
+ (mg — p2)2 pig [(p X 'U) p (p X ’U) pn]
m? 1

W —m2)? [(v % p)"(ux p)7 + (ux p)"(v x p)7] + O(?,v*).  (6.49)
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Como verificagao da expressao (6.49), cabe apontar que, tomando os trive-
tores de quebra nulos, recuperamos o propagador livre (2.41), como esperado.
Este propagador serd empregado, no préximo capitulo, no célculo do potencial
eletrostatico no presente modelo.

A seguir, determinaremos as correcoes radiativas, todavia, na auséncia do
termo topoldgico de Chern-Simons. Assim, adotando o gauge de Landau 5 =00
e tomando m.s = 0, o propagador (6.49) traduz-se em

1 p'p? 1 P\ 5 p.up.v
D" (pimes=0)=—— [¢17 =) — = [ ¢g"° — —u.v+ 2 ne
(p3m )= (g p? > p? <g 2 ) AT et

1
4

p2

(w0 +u0") — [pu(P"u’ 4+ p°u) + pau(pTv? + p°u)] + O(u?’7 v3),

(6.50)

1
(p?)?

sendo protagonista nos célculos seguintes®.

6.2 Correcoes Radiativas

Tendo em vista os desdobramentos fenomenoldgicos de nosso modelo, re-
servados ao Capitulo 7, abordamos em seguida as contibuigoes quanticas asso-
ciadas as flutuacoes dos campos, em primeira ordem na constante de estrutura
fina a. e em segunda ordem nos parametros de quebra u* e v*.

Neste contexto, ressaltamos que na ordem de aproximacao empregada o
tensor de polarizagao do vacuo nao recebe contribuicoes dos termos de que-
bra no presente modelo, pois envolve um loop fermionico, sendo, portanto,
determinado por (3.30, 3.35-3.37). Sendo assim, procederemos as corregoes de
auto-energia fermionica e do vértice eletromagnético, representados respectiva-
mente pelas Figuras 1 e 8, com a quebra da simetria de Lorentz devidamente
incutida no propagador do féton.

6.2.1 Auto-Energia Fermionica
Em 1-loop, a auto-energia fermionica fica definida por
. &3k Y 7
iX(p) = W@Dpw(k‘)(—zev )iSo(p — k) (—iey”), (6.51)
3Contraindo o trimomento p* com o propagador (6.50) obtém-se um resultado nulo, como

em (3.78), que corrobora a validade de nosso resultado, evidenciando a conservacao da carga
elétrica e a simetria de gauge.
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com os propagadores do f6ton e do elétron expressos por (6.50) e (2.31), res-
pectivamente.
De forma oportuna, podemos decompor (p) como

Y(p) = Xo() + Zuu(p), (6.52)

em que

a3k 5 1 EREY\ Y (P — K+ moT)
n — ;02 1 . o puyo H
o) =i [ s (14 o) 32 (7 = ) o
(6.53)
é auto-energia da QQ E2D3 redutivel sem o termo de Chern-Simons, afora o coe-

ficiente (5/4)u.v, e
Bk k.uk.v
Euv = —ie? 2 no
01 =-ic* [ G {2

1
+— (uHv” + uot) — [ko(k*u” + kY ut) + kau(k 0" + k”v“)]} .

k2

1
(k?)?
1
(R

captura a contribuicao do tensor de quebra da simetria de Lorentz a auto-
energia.
Desenvolvendo os produtos matriciais pertinentes, temos

]ﬁ - k + moT) Tv (654)

Y (Pp— Kk +mor) vy = —p+ K+ 3moT, (6.55)
K (p—K+mor) k= —k*p+2kpk — kK + k*mor, (6.56)

(UMUV + quM),yH (P - k + moT) T =
= —2u.vp + 2uvf + 2mou.vt 4 2(u.p — w.k)p + 2(v.p — v.k)ih, (6.57)

(K u” + kY ut)y, (ﬁ — k4 mOT) Yy =
= —2u.kp + 2u.pk — 2k>h + 2mou.kT + 2k pil, (6.58)

(k“ful’ + k”U“)’yu (p — k + mOT) Y =
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= —20.kp + 2v.pf — 2k + 2mov.kT + 2k py. (6.59)

De posse destes resultados, retomamos (6.53, 6.54) e elaboramos algebrica-
mente as expressoes, culminando em

5 y } .
So(p) = —ie” (1 + 4u~v) [27“1&2) (p) = 20°7° 18 (p) + 2mor IV (p) | (6.60)

) “(4 . -
Sun(p) = 2ie2u v pI Y (p) + 2ie*uvPIE), (p)
. 2(4 . 7(4
+2w2u°‘vﬁléﬂ) (p)mot — 2ie? [u.pvo"y + v.pu“vﬁ] Iéﬂ) (p)
—2i62u.vpf(1)(p) + 2ie2uvIM (p)ymor + 2ie*u.vy* 1P (p)

+2ie? [u.py + v.p] IV (p) — 2ie? o™ + pu] p° 1.3 (p), (6.61)

onde introduzimos as integrais auxiliares

. > 3k 1 1
1
0=~ G oo (662)
S2) 1\ _ > B 1 ke,
G e e A e e A
o Bk 1 k
3 _ (e}
Yo --| Gy 09
3
2(4) B d’k 1 kokg
IO(B (p) - _/ (27'[')3 (k2 _ mgr)z (p — I{;)2 — m(Q)7 (665)
3
~(5) B d°k 1 kokgky
Iaﬁ)\(p) - _/ (27_[_)3 (k2 . m%ﬂ)2 (p _ k)g - mg’ (666)

as quais, afora o emprego explicito do regulador infravermelho m;,., guardam
estreito paralelo com aquelas introduzidas em (3.19-3.22) e se encontram deli-
neadas no Apéndice B.

A auto-energia fermionica (6.52) fica, portanto, determinada a 1-loop e em
segunda ordem nos trivetores de quebra por (6.60) e (6.61).
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6.2.2 Vértice Eletromagnético

Conforme discutido no Capitulo 3, as flutuagoes dos campos fermionico e
do féton induzem corregoes quanticas ao vértice eletromagnético, responsavel
por introduzir a interacao entre os mesmos. Em primeira ordem em a., esta
contribuicao ao vértice é expressa por

. G . Bk ) .
—iel',(p ,p) = 7163/ (27T)3ZD (K)viSo(p — k)v"iSo(p — k)Va.  (6.67)

Novamente, desenvolveremos o cédlculo do vértice “on shell”, com os campos
fermionicos externos ao vértice projetados em seus valores livres,*

pur (p) = moTu,(p)

Ug (p/ )p = Us (p, JmoT.

Deste modo, decompomos convenientemente o vértice (6.67) como

’

—ietis(p )Tu(p , p)ur(p) = —iets(p )TV (0, p)ur(p) — ietis(p )T (0, p)ur (p),

(6.68)
em que
. ’ ’ ; 5
ien (TP ) =~ (14 Fu0 ) I0W .0 (0.00)
—ietis (p )T (9, pun(p) = —* 10 (0, p), (6.70)
com as integrais Ivl(to) (p/,p) e Iul(tq)(p/,p) definidas por
$Br 1 kekY
JO)p — gy — 1
(r.p) = / on) 2 <g 12 > -
NG % (pl —F+ meT )yH (? —F+ MoT)Va
. (), 6.71
)T =l — k=g ) o
e
90 p) =100 p)+ IE @ p) + I . p), (6.72)

. e . . ~ . . — ’ .
4Enfatizamos aqui a nitida distingdo entre os spinores livres @s(p ), ur(p) e o trivetor de
quebra u*, que ndao devem ser confundidos.
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onde

oy Bk kukv P —ktmer  p—E+mer

I(‘I) :2/ U v v T

A“(p 7p) (27‘[’)3 (k‘2)2 u (p )’Y (p/ . k)Q . mg’y,u (p . k)Q _ mg’y u (p)v
(6.73)

2 ! Pk 1 a, v v, a
Igi(p,p)Z/Wﬁ(u 0¥+ uv®).

P —Kk+mer  p—k+m,r

W — k)2 —m2 “(p— k)2 —m2 Yalr(P); (6.74)

s (p )y

Bkl
I8 p) = / 2 7 [ko(k®u” + K u®) + kau(k®v” + k v®)] .

p—k+mer  p—ftmor

O e ey

Recordando (3.87) e (3.89), a integral (6.71) fica®

2fyauT( ). (6.75)

1Om(p' p) = —4p . py" X (p,p) + 4mom X (p , p)

+29"(p +p) Xa (P, P)—4(0 +9)" 1" Xa (P, D) 129 X (0, p)+47"D " Yas (0, ),
(6.76)
donde decorre o vértice (6.69).
As integrais auxiliares que compdem (6.76), regularizadas no infravermelho,
encontram-se elencadas a seguir e desenvolvidas no Apéndice B

, 3k 1 1 1
500 = [ G e 07

/ d3k 1 1 ka
Xa(p,p) = , : 6.78
v = o O™
d3k 1 1 kakgs

Yoo 0) = [ (o Py oy y gy g s e AN

5Mantendo o critério de notacio adotado no capitulo 3, doravante omitiremos a mencao

. . — ’ . . ~ 3 .
aos spinores livres 4s(p ) e ur(p) no segundo membro das integrais que compdem o vértice,
como em (6.76), favorecendo a economia de espaco.
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, &Pk 1 1 kokis
Ya 3 - 7 . 6.80
@ = [ e 2wk —me e —mz (80

Usufruindo ainda de (3.87), segue a integral (6.73)

10, p) = 8p . py"utv®Yap(p,p) — Smorg" u v Yias(p', p)

—8y1(p + P u v Yaus(p,p) + 80 + )V u P Yaus (0, p)

+29"uv° Xap(p,p) — a1 Y P (p, p), (6.81)
onde
, d3k 1 1 kakgk)\
v _ 6.82
a/BA(p ap) / (27r)3 (k:2 — m?r)Q (p' — k)2 _ mg (p _ k)2 — mg’ ( )
, A3k 1 1 kakgk)\kn
Yapan(p ,p) = / (27)3 (k2 — mzzr)Q W —k2—m2(p—k)?— mg’ (6.83)

assim como as demais integrais auxiliares, encontram-se no Apéndice B.
Na sequéncia, elaboramos os produtos matriciais pertinentes a (6.74, 6.75),
obtendo

(u™v” + u”v®) ﬂs(p/)% (p/ —f+ moT) o (p —k+ mOT) Yoty (p) =
= {4(p/.vp.u + p/.up.v) — 4(p/ +p).uk.v — 4(p/ + p)vkau + 2u.vk2} ~H

+2 [p/ oYk + p.vk;/w“] + 2 [p,.wy”y/ﬁk + p.ukyé’y”}

—2K%ury — 2k*vteh — duvkMf + du.kk*y + dv kkP oy, (6.84)

(k“u” + K u®)is(p )V (p' —F+ mor) V(P — F+ moT) Yaur(p) =

= 4(p/.up./c +p/.k‘p.u) - 2k2(p/ +p)u— 4u.k(p/ +p).k+ 2k2u.k} yH
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+2 [p'.kwmé + p.kk%’y“] + 2Kk — 2k U, (6.85)

(k%" + kyva)as(p/)’}/u (}’jl —k+ moT) o (}’j —F+ moT) Yatir(p) =
= [4(p/.vp.k; + p/.kp.v) — 2k;2(p/ +p)v— 4v.k(p/ +p).k+ kav.k} ~H

42 [p’ Kk + p.k,;égmﬂ] + 2k kg — 2k20R. (6.86)
De (6.84-6.86) resultam (6.74) e (6.75)

I p) = {4(p'~vp.u +p upv)X(p,p) — 4 [(p' +p)uv® + (p +p).ou®| Xo(p

+2uvg*? X op (p'7p)} P42 [p'-w“%v“ + pm"%v"} Xo(p',p)
+2 [p'~uv“¢7°‘ +p-u7“¢”y"} Xo(p',p)—20"49% Xop(p , p)—20"9hg%° X o5 (1, D)

— 4. vy, X (p/7p) + dun p X (p,,p) + 4Ua¢XaM(p/,p), (6.87)

I ,p) = — [4(19 ap®v® +p p®u® + paup v? +pup w?)Yas(p ,p)

—8uv*(p +p) Yasr(p ,p) —2(p +p).uv*Xa(p ,p)
=200 + p)ou Xa(p',p) + 400 Xaa(p', )| 7"
—2|p VP +p Pyt + pruPy eyt +p°‘uﬁvA¢7*‘} Yopr(p ,p)

—2[vath + uayf]X"“(p/,p) + 2 [0*uty P + u oty Xag(p/,p). (6.88)

A partir de (6.81, 6.87, 6.88), fica determinada a integral (6.72) e decorre o
vértice (6.70).

Colecionando as expressoes que determinam (6.69) e (6.70), o vértice eletro-
magnético (6.68) fica completamente estabelecido na aproximagao “on shell”,
a 1-loop e em segunda ordem nos parametros de quebra da simetria de Lorentz.

Mostra-se relevante observarmos ainda a correcao de vértice no limite mais
restritivo de “espalhamento progressivo”, em que g, = p; —p, = 0. Com este
propésito, destacamos as seguintes identidades, fidedignas “on shell”,

/

D)
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ay(p) [P vu +p |, (p) = moui () [ + 4| T, (), (6.89)

as(p) [ g+ 0 o] 0" e 0) = 1) 20w oy ), (6.90)

que seguem diretamente da dlgebra de Clifford (2.3).
A luz destas relagoes, voltamo-nos as integrais (6.76, 6.81, 6.87, 6.88) e
escrevemos

[fOrg=0) = [—4m3X(q = 0)+2X,(g = 0) + 2m2X,, (g = 0)

o""pp

o"pp

+Am2Y, (g = 0) + Am2Y, (¢ = 0)} o (6.91)

Iugq)“(q =0) = [Smgu.ng(q =0)+ 8m§p/.up/.varp/ (¢g=0)— szu.ngpr (g=0)

—8m§p/.up/.va/p/p/ (¢ =0)+2uvX,(qg= 0)+2p/.up/.vXp/p/ (¢ =0)—4u.vYy,(qg =0)

—4(m2u. + 3p/.up/.v)ng/p/ (¢g=10)— 4m3p/.up/.va/p/p/p/ (¢ = O)] o
+ [-8m2Y, (¢ = 0) — 4Y,4(q = 0) — 4m2Y, /(¢ = 0)} ($u + o), (6.92)

o~ gp oTgp p

[91(g = 0) = [8p/.up’_v (X(q =0)—2X,(¢=0)+ X, (¢= 0))
+2u.v (Xg(q =0)—mp X, (g = 0))} "

p o""pp

+ (4m2X, (a = 0) = 2X,(q = 0) = 2m2 X, (g = 0)) (B + jiv"),  (6.98)

%

Ig)“(q =0)=-— [Sp/.up/.v (2Yg(q =0)+ 2m§Yp/p/ (q=0)—4Y,,(¢=0)

_QmQY/ / /(q:O)—X/(q:0)+Xp/p/(q:O>)

o"ppp p

+4u.v (Xg(q =0)—2m?2Y, /(¢ = O))} s

o~ gp
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- [—2m§Xp/p/ (¢=0)+8m2Y, ,(q=0)+4miY, . (q= 0)] (Pul + yiv") .

o gp o"ppp
(6.94)
Colecionando (6.92-6.94), resulta a integral (6.72) a “momento nulo”

[Dr(g =0) = {p/.upl.v (8X(q = 0) — 8X,(q = 0) +2X,, (g = 0) — 16Y,(q = 0)

—8m2Y, (g =0)+8m2Y, , (¢=0)—12Y, . (¢=0)

oTpp o"ppp gp p

o"pppp

+32Y,,(¢=0) — 4m2Y, o i (q = 0)) +uv (—szXp/p/ (¢g=0)

+8m2Y, (g = 0) — 4Y(q = 0) — 4m2Y,, (¢ = 0)) | 7"

n [—QXg(q — 0) +4m2X (g = 0) — 16m2Y, , (¢ = 0) — 4m2Y, (g = 0)

—4Y,(q = 0) — 4m2Y, (g = 0)] (Put + fiot) . (6.95)

Examinando (6.91) e (6.95), observam-se as estruturas tensoriais linear-
mente independentes (no espago de posicoes) v, poup oy e (put 4 o),
acompanhadas por seus respectivos coeficientes. Os termos proporcionais a y*
fornecem as correcoes a “momento nulo” ao vértice classico, repercutindo sobre
a “corrente de conveccao” eletronica e sobre o momento de dipolo magnético do
elétron [41], como mencionado no Capitulo 4, e serdo apreciados no Capitulo 7.
Os outros termos, proporcionais ap/.up/ vk e (Pur + Yo) em (6.95), fornecem
acoplamentos inauditos, caracteristicos de nosso modelo, aos quais reservare-
mos um breve espaco para discussao a seguir.

Tirando proveito de (B.200-B.215) e avaliando o termo proporcional a p/ .up, oM
em (6.95), resulta

P up’ 07" (8X(q=0) = 8X,/(q = 0) +2X,1,/(q = 0) = 16Y,(g = 0)

_Sm(%}/zn/p/ (q = O) + SmQY/ ’ o (q = O) — 12Y ’ /(q = O)—|—

o"ppp gp p
_ 2 _ _
+32}/;]Pl (q = O) - 4mOYp/p/p/p/ (q = 0)) =

im3/2 1

~ G {Zﬁ [—2 +1In(4) — 2 1n(M)} }p’.up’.m“, (6.96)

VM
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com M = m? /m2. A expressao (6.96) evidencia o surgimento de um acopla-
mento derivativo de segunda ordem, no espago de coordenadas, induzido pelo
termo de quebra da simetria de Lorentz em nosso presente modelo®.

Por sua vez, averiguando o termo proporcional a ($u’ + yv*) em (6.95),
auxiliados por (B.201-B.215), vem

[f2Xg(q — 0) +4m2X (g = 0) — 16m2Y, (g = 0) — 4m2Y, , /(q = 0)

o 9p otgp'p
~y(a = 0) ~ iy (a = 0)] (ur +5iet) =

in3/2 1 ™ 7
= n)? p {\gln(M) — \gln(ll)} (pur + go*) , (6.97)
que pode ser interpretado como uma “corrente do campo de quebra”, direcio-
nada pelos trivetores u* e v*.

Sendo assim, em primeira ordem na constante de estrutura fina e em se-
gunda ordem nos trivetores de quebra, na aproximagao “on shell”, as correcoes
quanticas imbuidas em (6.68) introduzem novos acoplamentos, induzidos pela
quebra da simetria de Lorentz, e juntamente com o vértice classico —iey"
compoem o vértice efetivo que define a interagao eletromagnética entre o féton
e o campo fermionico.

Identidade de Ward

Novamente, para demonstrar a consisténcia dos resultados que obtivemos
para as corregoes radiativas de auto-energia e vértice, examinaremos a seguir
a identidade de Ward, que enlaga estas contribuigoes via simetria de gauge.

Com esta finalidade, diferenciamos (6.60) em relacao ao trivetor p*, proje-
tamos o resultado “on-shell” e somamos com (6.91), multilicada por —ie?[1 +
(5/4)u.v], para obter

.(p) [Fﬁ” (120 =0) + 550l | ) =

5
= je? (1 + 4u.v> us(p) [2Xg(q =0)+ 2mgpr(q =0)— 12m§ng(q =0)

6Cabe ressaltar que no modelo com quebra fermiénica, restringimos nossa andlise & pri-
meira ordem no parametro de quebra, de forma que termos derivativos desta natureza nao
comparecem naquele modelo, sendo observado o surgimento de uma “corrente axial” (3.112,
3.113). Porém, uma andlise em segunda ordem em b* pode conduzir a acoplamentos seme-
lhantes a (6.96) naquele cenério.
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o~ pp

—Am V(g = 0) + 219 (p = my) + 2m21 D (p = mOT)] yaue (). (6.98)

Valendo-nos entao de (B.194-B.196, B.203-B.205, B.209-B.211) e usufruindo
do software para o calculo das integrais oportunas, decorre que (6.99) se anula
exatamente ao tomarmos o limite em que m;,. — 0, resultando na identidade
de Ward da QF D3 quiral genuina

0

a(p) IO (pi g = O)u, () = 1 (p) [—Wz()( )} (9).(6.99)

Adotando a mesma conduta, diferenciamos (6.61) em relacao a p*, proje-
tamos “on shell” e somamos com (6.95), multiplicada por ie?, obtendo

.(p) {Ffﬁ“ ra=0)+ 25, <p>] wr(p) =

Opt
= —2ie2a,(p) { [ﬂl)(p — mo7) — I9 (p = mor) — 2m2 X, (g = 0)
+2X,(q = 0) +m2X,,(q = 0) +2m2Yy,(q = 0)] w.vy,
+ I8 (p = mom) + Xppla = 0) = 4Yy( = 0) = 2m2Yp(q = 0)| pupvy,

+ [2i;4>(p =moT) + m2L( (p = mor) — IV (p = mo7) + 2m2 X, (g = 0)

o= pp

—2m3Xp(q =0)+X,(¢g=0)+ me;Yppp(q = O)] (Y, + %v#)} u,(p). (6.100)

Colecionando (B.188, B.194-B.196, B.201-B.205, B.209-B.211) e recorrendo
ao software para o calculo das integrais, mais uma vez cada termo linearmente
independente de (6.101) se anula individualmente ao removermos o regulador
infravermelho, tomando o limite m;, — 0, fornecendo

0

) T 35 = 0)us ) = .(9) [ 1

zmp)} ur (p).(6.101)

As equagoes (6.99) e (6.101) verificam a identidade de Ward a I-loop em
nosso modelo, reafirmando a simetria de gauge subjacente, e respaldam nossos
resultados originais apresentados no presente capitulo.
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6.3 Renormalizabilidade

O presente modelo definido por (6.1), assim como o modelo com quebra
fermionica, é superrenormalizdvel, tendo em vista que a constante de acopla-
mento e? tem dimensdo de massa e a integral superficialmente divergente (6.63)
é finita no ultravioleta, como discutido no Apéndice B.

Entretanto, assim como fizemos com nosso modelo precedente, alinhavamos
no Apéndice D a renormalizagao perturbativa finita deste modelo com quebra
no setor do féton, com o intuito de assegurarmos o comportamento adequado
dos propagadores nas vizinhangas dos polos, motivados por [42].
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Capitulo 7

Fenomenos Planares na
Teoria Estendida no Setor
do Foton

Em compasso com a investigagao delineada no Capitulo 4 acerca das im-
plicagoes fenomenoldgicas da quebra da simetria de Lorentz no setor fermionico,
abordaremos neste capitulo a repercussao de nosso modelo estendido no setor
do féton, par sob CPT, sobre os observaveis fisicos, destacando o potencial

eletrostdtico e o momento magnético do elétron em (2+1) dimensoes’.

7.1 Potencial Eletrostatico

De posse do propagador do féton (6.49), vestido pelos trivetores de que-
bra em segunda ordem, podemos contemplar o potencial eletrostatico em nosso
modelo seguindo o mesmo procedimento empregado no Capitulo 4, no ambito
da teoria com quebra fermionica. Para este fim, retomamos (4.27) [41], que
estabelece o potencial produzido por um elétron estatico puntiforme, e escre-
vemos

INaturalmente, em virtude do presente modelo preservar individualmente as simetrias P
e T, como mencionado no Capitulo 1, cabe salientar que nao ha, de partida, manifestagao
da quebra da simetria de Lorentz sobre a condutividade transversal neste caso, alvo de
investigacao no Capitulo 4 no contexto da quebra fermionica, visto que o efeito Hall demanda
a violagao das respectivas simetrias discretas supracitadas.
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A%(E) = —eDo(0, k) — eDo,, (0, k)il " (k)i D,0(0, k), (7.1)

em que o primeiro termo do segundo membro fornece o potencial em nivel
classico e o segundo termo confere as correcoes quanticas, em I-loop, imbuidas
no tensor de polarizacao do vécuo (3.30).

7.1.1 Potencial Classico

Com a finalidade de examinarmos a influéncia do termo de Chern-Simons
no potencial eletrostatico, desenvolveremos paralelamente, ao longo de toda
esta secao, o calculo do potencial na presenca e na auséncia do referido termo.

Caso em que m.s # 0

Neste contexto, recorrendo a (4.27) segue, apés manipulagoes algébricas
simples, o potencial classico no espago dos momentos

. 1 92 2 _ 2 2 12
A% (k) = —e _ 2 e oK g Me Tk
mZ,+ k2 k2 (m + k?)? 4 (m2, + k?)?
242 2m?2 - -
- w0p? — —Mes 7x k|| x &
(k2 +m2)? k2 (k% +m2,)?
o 1 15m3 43k 4
m2, + k2 4 (m2, + k2)?

(7.2)
onde definimos § como o angulo fixo entre os bivetores de quebra v e o e 6
como o angulo entre os bivetores k e i no sistema de coordenadas adotado, em
que fixamos @ na direcao x.
Tomando a transformada de Fourier (4.28) para o espaco de configuragao e
empregando coordenadas polares, decorre?

o 0..0 S
e p e u'v P
AY(P) = o), T2 Jo(mcspr)dm—% 1 /0 EYEE (5+3p%)Jo(mespr)dp

20s calculos analiticos do presente capitulo também foram efetuados com o auxilio do
software WOLFRAM MATHEMATICA, versao 8.0.1.0.
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27
) zprcos(¢)7
o T[] e
[(5m2, — p?)cos(B) + (—8m2, + 4p*)cos (2(a — ¢) — B)]

— _%Ko(mcg’r‘) + gu v [3K0(mcs7') + mcerl(mcsr)]
e i [ 5-p°
~ cos(9) 41l /O App 7 sy olmespr)

e o [ 8 —4p?
~ < cos (20— B) |01 i / A0 gz e(mes )

1+p

= —7K0(m057’) + 7'& v [3K0(mcsr) + mcerl(mca )]
2 8w

e =
—gcos(ﬁ) |T] @] [Bmesm Ky (mest) — Ko(mest)]

3
—2icos (2ac — ) | 0] |4 —imcerl(mcsr) — 2Ky (mesr) + (7.3)
™

em que « é o angulo entre o bivetor posicao arbitrario 7 e o vetor de quebra .

Examinando (7.3), nota-se que o potencial cldssico na auséncia de quebra
(4.31) é naturalmente recuperado e, distintamente do que observamos no mo-
delo com quebra fermionica, uma quebra isotrépica no setor do féton se mani-
festa nitidamente no potencial, contribuindo com uma interacao circularmente
simétrica como evidencia o segundo termo. Por sua vez, de forma semelhante ao
caso com quebra fermionica, as inomogeneidades espaciais advindas do campo
de quebra atribuem uma dependéncia angular a interacgao eletrostatica, como
mostram os ultimos termos de (7.3).

O potencial (7.3), juntamente com (7.5) a seguir, exatos em segunda ordem
nos parametros de quebra, sao relevantes contribuicoes de nosso trabalho origi-
nal. Estes resultados descortinam um cenério fenomenolégico de investigacao
promissor, evidenciando a sensibilidade do propagador a quebra espontanea
da simetria de Lorentz ja em nivel cldssico, no ambito da fisica de particulas,
e, no contexto da matéria condensada, fornecem o reflexo sobre a interacao
eletrostatica por uma anisotropia em materiais bidimensionais, eventualmente
descritos por nossa lagrangiana efetiva (6.1), que modifica o comportamento
dos campos eletromagnéticos em seu interior.
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Caso em que m.; =0

Suprimindo o termo topolégico de Chern-Simons, o propagador do féton
se resume a (6.50), fornecendo no espaco dos momentos o potencial

1 3u%%  Jal |
=1 e cos(f) + ——

|_’H_"

A% (K) = —e [ os(B—20)|,  (7.4)
em que adotamos o mesmo sistema de coordenadas empregado em (7.2, 7.3).

Nos dirigindo ao espago de coordenadas por meio da transformada de Fou-
rier, advém

e 3 e
AY(7) = “or (1 - 4UOUO> /o %JO(PT)CZP

P +mir

e - < p
_° P 3e(pr)d
o |u\|v|cos(5)/0 P2+m%r o(pr)dp

2
16l [ [ pdodoetre O cosls - 2(a - o)

92
27T o
e

= 7% (1 — iu()v()> [—'Yeuler + 111(2) - 111(7") - hl(mir) + O(m")]

—% ] 0] cos(B) [=Yeuter + In(2) —In(r) — In(mir) + O(mir)]

e . > p
Tor |4 |v] cos(B — 20&)/0 mb@ﬂdp

e

o (1 _ iuov()) [~Yeuter + In(2) — In(r) — In(m;,.)]

— o [l 8] cos(8) [=Yeuter + In(2) = In(r) = In(my,)] + || [5] cos(8 — 200),
(7.5)
em que m;,. ¢ o regulador do infravermelho e ¢y € a constante de Euler-
Mascheroni.

Analisando (7.5), aparte as constantes, o comportamento logaritmico espe-
rado pela eletrodinamica classica em duas dimensoes se demonstra claramente
no primeiro termo. Como discutido no Capitulo 4, ao compararmos o com-
portamento assintético das fungoes de Bessel modificadas de segunda espécie,
que permeiam (7.3), com o da fungao logaritmica, verifica-se um evanescimento
mais proeminente das primeiras, que indica um “alcance efetivo” reduzido na
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teoria protagonizada pelo termo topolégico, comparativamente a teoria em sua
auseéncia.

Novamente, a repercussao da quebra da simetria de Lorentz se demonstra na
interacao eletrostética via (7.5) em ambos os cenérios isotrépico, caracterizado
pelo termo radial, e anisétropico, destacado pelos termos que compreendem a
dependéncia angular.

Outro aspecto importante que se pode depreender de (7.3) e (7.5) diz res-
peito ao comportamento infravermelho dos respectivos casos. O termo de
Chern-Simons se comporta como um “regulador natural” a baixas energias,
suavizando a divergéncia e conduzindo a um potencial finito (7.3), assim como
se pode observar em todos os resultados fisicos obtidos no Capitulo 4, em con-
traste com o potencial (7.5) do modelo que prescinde do referido termo, onde
a divergéncia infravermelha é flagrante e deve ser contornada com insercoes de
bremsstrahlung nas se¢oes de choque envolvendo processos de espalhamento.
Entretanto, enfatizamos aqui que o termo topolégico nao remove a divergéncia
infravermelha do modelo, como visto no Capitulo 5 no ambito da teoria com
quebra fermionica sob a perspectiva do modelo de Bloch-Nordsieck e nas re-
feréncias [9-11].

7.1.2 Correcgoes Radiativas no Caso de Quebra Isotréopica

As flutuacoes do campo eletromagnético modificam o propagador do féton
e fornecem corregoes ao potencial eletrostatico. Como antecipado, em primeira
ordem na constante de estrutura fina, esta contribuicao é descrita pelo tltimo
termo em (7.1), com o tensor de polarizacao do vécuo (3.30).

Tendo em mente que o cendrio particular de quebra isotrépica da sime-
tria de Lorentz favorece a pesquisa fenomenoldgica de cunho experimental, o
privilegiaremos no calculo das corregoes quanticas alinhavado a seguir.

Caso em que m.; # 0

Lancando mao de (3.30, 3.36, 3.37) e das integrais auxiliares (B.133-B.142),
a corregao radiativa proveniente do tensor de polarizagao ao propagador (6.18),
no gauge de Landau e na situacao de quebra isotrépica, pertinente ao potencial
eletrostatico (7.1), consiste em

Do, (0, k)il O (E)iD,0(0, k) =

je? - 1 2my | | 1 mZ, —k?
. 2m, + (k% — 4m?)— arccot @ o Mes 70
47 k‘ ‘k‘ k2 (m2, + k2)2
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e | me 2m, 2Mes
— | 75rarccot = =
T |k k| )| (me+k2)?
je? . 1 2m, \ | 7m?2, + 3k
+ 2m, + (k* — 4m?2) = arccot T Mies + —— o
Am d B )] 20me k2
2
1 M arecot [ 2o Tes (5m2, + k2)ugvo. (7.6)
Lk k| )| 2(mZ + k%)

Visando o comportamento do potencial a grandes distancias, foco de nosso
interesse, expandimos os termos entre colchetes até segunda ordem na razao
k

/m, e recorremos a (7.1) para escrever

. . . . 1
AOV(F) = —eDg, (0, )i (E)iDyo (0, F) = — " (mos+-6my) —————
()= ~eDou 0 P RiDi0(0,) =~ 2 )
€3 mes + 2m, k2 5e3 m3,
— 3 = + ————=—uoVo
TR U O SE
ed 1 k2
L (5md, + 28m2my — 12mesm?) ——
8n 2 (5m2, + 28mZ;m Mesm) o k2)3u0v0
3 s +12m, Ez 2
€7 Mes + mn ( ) uUpvg.- (77)

BT mE (i, R

Tomando a transformada de Fourier, segue o potencial a grandes distancias
no espago de coordenadas

3 o)
+ 6m P
A00) () — & Tes T D10 / J d

)= o mgme Jy (@ gy 0 (mespr)de

63 Mg —+ 2mo oo ,03
+247T2 mg A (1 +P2)2 O(mcsPT) %

53 1 > p
— —=d espPT)d

872 s /0 (L pryp 0 (mespr)dpuato
e? 1

] 3
P
7967'('2 m2m2 (5m§9 + 28m35m0 - lzmcsmg) /0 (71]0 (mcspr)dpuovo

1+ p2>3
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e Mmes + 12m, /°° p° Jol y
- Mes 1) dpUgv
0672 m2 o (Lt )3 0 pr)apuovo
ed 1 9 9
T [—2(mes + 2mo)Ko(mesr) + (mZ, + 4megmo + 12m2)rKy (mesr) |

+_

e3 5md, +28m2.m, — 12m.sm? (1 1
9672 22 <2mcer1(mcsT) g Mes 7"2K2(mcsr)>

e Mes + 12m,

9672 m2

1
(Ko (Mest) — MesKy (mesr) + SmESTQKQ(mCST)>

+ 5e3
6472

Mest? Ko (mcsr)} UQUg. (7.8)

O potencial inaudito (7.8) consiste na versao bidimensional do potencial
de Uehling [39, 41] para nosso modelo, reafirmando a contribuicao (4.46) do
tensor de polarizacao do vacuo da QE D3 quiral genuina, declarada no primeiro
termo do segundo membro, e manifestando a influéncia da quebra isotrépica
sobre a interacao eletrostatica, através do segundo termo do segundo membro,
que naturalmente exibe simetria circular.

Caso em que m¢; =0

Voltando-nos ao caso correspondente a auséncia do termo topoldgico, reto-
mamos o propagador (6.50), municiados novamente por (3.30, 3.36, 3.37) e das
respectivas integrais auxiliares, obtendo no caso de quebra isotropica a correcao
quantica a 1-loop

Do, (0, k)il O" (E)iD,0(0, k) =
= —ﬁ 2m, + (k2 — 4m?) arccot 1- §u v L (7.9)
= I o o ’ ‘ ’ 9 0v0 (];;2)2. .

Expandindo o termo entre colchetes de (7.9) novamente até segunda ordem

em ‘k‘ /m,, almejando limite assintético do potencial, segue no espaco dos
momentos

3
00) () — _ TV TTORY (B n_e 1/ 3 1
AP (k) = —eDy, (0, k)iII (k)iD,o(0,k) = 67 e (1 Quovo) T2

(7.10)
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Algando o espago de posicoes, o potencial de Uehling no presente caso de
nosso modelo se traduz em

ed 1 3 >
AP (7 <1 — 2u0v0> /0 LJO(pr)dp

T 1272 Mo p® +m?2.
et 1 3
=3 1-— §UO"UO [—Yeuler + In(2) — In(r) — In(m;,.)] . (7.11)

7.2 Momento Magnético do Elétron

As flutuacoes dos campos fermidnico e de gauge atribuem correcoes radia-
tivas ao vértice eletromagnético, promovendo modificagoes na interacao entre
estes campos no limite quantico e repercutindo, entre outros observaveis fisicos,
sobre o momento magnético do elétron [29, 39, 41], como discutido no Capitulo
4 no ambito da teoria com quebra fermionica.

Para destacarmos esta correcao de forte interesse fenomenoldgico, nesta
secao apreciaremos o cenario envolvendo a interacao de uma corrente eletronica
em um campo magnético estatico e apuraremos o reflexo das flutuagoes quanti-
cas, em primeira ordem em «., e, sobretudo, do termo de quebra da simetria
de Lorentz sobre o momento magnético, em segunda ordem nos trivetores u* e
v em nosso modelo original no caso em que prescindimos do termo topolégico
de Chern-Simons, nos detendo na aproximacao “on-shell”.

Com este intuito, retomamos as expressoes (6.71, 6.75, 6.80, 6.86, 6.87) para
o vértice e sobrelevamos os termos proporcionais a v, que frente & identidade
de Gordon (4.69), fornece o acoplamento eletromagnético da “corrente de con-
vecgao” e a interagao dipolar entre o campo magnético e a corrente eletronica

(4.77), obtendo

T (g —0) = [—4m§X(q 5 0) +4m2X,; (g = 0) + 2X,(q = 0)

+4m2Y,(q — 0) +4m2Y, (g — 0)| ", (7.12)

o pp

Ivls,‘fj)%’a(q —0) = {SmiYg(q —0) —4Y (¢ = 0) + Qm?)Xp/pf (¢ — 0)} u.y?,
(7.13)
com as integrais auxiliares X, (¢ — 0) e Y,(¢ — 0) elaboradas no Apéndice B e
avaliadas no limite de “espalhamento progressivo”, em que ¢ = pl# —pt — 0.
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A luz de (6.67), (7.12) e (7.13), decorre o vértice quantico efetivo para a
interacao dipolar magnética

Tiac(a = 0) = —ie? { [~4m2X (g = 0) + 4m2X,, (q = 0) +2X,(q = 0)

o"pp

+4m2Y, (q = 0) +4miY,, (g 0)| + [-5m2X (g = 0) + 5m2X, (g = 0)
5
+5Xq(a—0)+ 2m3 X, (¢ = 0) + 13m3Yy(q — 0) + 5myY, s (g — 0)
i

—4Y,4(q = 0)]u.v} 5

oM Tqq. (7.14)

Desenvolvendo analiticamente os termos entre chaves em (7.14), com o
auxilio do software, escrevemos

i

Iiaclea = 0) = o I'niaco*7qa, (7.15)
com o coeficiente auxiliar
Fane = &L (4— (2) — dIn(my) + 4In(my,) + 3—2
MAG — S My n n{m, (1M, M
PG Y T 12In(2) — 12In(my) + 12In(my,) + 7—2 ) u (7.16)
R — —_ ° ir V. .
321 m, My

Deste coeficiente (7.16) podemos depreender a contribui¢ao das corregoes
radiativas oriundas da teoria quiral genuina, compreendida no primeiro termo,
e, essencialmente, aquelas provenientes da quebra da simetria de Lorentz, reve-
ladas pelo segundo termo, ao momento magnético. Com efeito, analogamente
a (4.82), a razao giromagnética corrigida do elétron no plano fica determinada
por

g=2(1+4Twmac) (7.17)

e, por sua vez, o valor esperado do momento magnético corrigido é expresso
por (4.80).

O resultado original (7.16), de valor singular em nosso trabalho, oferece
uma perspectiva promissora de investigacao fenomenoldgica. No contexto da
matéria condensada, revela que as propriedades magnéticas de condutores bi-
dimensionais sao sensiveis a anisotropias do campo eletromagnético em seu
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interior e, no cenario da fisica de altas energias, oferece a expectativa de evi-
denciar a quebra da simetria de Lorentz em baixas dimensoes sob a Otica da
interacao dipolar magnética.

Cabe ressaltar, contudo, que assim como (7.5, 7.11), a expressao (7.16)
retém a divergéncia infravermelha caracteristica do modelo sem o termo to-
polégico de Chern-Simons. Este comportamento em baixas energias é sutil em
(241) dimensoes, pois a divergéncia ndo exponencia, como visto no Capitulo
4, e merece atencao, sendo alvo de investigacoes futuras.

7.3 Referéncias do Capitulo
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Consideracoes Finais

Tendo em vista o crescente interesse em uma possivel violagao da sime-
tria de Lorentz, que compoe um dos pilares da teoria axiomatica de campos,
encontrando respaldo nas teorias atuais que abordam a gravitacao quantica,
investigamos a quebra de Lorentz/CPT na eletrodinamica quantica a partir
da teoria efetiva de Colladay-Kostelecky [2], no contexto convidativo e pouco
explorado de (2+1) dimensoes espago-temporais.

Apresentamos no primeiro capitulo o modelo efetivo de Colladay-Kostelecky
para a QFE D estendida e construimos, em cardter original, os termos de quebra
de Lorentz/CPT compativeis com extensoes renormalizaveis da eletrodindmica
quantica em (2+1) dimensoes (QFED3), em uma representagao redutivel, intro-
duzida no segundo capitulo.

No Capitulo 2, definimos nosso modelo fermionico estendido, em que pri-
vilegiamos o termo de quebra envolvendo a matriz 5, apreciando o conceito
de “quiralidade” que emerge nesta representagao, e contemplamos o termo to-
polégico de Chern-Simons.

No terceiro capitulo, determinamos perturbativamente, em I-loop, as corre-
coes radiativas de auto-energia e de vértice, em primeira ordem no termo de
quebra b*, e de polarizacao do vacuo, em segunda ordem no parametro de
quebra, sendo todos os resultados originais.

Ato continuo, no Capitulo 4 analisamos a fenomenologia inerente ao modelo
fermionico, contemplando as contribuicoes quanticas ao potencial eletrostatico
e a0 momento magnético do elétron, destacando a repercussao dos parametros
de quebra da simetria de Lorentz no potencial e o reflexo do termo topolégico
de Chern-Simons no momento magnético. Estes resultados sao fruto de nossa
investigacao original e vém acrescentar a literatura dedicada.

Ainda no Capitulo 4, obtivemos um dos resultados mais importantes de
nosso trabalho original no ambito do efeito Hall inteiro, em que demonstramos
que o termo efetivo de quebra nao fornece contribuigao a condutividade trans-
versal até segunda ordem de aproximacao no paramentro de quebra. Sendo
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assim, transportando-nos ao cendrio da fisica da matéria condensada, em que a
QFE D3 na representagao redutivel encontra forte apelo fenomenolégico, pode-
se concluir que potenciais efetivos do tipo axial como o que empregamos nao
modificam a condutividade Hall de sistemas planares.

No Capitulo 5, investigamos o limite infravermelho de nosso modelo esten-
dido fermidnico, a luz do modelo de Bloch-Nordsieck, empregando o formalismo
nao perturbativo de Fock e obtivemos o propagador fermionico exato a baixas
energias, contribuindo com este resultado original a literatura. Neste escopo,
discutimos a sensibilidade da Q £ D3 ao limite infravermelho, demonstrando que
o termo topolégico de Chern-Simons nao remove a divergéncia infravermelha
da teoria, tampouco o termo de quebra da simetria de Lorentz, e evidenciamos
que, em (241) dimensdes, a divergéncia nao exponencia, diferentemente do que
ocorre na versao quadridimensional, generalizando os resultados de [71].

O modelo efetivo com quebra da simetria de Lorentz no setor do féton foi
investigado no Capitulo 6, em que construimos pioneiramente o propagador
exato do féton, parametrizado pelos trivetores de quebra u* e v*, que, junta-
mente com o tensor métrico, constituem uma base em (2+1) dimensdes para
o tensor de quebra R, 5. Neste capitulo, determinamos também as corregoes
radiativas de auto-energia, polarizacao do vacuo e de vértice, novamente na
aproximagao de I-loop e em segunda ordem nos trivetores de quebra, sendo
todos os resultados originais.

Ao Capitulo 7 reservamos a fenomenologia do modelo com quebra no setor
do féton, onde determinamos as contribuigoes quanticas e do termo de que-
bra ao potencial eletrostatico e ao momento magnético do elétron, resultados
originais de nosso projeto de pesquisa.

No Apéndice D, examinamos também a renormalizacdo de nosso modelo,
conferindo uma contribuicao relevante a literatura, visto que desconhecemos
referéncia a renormalizagido de tais modelos de (2+1) dimensoes, embora esta
seja desejavel para assegurar o comportamento adequado, em ordens superiores
em teoria de perturbacao, dos propagadores corrigidos pelas respectivas auto-
energias, fixando-se seus polos, mesmo em teorias superrenormalizdveis como
a QEDg

No Apéndice E, ressaltamos o limite cldssico de nosso modelo efetivo original
com quebra no setor do féton, apontando a perda de transversalidade dos
campos elétrico e magnético induzida pelos trivetores de quebra e discutimos
o efeito magneto-elétrico subjacente ao modelo.

Temos como perspectiva para a continuidade da presente pesquisa, no ambito
formal, concluir o procedimento de renormalizacao de nossa teoria efetiva com a
construgao da funcao beta associada ao grupo de renormalizacao. No contexto
fenomenoldgico, pretendemos investigar fases geométricas em nosso modelo,
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tendo como possivel cendrio de investigagao o efeito Aharonov-Bohm planar,
examinar a possibilidade de estendermos o modelo para acomodar graus de
liberdade de sabor, viabilizando uma abordagem efetiva para a interagao ele-
trofraca em sistemas tridimensionais, e “curvatura”, possibilitando a investi-
gacao de sistemas bidimensionais de matéria condensada com topologias nao
triviais, bem como explorar o contexto promissor envolvendo temperatura e
campos externos, analisando as correcoes radiativas e térmicas a formula de

Kubo relativistica para os fatores de ocupagao dos niveis de Landau [21-23,
78-81].
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Apéndice A

Regras de Feynman para a
QE D3 Estendida

O intuito deste apéndice consiste em apresentar as regras de Feynman para
nosso modelo original da QFE D3 com quebra da simetria Lorentz.

A.1 Regras de Feynman

As regras de Feynman fornecem uma interpretacao pictérica da expansao
perturbativa da matriz de espalhamento (S), conduzindo a uma construcao di-
agramatica conveniente para o estudo de processos de espalhamento e correcoes
radiativas, que nos permite filtrar da matriz S as contribuigoes relevantes para
cada processo na escala de energia apropriada.

Para a derivacao das regras, recorre-se a densidade lagrangiana, em nosso
modelo (D.2)

L{z) = (o) (i# = mo7) (o) = 17 () Fusla) + 3¢ (9,4 ()"
—ep (@) A@)(x) + e A% (2) P (1) = b(a)r Ba)i(x)
R )P (2) + 820 (2) 0 (0)

(O, + BT (0) — T (@) o)+ Ga g (0,44())
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Mes

1 eaﬂAAo‘(x)Fw(x)

~ (8284 ) B AU + (B, + )

(B2 8 B@)(e) — (55 + 6m) R P2 ) F# (),

constréi-se a matriz S na representacao de interacao e emprega-se o teorema
de Wick para construir-se as amplitudes de transigao apropriadas, de onde
pode-se depreender as regras de Feynman [30, 39, 40]. Por concisao do texto,
nos limitaremos aqui a apenas colecionar as regras associadas ao nosso modelo,
tendo em vista que o procedimento para sua obtencgao, descrito acima, nao
acrescenta nenhuma peculiaridade ao padrao conhecido na literatural.

A.1.1 Regras de Feynman no Espago dos Momentos

Com o propésito de estudar correcoes radiativas é oportuno remeter ao
espaco dos momentos. Sendo assim, as regras de Feynman sao as seguintes:

1. cada linha do diagrama deve ser rotulada com o trimomento do campo
associado,

2. a cada vértice eletromagnético “bare”; associamos o fator —iey*,
3. a cada vértice que envolve o campo b*(k), atribuimos o fator —iy°p,

4. a conservacgao de energia-momento é assegurada em cada vértice, associan-
/ 7 .
do-se (2m)38%(p — p £ k) a cada vértice,

5. em linhas fermionicas externas, associamos as amplitudes de onda (nor-
malizadas) u(p, s) para um férmion incidente, 9(p, s) para um antiférmion
incidente, u(p, s) para um férmion emergente e v(p, s) para um antiférmion
emergente,

6. em linhas de fétons externas, associamos também as amplitudes de onda
(normalizadas) e (k, s) para f6tons incidentes e €*#(k, s) para fétons emer-
gentes,

7. a cada linha interna fermionica ou de fétons, atribuimos os respectivos
propagadores de Feynman iSp(p) e iD} (k),

8. a cada linha fermiénica interna fechada (“loop”), atribuimos um fator
(-1) e tomamos o trago sobre todas as quantidades spinoriais,

LCabe apenas recordar que, em nosso modelo, os campos b*(z) e RPY - que violam a
simetria de Lorentz, devem ser entendidos como campos externos (i.e. ndo quantizado).
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9. todos os trimomentos associados a linhas internas devem ser integrados
(normalizando-se por (27)~3),

10. a cada contratermo do vértice eletromagnético, atribuimos o fator
—ie (52 +d. + %3) ~H

11. a cada contratermo do vértice que envolve b*(k), associamos o fator
—i(62 + 6p)7°p,

12. a cada contratermo fermionico, empregamos o fator
i52(p — Me — MoT) — 10, Me — 10, MoT,

13. a cada contratermo para fétons, atribuimos o fator
i [53k2gw — G5 (¢4 1) ity (O, + 63)€ kg
+2(53 + 5R)Rauﬁukakﬂ]'

A.2 Correcoes Radiativas em 1-Loop

A seguir, exibiremos os diagramas bésicos do nosso modelo tedrico, a partir
dos quais podemos construir os diagramas de corregoes quanticas. Referindo-
nos a notagao, linhas retas continuas denotam campos fermidnicos, linhas
continuas sinusoidais representam campos de foton, linhas tracejadas referem-
se ao campo externo b*(k) e os vértices sdo denotados por um ponto. As setas
sobre as linhas indicam o fluxo de trimomento associado ao campo de particula
(ou o sentido oposto ao fluxo, ao considerarmos o campo da antiparticula).

Posto isto, esbocamos abaixo os diagramas? associados & auto-energia fermi-
onica, ao tensor de polarizagao do vacuo e ao vértice eletromagnético, na apro-
ximacao de 1-loop, pertinentes a fenomenologia de nosso interesse.

Figura 1 (Auto-Energia Fermionica)

Figura 2 (Auto-Energia Fermidnica com Campo b*(k))

?Nas figuras, omitimos as linhas externas aos loops.
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’

Figura 3 (Tensor de Polarizagao)

O

Figura 4 (Tensor de Polarizagdo com Campo b*(k)-Tipo 1)

Figura 6 (Tensor de Polarizagdo com Campo b*(k)-Tipo 3)

<>
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Figura 7 (Vértice Eletromagnético “Bare”)

%

Figura 8 (Vértice Eletromagnético)

&

Figura 9 (Vértice Eletromagnético com Campo b*(k)-Tipo 1)

.

Figura 10 (Vértice Eletromagnético com Campo b*(k)-Tipo 2)

¢

A.3 Referéncias do Apéndice

As regras de Feynman sdo abordadas em diversas referéncias na literatura.
Dentre elas, destacamos as que nortearam a escrita deste apéndice.



140APENDICE A. REGRAS DE FEYNMAN PARA A QED; ESTENDIDA
[30] Greiner, W.; Reinhardt, J. “Field Quantization”. Springer-Verlag,
1996.

[39] Schwartz, M. “Quantum Field Theory and the Standard Model”. Cam-
bridge University Press, 2014.

[40] Mandl, F.; Shaw, G. “Quantum Field Theory”. John Wiley and Sons,
1984.



Apéndice B

Integrais das Correcoes
Radiativas

Neste apéndice, desenvolveremos as integrais que compoem as corre¢oes
radiativas de nosso modelo original.

B.1 Integrais Uteis

Antes de prosseguirmos em favor da avaliagdo das integrais que compa-
recem nas correcoes quanticas, elencamos a seguir algumas integrais genéricas
recorrentes.

Usufruindo da parametrizacio alfa (5.36) e das integrais gaussianas’

o0
dy. iak? iT(1—2) _d/2 —d/2
/ d¥kel®*” = i3 (1=2)pd/2q=d/2
— 00

/ ek e 5)* — 5 (1=d/2) /2 =2 <2Za9w + sgp#py) ’

— 00

/ Kk gk, ky kel ® o0 =

— 00

1

@(gu)\guﬂ + GurGups + guug)\b’)+

— i5(1=d/2) d/2,—d/2 {s4pﬂpupxpﬁ -

IDentre estas integrais, a primeira é obtida por integracio direta e as demais decorrem
da diferenciacdo da exponencial em relagao ao “d-vetor” constante p*.

141
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2
.S
‘HJ%(guﬁpApu + 9uwPADB + GuaPuPs + 9puDPAP + 98APLPY + gvkpltpﬁ)} )

com a e s escalares e p* um “d-vetor” constante, consideremos o que segue?

1 1
dy, - _ 1\ dy, -
/d FeErsrar - Y /d k(—kz—s—ie)"
n—1 zsa/ddk_ezk «

qntl-
— (_1)n ) d/2/ daan———lema
n 0

= 7 —1 n 5 B.l

o (B.1)
k. k " o
ddk nvv _ —1)" / daa™™ 1 zsa/ddkk ke
/ (k2 + s+ ie)" S T s
in 4 © a .
_ 1) i(27§)7_rd/2 u/ daan7§72ezsa
( ) ZF(TL) g# o

F(n—§-1 =2
2l (n) (75),1_%_1 Guvs (B.2)

kykykak " o
d phvh g o n nlzsa d «
/dﬂw+s+@n(”1woé daa /d%ﬁkww

— ( )n—i—l Zn+

4F(n)

F(n—2— 4) /2
= i(=1)" 2 Ay y Loxg). (B3
i(-1) ) (e ? (9urgvs + Guagus + guwgrs)-  (B.3)

— i(_l)n+1

o0
_a_ 1
d/z(gu)\guﬁ + Gurgus +g,wgw)/ daa™ ™2 3¢ise
0

Ademais, é nitido que

k
d 7’“‘ =
/d s vion O (B4)

2As integrais (B.1-B.5), naturalmente, também decorrem da integragdo direta no plano
complexo, fazendo-se uso do teorema de Cauchy [40, 75] ou empregando a rotagdo de Wick
[39]. Em nossa abordagem, utilizamos a parametrizagio alfa [55] para favorecer a concisdo
do célculo.
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Kk ki
Al = B.
/ (k2 + s + ie)" 0 (B-5)

tendo em vista que os respectivos integrandos sao impares.

B.2 Parametrizacao de Feynman

Com o intento de proceder ao cédlculo das integrais imbuidas nas corregoes
radiativas, introduzimos a seguir a parametrizagdo de Feynman [40] dos pro-
pagadores recorrentes nos integrandos®

1
(A(o) + iE)(A(l) + ie)...(A(n) + ie) o

1 zZ1
:F(n+1)/ dzl/ dzy...
0 0
1

Zn—1
.. dZn . ’ (BG)
/0 [A(O) + (A(l) - A(O)>Zl + ...+ (A(n) — A(n,l))zn + Z€]n+1
em que A,y denota o inverso de um propagador arbitrario.
Tendo em vista (B.6),
L ! =-I'(2) /1 dz ! (B.7)
mZ, — k2 (p— k)2 —m2 0 1[(k—p21)2+6(1)]2’ '
com
cuy = —p?2i + (p* —m2 +mP)z —m; (B.8)
1 1 1 ! 1 1
— =-I'(3 / dz / dz ,
R o=k —m O B Py TP
(B.9)
com
C2) = —p222 + (p* —m2 +m2) 2 — m? 2 (B.10)

3Doravante, para economizar notagio, vamos omitir os parametros ie que fixam o contorno
de Feynman dos propagadores (e, implicitamente, o ordenamento temporal dos operadores
de campo).
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1 1 1 B
mZ, —k? (p' — k)2 —m3 (p— k)* —m3
1 Z1 1
:—FS/ dz / dz ; , B.11
®) o o TP(k—pa+qm)?+ ca)? (B.11)
com
qu = p;; — Pu (B.12)
e, “on-shell”, )
Cla) = —(—p 21+ qz0)* —m?2, +m? 2 (B.13)
11 1 1 B
k2mZ, — k2 (p" — k)2 —md (p— k)? —m3
1 Z1 29 1
:—I‘4/dz/ dz/ dz ; , B.14
@ 0 ' 0 ? 0 3[(k—p 22 +q23)% + cpy]? ( )
onde, “on-shell”,
cry = —(—p/ZQ +q23)? —m2 21 +mZ,z; (B.15)

1 1 r4) * 22
— B.1
me R R _mp 2 /odzl[<kp'zl>2+sg14’ (B-16)

o

em que, “on-shell”,

sy = —m2zi +mZz; —m?2 (B.17)

cs)

11 1 r'(5) /1 / 23
- = _ d d
K2 m2, — k2 [(p) — k)2 — m2p? 2 Jo e Plk—p )2+ s

(B.18)
onde, “on-shell”,
Se = —m225 +mZ 20 — m2 2 (B.19)
! ! r(2) / y ! (B.20)
= z , )
P2 —m3 (k—p)? —m? o lp—k=2)? +iP
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com

ta) = —k2f + k2 —m); (B.21)

1 1 zZ1 Zo 1
G LW, 4 [ e [ e

(B.22)
com
(a)a(k) - ZBka (B 23)
e
) (k) = k*z3(1 — 23) — mg; (B.24)
1 1
dz dzs ng
= YA ,
—c a)] + c(b)}
(B.25)
com
C/(a)a(k) - (Zl + 23 — 22)k (B26)
e
cy(k) = —(21 + 23 — 22) (21 + 23 — 22 — Dk? —m?; (B.27)
1 1 / / 1
dz dz
(kQ - mzzr)Q (p - k) - m2 ! 2 ]C pZQ + f( )}
(B.28)
onde, “on-shell”,
flay = —mg2s +mizo —mi; (B.29)

1 1 1
B = md (p— k)7 = m2 (o — F)? = m

r

1 z1 1
(3)/0 dz1/0 dz ot Tl (B.30)
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em que, “on-shell”,

fioy = —mgai +miz —mi; (B.31)
1 1 1 B
mZ )% (p—k)> —mZ (p' — k‘)2 m2
d d d B.32
/ Zl/ 22/ = [(k — p22+ng) + fiol*’ ( )
em que, “on-shell”,
fo) = —m2z3 +miz0 — m3,. (B.33)

B.3 Integrais das Correcoes Radiativas

As integrais das corregoes radiativas, pertinentes aos nossos propositos,
encontram-se listadas a seguir:

< d3k 1 1
1
I( )(p) - /—oo (27T)3 mzs — k2 (p - k)2 - mg’ (B34)
© Bk 1 k
2 «
I¥(p) = /m G R = (B.35)
Bk 11 k
3 _ «
I (p) = / e e R ) (B.36)
3
(4) _ d’k 1 1 kaks
Top ) = / P k2 m2, — k2 (p— k)2 —m2’ (B.37)
: Bk 1 1 1
1
AO(p,p) = / e R e o (B
' d3k 1 1 k
2 «
W0~ | Gryr w0

/ d*k 1 1 kak
o~ [ s
R e T e T T T AN



B.3. INTEGRAIS DAS CORRECOES RADIATIVAS 147

3
Wy [ PR L1 ! Fakip B.41
Baﬁ (p»p ) - / (271')3 k‘2 mgs _ kQ (p/ _ k)g o mg (p _ k,)2 _ mg? ( . )
/ A3k 1 1 k
(2) - _ @ B.42
200 == | Gryo e e O
/ Pk 1 1 k2
(3) - _ B.4
200 =~ | Gy E e O
/ Pr 1 1 1 ka
= — B.44
Cu(p,p) / )3 k2m2, — k2 (p —k)2—m2 (p— k)2 —m2’ ( )
3
(2) N d’k i 1 1 kak,ﬁku B.4
o) = | G w0
' < A3k 1 1
M = = B.46
G(p 34 0) /—oo (271_)3 mgs k2 [(p/ _ ]{3)2 - mg}3’( )
, Bk 1 ke
g =0) = B.47
/ < Bk 1 koks
N iqg=0)= , B.48
G ﬁ(p q O) /700 (27_[_)3 mgs _ k2 [(p/ o k)2 _ mg]f’) ( )
, Bk 1 kakgk
= 0) — d B.4
Consps0=0= | Gt B)
/ &PE 1 1 kakg
E e =) — — B.50
aﬁ(p g O) / (271—)3’ k2 m%s — k2 [(p - ]{,‘)2 _ m(g)]3’ ( )
/ &Pr 1 1 kakgky
B, g=0) = — B.51
apa(p 4 =0) / (2m)3 k2 m2, — k2 [(p — k)2 — m2]”’ (351



d3p 1 1
(1) _
I e TS
a3 1
(2) _ p Pa
W0 = [ e
3
(3) _ d’p 1 PaPp
B0 - | e
d3p 1 1
(4) _
10 = | e
e 1
(5) _ p Pa
Ja (k) - / (27_(_)3 (pg _ m(Q))Q (p/Q - mg)za
3
(6) _ d’p 1 PaDp
B = |
3
(1) d’p 1 PaPpsPo
Ja - k) == / )
ool G 57— 727 (7 — i
J(8) (k) = / dgp 1 PaPpPoPn
afon (27‘(’)3 (p2 _ mg)Q (p/Q - mg)Q’

~ d3p 1 1
4 —
76 = | Gy G

o

. d*p 1 P
JO(k) = / ( <,
W= ] e Py -
3
70) 1y d’p 1 Palp
Jaﬁ( ) / (27‘_)3 (p2 _ mg);} p,2 - mga
3
7(7) _ d’p 1 PaPpPo
T = [ ol g
3
7(®) _ d°p 1 PaPBPoPn
Ton® = [ g g
o8 )__/°° 3k 1 1
P R = mE, o k2 - mE
. B 1 ko
I (p) = — (27)3 k2 — m2 (p— k)2 — m2’
— 00 r o
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(B.52)
(B.53)

(B.54)

(B.55)
(B.56)
(B.57)
(B.58)

(B.59)

(B.60)
(B.61)
(B.62)
(B.63)

(B.64)

(B.65)

(B.66)
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o Bk 1 k
3 _ (e
3
oy [ Ak 1 koks
Las ) = / (@n) (% w22 (p— k2 —m2’ (B.68)
N kokigh
o= | @ (2 —m2 R (o k)2 —m2’ (5.69)
, B3k 1 1 1
Xor= | o == p—hr—mz 70
Xalp' )—/ LI ! b (B.71)
PP  RrB R —m2 (p — k)2 —m2 (p— k)2 —m2’ '
, &r 1 1 koks
Yo' 0) = [ L aER el pramy ey s e S
, &k 1 1 koks
Vool ) = | CER (I Ak ey s et AR )
/ &k 1 1 o kil
Vo' ) = [ CEER IR Yy ey ey et R e
/ &k 1 1 N
Vol = [ (553 G e 7y -k —mz (BT

Tendo em maos as relagoes destacadas em (B.1-B.33), prosseguimos a seguir
com o desenvolvimento das referidas integrais.

Destacamos que apenas as integrais (B.52-B.64), que comparecem no cdlculo
do tensor de polarizagao, e (B.38-B.41), relevantes ao momento magnético do
elétron, encon- tram-se calculadas em sua plenitude, no limite de baixas ener-
gias apropriado as nossas aplicacoes. As demais integrais, que compoem a
auto-energia fermionica e o vértice, foram decompostas convenientemente em
favor de suas respectivas estruturas tensoriais e expressas em termos de familias
de integrais paramétricas, favorecendo o calculo computacional das quantidades
fisicas relevantes aos nossos propdsitos, expressas no texto principal, através do
software WOLFRAM MATHEMATICA, versao 8.0.1.0.
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B.3.1 A Integral /™" (p)
Tomando a integral (B.34), empregando (B.7) e (B.1), segue

3/2 1

1
ID(p) = i 1(1/2 / d .
() 2(271_)3 (1/2) ; Zl[pQZ%—(p2—m§+mgs)21+mgs]1/2
(B.76)

B.3.2 A Integral I” (p)
Voltando-nos a (B.35) e usufruindo de (B.7) e (B.1, B.4), vem

12 (p) = I (p)pa, (B.77)

em que

2 I(1/2 1d 2l
@t V/ )/o PR (P R+ md)m mE
(B.78)

I (p) = —i

p

B.3.3 A Integral Iég) (p)

Por sua vez, lancando mao de (B.9) e (B.1, B.4), a integral (B.36) se traduz
em

I (p) = I (p)pa, (B.79)
onde
3/2 1 z1 e
® :'Lr3z/d/d 2 .
P (p) l(%)g (/) g 21 ; 22[p2z§—(p2—m§+mgs)22+mgsz1]3/2
(B.80)

B.3.4 A Integral Igg (p)

A integral (B.37), subsidiada por (B.9) e (B.1, B.2, B.4), pode ser expressa
por

4
15 () = I (9)gas + IS (D)paps, (B.81)
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com

IS, /2 F d 1
) () = =i / / g = (7 — mE+ mZ)z + mE ]
(B.82)

3/2
4 - ™
Iz()p)( ) =i

1 1 2

z

(3/2 d d 2
@) [ | T e gy P
(B.83)

B.3.5 A Integral A (p,p)

Recorrendo a (B.11) e (B.1), escrevemos a integral (B.38) como

AV (p,p) =i

1 zZ1 1
I'(3/2 dz dz ; .
/2 [ [ o
(B.84)
Introduzindo um parametro de massa regulador do infravermelho m;, no

termo correspondente ao propagador do féton e tomando a condicao “on-shell”
e de “espalhamento progressivo” (isto é, ¢ — 0), a integral (B.84) traduz-se em

A(l) (q — 0; mir) =

2 3/2) | d d !
=it 32 / / 22T~ (2, T i) + (2, )2

(B.85)
e fornece?, em primeira ordem no parametro m;,/m,,
3/2 1 2
1 . _. 7
AW (g = 0;myy) =i (277)3F(3/2)m—g ) — T (B.86)
mZ m?2

4Na escala usual de massas, i. e. mo >> Mes >> My, € na condicao “on-shell” e de
“espalhamento progressivo”, as integrais (B.85, B.91, B.97, B.104, B.105) foram apuradas, em
primeira ordem no parametro adimensional m;,/m,, com o auxilio do software WOLFRAM
MATHEMATICA.
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B.3.6 A Integral A (p,p)
Retornando a integral (B.39), municiados por (B.11) e (B.1, B.4), temos

2) (2) / 2 !
AP w.p) = A (0,9 e + AL (0,9 )das (B.87)
em que
A% I(3/2 / d / d “l :
(pp ) (3/2) 21 22 (—p 71 + q22)2 — m2,2, + m2,]3/2
(B.88)
e
A (p.p) = I'(3/2) / d / d .
q (pap) / 21 22 pz1+q22) _m2 Zl+m2 ]3/2

(B 89)
Introduzindo a massa reguladora e tomando o limite de “espalhamento pro-
gressivo”, a integral (B.88) se escreve “on-shell”

A(Q)(q — 0;my,) =

<1
I'(3/2 d d ,
W) [ o [ o
(B.90)
conferindo, em primeira ordem no parametro m;,./m,,
Af)(q — 0;myy) =
; 7T3/2 1 2 mgs mzzr
=i (S/Q)E - —|— 2arccoth > + oy
( ) o 2 + o o
(B.91)

3 /
B.3.7 A Integral Aglg(p,p)
Tomando a integral (B.41) e fazendo uso de (B.1, B.2, B.4, B.11), decorre

A .p) = AP 0.0 )9ap + AT (0,0 v+

+AS (0.0) (Pads + Pada) + AL (9,9 )dads, (B.92)
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onde

, 2o [t [ !
AB) S /d / d )
o PP = e Jy Py e ) i+ w2

(B.93)
5 3/2 Lo g
AD, _— r32/d/d :
vy BP) =gt B2 [ | — e 2 P
(B.94)
3) / 73/2 ! - Z%
A =i——1(3/2) [ d d ,
gq (P:P) ") B/ )/0 Zl/o P p 2+ az2)? — m2z + m2 P
(B.95)
€
) 3/2 1 1 212
A®) :,-Lpgg/d / d — :
pq(p’p) Z(27T)3 3/2) 0 o 0 & [(=p'21 + q22)? — mZz1 + m2 32
(B.96)

Na condigao de “espalhamento progressivo” e “on-shell”; a integral (B.93)
com a massa infravermelha é expressa por

AP (q = 0;miy) =

w2 r/2) [t = 1
= — dz1 d22 ) 2 2 ’
(2m)3 2 o 0 [m227 — (M2, +mZ,)z1 + (m2, +mZ,)]'/2
(B.97)
resultando em

- 32 1(1/2) 1 m2,  m:
(5) . . — m 2 _ 2 CS
Ag (g — 0;my;) z(2ﬂ)3 1 .

2 2 2 2
m m; m m=

+2 <"; + g) arccoth <1 + C; + g)
m m m m

o o o o

1) d
B.3.8 A Integral B ;(p,p)
De posse de (B.1, B.2, B.4, B.14), podemos escrever (B.41) como
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1 ’ ’ 1 ’ ’ ’
By (.0) = B{ (9,9 )gap + B, (0,0 v+

+BY) (0,0)(pads + Pada) + B (9,0 )9ads, (B.99)
com
BM(p,p) =
3/2 1'\ 1
=— dz dz ,
[ [ [
(B.100)
B(})/(p,p)
= r'/2) [ d d d
/ / 21/ Z2/ 2’3 pz2+q2’3) —m z2+m2 21]5/27
(B.101)
B (p,p) =
- r/2) [ d d d
s i [
(B.102)
[§]

W) ) —
B (pp)=

I'(5/2) y o [ d 727
/o / / P02+ 020" =z + mE
(B.103)
As integrais (B.100) e (B.101), regularizadas em todos os termos do pro-
pagador do féton pela massa my,., sao escritas “on-shell” e na condicao de
“espalhamento progressivo” como

23/2 1

Bél)(q — 0;my,) = dZQ

z9 1
), B.104
/0 - [m222 — (M2, +m?.)ze + m2,21 +m2,]3/2’ ( )
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1) ' 71_3/2 1 z1
Bp,p/ (g — 0;myy.) = ZWF(E)/Q)/O dzl/o dzs.
2

z2
z.
. dz: 2 , B.105
/o [m223 — (m2, + m3 )z + m2,z + m P2 (B.105)

refletindo-se, em primeira ordem no parametro m;,/m,, nas expressoes

w2 T(3/2) 1 2 m2,
Bél)(q = 0;myy) = —i G 2 m—g =~ 2arccoth | 1+ m2 ,
mg
(B.106)
e
B (¢ — 0;my,) =
3/2 1 D) 4+ 34/ 2 2
=1 7; 51(5/2) — = 23 — 2arccoth | 14 mC;
( 7T) m, 3 7:lncgs 2+ %%5 mg
(B.107)
B.3.9 A Integral Bc(f)(p,p/)
Examinando as integrais (B.39) e (B.42) é nitido que
BX(p,p) = -AQ(p,p),
de forma que podemos escrever
B (p.p) = B po + B g, (B.108)
com
3/2 1 21 Py
B® = i~ F32/dz/ dz !
e A R SRR T EE A
(B.109)
e

3/2 2

1 z1
B<2>:'Lr32/d /d .
q 2(27{_)3 ( / ) 0 Z1 0 Z9 [(—p/21+q22)2_mgszl+mgs]3/2
(B.110)
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B.3.10 A Integral B®(p,p)

Estudando, por sua vez, as integrais (B.40) e (B.43) observa-se que

B, p) = - AL} ,p),

donde segue

B, p) = =349 ) " AD, (0. p) — AW p) — 2045 (),
(B.111)
que fica determinada através de (B.93-B.96).

B.3.11 A Integral C,(p,p)
Tendo em conta (B.1, B.4, B.14), a integral (B.44) pode ser expressa por

Ca(p'.p) = Cy (9, P)Pa + Co(p . D)0 (B.112)
em que
Cy(p.p) =
I'(5/2) d d d
(5/2) / Zl/ Zz/ PP + 429)? —m2 zo + m2, 2|52
(B.113)
€
Cylp'p) =
r'(5/2) d d d
/ / 21/ 22/ 2’3 ng-i-qu) —m z2+m2 Z1]5/2
(B.114)

B.3.12 A Integral C! ﬁu(p )

No limite de “espalhamento progressivo” (i. e. g, — 0) e na condi¢do “on-
shell”, a integral (B.45), subsidiada por (B.1, B.2,; B.4, B.5, B.15), se reduz
a

Cf,g)u @0 qu — 0) = C2(qu — 0)(gapPutguaps+9pupa)+C 20 (0 — 0)papspu,
(B.115)



B.3. INTEGRAIS DAS CORRECOES RADIATIVAS 157

onde
32 1(3/2) [* B - z
c® 0) =i~ /d/d/d -
o (0u = 0) Z(271')3 2 0 - 0 = 0 23[m323_m2822+m2821]3/2
(B.116)
e
!

3/2 1 1 #2
o)) 0:_'L,F52/d / d / d '
oo (@ — 0) t (2r)3 (5/2) 0 %1 0 = B = [m223 — m2,z0 + m2,21]%/?

(B.117)

B.3.13 A Integral G(p;q =0)

Retomando a integral (B.46), na condi¢ao de “espalhamento progressivo”
e “on-shell”, fazemos uso de (B.1, B.16) para escrever

;T2 I(5/2) 7 22
G(p;q=0)= T /0 dz 27 o f 2 (B.118)
B.3.14 A Integral G,(p;q=0)

De (B.1, B.4, B.16), decorre a integral (B.47) “on-shell” e na condi¢ao de
“espalhamento progressivo”

Galp'50=0)=G, (g O)p, (B.119)
com
G (qg—0)=—i P T(5/2) /1dz i (B.120)
AT T 0 T 2 Jy PmEd g w2

B.3.15 A Integral G.s(p;q=0)

A partir de (B.1, B.2, B.4, B.16), decorre a integral (B.48) na condigao de
“espalhamento progressivo” e “on-shell”

Gap(p'30=0) = Gy(q — 0)gap + Gy (@ — 0)papy, (B.121)

em que
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732 1(3/2) [* 23
G 0) =1 d L B.122
=0 =155 Ixs i — it r e (B2
e
™2 1(5/2) [t 2}
. 0) = —i d 1 . (B.12
G (@7 0) =~ =5 / AT Z iz e B

B.3.16 A Integral Gus\(p;q=0)

Na condicao de “espalhamento progressivo” e “on-shell”, a integral (B.49)
se traduz, com o auxilio de (B.1, B.2, B.4, B.5, B.16), em

’

Gapr(p 14 =0) = Gy (q = 0)(gapprt9raPs+9srPa) +Gpy (@ = 0)papapy,

(B.124)

com

w2 T(3/2) [ G
a 0) — i d 1 B.125
o' (4 0) "“erE 4 /o N m2ZeE —mZz + m2 PR ( :
e
732 T(5/2) [ 2

G 0) = —i d 1 . (B.126
e (@ 0) ! (2m)3 2 /0 “ [m223 —m2,z1 4+ m2,]%/? ( :

B.3.17 A Integral E,5(p;q =0)

De posse de (B.1, B.2, B.4, B.19), podemos escrever a integral (B.50) “on-
shell” e na condigao de “espalhamento progressivo” como

Eap(p;q=0) = Eg(q = 0)gas + Ey (¢ = 0)papp, (B-127)
onde
/2 T(5/2) [* o %
E,(q—0)= —i— d d >
q(q ) v )3 4 /0 “1 /0 2 [m223 — m2 20 + m2,21]5/2

(B.128)
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32
/ 2

[m223 — m2,20 + m2,21]7/2"
(B.129)

Ep/p/ (q — O) =

d22

B.3.18 A Integral E,s\(p;q=0)

A integral (B.51), municiada de (B.1, B.2, B.4, B.5, B.18) pode ser ex-
pressa, na condi¢ao de “espalhamento progressivo” e “on-shell”, como segue:

Eapr(p19=0) = E /(¢ = 0)(gapPr+9raPs+98:3Pa) + Epy (4 = 0)pa D,
(B.130)

com

73/2 T ) [t 23
E_(q—0)=—i d d 2
gp (¢ ) 1 2r)7? 4 /0 21 /0 29 [m?)z% 2,z + m§521]5/2

(B.131)
e
3/2 1“ 25
E, 0) = d 2 .
p'pp (q — ) / / 22 m222 mESZQ +mgsz(1]7/2 )
B.132
B.3.19 A Integral JV(k)
Explorando (B.1, B.20), resulta para a integral (B.52)
1
JI (k r'(1/2) / d : B.133
W =it [ )

No limite de balxas energias, deﬁmdo por k2 << m?2, em que se encontra
a fenomenologia de interesse a nossos propositos, a integral (B.133) pode ser
avaliada analiticamente, fornecendo®

73/2 m 2
JO () = Z-Wm/z)\/%m @m f \/‘/::2> . (B.134)

5No limite de resolucio de baixas energias introduzido, as integrais (B.52-B.64) do tensor
de polarizacgado sao analiticas e foram apuradas com o auxilio do software.
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B.3.20 A Integral Jg)(k)
De (B.1, B.4, B.20) resulta para (B.53)

IO (k) = I (k) ka, (B.135)
com
3/2 1
@) , 2
k) = I'(1/2 . B.1
gy () Z(27r)3 (1/2) : dz M2 — (1= 21)i2) 12 (B.136)
No limite de baixas energias (B.136) consiste em
/2 2 k2
IO (k) =i = T(1/2) mo + VA (B.137)
NEE 2\/> 2m, — Vk?

B.3.21 A Integral J;?’ﬁ)(k)
A integral (B.54), subsidiada por (B.1, B.2, B.4, B.20), se traduz como

T3 (k) = T (k) gas + IS5 (k) kaks, (B.138)
onde
3/2 F(—l/Z) 1
(3) /= I(=1/2) PR R .-
Jg” (k) Z(%):s 9 /0 dziv/mZ — 21 (1= 21)k (B.139)
e
kk 21 AR .

No limite de balxas energias, as mtegrals (B.139, B.140) fornecem

2 ;2 2[m,| + VE?
(4m? — £¥)In <2m0| : \/k»ﬂ

(B.141)

3/2 D(—
J(S)(/f) = —1 (27T)3 F( 41/2) |:Wlo + 4\}]{72

2m0—|—\//?2
2m07\//<:72

. 1 2 2
(27‘_)3 2k2 [mo W(Zlmo 3k )ln (

(B.142)
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B.3.22 A Integral J¥ (k)
Tendo em mente (B.1, B.25), a integral (B.55) fica

@ 71.3/2
JW(k) =1 I'(5/2).
(k) = i T(6/2)
1 zZ1 z2 1
. dz dz dz .
/0 1/0 2/0 (21 + 23 — 22) (21 + 23 — 22 — 1)k2 + m2]5/2
(B.143)
No limite de baixas energias, a integral (B.143) se resume a
3/2 1 8
T (k) = i——T'(5/2 : B.144
B.3.23 A Integral J" (k)
Nos valendo de (B.1, B.4, B.25), a integral (B.56) se reflete em
JO (k) = I (k)ke, (B.145)
com
3/2
O) (k) = i~ T'(5/2
1 z1 z2
21+ 23 — 29
. dz dz dz .
/0 1/0 2/0 3[(21+23—22)(21+23—22—1)k2+m§]5/2
(B.146)
Novamente, no limite de baixas energias advém
JO (k) =i /2 I(5/2)— 1 (B.147)
A PTSE (4m2 — k2)2 3m,’ '

B.3.24 A Integral Jgg(k)

Examinando, por sua vez, a integral (B.57) a luz de (B.1, B.2, B.4, B.25),
vem

T (k) = JO (k) gas + T4y (k) kaks, (B.148)

em que
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73/2
JéG)(k) _ _iW F(?;/Q) )

1 Z1 Z2 1
. dz dz dz
/0 1/0 2/0 3[(21+23—22)(21+23—22—1)k2+m§]3/2

(B.149)
e
3/2
6y ;T
1 zZ1 22 (Zl + 23 — Z2>2
. d d d .
/0 21/0 22/0 o1 + 23 — 22) (21 + 23 — 22 — V)2 + m2/2
(B.150)
Tomando o limite de interesse fisico de baixas energias, decorrem
3/2. 1(3/2) [4m 1 2 2m
(6) _ ™ o . o
1w =i | B g (7))
(B.151)
e
3/2 4 12md —5k*m? + (k?)? 2 2m
(6) . o o _ o
Jop (k) = 1(27T>3F(5/2) {Smo(kQ)Q (@mz — k2)? DEE arccoth (\/1?2)] .
(B.152)

B.3.25 A Integral ‘]0(4,73)0'(]{)

Nos beneficiando de (B.1, B.2, B.4, B.5, B.25) podemos decompor (B.58)
como segue:

TS0, (k) = T (k) (gasko + goaks + goka) + I (k) kaksks, — (B.153)

onde

M T T(3/2)
T (k)_—z(%)3 5

/1 J /Zl J /22 J 21+ 25 — 29

. z Z V4

o o TSy TTm tz - 20)(z1 + 2 — 20 — DR+ m2P2
(B.154)
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(7) _. T
Jkkk(k) =1 (27T)3F(5/2>
1 z1 22 (Zl + 23 — 22)3
. d d d .
/0 b /o Zz/o it 25— 22)(o1 T 23— 22— R2 + m2]2
(B.155)
Na escala de energia relevante para nossas aplicagoes, vém
3/2.1(3/2) [2m 1 1 2m
TD (k) = —i~ d - th | —2
gk (k) 2(277)3 B 2 am2 — k2 (k2)3/2 arcco NG
(B.156)
e
3/2 2 1
(0 (k) = i———T(5/2 L 15k2m2 + 2(k?)?
Jkkk( ) 2(271,)3 (5/ ) 3mo(k2)2 (4mg . k2)2 (36mo 5 m, + ( ) )
3 2m,
fwarcco‘ch <\/%>} . (B.157)

B.3.26 A Integral J©) (k)

afon
De (B.1-B.5, B.25) decorre a conveniente expressio para (B.59)
8 8
T (k) = IS (B) (9ap G + Gao98n + Gangsa) + Tk (k) (Gashio ks + Gao kighn+

FGankoks + gpokaky + Gankoka + Gonkaks) + Ik, (K)kakskoky, (B.158)

com

5w =idys .

1 Z1 z2 1
. d d d )
/O Zl/o 22/0 s [(21+Z3—22)(Z1+23—22—1)k2+m3}1/2
(B.159)
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732 T(3/2)

8 .
J;k)k(k) =1

(2m)? 2

1 z1 22 (Zl + 23 — 22)2
. dz dz dz
/O 1/0 2/0 (21 + 23 — 22) (21 + 23 — 20 — 1)k% + m2J3/2

(B.160)
e
3/2
8 . T
Ten(k) =i L 6/2)

1 21 z2 (Zl + 23 — 2’2)4
. dz dz dz- .
/0 1/0 2/0 3 [(z1 4+ 23 — 22)(21 + 23 — 22 — 1)k2 4+ m2]5/2

(B.161)
No limite de baixas energias as integrais (B.159-B.161) nos conferem

w2 T/2) [ m, | 4m2 + k2 2m,
Jéﬁ)(k):l(%)g (4/ ) {_QkQ + 1082 —)’_ alrccoth<\/172>:|7 (B.162)

32 1(3/2 12m2 — 5k*  3(4m2 — k? 2m
(8) _ T ( / ) _ Mo o ( o ) o
Jor (k) = “Crp T 2 2k2)2 4m2 — k? + A(k2)5/2 arccoth N/
(B.163)
e
3/2 1 —240mS + 280k%m2 — 83(k?)?m?2 + 8(k?)?
(®) _.7 o 0 o
Jkkk’k(k) - Z(Qﬂ)gr(5/2) |:6m0(]€2)3 (4mg _ k2)2 +
L (20m2 — 15k?)arccoth [ 22 (B.164)
— =575 — I . .
4(k2)7/2 Mo 2

B.3.27 A Integral J® (k)
A integral (B.60), ancorada por (B.1, B.22), se reflete em

1
I'(5/2) / dZ1/ dzz/ dzs 2 — iPap(1= 22

(B.165)

J(4)( )=
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No limite de baixas energias (B.165) culmina em

m3/2 8mZ —k* 1
L0/ e 53
(2m) (4m2 — k2)2 3m3

JV (k) =i (B.166)

B.3.28 A Integral jc(f)(k)
Explorando (B.1, B.4, B.22), a integral (B.61) pode ser expressa por

JO (k) = I (k)ke, (B.167)

[e3

com

~(5) 3/2 1 z1 22 25
J (k) =1—=I'(5/2 d d d .
k ( ) Z(27r)‘3 ( / )/0 21/0 22/0 23 [mg _ k223(1 — 23)]5/2

(B.168)
Novamente, estudando o limite de baixas energias, temos
- 3/2 1 2
JO (k) =i——T(5 : B.169
k ( ) Z<27T)3 ( / )(4m?) B k2)2 3mo ( )

B.3.29 A Integral jé%)(k)

De posse de (B.1, B.2, B.4, B.22), desenvolvemos (B.62) como segue

T3 (k) = TS (k) gas + I3 (k) kaks, (B.170)
em que
- 32 13/2) (! 21 22 1
JO (k) = —i = 7/d / d / d
g9 (k) Z(Qﬂ)3 2 0 Z1 ; ) ; z3 [mg—kQZS(l—Zg)]?’/2
(B.171)
e

~(6) 3/2 1 z1 Z2 Zg
Jo (k) =1 I'(5/2 d d d .
kk ( ) 1(27T)3 ( / )/O 2’1/0 2’2/0 23 [mg — k:2Z3(1 — 23)]5/2
(B.172)
Na escala de energia de interesse, vém
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- 32 1(3/2) [ 2m2—k* 1 1 2m
6 _ . 0 o
JO (k) = —i R {— P R p— + arccoth ( )

=~ 3/2 2 12m?2 — 5k? 1 2
©),\ T ) me, 12m; L (2o
e (k) = l(27r)3I (5/2) [_3(k2)2 (m? — 12)? + DEE arccot &

F(7
B.3.30 A Integral Jo(éﬁ)o_(k)
A integral (B.63), subsidiada por (B.1, B.2, B.4, B.5, B.22), fornece

T3, (k) = T3 (6)(gasks + goaks + gaoka) + Jip.(Wkaksks,  (B175)

onde
N 3/2 I‘ z
(7) _ 3
it (k) =— / / dZQ/ dz3 (12 — 122 (1 — 22
(B.176)
e
/2 1 z1 z2 3
7(7) _ Z3
Jkkk(k) = F(5/2)/0 le /0 dZQ/O ng [mg — ]{;223(1 — 23)]5/2 .

(B.177)
Apurando (B.176, B.177) no limite de baixas energias, obtemos

. 3/2 1'(3/2 1 m 1 2m
(7) . ’/T ( / ) o o

Joi' (k) = 03T 2 |amE k2 R2 2(k2)32 arccoth N

(B.178)
e
3/2 12m? — 5k2 1
#(7) s T 9) | — me m, h
S (k) = 2(271_)3 (5/2) [ 3(k2)% (4m2 — k2)2 + EE arccot
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B.3.31 A Integral J! Ban<k)

Usufruindo de (B.1-B.5, B.22), a integral (B.64) pode ser decomposta con-
venientemente como

jg;a)gn (k) J(S) (k)(gaﬁgon + GacGpn + gangﬂo) + j;i)k (k)(gaﬁkakn + gaokﬁkn+
+9ankoks + gsokaky + gsnkoka + gonkaks) + j,gi)kk(k)kakﬁkgkn, (B.180)

com

- m3/2 F 1
(8)
Jgg (k) / / dZQ/ dZS ]{122’3(1 — 23)]1/27
(B.181)

- 3/ F 2
(&) 1y — 3
Jgkk(k) a / / dzz/ s [m3 — k?23(1 — 23)]%/2
(B.182)

4
J® I'(5/2) / dz / dz [ dz % :
ik () = (5/2) 0 0 [m2 — k223(1 — 23)]°/2
(B.183)
Tendo em vista a escala de energia baixas energias de interesse, as integrais

(B.181-B.183) se traduzem em

32 1(1/2) [m 1 2m
(8) — 7T o 2 2 [
g (k) l(27r)3 1 [ + (3k 4mo)arccoth( )} )

4k2 8(1{72)3/2 \/k>2
(B.184)
. 3/2 1(3/2 12m2 —k*  (k* 4+ 12m? 2m
®) gy T (3/2) [ _mo 5 (K2 +12m3) 0
Jgkk(k) = Z(2F)3 5 1622 dm2 = 12 DEE arccoth NG
(B.185)
e
JO k= i T pes2) [ e L 240m3 — 136m2k2 + 23(k2)?
kkkk( ) - Z(27_1,)3 ( / ) ].2(]{32)3 (4mg o k2)2( my, — m, + ( ) )+
1 2 2m,
+W(3k — 20m?2)arccoth (\/]?2)] . (B.186)
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B.3.32 A Integral /()(p)

Retornando & integral (B.65), nota-se que esta se traduz em (B.34), ob-
servada a devida substituicdo de m.s por m;,.. Sendo assim, de (B.76) segue
que

. 3/2 1 1
(0) = —i21(1/2) [ dz |
0 227 — pe—m ms:.)z1 +ms:
! G P22 = 7 — 3 )+ 1
(B.187)
Na condicao “on-shell”, a integral (B.187) se resume a
. 3/2 1 1
O = m2) = —i——T(1/2 / d . (BA
(p mo) 7 (27T)3 ( / ) 0 21 [mng — mZZTZj I m?,r]l/2 ( )

B.3.33 A Integral 1S (p)

A integral (B.66) corresponde a (B.35), efetuando-se a substitui¢ao apro-
priada de m.s por m;,, e pode ser expressa por

7(2 _f(2
I (p) = I (p)pa, (B.189)
em que, de (B.78), se 1é
5 3/2 1 .
I®(p) = i r12/d ! :
o (p) 1(27T)3 ( / ) 0 21 [pQZ% _ (p2 _ mg + m?r)zl + m?r]l/Q
(B.190)

Na condicao “on-shell”, esta integral se simplifica para

g 73/2 1 7
ID@p? =m?) = —i 31“(1/2)/ dzl[ (B.191)
0 m

’ (2m) 578 —miz +m ]2

B.3.34 A Integral jés) (p)

Tendo em conta (B.1, B.4, B.28), a integral (B.67) pode ser escrita “on-
shell” como

I (p) = I (p)pa, (B.192)

com
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W oy T P 2
I = =1 I'(3/2 d d
Ot =m) =iGsT6r2) [ dn [ dn

223 —m2.zo + m2 ]3/%
(B.193)

B.3.35 A Integral I ( )

Nos valendo de (B.1, B.2, B.4, B.28), podemos decompor a integral (B.68)
€omo

I3 0) = I (D)gas + 1) (p)paps, (B.194)

onde, “on-shell”,

2 32 1(1/2) [ - 1

IO =m2) = —i = /d / d

g (P mo) 2(27_(_)3 2 o 21 . 22[ gZgin%grﬁer%l/z
(B.195)

(§]

. 3/2 1 z1 22

IO (2 = m2) =i~ F32/d/d 2

pp (p mo) l(27r)3 (/) ; 21 ; Z2[m322 m z2+m ]3/2
(B.196)

B.3.36 A Integral ] ( )

De (B.1,B.2,B.3, B4, B.28), a integral “on-shell” (B.69) pode ser expressa
por

IE),(0) = 1) (0)(gaspr + 9ras + gorpa) + 1) (P)papspr,  (B.197)

com

y 32 1(1/2) [! z

FO (2 —m2) = i " /d / d :

9 w o) 1(27)3 2 0 o 0 & [mgzg_m?rm—’—m?zgm%)
1
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7(5) ()2 2 w3/ ' - %
I —m?) =i r3/2) | d d .
fRe W)%%P(”A R T

(B.199)

B.3.37 A Integral X(p,,p)

Tomando a integral (B.70), a luz de (B.1, B.31), na condic¢ao de “espalha-
mento progressivo” e “on-shell”, segue

73/2 1

1 zZ1
I'(3/2 d d .
(%P(“A “A T ———y
(B.200)

X(g—0)=—i

B.3.38 A Integral X,(p,p)

Na condigao de “espalhamento progressivo” e “on-shell”, a integral (B.71),
municiada por (B.1, B.4, B.31), se reflete em

Xa(q—0) = X,/ (q = 0)p,, (B.201)
onde
m3/2 1 z1 2
X (g—0)=—1 I'(3/2 d d )
p (q ) l(27r)3 (3/ )/0 21/0 29 [m%z%—m%ﬂl‘*‘m%«]?’/z
(B.202)

B.3.39 A Integral X,5(p,p)

Nos valendo de (B.1, B.2, B.4, B.31), escrevemos na condicao de “espalha-
mento progressivo” e “on-shell” a integral (B.72) como segue

Xap(q— 0) = Xy(q — 0)gas + X, (¢ = 0)pp, (B.203)
em que
/2 1(1/2) 1 1 1
X 0)=1 d d B.204
g(q — ) (3 (27‘(‘)3 9 A Z1 A Z9 [ng% — m?rzl + mgT]l/Q ( )
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) 7.‘.3/2 1 Z1 Z%
Xp/p/ (q — O) = —Z*F(g/z)/o le /(; dZQ [m2Z2

(2m)? 521 —miz + m 32
(B.205)

B.3.40 A Integral Yag(p/,p)

Retomando (B.73), tendo em conta (B.1, B.2, B.4, B.32), escrevemos na
condicao de “espalhamento progressivo” e “on-shell”

Yas(g = 0) = Yy(q = 0)gap + Y, 0 (q — 0)popy, (B.206)
com
3/2 F
Y. _— d d
4(g—0) / / 22/ Z3 [m222 — m2 2, + m2 |3/2
(B.207)
e

7.‘,32 1d Zld sz Z%
Y// O =1 F52
v (07 0 =i (”/0 / / S — 2y + I
(B.208)

B.3.41 A Integral Y 5\ (p,p)

Beneficiando-nos de (B.1, B.2, B.4, B.5, B.32), obtemos para a integral
(B.74), na condicao “on-shell” e de “espalhamento progressivo”, a expressao

’

Yapr(g = 0) =Y, 1 (q — 0)(gapps + 9raPs + 98aPa) + Yy (@ = 0)popspi,
(B.209)
onde
3/2 F z1 Z2 29
Y (¢g—0)=— d d
40 Y R R = e
(B.210)
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Yp’p’p, (q — 0) = Z

3
z
5/2 / dzl/ dZQ/ ng 2 m 222+m ]5/2.

(B.211)

B.3.42 A Integral Yamn(pl,p)

De posse de (B.1-B.5, B.32), decompomos a integral (B.75) na condigao
“on-shell” e de “espalhamento progressivo” como

Yapan(q = 0) = Yy4(q — 0)(gapgng + gargsn + gangsa)+

+Y, (@ = 0)(gapPaPy + 9arPaPsy + GanPaPs + 983PaPy + 98nPAPa + GrnPals)

Yy (g = 0)popsPADy: (B.212)
em que
3/2 1'\
Y 0) = d d
Qg(q% ) / / 22/ zZ3 m222—m ZQ—'—?’TL ]1/27
(B.213)
3/2 1’1 Z%
Yoy @20 = / / dZ2/ dz3 [m222 — m? 20 +m? ]3/2
(B.214)
e
2 1 2 Zz zg
Yp’p/p/p' (q — 0) = Z F(5/2)/0 le A dZQ/O d2’3 [mgzg m 22 + m ]5/2

(B.215)

B.4 Referéncias do Apéndice

Destacamos a seguir as principais referéncias para este apéndice.

[39] Schwartz, M. “Quantum Field Theory and the Standard Model”. Cam-
bridge University Press, 2014.
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[40] Mandl, F.; Shaw, G. “Quantum Field Theory”. John Wiley and Sons,
1984.

[55] Smirnov, A. V. “Evaluating Feynman Integrals”. Springer-Verlag, 2004.
[75] Sakurai, J. J. “Advanced Quantum Mechanics”. Addison-Wesley, 1967.
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Apéndice C
Relacoes de Traco

Neste apéndice, apresentaremos resultados gerais envolvendo tracos das
matrizes 7y, v5 € T, que constituem a algebra associada & QE D3 estendida na
representacao redutivel, bem como algumas relagoes particularmente tteis no
calculo do fator de ocupagao e do tensor de polarizacao do véacuo.

C.1 Relagoes de Traco para as Matrizes v,

Com o intuito de estabelecermos as relagoes de trago, recordamos a seguir
as relagoes algébricas (2.16-2.23), respectivamente, destacadas no Capitulo 2,

0"y = 29,
"7} = o,
{7’} =0
1.7 = 0,

(v°)? =1, =1,

em que u,v = 0,1,2 e, de acordo com a representacao redutivel que emprega-
mos, as matrizes possuem dimensao 4.

Recorrendo a algebra de Clifford (2.3), segue a nulidade do trago das ma-
trizes gama,

Tr(y,) = Tr(vug(v")?) (tomando v # p e sem contragio no indice v/)

175
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= _gl/VTr(’YV’YlL’YV)
7TI‘(’)/#),

em que utilizamos a ciclicidade do trago e, portanto,
Tr(y,) = 0. (C.1)

Consideremos, entao, o trago envolvendo um numero impar arbitrario de
matrizes gama,

Tr(Vpr V) = Ty -V V3)
= (_1)nTr(’75’7u1 -~-'7un'75)
= *Tr(’Ym---'Yun)

em que introduzimos 75 através de (2.22), exploramos (2.19) e a ciclicidade do
traco, de modo que

Tr(Yuy - Yu,) =0 (n impar). (C.2)

Avaliando agora o traco envolvendo um par de matrizes gama, segue nova-
mente de (2.3) que

Tr(yuy) = %TI“({’Y,“ Y })

= g;wTr(14><4)
44, . (C.3)

Assim, considerando também o trago de um numero par arbitrario de ma-
trizes gama, escrevemos

Tr(’Ym < Vpn ) = (—1)"_1Tr(’yu2 Y T )+29;L1 pa Tr('Yus - Vun ) =201 1 Tr(’)/uz o Vpin )

Foo 200, T (Vg -V ) (C.4)

em que lancamos mao mais uma vez da dlgebra de Clifford. Observando a
ciclicidade do traco, decorre a seguinte relacao de recorréncia:

T (Vs -+ Vpan) = Gpaa oo T Vpag Vi) = Gpaapas Tr(Vps Vi) + -
+o+ gmunTr('Yuz~-~’Yun_1) (n par). (C.5)
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C.2 Relacoes de Traco para a Matriz 7

Recordando a definicao da matriz 7, 7 = ivygy172, segue diretamente de
(C.2) que

Tr(r) = 0. (C.6)
Tomando o trago do produto de um nimero impar arbitrario de matrizes
gama com a matriz 7, temos

Tr(Ypy Y T) = ()" T (Vaag o+ Vs T2 ) + 291002 Tr(Vpig -V )

_29#1M3T‘I‘(7M2"'7un7—) T+ 2glnunTr(’7M2“'fY#n71T) + TI‘(/YIJQ'“PYM" {’7#&17(7—})')
C.7

Contudo, observando o anticomutador entre 7 e 7,

{77} = 2i[goam172 — 9107072 + g207071], (C.8)
e a ciclicidade do trago, resulta a seguinte relacao de recorréncia

Tr(Ypy o Y T) = Gpuapo T (Vg - Vi T)
— G s (Voo Y T) F oo = G Tr Vit - Vi1 T)
1[0 T (Vpa -+ Ve ¥172) = Gt T (Vpao -+ Vi Y072) + G2 T (Vpi -V Y071))]
(n fmpar). (C.9)
Considerando, por outro lado, o produto envolvendo um numero par ar-
bitrario de matrizes gama e a matriz 7, segue

T (V- Vun ) = Ty Y T73)
(_1)n+1Tr('75'7u1~-~'YMV,LT’YS)
= —Tr(vu - Yu.T)

0 (n par), (C.10)

em que exploramos (2.19, 2.20, 2.22) e a ciclicidade do trago.

Cabe comentar ainda as relacoes que envolvem produtos entre um nimero
arbitrario de matrizes gama e um nimero arbitrario de matrizes 7 sob o sinal
do trago. Entretanto, tendo em vista a relagdo de comutacao (2.21), assim
como (2.23), segue que o caso envolvendo um nimero par de matrizes T se
reduz aos tragos destacados em (C.1-C.4) e, no caso em que este nimero é
fmpar, os tracos recaem em (C.5,C.6,C.8), de maneira que nao se faz necessario
elencarmos novas relacoes de traco.
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C.3 Relagoes de Traco para a Matriz 5

A partir da definicao de 75, 75 = iY0y17273, verifica-se, observando a
propriedade ciclica do trago ou (C.4)!, a nulidade de seu traco,

Tr(vs) = iTr(y0717273)
ig01Tr(v2v3) — igo2Tr(v1v3) + igosTr(y172)
0. (C.11)

Agora, examinando o trago envolvendo o produto de um nimero impar
arbitrario de matrizes gama e uma unica matriz s, escrevemos

Tr(Voy Y ¥s) = (1) "Tr(v5Yuy V)
—Tr(Yuy -V V5)
0 (n fmpar), (C.12)

em que recorremos a (2.19, 2.22) e nos valemos da ciclicidade do trago.
Ao considerar o produto de um par de matrizes gama e uma matriz s,
observamos que se as primeiras sao iguais (u; = p2),

Tr(v27%5) = Guum Tr(ys) (sem contragdo em piy)
= 0’

onde usamos a algebra de Clifford e (C.9). Contudo, se u3 # p2, podemos
seguir o mesmo procedimento que conduziu a (C.1) e novamente langar mao da
dlgebra de Clifford para introduzir a identidade g"#"*(vy,,)?, com pz # 1, fi2
(e sem contracdo em pug3), para escrever

TV Yo ¥s) = 9" T (Vs Yiao V5 Ytz V)
= (_1)39H3ﬂ3Tr(’YH(S’YHl’YHQ’YE)’YHS)

=T (Vs Yo V5)
pr— O’

de modo que o traco se anula para quaisquer g1, 2.

LAs relagdes (C.1-C.4) foram demonstradas a partir de (2.3), portanto sio vélidas para
todos os elementos desta dlgebra de Clifford e 3, inclusive.
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Prosseguimos, entao, com o caso envolvendo o produto de quatro matrizes
gama e uma Unica matriz v5. Conforme discutimos anteriormente, somente
as matrizes vy, com p = 0,1,2 sdo elementos genuinos da algebra de Clifford
associada as equagoes dinamicas da QED em 241 dimensées. Assim, ao tomar-
mos um conjunto de quatro matrizes gama, certamente temos ao menos duas
matrizes iguais, de forma que podemos avaliar o traco de interesse como segue,

Ty Vya Yis Yoer ¥5) = (=12 Gy s T (Y Vs ¥5) +
+2(_1)1+1gu1u2Tr(7u3’7u1’75) - 2(_1)2+19u1M3T1"(7u27u175) =0 (C.13)

em que rotulamos, evidentemente, por p; o indice das matrizes que se repetem,
recorremos a (2.19) e usamos o resultado, verificado acima, de que o trago
envolvendo um nuimero par de matrizes gama e a matriz 5 se anula. Os
fatores de (—1)™ que introduzimos acima sdo convenientes para a discussao
que faremos logo a seguir.

A luz dos casos particulares analisados nos dois ultimos calculos, conside-
remos, entao, o trago do produto de um nitmero par (n # 2) arbitrério de
matrizes gama e uma matriz v5. Tomando n > 4, sempre havera ao menos um
par de matrizes gama repetidas, de forma que, denotando por uy os indices de
um par repetido, temos a seguinte relagao de recorréncia

n-2 termos

= (=1)" g Vs Voo Vitnss -+ VpinV5) +

n-2 termos
P
+2 Z (fl)P’"Jrlguwpm Tr( Yoy oYy Vi oooeee Vi V5) (C.14)
=1
" n-2 termos

em que P é o ntmero total de permutacoes efetuadas (até que os indices re-
petidos estejam contiguos sob o sinal do trago), P, é o nimero acumulado de
permutagoes até se efetuar a m-ésima troca de indices, e p,, é o indice tro-
cado na m-ésima permutacdo®. Para esclarecer a notacdo que introduzimos,

2Ressaltamos aqui que a demonstracio desta férmula de recorréncia é geral e véalida mesmo
que existam mais de duas matrizes gama com um mesmo indice ug. De fato, é suficiente nos
concentrarmos em apenas um par de matrizes idénticas, como convidamos o leitor a verificar.
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recomendamos ao leitor que recorde o caso envolvendo dois pares de matrizes
gama.

De posse deste resultado, verifica-se, empregando um raciocinio iterativo,
que é possivel reduzir sucessivamente um nimero par arbitrario de matrizes
gama que comparecem no trago com s até recair em um produto de apenas
duas matrizes gama e uma 5 sob o sinal do trago, que se anula! Portanto,

Tr(Vuy -V ¥5) =0 (n par). (C.15)

Estudando também o traco envolvendo n matrizes gama, m matrizes 7 e
uma matriz v, observa-se, com o auxilio de (2.19,2.20,2.23), que se n for par
recaimos em (C.10) e (C.11), resultando em traco nulo; por outro lado, se n
for impar, somos conduzidos, a menos de sinais de permutacao, a

Tr(’Ym---’YunT’YS) = *Tr(’Ym ---’Yun%'r)
= —Tr(Yuy Y. T5)
= 0.

Logo, o trago envolvendo o produto de um niimero arbitrario de matrizes
gama e 7, com uma unica matriz 7s, se anula

Tr(Yuy Y ™" ¥5) = 0. (C.16)

Naturalmente, as relagbes de trago envolvendo poténcias impares de s
também resultam em traco nulo, independentemente do nimero de matrizes
gama e 7, tendo em vista (2.19, 2.20, 2.22) e (C.12) acima. Contudo, ressal-
tamos que os tracos envolvendo um ntimero par de matrizes 5 nao sao nulos,
em geral, como se pode observar, recordando (2.22) e as relacoes (C.4) e (C.7).

C.4 Relagoes Uteis

A seguir, elencamos algumas relagdes algébricas 1teis envolvendo o (pseudo)
tensor de Levi-Civita,

123 — 2 SH3 _ SH2 SHU3
€ €y = 02002 —0L2603, (C.17)
12 3 — 251
€ 6#1#21/3 - 251/3 ) (C~18)

1243 —
€ €papaps - 67 (0.19)
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e”o‘ﬂv/@%’ya = —2ity, (C.20)
1 e% Z‘ v
€ 51),37(1 = —5[7 )T (C.21)
ra i
€ 'ngua'yl, = 5[3&, $T, (C.22)

em que (C.16-C.18) decorrem de (C.6), com v, e u,, trivetores arbitrérios.
Ademais, destacamos algumas relagoes de traco particulares recorrentes no
célculo de corregoes quanticas em nosso modelo em (2+1) dimensoes

P, Tr(vays) =0, (C.23)

P (yya78p) =0, (C.24)
e“a’@Tr('yuvoﬁgr) = —244, (C.25)
G“QﬁpMTr(’}/a’}/ﬂpT) = —8ip?, (C.26)

et P A garTe(yu Yo 1) = —48, (C.27)
P g\ p, Tr(Vu Yo mp) = —16p7, (C.28)
P papsTr(VuYa Yy ) = —16p°, (C.29)
P AT (VY018 W A) = —144, (C.30)
P AT (VY0 Vs Yy Y p) = —48p7, (C.31)
P gargouw Tr(yumpr) = 0, (C.32)
e“o‘ﬁe””)‘p,,gm,Tr(va’ygvxr) =0, (C.33)

e“o‘ﬁe"”)‘gwpapyTr('yg'yApT) =0, (C.34)
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e“aﬂe"”’\gAﬁTr(vu'ya%%pT) =0, (C.35)
e“aﬂe””)‘p)\Tr(’y“'ya'yg'yn%T) =0, (C.36)
e“aﬁe"”’\pl,paTr('y,ﬁg%ﬁ)\pT) =0, (C.37)
e“aﬁe"”ATr(yuvaygvnyy7,\%7') = 0. (C.38)

As relagoes (C.19-C.22) decorrem diretamente de (C.4,C.7) e consideragoes
de simetria. As demais relagoes, destacadas em (C.23-C.34), seguem também
de (C.4,C.7) em conjunto com as relagdes auxiliares (C.13-C.15).

C.5 Referéncias do Apéndice
Para a escrita deste apéndice, seguimos a referéncia

[41] Greiner, W.; Reinhardt, J. “Quantum FElectrodynamics”. Terceira
edicao, Springer-Verlag, 2003.



Apéndice D
Renormalizacao

No presente apéndice discutiremos a renormalizacao finita de nossos mo-
delos originais da QF D3 com quebra da simetria de Lorentz, empregando o
procedimento de renormalizagao perturbativa [26, 27, 39].

D.1 Renormalizacao Perturbativa

Como visto em (3.1) e (3.28), a insercao das corregoes radiativas modifica as
fungoes de Green livres dos campos dinamicos. Faz-se desejavel, entao, proceder
com a renormalizacao da teoria no intuito de assegurar que o comportamento
dos propagadores na teoria interagente seja o mesmo exibido pela teoria livre
nas vizinhancas de seus polos (isto é, na camada de massa), para que se possa
avaliar os elementos de transicao em processos de espalhamento segundo o
procedimento LSZ [42].

Com esta finalidade, reescalamos os parametros livres e campos como® [31,
39, 42]

Y(2) = *%NR( ) Aue) = 27 AYE ),
me = ZtmE, s = Ll mNR7 e=Z 1eNE, (D.1)
by = Zy 1bNR Raﬁ;w— TR

afuv’

com os fatores de normalizacao Z, = 1 + d,, e escrevemos a densidade lagran-
giana renormalizada para nosso modelo da seguinte forma

Hntroduzimos os rétulos “NR” para designar as quantidades associadas & densidade la-
grangiana nao renormalizada e diferencid-las das respectivas quantidades renormalizadas.

183
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1

L(x) = ¢ () (id — moT) Y(2)—

124 1 H —e
aF (w)FW(:cHi(aﬂA () —et(w) A(z)i()

T i A (@) P @)= 5y W)~ R P @) PP )80 ) B )

=B, + B a) () — T (@) Fy (o) — ba g (0, (2)”

mCS

1 €apr A% (x) P (x)

(0284 F) B + G+ 8)

(B2 B B@)0(@) — (55 + 07) R @) F# (). (D2)

Os parametros livres e, m, e m.s em (D.2) devem ser entendidos como os
parametros fisicos genuinos, assumindo os valores medidos experimentalmente.
Os termos proporcionais aos deltas, denominados contratermos, comparecem
na densidade lagrangiana como interagoes [31, 39, 42], tendo as regras de Feyn-
man a eles associadas exibidas em (A.10-A.13), e podem ser determinados ite-
rativamente, ordem-a-ordem na expansao perturbativa em termos da constante
de acoplamento, através de condicoes de contorno apropriadas.

Sendo assim, examinaremos separadamente nas se¢oes seguintes os modelos
envolvendo a quebra da simetria de Lorentz nos setores fermiénico e do féton,
avaliando seus respectivos contratermos.

D.2 Renormalizacao do Modelo com Quebra
Fermionica
Suprimindo os termos envolvendo o tensor R,g,, para prestigiarmos o

modelo com quebra fermionica, prosseguimos com a renormalizacao dos pro-
pagadores de seus campos dinamicos e do vértice.

D.2.1 Vértice Eletromagnético

De (D.2) e (3.83), podemos definir o vértice renormalizado como

—ieA"(p ,p) = —ie(1 + 6. )7" — iel " (p', p). (D.3)
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Agora, na situagao de “espalhamento progressivo”, em que ¢, = 0, o vértice
cldssico v* deve ser naturalmente recuperado [39], sugerindo a condigdo de
renormalizacio conveniente?

At(g=10) =", (D.4)

de forma que

deryt = T (g =0). (D.5)
Sendo assim, recorrendo a (3.83, 3.86, 3.88, 3.92), escrevemos
I‘LO)(q =0) = —ie*y, [4m3A(1)(q =0)+ 4m§B§1)(q =0)+
2 (1) M 94 ) 2 4(3) _
+mB (q=0) 24" (¢ =0) 2mOAp,p/ (g=0)+
Moo (4A<1>(q =0) - 249 (g = 0) +4BP (¢ = 0) + 4m2B) (¢ = 0))} ,

(D.6)

donde decorre, com o auxilio de (B.84, B.87-B.89, B.92-B.96, B.99-B.103) e

do software, a constante de renormalizacao do vértice em primeira ordem na
constante de estrutura fina

2 2 cs 2 2 cs cs
5, = —° {_2_m_m68+m525 <1+m )arccoth (1+m>
) mg o Mo

S S 2 2
pes (4 4 Mes ) Farceoth | =2 ) + arctanh (1 — —cs : (D.7)
me me Mes 2m?2

D.2.2 Propagador Fermionico

Voltando-nos ao propagador fermionico cldssico genuinamente livre (2.31),
isto é sem insercoes de quebra e de correcoes radiativas, observa-se que seu
respectivo pdlo se fixa sobre a massa m, e que o referido propagador tem
residuo 1.

Tendo em conta as insergoes de auto-energia (3.1), em 1-loop, e a contri-
buigao dos contratermos fermidénicos (A.12), o propagador “vestido” renorma-
lizado fica

2Cabe destacar aqui que as condicdes de renormalizacdo impostas as correcdes radiativas
de um modelo s@o arbitrérias [39], podendo ser escolhidas & conveniéncia das condigdes de
contorno demandadas pelo sistema fisico em andlise, contanto que preservem as simetrias
inerentes ao modelo e o comportamento adequado dos propagadores nas vizinhangas dos
polos cléssicos.
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. ) . 1
iS%(p) = . ‘HSo(p)%ﬁS_l

Syt (p) + (SF(p) + mesSE(p)) o () + (35 (p) + mesSE(p))

~iS0(p) (mes a4 (p) + X5 (p)) So(p)=iSo(p) (X6 (p) + mes B (p) So(p)15bSo(p)

—|—O(a§, b2), (D.8)
onde
2% (p) = 20(p) + dap — (02 + G, ) 0T
SE(p) = Su(p) — (62 + 0p)7°p 0.9)
Zf(p) = Ze(p) ’
SEB(p) = Zalp),

e com as fungoes de auto-energia néo renormalizadas definidas por (3.11, 3.14,
3.16, 3.18).

Para que (D.8) preserve o comportamento do propagador livre (2.31) nas
vizinhangas do pdlo, adotamos

s (p)

o g =0 (D.10)

para fixar o pélo em m, e asseguramos o residuo igual & unidade impondo?

izR(p) =0, (D.11)

dp br=0,p=moT

em que L(p) é definida em termos das funcdes de auto-energia renormalizadas
(D.9) segundo (3.4).

Estas relagoes determinam d,,, e d2. Por sua vez, a constante de renor-
malizagao d, pode ser fixada impondo outra condi¢ao de renormalizagao, com-
pativel com (D.10, D.11), que definimos, por simplicidade, como

(S5 @) +mesS5 )] 2, = O (D.12)

Ato continuo, desenvolvendo (D.10) vem

5momo7' - (Eo(p) + mcsze(p))u:moq— ) (D13)

3A derivada em relagio a p, introduzida formalmente em (D.11), atua sobre fungdes
escalares f(p?) como %f(;ﬁ) = 2pﬁf(p2).
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de forma que, retomando (3.11, 3.16) e as avaliando com o auxilio de (B.76-
B.83), resulta

2 1 cs cs ? cs
G, = — [1—7" +<2+m ) arccoth<1+m )] (D.14)

81 my Mo Mo Mo

Ademais, elaborando (D.11), obtemos

d
09 = — o (Zo(p) + mesXic(p)) (D.15)
]D b/t:O,p:moT
Entretanto, recordando a identidade de Ward (3.110), decorre
09 = —6, (D.16)
e, portanto, de (D.7) segue
2 2 CcS 2 2 CcS Ccs
8o = — ¢ _g_ ZMes  Mes | Mes (4 Mes ) oecoth (14 2
ATTMes me m2 m2 me my

2 Z
es <1 + mcs> [arccoth ( mo) + arctanh (1 — m“;)} } . (D.17)
me me Mes 2mo

Por sua vez, averiguando (D.12), escrevemos

(02 + 517)’755 = (Bu(p) + mCSZEb(p))|¢:m,OT : (D.18)

Recorrendo a (3.14, 3.18), usfruindo de (3.113) e municiados por (B.84,
B.87-B.89, B.92-B.96, B.99-B.103, B.112-B.114), avaliamos o membro direito
de (D.18) e combinamos com (D.17) para extrairmos a constante J,, que se
anula

8, = 0. (D.19)

D.2.3 Propagador do Féton

Pondo énfase agora a renormalizacao do propagador do féton, averigua-
mos o propagador livre (2.41) e observamos que, devido ao termo topolégico
de Chern-Simons, este apresenta dois polos: um localizado sobre a massa to-
polégica m.s e o outro em 0.
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Inserindo a contribuicao do contratermo do féton e as correcoes radiativas
advindas do tensor de polarizagdo (3.28), em primeira ordem na constante de
acoplamento e suprimindo a contribuicao do parametro de quebra, o propaga-
dor vestido renormalizado fica expresso por

R ( 0
iDE (k)] = Dy(k)guw {1 - [Dg(P; ) —iC,)

nv

—2k*D(P” —iC.) = k*D; ' D2 (P —iC, >}}_1+
+Dk(k)kuky{1— [ZDQ(PQ(O)—ng)+2k;2Dg( ) —iCy) + Dy ' DA(P) —iCy)
+h2D(PY —iCy) + <k2>2Dk<P,5°> — iCy)+
+2D; ' D, D(P) —iC,) + Dy ' D(PY) — iC )}}_1

+De(k)eunk {1 = [ D D2(P® —iC)+
—1
+2D, (P —iCy) — KD (P — iC’e)} } : (D.20)
em que, para otimizar espago, introduzimos as fungoes auxiliares D, (k), (0 (k)

e C(k), omitindo sua dependéncia em k*, definidas pelos coeficientes de (2.41),
(3.36, 3.37) e do contratermo para fétons, respectivamente, como

iDWY (k) = Dy(k)g"" + Dy(k)k" k" + De(k)e k™, (D.21)

O (k) = PO (k) g™ + P2 (k)k"k + PO (k) ek, (D.22)

—iC* (k) = —i [Cy(k)g" + Cri(k)k"E” + C(k)e™ “kq) , (D.23)

com
i
Dy(k) = P p———— (D.24)
2 2
Dy(k) = i _ Mes =GP : (D.25)
(p?)%(C — 1)(m2, — p* — ie)
De(k) = — Mhes (D.26)

p?(m2, —p* —ie)’
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PO(k) = —4e[2P (k) + kI (k) +m2TD (k) — g*° &) (k)]
(D.27)
POk) = —4e22J5) (k) — 27 (k)] (D.28)
POk = —die*maJD (k), (D.29)
Cy(k) = 63k? (D.30)
Culk) = —53421 (D.31)
Co(k) = imes(Spm.. + 65). (D.32)

Tencionando recuperar o comportamento do propagador classico “on shell”,
podemos “fixar” o polo do propagador vestido de forma semelhante ao que
fizemos para o propagador fermionico. Entretanto, como nosso modelo nos

b
fornece dois polos classicos, podemos selecionar as condi¢oes de renormalizacao
privilegiando um deles. A seguir, entao, delinearemos as duas possibilidades,
determinando suas respectivas constantes de renormalizagao associadas.

Polo em k2 =0

Fixando o pélo em k% = 0, isto é, impondo as condi¢oes?

Dy(P{") —iCy) — 2k*D (P —iC.) — kK*D; ' DX(P{”) — ng)} (k)

k2=0,br=0
=0 (D.33)
e
D DY(PL —iC:) +2D,(P) —iCy) — D(PL —iCo| (), =
=0, (D.34)
obtemos, com vistas a (B.133-B.142), o sistema
6em, + mes [€2 4 6(363 + 26, )mom| =0, (D.35)

4Estas condicdes decorrem do primeiro e do tltimo termo de (D.20).
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e + 27mes (63 + 6, ) = 0, (D.36)
donde decorrem as constantes de renormalizacao

62

b3 = (D.37)

6mm,

2
(Smcs = 5 ( ! - ! ) . (D38)

2 \3my, Mg

@

2
cs

Polo em k%2 =m

Por outro lado, fixando o pélo em m.,, escrevemos

[Dy(PL) = iCy) = 262D (PO~ iC.) = kD, ' DA(P® —iCy)| (k)

k2=m2,,br=0
=0, (D.39)

que fornece®, com o auxilio de (B.133-B.142),

2mey + Mes

—4e*mesmo+e? (mes+2m,)%In ( >+87rmis(253+6m0) = 0. (D.40)

2Mmy — Mes
Fixando também o residuo do propagador vestido, tomando-o igual & uni-
dade como o do propagador cléssico (2.41), vem®

k2=m?2_,b2=0

(D.41)

9 [k%+m?,
9 9

o | (B0 4 ) i (P + €10 ()

que, subsidiada por (B.133-B.142), oferece”

5A condicdo auxiliar

kzzmgs ,bH=0

[DID(PL —iCo) +2D4 (P = iCy) = K2De(PY —iC0) | (k)

)

resulta, independentemente, na mesma equagao (D.40).
6Esta relagdo resulta do residuo do primeiro termo de (D.20).
7A condicio auxiliar

0 {71, k2 +m2,

irel =0

k2=m2_,b2=0

(PO + ) + 2P + CE(,O))} (k)

Mes
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. 2
—4emesm? 4 2mmit 65 — drmem? 03 4 e2my (4m2 —m?,)In (W) =0.
2My — Mes

(D.42)
De (D.40) e (D.42) advém as constantes de renormalizacao
e? m 1 2me, +m
03 = = Z 4 cslllo 2_4 21 -0 = D.43
3 2T M3, Mes — 2my, MesMo + (Meq mO)n(Qmo—mcs>} » )
e? 1 1
dmcs = %miim [4mcsmo(mcs — 1Om0)
2 o CcS
—(m2, +10m2,m, — 4mesm? — 40m3)In (m—i—m)] : (D.44)
2(’no — Mcs

D.3 Renormalizacao do modelo com Quebra
Bosonica

Preterindo, por ora, os termos envolvendo a massa topoldgica m.s e o
trivetor de quebra b*, em favor do tensor R,g,., na densidade lagrangiana
renormalizada (D.2), procedemos com a renormalizacao dos propagadores e do
vértice de nosso modelo com quebra da simetria de Lorentz no setor do féton.

D.3.1 Vértice Eletromagnético

Definindo o vértice renormalizado como em (D.3)%,

—ieA"(p',p) = —ie(1 + 0. )7" — iel" (p,p), (D.45)

com —iel*(p’, p) estabelecido por (6.67-6.69), e adotando a condicio de renor-
malizagao (D.4), segue a relagdo andloga a (D.5) para a constante d,

§oy" = —TH(q = 0). (D.46)

repercute na mesma equagao (D.42).

8Cabe apontar aqui que as condigoes (D.3) e (D.45) diferem em relagio ao tratamento do
campo externo de quebra. Isto ¢, em (D.3) fixamos a condi¢ao de renormalizagao na situagao
estritamente livre, onde o campo externo de quebra b* é nulo. Em contrapartida, a condigao
(D.45) foi imposta na situagao em que o campo externo de quebra R,g,, se faz presente.
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Lancando méao de (6.67-6.69, 6.90, 6.94) e retendo apenas os termos do
vértice proporcionais a v, que contribuem para a constante de renormalizacao
de, vem

T#(g — 0) = —ie? { [—4m§X(q = 0) +2m2X (g = 0) + 2X,(q = 0)

o"pp

F4m2Y, (g — 0) + 4mlY, (¢ — 0)] n [—10m§X(q —0)+m2X,, (g 0)

+5X,(q — 0) + 26m2Y,(q — 0) + 10m2Y,, /(g — 0) — 8Y,,(q — 0)

olp'p
uw
_8m3ng'p’ (¢ — O)} 7} 7, (D.47)

que, em conjunto com (D.46) e (B.200-B.208, B.212-B.225), determina

2 )
.= ——° {1 Cin() + 2™ 4 o (m)}
8mm, My Mo
e? Mo My
T {5 —In(4) + - + 2In <m0 )] u.. (D.48)

D.3.2 Propagador Fermionico

Voltando-nos ao propagador fermionico, adotamos condigoes de renorma-
lizacao semelhantes aquelas impostas no caso com quebra fermionica para fixar
os polos e o residuo do propagador on-shell, a saber

S 0) ey, =0, (D.49)
d
—xhf =0, D.50
ap (P) o (D.50)
em que
Yr(p) = X(p) + d2p — (62 + O, )07 (D.51)

e com X(p) definida por (6.52, 6.60, 6.61).
De (D.49) resulta
Om,MoT = X(p) (D.52)

‘]ﬁ:mor ?
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de forma que, retendo apenas os termos nao derivativos proporcionais a 7 em
(6.60, 6.61), que contribuem para d,,, obtemos

2

e My e? My
Om, = Fy— {1 +2In(2) — 2In < o~ ﬂ 7327rm0u'v {3 + 2In(2) — 2In < ~ ﬂ .

(D.53)
Por outro lado, de (D.50) e das identidades de Ward (6.99, 6.101), vem
(D.16) e decorre

2 ,
5y = —© {1 Cin() + 2 4o (m“")]
87Tmo My me
€2 me My
T [5 —1In(4) + o +2In < o~ ﬂ u.. (D.54)

D.3.3 Propagador do Féton

Examinando, por fim, o propagador do féton, langamos méao de (6.50) e do
contratermo do féton para escrever o propagador vestido

iDR,(k,mes = 0) =

¢ i 0) _ :5 1.2, 1.2 5 k.uk.v
29 {1 T2 |:P55 ) —i03k? 4 ik%(0r + 03) <4u.v — 2]#)}}

) 5 21 . 21 24 .
— 2 u U {1 2 [Pg(o) — 153]{;2} }+<k2)2kz.uk.vgw {1 2 [Pg(o) — 253k2] }

1 2 )
—&—ﬁ(uuvy + u,vy,) {1 ] [Pg(o) — zéng] +0r+ (53}

~+termos proporcionais a k" e kY, (D.55)

com a funcao auxiliar Péo)(k) definida por (D.27) e pelas resectivas integrais
auxiliares alinhavadas no Apéndice B.

Em virtude da auséncia do termo de Chern-Simons nesta versao de nosso
modelo, o pélo do progador ¢é tnico e reside na origem, de forma que o fixamos
impondo que cada coeficiente entre chaves na expressdo acima se reduza a
unidade quando avaliados on-shell (k* = 0), resultando em

0
s B w| e
3 k2 67m,
k2=0

(D.56)
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62

dp = —03 = . (D.57)

67m,

Agora, se retomarmos os termos de Chern-Simons presentes na densidade
lagrangiana renormalizada (D.2), o propagador cldssico com quebra adequado
é (6.49) e o propagador vestido renormalizado fica expresso por

i

. . . . 5
sz’V(k) =19, Clg {1 + C—lg {Péo) —i03k® +ik*(0r + 53)4u.1}} [Cfg + k:2032g]

+CL |:P£(O) + Tn/cs((srncS + 53)i| (2]{32)Clgi03g} +
1g
vig, R e L L PO k2] 120y g+ 262 CC
Guv 2 1k 1+ Cop L0 103 [ 19018 + 3g dk]
+071]€(5R + 53)k2 [0129 =+ kZng]
21

k2 {PG(O) + mcs(5mcs + 53)} [Olgi03k + C1ki03g]}
Cir

0
+ie Ak iCs, {1 +- CZ [ — i03k® 4+ ik*(0r + 53) u. v} C14iCsy
3g

o [P0+ e, + 0] 65, + 205}

’Lng [

+Z€Ml,)\k‘/\w’i03k 14+ — [P(O) — 103k } [ClgiC;),k + ClkiC;;g]
ZC(g)k

4
+073((5R + 63)k201gi039+

+Z o [P(O) + Mg (B, + 53)} [2014C1y + 2k2C3,C31 ] }

+i (w0, + upvy) Ca {1 on | PO — i0k? | [2C1,Cs + 2K%iC4iC]
4

C2
+L [P€<0> + s (O, + 53)} 2k2 [Ch4iC1a — CuiCg) + (Og + 03)k? —2
Cy Cy
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+i[(k x v)Hu” — (k x v)"u” + (k x u)o” — (k x u)"v"]iChy.

.{1 +— [P;‘D - iéng] [2C1iCyg — CyiCiy — iCsgiCask?]
iCla

+iC14 [P O mes (.., + 53)} [—C1yCy — C14iC35k* — 2iC54iC4k”]
2
TiCu (6r + 53)2039019}

+i[(v x k) (ux k)" + (v x k)" (ux k)*]iCss.

. {]. + @ |:P£§O) - Z53k2i| [20191035 + 210141639]

+L [Pe(o) + Mes (6mcs + 53)} [201gi014 — 2]{;21'035@'039]
2035

]€2
—@(53 + 53)(1'039)2} + termos em k* e kY, (D.58)

onde (D.27, D.29) determinam as fungoes Pg(o)(k:) e PE(O)(k) e as novas fungoes
auxiliares C, (k) sdo definidas a partir dos coeficientes (6.36-6.48) do propagador
(6.49) como segue

1 5 mZ + k?
Cig(k) = ooy o (m2, = /4;2)21“)7 (D.59)
ng + k2
Cix(k) = 2m7 (D.60)
1 me 5 Mes
ng(k) = ﬁm%g — k2 — 5 (mgg — k2)2 u.v, (D61)
4mycs
C3k(k) - (mg — kg)g? (DGQ)
k‘2
C4(k) = (k2 . mgs)27 (D63)
mCS
Cha(k) (mZ — 72 (D.64)
2 1
Cs5(p) = —i—5° (D.65)
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Assim como no caso do modelo com quebra fermionica, a presenca do termo
de Chern-Simons notavelmente confere ao propagador do féton (6.49) dois polos
distintos, um sobre a origem e outro sobre a massa topolégica m.s. Com a
escolha de fixar o pélo do propagador vestido (D.58) sobre a origem quando
k? = 0, exigimos que todos os termos entre chaves em (D.58) se reduzissem
unidade nesta condigao, recuperando o comportamento do propagador classico
e obtendo um sistema de equacoes lineares donde decorrem as constantes de
renormalizacao

62

53 = (D.66)

6mm,’

2
O 6( Lo ) (D.67)

T \3My  Mes
2
e
Or = . D.68
R 6mm, ( )

Nitidamente, observa-se que (D.66, D.67) coincidem com (D.37, D.38), visto
que estas constantes de renormalizagao independem do tensor de quebra da
simetria de Lorentz, que se traduz em (D.68).
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Apéndice E

O Efeito Magneto-Elétrico

Neste apéndice, faremos uma breve analise de nosso modelo com quebra
da simetria de Lorentz no setor do féton, na auséncia do termo de Chern-
Simons, em nivel cldssico, com o intuito de explorar alguns aspectos de sua
fenomenologia inerente, enfatizando o efeito magneto-elétrico.

E.1 As Equacoes de Movimento e a Transver-
salidade dos Campos

A densidade lagrangiana cldssica pertinente aos nossos propdsitos consiste
em

1 1
Lemi(v) = =7 F" () Fu () — ZRQW,F“B (x)FH (). (E.1)
Recordando o tensor do campo eletromagnético bidimensional (1.14) e a
parametrizagao do tensor de quebra da simetria de Lorentz em termos dos
trivetores fixos u# e v (6.5), podemos reescrever (E.1) em termos dos campos
elétrico e magnético como’

1 = _,
Lin (7 1) = 3 (wo+ R~ 1) (BZ(F, 1) — E2(F, t)) a0 B2 (7 1)

IDestacamos aqui que, em (241) dimensdes, o produto vetorial entre dois bivetores ar-
bitrdrios do plano resulta em um psudoescalar, isto é, ¢(7,t) X 5(7,t) = qu (7, t)sy (7, t) —
Gy (7, t)sz (7, t), como o campo magnético.

197
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—uOB(7,t)7 x E(F,t) — v°B(F, )i x E(F,t) — 0.E(F,t)@.E(F,t) + B2(7,1)

Extraindo as equacoes de Euler-Lagrange, resulta o sistema?

(1 —wv — R+ 2uouo)V.E(7, t) +ugV B(F,t) x T+ voVB(F,t) x @

=200, B (7, ) — 2uyv,, 0, Ey (T, 1)
—(UpVy + UyVg) Oy By (7, 1) — (UgUy + uyvs )0 By (T, t) = 0, (E.3)

(1~ u.0—R—2uyv,) (9 By (7)) — 0, B(7, ) +uod,y (E(F, £) x 17)+1108y (E(F, £) x a)

+2ugvoOL By (7, t) + 2uyv, 0y B(7, 1)
—(Upvy + Uyvg) 0 By (T, 1) + (upvy + uyv9)0: B(T,t) = 0, (E.4)

(1—u.v—R—2uyvy) (8. By (F, t) + 8, B(F, 1)) ~1uods (E(F, t) x 17)—110835 (E(F, £) x a)
+2ugvoOLEy (7, t) — 2u,0,0, B(T, )
—(Uuzvy + Uyvy )0 By (T, 1) — (uovy + ugvo)0rB(r, t) = 0. (E.5)
Buscando, entao, solucoes de onda plana que se propagam, por exemplo, na

direcao &

{ E(F,t) = Ee~i(wi—kz) (5.6)

B(7,t) = Be~i(wi=kz),

obtemos as amplitudes dos respectivos campos elétrico e magnético

E, = —Ey {w [vovy (@ — ud) + uouy (0% — v3) + (vyuo + uyve)(—1 + R)]
—k [v0y (7 — ud) + uzty (77 — v) + (vauy + uzvy)(—1+ R)] }.
. {w [uouw({f2 — v2) + v (@ — ud) + (veug + upvo)(—1 + R)]

+k [u20? — (u2 = ud)(02 — ) + (-1 4+ R)(2upv, + R— 1))}, (E.7)

v

2Doravante, neste apéndice, adotaremos o sistema de coordenadas cartesianas retangula-
res.
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B = Ey {’LU [ﬁ21—)»2 — (]. — R+ U0U0)2]
—k [vwvo(ﬁ2 — ud) + upug (7% — v3) + (vpuo + ugvo)(—1 + R)] } .

Aw [uouy (7% — 0f) + vovs (@ — ud) + (vauo + uzvo)(—1 + R)]

1

+k [uivs — (ul —ug)(v) —vg) + (=1 + R)(2uzv, + R—1)]} .

2 (E.8)

A amplitude (E.7) do campo elétrico revela uma quebra da transversalidade
da onda no vacuo, devida a anisotropia espacial imposta pelos vetores de quebra
da simetria de Lorentz « e ¥. Neste cenario, o campo elétrico oscila tanto
perpendicularmente quanto paralelamente a direcao de propagacao da onda,
produzindo um modo do tipo TM (transverse magnetic).

No contexto envolvendo uma quebra isotrépica da simetria de Lorentz, a
amplitude (E.7) é nula e a transversalidade da onda no vécuo é preservada.

E.2 Efeito Magneto-Elétrico

O efeito magneto-elétrico consiste na capacidade de se magnetizar um ma-
terial através de um campo elétrico ou de induzir uma polarizagao elétrica
através de um campo magnético [34]. Estas inusitadas propriedades podem ser
contempladas definindo o vetor de deslocamento elétrico® [34]

D =¢€E + enB, (E.9)

com as permissividades elétrica e “magneto-dielétrica” introduzidas, respecti-
vamente, por

€= [ f a2 } , (E.10)

€m = { cmt ] : (E.11)

e a indugdo magnética [34]

3 A equacio (E.9) deve ser entendida como uma equagao matricial, com o campo magnético

B multiplicado pela matriz coluna } , tendo em mente sua natureza escalar, e as compo-

1
1
nentes do deslocamento elétrico e do campo elétrico elencadas adequadamente em matrizes
coluna. Posto isto, a critério de concisao do texto, tomamos a liberdade de denotar vetorial-

mente as matrizes associadas a D e E em (E.9).
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1 .
H=—DB+i.E, (E.12)

tam

em que [, € a permeabilidade magnética e p. a permeabilidade “magneto-
elétrica”.

A partir da densidade lagrangiana (E.1), calculamos o vetor de desloca-
mento elétrico langando mao de [29]

D= a—]i, (E.13)
OF

donde seguem as componentes

D,=—-(uv+R-1)E,+ 20 F, + UOUyB +v0uyB — il E — ug’)’.fi (E.14)

D, = —(uv+R—1)E, + 20" E, —u®v, B — v"u, B — v,i.E —u,0.E. (E.15)

Recorrendo a (E.10) e (E.11), decorrem as permissividades

. —(uv+ R —1) +2u%° — 2v,u, —(vpuy + vyuy)
B —(vauy + vyuy) —(uv+ R—1) 4 2u%" — 2v,u, |’
(E.16)
uovy + vouy
€m = [ S| (E.17)

Por sua vez, a indugao magnética pode ser extraida tendo em conta [29]

oL
H=—-— E.1
" (E.18)
fornecendo
H=—(uwv+R—-1)B+u%x E+0°@ x E — 2Bi.7. (E.19)
De (E.19) vém as permeabilidades
_ ! (E.20)
= v+ R—1 + 200" ‘

fie = —(uPvy + 0%uy)E + (uv, + v u,)9. (E.21)
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O efeito magneto-elétrico fica estabelecido por (E.17) e (E.21), que evi-
denciam sua origem na anisotropia espago-temporal induzida pela quebra da
simetria de Lorentz. De fato, examinando a polarizagao elétrica, definida por
[70]

D=E +4nP, (E.22)

obtemos suas respectivas componentes

1 . .
P, = e {—(u.v +R)E, + 2O E, — v, 0. E — uyU.E + uovyB + vouyB} ,
T
(E.23)

1 o, -
P, =— [—(u.v +R)E, + 2u*°E, — vyi.E — u,v.E — uv, B — voumB] ,

Y 4
(E.24)
que, nitidamente, sao suscetiveis ao campo magnético.
Por outro lado, avaliando a magnetizacao definida por [70]
H =B — 47 M, (E.25)
escrevemos
1 o _
M=-— [—(u.v+R)B—zBa.ﬁ+u%x E+ax B, (E.26)
7r

que reitera a sensibilidade magnética do meio anisotrépico a presenca de um
campo elétrico.

Face aos resultados (E.23, E.24, E.26), nosso modelo de campo original pode
ser empregado para a descrigao efetiva de sistemas planares magneto-elétricos
em fisica do estado sélido.

E.3 Referéncias do Apéndice

Listamos a seguir as referéncias pertinentes a este apéndice.

[29] Berestetskii, V. B.; Pitaevskii, L. P.; Lifshitz, E. M. “Quantum FElec-
trodynamics”. Segunda edicao, Butterworth-Heinemann, 1982.

[34] Khare, A. “Fractional Statistics and Quantum Theory”. Segunda Edigao.
World Scientific, 2005.
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[70] Landau, L. D.; Lifshitz, E. M.; Pitaevskii, L. P. “Electrodynamics of
Continuous Media”. Segunda Edicao, Butterworth-Heinemann, 1984.
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