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RESUMO

Esta dissertagao expoe uma aplicagao da algebra linear, o modelo de
Leslie, que descreve o crescimento populacional de fémeas de uma deter-
minada populacao. Para tanto se apresenta a definicao de autovalores,
autovetores e diagonalizacao de matrizes, visando a estruturagao do
modelo. Com o propdsito de mostrar aos alunos do ensino béasico um
exemplo préatico envolvendo matrizes, este trabalho propoe usar o mo-
delo de Leslie em um estudo da projegao futura feminina distribuida
em faixas etarias com a finalidade de verificar a sustentabilidade do
sistema previdencidrio brasileiro a longo prazo.

Palavras-chave: Algebra Linear. Modelo de Leslie. Crescimento Po-
pulacional. Matrizes.






ABSTRACT

This dissertation exposes an application of linear algebra, the Leslie
model, which describes the population growth of females of a given
population. For this, the definition of eigenvalues, eigenvectors and
diagonalization of matrices is presented, aiming the structuring of the
model. With the purpose of showing the students of basic education
a practical example involving matrices, this work proposes to use the
Leslie model in a study of the future female projection distributed in
age groups in order to verify the sustainability of the Brazilian social
security system in the long term.

Keywords: Linear algebra. Leslie’s model. Population growth. Ma-
trices.
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1 INTRODUCAO

O modelo de Leslie desenvolvido na década de 1940 (ANTON;
RORRES, 2001), é comumente usado por demdgrafos e bidlogos para
estimar o crescimento populacional. Com esse modelo é possivel ana-
lisar o crescimento das populacoes de fémeas animais ou humanas por
faixas etarias. Através da matriz de Leslie pode-se investigar o desen-
volvimento populacional ao longo do tempo, e determinar o limite da
distribuicao etdria e a taxa de crescimento da populagao.

O presente texto descreve uma das diversas aplicagoes da Algebra
Linear. Sendo assim o leitor precisa ter familiaridade com Algebra Li-
near, serao expostos revisao de alguns conceitos e teoremas necessarios
para o entendimento do mesmo.

No capitulo dois sao expostos os conceitos de autovalores, auto-
vetores e diagonalizagao de matrizes que serao necessarios ao entendi-
mento do préximo capitulo.

O dltimo capitulo é dedicado a construgao do modelo matricial
de Leslie. Para tanto, sao utilizados os contetidos vistos no capitulo dois
com o intuito de analisar o crescimento populacional feminino a longo
prazo. Finalmente é feita uma aplicagdo da matriz de Leslie, usando a
projecao da populagao brasileira feminina por faixas etarias. Os dados
utilizados para aplicacao deste modelo foram obtidos das tabelas do
censo brasileiro de 2010. A partir da andlise de nascimento, morte e
envelhecimento do ano de 2010 foi aplicado o modelo de Leslie para
verificar o crescimento populacional feminino & longo prazo. Assim
sendo, a populacao feminina brasileira foi dividida em faixas etarias de
dez em dez anos, onde a quantidade de mulheres em cada faixa etaria
fornece o vetor z(?) que contém a populacio inicial de fémeas. Esta
aplicagao tem como objetivo permitir ao leitor, baseado no modelo de
Leslie, verificar a sustentabilidade do sistema previdenciario brasileiro
no futuro.
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2 ALGEBRA LINEAR

Neste capitulo serao apresentados os conceitos de autovalores,
autovetores e diagonalizagao de matrizes que sao os pré-requisitos para
o estudo do crescimento populacional por faixa etéria.

Para maiores detalhes ver as referéncias (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA,
2007; BOLDRINI et al., 1986; LAY, 1999; LEON, 1999; COELHO; LOURENCO,
2007).

2.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Definicao 2.1.1 Seja A uma matriz n x n. Um escalar A é um au-
tovalor de A se existe um vetor ndo nulo x € C" tal que Ax = dx. O
vetor © € um autovetor de A associado ao autovalor .

Exemplo 2.1.1 Considerando as matrizes

(1) ()
(1)) (5)o(1) -

tem-se que A = 5 é um autovalor de A e x = (—3,1)T é um autovetor

associado a A = 5. De fato, qualquer multiplo nao nulo de = é um
autovetor, ja que

Alaz) = aAz = alz = Aax)

Entdo, por exemplo, (6, —2)7 também é um autovalor associado a A =

(7 R)(2)-(0) ()
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2.1.1 Célculo de Autovalores e Autovetores

Inicia-se esta secao relembrando a definicao de nucleo de uma
matriz.

Definicao 2.1.2 Seja B uma matriz m X n (real ou compleza), o con-

Junto
{z € C"| Bz =0}

¢ chamado nicleo de B e denotado por ker (B) ou N(B).

Pode-se mostrar que ker (B) é um subespago vetorial de C", veja
(LEON, 1999) p. 92.

Com relacao ao calculo de autovalores e autovetores, observe que
a equagao Az = A\x pode ser reescrita como

(A= X))z =0. (2.1)

Assim, A é um autovalor de A se, e somente se o sistema ho-
mogéneo (2.1) possui uma solugdo nao trivial, ou seja, se, e somente se
ker (A — AI) # {0} e um autovetor associado a A é algum vetor nao
nulo contido em ker (A —AI). O subespaco ker (A— AI) é denominado
de autoespaco associado a .

A equagao (2.1) terd uma solucdo nao trivial se, e somente se
A — M for singular !, ou seja,

det(A — \I) = 0. (2.2)

Conforme (LEON, 1999), p. 213, expandindo o determinante em (2.2),
tem-se um polinéomio de grau n na variavel .

air — A a2 e Q1n
a1 agy — A .- aop
PA(N) = det(A — AI) = det
an1 An2 o Anpn — A

Esse polinémio é denominado de polinémio caracteristico de A, e a
equagdo (2.2) é chamada equacdo caracteristica de A. As raizes do
polindmio caracteristico sao os autovalores de A. O polindmio carac-
teristico terd exatamente n raizes se contadas as raizes de acordo com a

I Defini¢do: Uma matriz quadrada é dita singular quando nio tem inversa.
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sua multiplicidade. Sendo assim, A tem n autovalores, podendo alguns
destes estar repetidos, mas todos sao niimeros complexos.

Resumindo, foram estabelecidas cinco condicoes afins para que
A seja um autovalor de A.

Sendo A uma matriz de ordem n e A um escalar. As seguintes
afirmacoes sdo equivalentes:

e )\ é um autovalor de A;

(A — Az = 0 tem uma solugdo nao trivial;

ker(A—XI) #{0};

e A — A é singular;

det(A — \I) = 0.

Os exemplos (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.4) ilustram os calculos de au-
tovalores, autovetores e autoespagos usando o polinémio caracteristico.

Exemplo 2.1.2 Encontre todos os autovalores e 0s autoespagos asso-
ciados da matriz

1 2 2
A= 1 2 -1
-1 1 4

Resolugdo: Primeiramente é necessario encontrar os autovalores de A,
para tanto deve-se encontrar as raizes do polinéomio caracteristico de
A, ou seja, as raizes de Pa(X\) = det(A — M),

1-Xx 2 2
Pa()\) = I 2=X =1 |[==-XN472=15)+9 = (1-N\)(A-3)%
~1 14—

Assim, as raizes de P4(A) s@o A\; = 1 e Ay = A3 = 3, e portanto os
autovalores da matriz A sdo 1 e 3.

Para encontrar o autoespago associado a A\; = 1 é necessério
encontrar o ker(A — 11), ou seja, resolver o sistema

(A—Tu=0,

onde u = (x,y,2)T. O sistema pode ser reescrito da seguinte forma:
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1-1 2 2 x 0
1 2-1 -1 y | = (o0
—1 1 4-1 z 0

A matriz do sistema é:

0o 2 2
A—1= 1 1 -1 |,
-1 1 3
cuja forma escada reduzida é
1 1 -1
0 1 1
0 0 O
Tem-se entao x = 2z, y = —z e z é a variavel livre. Portanto, o auto-

espacgo associado ao autovalor A\; = 1 consiste de todos os vetores da
forma u; = (22, —2,2)T, onde 2 € C.

Para encontrar o autoespago associado a Ay = 3, procede-se de
maneira semelhante, porém tem-se que resolver agora o sistema

(A=3Nu=0,
ou seja,
1-3 2 2 T 0
1 2-3 -1 Y = 0
-1 1 4-3 z 0
A matriz do sistema é:
—2 2 2
A—3] = 1 -1 -1 |,
-1 1 1

e sua forma escada reduzida é:

1 -1 -1
0 0 O
0 0 O

Entao segue que z —y — z = 0, ou seja, x = y + 2, y e z sao varidveis
livres. Portanto, o autoespaco associado a Ay = 3 consiste em todos os
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vetores da forma us = (y + z,y, 2)7, onde y e z € C.

Exemplo 2.1.3 Determine os autovalores e os autovetores associados

da matriz
1 4
A_<2 3>.

Resolugao: Primeiramente precisa-se encontrar os autovalores de A,
para tanto é necessario encontrar as raizes do polinémio caracteristico
de A, ou seja, as raizes de Pa(\) = det(4A — A\I),

1-—A 4

PA(A):‘ 2 3-)

‘:)\2—4>\—5:()\+1)()\—5).

Assim, as raizes de P4(\) sdo A\ = —1 e Ay = 5, e portanto os autova-
lores da matriz A sdo —1 e 5.

Para encontrar os autovetores associados a Ay = —1 é necessério

encontrar o ker(A — (—1)I), ou seja, resolver o sistema (A4 + Iu = 0,
onde u = (x,7)T. O sistema pode ser reescrito da seguinte forma:

) (G)-(0)

A matriz do sistema é:
2 4
Atl= ( 24 )

e sua forma escada reduzida é

(05)

Entao segue que x + 2y = 0, ou seja, x = —2y e y é a variavel livre.
Assim obtém-se u; = (—2y,y)T = y(~2,1)T com y € C. Logo qualquer
miiltiplo ndo nulo de (—2,1)7 é um autovetor associado a ;.

Analogamente, para encontrar os autovetores associados a Ay =
= 5 é necessario resolver o sistema (A —5I)u = 0, onde u = (z,y)7, ou

e
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A matriz do sistema é:

-4 4
i (),
e sua forma escada reduzida é
1 -1
0o 0 )’
entao segue que x = y e y é a variavel livre. Assim obtém-se uy, =

= (y,y)T = y(1,1)T, com y € C. Portanto, qualquer miltiplo ndao nulo
de (1,1)T ¢ um autovetor associado a Ay.

a=(1 1)

Encontre os autovalores e os autovetores associados da matriz A.

Exemplo 2.1.4 Seja

Resolug¢do: Primeiramente precisa-se encontrar os autovalores de A,
para tanto é necessario encontrar as raizes do polinomio caracteristico
de A, ou seja, as raizes de P4(A) = det(4 — A\I),

1-A -2

Pa()\) = =A%+ 1.

A( ) 1 1=

As raizes do polinémio caracteristico sdo Ay = —i e Ay = i. Logo, 0s
autovalores da matriz A sdo —i e 1.

Para encontrar os autovetores associados a Ay = —% é necessario resolver

o sistema (A +il)u = 0, onde u = (z,y)T, ou seja,

(7 L) G)- ()

A matriz do sistema é

o (1+i -2
A“I_( 1 —1+¢)’

cuja forma escada reduzida é

147 =2
0 0 )
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Tem-se entdo (1+i)x — 2y = 0, ou seja, y = x e x é a variavel livre.

Assim obtém-se u; = (z, )T = z(1, )T, com 2 € C. Portanto,

qualquer multiplo ndo nulo de (1, %)T é um autovetor associado a Ap.

144
2

Analogamente, para encontrar os autovetores associados a Ao = i é
necessério resolver o sistema (A — il)u = 0, onde u = (z,y)T, ou seja,

() ()= (6)

A matriz do sistema é

. 1-i -2
A”( 1 —1—i)’

cuja forma escada reduzida é

(o a)
Entao segue que (1—i)z—2y = 0, ou seJ ,y = iy e x é avaridvel livre.
Assim obtém-se uy = (z, 1712)T L
qualquer multiplo ndo nulo de (1, T

T‘) , com z € C. Portanto,
um autovetor associado a Ag.

Teorema 2.1.1 Se uq,us,...,u, sGo autovetores associados a autova-
lores distintos A1, ..., A\, de uma matriz A de ordem n X n, entdao o
conjunto {uy,ug, ..., u,} € linearmente independente.

Demonstragdo: Se {uq,us,...,u,} é linearmente dependente (LD),
entdo existe um menor indice p tal que up,y1 é uma combinacao linear
dos vetores LI que o precedem, ou seja, existem escalares cy, ..., ¢, tais
que

CLul 4 -+ F Cplp = Upt1- (2.3)
Multiplicando os dois lados de (2.3) por A e usando o fato de que
Aug, = Apug para 1 < k < r, segue que

crAuy + - + cpAuy = Aup,

ou seja,

CiALUL + - F CpApUp = App1Upy. (2.4)

Multiplicando os dois lados de (2.3) por A,11 e subtraindo o resultado
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de (2.4), tem-se que

Cl<)\1 — )\p+1)U1 + -+ Cp()\p — /\p+1)up =0. (25)

Mas como {uq,us,...,up} é LI, segue que ¢;(A;j — Apt1) = 0, para
it =1,...,p. Mas nenhum dos fatores (A\; — A,11) é igual a zero, pois
os autovalores sao distintos. Logo, ¢; = 0 para ¢ = 1,...,p. Entao,
por (2.3), segue que up+1 = 0, o que é impossivel, pois uy+1 é um
autovetor. Assim, {uj,us, ..., u, } ndo pode ser linearmente dependente
e, portanto, tem que ser LI.

Corolario 2.1.1 Se uma matriz A de ordem nxn possuin autovalores
complezos diferentes dois a dois, entao existe uma base (uy,...,uy,) de
C™ formada de autovetores de A.

Demonstragao: A prova do coroldrio segue do Teorema (2.1.1).
Se A possui n autovalores distintos, pelo Teorema (2.1.1) {u1,...,un}
sao LI em C™, entao formam uma base de C".

Definicao 2.1.3 Uma matriz A de ordem n é semelhante o matriz B
de ordem n se, e somente se, existe uma matriz P inversivel tal que
A= PBP L

Observe que se A é semelhante a B entao B é semelhante a A:
multiplicando a expressio A = PBP~! por P~! & esquerda e por B a
direita, tem-se

P 'AP =P 'PBP'P=B.

Logo
B=P'AP =P AP YL

Portanto, diremos que as matrizes A e B sdo semelhantes.

Proposicao 2.1.1 Matrizes semelhantes tém mesmo polinémio carac-
teristico.

Demonstracgao: Sejam A e B matrizes n x n semelhantes, existe uma
matriz inversivel M tal que B = M ~1AM. Dafi :

Pp(\) = det(B — tI,,)) = det(M~'AM — \I,,) =

=det(M "AM — AM 1, M) = det(M~Y(A — \I,)M) =
= det(M V) det(A — \1,,)det(M) = det(A — \I,,) = Pa()).
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Os trés resultados a seguir serao necessarios na demonstragao do
Teorema (3.2.1) do préximo capitulo.
Conforme (COELHO; LOURENGO, 2007), p. 134, um operador linear é
uma transformacao linear T : U — U, onde U é um espaco vetorial
sobre um corpo K. Neste trabalho considere K = C.

Definicao 2.1.4 Seja T : U — U um operador linear.

e Um autovalor de T é um elemento \ € C tal que existe um vetor
nao nulo u € U com T(u) = Au.

e Se A\ ¢ um autovalor de T, entdo todo vetor ndo nulo uw € U
tal que T(u) = Au € chamado de autovetor de T associado a .
Denotando por Autp(X\) o subespago de U gerado por todos os
autovetores associados a .

A Definicao (2.1.5) e a Proposi¢ao (2.1.2) podem ser encontradas
em (COELHO; LOURENCO, 2007), p. 141.

Definicao 2.1.5 Seja A um autovalor de um operador linear T : U —
U, onde U € um espago vetorial de dimensdo finita. Suponha que
Pr(z) = (x — N)™q(x), com q(x) # 0, seja o polinémio caracteristico
de T. O nimero m é chamado de multiplicidade algébrica de \ e é
denotado por ma(X). A multiplicidade geométrica de A é a dimensdo
do subespago Autr(\) que € indicado por mg(\).

Nota:
Perceba que a multiplicidade algébrica de um autovalor \ é o
maior fndice j, tal que (x — \)7 divide Pr(z).

Proposigao 2.1.2 Seja A um autovalor de T : U — U, onde U € um
espago vetorial de dimensao finita. Entao mg(\) < ma(A).

Demonstragao: Seja V = Autr(\) e supondo que dim¢V = s e
dimcU = n, sendo s a dimensdo de V no corpo C e n a dimensao de U
no corpo C. Seja 81 = {v1,...,vs} uma base de V. Como S; é linear-
mente independente, existe uma base 8 = {v1,...,vs,Vs41,...,0,} de
U contendo 1. Como T'(v;) = Av; para i = 1,...,s, tem-se que
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A0 0
0 A 0 Aq
0 0 A
[T]B_ )
S AP As
00 --- 0

onde [T]3 é a matriz do operador linear em relagdo a base 5, A; €
My (n—5)(C) e A2 € M(;,_g)x (n—s)(C). Determinando o polinémio ca-
racteristico, segue que

A0 0
0O X --- 0

=det |xl, — L . det(xl(,_g) — Az) =
0 0 --- )\

= (v — A)*det(xl(n—s) — A2)
Por definicao, tem-se que ma(\) é o maior indice j tal que (z—M\)’

divide Pr(x). Portanto, mg(A) = s < ma(A).

Seja agora T : U — U um operador linear, onde U é um espago
vetorial de dimenséo finita, tal que Pr(z) = (x — A1)™ ... (z — A\p)™.
¢

Note que a dimcU = an Usando a proposicao (2.1.2) segue que
i=1

t
dimeU = Z dimgcker(\;) se, e somente se, para cada 1,
i=1

mg(\;) = ma(\;).
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2.2 DIAGONALIZACAO DE UMA MATRIZ

Muitos processos iterativos, como os modelos de Leslie para cres-
cimento populacional, sao modelados por:

2 ®) = Ak,

onde A é uma matriz n X n, a qual modela o processo, e g € R™ é um
vetor dado, que geralmente descreve as condic¢Ges iniciais do processo.
Desta forma, o vetor (%) representa o comportamento do processo no
tempo k.

Nesta secao serd visto que algumas matrizes n X n podem ser fatoradas
como A = PDP~! onde D é uma matriz diagonal n x n e P é uma
matriz n X n inversivel. Para tais matrizes pode-se calcular as poténcias
de A de uma forma mais eficiente.

Definicao 2.2.1 Uma matriz Apxn € diagonalizavel se existem uma
matriz Dypx, diagonal e uma matriz P,xn, itnversivel, tal que
P~'AP = D. Neste caso, dizemos que P diagonaliza A, ou seja, P
€ diagonalizante.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Diagonalizacéo)
Uma matriz A de ordem n € diagonalizdvel se, e somente se, A possui
n autovetores linearmente independentes.

Demonstracao: Suponha que A é diagonalizdvel. Entao existe uma
matriz inversivel de ordem n e uma matriz diagonal D,,«,, tais que
P~'AP = D, ou seja, AP = PD. Suponha que os vetores coluna de
P sejam uq,us,...,u, € que os elementos da diagonal principal de D
sejam A1, Az ..., A,. Observe que uq,us,...,u, sao vetores nao nulos,
pois a matriz P é inversivel. Entao

AP = Aluy ug -+ uy) =[Auy Aug -+ Aupl, (2.6)
enquanto
MM 0 - 0
0 X - 0

PD:[Ul Uy - Un] . . . =
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= [)\111,1 )\Q’LLQ /\nun} (27)
Como AP = PD, de (2.6) e (2.7) segue que

Portanto, ui,us,...,u, sdo autovetores de A, associados aos autova-
lores A1, A2 ..., A, respectivamente. Como P é inversivel, suas colunas
U1, U, . . ., Uy, 80 linearmente independentes. Logo, A possui n auto-

vetores linearmente independentes.

Reciprocamente, suponha que A possui n autovetores linearmente inde-
pendentes, sendo uy, usg, . . ., u, associados aos autovalores A1, Ay ..., Ay
respectivamente; isto é,

Seja P = [ug wus -+ up], P é inversivel, pois uj,ug,...,u, sdo
linearmente independentes e seja

A O - 0
0 Ao - 0
D= . . .
0 0 - M\
Assim
AP = Aluy us -+ u,] =[Au; Aug -+ Auy,] =
A O 0
0 X - 0
= [)\1’&1 )\2u2 e )\nun] = . . . . = PD
0 O An

Portanto, a matriz A é diagonalizavel.

Nota:

Conforme (LAY, 1999), p. 289, A é diagonalizavel se, e somente se
existem autovetores suficientes para formar uma base para C™. Tal
base é denominada base de autovetores.



39

Teorema 2.2.2 Uma matriz A quadrada com n autovalores distintos
é diagonalizdvel.

Demonstracao: Sejam us,...,u, autovetores associados aos n auto-
valores distintos da matriz A. Entao {ui,...,u,} é linearmente inde-
pendente, pelo Teorema (2.1.2) da Segao (2.1). Portanto, pelo Teorema
(2.2.1), A é diagonalizavel.

Notas:

1. Nao é necessdrio que uma matriz A de ordem n tenha n autova-
lores distintos para ser diagonalizdvel.

2. Se A é diagonalizavel, entdo os vetores colunas da matriz P que
diagonaliza A sao autovetores de A e os elementos diagonais de
D sao os autovalores associados.

3. A matriz P ndo é unica. Trocando-se a ordem das colunas de
uma matriz diagonalizante P, ou multiplicando-as por escalares
nao nulos, obtém-se outra matriz diagonalizante.

4. Se A é diagonalizdvel, entdo A pode ser fatorada em um produto
PDP~! entdo segue que

A* = (PDP Y(PDP™')=PD?*P!

e, entao
(A)F 0 0
0 (Ao)F oo 0
AF = ppkp-1 =p . . . P,
0 0 ()\n)’C
onde k£ € N.

Uma vez obtida uma fatoracio A = PDP~!, é facil calcular as poténcias
de A.

Assim, se A for diagonalizével, é possivel calcular A*, sem a necessidade
de calcular o produto de k& multiplicagoes de matrizes.
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Exemplo 2.2.1 2 . Seja

3 -1 =2
A= 2 0 -2
2 -1 -1

E facil ver que os autovalores de A sdo A\; =0, Ay =1 e A3 = 1. Tem-se
o autovetor (1,1,1)T associado a A\; = 0 e os autovetores (1,2,0) e
(0,-2,1)T associados a A = Ay = A3 = 1. Seja

11 0

P=|1 2 -2

10 1

Entao,

-2 1 2 3 -1 -2 11 0
P1AP = 3 -1 =2 2 0 -2 1 2 -2
2 -1 -1 2 -1 -1 10 1

000

PlAP=10 1 0

0 0 1

Embora A = 1 seja um autovalor miltiplo, a matriz ainda pode
ser diagonalizada ja que possui trés autovetores linearmente indepen-
dentes. Para este exemplo observe, também, que a igualdade a seguir
é valida

Ak = pDFP~t = pPDP ' = A

para todo k > 1.

Conforme (LEON, 1999), p. 233, se uma matriz A de ordem
n possui no maximo r autovetores linearmente independentes, onde
r < n, dizemos que A é defectiva. Segue-se do Teorema (2.2.1) que
uma matriz defectiva nao é diagonalizavel.

2(LEON, 1999)
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3 MATRIZ DE LESLIE

3.1 INTRODUCAO AO MODELO MATRICIAL

Neste capitulo descreve-se o modelo matricial de Leslie, o qual é
muito utilizado por biégrafos e demdgrafos, para determinar o cresci-
mento populacional por faixa etaria da parte fémea de uma populacao
humana ou animal.

O modelo de Leslie foi introduzido inicialmente em 1920, pelo
matemdtico Alfred J. Lotka, (SILVA, 2016) porém o modelo sé foi to-
talmente formulado em 1945 por Leslie Patrick Holt (1945), com o
passar do tempo foi melhorado por Lefkovitch (1965), a quem interes-
sar aprofundar o conhecimento a respeito da matriz de Leslie, consultar
(ANTON, 2001).

Com o objetivo de descrever e motivar o estudo do modelo de
Leslie, iniciamos a se¢ao com um exemplo:

Uma populagao de animais consiste de 800 fémeas na faiza etdria
0—1 ano, 500 fémeas na faiza etdiria 1 —2 anos e 300 fémeas na faiza
etaria 2—3 anos. Assuma também que estes animais vivem no mdximo
3 anos.
A medida que o tempo passa, qual o nimero de fémeas dentro da cada
faiza etdria?

Para responder esta pergunta serao levados em consideracao os
seguintes fatores bioldgicos: nascimento, morte e envelhecimento.

Suponha que metade das fémeas na faixa etaria 0 — 1 ano so-
breviva e passe para a faixa etaria 1 — 2 anos, suponha também que
metade das fémeas na faixa etaria 1 — 2 anos sobreviva e passe para
a préxima faixa etaria. Como estes animais vivem somente 3 anos, os
que estao na terceira faixa etaria estarao mortos no ano seguinte.

Com relagdo aos nascimentos, assuma que em média cada féemea
na segunda faixa etaria tenha uma filha e na terceira faixa etdria duas
filhas.

Assim, apds um ano o numero de fémeas na faixa etaria 0 — 1
ano serd de 1500 + 2 - 300 (numero de fémeas nascidas de maes que
estavam na segunda faixa etaria mais o nimero de fémeas nascidas de
maes que estavam na terceira faixa etéria).

Ja o numero de fémeas na segunda faixa etaria serd o nimero de
fémeas que estavam na primeira faixa etaria e sobreviveram, ou seja,
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- 800.

Por ultimo, o nimero de fémeas na terceira faixa etéria serd o niimero
de fémeas que estavam na segunda faixa etaria e sobreviveram, ou seja,
3 - 500.

Tem-se entao:

N|—=

Faiza Etdaria | Numero de fémeas apds um ano
0-1 1-500+2-300
1
1-2 5 - 800
2-3 % - 500

Os calculos realizados acima para encontrar a populacao de fémeas
apés um ano podem ser expressos através da seguinte multiplicacao
matriz-vetor:

1-500 + 2 - 300 0 1 2 800
%-800 =3 00 500
3 500 0 2 0 300

Chamando de L a matriz de ordem 3 x 3 acima, de z(?) o vetor
que contém a populacao inicial de fémeas e de (1) o vetor que contém
a populagao de fémeas apds um ano, segue que

2+ = 1200

Assumindo que as taxas de nascimento e sobrevivéncia se mantém
as mesmas, para encontrar a distribuicao etaria depois de dois anos,
basta multiplicar () por L, ou seja,

@ = Lz,

Como
20 = Lx(o),

tem-se
@ = L(Lz) = L2z,

Ou seja, para encontrar a distribuicao da populagao de fémeas em
um determinado ano, basta multiplicar o vetor que contém a populagao
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inicial pela matriz L um nimero apropriado de vezes,
a® = kg,

Abaixo sao apresentados os vetores de distribuicao etaria depois
de 0, 5, 10, 15 e 20 anos:

800
300
1000
2® =120 = 475 |,
225
968, 750
210 = 11900 = [ 475,000 )
240, 625
960, 9375
209 = 15,0 — [ 478 9063 |,
240, 6250
959, 9609
220 = 120,00 = | 479 8828
240, 1367

Figura 1 — Distribuigao etaria

1100

1000

900+

Primeira Faixa Etaria
Segunda Faixa Etaria |4
Terceira Faixa Etaria

GO0 F

ook

ga0 | .
500+ \/\M\"
200 - .

300 F

200
]
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Observando os vetores de distribuigao etaria acima, percebe-se
que a medida que os anos passam a distribuicao etaria tende a estabi-
lizar.

Serd que isso sempre ocorre? Ou é especifico desse exemplo?

Para responder essa pergunta na préxima secao serd feito um

estudo detalhado do Modelo de Leslie.
3.1.1 Descricao do Modelo

Nesta secao exibi-se a estrutura e as propriedades da matriz
de Leslie para o caso especifico do crescimento populacional feminino
de uma populacdo animal ou humana. Segundo (ANTON, 2001) p.
480, neste modelo, as fémeas sao divididas em faixas etérias de igual
duragdo. Supondo que a idade maxima que uma populagdo fémea possa
atingir seja L unidades de tempo (u.t.). Divide-se a populacdo em n
faixas etarias, cada faixa etdria tera % u.t. de duragao. As faixas
etarias estao numeradas conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Divisao populacional de fémeas em n faixas etarias

Faiza Etaria | Intervalo de Idade
1 [0, %)
2 %50
3 550
nol | et et
n (55, 1)

Fonte: Anton Rorres (2001, pg. 480)

Assumindo que seja conhecido o nimero de fémeas em cada uma
das n faixas etdrias no instante ¢ = 0 e supondo, particularmente, que
(

. 0 4 meira fai cin. 2 fa d
existam z; ° fémeas na primeira faixa etdria, x5  fémeas na segunda
faixa etdria, e assim sucessivamente, pode-se construir o vetor
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20

o qual é chamado vetor de distribuigao etaria inicial.

No decorrer do tempo verifica-se mudancas na quantidade de
fémeas, ocasionadas por trés processos bioldgicos: nascimento, envelhe-
cimento e morte. Essas mudangas, no nimero de individuos femininos,
ocorrem dentro de cada uma das n faixas etarias. Pode-se projetar o
vetor de distribuigao etaria inicial para o futuro através da exposicao
quantitativa dos trés processos biolégicos.

Segundo (ANTON 2001, p. 480) ”a maneira mais ficil de estudar
o processo de envelhecimento é observar a populagao a intervalos discre-
tos de tempo (to,t1,...,tk,...). O modelo Leslie requer que a duragéo
entre dois tempos de observagao sucessivos seja igual & duracao da faixa
etaria”. Logo:

2L kL

L
t0:07t1:75t2:77"'3tk:77 (31)
n n n

Assim observa-se que todas as fémeas na i-ésima faixa etaria no
instante ¢, estavam na (i — 1)-ésima faixa etdria no instante tp_1.

Os processos de nascimento e morte entre um par consecutivo
de periodo de observacao podem ser expostos por meio dos seguintes
parametros demograficos:

a;, (i = 1,2,...,n) é o nimero médio de fémeas nascidas por
mae durante o tempo em que ela esta na i-ésima faixa etdria;
bi,(1=1,2,...,n—1) é a fracdo de fémea na i-ésima faixa etdria

que se espera que va sobrevier e passar para a (i+ 1)-ésima faixa etéria.
Também pode ser interpretada como a probabilidade de uma
fémea mudar para o préximo grupo etério.
Pelo que foi definido acima, segue-se que:

(i) a; >0 parai=1,2,...,n;
(i) 0<b; <lparai=1,2,...,n—1.

Note que os b}s sdo positivos, se algum b; for nulo, entdo ne-
nhuma fémea sobreviveria além da i-ésima faixa etaria. Considerando
também que pelo menos um dos ajs é positivo, de modo que exista
algum nascimento. A faixa etdria onde se encontra o correspondente
valor positivo de a; é denominada faixa etaria fértil.
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O vetor de distribuicio etéria 2*) no instante t;, é denotado por:

o
(k)

€T
MON B

k

NS

k) . . . o . .. .

onde xg ) éa quantidade de fémeas na i-ésima faixa etaria no instante

tr, sendo que as fémeas na primeira faixa etdria equivalem as filhas

nascidas no intervalo de tempo entre t5_; e t;. Equacionando, tem-se
que:

A — ol b ke, (32

onde:

k) . . " . (.
° azg ) ¢ 0 ntimero de fémeas na faixa etdria 1 no tempo ty,

k—1) . . . . [
. alxg ) ¢ 0 ntimero de filhas nascidas na faixa etdria 1 entre os
tempos tx—1 € Tk,
(k—1) , . . , .
® arT, é o nimero de filhas nascidas na faixa etaria 2 entre os
tempos tx_1 € Tk,

k—1) , , . . ..
. anzzrgl ) é o numero de filhas nascidas na faixa etaria n entre os

tempos tx—1 € Tg.

As fémeas na (i 4+ 1)-ésima faixa etéria (¢ = 1,2,...,n — 1) no
instante t; sdo aquelas fémeas que estavam na i-ésima faixa etaria no
instante t;_1 e que ainda vivem no instante t;. Equacionando, segue-se
que

(k)

Tiv1 = bl

; ,comi=1,2,...,n—1, (3.3)
sendo:

k . . . (o .
. :cg +)1 o numero de fémeas na faixa etdria 7 + 1 no instante #y,

e b; a taxa de sobrevivéncia, ou seja, a fragao de fémeas na faixa

etaria ¢ que sobrevivem e passam para faixa etaria ¢ + 1 daqui a

% unidades de tempo e

k-1 . . : U
. xE ) 0 ntimero de fémeas na faixa etdria i no instante t_;.
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Resumindo, tem-se que:

zﬁk) = alxgk_l) + aQng_l) ot ayaFY

xgk) = blxgkfl)

2 = pya Y (3.4)
(k—1)

k
:c%) =by_12,_,’ -
O conjunto de equagdes (3.4) pode ser representado na seguinte

forma matricial:

2 25D
1 ay; a as ... Qap_1 Qpn 1
a bb 0 0 ... 0 0 2
2P =] 0 b 0 0 0 (=01
xglk) 0 0 0 ... b1 O xglkfl)
a ultima igualdade pode ser escrita na seguinte forma
z®) = La®D com k=1,2,... (3.5)
onde
ay a2 az ... Qap—1 Gp
bp 0 0 ... 0 0
I — 0 b 0 ... 0 0 (3.6)
0 0 O ... b1 O
é chamada Matriz de Leslie.
Da equagao (3.5), obtém-se que:
O () R S o ()
@ = LD = 12,0
3 = z® = 340 (3.7)
2B — LD [hy(0)

Em resumo,
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e®) = [Fg©) (3.8)

Portanto, conhecendo a distribuicio etdria inicial (9) ¢ a matriz de
Leslie L, pode-se determinar a distribuicao etaria das fémeas em tempos
futuros.

Exemplo 3.1.1 ' Uma espécie de besouro alemdo, o vollmar-wasserman
(abreviando, besouro VW), vive no mdzimo trés anos. Dividimos as
fémeas em trés faizas etdrias de um ano cada: jovens (zero a um ano),
adolescentes (um a dois anos) e adultas (dois a trés anos). As jovens
nao poem ovos; cada adolescente produz uma média de quatro fémeas; e
cada adulta produz uma média de trés fémeas. A taxa de sobrevivéncia
para as jovens € de 50% (isto €, a probabilidade de uma jovem se tornar
uma adolescente é de 0,5), e a taza de sobrevivéncia das adolescentes
é de 25%. Suponha que a populacdo inicia com 100 fémeas de VWs:
40 jovens, 40 adolescentes e 20 adultas. Determine a populacdo de
besouros fémeas para 0s prorimos cinco anos.

Resolugao: Apds um ano, o nimero de jovens serd o produzido du-
rante aquele ano:
40-4 420 -3 = 220.

O numero de adolescentes serd o nimero de jovens sobreviventes:
40-0,5 = 20.

De forma andloga, o nimero de adultas serd o niimero de adolescentes
sobreviventes:
40-0,25 = 10.

Combinando as trés iltimas equagoes em uma equacao matricial, segue
que

0 4 3 40 220
0,5 0 0 40 | = 20
0 0,25 0 20 10

ou zM = Lz em que 2(®) = (40 40 20)” é o vetor de distribuicio
inicial, () = (220 20 10)7 ¢ a distribuicio apés um ano e L é a matriz

L(POOLE, 2004), p. 207
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Utilizando a equacao z*) = Laz(*=1) com k =1, ..

0 4 3
0,5 0 0
0 0,25 0
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., k, para calcular:

0 4 3 220 110
@D =rz2M=105 0 0. 20 |=[ 110 |,
0 0,25 0 10 5
0 4 3 110 455
@ =rz2®=1105 0 0 1170 | = 5 |,
0 0,25 0 5 27,5
0 4 3 455 302,5
W =71z =105 0 0 55 | = 227,5 |,
0 0,25 0 27,5 13,75
0 4 3 302,5 951, 2
2® =Lz =105 0 0 2275 | = 151,2
0 0,25 0 13,75 56, 88

Assim, depois de cinco anos, existirdo aproximadamente 951 fémeas
VW jovens, 151 adolescentes e 57 adultas.

De modo geral, a populagao de besouros parece estar crescendo,
embora existam algumas instabilidades, como um decréscimo de 250
para 225 besouros do primeiro ano para o segundo ano. A Figura 2
exibe a mudanca na populacao em cada uma das trés faixas etarias e
claramente mostra o crescimento, com as instabilidades.

Se for usada a populagao relativa em cada faixa, em vez da po-
pulagao real, surgird um padrao diferente. Para que isso ocorra é ne-
cessario determinar a fracao anual da populagao em cada faixa etaria,
ou seja, é preciso dividir cada vetor pela soma dos seus componentes.
Exemplificando, depois de um ano, tem-se que populacao é constituida
da seguinte forma: 88% de jovens, 8% de adolescentes e 4% de adul-
tas. Aplicando esses dados em relagao ao tempo, obtém-se o gréfico
conforme o da Figura 3.
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Figura 2 — Mudanga populacional
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Fonte: Poole, 2004, p. 209

Figura 3 — Proporgao populacional por faixa etaria
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Fonte: Poole, 2004, p. 210

O dltimo gréfico expoe nitidamente que a proporgao da populagao em
cada faixa etaria se aproxima de um estado estacionario. O vetor de
estado estacionario, no exemplo, é

0,72
0,24
0,04
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ou seja, a longo tempo, a populacdo feminina serd constituida por 72%
de jovens, 24% de adolescentes e 4% de adultas. Também podendo
ser interpretado da seguinte maneira, a populagao feminina estara dis-
tribuida entre as faixas etarias segundo a razao 18 : 6: 1 ou 1: % : %.
Na proxima secao serd exposto como determinar essa razao.

3.2 COMPORTAMENTO LIMITE

Para (ANTON, 2001) apesar da equacdo (3.8) permitir a leitura
pontual da distribuicdo etaria da populagao, ela nao permite que se
tenha uma ideia geral do padrao do processo de crescimento. Para isto,
é preciso investigar os autovalores e autovetores da matriz de Leslie.

Como a matriz de Leslie possui uma estrutura especial, veja
(3.6), é possivel encontrar uma expressao para o seu polinémio carac-
teristico.

Proposigao 3.2.1 Seja L uma matriz de Leslie de ordem n X n, entdo
o polinomio caracteristico de L € dado por

Pr(A) = A" —ap A" —aghi N2 — L —anbiby . by 1 A0 (3.9)

Demonstracdo: A demonstragao deste resultado sera feita pelo principio
da indugao finita.
Para n = 2, segue que

Pr(X) = det(L—\I) = 2det(\[—L) =

‘ A— “ —a2 = /\2—a1)\—a2b1.

—by A

Logo (3.9) ¢ vélido para n = 2.

Supondo que (3.9) é vélido para matrizes de Leslie de ordem n,
ou seja,

Pp(\) = det(AT — L) =

A—a1 —ay —az ... —Qp_1 —ap
—by A 0o ... 0 0
_ 0 —by AL 0 0 _
0 0 0 —b,_1 A

2830 equivalentes
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= A" — g AV b A2 — L —apbiby. . by,

Seja L uma matriz de Leslie de ordem (n+1) x (n+1). Assim,
usando expansdo em cofatores, veja (KOLMAN, 1998) p. 85, na tltima
coluna de A\I — L, segue que

A—ay —ay —az ... —ap, —Qpy1
—by A 0o ... 0 0
Pr(\) =det\-L)=| 0 b2 A ... 0 0 |-
0 0 0 —by, A
-y A 0 0
0 —=by A 0
= —aua (DO 0 0
0 0 0 A
0 0 0 —bn,
A—a1 —ay —az ... —Qp_1 —ap
—by A 0o ... 0 0
FA(=1) D+ 4D 0 by A . 0 0 |
0 0 0 ... —bp1 A

por hip. ind.

= a1 (= 1)"F2(=1)"(bybs .. . by) + Adet(M — L)

= —an+1(—1)2(”+1)(b1b2 e bn)+

FAAT —a AN~ —anbiby . by ) =

= A" AN — L —anbr . by N — a1 bibo . Dy
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Portanto, pelo principio da inducao finita,

Pr(\) =det(\ — L) = X" —a ) \" ' — ... —apbiby. .. by 1.

Para analisar as raizes de Pp(\) é conveniente a introducao de
uma nova funcao em A.
Observe que para A # 0 tem-se que:

PL()\) aq a2b1 a3b1b2 anblbg N bn,1
=1- 24+ =2 Rt ARt}
AR A + A2 + A3 et AP
chamando
ay CLzbl a3b1b2 CLnble . bn—l
AN)=—+—~ e ——— 1
a) =G+ B B g (3.10)

e substituindo na tltima igualdade, tem-se que Pﬁ\—g‘) =1-¢q()\), ou
Pr(\)

o € equivalentemente

seja, g(A) =1 —

Po(A) = (1 — g(\)A™. (3.11)

Portanto,
Pr(\) =0 implica g(\) =1 para X # 0. (3.12)

Serd provado que pode-se escolher um autovalor A > 1 de L, ou
seja, pode-se escolher um autovetor com todas as entradas positivas.
Para tanto, por (3.12), serd estudado o comportamento da fungao g(\).

Para maiores detalhes sobre limites no infinito e limites infinitos,
veja (FLEMMING; GONCALVES, 1990) p. 93 e p. 98 respectivamente.

Figura 4 — Comportamento limite da funcao g
q(0)

1F--

) —
Fonte: Anton.Rorres, 2001, p. 481

Observe que:

1. ¢()\) é mondtona decrescente para A > 0, ou seja,
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0< A <Ay = Q()\l) > (I()‘2)7

2. lim ¢g(A) =+oce

A—0Tt

3. lim g(\) =0.

A— 00

Isso significa que existe um dnico A > 0, tal que g(A\) = 1. Ou
seja, a matriz de Leslie L admite um tunico autovalor positivo com
multiplicidade algébrica um para g(A) = 1.

A seguinte proposicao serd usada na demonstracao do Teorema
da Existéncia de um Autovalor Positivo.

Proposicao 3.2.2 A raiz Ay de um polinomio P(\) € simples se, e
somente se, a derivada de P(\) em A1 € diferente de zero.

Demonstracao: Considerando um polindémio arbitrario, com raizes dis-
tintas )\1, )\2, ey )\7;7

PA)=A=A)"A=A2)" .. (A= )™, (3.13)
Supondo que n; = 1, ou seja, que A; é uma raiz simples de P(\), entdo
PN =A=A)A =)™ ... (A= )™
Derivando P(\) segue que
P/() = 1A= 22)" (A= 2)™ ]+ (A= A) A= A2)™2 (A=) ™"
Substituindo A por A\; na igualdade acima, tem-se
P (A1) =1 =)™ .. (A — )™

Como A1 # )\, para todo i # 1, entdo P’(A1) # 0.

Supondo agora que a derivada do polinémio (3.13) em relagao a
A1 é diferente de zero, isto é, P'(\1) # 0. Entao

P'(A) =ni (A=A D[N =X)L (A= X)) ]+

FO = AD)™(A = A2)"™ . (A= A\)™] £ 0.

Substituindo A por A; na tltima equagdo, segue que P'(A;) = 0. Para
obter P’(A1) # 0 é necessério que alguma parcela da soma seja diferente
de zero.
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Note que a segunda parcela sempre serd nula, independente do
expoente. Entao é preciso que a primeira parcela nao seja zero. Para
isso, € necessario que o expoente n; — 1 = 0, ou seja, n; = 1. Logo, A\
é uma raiz simples do polinémio P()).

Nota: A proposigao (3.2.2) garante que o autovalor positivo A; tem
multiplicidade 1, desde que seja uma raiz simples do polinomio carac-
teristico da matriz de Leslie.

Com base, no que foi exposto anteriormente, tem-se os seguintes
teoremas:

Teorema 3.2.1 (Existéncia de um Autovalor Positivo)

Uma matriz de Leslie L tem uwm tdnico autovalor positivo A\i. FEste
autovalor tem multiplicidade algébrica 1 e um autovetor associado uq
cujas entradas sao todas positivas.

Demonstrag¢ao: Seja L a matiz de Leslie definida em (3.6). Pelo que
foi exposto em (3.11), o polinémio caracteristico de L pode ser escrito
como

Pr(A) = (1—q(A)A",

onde b bib biba...b
=y 22, e On0102 - - - On=1
q(A)—/\+ Tt v )
Como ¢(\) é monétona decrescente, lim g(A) = +ooe lim ¢(A) =0,
A—0Tt A——+oo

tem-se que existe um dnico A > 0, tal que
q(A) = 1.

Assim, existe um tnico A > 0 tal que
Pr(\) =0.

O que implica que a matriz de Leslie tem um tnico autovalor positivo,
este autovalor serd denotado por Ap.

Falta mostrar que a multiplicidade algébrica de A\; é um. Para
tanto serd mostrado que Py (A1) # 0.

Determinando a derivada de Pr(\) em \; tem-se que

Pp(A) = —¢' A)AT +n(1 = g(A)AT
como ¢(A1) = 1, segue que

Pr(M) = —q¢'(M)AT,
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com Ay # 0.
Falta mostrar que ¢’(A\1) # 0. De fato, calculando a derivada de

g(A\) em A1, segue que

q,()\ ) aq 2a2b1 3a3b1b2 nanblbg . bn—l
1 — T T T T T T T ... ?
Y DY, X

Por definicdo, todos os b;’s sdo positivos e ndo nulos, pelo menos um
dos a;'s é ndo nulo e como A\ > 0, tem-se que ¢'(A\1) # 0.

Logo, A1 tem multiplicidade algébrica 1.

Como a multiplicidade algébrica de Ay é 1, o autoespago associ-
ado a ele terd dimensdo 1. Seja u; = (v1,22,...,2,)7 um autovetor
associado a A1, isto é, Lu; = Ajuq. Assim,

a; a2 as cee Qp—1 Qg T )\1331
b1 0 0 v 0 0 T2 )\1562
0 b2 0 0 0 T3 — )\1$3 ,
0 0 0 e bn—l 0 e /\1.’,En

ou seja,

a1x1 + asxo +a3rs + ...+ ap_1Tn—1 + AnTy = A\121
b1x1 = A1%2
by =MT3 o (3.14)

bnflxnfl = )\lxn

Da segunda linha do sistema (3.14), tem-se que

b1$1
= . 3.15
rr = 22 (3.15)
Substituindo (3.15) na 32 linha do sistema (3.14), obtém-se
b b1b
g = 22 12 (3.16)

A A2

E assim por diante, até chegar na iltima linha do sistema (3.14), tem-se
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o ble e bn,1$1

3.17
)\?,1 ( )

n

Portanto, u; é da forma

B by biby biby .. by g
Uy = | 1, )\1 T, )\% T1y---, A;L_l Z1

[y b babe biby...by 1\ "
1 ’Al’ )\%7'”7 )\?71 .

Ou seja, qualquer autovetor associado a A1 serd um multiplo do vetor

U = A , (3.18)

biba...bn_1
PV

o qual possui todas as entradas positivas, pois Ay, b1,b2,...,b,_1 sao

todos positivos.

Os teoremas (3.2.2) e (3.2.3) tém por objetivo garantir que o
comportamento a longo prazo da distribuicao etaria da populacao é
determinado pelo autovalor positivo A1 e seu autovetor u;.

Teorema 3.2.2 (Autovalores de uma Maitriz de Leslie)
Se A1 € o unico autovalor positivo de uma matriz de Leslie L e A\, é
qualquer outro autovalor real ou complexo de L, entdo |Ag| < 1.

Demonstragao: Seja A1 > 0 um autovalor de L que satisfaz g(A1) = 1,
isto é,

ai a2b1 anblbg . bn,1

T I U e S L |

N o2 Tt T

ou ainda,

ATt F b A2 apbiby . by AT =1 (3.19)
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Seja Ax # 0 outro autovalor de L, escreva

Ak = r(cosd + isend), (3.20)
como A\, também satisfaz g(Agx) = 1, tem-se
agbl anblbg...b —1

1= PN ARt A 0. 3.21
)\k LI )\2 + W , com A\ # ( )

Substituindo (3.20) em (3.21), segue que

a1 + agbl + anblbg . bn—l
r(cosf + isenf)  12(cosl + isend)? r™(cosf + isenf)"

ou ainda,

1= %(cose + isenf) ™t + 2—bl(ws@ + isend) 2

nb1ba . by ) _
n21 QTn L (cost + isend) ™"
Pelo Teorema de De Moivre, obtém-se

1= %[COS(—H) +isen(—0)] + i—bl[cos( 20) + isen(—20)] +

nb1ba .. by _
%[cos(—n&) + isen(—nb)],
como cos(—nb) = cos(nf) e sen(—nfh) = —sen(nf), para qualquer n
inteiro, segue que

1 = % cost) — isenf] + “20-[cos(20) — isen(26)] +
ot anbiby...bp_1
e

[cos(n&) —isen(nf)]. (3.22)

Separando a parte real e a parte imagindria da equacao (3.22), tem-se

ai

b b1ba ... by
1= 70039—&—%005(20)—&— TR A AR il

os(nf),  (3.23)

/]n’ﬂ

ai azby
0= —7sen0 — rTsen(%)
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Tomando o valor absoluto em ambos os lados de (3.23) e usando
a desigualdade triangular, obtém-se

b nb1ba ... by
1= D eosh + a2—2lcos(29) +- 4 ucas(n@) <
r r

Licos)| 221 | cos(20)| + - -+ + ——F—""—|cos(nb)| <

| |
aq Clgbl anblbg . bn—l

<2
e[ 12| [

\2\

Portanto,

1 S CL1|’I"‘71 + (12b1|7"|72 + -+ anblbg ‘e bn_1|7"|7n. (324)
Comparando (3.19) e (3.24), seque que |r| < A;.

Logo, |Ak| < |A1].
Nota: Teorema de De Moivre

Se n é qualquer inteiro, entao [cos(0) +isen(0)]™ = cos(nf) +isen(nf).

O Teorema (3.2.2) nao garante que |Ax| < Ay para todo k # 1.
Se |[Ak| < A1, segue que \; é um autovalor dominante de L, mas
nem todas as matrizes de Leslie satisfazem a condicao mencionada.

Exemplo 3.2.1 Encontre os autovalores da matriz de Leslie

0 0 5
L= %2 0 0
0 %2 0

Resolugao: Para encontrar os autovalores de L é necessario determinar
as raizes do polinémio caracteristico de L, ou seja, as rafzes de Pr(\) =
= |det(N — L)|,

A 0 -5
PN =] -2 X 0 [=XN-1=QA-1DN\+A+1)
0 -1 A
Assim, as rafzes de Pr(\) sdo Ay =1, Ag = —%— V36 Ny = 5 Ly f

3
Portanto os autovalores da matriz L sao 1, —% —%ie —% + 571, 5end0
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1 o tnico autovalor positivo.

Conforme (ANTON, 2001) p. 482, no exemplo (3.2.1) os médulos
dos autovalores encontrados sao iguais a 1, sendo assim A; = 1 nao é
dominante. A matriz de Leslie L, dada acima, possui a propriedade
L3 = I. Entéo para qualquer escolha da distribuicdo etaria inicial (%)

tem-se
2O =20 =20 = =06k =

Ou seja, o vetor de distribui¢ao etaria oscila num periodo de trés uni-
dades de tempo. Essas oscilagoes sao denominadas ondas populaci-
onais; se o autovalor A\ fosse dominante tais oscilacbes nao acontece-
riam, o que serd exposto no préximo Teorema.

Teorema 3.2.3 (Autovalor Dominante) 3
Se duas entradas sucessivas a; € a;+1 da primeira linha de uma matriz
de Leslie L sdo nao nulas, entdo o autovalor positivo de L é dominante.

A demonstragao do Teorema 3.2.3 usa o Teorema de Perron-
Frobenius e alguns conceitos de grafo orientado, e foge do escopo deste
trabalho, a mesma pode ser encontrada em Mesquita, Artigo 03, p.68.

Assim, conforme (ANTON, 2001) p. 482, deste modo, se a po-
pulacao feminina tem duas faixas etarias férteis seguidas, entao a matriz
de Leslie possui um autovalor dominante. No Exemplo (3.2.1) somente
a terceira faixa etaria é fértil, logo nao é valida a hipétese do Teorema
do Autovalor Dominante. Para dar continuidade ao trabalho, serd su-
posto sempre que a condi¢ao do Teorema do Autovalor Dominante seja
satisfeita.

Supondo que L seja diagonalizavel. Entao, L possui n autovalo-
res, A1, A, ..., An, distintos ou nao, e n autovetores associados linear-
mente independentes, ui,us,...,u,. Denominando o autovalor domi-
nante por A\ e escrevendo uma matriz cujas colunas sao os autovetores
de L:

P = (’U,17u27 [P ,un)T

A diagonalizacao de L é dada por

3(ANTON, 2001)
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A 000 0
0 X O 0
L=P oo p!
0 0 0 An
O que implica que
Moo ... 0
0 X 0 ... 0
tr=p|( . 7 . . . |P
0 0 0 ... X
sendo k = 1,2,.... Para qualquer vetor de distribuicao etdaria inicial
(0 segue que
Moo .. 0
0 X o ... 0
ke =p| 7 | PR, (3.25)
0 0 0 ... Ak

n

k=1,2,.... Dividindo os dois membros da equacdo (3.25) por A} # 0
e substituindo L*z(® por z®), pois L*2(® = ) tem-se que

1 0 0 0
k

. 0 (%) o 0
Fx(k) =Pl . , . ' P~1z® (3.26)

1 : : : . :

k
An
o 0 0 .. (T)
Como A; é um autovalor dominante, entao i—; < 1, para
k

1 = 2,3,...,n. Sendo assim, (%) — 0 quando k — oo, para i =

=2,3,...,n.

Tomando o limite quando k tende a infinito na equagao (3.26),
obtém-se:
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1 00 0
1 0 0 0 0
lim { —z® =P P12 (3.27)
koo [ Af Do T
000 ... 0
k
pois klim ( %) = 0 e o limite de uma constante é a prépria constante.
— 00

A matriz P tem ordem n, pois suas colunas sao os n autovetores
de L. Desenvolvendo o lado direito da igualdade (3.27) segue que

1
li P 0.9 1 G
kinolo{/\’fx
Ul U1 U31 Unl 10 0 1730)
Uiz Uz U2 Un2 00 0 L 20
= ) P~ .
Ulp  Uop  U3n Unn 0o ... 0 mglO)
Dai,
w00 0 P
1 uz 0 0 0 20
lim {kac(k)} = . p|
k—oo | Af o .o :
um 0 0 ... 0 20

O produto de P! por () é uma matriz coluna. Denotando a
primeira entrada dessa matriz pela constante ¢, tem-se que

(0)

cull
)
lim 4 Lgm L [ 2
0
cul?

Logo, o lado direito da igualdade (3.27) pode ser reescrito como
cuy, onde ¢ é uma constante positiva que depende do vetor de dis-
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tribuicio etéria inicial 2(°). Substituindo o lado direito da igualdade
(3.27) por cuy, segue que

1
lerr;C {)\kx(k)} = cuy. (3.28)
1

A equacdo (3.28) fornece a aproximacao

)~ eXky, (3.29)

para valores grandes de k. Pela equagao (3.29), tem-se que

a® 1~ ATy (3.30)
Comparando as equagoes (3.29) e (3.30), segue que

a* o~ A, (3.31)

para valores grandes de k.

Ou seja, segundo (ANTON, 2001) p. 483, para valores grandes
de tempo, cada vetor de distribuicao etaria é aproximadamente um
multiplo constante do vetor de distribuicao etaria anterior, onde a cons-
tante é o autovalor positivo da matriz de Leslie. Assim, a propor¢ao de
fémeas em cada faixa etaria torna-se constante. No seguinte exemplo
é possivel verificar que estas proporcoes no limite podem ser fixadas a
partir do autovetor u;.

Exemplo 3.2.2 No exemplo (3.1.1) a matriz de Leslie é

0 4 3 0 4 3
L=105 0 0 ]=(23 00
0 0,25 0 0 3 0
Calculando o polinémio caracteristico P(\) = det(A] — L), segue
que
100 0 4 3
PN =det —-L)y=Al 0 10 |-[2% 00
00 1 0 %+ 0
A -4 -3 3
PN=| -1 X 0 |=PN=N-22-: .
0 —1 8
4
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Para determinar os autovalores de L é necessério resolver a equagao

P(X) =0, ou seja,

3 atorando
)\3—2/\—§:O:8)\3—16)\—3:0f L (9N —3)(4N2+6A+1) = 0,

cujas raizes sdo A; = 3, Ay = _?’%‘/5 ~—0,19e \3 = _32\/5 ~ —1,31,
que sd@o os autovalores de L. Sendo \; = % o Unico autovalor positivo,

entdo, por (3.18), o autovetor associado & Ay é

1
b

Uy =

- leshol= =

1
4

(2)?

Logo, o subespaco gerado por todos os autovetores de A; é

3 11
v(3) =103 )
2 3718
Pode-se concluir que a populacao em cada faixa etéria cresce por

um fator de % ou a taxa de crescimento em estado estacionério é 1,5, ou

seja, aumenta 50% a cada periodo de tempo, que no exemplo (3.1.1), é

a cada um ano.

SIS

1

5 — 1
b1é2 i
A2 1s

e

No exemplo (3.1.1) existem 100 fémeas inicialmente na faixa
etaria um. Observando somente uma faixa etaria para simplificar os
célculos, se z(®) = 100 usando (3.31) encontra-se z(), 2 ... 2™,

como segue

M~ X2 = Z.100 = 150,

- 150 = 225,

N W N W

@ ~ XM =

2@ ~ 2\ 2® = ; . 225 = 337,5

e assim sucessivamente, em qualquer periodo e em qualquer faixa etaria.
Observando que a cada periodo de tempo a quantidade de fémeas au-
menta 50% em relacdo ao perfodo anterior. Veja a seguinte figura
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Figura 5 — Distribuigao etéaria

Periodos em anos

2) B Quantidade de fémeas

Cada periodo é de um ano

T Q idade de fémeas
0222228783
— - e o
Usando (3.29), tem-se que
1
k
) o <3> 1
1: ~ C . _ . =
2) 1
18
A adicao das razoes equivale ao total de fémeas nas trés faixas etarias,
ou seja, 1+ % + % = %, assim % corresponde a 100% das fémeas.

Determinando a porcentagem equivalente a cada uma parcela da soma
anterior, segue que

1= 100% — %50% = 72%, isto é, 1 equivale a 72% das fémeas,

2% . , . "
1= 57 = 1800% — 24% isto é, 1 equivale a 24% das fémeas e
1
100
1 — G5 _ 1800% _ ; s : A
15 = S5 = g5 = 4%, isto é, 13 equivale 4% das fémeas.

Ou seja, a longo prazo, as fémeas estarao distribuidas entre as trés
faixas etarias na proporgao 1 : % : %. Isto é, na primeira faixa etaria
72% da populagao feminina serd composta por jovens, na segunda faixa
etaria 24% da populacao feminina serd composta por adolescentes e na
terceira faixa etdria 4% da populagao feminina serd composta por adul-
tos.

O Teorema do Autovalor Dominante garante que, se a populagao
de fémeas tem duas faixas etdrias férteis sucessivas, entdo a matriz de
Leslie tem um autovalor dominante.
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Retornando a equagao (3.29), que fornece o vetor de distribuicao
etaria da populagao a longo prazo:

z®) ~ ey

De acordo com o autovalor positivo A\;, considere os seguintes casos
(ANTON, 2001) p. 484:

(i) Se A\; > 1 a populagdo acaba aumentando;
(ii) Se A1 < 1 a populagdo acaba diminuindo;
(iii) Se A; =1 a populagao acaba estabilizando.

O caso A\; = 1 é relativamente importante, pois determina uma po-
pulagao com crescimento populacional nulo. Para qualquer distri-
buicao etaria inicial, a populacao tende a uma distribuicao etaria limite
que é algum miltiplo do autovetor u;. A partir das Equagoes (3.10) e
(3.12) segue que A; é um autovalor se, e somente se,

a1 + asby + azbibs + -+ -+ apbiby ... b, 1 = 1. (332)

A expressao

R = aq +agb1 +a361b2+"'+anblbg...bn_1 (333)

é chamada a taxa liquida de reproducgao da populacdo. Assim, é
possivel afirmar que uma populagao tem crescimento populacional nulo
se, e somente se, sua taxa liquida de reprodugao é 1.

3.3 APLICACAO DA MATRIZ DE LESLIE

3.3.1 Projecao da Populagao Brasileira Feminina por Faixas
Etarias

A projecao foi feita a partir de dados colhidos do ltimo Censo
Demogréfico Brasileiro do ano de 2010, sendo este feito pelo IBGE.
Originalmente as tabelas apresentam dados em intervalos de idades de
cinco em cinco anos. Entretanto com o objetivo de simplificar o proce-
dimento algébrico para a aplicacao da matriz de Leslie, foi considerado
os dados da populacao brasileira do ano de 2010 por faixas etarias de
10 anos cada.
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Intervalo de Idade Homens

Mulheres %

[0,10) 14649 310 | 7,68 | 14125 191 | 7.4
(10, 20) 17 284 703 | 9,07 | 16 869 220 | 8,84
20, 30) 17 086 455 | 8,95 | 17 257 326 | 9,05
30, 40) 14 485 258 | 7,60 | 15 147 549 | 7,94
40, 50) 12 012 693 | 6,29 | 12 830 450 | 6,73
50, 60) 8738383 | 4,58 | 9680371 | 5,07
[60, 70) 5257992 | 2,76 | 6098 083 | 3,20
[70, 80) 2764 577 | 1,45 | 3550 847 | 1,86
80, 90) 977 524 | 0,51 | 1500802 | 0,79
90, 100) 143110 | 0,08 | 273280 | 0,14

100 ou mais 6 987 0,00 15 689 0,01

Total 93 406 990 | 48,97 | 97 348 809 | 51,03

Fonte: https://sidra.ibge.gov.br/tabela/200 # resultado

Tabela 3 — Filhos tidos nascidos vivos

Intervalo de Idade das Mulheres | Filhos Nascidos Vivos

[0,10)

[10, 20) 641 031
[20, 30) 1 671 002
[30, 40) 818 619
[40, 50) 87 448
[50, 60) 10 168
[60,70) 0

[70, 80) 0
[80,90) 0

[90, 100) 0

100 ou mais 0

Total 3 228 268

Fonte: https://sidra.ibge.gov.br/tabela/96 # resultado

Para analisar o comportamento da populagao feminina brasileira
com idades entre zero e 90 anos no futuro, foram tomadas dez faixas
etarias de dez anos cada, conforme tabela (5). A populacdo com idade
superior a 100 anos nao estd sendo considerada por ser pouco represen-

tativa.
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Tabela 4 — Obitos por Sexo

Intervalo de Idade Total Homens | Mulheres
[0,10) 28 816 17 174 11 642
[10, 20) 20 173 15 813 4 360
[20, 30) 53 813 45 774 8 039
(30, 40) 50 427 37 782 12 645
[40, 50) 76 240 50 302 25 938
[50, 60) 127 706 | 77 940 49 766
[60,70) 165 940 | 96 017 69 923
[70, 80) 201 319 | 110 086 91 233
80 anos ou mais 252 770 | 111 233 141 537
Total 977 204 | 562 121 | 415 083

Fonte: IBGE, Censo Demogrdfico 2010

Tabela 5 — Mulheres, filhas nascidas vivas e 6bitos femininos

Intervalo de Idade | Mulheres | Filhas Nascidas Vivas | Obitos
[O7 10) 14 125 191 0 11 642
[10,20) 16 869 220 320 516 4 360
[20, 30) 17 257 326 835 501 8 039
[30,40) 15 147 549 409 310 12 645
[40, 50) 12 830 450 43 724 25 938
[50, 60) 9 680 371 5 084 49 766
[60,70) 6 098 083 0 69 923
[70, 80) 3 550 847 0 91 233
[80,90) 1 500 802 0 81 780

[90, 100) 273 280 0 48 865

100 ou mais 15 689 0 10 892

Total 97 348 809 1614 135 415 083
Fonte: IBGE

Os dados fornecidos pelo IBGE néo especificam o nimero médio
de filhas tidas nascidas vivas pelas mulheres em cada faixa etaria con-
siderada no ano de 2010. Sendo assim, para obter o nimero médio
de filhas tidas nascidas vivas foi considerado 50% dos valores em cada
faixa tdria da tabela (3). Como na tabela (4) os 6bitos de pessoas de 80
anos ou mais nao estao classificados por faixas etdrias, adotou-se como
critério de distribuicao do numero total de 6bitos acima de 80 anos a
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proporcionalidade com as residentes vivas, isto pode levar a uma in-
consisténcia, que pode ser objeto de pesquisa em um trabalho futuro.
Para fins de aplicagao do modelo de Leslie admite-se valido o critério.

Utilizando os valores contidos na tabela (5) encontra-se os para-
metros a; (i=1,...,10) e b; (i=1,...,9), como segue:

e O nimero médio de filhas nascidas por mulher durante o tempo
em que ela estd na i-ésima faixa etéria é dado por: *

[0,10): a1 = 0, pois as meninas entre zero e 10 anos nao geram
filhas,

. __ 320516-10 ~_
* [10,20) ags = 16869220 — 072,

* . g — 83550110 S
[20,30): a3 = §=52=5¢' ~ 0,5 (0 maior niimero de filhas nasceram

de mulheres nessa faixa etdria),

. __ 409310-10
* [30,40) a4 = 15147549 — 073,

* [40,50): a5 = 21210 ~ ¢ 03,

* [50,60): ag = 25410 ~ 01,

* [60,70); [70,80); [80,90) e [90,100): a7 = 0,ag = 0,a9 = 0 e
a1p = 0 respectivamente, pois nao nascem filhas de mulheres nes-
ses intervalos de idades.

e A fracdo de mulheres que sobreviveram de uma faixa etaria para
outra no ano de 2010 é dada por:

14125191 — 11642 - 10 14008771
1= 14125191 T 14125191

~ 0, 99176,

16869220 — 4360 - 10 16825620

— = ~ 42

2 16869220 16360220 — V99742
17257326 — 8039 - 10 17176936

bs = 17257326 = Tra57326 = V99934

4 As tabelas fornecem valores referentes ao ano de 2010 e os intervalos das faixas
etdrias sdo de 10 em 10 anos. Como critério de ajuste multiplicou-se o numero de
nascidas vivas e ébitos por 10.
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15147549 — 12645-10 _ 15021099
4 15147549 T 15147549

~ 0,99165,

12830450 — 25938 - 10 12799512

bs = 12571070 = 12830450 0,97978,
= BT 10 S,
. R
. 1500802 — 81780 -10 _ 683002 0, 45500.

1500802 1500802

Organizando os valores dos parametros a; e b; na tabela (6)
obtém-se uma melhor visualizagao dos resultados obtidos.

Tabela 6 — Parametros a; e b;

Intervalo de Idade | a; b;

[0,10) 0 0,99176
[10,20) 0,2 | 0,99742
[20, 30) 0,5 | 0,99534
(30, 40) 0,3 | 0,99165
[40, 50) 0,03 | 0,97978
[50, 60) 0,01 | 0,94859
(60, 70) 0 0,88534
[70, 80) 0 0,74307
[80,90) 0 0,45509
[90, 100) 0

Fonte: Deduzida do IBGE

Portanto, da tabela (6), escreve-se a matriz de Leslie L para a populacao
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feminina brasileira do ano de 2010. A matriz L estd na pagina 73 desse
trabalho.

Observando a matriz L, verifica-se a existéncia de mais de duas
faixas etdrias férteis sucessivas, entao pelo Teorema (3.2.3) L possui um
autovalor dominante. Os autovalores de L sao as raizes do polinémio
caracteristico, que por (3.9) é dado por:

Pp(\) =det(M — L)

PL ()\) = /\10—a1)\9—a2b1)\8—a3b1b2/\7—a4b1b2b3/\6—a5b1b2b3b4)\5—
7a6b1b2b3b4b5>\47a7b1b2b3b4b5b6>\3 —agblb2b3b4b5b6b7)\2—

—agb1b2b3b4b5b6b7b8)\ — a10b1b2b3b4b5b6b7b8b9.

Substituindo os parametros a; e b;, pelos seus respectivos valores, no
polindmio caracteristico segue que

Pr(A) = A0 =002 =0,2.0,99176.\8 — 0, 5.0, 99176.0, 99742. A7 —
~0,3.0,99176.0, 99742.0, 99534.\6 —
—0,03.0,99176.0, 99742.0, 99534.0, 99165.\5 —

—0,01.0,99176.0,99742.0, 99534.0, 99165.0, 97978 \*.

O polinémio caracteristico Pr(\) pode ser reescrito da seguinte ma-
neira:

Pr(A) = A*(\6 — 0,198352)% — 0, 494600629613 —

—0, 2953774743996384\2

—0,029291107248840141936 A —

—0,00956628035342286475535136),
zero é raiz de multiplicidade quatro de Pr()).

Usando o site Wolfram Alpha as outras raizes de Pr(\) sao:
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A1 >~ 1,00848,

A2 >~ —0,517432,
Az ~ —0,223111 — 0, 6773231,
As >~ —0,223111 4 0, 6773234,
A5 =~
Ag

—0, 0224122 — 0, 188538: ¢
—0, 0224122 4- 0, 1885384.

Logo, podemos aproximar o autovalor positivo e o autovetor associado

por

A1~ 1,00848 e u; =

1
by
A
bléZ
A
b1bobs
)\3
b1b2é3b4
A
b1b2ab3babs
)\5
b1b2b354b5b5
Y
b1bab3babsbsbr
)\7

b1bobsbabsbsbrbs
)\8

b1 babsbabsbebrbsbe
)\9

1

1,0000000
0, 9834206
0,9726353
0, 9599625
0, 9439421
0,9170788
0, 8626168
0, 7572874
0, 5579856
0, 2517985

(3.34)

Portanto, se as mulheres brasileiras continuarem a se reproduzir e mor-
rer no mesmo ritmo de 2010, do autovalor \;, conclui-se que a po-
pulagao feminina brasileira tende a estabilidade no futuro, com um
crescimento da ordem de 0, 848% ~ 1% a cada dez anos. No autovetor
uy observa-se que, no futuro, para 10 000 000 de mulheres entre 0 e 10
anos de idade, haverd 9 834 206 mulheres entre os 10 e os 20 anos de
idade, 9 726 353 mulheres entre os 20 e os 30 anos de idade, e assim

sucessivamente.



73

0 609570 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 LOEVL 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 7£488 ‘0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 65876 ‘0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 8166 ‘0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 G9166 ‘0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 7€466 ‘0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 grL66 ‘0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 9.166 ‘0
0 0 0 0 10°0 €0°0 €0 c'0 g0 0




74

3.3.2 Verificagao de Sustentabilidade do Sistema Previdenciario
Brasileiro

Nesta segao apresenta-se uma breve exposicao do sistema pre-
videnciario brasileiro, considerando a distribuicao etaria feminina bra-
sileira do ano de 2010 com o objetivo de verificar a sustentabilidade
futura desse sistema, utilizando a matriz de Leslie.

O principio béasico de previdéncia é a captagao de recurso finan-
ceiro para utilizacao futura.

Modelos de previdéncia:

e Fundos de capitalizagdo / Fundos de penséo
Conforme (CABRAL, 2012), jornal O Globo, 28/12, esse modelo é
definido por uma contribuicao de acordo com o salario e o ganho
futuro estd diretamente relacionado com a quantia acumulada.

e Sistema de previdéncia social

Este modelo estd fundamentado no principio da reparticao sim-
ples, com o aval do Tesouro Nacional, ou seja, o trabalhador
contribui com um percentual de sua renda (geralmente 11%),
complementado com a contribui¢do do empregador (geralmente
22%). Este montante de recursos provenientes dos contribuintes
que estao na ativa constitui a principal fonte para o custeio da
fatia da populagdo que usufrui dos beneficios da previdéncia so-
cial. Logo, para que o sistema de previdéncia seja sustentdvel é
necessario que a base de contribuintes traga recursos suficientes
para o pagamento dos beneficios, caso contrario, segundo Renata
Cabral, o Tesouro Nacional tem que honrar com esses custos,
consequentemente toda sociedade paga.

Pelo sistema previdenciario brasileiro uma pessoa conquista o
beneficio da aposentadoria depois de contribuir 30 anos para mulheres
e 35 anos para homens, independente da sua idade ou se tiver 60 anos
ou mais de idade tendo contribuido no minimo 15 anos.

Sabendo que o sistema previdenciario social brasileiro estéd dire-
tamente ligado a distribuicao etaria da populacdo, uma das formas de
se verificar a sustentabilidade é fazendo uma analise do crescimento po-
pulacional e da distribuicao etaria da populagao, projetando os cenarios
para momentos futuros. Nesse trabalho foi utilizado a matriz de Leslie
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para fazer a andlise do crescimento populacional feminino brasileiro.

Nota: Beneficidrios, para o sistema previdenciario brasileiro nao sao
somente os aposentados. Porém as despesas com as aposentadorias
constituem o maior montante dos gastos.

Para fins de andlise de sustentabilidade do sistema previdenciario
brasileiro, foi considerado uma amostra da populagdo feminina de 10
000 000 de mulheres na primeira faixa etdria. Pelo autovetor (3.34) foi
determinada a quantidade de mulheres nas demais faixas etarias e suas
situagoes de acordo com o modelo previdenciario vigente. Conforme
tabela (7).

Tabela 7 — Situagao previdenciaria feminina

Intervalo de Idades | Mulheres Situacao
[0,10) 10 000 000 nao contribuintes
[10, 20) 9 834 206 nao contribuintes
[20, 30) 9 726 353 contribuintes
[30, 40) 9 599 625 contribuintes
[40, 50) 9 439 421 contribuintes
[50, 60) 9 170 788 contribuintes
[60, 70) 8 626 168 | contribuintes aposentadas
[70, 80) 7 572 874 | contribuintes aposentadas
[80,90) 5 579 856 | contribuintes aposentadas
[90, 100) 2 517 985 | contribuintes aposentadas
Total 72 067 276

Fonte: Deduzida pela Matriz de Leslie

Observagdo: Encontra-se em estudo atualmente no Congresso Nacio-
nal uma reforma do sistema previdenciario, que tem como principais
modificagoes a extingao da aposentadoria por tempo de contribuicao
e a idade minima para a obtencao do beneficio a partir dos 65 anos.
Isto aumenta significativamente a quantidade de contribuintes e reduz
a mesma propor¢ao o numero de beneficiarios.

Pela tabela (7) observa-se que aproximadamente 27,52% das
mulheres ndo séo contribuintes, 19,84% das mulheres sdo contribuin-
tes aposentadas e 52,64% sdo contribuintes. Logo, pela aplicagao da
matriz de Leslie e considerando que o nimero de homens é proximo
da quantidade de mulheres, verifica-se fortes indicios que o atual sis-
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tema previdenciario brasileiro nao se sustentara no futuro, mantidos a
tendéncia de crescimento populacional e longevidade. Para que o sis-
tema se mantenha sustentdvel serao necessarios ajustes de modo que
a base contribuinte seja suficientemente superior de modo a custear os
beneficios da parcela da populacao que se encontra aposentada.

O que foi exposto no tltimo paragrafo estd de acordo com o
artigo de (MOREIRA, 2015), sobre a previsdo da ONU, que o crescimento
demografico no Brasil vai desacelerar em 2040.
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4 CONCLUSAO

A sintese dos estudos, deste trabalho demonstra que sabendo
o valor da média de nascimento e o percentual de sobrevivéncia em
cada faixa etaria da parte féemea animal ou humana de uma populagao,
podemos estruturar o modelo matricial de Leslie. Determinando os au-
tovalores da matriz, é possivel ordenar a distribuicao feminina em cada
faixa etaria a longo prazo.

Por outro lado, usando o conceito de limite, asseguramos a exis-
téncia e unicidade do autovalor positivo de multiplicidade um. Consi-
derando tal autovalor dominante, deduzimos que a proporcao de fémeas
em cada faixa etdria serd constante e o autovalor dominante é a razao
do crescimento populacional entre duas faixas etarias consecutivas.

Concluimos que os contelddos: nogao intuitiva de limites, auto-
valores, autovetores e diagonalizagao de matrizes, expostos no texto
foram essenciais para a compreensao e aplicagdo do modelo matricial
de Leslie.

Vimos através de uma aplicacao da matriz de Leslie que existem
fortes indicios que o atual sistema previdenciario brasileiro nao se sus-
tentara no futuro. Isto posto, podemos fazer adaptacoes das teorias em
exemplos praticos para aplicacao na educagao bésica.

O estudo deste trabalho foi focado no crescimento populacio-
nal feminino e por analogia procurou-se estimar, na ultima secao do
mesmo, a populagao masculina correspondente. No entanto poderia fi-
car aqui como sugestao o desenvolvimento de um modelo para estudar
o crescimento de populagoes masculinas.
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