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RESUMO

Sistemas dinâmicos são geralmente descritos por um conjunto
de equações diferenciais e algébricas (Differential Algebraic Equation
(DAE)). Modelar sistemas dessa forma é fisicamente mais intuitivo,
especialmente quando conhecimento suficiente sobre o processo está
disponível, podendo-se empregar, por exemplo, parâmetros e dados
reais de operação. Quanto à resolução ou obtenção da resposta des-
tes modelos, esta pode se tornar computacionalmente custosa devido
à quantidade de equações ou a propriedades intrínsecas da estrutura
matemática destes tipos de equações. Esta dissertação investiga e pro-
põe soluções mais eficientes para a tarefa de resolução numérica de
sistemas DAEs quando utilizados por um controlador PNMPC (Prac-
tical Nonlinear Model Predictive Control) como modelo de predição.
Também será estudado o desempenho computacional quando a própria
planta precisa ser simulada por um sistema DAE, isto é quando em fase
de desenvolvimento dos algoritmos de controle. Como caso de estudo,
a eficiência computacional da simulação de um sistema de controle
avançado de compressão de gás será abordada. O trabalho apresenta e
analisa as principais ferramentas existentes para resolução de sistemas
DAEs, e propõe três metodologias baseadas na manipulação e controle
de parâmetros típicos da formulação de métodos numéricos. Os resulta-
dos obtidos com a aplicação destas metodologias são comparados com
os obtidos por solvers comerciais tradicionais, através de indicadores da
eficiência numérica e computacional da simulação para apontar as prin-
cipais vantagens e desvantagens em utilizar as metodologias propostas.

Palavras-chave: Problemas de Valor Inicial. Equações Diferenciais
e Algébricas. Métodos Numéricos. Sistemas Rígidos. Sistemas de
Compressão.





ABSTRACT

Dynamic systems are commonly described as a set of DAE. Mod-
eling dynamic behaviors as DAEs systems is physically more intuitive
especially when enough information is available. When it comes to
the development of control algorithms, the simulation may be run hun-
dreds of times in test phase, whether to investigate modifications on its
parameters, or to evaluate the result of alternative control strategies.
Thus, having a fast robust solver becomes very important. Concerning
the process of solving a DAE system, this task may be computational
burden due to a high number of equations or regarding to the mathemat-
ical structure of the system, that is a algebraic equations constraining
the differential set. This dissertation proposes more efficient solving
solutions to the numerical integration of a complex DAE system used as
predictive model into a PNMPC (Practical Nonlinear Model Predictive
Control) control algorithm. In addition, it is studied the efficiency of
the solver when the plant is modeled by a DAE system, focusing on the
development of control algorithms. As a case study, the computational
efficiency of an advanced gas compression control system is addressed.
The research presents and analyses the main existing tools to the nu-
merical integration addressed to the DAE systems, and proposes three
methodologies based on the manipulation and control of typical vari-
ables on the numerical methods formulas. The results obtained with the
application of these methodologies into the simulation are compared
with some traditional commercial solvers, and efficiency indicators of
the computational performance are used to point out the main advan-
tages and disadvantages of using the proposed methodologies.

Keywords: Initial Value Problems. Differential Algebraic Equations.
Numerical Methods. Stiff Systems. Compression Systems.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 COMPRESSÃO DE GÁS E CONTROLE AVANÇADO EM UNIDA-
DES DE PRODUÇÃO DE PETRÓLEO

O petróleo produzido ao longo da vida útil de um campo de
produção é geralmente composto por uma mistura de gases, óleo
e água, juntamente com impurezas. Como o interesse econômico
encontra-se primordialmente na produção dos dois primeiros (hi-
drocarbonetos), é imprescindível que nas unidades de produção
existam instalações destinadas a efetuar, sob condições controladas,
o processamento primário dos fluidos, tal como representado na Fi-
gura 1.1, que compreende: a separação do gás, do óleo e da água;
o tratamento para remoção de suas impurezas; e ainda o transporte
destes fluidos para um determinado destino.

Figura 1.1: Processamento primário de fluidos. (Fonte: [1]).

Em relação ao processamento de gás, para que este possa ser
transportado para venda, para utilização em processos de elevação
artificial de fluidos, como o gas-lift, ou ainda para ser utilizado como
combustível na própria unidade de produção, é necessário que se
forneça energia a este fluido sob a forma de pressão. Para tanto,
o gás é enviado a uma estação de compressão, onde é submetido
a um sistema composto por um conjunto de compressores centrífu-
gos, máquinas rotativas que convertem energia cinética em entalpia
(aumento de pressão) através da interação de sua parte móvel – o
impelidor, com sua parte estática – o difusor, transferindo assim
energia para o gás.

23
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A fim de aumentar a eficiência deste processo, cada compres-
sor é composto, em geral, por mais de um estágio de compressão. O
comportamento e o desempenho de operação de cada estágio são
governados pelos mapas de compressão, curvas estáticas como as
da Figura 1.2, que são fornecidas pelos fabricantes e apresentam,
por exemplo, a relação entre o ganho de pressão fornecido pelo
compressor a uma determinada vazão de gás que o percorre. Cada
curva corresponde a uma velocidade de rotação constante da má-
quina.

Naturalmente, tratando-se de uma forma gráfica, estas curvas
são limitadas em termos de representação de um equipamento com
tantos parâmetros e variáveis. Entretanto, em condições normais de
operação, e dentro de uma faixa limitada de velocidade de rotação,
pode-se obter com boa qualidade de informação o ganho de pressão,
ou a pressão de descarga, a qual o compressor entrega determinada
vazão de gás aspirada em sua sucção.

Figura 1.2: Curva característica de um estágio de compressão.
(Fonte: [2]).

Uma característica importante dessas máquinas é a ocorrên-
cia de um fenômeno denominado surge, que ocorre quando a vazão
de gás no compressor é muito baixa ou decai para um ponto de
inclinação positiva de sua curva de operação. Esse fenômeno pro-
voca uma operação bastante instável do compressor, com a ocorrên-
cia de flutuações de pressão na máquina e a reversão do sentido da
vazão da descarga para a sucção.
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A fim de evitar esse fenômeno, os fabricantes disponibilizam
nos compressores uma válvula denominada anti-surge, ou de reci-
clo, como mostra a Figura 1.3, e cuja abertura redireciona parte do
gás comprimido para a sucção da máquina através de um caminho
bypass, aumentando assim sua vazão quando necessário.

Figura 1.3: Compressor com uma válvula de reciclo.

Embora os compressores tenham dispositivos de segurança
como esse implementados por seus fabricantes, é possível que uma
falha (ou queda) de um compressor leve ao completo desligamento
de uma unidade de produção [2].

A produção de gás em uma plataforma não diminui automa-
ticamente com a diminuição da disponibilidade de gás comprimido.
Muitos poços produzem com uma alta razão gás-óleo – no inglês
Gas Oil Ratio (GOR). Estes irão produzir gás em uma taxa maior do
que aquela que pode ser comprimida na estação. Isso significa que
parte do gás produzido terá de ser enviada para um queimador (de-
nominado flare) até que uma solução seja tomada para resolver este
problema. Menos gás comprimido significa menos gás para injeção
e para exportação, e a possibilidade de serem emitidas multas pela
agência reguladora devido a uma queima de gás fora dos limites
impostos.

Assim, com o objetivo de manter uma operação livre de peri-
gos, as estações de compressão apresentam uma série de malhas de
controle regulatório implementadas com controladores Proporcio-
nal Integral Derivativo (PID), que atuam, por exemplo, nas válvulas
de reciclo para evitar o surge, no controle da temperatura do gás
para evitar o sobreaquecimento das máquinas, ou para manter a
pressão na sucção ou e na descarga de gás em níveis seguros.

Além de garantir a segurança dos processos e instalações de
produção, é de extrema importância a minimização de perdas com
gastos energéticos indesejados ou desnecessários, bem como a maxi-
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mização do desempenho e a eficiência de operação dos equipamen-
tos. Das tecnologias que buscam suprir esta necessidade, encontram-
se as técnicas de controle avançado, tal como o controle MPC (Mo-
del Predictive Control) que se destaca por ser uma das técnicas de
controle moderno mais potentes e que vêm obtendo muito êxito
em aplicações na indústria de petróleo e gás, inclusive no processa-
mento primário de fluidos tal como nos trabalhos [2, 3, 7, 8].

Conceitualmente, os controladores Model Predictive Control
(MPC) utilizam-se do conhecimento do processo a ser controlado,
representado por um modelo dinâmico, para prever em um hori-
zonte de tempo finito, qual seria a resposta do sistema a uma de-
terminada ação de controle, antes mesmo de aplicá-la. De posse de
um critério de performance e das restrições do processo, estes con-
troladores são capazes de determinar um plano de ação a partir da
otimização deste critério de desempenho, cujo resultado apresenta
a melhor sequência de ações de controle a serem tomadas, com o
menor esforço possível.

Em geral, os algoritmos de controle MPC possuem alguns ele-
mentos em comum: um modelo do processo para calcular a predição,
uma função custo com determinado objetivo de desempenho, e um
procedimento para calcular a ação de controle [9]. As diferenças
entre os diversos algoritmos se devem, basicamente, à forma de
representar e escolher tais elementos. A Figura 1.4 apresenta a es-
trutura geral de um algoritmo MPC, onde pode ser observado seu
funcionamento.

Figura 1.4: Diagrama de blocos do algoritmo MPC. (Fonte: [3]).



1.2. Motivação 27

O modelo de predição do processo é o elemento mais impor-
tante dentro do controlador, e deve ser capaz de representar adequa-
damente a dinâmica do processo, pois a lei de controle é totalmente
baseada nele. Modelos lineares (MPC linear) são muito comuns na
prática, pois as predições podem ser calculadas utilizando-se o prin-
cípio de superposição ou soma de respostas: a resposta forçada, que
compreende a saída do sistema como resultado de mudanças nas
ações de controle futuras, e a resposta livre, saída do sistema con-
sequente às entradas passadas que ocorreram até o último ciclo de
amostragem. Como vantagem, modelos lineares podem ser utiliza-
dos em plantas multivariáveis sem acrescentar complexidade, e os
problemas de otimização associados ao algoritmo de controle po-
dem ser resolvidos por técnicas de otimização lineares, numerica-
mente mais simples de resolver.

Todavia, quando os processos possuem uma dinâmica muito
não linear ou quando a faixa de operação é variável, necessita-se
tomar-se em conta um modelo não linear de predição no projeto do
controle, de forma a permitir que se mantenha o desempenho de-
sejado para o sistema em malha fechada [3]. Isto tem motivado o
estudo teórico e aplicado do chamando Nonlinear Model Predictive
Control (NMPC), ao qual a técnica PNMPC (Practical Nonlinear Mo-
del Predictive Control) proposta por Plucenio [10] é enquadrada, e
tem apresentado bons resultados em se tratando de processos tipica-
mente não lineares encontrados na indústria de petróleo e gás, tais
como os estudados em [3, 11, 12], e cuja eficiência computacional
e numérica de seu algoritmo será abordada neste trabalho.

1.2 MOTIVAÇÃO

A fim de garantir a fidelidade do modelo não linear ao pro-
cesso real e assegurar um bom desempenho dos sistemas de con-
trole NMPC, é de comum interesse a utilização de modelos de pre-
dição fenomenológicos, em especial quando conhecimento sufici-
ente sobre o processo a controlar é disponibilizado, podendo-se em-
pregar, por exemplo, parâmetros e dados reais de operação. Este
tipo de modelo descreve o sistema a partir de um conjunto de
equações diferenciais e algébricas – em inglês DAEs que, embora
representem matematicamente o sistema com alto rigor, para mo-
delos não lineares complexos agrega-se alto custo computacional
devido (a) à sua resolução, isto é, a integração numérica de um
sistema DAE para obter-se a resposta do modelo de predição e (b)
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à solução de um problema de otimização não linear para obter-se
a lei de controle a cada ciclo de amostragem, dificultando assim a
obtenção de um algoritmo implementável em tempo real.

O algoritmo de controle Practical Nonlinear Model Predictive
Control (PNMPC) resolve o problema de eficiência computacional
associado à (b) propondo uma solução alternativa de calcular as
predições através de uma representação linear aproximada das saí-
das em relação aos incrementos de controle futuros, obtendo-se as-
sim uma resposta forçada que depende linearmente destes controles
futuros. Desta maneira, consegue-se representar as predições como
uma soma de respostas livre e forçada, tal como no caso linear, mas
tomando o próprio modelo não linear para computá-las. Assim é
possível fazer uso de ferramentas de otimização linear para encon-
trar a lei de controle.1

Com relação à resolução numérica do modelo DAE, encon-
tram-se metodologias bem definidas na literatura para resolver este
problema, e uma grande variedade de pacotes e solvers comerciais
disponíveis. Todavia, existem propriedades numéricas intrínsecas à
estrutura matemática de alguns sistemas que fazem determinados
métodos de integração ou serem muito ineficientes em relação a
outros, ou não serem capazes de entregar uma resposta do sistema
com o nível de precisão desejada.

Desta forma, a escolha e a aplicação do método de resolução
do modelo podem se tornar tarefas mais trabalhosas do que a pró-
pria sintonia do controlador. Além disso, na simulação de algorit-
mos MPC em geral, além de serem usados para calcular predições
em todo instante do horizonte de predição definido, modelos dinâ-
micos do processo podem ser aplicados para realizar a estimação
de variáveis não medidas, ou ainda para simular a planta. A fim
de obter-se todas essas respostas eficientemente, um algoritmo de
integração numérica ágil e robusto necessita ser utilizado.

A literatura é vasta quanto a metodologias numéricas para
resolução de sistemas DAEs, como em [13, 14, 15, 16, 17], mas há
escassez com relação às que utilizam a teoria de controle, como em
[18], para melhorar o desempenho e a eficiência computacional da
obtenção da resposta de sistemas complexos e rígidos.

Este trabalho investiga e propõe soluções mais eficientes para
a tarefa de integração numérica de um modelo fenomenológico
complexo em um algoritmo de controle PNMPC, a partir da aná-

1Detalhes do funcionamento e do cálculo da lei de controle do
algoritmo PNMPC serão dados no Apêndice A.
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lise de propriedades numéricas de sistemas DAEs, das ferramentas
utilizadas pelos métodos de resolução existentes e da aplicação da
teoria de controle. Como caso de estudo é abordada a eficiência
computacional de um algoritmo de controle PNMPC de compressão
de gás.

1.3 OBJETIVOS E CONTRIBUIÇÕES

O principal objetivo desta dissertação é desenvolver algorit-
mos de integração numérica robustos e eficientes, aplicando-se teo-
ria de controle, para diminuir o custo computacional tomado com a
obtenção da resposta de modelos dinâmicos fenomenológicos, isto
é, com chamadas de solvers de integração numérica em algoritmos
de controle preditivo. O caso de estudo abordado contempla um sis-
tema de controle avançado PNMPC aplicado a uma estação contro-
lada de compressão de gás, composta por dois compressores centrí-
fugos de três estágios cada, presente em uma unidade de produção
de petróleo. O modelo utilizado para a estação é representado por
um complexo sistema de equações diferenciais rígidas e algébricas.

O trabalho apresenta e analisa as principais ferramentas exis-
tentes na teoria de integração numérica de sistemas DAEs comple-
xos, e propõe três métodos diferentes baseados na manipulação e
controle de parâmetros da fórmula de aproximação utilizada. Os re-
sultados obtidos com a aplicação dos algoritmos destes métodos são
comparados com os obtidos por solvers comerciais tradicionais, atra-
vés de indicadores da eficiência numérica e computacional, para
apontar as principais vantagens e desvantagens em utilizar os mé-
todos propostos.

As principais contribuições desta dissertação podem ser sinte-
tizadas como:

\bullet O desenvolvimento de algoritmos robustos e eficientes para
realizar a tarefa de integração numérica de um modelo DAE
complexo utilizado por um sistema de controle avançado de
compressão de gás;

\bullet O uso da teoria de controle para melhorar o desempenho nu-
mérico e computacional de algoritmos de integração;

\bullet Uma análise comparativa da eficiência computacional das prin-
cipais ferramentas comerciais disponíveis para a integração
numérica de sistemas DAEs.
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Uma consideração importante a ser tomada neste trabalho
de pesquisa está no fato de que todas as análises são realizadas
utilizando-se o mesmo software de simulação, portanto os algorit-
mos desenvolvidos são executados sob as mesmas condições com-
putacionais. Indiscutivelmente solvers de integração comerciais dis-
põem-se de recursos de processamento e compilação mais eficientes.
Entretanto, este tipo de informação não é, em geral, disponibilizada,
impossibilitando uma análise da eficiência computacional dos sol-
vers também quanto ao uso desses recursos. Mesmo assim, muitas
vezes estas técnicas não são eficientes em resolver alguns tipos de
problemas DAEs.

Neste trabalho, a comparação de ferramentas computacio-
nais é tratada somente com relação à eficiência numérica, isto é,
sem considerar recursos de processamento e compilação adicionais.
Desta forma, procurou-se desenvolver algoritmos de integração es-
truturados numericamente de forma simples, possibilitando fácil ex-
tensão a outros softwares e linguagens de programação, bem como
a possíveis recursos computacionais que agreguem melhora a sua
eficiência.

1.3.1 Estrutura da dissertação

Esta dissertação é dividida em seis capítulos e três apêndices.
O Capítulo 2 descreve o problema de integração numérica de sis-
temas DAEs, revisa as principais metodologias existentes na litera-
tura para resolvê-lo, e levanta propriedades numéricas importantes
na implementação de métodos numéricos, como a rigidez e a es-
tabilidade. O Capítulo 3 traz o modelo fenomenológico da estação
controlada de compressão de gás, e faz uma análise quantitativa do
sistema quanto a sua estrutura numérica e complexidade.

O Capítulo 4 descreve as metodologias propostas levantando
as principais características de cada uma delas que contribuem para
o aumento de eficiência computacional da simulação. O Capítulo 5
apresenta os resultados de simulação e analisa a eficiência computa-
cional das metodologias aplicadas em comparação a solvers tradici-
onais de resolução de sistemas DAEs. Conclusões desta dissertação
são apresentadas no Capítulo 6 com comentários sobre os resulta-
dos alcançados e perspectivas de trabalhos futuros.

Finalmente, o Apêndice A, o Apêndice B, e o Apêndice C apre-
sentam respectivamente, os detalhes da técnica de controle PNMPC,
os parâmetros usados nas simulações, e as equações utilizadas para
modelar a estação de compressão de gás.



2 MÉTODOS NUMÉRICOS PARA A RESOLUÇÃO DE MODELOS

Este capítulo aborda matematicamente o problema da inte-
gração numérica de modelos contínuos no tempo, descritos por sis-
temas de equações diferenciais e algébricas. Em seguida, realiza
uma sucinta revisão das metodologias tradicionais de resolução, e
por fim apresenta algumas propriedades que oferecem alguns obs-
táculos à determinação numérica da solução do problema.

2.1 O PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Sistemas dinâmicos são normalmente descritos por um con-
junto de equações diferenciais ordinárias – em inglês Ordinary Dif-
ferential Equations (ODEs), e um conjunto de equações algébri-
cas, formando assim um sistema de equações diferenciais e algé-
bricas, ou sistema DAE (Differential Algebraic Equation), que tam-
bém pode ser visto como um sistema de equações diferenciais com
restrições algébricas [4]. É possível tornar um sistema DAE em um
sistema ODE puro através da diferenciação das equações algébricas.
O número de vezes que estas precisam ser diferenciadas para que se
obtenha equações diferenciais ordinárias para todas as variáveis al-
gébricas do sistema é denominado índice de um sistema DAE [17].

Considere, por exemplo, um caso simples de sistema DAE, de-
finido pelo sistema (2.1) abaixo:

dw

dt
= \.w =  - w  - 1

0 = (w + 1)z + 2

(2.1a)

(2.1b)

Diferenciando-se a equação (2.1b) com relação ao tempo,
obtém-se a derivada da variável z explicitamente:

d

dt
[0] =

d

dt
[(w + 1)z + 2]

0 = \.wz + (w + 1) \.z

\.z =  - \.wz

(w + 1)

(2.2a)

(2.2b)

(2.2c)

Substituindo (2.1a) na equação (2.2c) acima, obtém-se o se-
guinte sistema ODE:

\.w =  - w  - 1

\.z = z

(2.3a)
(2.3b)

31
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Como a variável algébrica z necessitou ser diferenciada no
tempo apenas uma vez para obter-se uma equação diferencial, o
sistema DAE é dito possuir índice 1. O processo de diferenciação
de uma equação algébrica é denominado redução de índice, cuja
denominação é utilizada para classificar o sistema com relação a
constituição de seu conjunto de equações algébricas.

A modelagem fenomenológica descrita por sistemas DAEs é,
em geral, fisicamente mais intuitiva em relação à descrição por um
sistema ODE. Nota-se no sistema anterior, que podería-se simples-
mente substituir a equação (2.1b) em (2.1a), obtendo-se uma única
ODE. Entretanto, a diferenciação das equações algébricas nem sem-
pre é uma operação tão trivial, e esta operação pode causar perda
do significado físico das variáveis e das relações envolvidas. [19].

Considere um sistema dinâmico contínuo em malha fechada
representado por um sistema DAE. Quando a resolução deste sis-
tema está sujeita a um determinado conjunto de condições iniciais,
isto é, a evolução da dinâmica do sistema depende dos valores inici-
ais dos estados, o problema de encontrar a resposta1 deste sistema
em um determinado intervalo t \in T = [t0, tf ] é denominado Pro-
blema de Valor Inicial (PVI). Matematicamente o problema de inte-
resse é descrito pelo sistema (2.4), onde o sistema DAE é exposto
em uma forma semi-explícita.

\bfF (\bfx (t), T ) =

\left\{         
\.\bfx =

d\bfx 

dt
= \bff (t,\bfx (t),\bfp (t))

0 = \bfg (\bfx (t),\bfp (t))

\bfx (t0) = \bfx 0

(2.4a)

(2.4b)
(2.4c)

onde \bfx \in \BbbR nx é o vetor-solução de interesse com os nx estados
do sistema, \bfp \in \BbbR np é o vetor com as np variáveis algébricas e
\bfx (t0) = \bfx 0 \in \BbbR nx é o vetor com as nx condições iniciais. As funções-
vetores \bff e \bfg descrevem respectivamente as equações dinâmicas, e
algébricas não lineares do sistema.

Em geral, se o gradiente da função \bfg em relação à \bfp (\triangledown \bfp \bfg )
é não singular, é possível encontrar uma relação dinâmica que des-
creva \.\bfp em função de t e \bfx , através da redução de índice [20].

Em se tratando de sistemas DAEs de índice unitário, existe
uma importante propriedade que consiste na possibilidade de utili-
zar métodos numéricos para resolver primeiramente as ODEs do sis-

1Por resposta do sistema entende-se a saída do sistema, ou um
subconjunto de estados do sistema.
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tema, para dada condição inicial, e utilizar a solução obtida para so-
lucionar as equações algébricas [16], ou seja, o sistema de equações
algébricas é visto como uma restrição à resolução do sistema de
equações diferenciais [17, 20].

Tomando-se o exemplo do sistema (2.1), para uma condição
inicial w0 =  - 1, primeiramente resolve-se a ODE dada por (2.1a).
Integrando-se analiticamente, por exemplo, para o instante t = 2
segundos, chega-se a:

w(t) = w0 \cdot e - t  - 1

w(2) =  - e - 2  - 1

w(2) =  - 1, 1353

(2.5a)

(2.5b)
(2.5c)

substituindo o resultado na equação algébrica (2.1b):

0 = (w(2) + 1)z(2) + 2

0 = ( - 1, 1353 + 1)z(2) + 2

z(2) = 14, 7820

(2.6a)
(2.6b)
(2.6c)

Dessa forma a solução do sistema DAE (2.1) no instante t = 2
é o par (w(2), z(2)) = ( - 1, 1353; 14, 7820).

Algumas considerações são aqui assumidas como verdade para
este trabalho:

(i) O problema (2.4) possui solução \bfx (t) única, contínua e dife-
renciável;

(ii) As restrições algébricas são consistentes, isto é, a condição 0 =
\bfg (\bfx (t),\bfp (t)) é assegurada, e \bfp (t) possui solução única para
todo instante t.

Dado que o interesse deste trabalho corresponde a um sis-
tema de compressão, cujo modelo é descrito por um sistema DAE
de índice 1, este capítulo abordará o estudo de técnicas e méto-
dos para resolver equações deste tipo de sistema, isto é métodos
de resolução de ODEs, utilizando-se as soluções obtidas para calcu-
lar um sistema de equações não lineares a cada passo dado pelas
equações algébricas do modelo [16, 21, 22].
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2.2 MÉTODOS NUMÉRICOS PARA A RESOLUÇÃO DE SISTEMAS
DAES DE ÍNDICE UNITÁRIO

Esta seção traz de maneira sucinta algumas das metodologias
tradicionais de resolução de sistemas DAEs, dando enfoque às que
são disponibilizadas em solvers comerciais como os do pacote ode do
software MATLAB 2015a R\bigcirc . Primeiramente, são tomadas algumas
definições.

Seja T = [t0, tf ] o intervalo de integração dividido em N
subintervalos de tamanho hi, tal que ti = ti - 1 + hi,\forall i \in [1, ..., N ].
À grandeza h dá-se o nome de tamanho do passo de integração, ou
apenas “tamanho do passo” (de stepsize). A solução de interesse do
PVI corresponde a \bfx (ti) e deve satisfazer determinada condição de
precisão.

Em se tratando de computação numérica, é importante lem-
brar que um erro local e(ti) é sempre cometido em toda aproximação
computada \bfx (ti). Como a solução analítica é desconhecida, necessi-
ta-se tomar uma estimativa para quantificar este erro, que deve ser
limitado. Existem algumas maneiras de estimar-se este erro, algu-
mas das quais serão apresentadas na Seção 2.3.1.

A fim de que o algoritmo de integração seja realizável, define-
se critérios de parada para o cálculo de \bfx (t) em cada instante do
intervalo de integração ti \in T . Deve-se fornecer uma aproximação
\bfx (ti) sempre que: ou (a) o erro local satisfaça uma tolerância de
precisão \scrE pré-especificada, isto é, e(ti) < \scrE ; ou (b) caso o número
j, j \in [1, Nmax], de passos tomados pelo algoritmo do método para
calcular \bfx (ti) exceda um número máximo de iterações “Nmax” tam-
bém pré-definido.

Em resumo, um método numérico deve apresentar em seu
algoritmo pelo menos os seguintes elementos em cada passo j, para
computar uma aproximação no instante ti:

(i) Uma fórmula para computar cada aproximação, isto é, \bfx (j)(ti);

(ii) Uma fórmula para estimar o erro local e(j)(ti) cometido pela
aproximação computada;

(iii) Uma regra ou critério de parada para decidir aceitar a solução
aproximada proposta, dada por e(j)(ti) < \scrE ou j > Nmax;

(iv) Caso a aproximação não seja aceita, mas o número máximo de
passos não for violado, j \leq Nmax, tomar então alguma atitude
afim de reduzir o erro local, para que na próxima iteração
(j + 1), satisfaça-se a condição e(j+1)(ti) < \scrE .
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Os métodos apresentados a seguir diferenciam-se justamente
pelas formas de obtenção da aproximação à solução, isto é, quanto
ao elemento (i).

2.2.1 Métodos ponderados e métodos de Runge-Kutta

Os métodos aqui expostos são chamados métodos de passo
único (one step methods), pois a solução local depende apenas da
computada no passo imediatamente anterior [20].

A fim de melhorar a eficiência, o tamanho do passo de inte-
gração pode ser variável. Para evitar equações com muitos índices,
adota-se neste trabalho a notação n = ti, tal que para dado passo
de tamanho hi, a aproximação a calcular seria expressa por \bfx n =
\bfx (ti) = \bfx (ti - 1 + hi), com n \in [0, N ]. Similarmente:

\bff n = \bff (ti,\bfx (ti),\bfp (ti))

e
\bfg n = \bfg (\bfx (ti),\bfp (ti))

(2.7a)
e

(2.7b)

Reforça-se aqui que, por considerar-se a resolução de siste-
mas DAE de índice unitário, para todas as metodologias apresen-
tadas nesta seção, a solução obtida \bfx n+1 do sistema ODE (2.4a)
satisfaz:

0 = \bfg n+1 = \bfg (\bfx n+1,\bfp n+1) (2.8)

ou seja, as variáveis algébricas são calculadas pela substituição das
aproximações obtidas através dos métodos a cada passo no sistema
de equações algébricas.

O método mais simples conhecido é o método de Euler explí-
cito, onde é utilizada a aproximação forward para a derivada:

\.\bfx =
\bfx n+1  - \bfx n

h
(2.9)

Neste caso, as aproximações são dadas por uma predição li-
near, isto é:

\bfx n+1 = \bfx n + h\bff n (2.10)

Os métodos ponderados consistem em uma família de méto-
dos dados por uma aproximação linear ponderada, isto é, a direção
da solução a computar é uma combinação convexa da inclinação
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(derivada) da solução passada e a inclinação atual:

\bfx n+1 = \bfx n + h(\theta \bff n + (1 - \theta )\bff n+1) (2.11)

Note que para \theta = 1, obtém-se o método de Euler explícito.
Com \theta = 1/2 e \theta = 0, temos os conhecidos métodos do trapézio
e o método de Euler implícito (backward), respectivamente. Para
os casos em que \theta \not = 1, necessita-se a cada passo calcular \bff n+1, e
portanto o ponto \bfx n+1 precisa ser estimado ao menos na primeira
chamada do método, utilizando algum método numérico explícito.
Para casos em que h é suficientemente pequeno, é possível usar um
método simples de baixa ordem, como o método de Euler, para fazer
esta estimativa rapidamente [17].

As vantagens desses métodos consistem justamente no seu
baixo custo computacional, uma vez que, a menos no primeiro passo,
é necessário computar as equações de \bff uma única vez, admitindo-
se \bff 0 conhecida. Entretanto, é de se esperar que uma aproximação
linear seja pouco precisa, ou tome muitas iterações para computar
uma solução \bfx n+1 dentro da tolerância.

Para evitar computar-se aproximações com derivadas de mais
alta ordem, os métodos de Runge-Kutta computam a função da di-
nâmica \bff em uma série de pontos intermediários. A ideia é utilizar
combinações lineares de \bff em diferentes instantes para aproximar
a solução de (2.4a) em uma determinada ordem, a qual quanto
maior, mais combinações serão empregadas, e maior a precisão da
aproximação. Por outro lado, quanto maior a ordem, mais tempo é
consumido para computar cada solução.

A fórmula geral de um Runge-Kutta de ordem s é dada pelo
conjunto de equações (2.12) a seguir:



2.2. Métodos numéricos para a resolução de sistemas DAEs de
índice unitário 37

\bfx n+1 = \bfx n + h
s\sum 

j=1

bj\bfk j

onde
\bfk 1 = \bff (n,\bfx n,\bfp n),

...

\bfk s = \bff (n+ hcj ,\bfx n + h
i - 1\sum 
j=1

asj\bfk j ,\bfp n)

ci =
i - 1\sum 
j=1

asj , i = 2, ..., s.

s\sum 
j=1

bj = 1.

(2.12a)

onde
(2.12b)

(2.12c)

(2.12d)

(2.12e)

Os coeficientes \{ bj , ci, asj\} definem o método e devem satisfa-
zer as restrições impostas por (2.12d) e (2.12e), que são representa-
das por uma matriz2 denominada Tabela de Butcher, como mostra
a Figura 2.1, e são provenientes da comparação da equação (2.12a)
com sua expansão em série de Taylor de ordem s. Maiores detalhes
podem ser obtidos em [13].

Figura 2.1: Tabela de Butcher.

Como exemplo, considere um Runge-Kutta de segunda ordem
(s = 2):

\bfx n+1 = \bfx n + h(b1\bfk 1 + b2\bfk 2)

\bfk 1 = \bff (n,\bfx n,\bfp n)

\bfk 2 = \bff (n+ hc2,\bfx n + ha21\bfk 1,\bfp n)

(2.13a)
(2.13b)
(2.13c)

2Desta matriz vem a origem dos índices dos i, j e sj que corres-
pondentes às posições dos coeficientesna tabela.
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De (2.12d) e (2.12e) temos que b1 + b2 = 1 e c2 = a21.
Note que podem ser obtidas infinitas possibilidades de escolha. Uma
opção seria b1 = b2 = 1/2 e c2 = a21 = 1, da qual obtém-se um mé-
todo de Runge-Kutta muito conhecido, o método do Trapézio:

\bfx n+1 = \bfx n +
h

2
(\bff n + \bff n+1) (2.14)

Métodos de Runge-Kutta estão entre os mais populares, em
especial por sua alta precisão e estabilidade numérica [21]. Para
ordens acima da quarta são, em geral, muito precisos mas a custo
computacional muito elevado.

2.2.2 Métodos de colocação3

Os métodos de colocação são também métodos de passo único
e compartilham algumas similaridades com o método de Runge-
Kutta. Esses métodos aproximam a solução da ODE (2.4a) por um
determinado polinômio \~\bfx de ordem s em uma série de s+1 pontos
de seu domínio, denominados pontos de colocação, tal que sua de-
rivada nesses pontos seja a mesma, ou tenha a mesma inclinação,
que a da equação diferencial a resolver, ou seja, \.\~\bfx = \bff .

Para tal interpolação podem ser usados diferentes tipos de
curvas, como séries de potências, splines4 e mesmo simples interpo-
lações lineares. Entretanto, os polinômios de Lagrange são os mais
populares devido à sua excelente precisão e facilidade de calcular
[22].

Define-se a variável \tau como a variável normalizada do tempo
em um determinado subintervalo, tal que no i-ésimo subintervalo,
tem-se:

ti = ti - 1 + h\tau \tau \in [0, 1] (2.15)

com ti \in T = [t0, tf ]. A base para o polinômio de Lagrange é dada
por:

\ell j(\tau ) =
s\prod 

k=0,\not =j

\tau  - \tau k
\tau j  - \tau k

(2.16)

onde \tau j e \tau k são os pontos de colocação, com a seguinte proprie-
dade: \tau 0 = 0 e \tau j < \tau j+1 para j = 0, . . . , s  - 1. Verifica-se ainda

3Esta seção foi baseada em [4]
4Curvas polinomiais por partes [23].
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que quando \tau = \tau j , então \ell j(\tau j) = 1, mas \ell k(\tau j) = 0 para k =
0, . . . , s - 1, se k \not = j.

A Figura 2.2 ilustra estes conceitos que, em suma, explicam
que se o polinômio \ell j for multiplicado por um valor qualquer \~xij ,
o resultado assumirá o valor de \~xij quando \tau = \tau j , ou seja, nos
pontos de colocação, e em todos os outros k pontos, os valores \ell k
do polinômio serão nulos. Esta ideia pode ser usada para descrever

Figura 2.2: O Método de colocação. (Fonte: [4]).

a curva que passa pelos pontos (\tau j , \~xij) para j = 1, . . . , s através
da soma de todos os termos \ell j(\tau )\~xij . Generalizando para a forma
vetorial:

\~\bfx (t) =

s\sum 
j=0

\ell j(\tau )\~\bfx ij (2.17)

onde \~\bfx (t) representa a evolução da curva-solução do estado no in-
tervalo T , e \~\bfx ij é o valor correspondente dos estados no ponto de
colocação j, no i-ésimo subintervalo ti.

Os pontos de colocação \tau j podem ser obtidos utilizando-se
quadratura Gaussiana. Existem uma série de metodologias para a
obtenção destes pontos a partir desta técnica. A mais comum é
a denominada raízes Legendre-Gauss-Radau (LGR). Basicamente
define-se uma ordem s e um intervalo tal como T , e o procedi-
mento retorna um número s+1 de pontos pertencentes ao domínio
de um polinômio-solução, que resolve uma equação diferencial de-
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nominada Equação de Legendre. Mais detalhes sobre esta e outras
técnicas encontram-se em [24].

Além de passar pelos pontos \tau k de colocação desejados, deve-
se também garantir que o polinômio aproximado dado pela equação
(2.17), e o sistema ODE a resolver (2.4a) tenham a mesma inclinação
nestes pontos, ou seja:

d\~\bfx 

dt
(\tau k) = \bff (\tau k, \~\bfx (\tau k),\bfp (\tau k)), k = 1, . . . , s. (2.18)

Diferenciando-se as equações (2.15) e (2.17) em relação a \tau 
e substituindo-as na igualdade acima, chega-se a:

s\sum 
j=0

\~\bfx ij
d\ell j
d\tau 

(\tau k) = h\bff (\tau k, \~\bfx (\tau k),\bfp (\tau k)), k = 1, . . . , s.

com
\bfg (\~\bfx (\tau k),\bfp ) = 0

(2.19a)

(2.19b)

onde, para o primeiro subintervalo i = 1, a condição inicial é dada
por \~\bfx 10 = \bfx 0.

A resolução deste sistema de equações não lineares fornece
a aproximação para os estados nos pontos de colocação. As variá-
veis algébricas \bfp (\tau k) são obtidas pela substituição da solução \~\bfx ij

de (2.19a) na restrição algébrica (2.19b). Observa-se a necessidade
de computar as derivadas do polinômio de Lagrange (d\ell j/d\tau ) que,
para elevadas ordens, pode tornar-se uma operação muito custosa,
prejudicando sua eficiência.

Ao final do último intervalo i de integração (ti = tf ), o mé-
todo entrega a solução desejada, correspondente ao último ponto
de colocação deste intervalo, isto é, \~\bfx is, sendo s a ordem do método,
que usa um número (s+ 1) de pontos de colocação para computar
a solução.

Este trabalho tem o objetivo de passar uma visão geral do
funcionamento dos métodos, já que a escolha de um deles não é
sempre trivial e depende do problema a resolver. Em termos prá-
ticos, para um solver comercial é necessário apenas fornecer uma
ordem para o polinômio (s), a condição inicial (\bfx \bfzero ) e o intervalo
de integração (T ) . Aumentando-se a ordem do método, obtém-se
uma aproximação mais precisa, ao custo de aumentar-se o tempo
computacional despendido para a tarefa. Desenvolver cada méto-
dos analiticamente, mesmo para um exemplo simples, é trabalhoso
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e não é escopo desta tese. Se o leitor deseja aprofundar-se no de-
senvolvimento analítico de cada técnica, recomenda-se a leitura de
[13, 16, 20].

2.2.3 Métodos de múltiplos passos e de diferenças finitas

As metodologias numéricas vistas até então utilizavam ape-
nas informação da solução calculada no passo anterior, que era
usada como ponto de partida para calcular a solução corrente, e por
isso, tornaram-se conhecidos como uma classe de métodos, denomi-
nada métodos de passo único. Existe, porém, outra classe de méto-
dos que não apenas se utilizam da solução anterior, mas de soluções
computadas em uma série de passos anteriores, utilizando-se assim
de um histórico de múltiplas soluções previamente computadas. Por
esta razão, são denominados métodos de múltiplos passos.

Nestas técnicas, para uma dada ordem s > 0, deve-se conhe-
cer um total de (s - 1) pontos que serão usados para construir uma
aproximação para a solução do problema (2.4a). A formulação ge-
ral desses métodos é dada por:

s\sum 
j=0

\alpha j\bfx n - j+1 = h
s\sum 

j=0

\beta j\bff n - j+1 (2.20)

onde \alpha j e \beta j são obtidos de uma interpolação polinomial de ordem
s para a integral da ODE (2.4a) em um intervalo equidistante de
pontos. Como existem inúmeras possibilidades para a escolha do
polinômio, muitos pesquisadores deram nome às expressões resul-
tantes das aproximações polinomiais, tal como o método de Milnes
(ordem s = 2) abaixo:

\bfx n+1 = \bfx n - 1 +
h

3
(\bff n - 1 + 4\bff n + \bff n+1) (2.21)

onde \alpha 0 = \alpha 2 = 1, \beta 0 = \beta 2 = 1/3, \alpha 1 = 0 e \beta 1 = 4/3.
Observa-se que nesta técnica de integração se faz necessá-

rio utilizar um método de partida para calcular as (s  - 1) soluções
anteriores. Por exemplo, no caso do método de Milnes (2.21), no
instante n = 1 e fornecido valor inicial \bfx 0, necessita-se calcular \bfx 1.
Para tal tarefa, deve-se utilizar um método de passo único, tal como
um método de Euler ou Runge-Kutta.

Esta característica faz com que os métodos de múltiplos pas-
sos sejam frequentemente usados na estrutura preditor-corretor, on-
de é fornecida uma estimativa inicial da solução \bfx n+1, chamada de
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predição, por um método de passo único, que é corrigida por um
método de múltiplos passos (de igual ordem) até que a diferença
entre preditor e corretor satisfaça uma determinada condição de
precisão/tolerância para a aproximação.

Por exemplo, utiliza-se o método do trapézio como preditor
(\bfx n+1)p, e o método de Milnes como corretor (\bfx n+1)c, repetindo-
se o cálculo até que a diferença satisfaça a condição \scrE de parada,
retornando-se como solução a aproximação corrigida (\bfx n+1)c:

(\bfx n+1)p = \bfx n +
1

2
h(\bff n + \bff n+1)

(\bfx n+1)c = \bfx n - 1 +
h

3
(\bff n - 1 + 4\bff n + \bff n+1)

\| (\bfx n+1)p  - (\bfx n+1)c\| \infty < \scrE 

(2.22a)

(2.22b)

(2.22c)

onde a norma infinita acima toma o máximo erro absoluto compu-
tado entre as duas aproximações calculadas.

Uma vez que os valores dos cálculos das funções-vetores \bff n
podem ser armazenados a cada cômputo, estes métodos requerem
muito menos processamento com relação aos métodos de Runge-
Kutta de mesma ordem. Entretanto, em caso de mudança no tama-
nho passo de integração h, os valores de \bff precisam ser recomputa-
dos para este novo valor de passo.

Um subgrupo desta classe de métodos que calculam afunção
\bff somente no ponto a ser aproximado são os chamados métodos de
diferenças finitas ou Backward Differences Formulas (BDF)-methods
[20]. Um número variável de soluções passadas pode ser usado,
mas obrigatoriamente \beta 0 \not = 0 e \beta 1...s = 0. Ou seja:

s\sum 
j=0

\alpha j\bfx n - j+1 = h\beta 0\bff n+1 (2.23)

O método BDF é, portanto, puramente implícito, fato que
agrega excelentes propriedades de estabilidade numérica, como será
apresentado na Subseção 2.3.2.

A aplicação de Métodos BDFs a problemas DAEs foi muito
estudada no final da década de 80, e até hoje são um dos métodos
mais poderosos para resolução de PVIs envolvendo DAEs de índice
até 2.
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2.3 PROPRIEDADES NUMÉRICAS

2.3.1 Erro local de aproximação

Como discutido na seção anterior, além de um método numé-
rico para computar as aproximações, é necessário que se tome uma
estimativa do erro local da aproximação que possa ser usada como
medida da precisão da solução. Apresentam-se aqui duas formas de
se calcular o erro local nas quais pelo menos duas estimativas da
solução devem ser fornecidas.

A primeira forma envolve o tamanho do passo h. Utiliza-se o
mesmo método numérico para calcular o valor de uma aproximação
utilizando-se tamanhos de passo diferentes. Por exemplo:

e
(h)
n+1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfx (h1)
n+1  - \bfx 

(h2)
n+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

(2.24)

que é conhecida como fórmula da extrapolação de Richardson e
nada mais indica do que a distância entre as soluções computa-
das com cada tamanho de passo, indicados entre parênteses na fór-
mula. Este tipo de estimativa é muito usada para métodos mais
simples, tal como o método de Euler, com tamanho de passo sufici-
entemente pequeno, tal que h1 \approx h2, e em casos onde a tolerância
de aproximação requerida \scrE não seja muito pequena [25].

Para que o tamanho do passo não seja fator limitante para
computar o erro local, outro critério que pode ser utilizado é a or-
dem do método. Calcula-se a mesma aproximação \bfx n+1 utilizando
o mesmo método com ordens de aproximação distintas, para então
tomar a diferença entre elas. Por exemplo, utilizar-se de métodos
de Runge-Kutta de segunda (RK2) e terceira (RK3) ordem para cal-
cular a aproximação no mesmo ponto:

en+1 = \| (\bfx n+1)RK2  - (\bfx n+1)RK3\| \infty (2.25)

Solvers comerciais geralmente fazem uso de um ou mais mé-
todos com ordem variável para computar as soluções, aproveitando-
se dessas para estimar o erro local. Muitos deles indicam as ordens
utilizadas no próprio nome, tal como o ode23 (Runge-Kutta de se-
gunda e terceira ordem) e o ode45 (Runge-Kutta de quarta e quinta
ordem) do pacote ode do MATLAB 2015a R\bigcirc .

Os métodos de múltiplos passos também adotam o critério
de ordem, já que calcular soluções para diferentes tamanhos de pas-
sos pode ser muito custosa, especialmente para altas ordens. Em
geral, fazem uso da estrutura preditor-corretor, como discutido na
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Subseção 2.2.3. Como exemplo, considere o BDF de primeira or-
dem mais simples – o método de Euler implícito – como preditor,
(\bfx n+1)p, e o método de Milnes, descrito por (2.19), como corretor,
(\bfx n+1)c. Dessa forma, estima-se o erro local por:

(\bfx n+1)p = \bfx n + h\bff n+1

(\bfx n+1)c = \bfx n - 1 +
h

3
(\bff n - 1 + 4\bff n + \bff n+1)

en+1 = \| (\bfx n+1)c  - (\bfx n+1)p)\| \infty 

(2.26a)

(2.26b)

(2.26c)

Como percebido, o erro local depende do tamanho do passo
de integração e do método numérico utilizado. De fato, é provado
por [13] que, para um método de ordem s, o erro local relaciona-
se assintoticamente com o tamanho do passo h, através da relação
e = \kappa hs+1, onde \kappa é uma constante que depende do método e do
PVI [18]. Esta relação será utilizada em uma das metodologias de-
senvolvidas nesta tese.

Por fim, apesar das técnicas aqui discutidas expressarem o
erro local de maneira absoluta, é muito comum representá-lo tam-
bém por em sua forma relativa. Tomando a equação (2.26c) em sua
forma relativa, obtém-se:

en+1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| (\bfx n+1)c  - (\bfx n+1)p)

(\bfx n+1)c

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

(2.27)

que será a estimativa adotada neste trabalho.

2.3.2 Estabilidade

Para que um método numérico tenha um bom comportamento
é necessário, além de que este forneça uma solução em um número
finito de passos, que se garanta sua estabilidade local, no sentido
em que, para dado um problema de valor inicial, e um tamanho de
passo h fixo, as soluções aproximadas pelo método fiquem limitadas
à medida que se avança no tempo, mesmo que o sistema a integrar
seja instável.

Matematicamente, Silva [26] define estabilidade das seguinte
maneira: dado um método numérico M que forneça uma solução
\bfx 
(1)
n+1 para um PVI com condição inicial \bfx (1)

0 , e outra solução \bfx 
(2)
n+1

para o mesmo problema, mas com valor inicial \bfx (2)
0 , então o método
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M é estável se, existirem constantes 0 < Cn < 1, para todo instante
n \in [0, N ], tal que:\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfx (1)

n+1  - \bfx 
(2)
n+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 
\leq Cn

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfx (1)
0  - \bfx 

(2)
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

(2.28)

Numericamente, em se tratando da implementação de solvers
para a resolução de PVIs, e conhecendo-se uma única condição ini-
cial consistente, deve-se garantir de alguma forma a estabilidade
numérica durante a própria determinação da solução. Para tanto, o
problema da estabilidade local dos métodos numéricos será discu-
tido nesta seção.

2.3.2.1 Estabilidade dos métodos de passo único

Primeiramente aborda-se o comportamento numérico dos mé-
todos de passo único. Considere que o sistema dinâmico em ma-
lha fechada (2.4a) a integrar seja representado localmente pela
equação (2.29), tal que \bfx possua m estados, e a matriz jacobiana
A = d\bff 

d\bfx (\=\bfx ), de tamanho m\times m, seja constante e represente a função-
vetor \bff da dinâmica do sistema em uma vizinhança do ponto de um
operação \=\bfx , para dadas condições iniciais (2.4c).

\.\bfx (t) = \bff (t,\bfx (t),\bfp (t)) \sim = A\bfx (t) (2.29)

Considere os m autovalores (\lambda \in \BbbC ) da matriz A representa-
dos pela matriz diagonal \Lambda abaixo.

\Lambda =

\left[   \lambda 1 . . . 0
...

. . .
...

0 ... \lambda m

\right]   (2.30)

A questão que procura-se responder é sob quais condições,
em termos de parâmetros de formulação, um método numérico de
passo único consegue representar um comportamento estável e li-
mitado das aproximações que este fornece como solução de um sis-
tema ODE de primeira ordem.

Desta forma, considera-se a matriz \Lambda , de tal maneira que em
um instante n de um método numérico discreto, seja possível repre-
sentar a função dinâmica do problema (2.29) por, [20].:

\bff n = \Lambda \bfx n (2.31)
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Tomando como exemplo, o método de Euler explícito de (2.10),
e aplicando (2.31), obtém-se:

\bfx n+1 = \bfx n + h\Lambda \bfx n

\bfx n+1 = (I + \=h)\bfx n, \=h = h\Lambda .

(2.32a)

(2.32b)

Para que um método numérico de passo único seja estável
deve-se garantir que as raízes de sua equação característica encon-
trem-se dentro da híper-esfera de raio unitário [14]. Tomando-se o
caso escalar, para o autovalor \lambda j \in [\lambda 1, ..., \lambda m], deve-se satisfazer:

| 1 + \=hj | < 1, \=hj = \lambda jh (2.33)

ou seja, seu domínio de estabilidade pertence ao raio \=hj \in ( - 2, 0),
\forall j.

Considere agora, a análise do método de Euler implícito, que
pode ser obtido do método ponderado (2.11), fazendo \theta = 1:

\bfx n+1 = \bfx n + h\bff n+1 (2.34)

Aplicando a aproximação (2.31):

\bfx n+1 = (I  - \=h) - 1\bfx n, \=h = h\Lambda . (2.35)

e, portanto, para todo autovalor \lambda j \in \BbbC , chega-se à seguinte condição
de estabilidade:\bigm| \bigm| 1 - \=hj

\bigm| \bigm| > 1, \=hj = \lambda jh,\forall j \in [1,m]. (2.36)

que é o exterior de um disco com um raio de tamanho unitário e
centrado em \=hj = 1. Note que este domínio compreende todo o
semiplano complexo negativo. Portanto, o método de Euler implí-
cito imita a estabilidade assintótica de uma ODE linear (\lambda < 0)
sem restrição no tamanho do passo h, já que este é positivo. Esta
propriedade pode ser verificada para todos os métodos implícitos,
como os BDFs, tornando-os assim ferramentas poderosas para uso
em algoritmos de integração numérica, em especial, os que utili-
zam tamanho do passo variável. Por fim, para o caso de PVIs instá-
veis ((\lambda > 0), necessita-se adotar um tamanho de passo maior, que
satisfaça \=hj > 2,\forall j.

Observa-se que esta análise de estabilidade considera siste-
mas que operam próximo a um ponto de operação definido, caso tí-
pico, por exemplo, de processos dinâmicos controlados localmente.
A estabilidade local aqui discutida não é válida, portanto, sistemas
oscilatórios periódicos, ou sistemas não lineares que operem longe
de um ponto de equilíbrio local.
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2.3.2.2 Estabilidade dos métodos de múltiplos passos

Para fazer uma análise de estabilidade em métodos de múlti-
plos passos, aplica-se novamente (2.31), mas agora à equação geral
destes métodos, dada por (2.20), obtendo-se:

s\sum 
j=0

(\alpha jI  - h\beta j\Lambda )\bfx n - j+1 = 0 (2.37)

Considere \lambda i, o i-ésimo autovalor de \Lambda , com i = 1, ...,m. Dado
que a solução \bfx n+1 da equação à diferenças (2.35) pode ser ex-
pressa como uma combinação linear de potências das raízes de sua
equação característica associada [5], define-se:

\pi (w; \=h) = \rho (w) - \=hi\sigma (w), \=hi = \lambda ih.

\rho (w) =
s\sum 

j=0

\alpha jw
s - j

\sigma (w) =
s\sum 

j=0

\beta jw
s - j

(2.38a)

(2.38b)

(2.38c)

onde \pi (w; \=hi) é denominado polinômio de estabilidade de métodos
de múltiplos passos de ordem s [5].

Um método de múltiplos passos é dito ser estável, se e so-
mente se todas as s raízes de \pi (w; \=hi), e para todo estado xi, i =
1, ...,m, possuírem módulo menor que 1, isto é [5]:

| wj | = | wj(\=hi)| < 1, j = 1, ..., s. (2.39)

Nota-se que a obtenção das raízes de (2.39) pode ser muito
trabalhosa para altas ordens do método (s grande). Considera-se,
então, um método alternativo para determinar o intervalo de esta-
bilidade dos métodos de múltiplos passos, através da aplicação dos
seguintes passos, do conhecido critério de estabilidade de Schur [5],
para o polinômio \pi (w; \=hi):

(i) \pi (w; \=hi) é um polinômio de Schur se todas as suas raízes ti-
verem módulo menor que a unidade, isto é, satisfizerem a
condição (2.39);

(ii) Se \pi é um polinômio tal que \pi = akw
k + \cdot \cdot \cdot + a1w + a0, com

ak \not = 0 e a0 \not = 0, então \^\pi = a0w
k + . . . ak - 1w + ak é denotado

conjugado de \pi ;
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(iii) Seja \pi 1(w, \=hi) = (1/w)[\^\pi (0, \=hi)\pi (w, \=hi)  - \pi (0, \=hi)\^\pi (w, \=hi)]. O
polinômio \pi (w; \=hi) é um polinômio de Schur se e somente se
| \^\pi (0; \=hi)| > | \pi (0; \=hi)| , e \pi 1(w, \=hi) for um polinômio de Schur.

Vejamos a aplicação destes passos para definir o intervalo de
estabilidade do seguinte exemplo:

\bfx n+1 = \bfx n - 1 +
h

2
(\bff n + 3\bff n - 1) (2.40)

onde temos s = 2 com \alpha 0 = 1, \alpha 1 = 0, \alpha 2 =  - 1, e \beta 0 = 0, \beta 1 = 1/2
e \beta 2 = 3/2.

Primeiramente, calcula-se o polinômio de estabilidade e seu
conjugado:

\rho (w) = w2  - 1

\sigma (w) =
1

2
(w + 3)

(2.41a)

(2.41b)

e portanto

\pi (w; \=hi) = w2  - 1

2
\=hiw  - (1 +

3

2
\=hi)

\^\pi (w; \=hi) =  - (1 +
3

2
\=hi)w

2  - 1

2
\=hiw + 1

(2.42a)

(2.42b)

Claramente, | \^\pi (0; \=hi)| > | \pi (0; \=hi)| , se e somente se \=hi \in ( - 4
3 , 0).

Como

\pi 1(w, \=hi) =  - 
1

2
\=hi(2 +

3

2
\=hi)(3w + 1) (2.43)

tem raiz única igual w =  - 1
3 , sendo portanto um polinômio de

Schur, deduz-se que \pi (w; \=hi) também o é, se e somente se \=hi \in 
( - 4

3 , 0).
Portanto, o intervalo de estabilidade absoluta do método de

múltiplos passos (2.40) é \=hi \in ( - 4
3 , 0), dado \=hi = h\lambda i, com i =

1, ...,m.
Para um completo detalhamento da definição matemática do

critério de Schur, recomenda-se a leitura de [27].

2.3.3 Controle do tamanho do passo de integração

A fim de melhorar a eficiência computacional ou mesmo ga-
rantir a estabilidade dos métodos de passo único, é muito comum
solvers comerciais utilizarem-se de um tamanho de passo adapta-
tivo. Motivada pela condição de parada relacionando o erro local
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com a tolerância especificada, uma maneira de computar qual o
próximo passo hn+1 a ser tomado pelo método é justamente permi-
tir uma mudança proporcional à razão entre a tolerância \scrE e erro
local en+1, levando em conta a ordem (precisão) do método. Assim:

hn+1 = \gamma 

\biggl( 
\scrE 

en+1

\biggr) 1/p

\cdot hn (2.44)

onde p corresponde à ordem do método, e \gamma é um “fator de seguran-
ça” devendo ser escolhido de tal modo que \gamma \leq 1. O propósito deste
fator é reduzir o risco de rejeitar a solução computada no próximo
passo do método, quando o erro local chega a um valor muito pró-
ximo da tolerância, evitando assim recalcular tamanhos de passo
de magnitude semelhante. No entanto, se o erro local for maior ou
muito maior que \scrE , este será rejeitado e um novo h de menor tama-
nho será calculado. Observe que métodos de maior ordem – e mais
precisos – permitem o uso de tamanhos de passos maiores.

Esta estratégia “padrão” para o controle do tamanho do passo
de integração normalmente funciona bem. Entretanto, em muitos
problemas DAEs, esta técnica tem desempenho aquém do esperado
apresentando muita oscilação na variável h, pois muito tempo com-
putacional é perdido recalculando novos tamanhos de passo devido
soluções rejeitadas, quando a razão (tolerância por erro local) da
equação (2.44) chega próxima da unidade [18], mesmo utilizando-
se o fator \gamma . Isto é especialmente verdade quando se utilizam mé-
todos puramente explícitos na resolução de equações rígidas (stiff)
[18], as quais serão estudadas ainda neste capítulo. Por isso, novas
estratégias de controle de passo para evitar estes problemas serão
propostas no Capítulo 4 desta dissertação.

2.3.4 Equações rígidas

Quando o tamanho do passo de integração h é limitado pelo
intervalo de estabilidade do método, tendo este dificuldade em cum-
prir com os requisitos de precisão numérica impostos, a menos que
h seja muito pequeno, o sistema de equações diferenciais e algébri-
cas é dito ser rígido ou “stiff”. Em geral, esse termo é empregado
para sistemas de equações nos quais existem estados com escalas
de tempo bastante diferentes uma das outras, diga-se a abertura
de uma válvula e a dinâmica de uma pressão, por exemplo, provo-
cando dificuldades na resolução numérica do problema. Isso porque
a resolução numérica de um sistema DAE depende não apenas do
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método escolhido mas também do comportamento dinâmico dos
estados do PVI a resolver.

Para melhor esclarecer esta propriedade, considere dois es-
tados x1 e x2 soluções de uma ODE de primeira ordem, cujas di-
nâmicas podem ser observadas na Figura 2.3, Considere utilizar o
método de Euler explícito (2.10) para computar estas curvas.

Figura 2.3: O fenômeno da rigidez. (Fonte: [5]).

Observa-se que x1 possui uma dinâmica muito rápida pró-
ximo a t = 0, e lenta a partir da vizinhança do instante t = 0, 2, en-
quanto x2 varia lentamente em todo intervalo t = [0, 1]. Da condição
de estabilidade do método, (2.33), constata-se que o tamanho passo
é limitado no intervalo:

0 \leq h \leq 2/| \lambda j | , j = 1, 2. (2.45)

onde \lambda 1 e \lambda 2 correspondem aos autovalores dos estados 1 e 2, res-
pectivamente.

Sabe-se que a constante de tempo de x1 é mais rápida que
x2, logo | \lambda 1| > | \lambda 2| . Assim, o tamanho do passo h fica limitado
pela imposição da condição de estabilidade do método, dada pela
constante de tempo mais rápida do sistema | \lambda 1| e, mesmo que na
maior parte do tempo (a partir de t > 0, 2) ambos os estados variem
lentamente com dinâmica semelhante, o valor máximo que h pode
assumir será definido por h = 2/| \lambda 1| . Por esta razão, métodos pura-
mente explícitos quando usados para resolver esse tipo de sistema
são muito lentos, embora ainda retornem uma solução após tomar
uma quantidade de tempo considerável.
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Considere agora o método de Euler implícito para a resolução
do mesmo sistema. Dada que sua condição de estabilidade absoluta
(2.36) implica em h > 0, condição que é sempre verdadeira, não há
restrição alguma a ser imposta ao tamanho do passo de integração,
a não ser requisitos de tempo máximo de amostragem (Ts), por
exemplo. Esta propriedade pode ser estendida para todos os mé-
todos puramente implícitos, tornando-os muito mais eficientes na
resolução numérica de sistemas do tipo rígido, dado que são incon-
dicionalmente estáveis. Por esta razão, são amplamente utilizados
em conjunto com a aplicação de metodologias para o controle do ta-
manho do passo de integração, como a apresentada na Seção 2.3.3,
fato que pode ser constatado em diversos solvers comerciais (tal
como o ode15s5) que se utilizam de métodos BDFs, puramente im-
plícitos por definição.

Em suma, quanto mais explícito for o método, considerando
metodologias híbridas (ou semi-implícitas), menor seu intervalo de
estabilidade, e portanto o tamanho de passo utilizado, agregando
mais tempo à resolução numérica do problema, sendo desta forma
pouco competitivos quando aplicados a PVIs que envolvam equações
rígidas.

2.4 COMENTÁRIOS FINAIS

Neste capítulo apresentou-se uma fundamentação teórica com
diversos conceitos a respeito de métodos numéricos para resolução
de problemas de valor inicial envolvendo equações diferenciais e
algébricas. Alguns dos métodos mais tradicionais na literaturas e
presentes na maioria dos solvers comerciais foram expostos afim de
proporcionar ao leitor uma noção geral de seu funcionamento, uma
vez que não é objetivo desta tese demonstrar uma fundamentação
matemática rigorosa de cada um deles. O capítulo seguinte discutirá
a modelagem matemática do sistema DAE da estação de compres-
são e discutirá suas complexidades de resolução numérica.

5Do pacote MATLAB 2015a R\bigcirc .





3 MODELAGEM DE UMA ESTAÇÃO DE COMPRESSÃO
CONTROLADA DE GÁS

Neste capítulo apresenta-se, de maneira geral, o funciona-
mento operacional da estação de compressão de gás de uma uni-
dade de produção de petróleo, caso de estudo deste trabalho e,
expõe-se uma análise quantitativa da estrutura numérica e com-
plexidade do modelo matemático fenomenológico, isto é, do sis-
tema de equações diferenciais e algébricas resultante, problema
foco deste trabalho.

3.1 DESCRIÇÃO DO SISTEMA

O processo em estudo contempla um sistema controlado de
compressão de gás composta por dois compressores de três estágios
cada, tal como mostra a Figura 3.1. Esta é uma típica estação de
compressão de uma unidade de produção de gás, cujo modelo des-
crito neste capítulo é baseado nos trabalhos de Plucenio et al.[6] e
Vetorazzo [2].

Figura 3.1: Estação de compressão de uma unidade de processa-
mento de gás.

O objetivo da compressão de gás nas plataformas de produção
de petróleo é aumentar a pressão do gás que vem do poços, após
passar por processo de separação da água e do óleo, para que o gás
comprimido possa ser ser transportado para venda (distribuição),
ser usado como combustível ou fonte de energia na própria plata-
forma, ou ainda para ser injetado em linhas de (gas-lift) em proces-
sos de elevação artificial de fluidos.

53
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A linha de entrada da estação recebe a vazão de gás proveni-
ente do processo de separação de petróleo. Um vaso de separação
à pressão controlada funciona como pulmão para armazenar certa
quantidade de gás que o atinge de maneira ininterrupta e irregular.
Esta vazão de entrada é vista como uma perturbação pelo sistema
de compressão.

Caso uma quantia de gás não puder ser comprimida devido a
algum tipo de falha no sistema, este montante deve ser conduzido
ao queimador (denonimado flare) a fim de evitar sobrepressão nas
linhas de compressão da estação. A vazão de gás que chega às linhas
de compressão é governada pela dinâmica de pressão resultante do
balanço de massa no vaso de pressão de entrada.

Cada estágio de compressão é formado por um trocador de
calor, que recebe o gás proveniente da linha de entrada ou de seu
predecessor, responsável por controlar e reduzir a temperatura do
gás para um valor fixo; por um vaso de pressão (ou separação) que
acumula parte do gás para remoção, por decantação, de possíveis
resíduos de fluido condensado liberado pelo próprio gás; por um
compressor centrífugo, que operando a determinada velocidade de
rotação, transfere energia ao gás aumentando assim sua pressão e
temperatura, e por uma válvula de reciclo, cuja abertura deve garan-
tir uma vazão mínima de gás passando pelo compressor, evitando
assim o fenômeno de surge e uma operação instável do sistema.

A Figura 3.2 apresenta em detalhe um estágio de compressão
e seus componentes.

Figura 3.2: Estágio de compressão e seus componentes.

Na saída do terceiro estágio de cada linha encontram-se ainda
trocadores de calor atuando para manter a temperatura do gás em
um valor admissível para a descarga ou exportação. Imediatamente
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após, mais um vaso de pressão de saída (ou distribution header)
acumula o gás comprimido, e é responsável pela distribuição deste
gás a três linhas de transporte: uma para exportação que destina o
gás ou para suprimento de energia interno, ou para fora da unidade
para fins de comercialização, e duas linhas para injeção de gás nos
poços em processos elevação artificial de fluidos.

O controle regulatório deste sistema é parte intrínseca do mo-
delo de equações diferenciais e algébricas desenvolvido, e corres-
ponde ao sistema de controle real existente na estação. Este sistema
de controle é composto por um conjunto de controladores PID dis-
postos a manter em níveis seguros, por exemplo, as pressões na
entrada de cada linha de compressão, as temperaturas do gás na
entrada de cada estágio, e regular a quantidade de gás a ser trans-
portada para outras linhas.

Além disso, o sistema de controle atua sobre as válvulas de re-
ciclo, quando a vazão de gás que circula pelos compressores compre-
ende-se abaixo de determinado limite de operação, de forma que
parte do gás comprimido seja recirculado pelos compressores, a fim
de incrementar esta vazão de gás, evitando assim uma operação
instável, denominada surge.

Em resumo, o controle regulatório modelado dispõe-se a rea-
lizar o:

\bullet Controle da pressão de sucção na entrada de cada linha de
compressão, atuando na velocidade de rotação do eixo de com-
pressão;

\bullet Controle da pressão de sucção do header de distribuição, atu-
ando na válvula da linha de exportação de gás;

\bullet Controle da temperatura do gás em cada estágio atuando na
abertura da válvula de admissão de fluido refrigerante nos tro-
cadores de calor;

\bullet Controle da vazão de gás enviada às linhas de injeção, através
de atuação sobre as próprias válvulas dessas linhas;

\bullet Controle anti-surge atuando nas válvulas de reciclo de cada
estágio.

Na seção a seguir apresentar-se-á de forma sucinta a modela-
gem matemática da estação de compressão aqui descrita.
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3.2 MODELAGEM MATEMÁTICA FENOMENOLÓGICA

O principal objetivo do modelo matemático desenvolvido é
possibilitar uma boa compreensão da dinâmica do sistema contínuo,
permitindo assim desenvolver estratégias de controle avançado para
a estação de compressão. Algumas equações serão aqui descritas. O
modelo completo de equações é apresentado no Apêndice C.

3.2.1 Modelagem termodinâmica

Um modelo termodinâmico minucioso pode ser uma tarefa
complexa de realizar devido à falta de informação. Todavia, algu-
mas relações entre variáveis por terem uma dinâmica tão rápida
em relação às demais, podem ser consideradas insignificantes em
termos de desenvolvimento de técnicas de controle. Além disso,
existem variáveis não medidas na estação e que não são utilizadas
no projeto do sistema de controle1. Assim, algumas hipóteses são
levantadas no sentido de simplificar, em parte, um modelo termodi-
nâmico completo:

\bullet Não há perda de energia nos trocadores de calor;

\bullet Não há troca de massa entre fase líquida e gasosa nos vasos
de pressão;

\bullet A compressibilidade do gás é considerada constante.

As dinâmicas das pressões de sucção em cada estágio de com-
pressão são resultantes do balanço de massa na entrada e saída dos
vasos de pressão, e dependem de características térmicas do gás.
Para cada linha de compressão i \in [1, 2], e cada estágio de compres-
são j \in [1, 2, 3], obtém-se:

dP ij
s

dt
=

RZT ij
s

MWVij
\cdot (
\sum 

mij
IN  - 

\sum 
mij

OUT ) (3.1)

onde R é a constante universal dos gases, Z é o fator de compressi-
bilidade do gás, MW é o seu peso molecular. T ij representa a tem-
peratura medida na mesma posição onde se mede a pressão. Vij é
o volume do vaso e mij

IN e mij
OUT representam as vazões mássicas

de entrada e saída dos vasos de pressão, respectivamente.

1A menos que técnicas de estimação de variáveis fossem utiliza-
das para este fim.
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Já as dinâmicas da pressão de sucção no vaso de entrada,
PE , e no vaso de saída (header) da estação, PH , seguem a mesma
característica, e são dadas por:

dPE

dt
=

RZTE

MWVE
\cdot (mE  - mflare  - m1

E  - m2
E)

dPH

dt
=

RZTE

MWVH
\cdot (ms1

TC +ms2
TC  - mexp  - m1

inj  - m2
inj)

(3.2a)

(3.2b)

onde mE é a vazão de entrada da linha, vinda da produção dos
poços, mflare representa a vazão de gás sendo levada ao queimador
(flare), e m1

E e m2
E , as vazões de entrada das linhas de compressão

1 e 2, respectivamente. Além disso, assume-se volumes de vasos
idênticos, isto é, VE = VH = Vij .

Na saída, mexp, m1
inj e m2

inj são, respectivamente, as vazões
enviadas às linhas de exportação e às duas linhas de injeção de gás.
Já as vazões ms1

TC e ms2
TC correspondem à saída de gás dos trocado-

res de calor ao final de cada linha de compressão, cujo balanço de
massa fornece, por exemplo, para a linha 1:

ms1
TC = m13

CP  - m13
rc (3.3)

onde m13
CP é a vazão que passa pelo compressor no terceiro estágio,

e m13
rc a vazão de reciclo do mesmo estágio.

As vazões de entrada em cada linha de compressão, resul-
tantes das dinâmicas de pressão nos vasos de entrada e do pri-
meiro estágio de cada linha, são modeladas através de equações
ISA-standard2 para o cálculo de vazões em válvulas, que são tipi-
camente usadas em trabalhos de modelagem de compressores, tal
como em [28] e [29]. Como exemplo, para a linha 1, primeiro está-
gio, obtém-se:

m1
E = k1TC

\sqrt{} 
MW

RZTE

\sqrt{} 
PE(PE  - P 11

s ) (3.4)

onde PE e TE são a pressão e temperatura tomadas no vaso de
entrada, e k1TC , é uma constante que contribui para a modelagem
das dimensões do trocador de calor.

A vazão de saída para o queimador, mflare, é não nula so-
mente se a pressão no vaso de entrada for superior a um limite
pré-definido, isto é, se PE > Pmax

E , e é modelada também por uma

2Padrão para dimencionamento de válvulas de controle.
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equação estática do tipo ISA-standard, seguida de uma dinâmica de
primeira ordem, tal como equação (3.5).

mN
flare = kflare

\sqrt{} 
MW

RZTE

\sqrt{} 
PE(PE  - Pmax

E )

dmflare

dt
=

mN
flare  - mflare

\tau flare

(3.5a)

(3.5b)

onde mN
flare representa a vazão de regime destinada ao queimador,

kflare é uma constante que modela a perda de carga na válvula
da linha de flare, e \tau flare corresponde à constante de tempo da
dinâmica da vazão desta linha.

As pressões de descarga P ij
d e as vazões mij

CP de cada estágio
de compressor são calculadas a partir de informação obtida dos ma-
pas de compressão, fornecidas pelos fabricantes. Estes mapas apre-
sentam curvas estáticas, como as apresentadas ma Figura 3.3 que
relacionam, para cada estágio de compressão, a razão (ganho) de
compressão rij = P ij

d /P ij
s , e a velocidade angular wi de rotação do

compressor da linha i com a vazão volumétrica Qij que o atravessa.

Figura 3.3: Mapa de compressão. A linha que conecta as curvas
corresponde ao limite de operação do estágio, denominada linha
de surge. (Fonte: [2]).

Estas curvas são modeladas da seguinte maneira: considere o
primeiro estágio da linha de compressão 1. Definem-se as variáveis
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r11 = P 11
d /P 11

s , y1 = w1/w1
N , e x11 = Q11/w1

N , onde w1
N é a velo-

cidade angular nominal do compressor da linha 1. Obtém-se então
uma curva normalizada para esta velocidade, a partir do seguinte
polinômio:

r11 = a11 + b11x11 + c11y1 + d11x2
11 + e11y1 + f11y21 (3.6)

onde os coeficientes a11, b11, c11, d11, e11 e f11 são obtidos utilizando
interpolação polinomial a partir dos pontos obtidos nos mapas de
compressão [6].

A pressão de descarga é obtida simplesmente utilizando-se a
razão de compressão, como mostra a equação (3.7).

P 11
d = r11P 1

s (3.7)

A vazão volumétrica Q11 pode ser obtida computando-se as
raízes do polinômio na equação (3.6), para dada razão de compres-
são r11. Considerando uma operação normal do compressor, toma-
se a raiz maior magnitude, x\ast 

11. Para obtenção da vazão mássica,
multiplica-se Q11 pela massa específica do gás, tal como descrito
pelas igualdades (3.8) abaixo.

Q11 = x\ast 
11w

N
1

m11
CP =

P 11
s MW

RZT 11
s

Q11

(3.8a)

(3.8b)

A quantidade de energia na entrada dos trocadores de cada
estágio, W ij

in, é dada pela soma da energia em forma de calor prove-
niente do estágio de compressão precedente, q(i - 1)(j - 1)

CP , via recircu-
lação, qijrc , e correspondente ao fluido refrigerante do próprio troca-
dor, qijc , isto é:

W ij
in = q

(i - 1)(j - 1)
CP + qijrc + qijc

W ij
in = m

(i - 1)(j - 1)
CP cgT

(i - 1)(j - 1)
d +mij

rccgT
ij
d + \cdot \cdot \cdot 

\cdot \cdot \cdot + \phi ij
c m

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},ij
c ccT

ij
c

(3.9a)

(3.9b)

onde cg á o calor específico do gás, cc, o calor específico do fluido de

resfriamento do trocador de calor, T ij
d é a temperatura de descarga

do compressor no mesmo estágio, e m
(i - 1)(j - 1)
CP é a vazão de gás de
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entrada do trocador, proveniente do compressor precedente, ou da
entrada da linha (mi

E), para o caso do primeiro estágio.
A variável \phi ij

c corresponde à abertura da válvula que permite
a vazão do fluido de resfriamento no trocador de calor, e m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},ij

c é a
máxima vazão de fluido de resfriamento. Na Figura 3.4, identifica-
se o sentido de circulação das vazões no primeiro de estágio da
linha de compressão 1, e apresentam-se os pontos de tomada de
pressão e temperatura no estágio.

Figura 3.4: Estágio de compressão, identificando-se as vazões que o
circulam. (Fonte: [6]).

Em regime permanente, considera-se que a temperatura do
fluido refrigerante, T ij

c , é igual à do gás na saída do trocador de
calor, bem como à temperatura do gás na sucção do estágio de com-
pressão correspondente, T ij

ss . Desta forma, a quantidade de energia
em forma de calor na saída dos trocadores, W ij

out, corresponde a:

W ij
out = qijTC + qijc

W ij
out = (mij

TCcg + \phi ij
c m

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},ij
c cc)T

ij
ss

(3.10a)

(3.10b)

onde mij
TC é a vazão de saída do trocador.

Quanto à dinâmica da temperatura na sucção de cada está-
gio, T ij

s , considera-se um modelo primeira ordem, com um ganho
estático não linear que deve atender as condições de equilíbrio de
energia em regime permanente.

Admitindo-se a ausência de perdas de energia, deve-se satisfa-
zer, no equilíbrio, a condição W ij

in = W ij
out. Desta igualdade é possí-

vel calcular a temperatura de regime (ou ganho estático) na sucção,
T ij
ss . Assim, para o modelo da temperatura na sucção, utiliza-se uma
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equação não linear estática e uma dinâmica de primeira ordem,
dada por:

T ij
ss =

mij
rccgT

ij
d +m

(i - 1)(j - 1)
CP cgT

(i - 1)(j - 1)
d + \phi ij

c m
ij
c ccT

ij
c

mij
TCcg + \phi ij

c m
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},ij
c cc

dT ij
s

dt
=

T ij
ss  - T ij

s

\tau T ij
s

(3.11a)

(3.11b)

onde \tau T ij
s

representa uma constante de tempo, cujo valor adotado
considera informação prática da medição em tempo real desta tem-
peratura em estações de compressão.

As temperaturas do gás na saída dos trocadores de calor no
terceiro estágio de cada linha, T s1 e T s2, são computadas seguindo
raciocínio análogo ao das temperaturas de sucção. As equações com-
pletas estão descritas no Apêndice C.

A modelagem das temperaturas do gás na entrada do header,
TH , e da temperatura de descarga de cada estágio de compressão,
T ij
d , são baseadas nos trabalhos de Budinis and Thornhill [8] e Hel-

voirt [30] que consideram equações estáticas para estas variáveis.
A temperatura do gás no header varia pouco, pois as tempera-

turas na saída dos trocadores são controladas. Desta forma estima-
se sua magnitude através de uma média das vazões dos trocadores
de calor, ponderada pelas próprias temperaturas do gás na saída,
isto é:

TH =
ms1

TCT
s1 +ms2

TCT
s2

ms1
TC +ms2

TC

(3.12)

Já a temperatura de descarga é dependente da temperatura
na sucção e da razão de compressão, podendo ser aproximadamente
por:

T ij
d = T ij

s (rij)\sigma 
ij

(3.13)

onde o expoente \sigma ij é um coeficiente que depende das característi-
cas térmicas do gás como a razão de calor específico, e da eficiência
politrópica de compressão [30].

A modelagem da pressão na linha de exportação é simplifi-
cada para evitar a utilização de equações diferenciais parciais. Esta
pressão, Pexp, foi modelada como uma combinação de perda de
carga P pc

exp, e a pressão devido à acumulação P ac
exp na linha. Assume-

se que, na linha de exportação, já flui uma vazão mLexp que in-
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depende da vazão de saída do header de exportação de gás. Além
disso, assume-se que a vazão de exportação do header na saída da
linha de exportação ms

exp será igual em regime permanente à va-
zão entrando na mesma, mexp, mas apresentando uma dinâmica
de primeira ordem em relação a entrada. Com essas considerações,
descrevem-se as pressões e as vazões da linha de exportação como:

Pexp = P ac
exp + P pc

exp

dms
exp

dt
=

mexp  - ms
exp

\tau exp
dP ac

exp

dt
= kacexp

\bigl( 
mexp  - ms

exp

\bigr) 
P pc
exp = kpcexp(m

s
exp +mLexp)

2

(3.14a)

(3.14b)

(3.14c)

(3.14d)

onde \tau exp é a constante de tempo relacionada com a dinâmica da
vazão na saída da linha de exportação. A constante kpcexp depende
do comprimento da linha de exportação, do diâmetro da linha de
exportação, do fator de atrito e da pressão média da linha, e a cons-
tante kacexp = ZRTH

MWVLexp
, sendo VLexp o volume da linha de exportação

[29].
O cálculo da vazão mexp, em função da diferença entre as

pressões PH e Pexp, é realizado seguindo o mesmo procedimento
utilizado para a determinação das vazões da linha de entrada e de
flare. Isto é, utilizando-se equações ISA para vazões em válvulas de
controle para fluidos compressíveis.

As vazões m1
inj e m2

inj das linhas de injeção são modeladas
como vazões controladas para utilização em processos de injeção
para gas-lift, por exemplo. As contra-pressões P ac

L1 e P ac
L2 devido

acumulação de fluido na saída das linhas (ms1
inj e ms2

inj) desses pro-
cessos são modeladas de forma análoga à linha de exportação, mas
considerando-se as pressões nas saídas das linhas, P s

L1 e P s
L2, pres-

sões altas e constantes durante a simulação. Para a linha 1, modela-
se:

PL1 = P ac
L1 + kL1(m

s1
inj)

2 + P s
L1

dms1
inj

dt
=

m1
inj  - ms1

inj

\tau L1

dP ac
L1

dt
= kacL1

\bigl( 
m1

inj  - ms1
inj

\bigr) 
ks1L1 =

ZRTH

MWVL1

(3.15a)

(3.15b)

(3.15c)

(3.15d)
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Para a linha 2:

PL2 = P ac
L2 + kL2m

2
p2 - din + P s

L2

dms2
inj

dt
=

m2
inj  - ms2

inj

\tau L1

dP ac
L2

dt
= kacL2

\bigl( 
m2

inj  - ms2
inj

\bigr) 
kacL1 =

ZRTH

MWVL2

(3.16a)

(3.16b)

(3.16c)

(3.16d)

onde kacL1 e kacL2 são constantes que dependem do comprimento da
linha, diâmetro do duto, fator de atrito e pressão média na linha,
VL1 é o volume da linha 1 e VL2 é o volume da linha 2. As constantes
de tempo \tau L1 e \tau L2 representam a dinâmica das vazões das linhas de
injeção. A modelagem destas linhas de saída da estação, exportação
e compressão, foi fortemente baseada nos trabalhos [10, 28, 29,
30].

3.2.2 Modelagem do controle regulatório

Conforme já mencionado, os controladores PID existentes na
estação de compressão de gás desempenham um controle local re-
gulatório do processo, tal como detalhado a seguir.

3.2.2.1 Controle da pressão de sucção na entrada das linhas de
compressão

Sabe-se, das relações obtidas a partir dos mapas de compres-
são, que é possível manipular a vazão que passa através de um es-
tágio do compressor mij

CP para levar uma pressão de sucção de en-
trada P i1

s a um valor de referência desejado. Por outro lado, mij
CP

varia com a velocidade angular do eixo do compressor wi, que por
sua vez varia com a potência aplicada ao compressor [2, 6], através
das equações:

dwi

dt
=

1

Ji
(\tau ia  - 

3\sum 
j=1

\tau ijc )

\tau ia =
ui
PPotiN
wi

\tau ijc = mij
CP\mu 

iwiR2
i

(3.17a)

(3.17b)

(3.17c)
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onde Ji e \tau ia são, respectivamente, o momento de inércia e o torque
aplicado ao eixo do compressor i, \tau ijc é o torque exercido pela vazão
mij

CP que atravessa um estágio de compressão j. PotiN é a potência
nominal, e \mu i e Ri são, respectivamente, o fator de escorregamento
e o raio do impelidor do compressor i. Por fim, ui

P , ui
P \in (0, 1) é a

ação de controle que representa um percentual da potencia nominal
PotiN a ser aplicada ao eixo do compressor i.

A ação de controle tomada a partir da leitura de cada pressão
de sucção P i1

s é dada por:

eP i1
s

= P i1SP
s  - P i1

s

ui1
P = K

P i1
s

P eP i1
s

+K
P i1

s

I IeP i1
s

dIeP i1
s

dt
= eP i1

s

(3.18a)

(3.18b)

(3.18c)

onde eP i1
s

é o erro de controle entre a pressão de sucção P i1
s e seu

valor de referência P i1SP
s , KP i1

s

P e K
P i1

s

I são, respectivamente, os
ganhos proporcional e integral do controlador, e IeP i1

s
é a integral

do erro de controle.
A pressão do header é controlada em um valor desejado, PSP

H .
Isso é feito manipulando-se a vazão enviada para a linha de exporta-
ção, mexp, através do acionamento da abertura (\Phi exp) de uma vál-
vula da linha. O controle Proporcional Integral (PI) é descrito na
equação (3.19).

ePH
= PSP

H  - PH

\Phi exp = KPH

P ePH
+KPH

I IePH

dIePH

dt
= ePH

(3.19a)

(3.19b)

(3.19c)

tal que ePH
é o erro entre a leitura da variável PH e seu set-point

PSP
H . KPH

P é o ganho proporcional e KPH

I o ganho integral do con-
trolador PI, e IePH

é o estado correspondente à integral do erro
ePH

.

3.2.2.2 Controle da temperatura de sucção em cada estágio

O controle das temperaturas de sucção de cada estágio de
compressão, T ij

s , e da saída dos trocadores de calor no último está-
gio, T si, é realizado por uma ação PI, similar ao controle de pressão,
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que atua através da abertura de uma válvula \Phi c que permite a va-
zão de um fluido refrigerante pelo trocador de calor. Estimando-se
as temperaturas através da dinâmica de primeira ordem descrita
pela equação (3.11), a ação de controle desta grandeza em cada
estágio é calculada por:

eijTs
= T ijSP

s  - T ij
s

\Phi ij
c = K

T ij
s

P eijTs
+K

T ij
s

I IeijTs

dIeijTs

dt
= eijTs

(3.20a)

(3.20b)

(3.20c)

onde eijTs
é o erro de controle entre a temperatura de sucção T ij

s

e seu valor desejado T ijSP
s , KT ij

s

P e K
T ij
s

I são, respectivamente, os
ganhos proporcional e integral do controlador PI, e IeijTs

é a integral
do erro de controle.

Similarmente, calculam-se as aberturas \Phi si
c de válvulas para

os trocadores de calor na saída das linhas de compressão:

eT si = T siSP  - T si

\Phi si
c = KT si

P eT si +KT si

I IeT si

dIeT si

dt
= eT si

(3.21a)

(3.21b)

(3.21c)

tal que eT si é o erro de controle entre a temperatura de saída da
linha T si e seu correspondente valor de referência T siSP , KT si

P e
KT si

I são os ganhos proporcional e integral do controlador PI, e
IeT si é a integral do erro de controle da temperatura de saída da
linha de compressão i.

3.2.2.3 Controle da vazão das linhas de injeção

As aberturas das válvulas (\Phi inj1 e \Phi inj2), que controlam as
vazões de injeção destinadas ao processo de gas-lift, m1

inj e m2
inj ,

também são reguladas com controladores PI, com as seguintes leis
de controle.

Para a linha 1:

einj1 = mSP
inj1  - m1

inj

\Phi inj1 = Kinj1
P einj1 +Kinj1

I Ieinj1

dIeinj1
dt

= einj1

(3.22a)

(3.22b)

(3.22c)
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onde mSP
inj1: é o set-point da vazão mássica de gás na linha 1, Kinj1

P

é o ganho proporcional, e Kinj1
I é o ganho integral do controlador

PI de vazão na linha 1.
Para a linha 2:

einj2 = mSP
inj2  - m2

inj

\Phi inj2 = Kinj2
P einj2 +Kinj2

I Ieinj2

dIeinj2
dt

= einj2

(3.23a)

(3.23b)

(3.23c)

onde mSP
inj2 é o set-point da vazão mássica de gás na linha 2, Kinj2

P

é o ganho proporcional, e Kinj2
I é o ganho integral do controlador

PI de vazão na linha 2.

3.2.2.4 Controle anti-surge

Compressores centrífugos trabalham com uma faixa limitada
de vazão volumétrica (Q) em sua sucção. Isso porque para baixas
vazões um fenômeno denominado surge pode ocorrer, resultando
em uma operação instável do compressor com reversão de vazão e
flutuações de pressão no sistema [6]. Como já mencionado, o fun-
cionamento de um compressor pode ser analisado por meio de seu
mapa de compressão. Os pontos de cada curva do mapa para os
quais a razão entre o ganho de pressão (razão de compressão) e a
vazão é nula, isto é dr/dQ = 0, indicam o limite de operação está-
vel, livre de surge, do compressor. Ao conectarem-se os pontos de
cada curva por uma linha, encontra-se a chamada linha de surge,
como mostra a Figura 3.5. Assim, todos os pontos de operação situ-
ados à esquerda desta curva levam o compressor a uma operação
em surge.

Uma técnica de controle anti-surge típica consiste em traçar
uma linha paralela à linha de surge, estabelecendo um afastamento,
ou folga em relação a esta. Ou seja, é uma linha de surge de folga,
ou de segurança, tal como a linha tracejada na Figura 3.5.

Se, no funcionamento do compressor, a vazão volumétrica Q
situar-se ao lado esquerdo da linha de segurança, uma vazão de
reciclo Qrc deve ser implementada para levar a vazão Q até um
valor de segurança (um set-point) situado sobre esta linha. Já se o
ponto situar-se à direita da linha, não há necessidade de atuação.
A ideia é garantir que a vazão no compressor nunca seja inferior à
vazão estabelecida pela linha de segurança [2].
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Figura 3.5: Mapa de compressão indicando a linha de surge e a
linha de segurança.

Isso deverá assegurar um afastamento do limiar (linha) de
surge que compense a incerteza do modelo utilizado, bem como a
velocidade de resposta do sistema de controle. A quantidade de gás
necessária para levar uma vazão Qij que passa por um estágio de
compressão, para a linha de segurança é obtida manipulando-se a
abertura da válvula de reciclo (\Phi ij

r ) do estágio de compressão em
questão.

Para a obtenção da linha de segurança de surge, primeira-
mente determinam-se os pontos tais que drij/dQij = 0, utilizando-
se os polinômios modelados para as curvas de compressão, a fim
de obter a vazão sobre a linha de surge, denominada Qij

surge, para
cada estágio j do compressor i. Com esta informação, a vazão so-
bre a linha de segurança, denominada QijSP

surge e que é set-point do
sistema de controle anti-surge, é obtida utilizando-se uma folga f ij ,
de maneira que:

QijSP
surge = Qij

surge(1 + f ij) (3.24)

Para os cenários de simulação deste trabalho, utilizou-se uma
folga constante de 10 \% para todos os estágios. É interessante obser-
var que, no contexto do sistema de controle de compressão, existe
um compromisso entre robustez e desempenho. Quanto maior a
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folga utilizada, maior será a vazão de reciclo e consequentemente
menor será a eficiência do sistema. Entretanto, quanto menor a
folga, aumenta-se a probabilidade de ocorrência de surge, e de uma
possível falha no compressor. O que se busca com o desenvolvi-
mento de técnicas de controle avançado é justamente atuar sobre
o sistema de controle regulatório a fim de permitir uma operação
mais eficiente, com menos vazão de reciclo, mas mantendo-se a
segurança do processo, evitando paradas não programadas dos com-
pressores.

A lei de controle anti-surge calculada a partir da leitura da
vazão de compressão Qij , para cada estágio de compressão é dada
por:

eijsurge = QijSP
surge  - Qij

\Phi ij
r = Ksij

P eijsurge +Ksij

I Ieijsurge

dIeijsurge
dt

= eijsurge + dijAW

(3.25a)

(3.25b)

(3.25c)

onde eijsurge é o desvio entre a vazão Qij que passa pelo estágio j do
compressor i, e a vazão calculada para a linha de segurança QijSP

surge.
A abertura da válvula de reciclo \Phi ij

r é dada por uma ação de con-
trole PI com ganhos proporcional Ksij

P e integral Ksij

I . A variável
correspondente à integral do erro de controle é dada por Ieijsurge.

Devido aos limites de saturação da abertura \Phi ij
r \in [0, 1] da

válvula, a ação integral é corrigida por uma ação anti wind-up, dijAW ,
que computa o desvio entre a abertura calculada pela lei de controle
e a abertura real da válvula para dada limitação por saturação [31].
Esta ação anti wind-up resultante é obtida por:

dijAW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi ij

r ), se \Phi ij
r > 1

 - \Phi ij
r , se \Phi ij

r < 0
(3.26)

O cálculo do ganho estático da vazão de reciclo mij
r resul-

tante, deve seguir a expressão ISA para válvulas de controle para
gases e vapor:

mij
r = Kij

ss\Phi 
ij
r CVNP ij

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT ij
d

(3.27)

onde Kij
ss é uma constante característica da válvula, CVN é o coefi-

ciente nominal da válvula (100 \% aberta), e xP é a razão de queda
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de pressão a montante e à jusante da válvula.
A velocidade de abertura das válvulas de reciclo foi suposta

seguir uma dinâmica de primeira ordem, descrita pela seguinte equa-
ção diferencial:

dmij
rc

dt
=

mij
rc  - mij

r

\tau mij
r

(3.28)

Os valores dos parâmetros utilizados em todas as equações
apresentadas neste capítulo são informados no Apêndice B. Para
mais informações sobre a obtenção das equações do modelo bem
como a justificativa da utilização de cada uma, consultar [2].

3.3 COMPLEXIDADE NUMÉRICA DO MODELO

O modelo da estação de compressão abordado neste capítulo
envolve uma série de dificuldades ou obstáculos numéricos que o
tornam complexo de resolver. Cada um deles será discutido nesta
seção.

O primeiro ponto a ser levantado é a quantidade de equações
do problema a resolver. Como pode ser verificado no Apêndice C,
o modelo fenomenológico completo contempla 50 equações dife-
renciais ODEs de primeira ordem e 84 equações algébricas, que
envolvem termos não lineares (tal como no cálculo das vazões nas
equações (3.4), (3.6) e (3.27)). As equações algébricas atuam como
restrição à resolução numérica das ODEs, devendo cada solução
computada satisfazer estas equações. Desta forma, deve-se resolver,
a cada ciclo de amostragem do modelo, um PVIs dado por um sis-
tema de DAE não linear de índice unitário, apresentado pelo sistema
de equações (2.4).

O fato do sistema ser matematicamente extenso implica que
a cada chamada do modelo DAE, um grande esforço computacional
seja gasto, pois para todo estado computado através de um método
numérico que deve aproximar as derivadas a partir do cálculo da di-
nâmica \bff diversas vezes, é necessário ainda resolver um sistema de
equações não lineares, descrito por \bfg , para computar as variáveis al-
gébricas. Fortuitamente, este esforço pode ser reduzido. Como visto
na seção 2.1 do Capítulo 2, o fato do sistema DAE possuir índice
1 faz com que este possa ser resolvido como um sistema ODE com
restrições. Desta forma, é possível simplesmente aplicar um método
numérico para obter o estado \bfx , resolvendo o sistema ODE (2.4a),
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e substituir o resultado em \bfg para aferir as variáveis algébricas \bfp ,
em todo intervalo de integração t, t \in [t0, tf ].

A segunda dificuldade na resolução encontra-se no fato de
que muitos estados possuem dinâmica diferente. Do ponto de vista
de sistemas de controle, isto é essencial. Toma-se como exemplo o
controle da pressão de sucção, o qual para ser possível, torna-se ne-
cessário que a dinâmica de atuação na velocidade angular do com-
pressor seja mais rápida que a dinâmica da grandeza controlada.

Entretanto, numericamente o problema de integração a ser
resolvido torna-se rígido, sendo portanto necessário o uso de méto-
dos numéricos implícitos ou semi-implícitos para que se reduza a
carga computacional resultante da limitação de tamanho de passo
de integração por requisitos de estabilidade quando métodos pura-
mente explícitos são utilizados.

Por fim, para avaliar e simular o sistema de controle avançado,
perturbações são impostas à vazão de entrada, retirando o sistema,
em determinado intervalo de tempo, de seu ponto de operação,
variando-se assim sua dinâmica. Isto faz com que um método nu-
mérico deva reduzir o passo de integração de modo a capturar com
precisão as variações de dinâmica impostas pela perturbação. Esta
tarefa torna-se particularmente mais custosa quando requisitos de
precisão são muito apertados, tal como uma tolerância para o erro
local de aproximação, \scrE < 10 - 3 ou menor, que serão estudadas
neste trabalho. Assim sendo, a fim de tornar o solver de integração
numérica mais eficiente, é proposto o uso de métodos numéricos
de baixa ordem, para reduzir o número de cômputos do sistema,
ao calcular cada aproximação, e com tamanho do passo variável
(controlado) sendo capaz de adaptar-se a possíveis modificações da
dinâmica do sistema impostas pela aplicação de perturbações, for-
necendo assim soluções eficientes e precisas.

3.4 COMENTÁRIOS FINAIS

Este capítulo apresentou de forma sucinta a modelagem ma-
temática da estação de compressão de gás de uma plataforma de
produção, a fim de proporcionar ao leitor uma visão geral do sis-
tema real, suas relações termodinâmicas e seu controle regulatório
existente. O sistema DAE completo, bem como suas condições ini-
cias estão descritos no Apêndice C e Apêndice B, respectivamente.
A fim de proporcionar ao leitor uma noção da magnitude do pro-
blema abordado, foram identificados os aspectos numéricos que
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agregam complexidade ao problema de integração, tomados como
base para o desenvolvimento de metodologias mais eficientes, prin-
cipal contribuição deste trabalho. No próximo capítulo, será des-
crito o desenvolvimento de metodologias mais eficientes para resol-
ver PVIs complexos e rígidos, tal como o sistema de compressão.





4 CONTRIBUIÇÕES QUANTO À EFICIÊNCIA COMPUTACIONAL
DE MÉTODOS NUMÉRICOS

Este capítulo apresenta as principais contribuições desta dis-
sertação: são implementados algoritmos de integração numérica
com elementos típicos tais como o uso de um método para calcu-
lar as aproximações e uma fórmula para estimar sua precisão. Além
disso, para as soluções obtidas fora da precisão especificada, realiza-
se uma ação corretiva nos parâmetros da formulação do método:
aplica-se a teoria de controle linear para que o tamanho do passo
de integração h utilizado no método forneça uma solução mais pró-
xima de atender a precisão especificada.

Os algoritmos desenvolvidos são customizados em relação ao
sistema DAE a resolver, ou seja, é obtida informação prévia do mo-
delo matemático, visando a melhora da eficiência da integração nu-
mérica quando exigidas tolerâncias muito precisas para o erro local
das soluções estimada.

4.1 ESCOLHENDO FÓRMULAS PARA CALCULAR APROXIMAÇÕES
E ESTIMAR O ERRO LOCAL

Dentre tantas metodologias existentes na literatura, das quais
algumas foram expostas no Capítulo 2, quais seriam as mais eficien-
tes para simular um modelo complexo?

Para responder esta questão é preciso levar em conta dois
fatores que são os principais responsáveis pela elevada carga de
processamento computacional durante a resolução de PVIs:

(i) O sistema DAE apresenta uma estrutura numérica complexa:
grande quantidade de equações diferenciais e algébricas, ODEs
do tipo rígidas e não linearidades;

(ii) Uma alta precisão numérica é exigida para o cálculo das aproxi-
mações – entenda-se por “alta”, tolerâncias menores que um
milésimo, ou \scrE < 10 - 3, para a estimativa do erro local.

Do item (i) já surgem dois pontos a considerar: primeiro,
precisa-se conhecer previamente o modelo para escolher uma me-
todologia adequada para a integração. Isto não é algo novo, já que
devido a grande quantidade de solvers existentes em pacotes co-
merciais, necessita-se algum conhecimento quanto à estrutura ma-
temática e complexidade do sistema para definir-se qual solver de
integração seria mais adequado para resolver tal problema.

73
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Segundo, se o sistema apresenta uma estrutura numérica com-
plexa, escolher um método de alta ordem, isto é, que necessite re-
alizar chamadas do sistema em vários pontos para calcular cada
aproximação \bfx n+1 em todo instante n do intervalo de integração,
certamente agregará um elevado custo computacional à resolução
numérica.

Além disso, adotar um método puramente explícito que não
faça o uso de um tamanho de passo variável para resolver um sis-
tema rígido, seguramente incrementará (e muito) o tempo de pro-
cessamento do algoritmo, devido à limitação no tamanho de passo
utilizado por estes métodos, conforme justificado na Seção 2.3.4.

Tomando agora o item (ii), por exigir-se um erro local muito
pequeno, será necessário ou o uso de um algoritmo de mais alta
ordem, obtendo-se assim mais informação para computar cada apro-
ximação, calculando-se as funções \bff e \bfg do sistema em mais pontos,
ou realizar um número maior de passos (ou iterações) em cada
subintervalo n utilizando-se tamanhos de passo h menores, a fim
de estimar um erro local tão pequeno quanto mais próximas forem
as soluções computadas adjacentes.

Por fim, mas não menos importante, estes itens em conjunto
normalmente fazem com que o método numérico exceda o número
máximo de iterações (Nmax), retornando aproximações pouco pre-
cisas ou confiáveis [14, 32].

Como mencionado anteriormente, solvers comerciais adotam
em geral uma ordem variável do método, cujo valor máximo pode
ser definido pelo usuário. Todavia, mantêm como padrão uma or-
dem consideravelmente alta de maneira a garantir como padrão
uma aproximação precisa, mas em geral lenta. Exemplos destes
solvers tradicionais apresentam algoritmos que utilizam os méto-
dos de Runge-Kutta de 4a ordem, a família de métodos preditores-
corretores (de múltiplos passos) de Adams-Bashforth de 3a e 4a or-
dem, e os métodos de colocação de Gauss-Radau, com polinômios
de Lagrange de 3a a 5a ordem.

Baseado neste conhecimento, adota-se neste trabalho o mé-
todo ponderado, ou \theta -method, já apresentado pela equação (2.11).
Nesta metodologia, a ponderação pode ser variada (\theta \in [0, 1]), sendo
assim uma metodologia adaptativa que compreende uma família de
técnicas de baixa ordem, compreendendo, por exemplo, o método
de Euler implícito quando \theta = 0, e o método de Euler puramente ex-
plícito quando \theta = 1, sendo um método semi-implícito no restante
do intervalo.

Pode-se, portanto, resolver sistemas rígidos agregando-se um
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controle de passo e/ou de ponderação, não necessitando assim um
número elevado de chamadas do sistema, isto é, cálculos das equações
das funções \bff e \bfg do modelo DAE.

Neste trabalho foi desenvolvida apenas uma metodologia com
o controle da ponderação dos gradientes, pois verificou-se que a
manipulação desta variável contribuía muito pouco com a eficiên-
cia do algoritmo quando comparada ao controle do tamanho do
passo.

4.1.1 Estabilidade do método ponderado

Retomando as ideias da subseção 2.3.2.1 e aplicando-se a
aproximação linear local \bff n = \Lambda \bfx n, no método ponderado (2.11),
obtém-se:

\bfx n+1 = \bfx n + h[\theta \Lambda \bfx n + (1 - \theta )\Lambda \bfx n+1]

\bfx n+1 =
I + \theta h\Lambda 

I  - (1 - \theta )h\Lambda 
\bfx n

(4.1a)

(4.1b)

A função de estabilidade do \theta -method é, portanto, dada por:

R(\=h, \theta ) =
I + \theta \=h

I  - (1 - \theta )\=h
, \=h = h\Lambda (4.2)

Para assegurar a estabilidade local deste método, necessita-se
satisfazer:

\| R(\=h, \theta )\| < I, \=h = h\Lambda (4.3)

Observa-se que o resultado dessa condição fornece os valores
localmente estáveis de tamanho do passo h e ponderação \theta podendo
ser, portanto, manipulados por uma ação de controle.

Pode-se argumentar aqui que o fato de utilizar-se conheci-
mento prévio da dinâmica do sistema DAE pode favorecer o desem-
penho dos métodos desenvolvidos em relação a seus concorrentes.
Lembra-se aqui, entretanto, que esta é uma alternativa ao fato de
que estes algoritmos não são favorecidos por recursos computacio-
nais de processamento e compilação, como os utilizados por muitos
solvers comerciais e que, além disso, as metodologias implementa-
das são customizadas a resolver eficientemente um sistema DAE
complexo de compressão, problema o qual as técnicas comerciais
disponíveis não se apresentaram eficientes.
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4.1.2 Estimativa do erro local

Afim de estimar o erro local, utiliza-se neste trabalho a estima-
tiva do erro em sua forma relativa, tal como exposto pela equação
(4.4) abaixo, onde são tomadas duas estimativas para computar
cada solução, chamadas preditor ((\bfx n+1)p) e corretor ((\bfx n+1)c).

Esta fórmula foi adotada porque no modelo da estação de
compressão existem variáveis bastante dispares umas das outras em
termos de magnitude, como por exemplo a pressão e a temperatura.
Assim, para que o critério de precisão tenha o mesmo significado
para todos os estados, o erro relativo torna-se mais conveniente,
dado que desta forma normaliza-se os estados quanto à sua magni-
tude.

en+1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| (\bfx n+1)c  - (\bfx n+1)p
(\bfx n+1)c

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

(4.4)

4.2 MÉTODO PONDERAÇÃO VARIÁVEL COM CONTROLE DO TA-
MANHO DO PASSO

Tomando-se o método ponderado (\theta -method) como padrão
para calcular as aproximações, este algoritmo propõe-se a realizar
um controle adaptativo muito simples, não somente do tamanho
do passo de integração h, isto é, da distância entre as soluções
subsequentes computadas, mas também da ponderação \theta sobre os
gradientes (cálculos da função) \bff da dinâmica do sistema. Ou seja,
realiza-se também o controle sobre a direção da predição linear re-
alizada pelo método.

Esta solução foi implementada com o objetivo de tomar-se
pouco tempo com algebrismos, e chamadas de sistema desnecessá-
rias, visando atender a precisão especificada o mais rápido possí-
vel, tomando apenas informação do comportamento numérico da
aproximação computada no passo anterior.

A Figura 4.1 exemplifica a aplicação do método. Note que, ge-
ometricamente, a solução computada toma a direção compreendida
entre os gradientes (ou inclinação) da curva-solução, calculados nos
instantes ti e ti+1.

O controle do tamanho do passo é baseado na condição de
parada do método. Enquanto o erro local estiver acima da tolerân-
cia, diminui-se o tamanho do passo h em determinada quantidade
percentual. Caso contrário, e ainda se o número de iterações do mé-
todo for pequeno, aumenta-se h em outra determinada quantidade.
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Figura 4.1: Exemplificação do método ponderado.

Assim, o tamanho do passo é decrescido de maneira a satisfazer
rapidamente a condição de precisão, ou incrementado levando-se
em conta a agilidade com que se obteve a aproximação passada.
Os limites de magnitude desta variável levam em conta o período
de amostragem Ts do modelo, tempo máximo disponibilizado para
calcular cada solução. Adota-se como valor mínimo um centésimo
deste intervalo, e como máximo o próprio valor de Ts decrescido
do instante atual, isto é, dado o instante ti+1 = ti + hn, então
hn+1 \in [Ts/100, Ts  - ti+1].

O controle da ponderação \theta dos gradientes é realizado de
maneira semelhante, mas completamente baseada no número de
iterações (j) tomadas pelo método: caso um número pequeno de
iterações seja dado para aceitar-se uma solução precisa (en+1 < \scrE ),
permite-se aumentar a ponderação, de maneira a tornar o método
mais explícito. Caso contrário, e se a solução tomar mais iterações
do que um determinado valor Ni, é possível que uma parte rígida do
sistema esteja sendo numericamente computada. Assim, permite-se
decrementar a ponderação \theta , tornando o método ponderado mais
implícito, e portanto, mais eficiente.
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É muito importante salientar que ao alterar-se os valores tanto
do tamanho do passo de integração h, quanto da ponderação dos
gradientes \theta , modifica-se o domínio de estabilidade do método nu-
mérico, segundo a condição apresentada na equação (4.3). Por-
tanto, é essencial garantir que o algoritmo não viole essa condição,
pois, tal como visto na Seção 2.3.2, a instabilidade do método pode
trazer resultados incorretos, falta de precisão da soluções obtidas e
iterações demasiadas do algoritmo [21].

Da função de estabilidade dada por (4.2) observa-se que ao
aumentar-se os valores do passo de integração h e da ponderação \theta ,
diminui-se a região de estabilidade do método numérico. Conside-
rando o pior caso, isto é, tomando-se os autovalores mínimos da ma-
triz \Lambda , computa-se a condição (4.3), sempre que houver alteração
dos valores de h e \theta pelo algoritmo. É necessário garantir-se, então,
que os novos valores calculados estejam sempre dentro do intervalo
de estabilidade, que varia conforme equação (4.2).

Caso algum valor calculado para as variáveis manipuladas h
e/ou \theta viole a condição de estabilidade (4.3), o algoritmo proposto
decrementa do valor da ponderação \theta em uma pequena porção, tor-
nando o método mais implícito, e por conseguinte aumentando o
domínio de estabilidade. Este decremento é realizado até que o va-
lor de \theta calculado satisfaça a condição (4.3) e o laço do método
possa então aceitar o tamanho do passo hn+1 calculado.

O pseudo-código desta metodologia é apresentado pelo Algo-
ritmo 1.

Observe que na primeira iteração de cada chamada, o predi-
tor nada mais é do que um método de Euler simples. A atualização
do gradiente (descrita na linha 24 do pseudo-código) faz com que,
a menos do primeiro passo, seja necessário realizar apenas uma
chamada do sistema (\bff n+1) por iteração, contribuindo com sua efi-
ciência.

Nota-se pelo algoritmo que os seguintes parâmetros devem
ser previamente fornecidos: os incrementos (ih, i\theta ), e decrementos
(dh, d\theta ) das variáveis manipuladas; o número máximo de iterações
Nmax, bem como o valor Ni (necessário para reduzir a ponderação
tornar o método mais implícito); e ainda quanto aos valores iniciais
do tamanho do passo h e da ponderação \theta . Isso implica ser necessá-
rio estudar a parametrização destes valores no algoritmo.

Sendo assim, primeiramente foi desenvolvido um algoritmo
que permitisse uma escolha automática destes parâmetros. Fornecia-
se a este uma faixa de valores para cada parâmetro e, para todas as
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Algoritmo 1: Ponderação variável com controle do tama-
nho do passo

Entrada: \bfx n, \bff n,\bfp n, hn, \theta n
Dados: tempo\leftarrow 0, n\leftarrow 0, \bff n+1 \leftarrow \bff n;

1 enquanto tempo < Ts faça
2 j \leftarrow 0, en+1 \leftarrow \scrE ;
3 enquanto en+1 \geq \scrE faça
4 hj+1 \leftarrow max(hj(1 - dh/100), Ts/100);
5 \=h\leftarrow hj+1\lambda max ; calcule | | R(\=h, \theta j)| | ;
6 enquanto | | R(\=h, \theta j)| | \geq I faça
7 \theta j+1 \leftarrow max(\theta j(1 - d\theta /100), 0);
8 fim
9 compute (\bfx n+1)p e \bfp n+1 pelo \theta -method (2.11);

10 calcule \bff n+1 = \bff (tempo+ hj+1, (\bfx n+1)p,\bfp n+1);
11 compute (\bfx n+1)c pelo \theta -method (2.11);
12 calcule o erro local relativo en+1 por (4.4);
13 se j \geq Ni então
14 \theta j+1 \leftarrow max(\theta j(1 - d\theta /100), 0);
15 senão
16 fim
17 se j > Nmax então
18 fim-enquanto;
19 senão
20 Retorne ao passo 4;
21 fim
22 atualize:
23 hj \leftarrow hj+1, \theta j \leftarrow \theta j+1;
24 \bff n \leftarrow \bff n+1, \bfp n \leftarrow \bfp n+1;
25 j \leftarrow j + 1;
26 fim
27 se j < Ni então
28 hj \leftarrow min(hj(1 + ih/100), Ts  - tempo);
29 \theta j \leftarrow min(\theta j(1 + i\theta /100), 1);
30 senão
31 fim
32 \bfx n \leftarrow (\bfx n+1)c;
33 hn \leftarrow hj , \theta n \leftarrow \theta j;
34 tempo\leftarrow tempo+ hj;
35 n\leftarrow n+ 1;
36 fim

Saída: \bfx n, \bff n,\bfp n, hn, \theta n
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combinações possíveis entre esses valores, o programa simulava a
integração numérica do modelo DAE com um determinado conjunto
de parâmetros, retornando aquele grupo de menor custo computa-
cional em termos de tempo de simulação.

A utilização deste algoritmo para tal tarefa é interessante, po-
rém como este é altamente dependente do modelo, e dado que
alterações nos simuladores são frequentes, especialmente na fase
de testes dos algoritmos de controle, executar esse programa mui-
tas vezes torna-se custoso. Além disso, em termos de comparação
com outros métodos, sua utilização não é academicamente interes-
sante, haja vista que os métodos concorrentes desconhecem o mo-
delo a resolver. Logo, uma heurística foi adotada para realizar a
parametrização desta metodologia, levando-se em conta que a efi-
ciência computacional do algoritmo é um compromisso entre sua
precisão numérica e sua rapidez.

O passo de integração inicial h pode ser um valor tão grande
quanto seu intervalo de estabilidade, definido pela condição (4.3), o
permitir, pois é assumido que o modelo encontra-se inicialmente em
seu ponto de operação, mas mesmo que não estivesse, o controle de
passo reduziria seu valor na primeira iteração do método. Também
por partir-se o sistema do regime permanente, a ponderação \theta pode
ser inicializada em um valor igual ou próximo do máximo (\theta \sim = 1),
isto é, mais explícita.

Aumentar o número máximo de iterações Nmax pode ser uma
opção para reduzir o número de soluções fora da tolerância. O nú-
mero Ni de passos mínimo para tornar o método mais implícito (di-
minuir \theta ) pode ser tomado como uma fração de Nmax, lembrando
que ao usar um valor alto, pode-se deixar o método lento ao inte-
grar sistemas rígidos. Por fim, para endereçar os valores de escala, o
quanto aumentar (ih\% e i\theta \%) ou diminuir (dh\% e d\theta \%) o tamanho
do passo h e das ponderações \theta respectivamente, deve-se escolher
valores pequenos para os incrementos, uma vez que, como já men-
cionado, um aumento destes parâmetros provoca uma redução no
domínio de estabilidade do método. Nestes termos é necessário ser
conservativo, a fim de evitar comportamentos indesejados quando
o método aproxima-se dos limites de sua região de estabilidade.

4.3 MÉTODO CONTROLE PI DO ERRO LOCAL

Esta metodologia foi baseada no trabalho de [18] que toma
como premissa a utilização dos critérios típicos de controle do tama-
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nho do passo descritos na Seção 2.3.3, mas estudados sob o ponto
de vista da teoria clássica de controle. Esta dissertação utiliza as
mesmas ideias desenvolvidas por [18], e acrescenta melhorias com
relação à dinâmica das variáveis manipuladas e controladas, a fim
de contribuir com uma melhora na eficiência do cálculo do tamanho
do passo h utilizado pelo algoritmo de integração numérica.

Primeiramente, sabe-se que o fornecimento de sequências su-
aves de tamanho do passo hn+1 diminuem o comportamento osci-
latório da dinâmica desta variável, bem como na dinâmica do erro
local [18]. Isso é particularmente importante quando o erro local
encontra-se próximo de satisfazer a condição de precisão especifi-
cada, pois com menos oscilação nesta região, diminui-se o número
de aproximações imprecisas, e reduz-se também a quantidade de
passos rejeitados. Dessa forma, espera-se uma melhora na eficiên-
cia do algoritmo de integração.

Como motivação adicional para a aplicação de técnicas de
controle linear, recorre-se ao fato de que um controle de passo tí-
pico tal como o da equação (2.44) provoque oscilações de grande
magnitude no tamanho do passo calculado hn+1, quando métodos
explícitos puros são usados para integrar partes rígidas do modelo,
ocasionando um conflito entre requisitos de precisão e de estabili-
dade numérica do método, como visto na seção 2.3.4. Isso faz com
que o uso indevido de tamanhos de passo fora da faixa de esta-
bilidade, seja porque o método não previu uma atitude corretiva
para tal situação, ou por uma má escolha de um solver comercial
por desconhecimento do usuário, provoque oscilações e mesmo a
instabilidade numérica do método [25, 26].

Dado que, através da utilização do método ponderado, seja
possível deparar-se com esta situação constantemente, é de inte-
resse o desenvolvimento de técnicas que evitem ou minimizem esse
tipo de comportamento, de maneira que a suavidade do sinal h
transpareça na própria solução numérica.

Assume-se, inicialmente, que o erro local relaciona-se assinto-
ticamente ao tamanho do passo, isto é, e \sim hp+1, tal que no instante
n, a próxima estimativa do erro seja dada por:

en+1 = \kappa hp+1
n+1 (4.5)

onde p é a ordem da formulação da aproximação, relacionada di-
retamente com o número de chamadas da função dinâmica \bff do
sistema. O coeficiente \kappa depende da solução do sistema DAE abor-
dado, cujo comportamento não linear pode ser tomado como irrele-
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vante desde que se garanta a estabilidade local do do sistema DAE e
do método numérico [18]. Mais detalhes podem ser estudados em
[15, 14, 33].

Afim de tomar tamanhos de passo hn+1 tão grandes quanto
possível, sem que erro local en+1 viole a tolerância \scrE , o tamanho do
passo deve ser escolhido tal que se satisfaça:

en+1
\sim = \scrE (4.6)

Recorda-se aqui a estratégia de controle de passo tradicional,
admitindo-se a condição do erro local atender (ficar abaixo) a tole-
rância (4.6):

hn+1 \leq \gamma 

\biggl( 
\scrE 

en+1

\biggr) 1/p

\cdot hn (4.7)

onde \gamma \leq 1 é um coeficiente destinado a evitar múltiplas mudanças
no sinal, quando o erro encontra-se muito próximo da tolerância.

Para evitar pequenas mudanças no tamanho do passo, uma
zona-morta é frequentemente implementada: se a razão entre to-
lerância e erro local (\scrE /en+1) for muito próxima de 1, nenhuma
mudança no tamanho do passo é realizada. Ainda pode-se limitar a
magnitude desta razão de maneira a evitar mudanças abruptas no
sinal hn+1 resultante.

Essa estratégia tradicional de controle de passo geralmente
funciona muito bem [25]. Entretanto, como já mencionado, para
o caso de uso de métodos explícitos para integração de sistemas
rígidos, oscilações podem persistir e com isso muito tempo com-
putacional ser despendido recalculando novos tamanhos de passo
[18].

4.3.1 Análise do problema de controle

Considere a escolha do tamanho de passo como um problema
de controle cuja malha pode ser vista na Figura 4.2. O controlador
\bfC \bfh tem a tarefa de calcular um tamanho de passo, tal que o erro lo-
cal estimado en+1 siga (o mais perto possível) uma referência dada
por sua própria tolerância \scrE , a fim de satisfazer a relação (4.6).

A planta \bfP consiste no modelo e no método de integração. Ela
toma um tamanho de passo hn+1 como entrada e produz uma esti-
mativa do erro local en+1, dada pela equação (4.4). Naturalmente,
a solução numérica do sistema também é fornecida pela planta, mas
esta não é usada para o projeto do controlador de passo [18].
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Figura 4.2: Malha de controle do erro local.

Neste trabalho, a planta \bfP é não linear e suas proprieda-
des dependem das variações de comportamento (dinâmico) das
soluções computadas do PVI (2.4). Uma parte da não linearidade,
porém, pode ser tratada levando-se em conta o comportamento as-
sintótico da relação (4.5). Ao aplicar-se o logaritmo em ambos os
lados desta equação, a parte exponencial da não linearidade é trans-
formada em uma relação afim entre o logaritmo do tamanho do
passo e o logaritmo da estimativa do erro local:

log(en+1) = (p+ 1)log(hn+1) + log(\kappa ) (4.8)

Considerando-se, então, log(hn+1) como entrada e log(en+1)
como saída da planta \bfP , e ainda assumindo-se que as variações im-
postas pela componente não linear log(\kappa ) (dependente do método
de integração utilizado e do problema DAE a resolver), contribuam
pouco nesta relação – o que é verdade, desde que as variações do
tamanho do passo sejam suaves e limitadas pelo intervalo de es-
tabilidade do método [33], então pode-se projetar um controlador
linear para satisfazer a relação desejada (4.6).

A estratégia típica de controle de passo descrita pela equação
(4.7) pode ser vista então como um controlador integrador, e o lo-
garitmo de hn a variável manipulada [18]. Aplicando o logaritmo
em ambos os lados desta equação, obtém-se:

log(hn+1) = log(hn) +
1

p

\biggl( 
log(\gamma p \cdot \scrE ) - log(en+1)

\biggr) 
(4.9)

Observa-se que o tamanho do passo hn+1 irá variar enquanto
o desvio, ou erro de controle, log(\gamma p \cdot \scrE )  - log(en+1) não for nulo.
Adotar um valor de segurança \gamma é equivalente a utilizar uma tole-
rância menor (mais apertada) para o erro local.
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Levando-se em conta log(\gamma p \cdot \scrE ) como sendo o set-point da ma-
lha, o sinal de controle log(hn+1) é obtido pela soma acumulada do
sinal de erro de controle, multiplicado por um fator 1/p, com o loga-
ritmo do passo anterior log(hn). Este fator, que depende da ordem
do método, é também conhecido como ganho integral e determina
o quão rápido o controlador responderá a variações não nulas no
sinal de desvio que o multiplica.

4.3.2 Projeto do algoritmo de controle PI filtrado com anti
wind-up

O controlador do tamanho do passo é discreto, pois ele en-
xerga a planta como um sistema amostrado pelo método numérico,
que recebe uma sequência de tamanhos de passos hn e fornece uma
sequência de estimativas para o erro local en+1. Para o projeto do
algoritmo de controle, deve-se considerar que existem restrições no
tamanho do passo hn, tal como os limites dados pelo intervalo de
estabilidade numérica do método, e pelo próprio período de amos-
tragem utilizado.

Portanto, caso a variável ultrapasse esses limites, ou seja, sa-
ture, e o valor correspondente seja diferente do valor calculado pela
lei de controle, é necessário que o algoritmo de controle tome uma
ação corretiva de maneira a prevenir-se de um comportamento ina-
dequado em malha fechada.

Esta atitude preventiva, tomada quando um sinal de controle
é limitado, denomina-se ação anti wind-up e corresponde à adição
da diferença entre o sinal saturado e o sinal calculado pela lei de
controle à parcela integral do controlador, tal como apresentado
na equação (4.10d). Desta forma, os incrementos posteriores da
ação de controle são reduzidos, tornando a resposta mais conserva-
tiva, evitando-se assim a saturação do sinal. Pode-se ainda filtrar a
contribuição dessa diferença através de um ganho KAW , corrigindo-
se dinamicamente a ação integral quando a ação opera de maneira
não linear.

A sequência de passos realizadas pelo algoritmo de controle:
soma acumulada (parcela integral), cálculo da ação de controle,
saturação, e adição da parcela anti wind-up, contribuição deste tra-
balho visando uma ação de controle mais suave, são descritas res-
pectivamente pelo conjunto de equações (4.10), onde \rho é uma função
que representa o conjunto de restrições de saturação do sinal de
controle.
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In+1| temp = In +KI

\bigl( 
log(\gamma p \cdot \scrE ) - log(en+1)

\bigr) 
hn+1| temp = e(In+1| temp)

hn+1 = \rho (hn+1| temp)

In+1 = In+1| temp +KAW (log(hn+1) - log(hn+1| temp))

(4.10a)

(4.10b)

(4.10c)

(4.10d)

onde KI = 1/p é o ganho integral e In = log(hn). Em geral, o filtro
da ação anti wind-up é escolhido empiricamente, tal que KAW >
KI , mas com valores não muito elevados, evitando-se a ampliação
de possíveis ruídos presentes na variável manipulada [31].

A despeito de integrar-se numericamente um sistema rígido
por um método explícito, oscilações podem aparecer no sinal de
controle hn+1 resultantes do fato de um controlador integrador
puro possuir características de estabilidade muito fracas1, e ainda
que um ganho integral de valor 1/p pode ser muito elevado, em
especial, quando a integração numérica é realizada por métodos de
baixa ordem.

Em vista disso, Gustafsson et al.[18] adiciona à lei de controle
(4.10) uma parcela proporcional, descrita pela equação (4.11), de
maneira a generalizar o projeto para um controlador do tipo PI, cujo
ajuste de ganhos é dependente do sistema DAE a integrar.

Pn+1 = KP (log(\gamma 
p \cdot \scrE ) - log(en+1))

hn+1| temp = e(Pn+1+In+1| temp)

(4.11a)

(4.11b)

Neste trabalho, ajusta-se o ganho proporcional KP de ma-
neira a compensar uma diminuição do ganho integral, isto é, KI <
1/p, com o objetivo de reduzir as oscilações. Esse ajuste é determi-
nado heuristicamente, através da observação da resposta oscilatória
no sinal de erro local en+1 (de saída da malha), e da consequente
melhora da eficiência computacional do algoritmo.

Embora a adição da ação proporcional colabore para ameni-
zar da magnitude das oscilações (que são componentes de alta fre-
quência), as contribuições da parcela não linear log(\phi ) não mode-
ladas do sistema DAE podem ser significativas quando houver a
aplicação de perturbações no sistema, ou seja quando este possa
se afastar de seu ponto de operação. Assim sendo, neste trabalho

1Para maiores detalhes, consultar [31].
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adiciona-se um filtro passa-baixas à saída do controlador PI de ma-
neira a filtrar o sinal de controle hn+1 calculado e eliminar as com-
ponentes de mais alta frequência, a fim de minimizar as oscilações
remanescentes. A saída do filtro, e portanto a ação de controle a ser
enviada à planta, corresponde ao sinal hn+1| f na equação (4.12)
abaixo.

hn+1| f = \alpha hn| f + (1 - \alpha )hn+1 (4.12)
onde a frequência de corte do filtro \alpha é ajustável e \alpha < 1.

Desta forma, neste trabalho, o projeto resultante para o con-
trole do erro local é de um controle PI, semelhante ao desenvolvido
por Gustafsson et al.[18], mas com a adição de um filtro à variável
manipulada, e uma ação anti wind-up na parcela integral, em vista
à obtenção de um algoritmo de integração com uma resposta mais
suave e eficiente. A malha de controle final desenvolvida é mostrada
pela Figura 4.3

Figura 4.3: Malha de controle PI final.

O pseudo-código completo desta metodologia de integração
é apresentado em Algoritmo 2.

4.3.3 Considerações a cerca da estabilidade do método con-
trole PI do erro local

A estabilidade numérica do método é garantida através da
adição do intervalo de estabilidade, obtido através da condição (4.3)
com ponderação \theta fixa, à função de saturação \rho do algoritmo de
controle, cabendo, portanto, ao próprio controlador assegurar a
manutenção do tamanho do passo hn+1 dentro deste intervalo.

Pode ser levantado que, quando utilizado um método explí-
cito para resolver um sistema ODE rígido, a relação assintótica (4.5)
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Algoritmo 2: Controle PI do erro local.
Entrada: \bfx n, \bff n,\bfp n, hn

Dados: tempo\leftarrow 0, n\leftarrow 0, \bff n+1 \leftarrow \bff n, In \leftarrow log(hn),
hn| f \leftarrow 0 ;

1 enquanto tempo < Ts faça
2 j \leftarrow 0, en+1 \leftarrow \scrE ;
3 enquanto en+1 \geq \scrE faça
4 compute (\bfx n+1)p e \bfp n+1 pelo \theta -method (2.11);
5 atualize \bff n+1 = \bff (tempo+ hj , (\bfx n+1)p,\bfp n+1);
6 compute (\bfx n+1)c pelo \theta -method (2.11);
7 calcule o erro local relativo en+1 por (4.4);
8 início-controle PI
9 compute a ação integral: Ij+1| temp com (4.10a);

10 compute a ação proporcional: Pj+1 com (4.11a);
11 calcule a ação de controle: hj+1| temp por (4.10b);
12 compute a ação de controle saturada: hj+1 com

(4.10c);
13 calcule a correção anti wind-up: Ij+1 por (4.10d);
14 compute o filtro da ação de controle: hj+1| f por

(4.12);
15 fim-controle PI
16 atualize:
17 hj| f \leftarrow hj+1| f , hj \leftarrow hj+1| f ;
18 Ij \leftarrow Ij+1;
19 \bff n \leftarrow \bff n+1, \bfp n \leftarrow \bfp n+1;
20 j \leftarrow j + 1;
21 se j > Nmax então
22 fim-enquanto;
23 senão
24 Retorne ao passo 4;
25 fim
26 fim
27 \bfx n \leftarrow (\bfx n+1)c;
28 tempo\leftarrow tempo+ hj;
29 n\leftarrow n+ 1;
30 hn \leftarrow hj| f ;
31 fim

Saída: \bfx n, \bff n,\bfp n, hn
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do erro local usada no projeto do controlador do tamanho de passo
é perdida, e parcelas não modeladas do erro podem instabilizar o
sistema. Entretanto, como mostrado por [18], esta relação assintó-
tica pode ser considerada representativa quanto à parte dominante
do erro local real, desde que seja garantida a estabilidade numé-
rica do método, através da condição (4.3). Mais detalhes sobre essa
asserção podem ser encontradas em [33].

4.4 MÉTODO DE CONTROLE DO ERRO LOCAL POR CANCELA-
MENTO DE NÃO LINEARIDADE

A metodologia apresentada nesta seção também envolve a
manipulação do tamanho do passo de integração, utilizando o mé-
todo ponderado com \theta fixo, e baseia-se em determinar experimen-
talmente uma função característica não linear que descreva a dinâ-
mica do sistema DAE a integrar, dentro de um intervalo de operação
numericamente estável. Esta metodologia é, portanto, totalmente
baseada e dependente do PVI considerado.

Seja uma função \Phi  - 1 não linear contínua e inversível que
descreva matematicamente o tamanho do passo hn+1 em função de
um sinal de erro local auxiliar \=en+1. Pode-se utilizar essa relação em
uma malha de controle, como mostra a Figura 4.4 e, por meio de
um cancelamento de não-linearidades, obter-se uma relação linear
entre este sinal auxiliar \=en+1 de erro local e a estimativa do erro
local en+1. Ou seja:

en+1 = \Phi (hn+1)

hn+1 = \Phi  - 1(\=en+1)

(4.13a)

(4.13b)

Assim, o sinal \=en+1, criado a partir da identificação de uma
função inversa \Phi  - 1 pode ser usado como uma variável manipulada
para projetar-se um controlador linear \bfC do erro local en+1. Ou seja,
manipula-se indiretamente o tamanho do passo hn+1 através desse
sinal auxiliar \=en+1.

Desta forma, admite-se como planta \bfP a relação entre a função
\Phi  - 1 e a equação do erro local descrita pela equação (4.4). O dia-
grama de blocos da Figura 4.4 ilustra o sistema realimentado resul-
tante.

O controlador \bfC pode ser projetado utilizando-se técnicas
clássicas de controle linear, manipulando-se indiretamente o tama-
nho do passo hn+1 através variável auxiliar \=en+1, e tomando como
entrada a diferença entre a tolerância \scrE , e o erro local estimado
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Figura 4.4: Malha de controle do erro local por cancelamento de
não linearidade.

en+1, variável de saída calculado pela equação (4.4). Previamente
ao projeto de controle, entretanto, é necessário que se efetue a
identificação de uma função não linear \Phi  - 1, e do correspondente
modelo para a planta \bfP .

4.4.1 Identificação do modelo discreto

Para identificação de um modelo discreto para a planta, con-
sidere o sistema DAE de compressão a ser integrado com o método
ponderado com \theta = 0, 9 fixo2. Primeiramente, deve-se estabelecer
seu intervalo de estabilidade.

Aplicando-se a condição de estabilidade (4.3) em sua forma
escalar, obtém-se o conjunto de valores que o tamanho de passo
hn+1 pode assumir, de maneira a garantir um comportamento nu-
mérico estável do método ponderado.

0 < hn+1 <
5

2| \lambda max| 
(4.14)

Substituindo-se o autovalor de maior magnitude identificado
no modelo (o pior caso), | \lambda max| \sim = 5/3, na equação (4.14) acima,
obtém-se o seguinte intervalo:

0 < hn+1 <
3

2
(4.15)

onde a unidade do tamanho do passo é dada em segundos.
Assim, para o levantamento da função \Phi  - 1, toma-se um con-

junto de valores de hn+1 que pertençam ao intervalo (4.15), e execu-
ta-se para cada valor do conjunto, o simulador do sistema de con-
trole PNMPC, utilizando-se o método ponderado para integração do

2Esta escolha para a ponderação \theta é dependente do modelo DAE
de compressão e justificada na seção 5.2 do Capítulo 5.
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modelo DAE que foi empregado tanto para simular a planta como
para calcular as predições. Para cada simulação, armazenam-se os
valores correspondentes de erro local calculados através da equação
(4.4).

Para o conjunto de valores \=en+1 obtidos, obtém-se a curva
que melhor descreva a relação inversa, isto é, (en+1\times hn+1) através
do uso de algoritmos de ajuste de funções a conjuntos de pontos
(fitting), disponíveis em softwares de análise de dados3.

A curva equivalente \Phi  - 1 é descrita pela equação (4.16) e é
apresentada na Figura 4.5.

hn+1 = \Phi  - 1(\=en+1)

\Phi  - 1 = 6, 425 \cdot 10 - 9 \cdot exp(1, 88 \cdot 107\=en+1)

(4.16a)

(4.16b)

Figura 4.5: Curva (hn+1 = \Phi  - 1(\=en+1)) relacionando o erro local ao
tamanho do passo.

Observa-se que esta curva é dependente tanto do ponto de
operação do sistema DAE como da fórmula utilizada para computar
as aproximações da integração numérica deste sistema. A aplicação

3Tal como a ferramenta cftool do MATLAB 2015a R\bigcirc .
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de perturbações de grande magnitude ou o uso de diferentes méto-
dos numéricos alteram a curva \Phi identificada por esse processo.

Obtida uma relação linear entre erro local en+1 e a variável
auxiliar \=en+1, deve-se agora identificar um modelo discreto para a
planta \bfP . Como deseja-se que o erro local siga ou seja menor que a
tolerância, isto é, en+1 \leq \scrE , aplica-se na planta um degrau, de valor
inicial \=en+1 = 0, 748 \cdot \scrE , e de magnitude \=en+1 = 0, 25 \cdot \scrE , de maneira
a incluir toda a faixa de valores de hn+1 determinada pelo intervalo
de estabilidade (4.15).

Calcula-se, então, a resposta do sistema a uma entrada do
tipo degrau no sinal baren+1 a partir da execução do algoritmo de
simulação. O resultado pode ser visto na Figura 4.6.

Figura 4.6: Resposta ao degrau (sinal em azul) da planta \bfP à en-
trada \=en+1 (em preto) e o correspondente passo de integração hn+1

(em vermelho)

A partir da resposta dinâmica obtida, classifica-se a planta \bfP 
como um sistema de primeira ordem, através da técnica de identifi-
cação por resposta ao degrau4. Com o auxílio da transformada \scrZ , é
obtido o seguinte modelo discreto:

4Maiores detalhes desta técnica podem ser assimilados em [34].
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e(z)

\=e(z)
= \~P (z) =

0.3615

z  - 0.6211
z = e - t/\tau MA (4.17)

onde \tau MA é a constante de tempo em malha aberta de \bfP (que cor-
responde ao intervalo em que 63,2 \% do valor de regime perma-
nente da resposta é alcançado), identificada na Figura 4.6 como
sendo aproximadamente 15 segundos, e t = Ts = 5 segundos.

Sobrepondo-se a resposta ao degrau do modelo representado
por (4.17) com a resposta ao degrau do sistema \bfP na Figura 4.7, é
possível notar-se a similaridade das dinâmicas das respostas.

Figura 4.7: Sobreposição da resposta temporal de \bfP (em azul) e o
correspondente modelo identificado (em vermelho).

Considerando-se o modelo satisfatório segue-se, então, para
o projeto do controlador.

4.4.2 Projeto e sintonia do controlador

Para projeto do controlador, adota-se neste trabalho (dentre
as diversas técnicas de projeto de controle linear existentes na litera-
tura) a técnica de Controle por Modelo Interno – em inglês Internal
Model Control (IMC), desenvolvida por [35], que toma o modelo
do sistema \~P como parte integrante do controlador. Esta escolha
deve-se a dois motivos:

\bullet O projeto leva em consideração as incertezas do modelo e a
presença de perturbações não medidas;
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\bullet Permite-se contrabalancear a performance e a robustez do sis-
tema de controle com as variações do processo e os erros de
modelagem.

Considere que o modelo identificado do sistema DAE a in-
tegrar \~P contenha incertezas (erros de modelagem), e que estas
somadas às perturbações não medidas do sistema sejam represen-
tadas pela variável dn+1 da Figura 4.8. Dado que a variável ma-
nipulada \=en+1 aplicada ao modelo \~\bfP produza uma resposta \~en+1,
pode-se subtrair a resposta da planta \bfP , isto é, a estimativa do
erro local en+1 dado pela equação (4.4) somadas às incertezas e
perturbações dn+1, para determinar a diferença, ou o desvio com
relação ao modelo \~P . Esta informação, denominada \~dn+1, pode ser
então realimentada ao controlador para se compensar os desvios
correspondentes aos erros de modelagem e às perturbações não me-
didas no sistema. O procedimento de projeto consiste nas seguintes
etapas [35]:

Figura 4.8: Malha de controle IMC de erro local.

Etapa 1: Fatora-se o modelo \~P (z) em duas partes: uma que
possa ser invertida: \~P - (z); e outra que não possa ser invertida:
\~P+(z) e que contenha quaisquer zeros de fase não mínima ou atra-
sos de transporte. Como estes termos não se apresentam no modelo
identificado através da relação (4.17), obtém-se:

\~P (z) = \~P+(z) \cdot \~P - (z)

\~P (z) = 1 \cdot 0.3615

z  - 0.6211

(4.18a)

(4.18b)

Etapa 2: Relaciona-se o controlador IMC pelo inverso de \~P - (z),
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garantindo-se assim que \bfC não contenha elementos que o torna-
riam instáveis ou dificultariam o projeto. Portanto:

C(z) =
1

\~P - (z)
(4.19)

Etapa 3: Para que o controlador seja próprio e fisicamente
realizável5, adiciona-se um filtro GF (z) ao controlador, tal que a
alocação da constante zf determine a velocidade da resposta do
sistema em malha fechada:

C(z) =
1

\~P - (z)
\cdot GF (z)

C(z) =
(z  - 0.6211)

0.3615
\cdot (1 - zf )

z  - zf

(4.20a)

(4.20b)

Etapa 4: Determina-se o controlador equivalente, oriundo
da álgebra das malhas que contêm o controlador \bfC e o modelo
\~\bfP da Figura 4.8. Neste trabalho projetou-se zf de maneira que
a dinâmica de malha fechada fosse aproximadamente duas vezes
mais rápida que a de malha a aberta, isto é \tau MF = \tau MA/2, e
zf = e - Ts/\tau MF \sim = 0.51. Esta dinâmica foi utilizada pois, apesar de
não existirem restrições quanto a um projeto de controle mais veloz
(embora mais agressivo), não foi observado ganho significativo da
aplicação de dinâmicas mais rápidas que esta, quanto à eficiência
computacional do algoritmo de integração.

Ceq(z) =
C(z)

1 - C(z) \~P (z)

Ceq(z) =
(1 - zf )

0.3615
\cdot (z  - 0.6211)

z  - 1

(4.21a)

(4.21b)

Observa-se que o ganho do controlador é inversamente pro-
porcional à constante zf , sendo que quanto maior a velocidade da
malha, isto é, menor o valor de zf , maior o valor do ganho do con-
trolador. Além disso, nota-se que, dispondo de um modelo para a
planta \bfP , o único parâmetro de controle a se ajustar é justamente
a constante de tempo zf do filtro, o que faz o projeto de controle
IMC ser bastante simples. Por fim, convém notar que o controlador
equivalente \bfC \bfe \bfq nada mais é do que um controlador PI [35].

5Uma função de transferência G(z) = num(z)/den(z) é dita pró-
pria se a ordem do polinômio p do denominador for maior ou igual
à do numerador, ou p(den(z)) \geq p(num(z)).
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4.4.3 Análise da estabilidade do controlador IMC de erro local

A fim de estudar a estabilidade do sistema de controle, calcula-
se a resposta do sistema realimentado em malha fechada esboçado
na Figura 4.5, isto é, a saída dada pelo erro local en+1 em função
da entrada \scrE de referência, e das incertezas e perturbações não me-
didas, representadas por dn+1. Assim, obtém-se

e(z) = C(z)P (z)

1+C(z)(P (z) - \~P (z))
\cdot \scrE + 1 - \~P (z)C(z)

1+C(z)(P (z) - \~P (z))
\cdot d(z) (4.22)

Considera-se para esta análise que o modelo seja fiel ou muito
parecido à planta, isto é, (P (z)  - \~P (z) \sim = 0), o que pode ser justifi-
cado pelas as similaridades entre as respostas observadas na Figura
4.7. A partir desta premissa, e baseando-se na resposta do sistema
(4.22), apresenta-se o teorema da estabilidade interna do modelo,
tal como estabelecido em [35]:

\bullet Dado um modelo perfeito P (z) = \~P (z), o sistema de controle
em malha fechada é internamente estável se e somente se P (z)
e C(z) são ambos estáveis.

\bullet Assumindo-se que P (z) é estável e que P (z) = \~P (z), então o
sistema realimentado da Figura 4.8 é internamente estável se
e somente se C(z) é estável.

Dado que nesta tese considera-se a planta \bfP , isto é, o sistema
DAE em malha fechada juntamente com seu método numérico, es-
tável (considerando que as não-linearidades sejam compensadas es-
taticamente), então para que sistema de controle IMC seja interna-
mente estável em malha fechada, basta que o controlador C(z) da
equação (4.20) tenha polos contidos no interior do círculo unitário,
ou:

| zf | < 1 (4.23)

Como projetou-se zf = 0.51, a estabilidade interna do sistema
de controle é garantida.

Quanto à estabilidade numérica do método, esta é garantida
limitando-se os valores do tamanho de passo aos compreendidos
dentro de seu intervalo de estabilidade (4.15), bem como feito na
metodologia 4.3 desenvolvida.

O pseudo-código desta metodologia é apresentado no Algo-
ritmo 3. As equações envolvendo funções de transferência discreta
foram descritas como equações a diferenças.
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Algoritmo 3: Controle PI do erro local por cancelamento
de não linearidade.

Entrada: \bfx n, \bff n,\bfp n, hn

Dados: tempo\leftarrow 0, n\leftarrow 0, \bff n+1 \leftarrow \bff n,
\~en \leftarrow 0,\=en \leftarrow 0,\=en+1 \leftarrow 0, en| c \leftarrow 0;

1 enquanto tempo < Ts faça
2 j \leftarrow 0, ej+1 \leftarrow \scrE ;
3 enquanto en+1 \geq \scrE faça
4 compute (\bfx n+1)p e \bfp n+1 pelo \theta -method (2.11);
5 atualize \bff n+1 = \bff (tempo+ hj , (\bfx n+1)p,\bfp n+1);
6 compute (\bfx n+1)c pelo \theta -method (2.11);
7 calcule o erro local (saída de \bfP ): ej+1 por (4.4);
8 início-controle
9 calcule a resposta do modelo \~P (z):

\~ej+1 = 0, 6211\~ej + 0, 3615\=ej+1;
10 compute o desvio: \~dj+1 = ej+1  - \~ej+1;
11 calcule o erro de controle: ej+1| c = \scrE  - \~dj+1;
12 calcule a ação de controle:

\=ej+1 = 0, 51\=ej + 1, 36ej+1| c  - 0, 87ej| c;
13 calcule o tamanho de passo pela função \Phi  - 1:

hj+1 = 6, 425 \cdot 10 - 9exp(1, 88 \cdot 107\=ej+1);
14 fim-controle
15 atualize:
16 \=ej \leftarrow \=ej+1,\~ej \leftarrow \~ej+1,ej| c \leftarrow ej+1| c;
17 hj \leftarrow hj+1, \bff n \leftarrow \bff n+1, \bfp n \leftarrow \bfp n+1;
18 j \leftarrow j + 1;
19 se j > Nmax então
20 fim-enquanto;
21 senão
22 retorne ao passo 4;
23 fim
24 fim
25 \bfx n \leftarrow (\bfx n+1)c;
26 hn \leftarrow hj;
27 tempo\leftarrow tempo+ hj;
28 n\leftarrow n+ 1;
29 fim

Saída: \bfx n, \bff n,\bfp n, hn
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4.5 COMENTÁRIOS FINAIS

Neste capítulo foram apresentados três algoritmos customi-
zados a contribuir para a resolução eficiente o sistema DAEs de
compressão complexo complexo descrito no Capítulo 3, mesmo sem
considerar recursos de processamento computacional adicionais. Os
métodos focaram especialmente na manipulação do tamanho do
passo de integração a fim de que o erro local computado em cada
passo seguisse ou ficasse abaixo da tolerância especificada. No pró-
ximo capítulo serão expostos os resultados da aplicação destas me-
todologias, comparando-as com solvers comerciais típicos, descritos
no Capítulo 2, através de indicadores de eficiência numérica e com-
putacional.





5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Este capítulo traz os resultados da aplicação das metodolo-
gias de integração numérica desenvolvidas à simulação do sistema
de controle avançado da estação de compressão. Serão apresenta-
dos os cenários de simulação, bem como os parâmetros utilizados
em cada método. Os resultados obtidos são comparados com meto-
dologias típicas de resolução de sistemas DAEs quanto à robustez,
precisão e eficácia da solução fornecida, a partir de de indicadores
de eficiência computacional.

5.1 CENÁRIOS DE SIMULAÇÃO

A aplicação das metodologias de integração foi realizada utili-
zando-se de um simulador de sistema de controle PNMPC, que faz
uso de um modelo DAE da estação de compressão para calcular as
predições. Neste trabalho são considerados dois cenários: no pri-
meiro, além de ser usado como modelo de predição, o sistema DAE
é também empregado para simular a planta. Desta forma é con-
templada a fase de desenvolvimento e testes de algoritmos de con-
trole, quando informações sobre a planta ainda não estão disponí-
veis, necessitando-se um modelo do processo para representá-la, e
que precisa também ser resolvido por um solver de integração de
maneira eficiente, a fim de que não seja tomado muito tempo com
testes e avaliações de sintonias do controlador preditivo.

No segundo cenário, utiliza-se o sistema DAE apenas como
modelo de predição, portanto não se considera para uma análise
de eficiência, a carga computacional despendida com a obtenção
da resposta da planta. Neste cenário, objetiva-se avaliar o desempe-
nho dos algoritmos desenvolvidos quando da aplicação em tempo
real, onde o controlador PNMPC deve calcular as predições e forne-
cer uma ação de controle para a ser aplicada no processo eficiente-
mente dentro do período de amostragem considerado.

Para avaliar a sintonia dos algoritmos de integração numérica
desenvolvidos, perturbações são inseridas na vazão de entrada de
gás a fim de simular, em instantes de tempo distintos, uma queda de
50 \% e um aumento de 15 \% da vazão nominal. O objetivo de mo-
dificar a vazão recebida pela estação é, além de simular um evento
abrupto capaz de ocorrer em uma operação real, avaliar a qualidade
e a rapidez das soluções fornecidas pelos solvers quando mudanças
na dinâmica do sistema são impostas.

O arquivo de simulação principal bem como todos os algo-
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ritmos desenvolvidos foram escritos sobre a plataforma MATLAB
2015a R\bigcirc . Além de ser um software muito comum para estudo e aná-
lise de sistemas de controle, este fornece um pacote que disponibi-
liza um conjunto de solvers para integração numérica de sistemas
DAEs, além de ferramentas para análise quantitativa e estatística
em tempo real da simulação dos algoritmos desenvolvidos, tal como
a quantidade de passos tomadas, o número de soluções entregues
sem a precisão especificada, a quantidade de chamadas do sistema
para aproximar as derivadas, e para calcular as variáveis algébricas.

Ademais, o número de chamadas do solver de otimização uti-
lizado para calcular ações de controle, além do tempo computacio-
nal total decorrido. Todos as simulações foram realizadas em uma
máquina com processador de quatro núcleos e 4 GB de memória
RAM.

O intervalo de simulação utilizado foi de 35 minutos, e o pe-
ríodo de amostragem de Ts = 5 segundos. Este ciclo de amostra-
gem corresponde ao montante de tempo necessário para computar
as tarefas do algoritmo do sistema de controle avançado, tais como
cálculo de predições, da resposta do sistema, da ação de controle, e
todas as demais. Quanto à sintonia do controlador PNMPC, admitiu-
se um horizonte de predição de 15 amostras, ou seja, para cada
ciclo de amostragem da simulação, o controlador deve calcular a
resposta do sistema DAE quinze vezes a frente da amostra atual.

Para cada cenário foram adotadas duas especificações de pre-
cisão para o erro local: primeiramente foi utilizado o valor padrão
na maioria dos pacotes de solvers comerciais, estabelecida a \scrE 1 =
10 - 3. Ou seja, para aceitar-se a solução calculada, o erro local rela-
tivo deve ser igual ou inferior a 0,1 \%.

Para testar a eficiência dos solvers para tolerâncias mais aper-
tadas, e levando-se em conta que as respostas obtidas dos modelos
DAEs para cálculo de ações de controle devem apresentar alta con-
fiabilidade em tempo real, especifica-se uma tolerância máxima de
\scrE 2 = 10 - 6. Este valor corresponde, portanto, a um milésimo do es-
tabelecido como padrão em pacotes de solvers comerciais, tais como
os encontrados na plataforma MATLAB 2015a R\bigcirc . Portanto, aceitam
-se somente soluções com alta precisão, com um erro local relativo
não maior que 0,0001 \%. A descrição completa de todos os parâme-
tros de simulação encontram-se disponíveis no Apêndice B.
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5.1.1 Métodos utilizados para comparação e análise

Os métodos de integração utilizados para comparação com
os desenvolvidos neste trabalho foram obtidos do pacote ode, fer-
ramenta do próprio software de simulação, que disponibiliza sete
solvers, quatro dos quais são indicados para resolução de sistemas
do tipo rígido (stiff).

A fim de verificar a baixa eficiência e precisão de métodos pu-
ramente explícitos na integração de um problema não-rígido, tam-
bém é simulada a integração com estes métodos do pacote ode. Adi-
cionalmente, um método de Colocação é testado, cujo algoritmo foi
implementado tal como descrito por [24], o qual faz uso de um po-
linômio de Lagrange de terceira ordem, e cujos pontos de colocação
são obtidos por quadratura gaussiana, através da estratégia LGR
(Legendre-Gauss-Radau)1. Por fim, o solver implementado por [18],
utilizando como fórmula o método ponderado (2.11), cujo con-
trole do erro local é adaptada e melhorada neste trabalho para a
integração do sistema DAE de compressão, descrito pela Seção 4.3,
também foi implementado para comparação.

Os solvers utilizados estão listados na Tabela 5.1. Todos eles
utilizam algum tipo de controle do tamanho de passo em seus algo-
ritmos. Os números após o identificador “ode” ou “coloc” expressam
a ordem mínima e máxima de cada método, que varia a depender
da distância que a solução computada esteja da precisão especifi-
cada, mas cujo critério não é especificado.

Tabela 5.1: Métodos numéricos utilizados para comparação.

Solver Método Tipo Aplicação

ode45 Runge-Kutta Passo Único Explícito Não-rígido
ode23 Runge-Kutta Passo Único Explícito Não-rígido
ode113 Adams Bashforth-Moulton Múltiplos Passos Semi-Implícito Não-rígido
ode23t Regra do Trapézio Passo Único Semi-Implícito Rígido
ode23tb Regra do Trapézio e método BDF Múltiplos Passos Semi-Implícito Rígido
ode23s Rosenbrock Modificado Passo Único Implícito Rígido
ode15s Backward Differentiation Formulas Múltiplos Passos Implícito Rígido
coloc34 Collocation Method Passo Único Implícito Rígido
gPondPI PI Step-Size Control [18] Passo Único Semi-Implícito Rígido

A última coluna da tabela, “Aplicação”, refere-se a uma suges-
tão quanto ao tipo de problema que o solver está apto a resolver.

1O software MATLAB 2015a R\bigcirc disponibiliza uma função para o
cálculo dos pontos de colocação por este método.
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Em relação ao pacote ode, esta informação foi obtida da própria
documentação do pacote. Para maiores detalhes, consultar [36].

O método ode23s utiliza uma fórmula de Rosenbrock modifi-
cada. Este método nada mais é do que um método de Runge-Kutta
implícito o qual, em vez de realizar chamadas da função dinâmica
\bff do sistema, estima um jacobiano a cada passo para computar as
aproximações das derivadas, necessitando para tal tarefa calcular
inversas de matrizes, operação computacionalmente custosa [37].

5.1.2 Parametrização dos métodos numéricos desenvolvidos

Conforme visto no Capítulo 4, alguns parâmetros devem ser
informados aos algoritmos de integração tanto para a configuração
destes, como para inicialização de algumas variáveis. Alguns destes
parâmetros são comuns em todos os algoritmos. São eles: o número
máximo de iterações Nmax para computar uma solução, mantido
em Nmax = 15 iterações; e o tamanho de passo h inicial, definido
como um sexto do limite superior do intervalo de estabilidade do
\theta -method, no pior caso (\theta = 1), isto é, h = 2/(6| \lambda max| ) = 0, 2
segundos.

O número de iterações adotado é um valor médio observado
de simulações com todos os métodos, tal que estes apresentassem
o mínimo de soluções sem a precisão requerida. Já o tamanho de
passo inicial foi escolhido por apresentar um comportamento menos
oscilatório (mais conservativo) nas primeiras amostras.

Quanto à ineficiência de utilizar um tamanho de passo tão
menor que o período de amostragem, recorda-se que seu valor ini-
cial não contribui muito com eficiência do algoritmo, já que o con-
trole de erro local projetado nos algoritmos, o manipulará de ma-
neira a fazer com que o erro local busque rapidamente a referência
especificada.

Os parâmetros utilizados nos algoritmos dos métodos estão
descritos nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 respectivamente. A escolha des-
tes foi realizada conforme exposto também no Capítulo 4.

5.1.3 Indicadores de desempenho

As seguintes métricas de desempenho são utilizadas para ava-
liar e comparar a eficiência computacional de cada método:

\bullet Chamadas do Sistema: a quantidade média de chamadas do
modelo, isto é, o número de cálculos das funções \bff e \bfg por
ciclo;
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Tabela 5.2: Parametrização método ponderação variável.

Parâmetro Descrição Valor
\theta ini Ponderação inicial 1
dh\% Decremento de hn 25\%
ih\% Incremento de hn 10\%
d\theta \% Decremento de \theta n 10\%
i\theta \% Incremento de \theta n 5\%
Ni Mínimo de passos para decrementar \theta n 5

Tabela 5.3: Parametrização método controle PI do erro local.

Parâmetro Descrição Valor
\gamma Escalamento da referência \scrE 1
KP Ganho proporcional 0, 75
KI Ganho integral 0, 25

KAW Ganho do filtro anti wind-up 1, 00
\alpha Dinâmica do filtro de hn 0, 95

Tabela 5.4: Parametrização método controle do erro local por can-
celamento de não linearidade.

Parâmetro Descrição Valor
zf Dinâmica de malha fechada 0, 51

\bullet Quantidade de Passos: o número de passos médio por ciclo
de amostragem para computar uma solução;

\bullet Número de Imprecisões: o valor total percentual de soluções
entregues fora da precisão especificada (quando j > Nmax);

\bullet Contribuição Temporal da Integração: a carga temporal des-
pendida com a tarefa de integração (tINT ) em relação ao
tempo tomado para simular um ciclo de amostragem (tCICLO)
completo. Ou seja, para um número Nc de ciclos de amostra-
gem (Ts), este indicador corresponde, em termos percentuais
a:

1

Nc

Nc\sum 
i=1

tINT (i)

tCICLO(i)
\times 100 (5.1)
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5.2 RESULTADOS DE SIMULAÇÃO

5.2.1 Primeiro Cenário

No primeiro cenário admite-se o sistema DAE para simular a
planta e calcular as predições.

As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os resultados de simulação
para as tolerâncias \scrE 1 e \scrE 2, respectivamente. Na coluna “DAE Sol-
ver”, os algoritmos desenvolvidos seguem as seguintes abreviaturas:
método Ponderação Variável com controle do tamanho de passo
(mPV), método controle PI do erro local (mPI) e método controle
por cancelamento de Nao Linearidade (mNL).

Tabela 5.5: Cenário 1: resultados de simulação para uma tolerância
de \scrE 1 = 10 - 3.

DAE Chamadas do Quantidade de Número de Contribuição
Solver Sistema Passos Imprecisões (\%) Temporal da Integração (\%Ts)
ode45 23 13 15,82 96,12
ode23 20 10 8,56 92,80
ode113 22 13 10,12 95,62
ode23t 19 12 1,42 85,56
ode23tb 19 14 1,50 85,72
ode23s 28 10 0,00 96,74
ode15s 18 11 1,13 84,31
coloc34 19 12 0,95 85,27
gPondPI 17 10 2,52 85,30

mPV 16 11 0,00 84,40
mPI 11 10 0,00 82,35
mNL 12 9 0,00 82,48

Tabela 5.6: Cenário 1: resultados de simulação para uma tolerância
de \scrE 2 = 10 - 6.

DAE Chamadas do Quantidade de Número de Contribuição
Solver Sistema Passos Imprecisões (\%) Temporal da Integração (\%Ts)
ode45 36 23 17,92 97,87
ode23 32 20 9,09 96,95
ode113 34 23 12,05 97,73
ode23t 30 22 3,42 95,56
ode23tb 30 24 3,54 95,78
ode23s 44 16 3,65 96,91
ode15s 29 21 2,91 95,41
coloc34 30 23 3,96 95,54
gPondPI 27 10 3,52 95,30

mPV 24 18 0,00 92,40
mPI 16 15 0,95 88,35
mNL 17 14 1,12 89,48

Chamadas do sistema rígido de compressão são muito custo-
sas. Como esperado, os solvers explícitos puros (os três primeiros
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das Tabelas 5.5 e 5.6) obtiveram um desempenho muito insatisfa-
tório, tanto pela alta quantidade de chamadas do sistema, como
pelo alto número de soluções entregues fora da precisão. Já os mé-
todos semi-implícitos testados do pacote ode obtiveram melhor de-
sempenho por conseguirem, com esta estrutura, reduzir o número
de chamadas do sistema, mesmo que o melhor destes (o ode15s)
ainda tenha tomado mais de 85 \% do tempo de um ciclo e entre-
gue pelo menos 1\% de soluções fora da faixa de precisão. O solver
desenvolvido por [18] apresentou um desempenho quase que se-
melhante ao o ode15s, embora sempre com mais imprecisões, de-
vido a presença oscilações no tamanho do passo. O solver ode23s
apresentou a melhor precisão nas estimativas dentre os tradicionais
testados. Para este método, entretanto, foi necessário fornecer uma
estimativa inicial do jacobiano do sistema, que é atualizada a cada
passo, tomando muito tempo de processamento.

Neste cenário, nota-se alta carga computacional da integração
para ambas as tolerâncias. O método mPI apresentou o melhor re-
sultado, mas com pelo menos 82 \% do tempo de ciclo despendido
com a tarefa de integração, ainda que a especificação \scrE 1 fosse 1000
vezes maior que \scrE 2. Todavia, foi obtida uma quantidade de impre-
cisões muito maior para \scrE 2, já que os métodos precisaram realizar
muito mais chamadas e passos para cumprir com esta especificação,
ultrapassando muitas vezes o número máximo de passos permi-
tido nos algoritmos numéricos. Observa-se que, para cumprir com
\scrE 1, todos os métodos precisaram realizar um número consideravel-
mente menor de iterações a cada passo, do que para satisfazer com
\scrE 2, e que para \scrE 1, especificação padrão dos solvers comerciais, não
foi obtido um ganho de performance tão relevante em relação à
integração, sendo este menos de 3 \% comparando-se os métodos
(comercial e desenvolvido) de melhor desempenho, isto é, mPI com
ode15s. Os algoritmos implementados tomaram, em geral, menos
passos por ciclo que qualquer outro, calculando muito menos vezes
as funções \bff e \bfg do sistema DAE, o que contribuiu com a redução em
pelo menos 2 \% a contribuição temporal da integração por ciclo de
amostragem, avaliando-se os resultados de ambas as especificações
em sua totalidade. Controlar o tamanho do passo de integração e
utilizar um método de baixa ordem mostrou-se uma maneira efetiva
de diminuir o número de chamadas do sistema para calcular cada
solução, mantendo o erro local próximo à tolerância de referência,
e reduzindo assim as imprecisões observadas.
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5.2.2 Segundo Cenário

No segundo cenário admite-se o sistema DAE apenas para cal-
cular as predições, ou seja, este é usado como modelo de predição,
com o objetivo de avaliar o desempenho dos solvers quando embar-
cados em um controlador PNMPC para a atuação em um processo
físico em tempo real.

As Tabelas 5.7 e 5.8 apresentam os resultados de simulação
para as tolerâncias \scrE 1 e \scrE 2, respectivamente.

Tabela 5.7: Cenário 2: Resultados de simulação para uma tolerância
de \scrE 1 = 10 - 3.

DAE Chamadas do Quantidade de Número de Contribuição
Solver Sistema Passos Imprecisões (\%) Temporal da Integração (\%Ts)
ode45 17 12 9,82 82,73
ode23 16 10 4,56 79,71
ode113 18 12 8,12 83,88
ode23t 12 9 0,36 75,66
ode23tb 13 10 0,53 75,28
ode23s 22 4 0,00 86,87
ode15s 14 12 0,00 72,73
coloc34 14 10 1,57 73,45
gPondPI 15 7 1,22 73,22

mPV 8 10 0,00 71,42
mPI 5 4 0,00 69,33
mNL 7 4 0,00 70,42

Tabela 5.8: Cenário 2: resultados de simulação para uma tolerância
de \scrE 2 = 10 - 6.

DAE Chamadas do Quantidade de Número de Contribuição
Solver Sistema Passos Imprecisões (\%) Temporal da Integração (\%Ts)
ode45 24 23 13,92 86,83
ode23 21 20 7,09 84,63
ode113 25 23 11,05 85,10
ode23t 20 22 2,36 83,70
ode23tb 20 24 2,75 83,85
ode23s 29 16 2,35 89,70
ode15s 19 21 2,31 83,60
coloc34 21 23 2,16 83,69
gPondPI 19 10 2,72 85,53

mPV 17 20 0,00 81,60
mPI 11 10 0,95 76,90
mNL 12 8 1,12 78,06

Neste segundo cenário, observa-se diferença quanto à contribui-
ção da integração, tendo-se reduzindo em média 10 \% o tempo
por ciclo quando comparado ao cenário 1. De fato, e como espe-
rado, todos os índices reduziram em magnitude, já que foi neces-
sário resolver um PVI a menos por ciclo, ou seja, uma chamada



5.2. Resultados de simulação 107

a menos dos solvers de integração. Novamente, os três algoritmos
implementados obtiveram resultados melhores do que seus concor-
rentes. Quanto à tolerância \scrE 2, o ganho em eficiência é mais signifi-
cativo, reduzindo-se em quase 7\% a carga computacional da tarefa
de integração. Somado a um solver de otimização eficiente, isto se
traduz em um algoritmo de controle com melhor desempenho, visto
que com menos tempo do período de amostragem sendo utilizado
pelo controlador, a parcela restante pode ser utilizada para incre-
mentar a robustez do controle, por exemplo com ações que garan-
tam sua estabilidade, ou ainda reduzir o período de amostragem do
algoritmo, tornando assim a chamada do controlador e o cálculo de
suas tarefas mais veloz.

Quanto ao desempenho geral de cada uma das três metodo-
logias desenvolvidas neste trabalho, para ambos os cenários: o al-
goritmo mPV apresenta um controle simples (on/off) do tamanho
de passo h, e o é único com controle da ponderação \theta (da direção
das soluções). Isso porque, como pode-se observar na Figura 5.1, a
magnitude de variação obtida com relação à ponderação foi muito
pequena, mantendo-se próximo a 1, apresentando mudanças basi-
camente quando as amplitudes de variação do tamanho do passo fo-
ram maiores, para manter o método numericamente estável. Desta
forma, na implementação das outras metodologias, adotou-se um
valor constante de \theta = 0, 9, podendo-se usar passos maiores do que
os obtidos com o método mPV. Observa-se também, que esta me-
todologia manteve o erro local sempre abaixo da especificação, ou
seja, nunca superou o número máximo de passos (Nmax) mesmo
sob efeito de perturbações no sistema.

Por outro lado, esta metodologia apresentou muita oscilação
no tamanho do passo e por conseguinte no erro local. Entretanto,
isto era esperado já que nenhuma ação para mitigar tal compor-
tamento foi implementada, com o propósito de manter o algoritmo
matematicamente simples, com poucos algebrismos. Enfatiza-se que,
independentemente da especificação de precisão, não existem ga-
rantias que estas oscilações não transpareçam nas soluções, podendo
provocar pequenos ruídos, especialmente na ocorrência de variações
bruscas das dinâmicas dos estados. Esta metodologia foi, dentre as
desenvolvidas, a que mais realizou chamadas do sistema, e a que,
em média, realizou mais passos para computar cada solução.

O método mPI alcançou o melhor desempenho entre as meto-
dologias desenvolvidas, por realizar o menor número de chamadas
do sistema, chegando a reduzir em até aproximadamente 7 \% o
tempo de integração com relação a um ciclo, com relação a seu con-
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Figura 5.1: Cenário 2: método mPV: dinâmicas do erro local en+1,
tamanho de passo hn+1 e ponderação \theta n+1.

corrente de melhor performance (ode15s). De fato, para cada passo
dado do método, em média apenas 1, 07 chamadas do modelo são
realizadas, isto é, dado que os gradientes dos passos imediatamente
anteriores (\bff n) ao atual são armazenados, para calcular o método
ponderado pela equação (2.11), não é necessária mais do que uma
chamada do sistema por passo, a menos na primeira chamada do
método, caso o sistema não se encontre inicialmente em seu ponto
de operação, quando f0 = 0nx\times 1.

Observando-se a Figura 5.2 é possível inferir que mais avalia-
ções são calculadas justamente quando a variável controlada não se-
gue a referência: no início da simulação, em resposta à atuação de
controle com elevados ganhos, e posteriormente, como consequên-
cia da dinâmica do sistema em resposta à segunda perturbação apli-
cada, de maior magnitude.
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Observa-se, também, a suavidade do comportamento da dinâ-
mica das variáveis controlada (erro local) e manipulada (tamanho
do passo) obtida com esta sintonia, contribuindo para garantir a
fidelidade da solução numérica à analítica.

Figura 5.2: Cenário 2: método mPI: dinâmicas do erro local en+1 e
do tamanho de passo hn+1.

Quanto à precisão, manteve-se o baixo número de soluções
fora da faixa, que podem ser observadas claramente na Figura 5.2
nos instantes em que o erro local encontra-se acima da referência,
chegando a pouco mais de 1 \%, ou seja, das 420 soluções calcula-
das2 (cada amostra correspondendo a 1 ciclo, Ts = 5 segundos),
somente 4 foram obtidas fora da precisão especificada.

É possível corrigir-se as imprecisões observadas adotando-se,
por exemplo, um set-point mais apertado, tal como \scrE novo = 0, 9 \cdot 
\scrE 2 no segundo cenário, adicionando um controle feed-forward3 de

2Para um ciclo de amostragem Ts = 5 segundos e um tempo de
simulação de 35 minutos, tem-se (35\times 60)/5 = 420 amostras.

3Ou antecipatório. Detalhes em [31].



110 Capítulo 5. Resultados e discussões

maneira a minimizar os efeitos da resposta à perturbação, e evitar
que estas levem o erro local a ultrapassar a tolerância \scrE .

Quanto ao terceiro método implementado, mNL, obteve-se
o segundo melhor resultado quanto à redução do tempo da tarefa
de integração por ciclo, chegando a 5,54 \% de diminuição, ficando
próximo ao método mPI em desempenho, e realizando, em geral,
apenas uma chamada do sistema a mais que este. Foi também o
método que realizou a menor média de passos para calcular as
aproximações.

A Figura 5.3 ilustra o desempenho dinâmico do erro local e
do tamanho do passo. Observa-se um comportamento mais agres-
sivo a o obtido com o método mPI, mantendo-se, entretanto, o se-
guimento do erro local à referência. Novamente, encontram-se im-
precisões no início da simulação, e como resposta à ocorrência das
duas perturbações aplicadas. Apenas uma amostra a mais foi obser-
vada, resultando também em um número próximo a 1 \% do total
de soluções entregues (5 em 420).

Figura 5.3: Método mNL: dinâmicas do erro local en+1 e do tama-
nho de passo hn+1.
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Enfatiza-se, que estas imprecisões podem ser reduzidas ado-
tando-se um set-point menor do que \scrE em conjunto com controlado-
res antecipativos, bem como projetando-se uma dinâmica de malha
fechada mais conservativa, através de um valor maior para o parâ-
metro zf . Além disso, recorda-se que em todo projeto de controle é
necessário levar em conta um compromisso entre robustez e rapidez
do sistema. Neste sentido, o objetivo das metodologias implementa-
das é sobretudo melhorar a eficiência da simulação do algoritmo de
controle avançado como um todo, mas buscando entregar soluções
equilibradas quanto à rapidez, precisão e estabilidade numérica de
integração.

5.3 COMENTÁRIOS FINAIS

Este capítulo apresentou os resultados da aplicação dos algo-
ritmos de integração numérica desenvolvidos ao simulador de con-
trole avançado de compressão de gás. Os três algoritmos obtiveram
melhor desempenho em relação a metodologias típicas encontra-
das em pacotes de integração numérica, mesmo não fazendo uso
de qualquer recurso extra de processamento computacional ou de
compilação. Observou-se um resultado de maior evidencia quando
empregou-se uma tolerância de precisão mais apertada (menor).
Neste caso, e quando o sistema DAE é utilizado apenas como mo-
delo de predição, foi obtida uma redução de até 7 \% na contribuição
temporal por ciclo da tarefa de integração do algoritmo de con-
trole PNMPC. Naturalmente, a adição de uma chamada a mais do
integrador por ciclo agregou uma carga computacional adicional,
observando-se, em média, um custo de 10\% a mais no tempo de um
ciclo de amostragem. Foram obtidos melhores resultados também
quanto à confiabilidade, observando-se um máximo de pouco mais
de 1 \% de soluções obtidas fora da faixa de precisão especificada,
durante todo o período de simulação. Comparando-se os algoritmos
desenvolvidos entre si, o método mPI foi o que apresentou melhor
custo-benefício, considerando não somente a melhor eficiência ob-
tida, mas sua simplicidade na sintonia do algoritmo, seguido do
método mNL, alcançando uma eficiência semelhante, embora com
implementação e sintonia mais onerosas. Por fim, o método mPV,
embora menos eficiente, foi o que apresentou melhor precisão e con-
fiabilidade. No próximo capítulo serão apresentadas as conclusões
desta dissertação, as contribuições obtidas com relação aos resulta-
dos aqui evidenciados, e algumas sugestões de trabalhos futuros.





6 CONCLUSÕES

Esta dissertação abordou o estudo, aplicação de algoritmos
de integração numérica, implementados de maneira a melhorar a
eficiência de desempenho e simulação de um sistema de controle
avançado. Como caso de estudo, o algoritmo de um controlador
PNMPC aplicado a um sistema complexo de compressão de gás foi
investigado.

O sistema de compressão foi modelado matematicamente por
um conjunto de equações diferenciais e algébricas rígidas (DAEs),
muitas das quais são não lineares. O sistema de controle PNMPC
utiliza este modelo não linear para computar predições das saídas
do sistema que serão utilizadas para obtenção da ação de controle
a ser enviada para a planta.

Para que sejam obtidas as respostas (saídas) do modelo de
predição, necessita-se resolvê-lo numericamente, em cada ciclo de
amostragem do algoritmo, por meio de um solver integração numé-
rica, que nem sempre apresentam bom desempenho devido comple-
xidades na estrutura do Por meio deste resultado, este trabalho de
pesquisa foi direcionado ao estudo de técnicas e metodologias de
integração numérica que viessem a melhorar o desempenho com-
putacional do algoritmo de controle, a fim de reduzir os tempos
tomados com simulações, quando na fase de desenvolvimento e tes-
tes do sistema de controle PNMPC e melhorar o desempenho do
controlador quando aplicado efetivamente em uma planta real.

Três algoritmos foram propostos para resolver o problema
de integração numérica (PVI) eficientemente. Em comum, todas
utilizam o método ponderado (\theta -method) com controle do tama-
nho passo de integração. Optou-se por esta técnica de aproximação
da integral, pois foi constatado que ao utilizar um método sim-
ples e de baixa ordem, fornecendo apenas uma aproximação linear,
mas adaptando o tamanho do passo com informações do compor-
tamento dinâmico do sistema, e com dados quantitativos do pró-
prio algoritmo de integração, obtinha-se um algoritmo mais rápido
e tão ou mais preciso quanto técnicas típicas, que computavam
aproximações polinomiais de mais alta ordem para calcular cada
solução.

Isto devido ao fato de que chamadas do sistema para compu-
tar as aproximações e atualizar as variáveis algébricas eram muito
custosas computacionalmente, em se tratando de um modelo com-
plexo, com inúmeras equações rígidas e não lineares e, adicional-
mente, por ser exigida uma especificação de alta precisão para cada
solução. Adaptar-se ao comportamento dinâmico do sistema refere-
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se ao ajuste do tamanho do passo (h) de acordo com a similaridade
das soluções. Com o sistema em regime permanente, em seu ponto
de operação, habilita-se ao método utilizar tamanhos de passos mai-
ores.

O primeiro algoritmo levou em conta não apenas o controle
de passo, mas também a utilização de uma ponderação \theta variável,
regulando-se assim a direção das aproximações e ajustando-se a im-
plicidade do método de acordo com o número de passos tomados,
ou a dificuldade para se calcular uma solução coerente com os re-
quisitos de precisão, levando-se em conta a estabilidade numérica
do método utilizado.

Na segunda estratégia, sintonizou-se um controlador PI para
regular a estimativa de erro local, en+1, tomando como referência as
tolerâncias (\scrE 1 e \scrE 2 ) especificadas para esta variável, manipulando-
se o tamanho de passo de integração. Definiu-se uma ponderação
\theta fixa para o método, pois os resultados de simulação com a pri-
meira metodologia apresentaram pouca variação neste parâmetro,
obtendo-se-se um valor médio mais próximo da unidade, ou seja,
mais explícito. Quanto à estabilidade numérica da técnica, esta foi
assegurada através da limitação da magnitude do tamanho de passo.
Para limitar a ação integral, foi adicionada ao controle da malha
uma parcela anti wind-up.

Já na terceira estratégia realizou-se, empiricamente, o levan-
tamento de uma função estática não linear que relaciona o tama-
nho do passo de integração com o erro local, ou seja, uma função
inversa (\Phi  - 1) à utilizada para descrever a estimativa do erro lo-
cal. Desta forma, através do cancelamento de não linearidades foi
possível identificar um modelo linear resultante que descrevesse o
erro local como uma função de um sinal auxiliar de erro, através
da transformada \scrZ . Este sinal auxiliar foi então manipulado para
controlar o erro local, por meio do projeto de um controlador por
modelo interno, ou IMC. Optou-se por esta técnica clássica, pois ela
leva em consideração no projeto de controle possíveis incertezas,
erros de modelagem e perturbações não medidas na malha de con-
trole. Além disso, a sintonia do controlador é simples, tendo apenas
um parâmetro a ajustar, e a estabilidade numérica do método é ga-
rantida também pela limitação do tamanho do passo de integração.

Foram realizados ensaios de simulação visando avaliar as es-
tratégias de integração propostas. Dois cenários foram propostos:
no primeiro considerou-se a fase de desenvolvimento e simulação
de um algoritmo de controle, onde o sistema DAE foi empregado
tanto como modelo de predição, como para simular a resposta da
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planta. No segundo cenário, procurou-se estudar a aplicação pura
do controlador PNMPC, avaliando-se a eficiência somente quanto à
obtenção das respostas do modelo de predição. Os resultados obti-
dos foram comparados com solvers comerciais, aproveitando-se in-
clusive do pacote de solvers disponível na própria plataforma de
simulação utilizada.

Através de indicadores de desempenho e eficiência computa-
cional de algoritmos numéricos, verificou-se que as metodologias
desenvolvidas não somente apresentaram melhor rapidez, como en-
tregaram uma solução mais precisa e confiável, independente do
cenário de simulação e especificação de precisão. A estratégia mPI
foi a que apresentou o melhor custo-benefício, sendo não apenas
a mais eficiente, obtendo o melhor desempenho em todos os cená-
rios de simulação, como também a de ajuste mais simples, tendo
somente os ganhos do controlador PI e a frequência de corte do
filtro passa-baixas a sintonizar.

Embora os três algoritmos desenvolvidos dependam de co-
nhecimento prévio do modelo DAE a resolver, em especial, para cal-
cular o intervalo de estabilidade das variáveis manipuladas, consi-
dera-se a implementação destes válida haja vista a eficiência com-
putacional obtida com a aplicação destas, a qual, independente da
quantidade de chamadas dos solvers e da especificação de precisão
empregada, foi sempre melhor que a dos concorrentes, e com alta
confiabilidade. Isto motiva a aplicação de modelos de predição mais
complexos e ricos em informação do processo a controlar, visando
uma resposta de controle o mais robusta e fiel possível à sintonia es-
pecificada, assim portanto melhorando o desempenho de operação
da planta.

As principais contribuições deste trabalho são relacionadas a
seguir:

\bullet A implementação de rotinas de integração numérica para a
resolução dedicada e eficiente de um sistema de compressão
de gás modelado por um conjunto complexo de equações dife-
renciais e algébricas rígidas;

\bullet A identificação de um modelo dinâmico linear para o erro lo-
cal de aproximação através da técnica de cancelamento de não
linearidade;

\bullet O desenvolvimento de controladores PI e a aplicação da teo-
ria de controle linear para melhorar a eficiência de rotinas de
integração numérica.
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Deve-se ressaltar a inexistência da aplicação de técnicas de
identificação de sistemas e de projeto de controladores lineares para
o controle do erro local de integração, bem como a aplicação de
métodos numéricos adaptativos com variação da direção da aproxi-
mação futura, a partir do método ponderado. Destaca-se quanto ao
projeto do controlador IMC, como uma vantagem para aplicação
em outros problemas, sua robustez pela incorporação de incerte-
zas do modelo DAE e de distúrbios não mensuráveis na malha de
controle, e ainda, o uso de filtragem de sinais para melhorar o com-
portamento dinâmico das variáveis de controle, com o objetivo de
melhorar a qualidade e confiabilidade das soluções computadas.

Como contribuição para o estudo de desenvolvimento de téc-
nicas de controle aplicadas a rotinas de integração para a resolução
numérica de problemas DAEs complexos, este trabalho gerou a se-
guinte publicação:

\bullet ROMANO, J.M. et al. A semi-implicit dae solver applied to a
stiff gas compression system. AADECA: Asociación Argentina
de Control Automático: 25o Congreso Argentino de Control
Automático. v. 1, p.1-6, 2016.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

O sistema de compressão de gás estudado neste trabalho re-
presenta somente uma parte dos processos existentes em platafor-
mas de petróleo. Existe muito trabalho a ser realizado na área de
modelagem fenomenológica dos sistemas e equipamentos envolvi-
dos no processamento (separação e compressão) de gás.

O uso de metodologias que contribuam para melhorar a efi-
ciência computacional da simulação de sistemas complexos motiva
também o estudo e a implementação de modelos fenomenológicos
que agreguem um bom entendimento das relações físico-matemá-
ticas dos processos, sem apreensão com a complexidade envolvida.
Acredita-se que uma modelagem rigorosa aliada ao conhecimento
prático possa contribuir para a diminuição de incertezas e melho-
rar o projeto de sistemas de controle avançado em plataformas de
produção.

O desenvolvimento de algoritmos simples e computacional-
mente eficientes e capazes de adaptar-se a qualquer tipo de pro-
blema complexo de valor inicial continua sendo um desafio. Alguns
trabalhos de pesquisa podem contribuir para a elaboração de novas
metodologias. Sugestões de temas são feitas a seguir:
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\bullet Aplicar e testar as metodologias desenvolvidos nestes traba-
lhos e suas sintonias em outros exemplos de modelos DAEs e
sistemas de controle complexos;

\bullet Empregar outras formas de medição da precisão que não so-
mente o erro local;

\bullet Aferir a estabilidade numérica de outras maneiras, por exem-
plo através do método de Lyapunov, para que esta não de-
penda do ponto de operação nem da linearização do sistema;

\bullet Utilizar outras técnicas de controle de erro local nos métodos
numéricos, cujas sintonias sejam assistidas por técnicas de in-
teligência artificial tais como controle fuzzy ou redes neurais;

\bullet Dividir problemas de valor inicial rígidos em parte rígida e não-
rígida, utilizando-se de um ou mais métodos numéricos resol-
vam mais eficientemente cada uma dessas partes. Um exemplo
motivacional pode ser consultado em [5];

\bullet Considerar a extensão do estudo, bem como o desenvolvimento
e aplicação de metodologias que melhorem a eficiência numé-
rica da integração em problemas de valor de contorno – Boun-
dary Value Problems (BVPs), podendo assim envolver aplica-
ções que possuam condições finais, ou de chegada, para os
estados.
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APÊNDICE A - CONTROLE PREDITIVO PNMPC

O controle PNMPC (MPC Prático para Sistemas Não-Lineares)
desenvolvido em [10] é baseado em algoritmos de controle predi-
tivo que utilizam a representação de um vetor de predições, \^\bfY ao
longo de um horizonte de (tempo) predição finito p, como uma
função de um vetor com m mudanças na ação de controle \bfDelta \bfu , e
um vetor \bfF que corresponde à resposta livre do sistema, isto é, a
resposta do sistema quando não há variações no sinal de controle
\bfu . Quando o modelo é linear, expressam-se as predições tal como a
equação 1.

\^\bfY = \bfG \bfDelta \bfu + \bfF (1)

onde \bfG corresponde a uma matriz contendo a resposta ao degrau
do sistema, tal que o produto \bfG \bfDelta \bfu represente a resposta forçada
do sistema.

Para modelos lineares, é possível calcular \^\bfY de forma simples,
devido ao princípio de superposição das respostas livre e forçada,
tal como expresso em 1. Entretanto, quando o modelo utilizado é
não linear, é necessário a obtenção de uma aproximação para o
vetor de predições \^\bfY .

A técnica PNMPC difere-se de outras técnicas NMPC (nonli-
near MPC) principalmente pelo fato de utilizar modelos lineariza-
dos independentes dos pontos de equilíbrio do sistema. É proposta
uma forma de descrever a evolução das saídas do sistema ao longo
do horizonte de predição utilizando-se uma representação linear
das saídas em relação aos incrementos de controle futuros. Para
isto, não se utiliza o conceito de ponto de equilíbrio, assumindo-se
que as predições \bfY p dependam apenas das entradas passadas \~\bfu , das
saídas passadas \~\bfy e dos incrementos de entradas futuros \bfDelta \bfu , isto
é,

\bfY p = \bfh (\~\bfy , \~\bfu ,\Delta \bfu ) (2)

O vetor com as predições é reescrito como

\bfY p = \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC \bfDelta \bfu + \bfF (3)

onde
\bfF = \bfh (\~\bfy , \~\bfu ) (4)

e

\bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC =
\partial \bfY \bfp 

\partial \bfDelta \bfu 
(5)
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A matriz \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC é o Jacobiano de \bfY \bfp . Esta representação
pode ser utilizada tanto para sistemas representados por modelos
lineares como para aqueles representados por modelos não lineares
desde que as saídas sejam contínuas e diferenciáveis em relação às
entradas [3].

A vantagem e importância da técnica PNMPC concentra-se no
fato de que com esta solução alternativa de expressar as predições
torna-se possível resolver um problema de otimização utilizando
apenas programação quadrática para a obtenção do sinal de con-
trole, tornando o algoritmo de controle preditivo mais eficiente, e
numericamente mais simples de resolver.

OBTENÇÃO DAS MATRIZES \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC E \bfF 

No controlador PNMPC a matriz \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC e o vetor de res-
posta livre \bfF são obtidos de forma numérica. Para isso executa-se
um algoritmo que calcule o vetor com as p predições \bfY \bfp quando se
fornece os valores das entradas e saídas passadas, e o vetor com os
m incrementos de entrada futura \bfDelta \bfu . Se denominarmos o conjunto
de entradas passadas de \bfu passado e as entradas atuais e passadas de
\bfy passado, então as predições no instante k podem ser reescritas como
na expressão 6.

\bfy p(k + 1) = \bfh (\bfy passado,\bfu passado,\bfDelta \bfu (k))

\bfy p(k + 2) = \bfh (\bfy passado,\bfu passado,\bfDelta \bfu (k),\bfDelta \bfu (k + 1))

...
\bfy p(k + p) = \bfh (\bfy passado,\bfu passado,\bfDelta \bfu (k),\bfDelta \bfu (k + 1), ...,

\bfDelta \bfu (k +m - 1))

(6)

Dado que \bfF é o vetor de predicões que seria obtido para
\bfDelta \bfu = 0 e \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC é o gradiente das saídas preditas com relação
ao vetor dos incrementos de controle, a expressão 3 pode ser escrita
para um sistema de uma entrada e uma saída como:
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\left[   yp(k+1)
yp(k+2)

...
yp(k+p)

\right]   \sim =
\left[     

\partial \^y(k+1)
\partial \Delta u(k)

0 \cdot \cdot \cdot 0

\partial \^y(k+2)
\partial \Delta u(k)

\partial \^y(k+2)
\partial \Delta u(k+1)

\cdot \cdot \cdot 0

...
...

...
...

\partial yp(k+p)

\partial \Delta u(k)

\partial yp(k+p)

\partial \Delta u(k+1)
\cdot \cdot \cdot \partial yp(k+p)

\partial \Delta u(k+m - 1)

\right]     
\left[   \Delta u(k)

\Delta u(k+1)

...
\Delta u(k+m - 1)

\right]   + \cdot \cdot \cdot 

\cdot \cdot \cdot +

\left[   f1(y,u)passado

f2(y,u)passado

...
fp(y,u)passado

\right]   
(7)

Nota-se nesse caso a forma triangular inferior da matriz Jaco-
biana devido a causalidade do sistema [10], ou seja \partial yp(k+j)

\partial \Delta u(k+i) = 0

para i \geq j, e i \in [1, p], j \in [1,m] . A derivada parcial \partial yp| k+j

\partial \Delta uk
é

definida como:

\partial yp| k+j

\partial \Delta uk
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\Delta uk\rightarrow 0

yp| k+j(uk - 1 +\Delta uk) - yp| k+j(uk - 1)

\Delta uk
(8)

Para um sistema monovariável, por exemplo, a cada iteração
executa-se o seguinte procedimento para a obtenção numérica de \bfF 
e \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC :

(i) Obtém-se o vetor \bfY \bfzero 
\bfp (dimensão p \times 1) executando o modelo

com as entradas e saídas passadas e com \bfDelta \bfu = [0 0 . . . 0]T .
\bfF = \bfY \bfzero 

\bfp .

(ii) Calcula-se a primeira coluna da matriz \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC . Obtém-se o
vetor \bfY \bfone 

\bfp (dimensão p\times 1) executando o modelo com as entra-
das e saídas passadas e com \bfDelta \bfu = [\epsilon 0 . . . 0]T , onde \epsilon é um
valor muito pequeno, uk - 1

1000 , por exemplo. \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC (:, 1) =
\bfY \bfone 

\bfp  - \bfY \bfzero 
\bfp 

\epsilon .

(iii) Calcula-se a segunda coluna de \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC . Obtém-se o vetor
\bfY \bftwo 

\bfp (dimensão p \times 1) executando o modelo com as entradas
e saídas passadas e com \bfDelta \bfu = [0 \epsilon . . . 0]. \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC (:, 2) =
\bfY \bftwo 

\bfp  - \bfY \bfzero 
\bfp 

\epsilon .

(iv) Prossegue-se com o cálculo das demais colunas de \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC 

até a última coluna, onde obtém-se o vetor \bfY \bfp 
\bfp executando

o modelo com as entradas e saídas passadas e com \bfDelta \bfu =

[0 0 . . . \epsilon ]T .\bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC (:,m) =
\bfY \bfp 

\bfp  - \bfY \bfzero 
\bfp 

\epsilon .
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Para a aplicação da técnica PNMPC em sistemas multivariá-
veis é necessário montar os vetores de predição e incrementos de
ação de controle aumentados. Assim, para um sistema de ne entra-
das e ns saídas teríamos os seguintes vetores:

\bfY \bfp = [\bfY \bfp \bfone \bfY \bfp \bftwo . . .\bfY \bfp \bfn \bfs ]
T

\bfDelta \bfu = [\bfDelta \bfu \bfone \bfDelta \bfu \bftwo . . .\bfDelta \bfu \bfn \bfe ]
T

(9)

A obtenção de \bfF e \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC acontece da mesma forma como
descrito anteriormente. A diferença é que agora a matriz \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC 

passa a ter ne \times ns blocos calculados como no caso monovariável
para cada par de entrada e saída.

OBTENÇÃO DA AÇÃO DE CONTROLE

A ação de controle visa cumprir o objetivo geral de um con-
trole MPC, que é fazer com que a saída futura yp siga um determi-
nado sinal de referência w em um determinado horizonte de tempo,
penalizando o esforço incremental de controle \Delta u. Uma função
para esse objetivo é geralmente expressa matematicamente por:

J =

p\sum 
j=N1

\delta (j)[yp(t+ j| t) - w(t+ j)]2 + . . .

. . .+
m\sum 
j=1

\lambda (j)[\Delta u(t+ j  - 1)]2
(10)

onde a expressão yp(t+ j| t) corresponde à saída futura no instante
(t+j), calculada no instante t. Os índices N1 e p são os horizontes de
predição mínimo e máximo enquanto m é o horizonte de controle.
Esses índices definem os instantes em que deseja-se que a referência
w siga a saída e onde é importante limitar a ação de controle [3].
Esses horizontes podem ser usados para compensar atrasos de trans-
porte e fase não-mínima. Nos casos com um atraso de transporte d,
deve-se escolher N1 > d pois não haverá resposta do sistema a um
sinal de entrada u(t) antes de t = d. Em casos onde o processo
não possui atraso de transporte utiliza-se N1 = 1. A variação de Nu

permite penalizar por mais ou menos tempo a ação de controle. Os
coeficientes \delta (j) e \lambda (j) são as sequências de ponderação do erro e
do esforço de controle e geralmente são escolhidas constantes ou
exponenciais, dependendo se queremos considerar mais instantes
iniciais ou finais da resposta.
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O sinal de controle a cada iteração é proveniente da minimiza-
ção de 10. À função objetivo, é possível ainda estabelecer restrições
às variáveis de entrada e saída, pois na prática, todos os sistemas
reais estão sujeitos a limites físicos e de segurança. Exemplos são
os limites máximos e mínimos impostos aos atuadores (como, por
exemplo, válvulas), ou os valores limites que podem ser atingidos
pelas saídas de um sistema devido a questões de segurança. Além
disso, existem restrições do tipo econômico para o funcionamento
dos sistemas que, em geral, levarão a escolher pontos de operação
muito próximos destes limites. Assim, otimiza-se a qualidade e a
relação custo-benefício do processo produtivo.

Utilizando-se a equação 3 como forma de expressar as predi-
ções, pode-se reescrever a função objetivo da seguinte forma:

J = (\bfY \bfp  - \bfW )T\bfR (\bfY \bfp  - \bfW ) +\bfDelta \bfu T\bfQ \bfDelta \bfu 

ou

J = (\bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC \bfDelta \bfu + \bfF  - \bfW )T\bfR (\bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC \bfDelta \bfu + \bfF  - \bfW )

+\bfDelta \bfu T\bfQ \bfDelta \bfu 
(11)

onde \bfW representa o vetor de referências futuras, \bfR a ma-
triz de ponderação do erro e \bfQ a matriz de ponderação do controle.
A minimização da função custo pode ser obtida, então, resolvendo-
se um problema de otimização do tipo QP (quadrático), da mesma
forma que no caso linear. Pode-se expressar as restrições nas entra-
das e saídas em função dos incrementos de controle \bfDelta \bfu , de maneira
que o problema possa ser expresso matematicamente por:

min
\bfDelta \bfu 

J =
1

2
\bfDelta \bfu T\bfH \bfDelta \bfu + \bfb \bfDelta \bfu + \bff 0

Sujeito a \bfA \bfDelta \bfu \leq \bfb 
(12)

onde

\bfH = 2\bfG \bfT 
\bfP \bfN \bfM \bfP \bfC \bfR \bfG \bfP \bfN \bfM \bfP \bfC +\bfQ 

\bfb = 2(\bfF  - \bfW )\bfT \bfR \bfG 

\bff \bfzero = (\bfF  - \bfW )\bfT \bfR (\bfF  - \bfW )

(13)

O sinal de controle a ser enviado para a planta é, portanto,
dado por:

\bfu (k) = \bfu (k  - 1) +\bfDelta \bfu (k) (14)
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Detalhes e alternativas de implementação da técnica PNMPC
podem ser estudados em [10].
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Tempo de simulação e período de amostragem

tsim = 2100 s

Ts = 5 s

Parâmetros físico-químicos da mistura gasosa

R = 8, 314 J/K \cdot mol

Z = 0, 95

MW = 0, 019 kg/mol

cg = 3, 0 J/kg \cdot K
cc = 4, 2 J/kg \cdot K
\sigma ij = 0, 258

Dados da linha de entrada da estação

mE = 21, 58m3/s

TE = 320K

VE = 6, 0m3

Pmax
E = 713 kPa

wN
1 = 1485, 55 rad/s

wN
2 = 1485, 55 rad/s

kflare = 100

\tau flare = 2, 0 s

Dados das linhas de compressão

Trocadores de Calor

kiTC = 1, 198 \cdot 106

T ij
c = 277K

m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},11
c = m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},21

c = 40m3/s

m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},12
c = m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},22

c = 40m3/s

m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},13
c = m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},23

c = 60m3/s

m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},s1
c = m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},s2

c = 40m3/s

\tau T ij
s

= 6, 0 s

\tau T si = 6, 0 s
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Vasos de Pressão

V11 = 4, 0m3

V12 = 3, 0m3

V13 = 1, 85m3

V21 = 4, 0m3

V22 = 3, 0m3

V23 = 1, 85m3

VH = 1, 5m3

Compressores

Ji = 150 kg \cdot m2

P i
N = 8, 42MW

wi
N = 1485, 55 rad/s

\mu i = 0, 9

Ri = 0, 9017m

Válvulas de Reciclo

K11
ss = K21

ss = 3, 0

K12
ss = K22

ss = 1, 0

K13
ss = K23

ss = 3, 0

CVN = 1, 24

xP = 0, 885

\tau mij
r
= 2 s

Curvas de compressão: coeficientes dos polinômios

Primeiro estágio

a11 = a21 = 1, 752

b11 = b21 = 0, 08592

c11 = c21 =  - 14, 18
d11 = d21 =  - 0, 0004272
e11 = e21 = 0, 003541

f11 = f21 = 11, 65
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Segundo estágio

a12 = a22 = 1, 404

b12 = b22 = 0, 1861

c12 = c22 =  - 9, 422
d12 = d22 =  - 0, 002173
e12 = e22 =  - 0, 05412
f12 = f22 = 9, 619

Terceiro estágio

a13 = a23 = 0, 9599

b13 = b23 = 0, 1881

c13 = c23 =  - 2, 569
d13 = d23 =  - 0, 00876
e13 = e23 =  - 0, 05318
f13 = f23 = 4, 139

Dados das linhas de saída da estação

Linha de exportação

mLexp = 51, 25m3/s

kpcexp = 3, 42559 \cdot 103

\tau exp = 3, 0 s

VLexp = 100m3

Linha de injeção

kL1 = 27, 5 \cdot 105

kL2 = 16, 0 \cdot 105

P s
L1 = 5, 0MPa

P s
L2 = 6, 0MPa

\tau L1 = 4, 0 s

\tau L2 = 3, 0 s

VL1 = VL2 = 100m3
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Sintonia do Controle Regulatório

Controle da Pressão de Sucção e do Header

PSP
H = 17, 6MPa

KPH

P = 0, 1

KPH

I = 0, 033

P 11SP
s = P 21SP

s = 602, 59 kPa

K
P 11

s

P = K
P 21

s

P = 1, 25

K
P 11

s

I = K
P 21

s

I = 0, 017

Controle da Temperatura de Sucção e de Saída

T 11SP
s = T 21SP

s = 298, 15K

T 12SP
s = T 22SP

s = 338, 25K

T 13SP
s = T 23SP

s = 307, 45K

T s1SP = T s2SP = 340K

K
T 11
s

P = K
T 21
s

P = 0, 05

K
T 11
s

I = K
T 21
s

I = 0, 05

K
T 12
s

P = K
T 22
s

P = 0, 1

K
T 12
s

I = K
T 22
s

I = 0, 05

K
T 13
s

P = K
T 23
s

P = 0, 2

K
T 13
s

I = K
T 23
s

I = 0, 1

KT s1

P = KT s2

P = 0, 1

KT s1

I = KT s2

I = 0, 05

Controle da vazão das linhas de injeção

mSP
inj1 = 2, 0m3/s

mSP
inj2 = 2, 5m3/s

Kinj1
P = Kinj2

P = 2, 0

Kinj1
I = Kinj2

I = 1, 0
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Controle Anti-Surge

Ksij

P = 0, 175

Ksij

I = 0, 058

f ij = 0, 1

Condições Iniciais

Linha de entrada

PE = 620 kPa

mflare = 0

w1 = 1485, 55 rad/s

w2 = 1485, 55 rad/s

Estágio 11

P 11
s = 602, 59 kPa

Ie11Ps
= 0

T 11
s = 298, 15K

Ie11Ts
=  - 327, 60K

m11
rc = 0

Ie11surge = 0

Estágio 12

P 12
s = 2, 07MPa

T 12
s = 338, 25K

Ie12Ts
= 0

m12
rc = 0

Ie12surge = 0

Estágio 13

P 13
s = 6, 40MPa

T 13
s = 307, 46K

Ie13Ts
= 0

m13
rc = 0

Ie13surge = 0
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Estágio 21

P 21
s = 602, 59 kPa

Ie21Ps
= 0

T 21
s = 298, 15K

Ie21Ts
=  - 327, 60K

m21
rc = 0

Ie21surge = 0

Estágio 22

P 22
s = 2, 07MPa

T 22
s = 338, 25K

Ie22Ts
= 0

Ie22surge = 0

m22
rc = 0

Ie11surge = 0

Estágio 23

P 23
s = 6, 40MPa

T 23
s = 307, 46K

Ie23Ts
= 0

m23
rc = 0

Ie23surge = 0

Linha de saída trocador de calor

T s1 = 340K

IeTs1 = 0

T s2 = 340K

IeTs2 = 0

PH = 17, 6MPa

IePH = 0

Linha de exportação

ms
exp = 17, 09m3/s

P ac
exp = 0
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Linhas de injeção

ms1
inj = 2, 0m3/s

Ieinj1 = 0

ms2
inj = 2, 5m3/s

Ieinj2 = 0

P ac
L1 = 0

P ac
L2 = 0
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Equações Diferenciais

dPE

dt
=

RZTE

MWVE
\cdot (mE  - mflare  - m11

E  - m21
E )

dmflare

dt
=

mN
flare  - mflare

\tau flare

dw1

dt
=

1

J1
(
u1
PP

1
N

w1
 - (m11

CP +m12
CP +m13

CP )\mu 
1w1R2

1)

dw2

dt
=

1

J2
(
u2
PP

2
N

w2
 - (m21

CP +m22
CP +m23

CP )\mu 
2w2R2

2)

dP 1
s

dt
=

RZT 11
s

MWV11
\cdot (m11

TC  - m11
CP )

dIe1Ps

dt
= e1Ps

dT 11
s

dt
=

T 11
ss  - T 11

s

\tau T 11
s

dIe11Ts

dt
= e11Ts

dm11
rc

dt
=

m11
rc  - m11

r

\tau m11
r

dIe11surge
dt

= e11surge + d11AW

dP 12
s

dt
=

RZT 12
s

MWV12
\cdot (m12

TC  - m12
CP )

dT 12
s

dt
=

T 12
ss  - T 12

s

\tau T 12
s

dIe12Ts

dt
= e12Ts

dm12
rc

dt
=

m12
rc  - m12

r

\tau m12
r

dIe12surge
dt

= e12surge + d12AW

dP 13
s

dt
=

RZT 13
s

MWV13
\cdot (m13

TC  - m13
CP )
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dT 13
s

dt
=

T 13
ss  - T 13

s

\tau T 13
s

dIe13Ts

dt
= e13Ts

dm13
rc

dt
=

m13
rc  - m13

r

\tau m13
r

dIe13surge
dt

= e13surge + d13AW

dP 2
s

dt
=

RZT 21
s

MWV21
\cdot (m21

TC  - m21
CP )

dIe2Ps

dt
= e2Ps

dT 21
s

dt
=

T 21
ss  - T 21

s

\tau T 21
s

dIe21Ts

dt
= e21Ts

dm21
rc

dt
=

m21
rc  - m21

r

\tau m21
r

dIe21surge
dt

= e21surge + d21AW

dP 22
s

dt
=

RZT 22
s

MWV22
\cdot (m22

TC  - m22
CP )

dT 22
s

dt
=

T 22
ss  - T 22

s

\tau T 22
s

dIe22Ts

dt
= e22Ts

dm22
rc

dt
=

m22
rc  - m22

r

\tau m22
r

dIe22surge
dt

= e22surge + d22AW

dP 23
s

dt
=

RZT 23
s

MWV23
\cdot (m23

TC  - m23
CP )

dT 23
s

dt
=

T 23
ss  - T 23

s

\tau T 23
s

dIe23Ts

dt
= e23Ts
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dm23
rc

dt
=

m23
rc  - m23

r

\tau m23
r

dIe23surge
dt

= e23surge + d23AW

dT s1

dt
=

T s1
ss  - T s1

\tau T s1

dIeT s1

dt
= eT s1

dT s2

dt
=

T s2
ss  - T s2

\tau T s2

dIeT s2

dt
= eT s2

dPH

dt
=

RZTexp

MWV
\cdot (ms1

TC +ms2
TC  - mexp  - m1

inj  - m2
inj)

dIePH

dt
= ePH

dms
exp

dt
=

mexp  - ms
exp

\tau exp
dP ac

exp

dt
= kacexp

\bigl( 
mexp  - ms

exp

\bigr) 
dms1

inj

dt
=

m1
inj  - ms1

inj

\tau L1

dIeinj1
dt

= einj1

dms2
inj

dt
=

m2
inj  - ms2

inj

\tau L1

dIeinj2
dt

= einj2

dP ac
L1

dt
= kacL1

\bigl( 
m1

inj  - ms1
inj

\bigr) 
dP ac

L2

dt
= kacL2

\bigl( 
m2

inj  - ms2
inj

\bigr) 
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Equações Algébricas

m1
E = k1TC

\sqrt{} 
MW

RZTE

\sqrt{} 
PE(PE  - P 1

s )

m2
E = k12TC

\sqrt{} 
MW

RZTE

\sqrt{} 
PE(PE  - P 2

s )

mN
flare = kflare

\sqrt{} 
MW

RZTE

\sqrt{} 
PE(PE  - Pmax

E )

m11
TC = m1

E +m11
rc

m21
TC = m2

E +m21
rc

m12
TC = m11

CP +m12
rc  - m11

rc

m13
TC = m12

CP +m13
rc  - m12

rc

m22
TC = m21

CP +m22
rc  - m21

rc

m23
TC = m22

CP +m23
rc  - m22

rc

ms1
TC = m13

CP  - m13
rc

ms2
TC = m23

CP  - m23
rc

r11 = a11 + b11x11 + c11y1 + d11x2
11 + e11y1 + f11y21

r12 = a12 + b12x12 + c12y1 + d12x2
12 + e12y1 + f12y21

r13 = a13 + b13x13 + c13y1 + d13x2
13 + e13y1 + f13y21

r21 = a21 + b21x21 + c21y2 + d21x2
21 + e21y2 + f21y22

r22 = a22 + b22x22 + c22y2 + d22x2
22 + e22y2 + f22y22

r23 = a23 + b23x23 + c23y2 + d23x2
23 + e23y2 + f23y22

P 11
d = r11P 1

s

P 12
d = r12P 12

s

P 13
d = r13P 13

s

P 21
d = r21P 2

s

P 22
d = r22P 22

s

P 23
d = r23P 23

s

m11
CP =

P 1
sMW

RZT 11
s

Q11

m12
CP =

P 12
s MW

RZT 12
s

Q12
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m13
CP =

P 13
s MW

RZT 13
s

Q13

m21
CP =

P 2
sMW

RZT 21
s

Q21

m22
CP =

P 22
s MW

RZT 22
s

Q22

m23
CP =

P 23
s MW

RZT 23
s

Q23

T 11
ss =

m11
rccgT

11
d +m1

EcgTE + \phi 11
c mmax11

c ccT
11
c

m11
TCcg + \phi 11

c mmax11
c cc

T 12
ss =

m12
rccgT

12
d +m11

CP cgT
11
d + \phi 12

c mmax12
c ccT

12
c

m12
TCcg + \phi 12

c mmax12
c cc

T 13
ss =

m13
rccgT

13
d +m12

CP cgT
12
d + \phi 13

c mmax13
c ccT

13
c

m13
TCcg + \phi 13

c mmax13
c cc

T 21
ss =

m21
rccgT

21
d +m2

EcgTE + \phi 21
c mmax21

c ccT
21
c

m21
TCcg + \phi 21

c mmax21
c cc

T 22
ss =

m22
rccgT

22
d +m21

CP cgT
21
d + \phi 11

c mmax22
c ccT

22
c

m22
TCcg + \phi 22

c mmax22
c cc

T 23
ss =

m23
rccgT

23
d +m22

CP cgT
22
d + \phi 23

c mmax23
c ccT

23
c

m23
TCcg + \phi 23

c mmax23
c cc

T s1
ss =

ms1
TCcgT

13
d + \phi s1

c mmaxs1
c ccT

13
c

ms1
TCcg + \phi s1

c mmaxs1
c cc

T s2
ss =

ms2
TCcgT

23
d + \phi s2

c mmaxs2
c ccT

23
c

ms2
TCcg + \phi s2

c mmaxs2
c cc

TH =
ms1

TCT
s1 +ms2

TCT
s2

ms1
TC +ms2

TC

T 11
d = T 11

s (r11)\sigma 
11

T 12
d = T 12

s (r12)\sigma 
12

T 13
d = T 13

s (r13)\sigma 
13

T 21
d = T 21

s (r21)\sigma 
21

T 22
d = T 22

s (r22)\sigma 
22

T 23
d = T 23

s (r23)\sigma 
23

P pc
exp = kpcexp(m

s
exp +mLexp)
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Pexp = P ac
exp + P pc

exp

PL1 = P ac
L1 + kL1(m

s1
inj)

2 + P s
L1

PL2 = P ac
L2 + kL2m

2
p2 - din + P s

L2

u1
P = K

P 1
s

P e1Ps
+K

P 1
s

I Ie1Ps

u2
P = K

P 2
s

P e2Ps
+K

P 2
s

I Ie2Ps

\Phi exp = KPH

P ePH
+KPH

I IePH

\Phi 11
c = K

T 11
s

P e11Ts
+K

T 11
s

I Ie11Ts

\Phi 12
c = K

T 12
s

P e12Ts
+K

T 12
s

I Ie12Ts

\Phi 13
c = K

T 13
s

P e13Ts
+K

T 13
s

I Ie13Ts

\Phi 21
c = K

T 21
s

P e21Ts
+K

T 21
s

I Ie21Ts

\Phi 22
c = K

T 22
s

P e22Ts
+K

T 22
s

I Ie12Ts

\Phi 23
c = K

T 23
s

P e23Ts
+K

T 23
s

I Ie23Ts

\Phi s1
c = KT s1

P eT s1 +KT s1

I IeT s1

\Phi s2
c = KT s2

P eT s2 +KT s2

I IeT s2

\Phi inj1 = Kinj1
P einj1 +Kinj1

I Ieinj1

\Phi inj2 = Kinj2
P einj2 +Kinj2

I Ieinj2

Q11SP
surge = Q11

surge(1 + f11)

Q12SP
surge = Q12

surge(1 + f12)

Q13SP
surge = Q13

surge(1 + f13)

Q21SP
surge = Q21

surge(1 + f21)

Q22SP
surge = Q22

surge(1 + f22)

Q32SP
surge = Q21

surge(1 + f32)

\Phi 11
r = Ks11

P e11surge +Ks11

I Ie11surge

\Phi 12
r = Ks11

P e12surge +Ks12

I Ie12surge

\Phi 13
r = Ks13

P e13surge +Ks13

I Ie13surge

\Phi 21
r = Ks21

P e21surge +Ks21

I Ie21surge

\Phi 22
r = Ks22

P e22surge +Ks22

I Ie22surge

\Phi 23
r = Ks23

P e23surge +Ks23

I Ie23surge



143

m11
r = K11

ss\phi 
11
r CVNP 11

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT 11
d

m12
r = K12

ss\phi 
12
r CVNP 12

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT 12
d

m13
r = K13

ss\phi 
13
r CVNP 13

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT 13
d

m21
r = K21

ss\phi 
21
r CVNP 11

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT 21
d

m22
r = K22

ss\phi 
22
r CVNP 22

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT 22
d

m23
r = K23

ss\phi 
23
r CVNP 23

d

\sqrt{} 
MWxP

ZRT 23
d

d11AW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi 11

r ), se \Phi 11
r > 1

 - \Phi 11
r , se \Phi 11

r < 0

d12AW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi 12

r ), se \Phi 12
r > 1

 - \Phi 12
r , se \Phi 12

r < 0

d13AW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi 13

r ), se \Phi 13
r > 1

 - \Phi 13
r , se \Phi 13

r < 0

d21AW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi 21

r ), se \Phi 21
r > 1

 - \Phi 21
r , se \Phi 21

r < 0

d22AW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi 22

r ), se \Phi 22
r > 1

 - \Phi 22
r , se \Phi 22

r < 0

d23AW =

\Biggl\{ 
(1 - \Phi 23

r ), se \Phi 23
r > 1

 - \Phi 23
r , se \Phi 23

r < 0
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