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RESUMO

Sistemas dinamicos sdo geralmente descritos por um conjunto
de equacoes diferenciais e algébricas (Differential Algebraic Equation
(DAE)). Modelar sistemas dessa forma € fisicamente mais intuitivo,
especialmente quando conhecimento suficiente sobre o processo esta
disponivel, podendo-se empregar, por exemplo, pardmetros e dados
reais de operacdo. Quanto a resolucdo ou obtencdo da resposta des-
tes modelos, esta pode se tornar computacionalmente custosa devido
a quantidade de equagbes ou a propriedades intrinsecas da estrutura
matematica destes tipos de equacgoes. Esta dissertacdo investiga e pro-
poe solucdes mais eficientes para a tarefa de resolucdo numérica de
sistemas DAEs quando utilizados por um controlador PNMPC (Prac-
tical Nonlinear Model Predictive Control) como modelo de predicdo.
Também sera estudado o desempenho computacional quando a propria
planta precisa ser simulada por um sistema DAF, isto é quando em fase
de desenvolvimento dos algoritmos de controle. Como caso de estudo,
a eficiéncia computacional da simulacdo de um sistema de controle
avancado de compressdo de gas serd abordada. O trabalho apresenta e
analisa as principais ferramentas existentes para resolucdo de sistemas
DAEs, e propde trés metodologias baseadas na manipulagéo e controle
de parametros tipicos da formulacdo de métodos numéricos. Os resulta-
dos obtidos com a aplicacdo destas metodologias sdo comparados com
os obtidos por solvers comerciais tradicionais, através de indicadores da
eficiéncia numérica e computacional da simulacdo para apontar as prin-
cipais vantagens e desvantagens em utilizar as metodologias propostas.

Palavras-chave: Problemas de Valor Inicial. Equacoes Diferenciais
e Algébricas. Métodos Numéricos. Sistemas Rigidos. Sistemas de
Compressao.






ABSTRACT

Dynamic systems are commonly described as a set of DAE. Mod-
eling dynamic behaviors as DAEs systems is physically more intuitive
especially when enough information is available. When it comes to
the development of control algorithms, the simulation may be run hun-
dreds of times in test phase, whether to investigate modifications on its
parameters, or to evaluate the result of alternative control strategies.
Thus, having a fast robust solver becomes very important. Concerning
the process of solving a DAE system, this task may be computational
burden due to a high number of equations or regarding to the mathemat-
ical structure of the system, that is a algebraic equations constraining
the differential set. This dissertation proposes more efficient solving
solutions to the numerical integration of a complex DAE system used as
predictive model into a PNMPC (Practical Nonlinear Model Predictive
Control) control algorithm. In addition, it is studied the efficiency of
the solver when the plant is modeled by a DAE system, focusing on the
development of control algorithms. As a case study, the computational
efficiency of an advanced gas compression control system is addressed.
The research presents and analyses the main existing tools to the nu-
merical integration addressed to the DAE systems, and proposes three
methodologies based on the manipulation and control of typical vari-
ables on the numerical methods formulas. The results obtained with the
application of these methodologies into the simulation are compared
with some traditional commercial solvers, and efficiency indicators of
the computational performance are used to point out the main advan-
tages and disadvantages of using the proposed methodologies.

Keywords: Initial Value Problems. Differential Algebraic Equations.
Numerical Methods. Stiff Systems. Compression Systems.
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1 INTRODUCAO

1.1 COMPRESSAOQ DENGAS E CONTROLE AVANCADO EM UNIDA-
DES DE PRODUCAO DE PETROLEO

O petrodleo produzido ao longo da vida util de um campo de
producdo é geralmente composto por uma mistura de gases, dleo
e 4gua, juntamente com impurezas. Como o interesse econdémico
encontra-se primordialmente na producdo dos dois primeiros (hi-
drocarbonetos), é imprescindivel que nas unidades de producéo
existam instalacoes destinadas a efetuar, sob condi¢ées controladas,
o processamento primario dos fluidos, tal como representado na Fi-
gura 1.1, que compreende: a separacdo do gas, do éleo e da agua;
o tratamento para remocdo de suas impurezas; e ainda o transporte
destes fluidos para um determinado destino.

Reinjecéo

Tratatnenta

de Cleo Oleo Gas

produgio

venda'consumo

Descarte
Reinjegdo

Figura 1.1: Processamento primario de fluidos. (Fonte: [1]).

Em relacédo ao processamento de gas, para que este possa ser
transportado para venda, para utilizacdo em processos de elevacdo
artificial de fluidos, como o gas-lift, ou ainda para ser utilizado como
combustivel na prépria unidade de producédo, é necessario que se
forneca energia a este fluido sob a forma de pressdo. Para tanto,
0 gas é enviado a uma estacdo de compressdo, onde é submetido
a um sistema composto por um conjunto de compressores centrifu-
gos, maquinas rotativas que convertem energia cinética em entalpia
(aumento de pressdo) através da interacdo de sua parte mével — o
impelidor, com sua parte estatica — o difusor, transferindo assim
energia para o gas.

23



24 Capitulo 1. Introducéo

A fim de aumentar a eficiéncia deste processo, cada compres-
sor é composto, em geral, por mais de um estdgio de compressdo. O
comportamento e o desempenho de operacdo de cada estdgio sdo
governados pelos mapas de compressdo, curvas estaticas como as
da Figura 1.2, que sd@o fornecidas pelos fabricantes e apresentam,
por exemplo, a relacdo entre o ganho de pressdo fornecido pelo
compressor a uma determinada vazdo de gas que o percorre. Cada
curva corresponde a uma velocidade de rotagdo constante da ma-
quina.

Naturalmente, tratando-se de uma forma gréfica, estas curvas
sdo limitadas em termos de representacdo de um equipamento com
tantos parametros e variaveis. Entretanto, em condi¢des normais de
operacdo, e dentro de uma faixa limitada de velocidade de rotacéo,
pode-se obter com boa qualidade de informacédo o ganho de pressao,
ou a pressdo de descarga, a qual o compressor entrega determinada
vazdo de gds aspirada em sua sucgao.
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Figura 1.2: Curva caracteristica de um estagio de compressdo.
(Fonte: [2]).

Uma caracteristica importante dessas maquinas é a ocorrén-
cia de um fen6meno denominado surge, que ocorre quando a vazdo
de gas no compressor é muito baixa ou decai para um ponto de
inclinacdo positiva de sua curva de operacio. Esse fendmeno pro-
voca uma operacdo bastante instavel do compressor, com a ocorrén-
cia de flutuacoes de pressdo na maquina e a reversao do sentido da
vazdo da descarga para a succéo.
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A fim de evitar esse fendmeno, os fabricantes disponibilizam
nos compressores uma valvula denominada anti-surge, ou de reci-
clo, como mostra a Figura 1.3, e cuja abertura redireciona parte do
gds comprimido para a succ¢do da mdquina através de um caminho
bypass, aumentando assim sua vazdo quando necessario.

Vilvula de reciclo

succio descarga
e

Compressor

Figura 1.3: Compressor com uma valvula de reciclo.

Embora os compressores tenham dispositivos de seguranca
como esse implementados por seus fabricantes, é possivel que uma
falha (ou queda) de um compressor leve ao completo desligamento
de uma unidade de producéo [2].

A producio de gas em uma plataforma ndo diminui automa-
ticamente com a diminui¢do da disponibilidade de gas comprimido.
Muitos pocos produzem com uma alta razéo gas-6leo — no inglés
Gas Oil Ratio (GOR). Estes irdo produzir gas em uma taxa maior do
que aquela que pode ser comprimida na estagdo. Isso significa que
parte do gas produzido terad de ser enviada para um queimador (de-
nominado flare) até que uma solucgdo seja tomada para resolver este
problema. Menos gas comprimido significa menos gas para injecdo
e para exportacdo, e a possibilidade de serem emitidas multas pela
agéncia reguladora devido a uma queima de gas fora dos limites
impostos.

Assim, com o objetivo de manter uma operacdo livre de peri-
gos, as estacOes de compressdo apresentam uma série de malhas de
controle regulatdrio implementadas com controladores Proporcio-
nal Integral Derivativo (PID), que atuam, por exemplo, nas valvulas
de reciclo para evitar o surge, no controle da temperatura do gas
para evitar o sobreaquecimento das maquinas, ou para manter a
pressio na sucg¢do ou e na descarga de gas em niveis seguros.

Além de garantir a seguranca dos processos e instalacdes de
producdo, é de extrema importancia a minimizacdo de perdas com
gastos energéticos indesejados ou desnecessdrios, bem como a maxi-
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mizacdo do desempenho e a eficiéncia de operacido dos equipamen-
tos. Das tecnologias que buscam suprir esta necessidade, encontram-
se as técnicas de controle avancado, tal como o controle MPC (Mo-
del Predictive Control) que se destaca por ser uma das técnicas de
controle moderno mais potentes e que vém obtendo muito éxito
em aplicacdes na industria de petréleo e gés, inclusive no processa-
mento primario de fluidos tal como nos trabalhos [2, 3, 7, 8].

Conceitualmente, os controladores Model Predictive Control
(MPC) utilizam-se do conhecimento do processo a ser controlado,
representado por um modelo dindmico, para prever em um hori-
zonte de tempo finito, qual seria a resposta do sistema a uma de-
terminada acdo de controle, antes mesmo de aplica-la. De posse de
um critério de performance e das restricdes do processo, estes con-
troladores sdo capazes de determinar um plano de acdo a partir da
otimizacdo deste critério de desempenho, cujo resultado apresenta
a melhor sequéncia de acoes de controle a serem tomadas, com o
menor esforco possivel.

Em geral, os algoritmos de controle MPC possuem alguns ele-
mentos em comum: um modelo do processo para calcular a predicéo,
uma funcéo custo com determinado objetivo de desempenho, e um
procedimento para calcular a acdo de controle [9]. As diferencas
entre os diversos algoritmos se devem, basicamente, a forma de
representar e escolher tais elementos. A Figura 1.4 apresenta a es-
trutura geral de um algoritmo MPC, onde pode ser observado seu
funcionamento.

Sinal de controle
Referéncia E B presente
. . “Tros | s
fiatura prevista -tos Futuros
Previstos

futuro e passado
»

Otimizador
Restrigdes  Fungio Custo
(performance)
Sinal de
Saida futura controle atual
prevista Modelo do
L

Processo

Processo

Real

Saida atual

Figura 1.4: Diagrama de blocos do algoritmo MPC. (Fonte: [3]).
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O modelo de predicdo do processo é o elemento mais impor-
tante dentro do controlador, e deve ser capaz de representar adequa-
damente a dindmica do processo, pois a lei de controle é totalmente
baseada nele. Modelos lineares (MPC linear) sdo muito comuns na
prética, pois as predi¢des podem ser calculadas utilizando-se o prin-
cipio de superposicdo ou soma de respostas: a resposta forcada, que
compreende a saida do sistema como resultado de mudancas nas
acoOes de controle futuras, e a resposta livre, saida do sistema con-
sequente as entradas passadas que ocorreram até o ultimo ciclo de
amostragem. Como vantagem, modelos lineares podem ser utiliza-
dos em plantas multivaridveis sem acrescentar complexidade, e os
problemas de otimizacdo associados ao algoritmo de controle po-
dem ser resolvidos por técnicas de otimizacdo lineares, numerica-
mente mais simples de resolver.

Todavia, quando os processos possuem uma dindmica muito
ndo linear ou quando a faixa de operacéo é variavel, necessita-se
tomar-se em conta um modelo néo linear de predicédo no projeto do
controle, de forma a permitir que se mantenha o desempenho de-
sejado para o sistema em malha fechada [3]. Isto tem motivado o
estudo tedrico e aplicado do chamando Nonlinear Model Predictive
Control (NMPC), ao qual a técnica PNMPC (Practical Nonlinear Mo-
del Predictive Control) proposta por Plucenio [10] é enquadrada, e
tem apresentado bons resultados em se tratando de processos tipica-
mente ndo lineares encontrados na industria de petréleo e gés, tais
como os estudados em [3, 11, 12], e cuja eficiéncia computacional
e numérica de seu algoritmo serd abordada neste trabalho.

1.2 MOTIVACAO

A fim de garantir a fidelidade do modelo néo linear ao pro-
cesso real e assegurar um bom desempenho dos sistemas de con-
trole NMPC, é de comum interesse a utilizacdo de modelos de pre-
dicdo fenomenoldgicos, em especial quando conhecimento sufici-
ente sobre o processo a controlar € disponibilizado, podendo-se em-
pregar, por exemplo, pardmetros e dados reais de operacdo. Este
tipo de modelo descreve o sistema a partir de um conjunto de
equacoes diferenciais e algébricas — em inglés DAEs que, embora
representem matematicamente o sistema com alto rigor, para mo-
delos ndo lineares complexos agrega-se alto custo computacional
devido (a) a sua resolucdo, isto €, a integracdo numeérica de um
sistema DAE para obter-se a resposta do modelo de predicdo e (b)
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a solucdo de um problema de otimizacdo ndo linear para obter-se
a lei de controle a cada ciclo de amostragem, dificultando assim a
obtencdo de um algoritmo implementavel em tempo real.

O algoritmo de controle Practical Nonlinear Model Predictive
Control (PNMPC) resolve o problema de eficiéncia computacional
associado a (b) propondo uma solucdo alternativa de calcular as
predicdes através de uma representacdo linear aproximada das sai-
das em relacdo aos incrementos de controle futuros, obtendo-se as-
sim uma resposta forcada que depende linearmente destes controles
futuros. Desta maneira, consegue-se representar as predicoes como
uma soma de respostas livre e forcada, tal como no caso linear, mas
tomando o proprio modelo ndo linear para computa-las. Assim é
possivel fazer uso de ferramentas de otimizacéo linear para encon-
trar a lei de controle.’

Com relacdo a resolugcdo numérica do modelo DAE, encon-
tram-se metodologias bem definidas na literatura para resolver este
problema, e uma grande variedade de pacotes e solvers comerciais
disponiveis. Todavia, existem propriedades numéricas intrinsecas a
estrutura matematica de alguns sistemas que fazem determinados
métodos de integracdo ou serem muito ineficientes em relacdo a
outros, ou nio serem capazes de entregar uma resposta do sistema
com o nivel de precisido desejada.

Desta forma, a escolha e a aplicacdo do método de resolucéo
do modelo podem se tornar tarefas mais trabalhosas do que a pro-
pria sintonia do controlador. Além disso, na simulacdo de algorit-
mos MPC em geral, além de serem usados para calcular predicées
em todo instante do horizonte de predicdo definido, modelos dinéa-
micos do processo podem ser aplicados para realizar a estimacdo
de varidveis ndo medidas, ou ainda para simular a planta. A fim
de obter-se todas essas respostas eficientemente, um algoritmo de
integracdo numérica 4gil e robusto necessita ser utilizado.

A literatura é vasta quanto a metodologias numéricas para
resolucdo de sistemas DAEs, como em [13, 14, 15, 16, 17], mas ha
escassez com relacdo as que utilizam a teoria de controle, como em
[18], para melhorar o desempenho e a eficiéncia computacional da
obtencéo da resposta de sistemas complexos e rigidos.

Este trabalho investiga e propoe solu¢des mais eficientes para
a tarefa de integracdo numérica de um modelo fenomenoldgico
complexo em um algoritmo de controle PNMPC, a partir da ana-

Detalhes do funcionamento e do cdlculo da lei de controle do
algoritmo PNMPC serdo dados no Apéndice A.
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lise de propriedades numéricas de sistemas DAEs, das ferramentas
utilizadas pelos métodos de resolucdo existentes e da aplicacdo da
teoria de controle. Como caso de estudo é abordada a eficiéncia
computacional de um algoritmo de controle PNMPC de compressio
de gas.

1.3 OBJETIVOS E CONTRIBUICOES

O principal objetivo desta dissertacdo é desenvolver algorit-
mos de integracdo numérica robustos e eficientes, aplicando-se teo-
ria de controle, para diminuir o custo computacional tomado com a
obtencéo da resposta de modelos dindmicos fenomenoldgicos, isto
é, com chamadas de solvers de integracdo numérica em algoritmos
de controle preditivo. O caso de estudo abordado contempla um sis-
tema de controle avancado PNMPC aplicado a uma estacdo contro-
lada de compressédo de gas, composta por dois compressores centri-
fugos de trés estagios cada, presente em uma unidade de producio
de petrdleo. O modelo utilizado para a estacdo é representado por
um complexo sistema de equacoes diferenciais rigidas e algébricas.

O trabalho apresenta e analisa as principais ferramentas exis-
tentes na teoria de integracdo numérica de sistemas DAEs comple-
x0s, e propde trés métodos diferentes baseados na manipulagéo e
controle de pardmetros da férmula de aproximacdo utilizada. Os re-
sultados obtidos com a aplicacdo dos algoritmos destes métodos sdo
comparados com os obtidos por solvers comerciais tradicionais, atra-
vés de indicadores da eficiéncia numérica e computacional, para
apontar as principais vantagens e desvantagens em utilizar os mé-
todos propostos.

As principais contribui¢des desta dissertacdo podem ser sinte-
tizadas como:

e O desenvolvimento de algoritmos robustos e eficientes para
realizar a tarefa de integracdo numérica de um modelo DAE
complexo utilizado por um sistema de controle avancado de
compressao de gas;

e O uso da teoria de controle para melhorar o desempenho nu-
mérico e computacional de algoritmos de integracio;

e Uma analise comparativa da eficiéncia computacional das prin-
cipais ferramentas comerciais disponiveis para a integracdo
numérica de sistemas DAFs.
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Uma consideracdo importante a ser tomada neste trabalho
de pesquisa estd no fato de que todas as andlises sdo realizadas
utilizando-se o mesmo software de simulacdo, portanto os algorit-
mos desenvolvidos sdo executados sob as mesmas condi¢cGes com-
putacionais. Indiscutivelmente solvers de integracdo comerciais dis-
poem-se de recursos de processamento e compilacdo mais eficientes.
Entretanto, este tipo de informacéo ndo é, em geral, disponibilizada,
impossibilitando uma andlise da eficiéncia computacional dos sol-
vers também quanto ao uso desses recursos. Mesmo assim, muitas
vezes estas técnicas ndo sdo eficientes em resolver alguns tipos de
problemas DAE:s.

Neste trabalho, a comparacido de ferramentas computacio-
nais é tratada somente com relacdo a eficiéncia numérica, isto é,
sem considerar recursos de processamento e compilacdo adicionais.
Desta forma, procurou-se desenvolver algoritmos de integracdo es-
truturados numericamente de forma simples, possibilitando facil ex-
tensdo a outros softwares e linguagens de programacdo, bem como
a possiveis recursos computacionais que agreguem melhora a sua
eficiéncia.

1.3.1 Estrutura da dissertacédo

Esta dissertagdo é dividida em seis capitulos e trés apéndices.
O Capitulo 2 descreve o problema de integracdo numérica de sis-
temas DAEs, revisa as principais metodologias existentes na litera-
tura para resolvé-lo, e levanta propriedades numéricas importantes
na implementacdo de métodos numéricos, como a rigidez e a es-
tabilidade. O Capitulo 3 traz o modelo fenomenolégico da estacdo
controlada de compresséo de gas, e faz uma andlise quantitativa do
sistema quanto a sua estrutura numérica e complexidade.

O Capitulo 4 descreve as metodologias propostas levantando
as principais caracteristicas de cada uma delas que contribuem para
o aumento de eficiéncia computacional da simulacdo. O Capitulo 5
apresenta os resultados de simulacio e analisa a eficiéncia computa-
cional das metodologias aplicadas em comparacao a solvers tradici-
onais de resolucdo de sistemas DAFEs. Conclusdes desta dissertacdo
sdo apresentadas no Capitulo 6 com comentarios sobre os resulta-
dos alcancados e perspectivas de trabalhos futuros.

Finalmente, o Apéndice A, o Apéndice B, e o Apéndice C apre-
sentam respectivamente, os detalhes da técnica de controle PNMPC,
os parametros usados nas simulacgoes, e as equacdes utilizadas para
modelar a estacdo de compressdo de gas.
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Este capitulo aborda matematicamente o problema da inte-
gracdo numérica de modelos continuos no tempo, descritos por sis-
temas de equacoes diferenciais e algébricas. Em seguida, realiza
uma sucinta revisdo das metodologias tradicionais de resolucao, e
por fim apresenta algumas propriedades que oferecem alguns obs-
taculos a determina¢do numérica da solugdo do problema.

2.1 O PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Sistemas dinamicos sdo normalmente descritos por um con-
junto de equacoes diferenciais ordinarias — em inglés Ordinary Dif-
ferential Equations (ODEs), e um conjunto de equagdes algébri-
cas, formando assim um sistema de equacoes diferenciais e algé-
bricas, ou sistema DAE (Differential Algebraic Equation), que tam-
bém pode ser visto como um sistema de equacoes diferenciais com
restricOes algébricas [4]. E possivel tornar um sistema DAE em um
sistema ODE puro através da diferenciacio das equacdes algébricas.
O numero de vezes que estas precisam ser diferenciadas para que se
obtenha equagdes diferenciais ordinarias para todas as variaveis al-
gébricas do sistema é denominado indice de um sistema DAE [17].

Considere, por exemplo, um caso simples de sistema DAE, de-
finido pelo sistema (2.1) abaixo:

E:w:—w—l (2.1a)

0=(w+1)z+2 (2.1b)

Diferenciando-se a equacdo (2.1b) com relacdo ao tempo,
obtém-se a derivada da variavel z explicitamente:

d d

ﬁ[o} = %[(w + 1)z + 2] (2.2a)
0=wz+ (w+1)2 (2.2b)
C_ w2z
5= T (2.20)

Substituindo (2.1a) na equagéo (2.2c¢) acima, obtém-se o se-
guinte sistema ODE:

w=—-w-—1 (2.3a)
Z=2z (2.3b)

31
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Como a varidvel algébrica z necessitou ser diferenciada no
tempo apenas uma vez para obter-se uma equacdo diferencial, o
sistema DAE ¢é dito possuir indice 1. O processo de diferenciacdo
de uma equacdo algébrica é denominado reducdo de indice, cuja
denominacdo é utilizada para classificar o sistema com relacdo a
constituicdo de seu conjunto de equacdes algébricas.

A modelagem fenomenoldgica descrita por sistemas DAEs é,
em geral, fisicamente mais intuitiva em relacdo a descri¢do por um
sistema ODE. Nota-se no sistema anterior, que poderia-se simples-
mente substituir a equacgéo (2.1b) em (2.1a), obtendo-se uma tnica
ODE. Entretanto, a diferenciacdo das equacdes algébricas nem sem-
pre é uma operacdo tao trivial, e esta operagdo pode causar perda
do significado fisico das variaveis e das relacdes envolvidas. [19].

Considere um sistema dinamico continuo em malha fechada
representado por um sistema DAE. Quando a resolucéo deste sis-
tema estd sujeita a um determinado conjunto de condic¢des iniciais,
isto é, a evolucdo da dindmica do sistema depende dos valores inici-
ais dos estados, o problema de encontrar a resposta' deste sistema
em um determinado intervalo ¢t € T' = [to,t;] € denominado Pro-
blema de Valor Inicial (PVI). Matematicamente o problema de inte-
resse € descrito pelo sistema (2.4), onde o sistema DAE é exposto
em uma forma semi-explicita.

X = %’t‘ = £(t,x(t), p(t)) (2.4a)
Fx(®),T) = 0= g(x(t), p(t)) (2.4b)
X(to) = Xy (24C)

onde x € R™= € o vetor-solucdo de interesse com os n, estados
do sistema, p € R"» € o vetor com as n, varidveis algébricas e
x(to) = x¢ € R"= é o vetor com as n, condicdes iniciais. As func¢des-
vetores f e g descrevem respectivamente as equacgoes dinamicas, e
algébricas nao lineares do sistema.

Em geral, se o gradiente da funcdo g em relacdo a p (Vpg)
é ndo singular, é possivel encontrar uma relacdo dinamica que des-
creva p em funcdo de ¢ e x, através da reducéo de indice [20].

Em se tratando de sistemas DAEs de indice unitario, existe
uma importante propriedade que consiste na possibilidade de utili-
zar métodos numéricos para resolver primeiramente as ODEs do sis-

Por resposta do sistema entende-se a saida do sistema, ou um
subconjunto de estados do sistema.
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tema, para dada condicdo inicial, e utilizar a solucao obtida para so-
lucionar as equacdes algébricas [16], ou seja, o sistema de equacoes
algébricas é visto como uma restricdo a resolucdo do sistema de
equacoes diferenciais [17, 20].

Tomando-se o exemplo do sistema (2.1), para uma condi¢édo
inicial wg = —1, primeiramente resolve-se a ODE dada por (2.1a).
Integrando-se analiticamente, por exemplo, para o instante ¢t = 2
segundos, chega-se a:

wt) =wp-e =1 (2.5a)
w(2)=—e2-1 (2.5b)
w(2) = —1,1353 (2.5¢)

substituindo o resultado na equacéo algébrica (2.1b):

0= (w(2)+1)z(2) + 2 (2.6a)
0=(—1,1353 + 1)2(2) + 2 (2.6b)
2(2) = 14,7820 (2.6¢)

Dessa forma a solucéo do sistema DAE (2.1) no instante ¢t = 2
é o par (w(2),2(2)) = (-1, 1353; 14, 7820).

Algumas consideracdes sdo aqui assumidas como verdade para
este trabalho:

(i) O problema (2.4) possui solucdo x(¢) tnica, continua e dife-
renciavel;

(ii) As restricdes algébricas sdo consistentes, isto é, a condicdo 0 =
g(x(t),p(t)) é assegurada, e p(t) possui solucdo unica para
todo instante ¢.

Dado que o interesse deste trabalho corresponde a um sis-
tema de compressdo, cujo modelo é descrito por um sistema DAE
de indice 1, este capitulo abordard o estudo de técnicas e méto-
dos para resolver equacoes deste tipo de sistema, isto ¢ métodos
de resolucédo de ODEs, utilizando-se as solucbes obtidas para calcu-
lar um sistema de equacdes nédo lineares a cada passo dado pelas
equacoes algébricas do modelo [16, 21, 22].



34 Capitulo 2. Métodos numéricos para a resolugdo de modelos

2.2 METODOS NUME'RICOS PARA A RESOLUGAO DE SISTEMAS
DAES DE INDICE UNITARIO

Esta secdo traz de maneira sucinta algumas das metodologias
tradicionais de resolucdo de sistemas DAEs, dando enfoque as que
sdo disponibilizadas em solvers comerciais como os do pacote ode do
software MATLAB 2015a®. Primeiramente, sio tomadas algumas
definicoes.

Seja T' = [to,ts] o intervalo de integracdo dividido em N
subintervalos de tamanho h;, tal que ¢; = ¢;_1 + h;, Vi € [1,..., N].
A grandeza h da-se o nome de tamanho do passo de integracio, ou
apenas “tamanho do passo” (de stepsize). A solucdo de interesse do
PVI corresponde a x(%;) e deve satisfazer determinada condicdo de
precisao.

Em se tratando de computa¢do numérica, é importante lem-
brar que um erro local e(¢;) é sempre cometido em toda aproximacéo
computada x(t;). Como a solucdo analitica é desconhecida, necessi-
ta-se tomar uma estimativa para quantificar este erro, que deve ser
limitado. Existem algumas maneiras de estimar-se este erro, algu-
mas das quais serdo apresentadas na Secédo 2.3.1.

A fim de que o algoritmo de integracdo seja realizavel, define-
se critérios de parada para o calculo de x(¢) em cada instante do
intervalo de integracdo ¢; € T'. Deve-se fornecer uma aproximacao
x(t;) sempre que: ou (a) o erro local satisfaca uma tolerdncia de
precisdo & pré-especificada, isto é, e(t;) < £; ou (b) caso o nimero
J> 7 € [1, Npmaz|, de passos tomados pelo algoritmo do método para
calcular x(t;) exceda um nimero mdximo de iteracdes “Nmaz” tam-
bém pré-definido.

Em resumo, um método numérico deve apresentar em seu
algoritmo pelo menos os seguintes elementos em cada passo j, para
computar uma aproximagao no instante ¢;:

(i) Uma férmula para computar cada aproximacio, isto &, x17) (t;);

(ii) Uma férmula para estimar o erro local e(j)(ti) cometido pela
aproximacdo computada;

(iii) Uma regra ou critério de parada para decidir aceitar a solucdo
aproximada proposta, dada por e\) (t;) < £ ou j > Nyae;

(iv) Caso a aproximacdo nao seja aceita, mas o numero maximo de
passos nao for violado, j < N,,.., tomar entdo alguma atitude
afim de reduzir o erro local, para que na préxima iteracdo
(j + 1), satisfaca-se a condicfo e+ (t;) < &£.
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Os métodos apresentados a seguir diferenciam-se justamente
pelas formas de obtencio da aproximacio a solucéo, isto é, quanto
ao elemento (i).

2.2.1 Métodos ponderados e métodos de Runge-Kutta

Os métodos aqui expostos sdo chamados métodos de passo
unico (one step methods), pois a solucdo local depende apenas da
computada no passo imediatamente anterior [20].

A fim de melhorar a eficiéncia, o tamanho do passo de inte-
gracdo pode ser varidvel. Para evitar equacdes com muitos indices,
adota-se neste trabalho a notagdo n = t;, tal que para dado passo
de tamanho h;, a aproximacdo a calcular seria expressa por x,, =
x(t;) = x(t;—1 + hi), com n € [0, N]. Similarmente:

fn = f(ti,X(ti),p(ti)) (273)

gn = g(x(t:), p(t:)) (2.7b)

Reforca-se aqui que, por considerar-se a resolucdo de siste-
mas DAE de indice unitario, para todas as metodologias apresen-
tadas nesta secdo, a solucdo obtida x,.; do sistema ODE (2.4a)
satisfaz:

0=gn+1 = 8(Xn+1,Pnt1) (2.8)

ou seja, as varidveis algébricas sdo calculadas pela substituicdo das
aproximacdes obtidas através dos métodos a cada passo no sistema
de equacdes algébricas.

O método mais simples conhecido é o método de Euler expli-
cito, onde é utilizada a aproximacéo forward para a derivada:

_ Xp4+1 — Xp (2 9)
h
Neste caso, as aproximacdes sdo dadas por uma predicéo li-
near, isto é:

Xp+1 = Xpn + hf, (2.10)

Os métodos ponderados consistem em uma familia de méto-
dos dados por uma aproximacdo linear ponderada, isto €, a direcdo
da solucdo a computar é uma combinacdo convexa da inclinacio
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(derivada) da solucdo passada e a inclinacdo atual:

Xp+1 = Xp + h(efn + (1 - e)fn—i-l) (2.11)

Note que para # = 1, obtém-se o método de Euler explicito.
Com § = 1/2 e § = 0, temos os conhecidos métodos do trapézio
e o método de Euler implicito (backward), respectivamente. Para
os casos em que § # 1, necessita-se a cada passo calcular f,,, 1, e
portanto o ponto x, ;1 precisa ser estimado ao menos na primeira
chamada do método, utilizando algum método numérico explicito.
Para casos em que h € suficientemente pequeno, € possivel usar um
método simples de baixa ordem, como o método de Euler, para fazer
esta estimativa rapidamente [17].

As vantagens desses métodos consistem justamente no seu
baixo custo computacional, uma vez que, a menos no primeiro passo,
€ necessario computar as equag¢des de f uma tinica vez, admitindo-
se fy conhecida. Entretanto, é de se esperar que uma aproximacao
linear seja pouco precisa, ou tome muitas iteracOes para computar
uma solucdo x,,; dentro da tolerdncia.

Para evitar computar-se aproximacoes com derivadas de mais
alta ordem, os métodos de Runge-Kutta computam a func¢éo da di-
ndmica f em uma série de pontos intermedidrios. A ideia € utilizar
combinacdes lineares de f em diferentes instantes para aproximar
a solucdo de (2.4a) em uma determinada ordem, a qual quanto
maior, mais combinacdes serdo empregadas, e maior a precisdo da
aproximacdo. Por outro lado, quanto maior a ordem, mais tempo é
consumido para computar cada solucéo.

A férmula geral de um Runge-Kutta de ordem s é dada pelo
conjunto de equacdes (2.12) a seguir:
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Xn+1 = Xp, + hz b]'kj (2123)
7j=1
onde
kl = f(n7Xn7 pn)7 (2'12b)
i—1
ko =f(n+hej, X, + 0 agk;, pn) (2.120)
7j=1
i—1
Gi=) ag, i=2.,s (2.12d)
j=1
ij =1. (2.12e)
j=1

Os coeficientes {b;, ¢;, a,; } definem o método e devem satisfa-
zer as restricoes impostas por (2.12d) e (2.12e), que sdo representa-
das por uma matriz> denominada Tabela de Butcher, como mostra
a Figura 2.1, e sdo provenientes da comparacdo da equacéo (2.12a)
com sua expansao em série de Taylor de ordem s. Maiores detalhes
podem ser obtidos em [13].

€1  @an a2 ... Qg
C2 @z, G ... Q4
c|l A
T T
Cy | Qg1 Qg2 cee Ogg b
by b2 ... by

Figura 2.1: Tabela de Butcher.

Como exemplo, considere um Runge-Kutta de segunda ordem
(s =2):

Xn+1 = Xp, + h(blkl + bgkg) (2133)
ky = f(n,x,,pn) (2.13b)
k2 = f(n + hCQ, X, + haglkl, pn) (213C)

2Desta matriz vem a origem dos indices dos i,j e sj que corres-
pondentes as posicoes dos coeficientesna tabela.
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De (2.12d) e (2.12e) temos que by + by = 1 € ¢ca = ao;.
Note que podem ser obtidas infinitas possibilidades de escolha. Uma
opgdo seria by = by = 1/2 e ¢ = as; = 1, da qual obtém-se um mé-
todo de Runge-Kutta muito conhecido, o0 método do Trapézio:

h
Xn+1 = Xn + §(fn + fn—i—l) (214)
Métodos de Runge-Kutta estdo entre os mais populares, em
especial por sua alta precisdo e estabilidade numérica [21]. Para
ordens acima da quarta sdo, em geral, muito precisos mas a custo
computacional muito elevado.

2.2.2 Métodos de colocagio®

Os métodos de colocacdo sdo também métodos de passo tinico
e compartilham algumas similaridades com o método de Runge-
Kutta. Esses métodos aproximam a solucdo da ODE (2.4a) por um
determinado polindémio x de ordem s em uma série de s + 1 pontos
de seu dominio, denominados pontos de colocacdo, tal que sua de-
rivada nesses pontos seja a mesma, ou tenha a mesma inclinacéo,
que a da equacio diferencial a resolver, ou seja, X = f.

Para tal interpolacdo podem ser usados diferentes tipos de
curvas, como séries de poténcias, splines* e mesmo simples interpo-
lacoes lineares. Entretanto, os polinomios de Lagrange sdo os mais
populares devido a sua excelente precisdo e facilidade de calcular
[22].

Define-se a varidvel 7 como a varidvel normalizada do tempo
em um determinado subintervalo, tal que no i-ésimo subintervalo,
tem-se:

ti=ti—1+hr 71€[0,1] (2.15)

comt; € T = [to,ts]. A base para o polinémio de Lagrange é dada
por:

S

T — Tk
o= 11 — (2.16)

k=025 1 *
onde 7; e 75, sdo os pontos de colocacdo, com a seguinte proprie-
dade: o = 0 e 7; < 7j41 para j = 0,...,s — 1. Verifica-se ainda

3Esta secéo foi baseada em [4]
*Curvas polinomiais por partes [23].
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que quando 7 = 7;, entdo /;(7;) = 1, mas {,(r;) = 0 para k =
0,...,s—1,se k #j.

A Figura 2.2 ilustra estes conceitos que, em suma, explicam
que se o polinémio ¢; for multiplicado por um valor qualquer z;;,
o resultado assumird o valor de Z;; quando 7 = 7;, ou seja, nos
pontos de colocacdo, e em todos os outros k£ pontos, os valores ¢y,
do polinémio serdo nulos. Esta ideia pode ser usada para descrever

(1)
/ \ / —0(t)

e Pontos de
Colocacéo

I L
To |T1 |‘J'Q 'Tg

Figura 2.2: O Método de colocagdo. (Fonte: [4]).

a curva que passa pelos pontos (7;,%;;) para j = 1,...,s através
da soma de todos os termos /;(7)Z;;. Generalizando para a forma
vetorial:

(1) =D i(r)%s (2.17)
=0

onde X(t) representa a evolucdo da curva-solugdo do estado no in-
tervalo T, e X;; € o valor correspondente dos estados no ponto de
colocacéo j, no i-ésimo subintervalo ¢;.

Os pontos de colocacdo 7; podem ser obtidos utilizando-se
quadratura Gaussiana. Existem uma série de metodologias para a
obtencdo destes pontos a partir desta técnica. A mais comum ¢é
a denominada raizes Legendre-Gauss-Radau (LGR). Basicamente
define-se uma ordem s e um intervalo tal como T, e o procedi-
mento retorna um numero s+ 1 de pontos pertencentes ao dominio
de um polinémio-solucdo, que resolve uma equacéo diferencial de-
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nominada Equacdo de Legendre. Mais detalhes sobre esta e outras
técnicas encontram-se em [24].

Além de passar pelos pontos 7, de colocacédo desejados, deve-
se também garantir que o polinémio aproximado dado pela equacdo
(2.17), e o sistema ODE a resolver (2.4a) tenham a mesma inclinagdo
nestes pontos, ou seja:

I
O (m) = E(r X (1), p(r), k=1, (2.18)

Diferenciando-se as equacoes (2.15) e (2.17) em relacdo a 7
e substituindo-as na igualdade acima, chega-se a:

L de _
injdf(m) = hf (73, %(1%), p(1%)), k=1,...,5 (2.192)
j=0

com
g(X(7x),p) =0 (2.19b)

onde, para o primeiro subintervalo ¢ = 1, a condicdo inicial é dada
por )~(10 = Xg.

A resolucdo deste sistema de equacOes ndo lineares fornece
a aproximacdo para os estados nos pontos de colocacdo. As varia-
veis algébricas p(7;) sdo obtidas pela substituicdo da solucdo X;;
de (2.19a) na restricdo algébrica (2.19b). Observa-se a necessidade
de computar as derivadas do polinomio de Lagrange (d¢;/dr) que,
para elevadas ordens, pode tornar-se uma operacido muito custosa,
prejudicando sua eficiéncia.

Ao final do ultimo intervalo ¢ de integracdo (t; = ty), o mé-
todo entrega a solucdo desejada, correspondente ao ultimo ponto
de colocacdo deste intervalo, isto €, X;,, sendo s a ordem do método,
que usa um numero (s + 1) de pontos de colocacdo para computar
a solucéo.

Este trabalho tem o objetivo de passar uma visdo geral do
funcionamento dos métodos, ja que a escolha de um deles néo é
sempre trivial e depende do problema a resolver. Em termos pra-
ticos, para um solver comercial é necessario apenas fornecer uma
ordem para o polindmio (s), a condicdo inicial (xg) e o intervalo
de integracdo (7)) . Aumentando-se a ordem do método, obtém-se
uma aproximacdo mais precisa, ao custo de aumentar-se o tempo
computacional despendido para a tarefa. Desenvolver cada méto-
dos analiticamente, mesmo para um exemplo simples, é trabalhoso
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e ndo é escopo desta tese. Se o leitor deseja aprofundar-se no de-
senvolvimento analitico de cada técnica, recomenda-se a leitura de
[13, 16, 20].

2.2.3 Métodos de muiltiplos passos e de diferencas finitas

As metodologias numéricas vistas até entdo utilizavam ape-
nas informacdo da solucdo calculada no passo anterior, que era
usada como ponto de partida para calcular a solucdo corrente, e por
isso, tornaram-se conhecidos como uma classe de métodos, denomi-
nada métodos de passo Unico. Existe, porém, outra classe de méto-
dos que ndo apenas se utilizam da solucio anterior, mas de solucoes
computadas em uma série de passos anteriores, utilizando-se assim
de um histdrico de multiplas solucoes previamente computadas. Por
esta razdo, sdo denominados métodos de multiplos passos.

Nestas técnicas, para uma dada ordem s > 0, deve-se conhe-
cer um total de (s — 1) pontos que serdo usados para construir uma
aproximacdo para a solu¢do do problema (2.4a). A formulacio ge-
ral desses métodos é dada por:

Zajxn,jﬂ = hZijnfﬁ»l (220)
j=0 Jj=0

onde «a; e 3; sdo obtidos de uma interpolacéo polinomial de ordem
s para a integral da ODE (2.4a) em um intervalo equidistante de
pontos. Como existem inumeras possibilidades para a escolha do
polinémio, muitos pesquisadores deram nome as expressdes resul-
tantes das aproximacdes polinomiais, tal como o método de Milnes
(ordem s = 2) abaixo:

Xp+1 = Xp—1+ g(fn—l +4f, +fn11) (2.2
ondea0:a2:1,60:52:1/3,a1 206,81 :4/3
Observa-se que nesta técnica de integracdo se faz necessa-
rio utilizar um método de partida para calcular as (s — 1) solugoes
anteriores. Por exemplo, no caso do método de Milnes (2.21), no
instante n = 1 e fornecido valor inicial xq, necessita-se calcular x;.
Para tal tarefa, deve-se utilizar um método de passo tnico, tal como
um método de Euler ou Runge-Kutta.
Esta caracteristica faz com que os métodos de multiplos pas-
sos sejam frequentemente usados na estrutura preditor-corretor, on-
de é fornecida uma estimativa inicial da solucdo x,,41, chamada de
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predicdo, por um método de passo unico, que é corrigida por um
método de multiplos passos (de igual ordem) até que a diferenca
entre preditor e corretor satisfaca uma determinada condicdo de
precisdo/tolerancia para a aproximacéo.

Por exemplo, utiliza-se o método do trapézio como preditor
(Xn+1)p, € 0 método de Milnes como corretor (x,+1)., repetindo-
se o calculo até que a diferenca satisfaca a condicdo £ de parada,
retornando-se como solucdo a aproximacédo corrigida (x,y1).:

1
(Xn+1)p =Xy + ih(fn + fn+1) (2223)
h
(Xn+1)c =Xp-1+ g(fn—l + 4fn + fn—i—l) (222]3)
[(%n+1)p = (Kns1)ell o <€ (2.220)

onde a norma infinita acima toma o maximo erro absoluto compu-
tado entre as duas aproximacdes calculadas.

Uma vez que os valores dos calculos das funcoes-vetores f,,
podem ser armazenados a cada computo, estes métodos requerem
muito menos processamento com relacdo aos métodos de Runge-
Kutta de mesma ordem. Entretanto, em caso de mudanca no tama-
nho passo de integracdo h, os valores de f precisam ser recomputa-
dos para este novo valor de passo.

Um subgrupo desta classe de métodos que calculam afuncio
f somente no ponto a ser aproximado sdo os chamados métodos de
diferencas finitas ou Backward Differences Formulas (BDF)-methods
[20]. Um ntumero varidvel de soluces passadas pode ser usado,
mas obrigatoriamente 3y # 0 e 51, s = 0. Ou seja:

Z ajXp_jy1 = hBofni1 (2.23)
=0

O método BDF €, portanto, puramente implicito, fato que
agrega excelentes propriedades de estabilidade numérica, como sera
apresentado na Subsecdo 2.3.2.

A aplicacdo de Métodos BDFs a problemas DAEs foi muito
estudada no final da década de 80, e até hoje sdo um dos métodos
mais poderosos para resolucdo de PVIs envolvendo DAEs de indice
até 2.
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2.3 PROPRIEDADES NUMERICAS

2.3.1 Erro local de aproximacéo

Como discutido na se¢édo anterior, além de um método numé-
rico para computar as aproximacoes, é necessario que se tome uma
estimativa do erro local da aproximacdo que possa ser usada como
medida da precisio da solucdo. Apresentam-se aqui duas formas de
se calcular o erro local nas quais pelo menos duas estimativas da
solucdo devem ser fornecidas.

A primeira forma envolve o tamanho do passo h. Utiliza-se o
mesmo método numérico para calcular o valor de uma aproximacdo
utilizando-se tamanhos de passo diferentes. Por exemplo:

(R)

hl hQ
oM =[x — )

Xn+1 - Xn+1

(2.24)

o0

que é conhecida como férmula da extrapolacdo de Richardson e
nada mais indica do que a distancia entre as solucées computa-
das com cada tamanho de passo, indicados entre parénteses na for-
mula. Este tipo de estimativa é muito usada para métodos mais
simples, tal como o método de Euler, com tamanho de passo sufici-
entemente pequeno, tal que h; &~ hs, e em casos onde a tolerincia
de aproximacédo requerida £ néo seja muito pequena [25].

Para que o tamanho do passo ndo seja fator limitante para
computar o erro local, outro critério que pode ser utilizado é a or-
dem do método. Calcula-se a mesma aproximacdo x,1 utilizando
o mesmo método com ordens de aproximacdo distintas, para entdo
tomar a diferenca entre elas. Por exemplo, utilizar-se de métodos
de Runge-Kutta de segunda (RK2) e terceira (RK3) ordem para cal-
cular a aproximacdo no mesmo ponto:

ent1 = |[(Xn+1)RK2 — (Xn+1) RE3 o0 (2.25)

Solvers comerciais geralmente fazem uso de um ou mais mé-
todos com ordem variavel para computar as solugoes, aproveitando-
se dessas para estimar o erro local. Muitos deles indicam as ordens
utilizadas no préprio nome, tal como o ode23 (Runge-Kutta de se-
gunda e terceira ordem) e o ode45 (Runge-Kutta de quarta e quinta
ordem) do pacote ode do MATLAB 2015a®.

Os métodos de multiplos passos também adotam o critério
de ordem, ja que calcular solucées para diferentes tamanhos de pas-
sos pode ser muito custosa, especialmente para altas ordens. Em
geral, fazem uso da estrutura preditor-corretor, como discutido na
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Subsecdo 2.2.3. Como exemplo, considere o BDF de primeira or-
dem mais simples — o método de Euler implicito — como preditor,
(Xn+1)p, € 0 método de Milnes, descrito por (2.19), como corretor,
(Xn+1)c- Dessa forma, estima-se o erro local por:

(Xn+1)p =X, + hfn+1 (2263)
h

(Xn+1)c =Xp—1+ g(fnfl + 4fn + fn+1) (226b)

ent1 = [(Xn41)e = (%nt1)p)ll o (2.260)

Como percebido, o erro local depende do tamanho do passo
de integracdo e do método numérico utilizado. De fato, é provado
por [13] que, para um método de ordem s, o erro local relaciona-
se assintoticamente com o tamanho do passo h, através da relacdo
e = kh*T!, onde x é uma constante que depende do método e do
PVI [18]. Esta relacdo sera utilizada em uma das metodologias de-
senvolvidas nesta tese.

Por fim, apesar das técnicas aqui discutidas expressarem o
erro local de maneira absoluta, é muito comum representd-lo tam-
bém por em sua forma relativa. Tomando a equacdo (2.26¢) em sua
forma relativa, obtém-se:

(Xn+1)e = (Xn+1)p)
(Xn+1)c

(2.27)

En+1 = ’ ’
oo

que sera a estimativa adotada neste trabalho.

2.3.2 Estabilidade

Para que um método numérico tenha um bom comportamento
¢é necessdrio, além de que este forneca uma solucdo em um niimero
finito de passos, que se garanta sua estabilidade local, no sentido
em que, para dado um problema de valor inicial, e um tamanho de
passo h fixo, as solucdes aproximadas pelo método fiquem limitadas
a medida que se avanca no tempo, mesmo que o sistema a integrar
seja instavel.

Matematicamente, Silva [26] define estabilidade das seguinte
maneira: dado um método numérico M que fornegca uma solucdo

xfﬁrl para um PVI com condicdo inicial xél), e outra solucéo xgi)rl

) 2 ~ 7
para o mesmo problema, mas com valor inicial xé ), entdo o método
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M é estavel se, existirem constantes 0 < C,, < 1, para todo instante
n € [0, N}, tal que:

(2.28)

1 2 1 2
RN Ty i

.

Numericamente, em se tratando da implementacéo de solvers
para a resolucdo de PVIs, e conhecendo-se uma unica condicéo ini-
cial consistente, deve-se garantir de alguma forma a estabilidade
numérica durante a prépria determinacdo da solu¢fo. Para tanto, o
problema da estabilidade local dos métodos numéricos sera discu-
tido nesta secdo.

2.3.2.1 Estabilidade dos métodos de passo tinico

Primeiramente aborda-se o comportamento numérico dos mé-
todos de passo tnico. Considere que o sistema dindmico em ma-
lha fechada (2.4a) a integrar seja representado localmente pela
equacdo (2.29), tal que x possua m estados, e a matriz jacobiana
A= % (X), de tamanho m x m, seja constante e represente a funcdo-
vetor f da dindmica do sistema em uma vizinhanca do ponto de um
operacdo X, para dadas condicoes iniciais (2.4c).

x(t) = £(t,x(t), p(t)) = Ax(t) (2.29)

Considere os m autovalores (A € C) da matriz A representa-
dos pela matriz diagonal A abaixo.

A ... O
A= o, (2.30)
0 ... \n

A questdo que procura-se responder é sob quais condicdes,
em termos de pardmetros de formula¢do, um método numérico de
passo Unico consegue representar um comportamento estavel e li-
mitado das aproximacoes que este fornece como solucédo de um sis-
tema ODE de primeira ordem.

Desta forma, considera-se a matriz A, de tal maneira que em
um instante n de um método numérico discreto, seja possivel repre-
sentar a funcdo dindmica do problema (2.29) por, [20].:

f, = Ax, (2.31)
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Tomando como exemplo, o método de Euler explicito de (2.10),
e aplicando (2.31), obtém-se:

Xn41 = Xp + hAx, (2.32a)
Xpi1 = (I +h)x,, h=hA. (2.32b)

Para que um método numérico de passo Unico seja estavel
deve-se garantir que as raizes de sua equacdo caracteristica encon-
trem-se dentro da hiper-esfera de raio unitdrio [14]. Tomando-se o
caso escalar, para o autovalor \; € [\, ..., \,], deve-se satisfazer:

1+ hj| <1, hj=A\h (2.33)
ou seja, seu dominio de estabilidade pertence ao raio h; € (—2,0),
Vj.

Considere agora, a analise do método de Euler implicito, que
pode ser obtido do método ponderado (2.11), fazendo 6 = 1:

Xn+1 = Xp + hfn—‘,—l (234)
Aplicando a aproximacéo (2.31):
Xpi1= (I —h)"'x,, h=nhA. (2.35)

e, portanto, para todo autovalor \; € C, chega-se a seguinte condi¢do
de estabilidade:

|1 — EJ| > 1, h]‘ = )\]h,V] S [1,’)’)’1,} (2.36)

que é o exterior de um disco com um raio de tamanho unitario e
centrado em h; = 1. Note que este dominio compreende todo o
semiplano complexo negativo. Portanto, o método de Euler impli-
cito imita a estabilidade assintdtica de uma ODE linear (A < 0)
sem restricdo no tamanho do passo h, ja que este é positivo. Esta
propriedade pode ser verificada para todos os métodos implicitos,
como os BDFs, tornando-os assim ferramentas poderosas para uso
em algoritmos de integracdo numérica, em especial, os que utili-
zam tamanho do passo variavel. Por fim, para o caso de PVIs insta-
veis ((A > 0), necessita-se adotar um tamanho de passo maior, que
satisfaca h; > 2, V.

Observa-se que esta andlise de estabilidade considera siste-
mas que operam proximo a um ponto de operacéo definido, caso ti-
pico, por exemplo, de processos dindmicos controlados localmente.
A estabilidade local aqui discutida néo € valida, portanto, sistemas
oscilatérios periddicos, ou sistemas néo lineares que operem longe
de um ponto de equilibrio local.
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2.3.2.2 Estabilidade dos métodos de multiplos passos

Para fazer uma analise de estabilidade em métodos de multi-
plos passos, aplica-se novamente (2.31), mas agora a equacao geral
destes métodos, dada por (2.20), obtendo-se:

S
Z(Oéjf —hBiN)x,_j11 =0 (2.37)
§=0
Considere );, 0 i-ésimo autovalor de A, com: = 1, ..., m. Dado
que a solucdo x,.; da equacdo a diferencas (2.35) pode ser ex-
pressa como uma combinacao linear de poténcias das raizes de sua
equacdo caracteristica associada [5], define-se:

m(w;h) = p(w) — hio(w), h; = \ih. (2.38a)

p(w) = Zajws_j (2.38b)
5=0

o(w) = Z ﬁjws_j (2.38¢)
j=0

onde 7 (w; h;) é denominado polindmio de estabilidade de métodos
de multiplos passos de ordem s [5].

Um método de muiltiplos passos é dito ser estdvel, se e so-
mente se todas as s raizes de 7(w;h;), e para todo estado z;,i =
1,...,m, possuirem moédulo menor que 1, isto é [5]:

|wj| = |w7(h7)| < 17 ] = 1,...,8. (239)

Nota-se que a obtencéo das raizes de (2.39) pode ser muito
trabalhosa para altas ordens do método (s grande). Considera-se,
entdo, um método alternativo para determinar o intervalo de esta-
bilidade dos métodos de muiltiplos passos, através da aplicacdo dos
seguintes passos, do conhecido critério de estabilidade de Schur [5],
para o polinomio 7 (w; h;):

1) m(w; E,») é um polinémio de Schur se todas as suas raizes ti-
verem moédulo menor que a unidade, isto é, satisfizerem a
condicdo (2.39);

(ii) Se 7 é um polinémio tal que ™ = arw® + - - - + a;w + ap, com
ar, # 0 e ag # 0, entdo 7 = agw® + ... ap_1w + ai, é denotado
conjugado de 7;
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polinémio 7(w; h;) € um polindmio de Schur se e somente se
|7(0; hy)| > |m(0; h;)|, e m1(w, h;) for um polindmio de Schur.

Vejamos a aplicacio destes passos para definir o intervalo de
estabilidade do seguinte exemplo:

h
Xnt+1 = Xn—1 + §(fn +3f,_1) (2.40)

ondetemos s =2comag =1, =0,as =—-1,e 8o =0, 1 =1/2
€ 52 = 3/2

Primeiramente, calcula-se o polindmio de estabilidade e seu
conjugado:

p(w) = w? —1 (2.41a)
o(w) = %(w +3) (2.41b)
e portanto
m(w; hy) = w? — %i_ziw —(1+ %Ei) (2.42a)
Fwshe) = —(1 + gﬁi)w2 - %ﬁiw 1 (2.42)

Claramente, |#(0; h;)| > |m(0; h;)|, se e somente se h; € (—3,0).
Como

_ 1- 3
tem raiz unica igual w = —%, sendo portanto um polinémio de
Schur, deduz-se que 7(w;h;) também o €, se e somente se h; €

(7 %7 O) .

Portanto, o intervalo de estabilidade absoluta do método de
multiplos passos (2.40) é h; € (—%,0), dado h; = h)\;, com i =
1,...,m.

Para um completo detalhamento da definicdo matematica do
critério de Schur, recomenda-se a leitura de [27].

2.3.3 Controle do tamanho do passo de integracao

A fim de melhorar a eficiéncia computacional ou mesmo ga-
rantir a estabilidade dos métodos de passo tinico, é muito comum
solvers comerciais utilizarem-se de um tamanho de passo adapta-
tivo. Motivada pela condicdo de parada relacionando o erro local
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com a tolerancia especificada, uma maneira de computar qual o
préximo passo h, 1 a ser tomado pelo método € justamente permi-
tir uma mudanca proporcional a razdo entre a tolerdncia £ e erro
local e,, 11, levando em conta a ordem (precisdo) do método. Assim:

£ 1/p

En+1

onde p corresponde a ordem do método, e v é um “fator de seguran-
¢a” devendo ser escolhido de tal modo que v < 1. O propdsito deste
fator é reduzir o risco de rejeitar a solucdo computada no préximo
passo do método, quando o erro local chega a um valor muito pro-
ximo da toleréncia, evitando assim recalcular tamanhos de passo
de magnitude semelhante. No entanto, se o erro local for maior ou
muito maior que £ , este serd rejeitado e um novo h de menor tama-
nho sera calculado. Observe que métodos de maior ordem — e mais
precisos — permitem o uso de tamanhos de passos maiores.

Esta estratégia “padrdo” para o controle do tamanho do passo
de integracdo normalmente funciona bem. Entretanto, em muitos
problemas DAEs, esta técnica tem desempenho aquém do esperado
apresentando muita oscilacdo na variavel h, pois muito tempo com-
putacional é perdido recalculando novos tamanhos de passo devido
solucdes rejeitadas, quando a razdo (tolerdncia por erro local) da
equacdo (2.44) chega préxima da unidade [18], mesmo utilizando-
se o fator . Isto é especialmente verdade quando se utilizam mé-
todos puramente explicitos na resolucdo de equagoes rigidas (stiff)
[18], as quais serdo estudadas ainda neste capitulo. Por isso, novas
estratégias de controle de passo para evitar estes problemas serdo
propostas no Capitulo 4 desta dissertacao.

2.3.4 Equacoes rigidas

Quando o tamanho do passo de integracdo h € limitado pelo
intervalo de estabilidade do método, tendo este dificuldade em cum-
prir com os requisitos de precisdo numérica impostos, a menos que
h seja muito pequeno, o sistema de equacdes diferenciais e algébri-
cas ¢ dito ser rigido ou “stiff”. Em geral, esse termo é empregado
para sistemas de equacdes nos quais existem estados com escalas
de tempo bastante diferentes uma das outras, diga-se a abertura
de uma vélvula e a dindmica de uma pressao, por exemplo, provo-
cando dificuldades na resolucdo numérica do problema. Isso porque
a resolucdo numérica de um sistema DAE depende ndo apenas do
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método escolhido mas também do comportamento dindmico dos
estados do PVI a resolver.

Para melhor esclarecer esta propriedade, considere dois es-
tados x; e xo solugcdes de uma ODE de primeira ordem, cujas di-
namicas podem ser observadas na Figura 2.3, Considere utilizar o
método de Euler explicito (2.10) para computar estas curvas.

40
30|

201 |

Figura 2.3: O fendmeno da rigidez. (Fonte: [5]).

Observa-se que x; possui uma dindmica muito rdpida proé-
ximo a t = 0, e lenta a partir da vizinhanca do instante ¢ = 0, 2, en-
quanto x» varia lentamente em todo intervalo ¢t = [0, 1]. Da condi¢édo

de estabilidade do método, (2.33), constata-se que o tamanho passo
€ limitado no intervalo:

0<h<2/|N|, j=12 (2.45)

onde \; e Ay correspondem aos autovalores dos estados 1 e 2, res-
pectivamente.

Sabe-se que a constante de tempo de x; é mais rdapida que
x2, logo |A\1| > |A2|. Assim, o tamanho do passo & fica limitado
pela imposicdo da condicdo de estabilidade do método, dada pela
constante de tempo mais rdpida do sistema |A;| e, mesmo que na
maior parte do tempo (a partir de ¢ > 0, 2) ambos os estados variem
lentamente com dindmica semelhante, o valor maximo que h pode
assumir serd definido por h = 2/|\|. Por esta razdo, métodos pura-
mente explicitos quando usados para resolver esse tipo de sistema
sdo muito lentos, embora ainda retornem uma solu¢édo apds tomar
uma quantidade de tempo considerdvel.
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Considere agora o método de Euler implicito para a resolucédo
do mesmo sistema. Dada que sua condi¢do de estabilidade absoluta
(2.36) implica em h > 0, condicdo que é sempre verdadeira, ndo ha
restricdo alguma a ser imposta ao tamanho do passo de integracéo,
a ndo ser requisitos de tempo maximo de amostragem (7}), por
exemplo. Esta propriedade pode ser estendida para todos os mé-
todos puramente implicitos, tornando-os muito mais eficientes na
resolucdo numérica de sistemas do tipo rigido, dado que sdo incon-
dicionalmente estaveis. Por esta razdo, sdo amplamente utilizados
em conjunto com a aplicacdo de metodologias para o controle do ta-
manho do passo de integracdo, como a apresentada na Secéo 2.3.3,
fato que pode ser constatado em diversos solvers comerciais (tal
como o odel5s®) que se utilizam de métodos BDFs, puramente im-
plicitos por definicéo.

Em suma, quanto mais explicito for o método, considerando
metodologias hibridas (ou semi-implicitas), menor seu intervalo de
estabilidade, e portanto o tamanho de passo utilizado, agregando
mais tempo a resolucdo numeérica do problema, sendo desta forma
pouco competitivos quando aplicados a PVIs que envolvam equagoes
rigidas.

2.4 COMENTARIOS FINAIS

Neste capitulo apresentou-se uma fundamentacéo teérica com
diversos conceitos a respeito de métodos numéricos para resolucdo
de problemas de valor inicial envolvendo equacoes diferenciais e
algébricas. Alguns dos métodos mais tradicionais na literaturas e
presentes na maioria dos solvers comerciais foram expostos afim de
proporcionar ao leitor uma nocéo geral de seu funcionamento, uma
vez que ndo é objetivo desta tese demonstrar uma fundamentagéo
matematica rigorosa de cada um deles. O capitulo seguinte discutira
a modelagem matematica do sistema DAE da estacdo de compres-
sdo e discutird suas complexidades de resolucdo numérica.

Do pacote MATLAB 2015a®.






3 MODELAGEM DE UMA ESTAGAO DE COMPRESSAO
CONTROLADA DE GAS

Neste capitulo apresenta-se, de maneira geral, o funciona-
mento operacional da estacdo de compressdo de gas de uma uni-
dade de producdo de petrdleo, caso de estudo deste trabalho e,
expde-se uma andlise quantitativa da estrutura numérica e com-
plexidade do modelo matematico fenomenoldgico, isto €, do sis-
tema de equagdes diferenciais e algébricas resultante, problema
foco deste trabalho.

3.1 DESCRICAO DO SISTEMA

O processo em estudo contempla um sistema controlado de
compressao de gas composta por dois compressores de trés estagios
cada, tal como mostra a Figura 3.1. Esta é uma tipica estacdo de
compressdo de uma unidade de producao de gas, cujo modelo des-
crito neste capitulo é baseado nos trabalhos de Plucenio et al.[6] e
Vetorazzo [2].

queimador  mf

(fare) |1

linha de
! exportacao
Mexp

mp My

—

vazao
de entrada

m"",u
linha de
injecao

linha de compressao 2

Figura 3.1: Estacdo de compressdo de uma unidade de processa-
mento de gas.

O objetivo da compressdo de gas nas plataformas de producédo
de petrdleo é aumentar a pressdo do gas que vem do pocos, apds
passar por processo de separacdo da dgua e do 6leo, para que o gas
comprimido possa ser ser transportado para venda (distribuicdo),
ser usado como combustivel ou fonte de energia na propria plata-
forma, ou ainda para ser injetado em linhas de (gas-lift) em proces-
sos de elevacéo artificial de fluidos.

53
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A linha de entrada da estacdo recebe a vazédo de gds proveni-
ente do processo de separagdo de petrdleo. Um vaso de separacdo
a pressdo controlada funciona como pulméo para armazenar certa
quantidade de gds que o atinge de maneira ininterrupta e irregular.
Esta vazdo de entrada é vista como uma perturbacdo pelo sistema
de compressao.

Caso uma quantia de gas ndo puder ser comprimida devido a
algum tipo de falha no sistema, este montante deve ser conduzido
ao queimador (denonimado flare) a fim de evitar sobrepressao nas
linhas de compresséo da estacdo. A vazdo de gds que chega as linhas
de compressao é governada pela dindmica de pressdo resultante do
balanco de massa no vaso de pressdo de entrada.

Cada estagio de compressdo é formado por um trocador de
calor, que recebe o gas proveniente da linha de entrada ou de seu
predecessor, responsavel por controlar e reduzir a temperatura do
gas para um valor fixo; por um vaso de pressdo (ou separacdo) que
acumula parte do gas para remocdo, por decantacdo, de possiveis
residuos de fluido condensado liberado pelo préprio gas; por um
compressor centrifugo, que operando a determinada velocidade de
rotacdo, transfere energia ao gas aumentando assim sua pressdo e
temperatura, e por uma valvula de reciclo, cuja abertura deve garan-
tir uma vazao minima de gas passando pelo compressor, evitando
assim o fenémeno de surge e uma operacéo instavel do sistema.

A Figura 3.2 apresenta em detalhe um estagio de compressao
e seus componentes.

valvula de reciclo

trocador

de calor COLPressor

vaso
de pressao

Figura 3.2: Estdgio de compressdo e seus componentes.

Na saida do terceiro estdgio de cada linha encontram-se ainda
trocadores de calor atuando para manter a temperatura do gas em
um valor admissivel para a descarga ou exportacdo. Imediatamente
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apds, mais um vaso de pressdo de saida (ou distribution header)
acumula o gas comprimido, e é responsavel pela distribuicdo deste
gas a trés linhas de transporte: uma para exportacio que destina o
gds ou para suprimento de energia interno, ou para fora da unidade
para fins de comercializag@o, e duas linhas para injecdo de gas nos
pocos em processos elevacdo artificial de fluidos.

O controle regulatério deste sistema € parte intrinseca do mo-
delo de equacdes diferenciais e algébricas desenvolvido, e corres-
ponde ao sistema de controle real existente na estagdo. Este sistema
de controle é composto por um conjunto de controladores PID dis-
postos a manter em niveis seguros, por exemplo, as pressdes na
entrada de cada linha de compressdo, as temperaturas do gas na
entrada de cada estdgio, e regular a quantidade de gas a ser trans-
portada para outras linhas.

Além disso, o sistema de controle atua sobre as valvulas de re-
ciclo, quando a vazao de gés que circula pelos compressores compre-
ende-se abaixo de determinado limite de operacdo, de forma que
parte do gds comprimido seja recirculado pelos compressores, a fim
de incrementar esta vazdo de gas, evitando assim uma operacdo
instavel, denominada surge.

Em resumo, o controle regulatério modelado dispde-se a rea-
lizar o:

e Controle da pressdo de succdo na entrada de cada linha de
compressio, atuando na velocidade de rotacdo do eixo de com-
pressao;

e Controle da pressdo de succdo do header de distribuicéo, atu-
ando na vélvula da linha de exportacdo de gas;

e Controle da temperatura do gas em cada estdgio atuando na
abertura da valvula de admissao de fluido refrigerante nos tro-
cadores de calor;

e Controle da vazdo de gds enviada as linhas de injecéo, através
de atuacéo sobre as préprias valvulas dessas linhas;

e Controle anti-surge atuando nas valvulas de reciclo de cada
estagio.

Na sec¢do a seguir apresentar-se-a de forma sucinta a modela-
gem matematica da estacido de compressio aqui descrita.
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3.2 MODELAGEM MATEMATICA FENOMENOLOGICA

O principal objetivo do modelo matematico desenvolvido é
possibilitar uma boa compreensdo da dindmica do sistema continuo,
permitindo assim desenvolver estratégias de controle avancado para
a estacdo de compressdo. Algumas equacdes serdo aqui descritas. O
modelo completo de equacdes é apresentado no Apéndice C.

3.2.1 Modelagem termodinamica

Um modelo termodinadmico minucioso pode ser uma tarefa
complexa de realizar devido a falta de informacdo. Todavia, algu-
mas relacOes entre varidveis por terem uma dindmica tdo rdpida
em relacdo as demais, podem ser consideradas insignificantes em
termos de desenvolvimento de técnicas de controle. Além disso,
existem variaveis ndo medidas na estacdo e que ndo sdo utilizadas
no projeto do sistema de controle'. Assim, algumas hipSteses sdo
levantadas no sentido de simplificar, em parte, um modelo termodi-
namico completo:

e Nao ha perda de energia nos trocadores de calor;

e Nao hd troca de massa entre fase liquida e gasosa nos vasos
de pressdo;

e A compressibilidade do gas é considerada constante.

As dinamicas das pressoes de succdo em cada estagio de com-
pressio sdo resultantes do balanco de massa na entrada e saida dos
vasos de pressdo, e dependem de caracteristicas térmicas do gas.
Para cada linha de compressdo i € [1,2], e cada estdgio de compres-
sdo j € [1,2, 3], obtém-se:

dPii  RZTii
i = aov Qomin =X méur) (3.1)
iJ

onde R € a constante universal dos gases, Z é o fator de compressi-
bilidade do gas, My é o seu peso molecular. 7% representa a tem-
peratura medida na mesma posi¢cdo onde se mede a pressdo. V;; é
o volume do vaso e m7y, e mg; representam as vazoes mdssicas
de entrada e saida dos vasos de pressdo, respectivamente.

'A menos que técnicas de estimagdo de varidveis fossem utiliza-
das para este fim.
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Ja as dinamicas da pressdo de succdo no vaso de entrada,
Pg, e no vaso de saida (header) da estacdo, Py, seguem a mesma
caracteristica, e sdo dadas por:

dP RZT,

Tf = WV{Z - (mp —Mfigre — m}g — m%) (3.2a)
dPgy ~ RZTEg sl 52 1 2

DT M Vi (Mpc +mpc — Mewp — Myp; —myy;)  (3.2b)

onde mg é a vazdo de entrada da linha, vinda da producdo dos
POCOs, m f14rc Tepresenta a vazdo de gés sendo levada ao queimador
(flare), e mk e m%, as vazdes de entrada das linhas de compresséo
1 e 2, respectivamente. Além disso, assume-se volumes de vasos
idénticos, isto é, Vg = Vg =V, .

Na saida, mezp, m}nj e m?nj sdo, respectivamente, as vazoes
enviadas as linhas de exportacdo e as duas linhas de injecao de gas.
J4 as vazdes mii, e mi%, correspondem a saida de gas dos trocado-
res de calor ao final de cada linha de compressao, cujo balanco de
massa fornece, por exemplo, para a linha 1:

myc =mep — mye (3.3)

onde m{, é a vazdo que passa pelo compressor no terceiro estdgio,
e mL2 a vazo de reciclo do mesmo estagio.

As vazoes de entrada em cada linha de compressédo, resul-
tantes das dindmicas de pressdo nos vasos de entrada e do pri-
meiro estdgio de cada linha, sdo modeladas através de equacoes
ISA-standard” para o célculo de vazdes em vdlvulas, que sdo tipi-
camente usadas em trabalhos de modelagem de compressores, tal
como em [28] e [29]. Como exemplo, para a linha 1, primeiro esta-
gio, obtém-se:

c

M
mb = khey /RTVTVEMPE(PE — P (3.4

onde Pr e Tg s@o a pressdo e temperatura tomadas no vaso de
entrada, e ki, é uma constante que contribui para a modelagem
das dimensodes do trocador de calor.

A vazdo de saida para o queimador, my.,., € ndo nula so-
mente se a pressdo no vaso de entrada for superior a um limite
pré-definido, isto ¢, se Pp > Pj'**, e ¢ modelada também por uma

Zpadrio para dimencionamento de valvulas de controle.
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equacdo estatica do tipo ISA-standard, seguida de uma dindmica de
primeira ordem, tal como equacdo (3.5).

I
N w max
Mitare = Kitare\| 77, /PP — Pges) (3.5)

N
dmflare - MFlare — Mflare

= 3.5b
dt Tflare ( )

onde m?’lwe representa a vazdo de regime destinada ao queimador,
Ekfiare € uma constante que modela a perda de carga na vélvula
da linha de flare, e 744, corresponde a constante de tempo da
dindmica da vazdo desta linha. N

As pressoes de descarga P’ e as vazdes m¢, de cada estagio
de compressor sdo calculadas a partir de informacéo obtida dos ma-
pas de compressdo, fornecidas pelos fabricantes. Estes mapas apre-
sentam curvas estaticas, como as apresentadas ma Figura 3.3 que
relacionam, para cada estagio de compressdo, a razdo (ganho) de
compressdo r*/ = Py’ /P e a velocidade angular w’ de rota¢éo do
compressor da linha i com a vazdo volumétrica Q*/ que o atravessa.

4.50 = T
425 F /_'_"“-‘\
e2 4.00F
& ,
# E
B 3T A
2 i
= 350F
a E,JJUJ S RN [N i | \
o E 1 =
b5 325: ; z
L E | i #
= so0f BN Ny \
Q E : 1
= 275k
J:‘:1 E -‘-“\ Jci g
] E | L 2 irs
Y e I A X
F 1
225 L ! \,g -g\
E 2 | E31, |
3Ty =RT FRTS VR WES FRWE P ST PER PR TS TR F
eh 8888883855833
[T =T e~ T B~ T T = B = S S~ B
Ko & o 2 = X oo omoF Bosow e
- - = T = = = = =
1

vazdo volumétrica (m?/min)

Figura 3.3: Mapa de compressdo. A linha que conecta as curvas
corresponde ao limite de operacdo do estagio, denominada linha
de surge. (Fonte: [2]).

Estas curvas sdo modeladas da seguinte maneira: considere o
primeiro estagio da linha de compressdo 1. Definem-se as variaveis
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V= pl/pl gy = wl/wk, e 111 = Q' Jw),, onde w}, é a velo-
cidade angular nominal do compressor da linha 1. Obtém-se entdo
uma curva normalizada para esta velocidade, a partir do seguinte
polindémio:

rt=at + b gy + My +dMad + ety + fMyf (3.6)

onde os coeficientes a'!, b1, cl1, d't el e f!! sdo obtidos utilizando
interpolacdo polinomial a partir dos pontos obtidos nos mapas de
compressao [6].

A pressdo de descarga é obtida simplesmente utilizando-se a
razdo de compressdo, como mostra a equacéo (3.7).

Pt =pl1p! 3.7)

A vazdo volumétrica Q'! pode ser obtida computando-se as
raizes do polinémio na equacao (3.6), para dada razdo de compres-
sdo r!!. Considerando uma opera¢iio normal do compressor, toma-
se a raiz maior magnitude, x7,. Para obtencdo da vazdo madssica,
multiplica-se Q'! pela massa especifica do gds, tal como descrito
pelas igualdades (3.8) abaixo.

Q' = ajuy’ (3.8a)
PHMW
11 Is W ~Hll

A quantidade de energia na entrada dos trocadores de cada
estagio, W;i, é dada pela soma da energia em forma de calor prove-

niente do estdgio de compressio precedente, q(l VU1 via recircu-
lagdo, ¢}, , e correspondente ao fluido refrlgerante do proprio troca-
dor, ¢¥, isto é:
Wil =l ™ 4 gl 4 g7 (3.92)
ij _ (=1 (i—-1) (i-1)(G-1)
Wi, = ch*P;_ eIV e ml, CgT” +- (3.9b)
4 PR ¢ T8

onde ¢, 4 o calor especifico do gas, c., o calor especifico do fluido de

resfriamento do trocador de calor, 7’ é a temperatura de descarga
;. i—1)(5—1) « ~ ;
do compressor no mesmo estagio, e m(é P VU=1) ¢ a vazido de gas de
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entrada do trocador, proveniente do compressor precedente, ou da
entrada da linha (m;), para o caso do primeiro estagio.

A varidvel ¢¥ corresponde a abertura da vélvula que permlte
a vazdo do fluido de resfriamento no trocador de calor, e m™#%% é a
madxima vazdo de fluido de resfriamento. Na Figura 3.4, identifica-
se o sentido de circulacdo das vazdes no primeiro de estdgio da
linha de compressdo 1, e apresentam-se os pontos de tomada de
pressio e temperatura no estagio.

&

Figura 3.4: Estagio de compressio, identificando-se as vazdes que o
circulam. (Fonte: [6]).

Em regime permanente, considera-se que a temperatura do
fluido refrigerante, T/, é igual a do gés na saida do trocador de

calor, bem como a temperatura do gds na succdo do estagio de com-
pressdo correspondente, 7. Desta forma, a quantidade de energia

em forma de calor na saida dos trocadores, W,?,, corresponde a:

Wi, = ¢ +q7 (3.10a)
Wi, = (mocy + ¢Pmmeciic )T (3.10b)

onde m7 é a vazdo de saida do trocador.

Quanto a dindmica da temperatura na succdo de cada esta-
gio, T, considera-se um modelo primeira ordem, com um ganho
estatico ndo linear que deve atender as condicOes de equilibrio de
energia em regime permanente.

Admitindo-se a auséncia de perdas de energia, deve-se satisfa-
zer, no equilibrio, a condicdo WffL — W ,. Desta igualdade é possi-
vel calcular a temperatura de regime (ou ganho estatico) na succio,
T%. Assim, para o modelo da temperatura na sucgio, utiliza-se uma
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equacdo ndo linear estdtica e uma dindmica de primeira ordem,
dada por:

mfn{,chéj + mg_l)(j_l) (i_l)(j_l) + ¢Im¥c T

max,ij

TY =
SS
miacy + <Z5c Me

(3.11a)
Ce

ars 17
a7 T

(3.11b)

onde 7,.;; representa uma constante de tempo, cujo valor adotado
considera informacédo pratica da medicdo em tempo real desta tem-
peratura em estactes de compressao.

As temperaturas do gas na saida dos trocadores de calor no
terceiro estdgio de cada linha, 7*! e T2, sdo computadas seguindo
raciocinio analogo ao das temperaturas de succdo. As equacdes com-
pletas estdo descritas no Apéndice C.

A modelagem das temperaturas do gas na entrada do header,
Ty, e da temperatura de descarga de cada estdgio de compresséo,
T sdo baseadas nos trabalhos de Budinis and Thornhill [8] e Hel-
voirt [30] que consideram equacdes estaticas para estas variaveis.

A temperatura do gas no header varia pouco, pois as tempera-
turas na saida dos trocadores sdo controladas. Desta forma estima-
se sua magnitude através de uma média das vazdes dos trocadores
de calor, ponderada pelas proprias temperaturas do gas na saida,
isto é:

sl 52
Ty = mTCT +mieT (3.12)
mTc + m$3

Ja a temperatura de descarga é dependente da temperatura
na succdo e da razdo de compressao, podendo ser aproximadamente
por:

T;’J’ — Tsij (rij)crij (3.13)

onde o expoente ¢/ é um coeficiente que depende das caracteristi-
cas térmicas do gds como a razdo de calor especifico, e da eficiéncia
politrépica de compressédo [30].

A modelagem da pressdo na linha de exportacdo é simplifi-
cada para evitar a utilizacdo de equacoes diferenciais parciais. Esta
pressdo, P.,,, foi modelada como uma combinacdo de perda de
carga PYy, e a pressdo devido a acumulagdo P77, na linha. Assume-
se que, na linha de exportacdo, ja flui uma vazdo mpe,, que in-
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depende da vazdo de saida do header de exportacdo de gas. Além
disso, assume-se que a vazdo de exportacdo do header na saida da
linha de exportagéo mg,, serd igual em regime permanente a va-
zdo entrando na mesma, Mm.,,, Mas apresentando uma dinamica
de primeira ordem em relacdo a entrada. Com essas consideracoes,
descrevem-se as pressdes e as vazoes da linha de exportacdo como:

PEIP = Peaa(c:p Pga?p (3143)
dm? Mexp — mez
. P (3.14b)
dt Tewp
dP%¢ e .
dt — kemp (mea:p - mexp) (3.14¢)
Pep:rcp = ks;p( exp + mLexp)z (314(:1)

onde 7.,, é a constante de tempo relacionada com a dinamica da
vazdo na saida da linha de exportagdo. A constante kLS depende
do comprimento da linha de exportacdo, do diametro da linha de
exportacdo, do fator de atrito e da pressdo média da linha, e a cons-
tante kZg, = #{f’!, sendo V7 .., o volume da linha de exportacéo
[29].

O célculo da vazdo m.,,, em funcdo da diferenca entre as
pressdes Py e P.,p, € realizado seguindo o mesmo procedimento
utilizado para a determinacdo das vazdes da linha de entrada e de
flare. Isto é, utilizando-se equacgdes ISA para vazoes em valvulas de
controle para ﬂuidos compressiveis

As vazdes mj,; e m7, ; das linhas de injegdo sdo modeladas
como vazodes controladas para utilizacdo em processos de injecdo
para gas-lift, por exemplo. As contra- pressées g‘f e $ devido
acumulacdo de fluido na saida das linhas (m ;ems, ) desses pro-
cessos sdo modeladas de forma andloga a hnha de exportagao mas
considerando-se as pressoes nas saidas das linhas, P}, e P;,, pres-
sOes altas e constantes durante a simulacdo. Para a linha 1, modela-
se:

Py = P + kpi(mi,)* + Ppy (3.15a)
dn;?j - m%an;:nf}Lj (3.15b)
ddtﬁ = k7S (mi,; —mi,;) (3.15¢)
ksY ZR T (3.15d)

- MwVia
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Para a linha 2:
Pry = P+ kpam2y_gin + Piy (3.16a)
dms? . 2 s2
TZ;"] = mijlemJ (3.16b)
ddfg = k{5 (m3,; — mi2) (3.160)
ki = A% (3.16d)

onde k¢9 e k¢% sdo constantes que dependem do comprimento da
linha, didmetro do duto, fator de atrito e pressdo média na linha,
V1,1 é o volume da linha 1 e V7, é o volume da linha 2. As constantes
de tempo 71 € 7o representam a dindmica das vazdes das linhas de
injecdo. A modelagem destas linhas de saida da estacdo, exportacdo
e compressdo, foi fortemente baseada nos trabalhos [10, 28, 29,
30].

3.2.2 Modelagem do controle regulatorio

Conforme ja mencionado, os controladores PID existentes na
estacdo de compressdo de gas desempenham um controle local re-
gulatério do processo, tal como detalhado a seguir.

3.2.2.1 Controle da pressdo de succdo na entrada das linhas de
compressao

Sabe-se, das relagdes obtidas a partir dos mapas de compres-
sdo, que é posswel mampular a vazdo que passa através de um es-
tagio do compressor m, para levar uma pressdo de sucgdo de en-

trada P!' a um valor de referéncia desejado. Por outro lado, m¢
varia com a velocidade angular do eixo do compressor w;, que por
sua vez varia com a poténcia aplicada ao compressor [2, 6], através
das equacoes:

dw; 1 . .
L= (1t — 4 1
& =T (ri ;TC ) (3.17a)
i = Uploly (3.17b)
w;
T mgpuiwlRf (3.170)
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onde J; e 7¢ sdo, respectivamente, o momento de inércia e o torque
aplicado ao eixo do compressor i, 77 é o torque exercido pela vazio
m¢p que atravessa um estagio de compresséo j. Potly é a poténcia
nominal, e ;' e R; sdo, respectivamente, o fator de escorregamento
e o raio do impelidor do compressor i. Por fim, u%, u% € (0,1) é a
acdo de controle que representa um percentual da potencia nominal
Pot’ a ser aplicada ao eixo do compressor i.

A acdo de controle tomada a partir da leitura de cada pressao
de sucgéio P! é dada por:

epi1 = Psilsp - Psil (3.18a)

ull = K5 epa + K Tepa (3.18b)
dlepy

dtk = epnn (3.18¢0)

onde epi1 € 0 erro de controle entre a pressdo de suc¢do P! e seu
s .

valor de referéncia P97, Kﬁgl e Kfsﬂ sdo, respectivamente, os
ganhos proporcional e integral do controlador, e Iepi: € a integral
do erro de controle. '

A pressdo do header é controlada em um valor desejado, P5%.
Isso é feito manipulando-se a vazdo enviada para a linha de exporta-
¢80, Mmeyp, através do acionamento da abertura (®.,,) de uma vél-
vula da linha. O controle Proporcional Integral (PI) é descrito na
equacio (3.19).

epy = }SIP — Py (3.19a)

q)exp = KII;HepH + KfHIePH (3.19b)
d[ep

5 H epy (3.190)

tal que ep,, € o erro entre a leitura da varidvel Py e seu set-point
P5P. K 15” ¢ o ganho proporcional e K f H o ganho integral do con-
trolador PI, e Tep, € o estado correspondente a integral do erro
€Py -

3.2.2.2 Controle da temperatura de succdo em cada estagio

O controle das temperaturas de succdo de cada estdgio de
compressdo, 777, e da saida dos trocadores de calor no tltimo estd-
gio, T*, é realizado por uma acdo PI, similar ao controle de presséo,
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que atua através da abertura de uma valvula ®. que permite a va-
zd0 de um fluido refrigerante pelo trocador de calor. Estimando-se
as temperaturas através da dindmica de primeira ordem descrita
pela equacdo (3.11), a acdo de controle desta grandeza em cada
estagio é calculada por:

ef, = T — T (3.202)
O = K el + K,* Iel] (3.20b)
dl eéz g
L= (3.200)
onde eiTjS é o erro de controle entre a temperatura de sucgdo T

. .. Tf'j T'ij - .
e seu valor desejado TW5F | K p e K,;° sdo, respectivamente, 0s

ganhos proporcional e integral do controlador PI, e Ie;. é a integral
do erro de controle.

Similarmente, calculam-se as aberturas ®$' de vélvulas para
os trocadores de calor na saida das linhas de compresséo:

epsi = TP s (3.21a)

% = KT equi + KT Tequ (3.21b)
d_[e 5%

dtT = epes (3.21¢)

tal que er-: é 0 erro de controle entre a temperatura de saida da
linha T*' e seu correspondente valor de referéncia 7°"5", KL e

K¥™" sdo os ganhos proporcional e integral do controlador PI, e
ITersi é a integral do erro de controle da temperatura de saida da
linha de compressao 1.

3.2.2.3 Controle da vazio das linhas de inje¢do

As aberturas das valvulas (®;y,;1 e ®;p;2), que controlam as
vazdes de injecdo destinadas ao processo de gas-lift, mj,; e m7,;,
também sdo reguladas com controladores PI, com as seguintes leis
de controle.

Para a linha 1:

Cinj1 = mfnl;l - mzlnj (3.22a)
Dinit = Ko einji + K" Teinn (3.22b)
dlein;
Sl €inj1 (3.22¢)

dt
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SP .« : ~ Loos . . injl
onde mj,,;;: € o set-point da vazéo madssica de gés na linha 1, K,

¢é o ganho proporcional, e K}”j ! ¢ 0 ganho integral do controlador
PI de vazao na linha 1.
Para a linha 2:

€inj2 = man;Q - mzznj (3.23a)
Pinj2 = Kfvnﬂ@mﬂ + Kfnj Teinjo (3.23b)
dlem i2
g = G2 (3.230)

onde m:T, é o set-point da vazio massica de gés na linha 2, K" 2

mnj
7 . inj2 s .
¢ o ganho proporcional, e K;"’“ é o ganho integral do controlador

PI de vazdo na linha 2.

3.2.2.4 Controle anti-surge

Compressores centrifugos trabalham com uma faixa limitada
de vazdo volumétrica (Q)) em sua succdo. Isso porque para baixas
vazdes um fendmeno denominado surge pode ocorrer, resultando
em uma operacdo instadvel do compressor com reversdo de vazéo e
flutuacGes de pressdo no sistema [6]. Como ja mencionado, o fun-
cionamento de um compressor pode ser analisado por meio de seu
mapa de compressdo. Os pontos de cada curva do mapa para os
quais a razdo entre o ganho de pressio (razdo de compressdo) e a
vazdo é nula, isto é dr/d@ = 0, indicam o limite de operacdo esta-
vel, livre de surge, do compressor. Ao conectarem-se os pontos de
cada curva por uma linha, encontra-se a chamada linha de surge,
como mostra a Figura 3.5. Assim, todos os pontos de operacdo situ-
ados a esquerda desta curva levam o compressor a uma operacio
em surge.

Uma técnica de controle anti-surge tipica consiste em tragar
uma linha paralela a linha de surge, estabelecendo um afastamento,
ou folga em relacdo a esta. Ou seja, é uma linha de surge de folga,
ou de seguranca, tal como a linha tracejada na Figura 3.5.

Se, no funcionamento do compressor, a vazdo volumétrica @
situar-se ao lado esquerdo da linha de seguranca, uma vazdo de
reciclo Q... deve ser implementada para levar a vazdo @ até um
valor de seguranca (um set-point) situado sobre esta linha. Ja se o
ponto situar-se a direita da linha, ndo hd necessidade de atuacio.
A ideia é garantir que a vazdo no compressor nunca seja inferior a
vazdo estabelecida pela linha de seguranca [2].
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45— T T - T
i linha de surge
de seguranga

a0
S
e
e
T
Vi

le Compress
o

razao

linha de surge

250 00 150 140 160

vazdo volumétrica (m?/min)

Figura 3.5: Mapa de compressdo indicando a linha de surge e a
linha de seguranca.

Isso deverd assegurar um afastamento do limiar (linha) de
surge que compense a incerteza do modelo utilizado, bem como a
velocidade de resposta do sistema de controle. A quantidade de gés
necessdria para levar uma vazdo Q% que passa por um estdgio de
compressdo, para a linha de seguranca é obtida manipulando-se a
abertura da vélvula de reciclo (%) do estdgio de compressdo em
questao.

Para a obtencdo da linha de seguranca de surge, primeira-
mente determinam-se os pontos tais que dr*’/ /dQ% = 0, utilizando-
se os polindmios modelados para as curvas de compressdo, a fim
de obter a vazdo sobre a linha de surge, denominada stge, para
cada estagio j do compressor i. Com esta informacdo, a vazao so-
bre a linha de seguranca, denominada Q%5” e que é set-point do

surge o
sistema de controle anti-surge, é obtida utilizando-se uma folga f*7,
de maneira que:

Q?ug'ge = surge(l + fzj) (324)

Para os cendrios de simulagéo deste trabalho, utilizou-se uma
folga constante de 10 % para todos os estagios. E interessante obser-
var que, no contexto do sistema de controle de compressdo, existe
um compromisso entre robustez e desempenho. Quanto maior a
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folga utilizada, maior serd a vazdo de reciclo e consequentemente
menor serd a eficiéncia do sistema. Entretanto, quanto menor a
folga, aumenta-se a probabilidade de ocorréncia de surge, e de uma
possivel falha no compressor. O que se busca com o desenvolvi-
mento de técnicas de controle avancado é justamente atuar sobre
o sistema de controle regulatério a fim de permitir uma operacdo
mais eficiente, com menos vazdo de reciclo, mas mantendo-se a
seguranca do processo, evitando paradas ndo programadas dos com-
pressores.

A lei de controle anti-surge calculada a partir da leitura da
vazdo de compressdo ™/, para cada estdgio de compressio ¢ dada
por:

egerge = Qiﬁige - Qij (3253)
oY =Ky el o+ KiIed, . (3.25b)
dle g g
I = g+ dify (3.25¢)
onde e¥ & o desvio entre a vazdo Q% que passa pelo estdgio j do

surge

compressor i, € a vazao calculada para a linha de seguranca
A abertura da vélvula de reciclo ®¥/ é dada por uma agéo de con-

trole PI com ganhos proporcional K3’ e integral K. A varivel
correspondente a integral do erro de controle é dada por e’

o surge*
Devido aos limites de saturacdo da abertura ®% € [0,1] da
valvula, a acdo integral ¢ corrigida por uma acdo anti Wl:nd-up, d3ws
que computa o desvio entre a abertura calculada pela lei de controle
e a abertura real da valvula para dada limitacdo por saturacéo [31].
Esta acdo anti wind-up resultante é obtida por:

ijSP

surge*

gy = {1 = @) e @ > (3.26)
-, se @7 <0
O célculo do ganho estdtico da vazdo de reciclo m¥ resul-
tante, deve seguir a expressdo ISA para valvulas de controle para
gases e vapor:

MWafp

d

(3.27)

onde K% é uma constante caracteristica da valvula, CVy é o coefi-
ciente nominal da valvula (100 % aberta), e zp ¢ a razio de queda



3.3. Complexidade numérica do modelo 69

de pressdo a montante e a jusante da valvula.

A velocidade de abertura das vélvulas de reciclo foi suposta
seguir uma dinamica de primeira ordem, descrita pela seguinte equa
¢do diferencial:

i _ iy —
TR (3.28)
ij

m

Os valores dos parametros utilizados em todas as equacoes
apresentadas neste capitulo sdo informados no Apéndice B. Para
mais informacoes sobre a obtencdo das equacdes do modelo bem
como a justificativa da utilizacdo de cada uma, consultar [2].

3.3 COMPLEXIDADE NUMERICA DO MODELO

O modelo da estacdo de compressdo abordado neste capitulo
envolve uma série de dificuldades ou obstaculos numéricos que o
tornam complexo de resolver. Cada um deles sera discutido nesta
secdo.

O primeiro ponto a ser levantado é a quantidade de equacées
do problema a resolver. Como pode ser verificado no Apéndice C,
o modelo fenomenoldgico completo contempla 50 equacoes dife-
renciais ODEs de primeira ordem e 84 equacdes algébricas, que
envolvem termos néo lineares (tal como no céalculo das vazdes nas
equacoes (3.4), (3.6) e (3.27)). As equacgdes algébricas atuam como
restricdo a resolucdo numérica das ODEs, devendo cada solucio
computada satisfazer estas equacoes. Desta forma, deve-se resolver,
a cada ciclo de amostragem do modelo, um PVIs dado por um sis-
tema de DAE néo linear de indice unitdrio, apresentado pelo sistema
de equacdes (2.4).

O fato do sistema ser matematicamente extenso implica que
a cada chamada do modelo DAE, um grande esfor¢o computacional
seja gasto, pois para todo estado computado através de um método
numérico que deve aproximar as derivadas a partir do cdlculo da di-
namica f diversas vezes, é necessario ainda resolver um sistema de
equacgdes ndo lineares, descrito por g, para computar as variaveis al-
gébricas. Fortuitamente, este esforco pode ser reduzido. Como visto
na se¢do 2.1 do Capitulo 2, o fato do sistema DAE possuir indice
1 faz com que este possa ser resolvido como um sistema ODE com
restricGes. Desta forma, € possivel simplesmente aplicar um método
numérico para obter o estado x, resolvendo o sistema ODE (2.4a),
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e substituir o resultado em g para aferir as varidveis algébricas p,
em todo intervalo de integracdo ¢,t € [to, ty].

A segunda dificuldade na resolucio encontra-se no fato de
que muitos estados possuem dinamica diferente. Do ponto de vista
de sistemas de controle, isto é essencial. Toma-se como exemplo o
controle da pressdo de sucg¢éo, o qual para ser possivel, torna-se ne-
cessdrio que a dindmica de atua¢do na velocidade angular do com-
pressor seja mais rapida que a dindmica da grandeza controlada.

Entretanto, numericamente o problema de integracdo a ser
resolvido torna-se rigido, sendo portanto necessario o uso de méto-
dos numéricos implicitos ou semi-implicitos para que se reduza a
carga computacional resultante da limitacdo de tamanho de passo
de integracdo por requisitos de estabilidade quando métodos pura-
mente explicitos sdo utilizados.

Por fim, para avaliar e simular o sistema de controle avancado,
perturbacdes sdo impostas a vazio de entrada, retirando o sistema,
em determinado intervalo de tempo, de seu ponto de operacéo,
variando-se assim sua dindmica. Isto faz com que um método nu-
mérico deva reduzir o passo de integracdo de modo a capturar com
precisdo as variacoes de dindmica impostas pela perturbacéo. Esta
tarefa torna-se particularmente mais custosa quando requisitos de
precisdo sdo muito apertados, tal como uma tolerancia para o erro
local de aproximacdo, £ < 1073 ou menor, que serdo estudadas
neste trabalho. Assim sendo, a fim de tornar o solver de integracdo
numérica mais eficiente, € proposto o uso de métodos numeéricos
de baixa ordem, para reduzir o nimero de computos do sistema,
ao calcular cada aproximacéo, e com tamanho do passo varidvel
(controlado) sendo capaz de adaptar-se a possiveis modificacoes da
dindmica do sistema impostas pela aplica¢do de perturbacoes, for-
necendo assim solucoes eficientes e precisas.

3.4 COMENTARIOS FINAIS

Este capitulo apresentou de forma sucinta a modelagem ma-
tematica da estacdo de compressido de gas de uma plataforma de
producdo, a fim de proporcionar ao leitor uma visdo geral do sis-
tema real, suas relacoes termodindmicas e seu controle regulatdrio
existente. O sistema DAE completo, bem como suas condicdes ini-
cias estdo descritos no Apéndice C e Apéndice B, respectivamente.
A fim de proporcionar ao leitor uma nocio da magnitude do pro-
blema abordado, foram identificados os aspectos numéricos que
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agregam complexidade ao problema de integracdo, tomados como
base para o desenvolvimento de metodologias mais eficientes, prin-
cipal contribuicdo deste trabalho. No préximo capitulo, sera des-
crito o desenvolvimento de metodologias mais eficientes para resol-
ver PVIs complexos e rigidos, tal como o sistema de compressao.






4 CONTRIBUICOES QUANTO A EFICIENCIA COMPUTACIONAL
DE METODOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta as principais contribuicoes desta dis-
sertacdo: sdo implementados algoritmos de integracdo numérica
com elementos tipicos tais como o uso de um método para calcu-
lar as aproximacdes e uma férmula para estimar sua preciséo. Além
disso, para as solucées obtidas fora da precisio especificada, realiza-
se uma acdo corretiva nos parametros da formulacdo do método:
aplica-se a teoria de controle linear para que o tamanho do passo
de integracdo h utilizado no método forneca uma solucdo mais pro-
xima de atender a precisdo especificada.

Os algoritmos desenvolvidos sdo customizados em relacdo ao
sistema DAE a resolver, ou seja, € obtida informacao prévia do mo-
delo matematico, visando a melhora da eficiéncia da integracdo nu-
mérica quando exigidas tolerancias muito precisas para o erro local
das solugdes estimada.

4.1 ESCOLHENDO FORMULAS PARA CALCULAR APROXIMACOES
E ESTIMAR O ERRO LOCAL

Dentre tantas metodologias existentes na literatura, das quais
algumas foram expostas no Capitulo 2, quais seriam as mais eficien-
tes para simular um modelo complexo?

Para responder esta questdo € preciso levar em conta dois
fatores que sdo os principais responsaveis pela elevada carga de
processamento computacional durante a resolucéo de PVIs:

(i) O sistema DAE apresenta uma estrutura numérica complexa:
grande quantidade de equacdes diferenciais e algébricas, ODEs
do tipo rigidas e nao linearidades;

(ii) Uma alta precisdo numeérica € exigida para o calculo das aproxi-
macoes — entenda-se por “alta”, tolerdncias menores que um
milésimo, ou £ < 1073, para a estimativa do erro local.

Do item (i) ja surgem dois pontos a considerar: primeiro,
precisa-se conhecer previamente o modelo para escolher uma me-
todologia adequada para a integracdo. Isto ndo é algo novo, ja que
devido a grande quantidade de solvers existentes em pacotes co-
merciais, necessita-se algum conhecimento quanto a estrutura ma-
tematica e complexidade do sistema para definir-se qual solver de
integracdo seria mais adequado para resolver tal problema.

73
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Segundo, se o sistema apresenta uma estrutura numeérica com-
plexa, escolher um método de alta ordem, isto €, que necessite re-
alizar chamadas do sistema em varios pontos para calcular cada
aproximacdo x,+1 em todo instante n do intervalo de integracdo,
certamente agregard um elevado custo computacional a resolucdo
numérica.

Além disso, adotar um método puramente explicito que nédo
faca o uso de um tamanho de passo variavel para resolver um sis-
tema rigido, seguramente incrementard (e muito) o tempo de pro-
cessamento do algoritmo, devido a limitacdo no tamanho de passo
utilizado por estes métodos, conforme justificado na Secgéo 2.3.4.

Tomando agora o item (ii), por exigir-se um erro local muito
pequeno, sera necessario ou o uso de um algoritmo de mais alta
ordem, obtendo-se assim mais informagéo para computar cada apro-
ximacdo, calculando-se as fungdes f e g do sistema em mais pontos,
ou realizar um numero maior de passos (ou iteracées) em cada
subintervalo n utilizando-se tamanhos de passo h menores, a fim
de estimar um erro local tdo pequeno quanto mais proximas forem
as solu¢des computadas adjacentes.

Por fim, mas ndo menos importante, estes itens em conjunto
normalmente fazem com que o método numérico exceda o ntimero
maximo de iteragdes (NV,,q.), retornando aproximacdes pouco pre-
cisas ou confiaveis [14, 32].

Como mencionado anteriormente, solvers comerciais adotam
em geral uma ordem varidvel do método, cujo valor maximo pode
ser definido pelo usudrio. Todavia, mantém como padrdo uma or-
dem consideravelmente alta de maneira a garantir como padrdo
uma aproximacio precisa, mas em geral lenta. Exemplos destes
solvers tradicionais apresentam algoritmos que utilizam os méto-
dos de Runge-Kutta de 42 ordem, a familia de métodos preditores-
corretores (de multiplos passos) de Adams-Bashforth de 32 e 4? or-
dem, e os métodos de colocacdo de Gauss-Radau, com polindémios
de Lagrange de 32 a 52 ordem.

Baseado neste conhecimento, adota-se neste trabalho o mé-
todo ponderado, ou §-method, ja apresentado pela equacgéo (2.11).
Nesta metodologia, a ponderacdo pode ser variada (¢ € [0, 1]), sendo
assim uma metodologia adaptativa que compreende uma familia de
técnicas de baixa ordem, compreendendo, por exemplo, o método
de Euler implicito quando 6 = 0, e o método de Euler puramente ex-
plicito quando # = 1, sendo um método semi-implicito no restante
do intervalo.

Pode-se, portanto, resolver sistemas rigidos agregando-se um
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controle de passo e/ou de ponderacdo, ndo necessitando assim um
numero elevado de chamadas do sistema, isto é, calculos das equacdes
das funcoes f e g do modelo DAE.

Neste trabalho foi desenvolvida apenas uma metodologia com
o controle da ponderacdo dos gradientes, pois verificou-se que a
manipulagédo desta variavel contribuia muito pouco com a eficién-
cia do algoritmo quando comparada ao controle do tamanho do
passo.

4.1.1 Estabilidade do método ponderado

Retomando as ideias da subsecdo 2.3.2.1 e aplicando-se a
aproximacao linear local f,, = Ax,, no método ponderado (2.11),
obtém-se:

Xpt1 = Xp, + h[0AX, + (1 — 0)Ax,41] (4.1a)
I+ 6hA N

I—(1—-0)hA™"

A funcio de estabilidade do #-method €, portanto, dada por:

Xn+1 =

(4.1b)

_ I+6h .
R(h,0) = ——— =, h=hA 4.2
(h,9) I—(1-6)h (4.2)
Para assegurar a estabilidade local deste método, necessita-se
satisfazer:

|R(h,0)|| < I, h=hA (4.3)

Observa-se que o resultado dessa condicio fornece os valores
localmente estaveis de tamanho do passo h e ponderacdo 6 podendo
ser, portanto, manipulados por uma acdo de controle.

Pode-se argumentar aqui que o fato de utilizar-se conheci-
mento prévio da dinidmica do sistema DAE pode favorecer o desem-
penho dos métodos desenvolvidos em relacdo a seus concorrentes.
Lembra-se aqui, entretanto, que esta é uma alternativa ao fato de
que estes algoritmos nao sdo favorecidos por recursos computacio-
nais de processamento e compila¢do, como os utilizados por muitos
solvers comerciais e que, além disso, as metodologias implementa-
das sdo customizadas a resolver eficientemente um sistema DAE
complexo de compressdo, problema o qual as técnicas comerciais
disponiveis ndo se apresentaram eficientes.
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4.1.2 Estimativa do erro local

Afim de estimar o erro local, utiliza-se neste trabalho a estima-
tiva do erro em sua forma relativa, tal como exposto pela equacdo
(4.4) abaixo, onde sdo tomadas duas estimativas para computar
cada solugdo, chamadas preditor ((x,+1),) € corretor ((X,+1)c).

Esta férmula foi adotada porque no modelo da estacdo de
compressdo existem variaveis bastante dispares umas das outras em
termos de magnitude, como por exemplo a pressdo e a temperatura.
Assim, para que o critério de precisdo tenha o mesmo significado
para todos os estados, o erro relativo torna-se mais conveniente,
dado que desta forma normaliza-se os estados quanto a sua magni-
tude.

(Xnt1)e — (Xnt1)p
(Xn+1)c

4.4

€nt+1 = ‘
9

4.2 METODO PONDERACAOQ VARIAVEL COM CONTROLE DO TA-
MANHO DO PASSO

Tomando-se o método ponderado (f-method) como padrédo
para calcular as aproximacoes, este algoritmo propde-se a realizar
um controle adaptativo muito simples, ndo somente do tamanho
do passo de integracdo h, isto é, da distancia entre as solugdes
subsequentes computadas, mas também da ponderacéo 6 sobre os
gradientes (calculos da funcdo) f da dindmica do sistema. Ou seja,
realiza-se também o controle sobre a direcdo da predicéo linear re-
alizada pelo método.

Esta solugdo foi implementada com o objetivo de tomar-se
pouco tempo com algebrismos, e chamadas de sistema desnecessa-
rias, visando atender a precisio especificada o mais rapido possi-
vel, tomando apenas informacdo do comportamento numérico da
aproximacgdo computada no passo anterior.

A Figura 4.1 exemplifica a aplicacdo do método. Note que, ge-
ometricamente, a solu¢do computada toma a direcdo compreendida
entre os gradientes (ou inclinacdo) da curva-solucao, calculados nos
instantes t; € t;41.

O controle do tamanho do passo é baseado na condicdo de
parada do método. Enquanto o erro local estiver acima da toleran-
cia, diminui-se o tamanho do passo h em determinada quantidade
percentual. Caso contrério, e ainda se o nimero de iteragdes do mé-
todo for pequeno, aumenta-se h em outra determinada quantidade.
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‘ Tptl = Ty + h(gfn + (]- - 9)fn+1) ‘

A
Tn41)6=1
solucao
1_’ exata
o Tn41]0=0
i h :
P
H : >
t tit1 t

Figura 4.1: Exemplificacdo do método ponderado.

Assim, o tamanho do passo ¢ decrescido de maneira a satisfazer
rapidamente a condi¢do de precisdo, ou incrementado levando-se
em conta a agilidade com que se obteve a aproximacdo passada.
Os limites de magnitude desta varidvel levam em conta o periodo
de amostragem T, do modelo, tempo méaximo disponibilizado para
calcular cada solucdo. Adota-se como valor minimo um centésimo
deste intervalo, e como maximo o préprio valor de T, decrescido
do instante atual, isto é, dado o instante ¢;.1 = t; + h,, entdo
hn—i—l S [TS/IOO, T, — ti+1].

O controle da ponderacdo ¢ dos gradientes é realizado de
maneira semelhante, mas completamente baseada no ntiimero de
iteracoes (j) tomadas pelo método: caso um nimero pequeno de
iteracOes seja dado para aceitar-se uma solucdo precisa (e,+1 < &),
permite-se aumentar a ponderacdo, de maneira a tornar o método
mais explicito. Caso contrdrio, e se a solucdo tomar mais iteracoes
do que um determinado valor N, é possivel que uma parte rigida do
sistema esteja sendo numericamente computada. Assim, permite-se
decrementar a ponderacdo 6, tornando o método ponderado mais
implicito, e portanto, mais eficiente.
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E muito importante salientar que ao alterar-se os valores tanto
do tamanho do passo de integracdo h, quanto da ponderacdo dos
gradientes 6, modifica-se o dominio de estabilidade do método nu-
mérico, segundo a condicdo apresentada na equacdo (4.3). Por-
tanto, é essencial garantir que o algoritmo néo viole essa condicéo,
pois, tal como visto na Sec¢éo 2.3.2, a instabilidade do método pode
trazer resultados incorretos, falta de precisido da solugdes obtidas e
iteracOes demasiadas do algoritmo [21].

Da funcdo de estabilidade dada por (4.2) observa-se que ao
aumentar-se os valores do passo de integracdo h e da ponderacdo 6,
diminui-se a regido de estabilidade do método numérico. Conside-
rando o pior caso, isto é, tomando-se os autovalores minimos da ma-
triz A, computa-se a condicdo (4.3), sempre que houver alteracdo
dos valores de h e 6 pelo algoritmo. E necessério garantir-se, entfo,
que os novos valores calculados estejam sempre dentro do intervalo
de estabilidade, que varia conforme equacao (4.2).

Caso algum valor calculado para as varidveis manipuladas h
e/ou 0 viole a condicdo de estabilidade (4.3), o algoritmo proposto
decrementa do valor da ponderacdo # em uma pequena por¢ao, tor-
nando o método mais implicito, e por conseguinte aumentando o
dominio de estabilidade. Este decremento é realizado até que o va-
lor de 6 calculado satisfaca a condi¢do (4.3) e o laco do método
possa entdo aceitar o tamanho do passo h, 1 calculado.

O pseudo-cédigo desta metodologia é apresentado pelo Algo-
ritmo 1.

Observe que na primeira iteracdo de cada chamada, o predi-
tor nada mais é do que um método de Euler simples. A atualizacio
do gradiente (descrita na linha 24 do pseudo-cdédigo) faz com que,
a menos do primeiro passo, seja necessario realizar apenas uma
chamada do sistema (f,,; 1) por iteracdo, contribuindo com sua efi-
ciéncia.

Nota-se pelo algoritmo que os seguintes pardmetros devem
ser previamente fornecidos: os incrementos (i, iy), € decrementos
(dn, dg) das varidveis manipuladas; o nimero maximo de iteracoes
Npaz, bem como o valor N; (necessario para reduzir a ponderacéo
tornar o método mais implicito); e ainda quanto aos valores iniciais
do tamanho do passo h e da ponderacéo 6. Isso implica ser necessa-
rio estudar a parametrizacdo destes valores no algoritmo.

Sendo assim, primeiramente foi desenvolvido um algoritmo
que permitisse uma escolha automatica destes parametros. Fornecia-
se a este uma faixa de valores para cada parametro e, para todas as
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Algoritmo 1: Ponderacdo varidvel com controle do tama-
nho do passo

Entrada: x,,, ., pn, fin, O
Dados: tempo< 0, n < 0, f,,11 + f,;

1 enquanto tempo < T, faca
2 j<0,e,101 <&
3 enquanto e, > £ faca
4 hj+1 < max(h](l — dh/100)7T3/100),
5 h < hjt1Amaz ; calcule ||R(R,0;)|];
6 enquanto ||R(h,0;)|| > I faca
7 ‘ 6j+1 — maw(ﬁj(l — dg/lOO), 0),
8 fim
9 compute (X,+1), € Pn+1 pelo #-method (2.11);
10 calcule f, 1 = f(tempo + hjt1, (Xnt1)p, Prt1);
11 compute (X,11). pelo §-method (2.11);
12 calcule o erro local relativo e, .1 por (4.4);
13 se j > N, entao
14 ‘ 9j+1 — maa:(Gj(l — d@/lOO), 0),
15 senio
16 fim
17 se j > N4, entao
18 | fim-enquanto;
19 senao
20 | Retorne ao passo 4;
21 fim
22 atualize:
23 hj — hj+1, Hj — 9j+1;
24 fn < fn—i—l: Pn < Pn+1;
25 je i+
26 fim
27 se j < N; entdo
28 hj <= min(h;(1+ i,/100),Ts — tempo);
29 0, < min(6;(1 + ig/100), 1);
30 senao
31 fim
32 Xn (Xn—l—l)c;
33 hTL(—hj, 0, (—9]';
34 tempo < tempo + hj;
35 n<+<n+1;

36 fim
Saida: x,,,f,, pn, hn, On




Capitulo 4. Contribui¢des quanto a eficiéncia computacional de
80 métodos numéricos

combinacdes possiveis entre esses valores, o programa simulava a
integracdo numérica do modelo DAE com um determinado conjunto
de parametros, retornando aquele grupo de menor custo computa-
cional em termos de tempo de simulac@o.

A utilizacdo deste algoritmo para tal tarefa é interessante, po-
rém como este é altamente dependente do modelo, e dado que
alteracOes nos simuladores sdo frequentes, especialmente na fase
de testes dos algoritmos de controle, executar esse programa mui-
tas vezes torna-se custoso. Além disso, em termos de comparacdo
com outros métodos, sua utilizacdo ndo é academicamente interes-
sante, haja vista que os métodos concorrentes desconhecem o mo-
delo a resolver. Logo, uma heuristica foi adotada para realizar a
parametrizacdo desta metodologia, levando-se em conta que a efi-
ciéncia computacional do algoritmo é um compromisso entre sua
precisdo numérica e sua rapidez.

O passo de integracdo inicial 4 pode ser um valor tdo grande
quanto seu intervalo de estabilidade, definido pela condicdo (4.3), o
permitir, pois € assumido que o modelo encontra-se inicialmente em
seu ponto de operacdo, mas mesmo que ndo estivesse, o controle de
passo reduziria seu valor na primeira iteracdo do método. Também
por partir-se o sistema do regime permanente, a ponderacdo 6 pode
ser inicializada em um valor igual ou préximo do maximo (§ = 1),
isto é, mais explicita.

Aumentar o nimero maximo de iteracoes N, pode ser uma
opcdo para reduzir o nimero de solucdes fora da tolerancia. O nu-
mero N; de passos minimo para tornar o método mais implicito (di-
minuir #) pode ser tomado como uma fracdo de N,,,;, lembrando
que ao usar um valor alto, pode-se deixar o método lento ao inte-
grar sistemas rigidos. Por fim, para enderecar os valores de escala, o
quanto aumentar (i, % e i9%) ou diminuir (d,% e dy%) o tamanho
do passo h e das ponderacoes 6 respectivamente, deve-se escolher
valores pequenos para os incrementos, uma vez que, COmo ja men-
cionado, um aumento destes parametros provoca uma reducdo no
dominio de estabilidade do método. Nestes termos é necessario ser
conservativo, a fim de evitar comportamentos indesejados quando
o método aproxima-se dos limites de sua regido de estabilidade.

4.3 METODO CONTROLE PI DO ERRO LOCAL

Esta metodologia foi baseada no trabalho de [18] que toma
como premissa a utilizacdo dos critérios tipicos de controle do tama-
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nho do passo descritos na Secdo 2.3.3, mas estudados sob o ponto
de vista da teoria classica de controle. Esta dissertacdo utiliza as
mesmas ideias desenvolvidas por [18], e acrescenta melhorias com
relacdo a dindmica das varidveis manipuladas e controladas, a fim
de contribuir com uma melhora na eficiéncia do calculo do tamanho
do passo h utilizado pelo algoritmo de integracdo numérica.

Primeiramente, sabe-se que o fornecimento de sequéncias su-
aves de tamanho do passo h,,;; diminuem o comportamento 0sci-
latério da dinimica desta variavel, bem como na dinimica do erro
local [18]. Isso é particularmente importante quando o erro local
encontra-se proximo de satisfazer a condicdo de precisdo especifi-
cada, pois com menos oscilacdo nesta regido, diminui-se o nimero
de aproximacoes imprecisas, e reduz-se também a quantidade de
passos rejeitados. Dessa forma, espera-se uma melhora na eficién-
cia do algoritmo de integracao.

Como motivacdo adicional para a aplicacdo de técnicas de
controle linear, recorre-se ao fato de que um controle de passo ti-
pico tal como o da equagdo (2.44) provoque oscilacées de grande
magnitude no tamanho do passo calculado h,, 1, quando métodos
explicitos puros sdo usados para integrar partes rigidas do modelo,
ocasionando um conflito entre requisitos de precisdo e de estabili-
dade numérica do método, como visto na se¢do 2.3.4. Isso faz com
que o uso indevido de tamanhos de passo fora da faixa de esta-
bilidade, seja porque o método ndo previu uma atitude corretiva
para tal situacdo, ou por uma ma escolha de um solver comercial
por desconhecimento do usudrio, provoque oscilacbes e mesmo a
instabilidade numérica do método [25, 26].

Dado que, através da utilizacdo do método ponderado, seja
possivel deparar-se com esta situacdo constantemente, é de inte-
resse o desenvolvimento de técnicas que evitem ou minimizem esse
tipo de comportamento, de maneira que a suavidade do sinal &
transpareca na propria solu¢do numérica.

Assume-se, inicialmente, que o erro local relaciona-se assinto-
ticamente ao tamanho do passo, isto é, e ~ hP*!, tal que no instante
n, a proxima estimativa do erro seja dada por:

eni1 = KhPTL (4.5)

onde p é a ordem da formulacido da aproximacio, relacionada di-
retamente com o nimero de chamadas da funcdo dindmica f do
sistema. O coeficiente x depende da solucdo do sistema DAE abor-
dado, cujo comportamento nio linear pode ser tomado como irrele-
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vante desde que se garanta a estabilidade local do do sistema DAE e
do método numérico [18]. Mais detalhes podem ser estudados em
[15, 14, 33].

Afim de tomar tamanhos de passo h, .1 tdo grandes quanto
possivel, sem que erro local e, ; viole a tolerancia £, o tamanho do
passo deve ser escolhido tal que se satisfaca:

€n+1 &= 5 (4.6)

Recorda-se aqui a estratégia de controle de passo tradicional,
admitindo-se a condi¢éo do erro local atender (ficar abaixo) a tole-
rancia (4.6):

£ 1/p

€n+1

onde v < 1 é um coeficiente destinado a evitar multiplas mudancas
no sinal, quando o erro encontra-se muito préximo da tolerancia.

Para evitar pequenas mudancas no tamanho do passo, uma
zona-morta é frequentemente implementada: se a razdo entre to-
leréncia e erro local (£/e,+1) for muito préxima de 1, nenhuma
mudanca no tamanho do passo é realizada. Ainda pode-se limitar a
magnitude desta razdo de maneira a evitar mudancas abruptas no
sinal h,; resultante.

Essa estratégia tradicional de controle de passo geralmente
funciona muito bem [25]. Entretanto, como ja mencionado, para
o caso de uso de métodos explicitos para integracdo de sistemas
rigidos, oscilagdes podem persistir e com isso muito tempo com-
putacional ser despendido recalculando novos tamanhos de passo
[18].

4.3.1 Analise do problema de controle

Considere a escolha do tamanho de passo como um problema
de controle cuja malha pode ser vista na Figura 4.2. O controlador
Cy, tem a tarefa de calcular um tamanho de passo, tal que o erro lo-
cal estimado e, 11 siga (o mais perto possivel) uma referéncia dada
por sua propria tolerancia &, a fim de satisfazer a relacdo (4.6).

A planta P consiste no modelo e no método de integracéo. Ela
toma um tamanho de passo h,; como entrada e produz uma esti-
mativa do erro local e,,;1, dada pela equacéo (4.4). Naturalmente,
a solucdo numérica do sistema também € fornecida pela planta, mas
esta ndo ¢ usada para o projeto do controlador de passo [18].
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Ih'l?.
g—- P En+1
En+1 Ch P

Figura 4.2: Malha de controle do erro local.

Neste trabalho, a planta P ¢ ndo linear e suas proprieda-
des dependem das variacoes de comportamento (dindmico) das
solu¢des computadas do PVI (2.4). Uma parte da ndo linearidade,
porém, pode ser tratada levando-se em conta o comportamento as-
sintético da relacdo (4.5). Ao aplicar-se o logaritmo em ambos os
lados desta equacdo, a parte exponencial da nédo linearidade € trans-
formada em uma relacdo afim entre o logaritmo do tamanho do
passo e o logaritmo da estimativa do erro local:

log(ens1) = (p+ 1)log(hny1) + log(k) (4.8)

Considerando-se, entdo, log(h,11) como entrada e log(e,+1)
como saida da planta P, e ainda assumindo-se que as variacoes im-
postas pela componente nio linear log(x) (dependente do método
de integracéo utilizado e do problema DAE a resolver), contribuam
pouco nesta relacdo — o que é verdade, desde que as variacoes do
tamanho do passo sejam suaves e limitadas pelo intervalo de es-
tabilidade do método [33], entdo pode-se projetar um controlador
linear para satisfazer a relacdo desejada (4.6).

A estratégia tipica de controle de passo descrita pela equacio
(4.7) pode ser vista entdo como um controlador integrador, e o lo-
garitmo de h,, a varidvel manipulada [18]. Aplicando o logaritmo
em ambos os lados desta equacdo, obtém-se:

tog(hn1) = log(la) + 1 (zngp &) - zOg<en+1>) 4.9)

Observa-se que o tamanho do passo h,,; ird variar enquanto
o desvio, ou erro de controle, log(y? - £) — log(en+1) ndo for nulo.
Adotar um valor de seguranca v € equivalente a utilizar uma tole-
rancia menor (mais apertada) para o erro local.
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Levando-se em conta log(+?-£) como sendo o set-point da ma-
lha, o sinal de controle log(h,1) é obtido pela soma acumulada do
sinal de erro de controle, multiplicado por um fator 1/p, com o loga-
ritmo do passo anterior log(h,,). Este fator, que depende da ordem
do método, é também conhecido como ganho integral e determina
0 quéo rapido o controlador responderd a variagdes ndo nulas no
sinal de desvio que o multiplica.

4.3.2 Projeto do algoritmo de controle PI filtrado com anti
wind-up

O controlador do tamanho do passo é discreto, pois ele en-
xerga a planta como um sistema amostrado pelo método numérico,
que recebe uma sequéncia de tamanhos de passos h,, e fornece uma
sequéncia de estimativas para o erro local e,,, 1. Para o projeto do
algoritmo de controle, deve-se considerar que existem restricdes no
tamanho do passo h,,, tal como os limites dados pelo intervalo de
estabilidade numérica do método, e pelo préprio periodo de amos-
tragem utilizado.

Portanto, caso a varidvel ultrapasse esses limites, ou seja, sa-
ture, e o valor correspondente seja diferente do valor calculado pela
lei de controle, é necessario que o algoritmo de controle tome uma
acdo corretiva de maneira a prevenir-se de um comportamento ina-
dequado em malha fechada.

Esta atitude preventiva, tomada quando um sinal de controle
¢ limitado, denomina-se acdo anti wind-up e corresponde a adicdo
da diferenca entre o sinal saturado e o sinal calculado pela lei de
controle a parcela integral do controlador, tal como apresentado
na equacdo (4.10d). Desta forma, os incrementos posteriores da
acdo de controle sdo reduzidos, tornando a resposta mais conserva-
tiva, evitando-se assim a saturacdo do sinal. Pode-se ainda filtrar a
contribuicédo dessa diferenca através de um ganho K 4y, corrigindo-
se dinamicamente a acdo integral quando a a¢éo opera de maneira
néo linear.

A sequéncia de passos realizadas pelo algoritmo de controle:
soma acumulada (parcela integral), calculo da acdo de controle,
saturacdo, e adicdo da parcela anti wind-up, contribuicdo deste tra-
balho visando uma acéo de controle mais suave, sdo descritas res-
pectivamente pelo conjunto de equagdes (4.10), onde p é uma funcdo
que representa o conjunto de restricbes de saturacdo do sinal de
controle.
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In+1\temp = In + K[ (lOg(’Yp . 5) — lOg(€n+1)) (4103)
hn+1\temp = e(In+1‘tE7np) (410b)
hn+1 = p(hn+l|temp) (410C)

In+1 = In+1\temp + KAW(log(hn-i—l) - lOg(hn+l|temp)) (410d)

onde K; = 1/p é o ganho integral e I,, = log(h,,). Em geral, o filtro
da acdo anti wind-up € escolhido empiricamente, tal que Ky >
K, mas com valores ndo muito elevados, evitando-se a ampliagcdo
de possiveis ruidos presentes na varidvel manipulada [31].

A despeito de integrar-se numericamente um sistema rigido
por um método explicito, oscilacdes podem aparecer no sinal de
controle h,; resultantes do fato de um controlador integrador
puro possuir caracteristicas de estabilidade muito fracas', e ainda
que um ganho integral de valor 1/p pode ser muito elevado, em
especial, quando a integracdo numérica é realizada por métodos de
baixa ordem.

Em vista disso, Gustafsson et al.[18] adiciona a lei de controle
(4.10) uma parcela proporcional, descrita pela equacdo (4.11), de
maneira a generalizar o projeto para um controlador do tipo PI, cujo
ajuste de ganhos é dependente do sistema DAE a integrar.

Py = Kp(log(y" - €) — log(ent1)) (4.11a)

R g jtemp = €1 Ingivems) (4.11b)

Neste trabalho, ajusta-se o ganho proporcional Kp de ma-
neira a compensar uma diminuicdo do ganho integral, isto é, K; <
1/p, com o objetivo de reduzir as oscilacoes. Esse ajuste é determi-
nado heuristicamente, através da observacdo da resposta oscilatdria
no sinal de erro local e, (de saida da malha), e da consequente
melhora da eficiéncia computacional do algoritmo.

Embora a adicdo da agdo proporcional colabore para ameni-
zar da magnitude das oscilacbes (que sdo componentes de alta fre-
quéncia), as contribuicdes da parcela néo linear log(¢) ndo mode-
ladas do sistema DAE podem ser significativas quando houver a
aplicacdo de perturbagées no sistema, ou seja quando este possa
se afastar de seu ponto de operagdo. Assim sendo, neste trabalho

1Para maiores detalhes, consultar [31].
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adiciona-se um filtro passa-baixas a saida do controlador PI de ma-
neira a filtrar o sinal de controle A, ; calculado e eliminar as com-
ponentes de mais alta frequéncia, a fim de minimizar as oscilacées
remanescentes. A saida do filtro, e portanto a acdo de controle a ser
enviada a planta, corresponde ao sinal A,y na equagio (4.12)
abaixo.

hn+1‘f = Oéhn|f + (1 - Oz)hn+1 (412)
onde a frequéncia de corte do filtro « € ajustavel e o < 1.

Desta forma, neste trabalho, o projeto resultante para o con-
trole do erro local é de um controle PI, semelhante ao desenvolvido
por Gustafsson et al.[18], mas com a adi¢do de um filtro a variavel
manipulada, e uma acdo anti wind-up na parcela integral, em vista
a obtencdo de um algoritmo de integracdo com uma resposta mais
suave e eficiente. A malha de controle final desenvolvida é mostrada
pela Figura 4.3

log
|
l [t
7P log(~F.
8 lOg g( g) hnll F hn+1|f P €n+1
PI+AW
log(€nt1)
log

Figura 4.3: Malha de controle PI final.

O pseudo-cédigo completo desta metodologia de integracdo
é apresentado em Algoritmo 2.

4.3.3 Consideracdes a cerca da estabilidade do método con-
trole PI do erro local

A estabilidade numérica do método é garantida através da
adicdo do intervalo de estabilidade, obtido através da condicéo (4.3)
com ponderacdo f fixa, a funcdo de saturacdo p do algoritmo de
controle, cabendo, portanto, ao proprio controlador assegurar a
manutencdo do tamanho do passo h,,1 dentro deste intervalo.

Pode ser levantado que, quando utilizado um método expli-
cito para resolver um sistema ODE rigido, a relacéo assintética (4.5)
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Algoritmo 2: Controle PI do erro local.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11

12

13
14

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

Entrada: x,,, f,, pn, in
Dados: tempo < 0, n < 0, £, 41 < £, I,, < log(h,),
hn|f +—0;
enquanto tempo < T, faca
J<0,en41 <&
enquanto e, | > £ faca
compute (X,+1)p € Pnt1 pelo #-method (2.11);
atualize f,, 1 = f(tempo + hj, (Xn+1)ps Pnt1);
compute (x,,+1). pelo §-method (2.11);
calcule o erro local relativo e, 1 por (4.4);
inicio-controle PI
compute a acdo integral: ;i iepmp com (4.10a);
compute a acdo proporcional: P;; com (4.11a);
calcule a acéo de controle: h;jj¢emp POT (4.10b);
compute a acdo de controle saturada: h;,; com
(4.10¢);
calcule a correcdo anti wind-up: 14 por (4.10d);
compute o filtro da a¢édo de controle: h; s por
(4.12);
fim-controle PI
atualize:
Rjip < Tgpaps B < Ry s
I]‘ — Ij+1;
fn < fut1, Pn < Prtis
Je=i+L
se j > Np,q. entdo
| fim-enquanto;
sendo
| Retorne ao passo 4;
fim
fim
Xp (XnJrl)c;
tempo < tempo + h;;
n<+<n+1;
b <= Dy 55
fim
Saida: x,,,f,,, pn, n
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do erro local usada no projeto do controlador do tamanho de passo
¢é perdida, e parcelas ndo modeladas do erro podem instabilizar o
sistema. Entretanto, como mostrado por [18], esta relacdo assinto-
tica pode ser considerada representativa quanto a parte dominante
do erro local real, desde que seja garantida a estabilidade numé-
rica do método, através da condic¢do (4.3). Mais detalhes sobre essa
assercdo podem ser encontradas em [33].

4.4 METODO DE CONTROLE DO ERRO LOCAL POR CANCELA-
MENTO DE NAO LINEARIDADE

A metodologia apresentada nesta se¢do também envolve a
manipulacdo do tamanho do passo de integracdo, utilizando o mé-
todo ponderado com 6 fixo, e baseia-se em determinar experimen-
talmente uma func¢éo caracteristica ndo linear que descreva a dinéa-
mica do sistema DAE a integrar, dentro de um intervalo de operacdo
numericamente estdvel. Esta metodologia é, portanto, totalmente
baseada e dependente do PVI considerado.

Seja uma funcio ®~! ndo linear continua e inversivel que
descreva matematicamente o tamanho do passo h, 1 em funcéo de
um sinal de erro local auxiliar €, 1. Pode-se utilizar essa relacdo em
uma malha de controle, como mostra a Figura 4.4 e, por meio de
um cancelamento de nao-linearidades, obter-se uma relacéo linear
entre este sinal auxiliar é,,, de erro local e a estimativa do erro
local e,,11. Ou seja:

€nt+1 = ‘I)(hn+1) (4133)
Bg1 =@ HEnt1) (4.13b)

Assim, o sinal &,1, criado a partir da identificacdo de uma
funcéo inversa ® ! pode ser usado como uma varidvel manipulada
para projetar-se um controlador linear C do erro local e,, ;1. Ou seja,
manipula-se indiretamente o tamanho do passo h,, 1 através desse
sinal auxiliar &,,4 1.

Desta forma, admite-se como planta P a relacdo entre a fun¢éo
®~! e a equacdo do erro local descrita pela equagdo (4.4). O dia-
grama de blocos da Figura 4.4 ilustra o sistema realimentado resul-
tante.

O controlador C pode ser projetado utilizando-se técnicas
classicas de controle linear, manipulando-se indiretamente o tama-
nho do passo h,,.1 através variavel auxiliar €, 1, e tomando como
entrada a diferenca entre a tolerancia &, e o erro local estimado
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P

—_ !?7 J??
o1 | C @ 1((’,,_”) skl (PU":MI) Cnil

Figura 4.4: Malha de controle do erro local por cancelamento de
néo linearidade.

ent1, varidvel de saida calculado pela equacdo (4.4). Previamente
ao projeto de controle, entretanto, é necessario que se efetue a
identificacdo de uma funcio néo linear ®~!, e do correspondente

modelo para a planta P.

4.4.1 Identificacao do modelo discreto

Para identificacdo de um modelo discreto para a planta, con-
sidere o sistema DAE de compressao a ser integrado com o método
ponderado com 6 = 0,9 fixo?. Primeiramente, deve-se estabelecer
seu intervalo de estabilidade.

Aplicando-se a condi¢do de estabilidade (4.3) em sua forma
escalar, obtém-se o conjunto de valores que o tamanho de passo
hn11 pode assumir, de maneira a garantir um comportamento nu-
mérico estavel do método ponderado.

)
2|>\maw|
Substituindo-se o autovalor de maior magnitude identificado

no modelo (o pior caso), |A\na..| = 5/3, na equacdo (4.14) acima,
obtém-se o seguinte intervalo:

0<hpyr < (4.14)

3
0<hpi1 < 3 (4.15)

onde a unidade do tamanho do passo é dada em segundos.

Assim, para o levantamento da funcdo !, toma-se um con-
junto de valores de h,, 1 que pertencam ao intervalo (4.15), e execu-
ta-se para cada valor do conjunto, o simulador do sistema de con-
trole PNMPC, utilizando-se o método ponderado para integracéo do

2Esta escolha para a ponderacéo # é dependente do modelo DAE
de compressio e justificada na se¢éo 5.2 do Capitulo 5.
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modelo DAE que foi empregado tanto para simular a planta como
para calcular as predi¢des. Para cada simulacdo, armazenam-se 0s
valores correspondentes de erro local calculados através da equacéo
(4.4).

Para o conjunto de valores &, obtidos, obtém-se a curva
que melhor descreva a relacdo inversa, isto é, (e,,+1 X hy,41) através
do uso de algoritmos de ajuste de fun¢des a conjuntos de pontos
(fitting), disponiveis em softwares de anélise de dados®.

A curva equivalente ®~! é descrita pela equacdo (4.16) e é
apresentada na Figura 4.5.

hn+1 = q)_l(én_i_l) (4163)
O =6,425-107% - exp(1,88 - 107¢,41) (4.16b)
1‘5.—[ ‘ I ' ‘ . —

d1=6,425-1077 - exp(1,88 - 1072, 1)

hn+1

én+l %1077

Figura 4.5: Curva (h, 1 = ® !(&,1)) relacionando o erro local ao
tamanho do passo.

Observa-se que esta curva é dependente tanto do ponto de
operacao do sistema DAE como da férmula utilizada para computar
as aproximacoes da integracdo numérica deste sistema. A aplicacdo

3Tal como a ferramenta cftool do MATLAB 2015a®.
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de perturbacoées de grande magnitude ou o uso de diferentes méto-
dos numéricos alteram a curva ® identificada por esse processo.

Obtida uma relacdo linear entre erro local e, 1 e a variavel
auxiliar e, 1, deve-se agora identificar um modelo discreto para a
planta P. Como deseja-se que o erro local siga ou seja menor que a
tolerancia, isto é, e, 11 < &, aplica-se na planta um degrau, de valor
inicial €,,11 = 0,748 - £, e de magnitude é,,,1 = 0,25- &, de maneira
a incluir toda a faixa de valores de h,, 1 determinada pelo intervalo
de estabilidade (4.15).

Calcula-se, entdo, a resposta do sistema a uma entrada do
tipo degrau no sinal bare, 1 a partir da execucdo do algoritmo de
simulacéo. O resultado pode ser visto na Figura 4.6.

7
10 10 : 1 .
€ntl 8L [ R
6 1 1 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30 35
Tempo (minutos)
-7
10 =10 i .
":"n—o—l or 1
8t J
7 L 1 1 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30 35
Tempo (minutos)
1 I T T T T T
h-n +105¢
0 . . L . L
0 5 10 15 20 25 30 35

Tempo (minutos)

Figura 4.6: Resposta ao degrau (sinal em azul) da planta P a en-
trada €,,1 (em preto) e o correspondente passo de integracdo h,,41
(em vermelho)

A partir da resposta dinamica obtida, classifica-se a planta P
como um sistema de primeira ordem, através da técnica de identifi-
cacdo por resposta ao degrau®. Com o auxilio da transformada Z, é
obtido o seguinte modelo discreto:

*Maiores detalhes desta técnica podem ser assimilados em [34].
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e(z) 5, . 03615  tjraa
c -~ T¥=T"oen *T¢ 4.17)
onde 774 € a constante de tempo em malha aberta de P (que cor-
responde ao intervalo em que 63,2 % do valor de regime perma-
nente da resposta é alcancado), identificada na Figura 4.6 como
sendo aproximadamente 15 segundos, e t = T5 = 5 segundos.
Sobrepondo-se a resposta ao degrau do modelo representado
por (4.17) com a resposta ao degrau do sistema P na Figura 4.7, é
possivel notar-se a similaridade das dinamicas das respostas.

-7
10 £ ; : : : , .
;/ Erro local
95 Modelo 1
€nil [ 1
85 1
8 | .|
7.5¢ s L " i . L . L ]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
amostras

Figura 4.7: Sobreposicdo da resposta temporal de P (em azul) e o
correspondente modelo identificado (em vermelho).

Considerando-se o modelo satisfatdrio segue-se, entdo, para
o projeto do controlador.

4.4.2 Projeto e sintonia do controlador

Para projeto do controlador, adota-se neste trabalho (dentre
as diversas técnicas de projeto de controle linear existentes na litera-
tura) a técnica de Controle por Modelo Interno — em inglés Internal
Model Control (IMC), desenvolvida por [35], que toma o modelo
do sistema P como parte integrante do controlador. Esta escolha
deve-se a dois motivos:

e O projeto leva em consideracdo as incertezas do modelo e a
presenca de perturbacdes ndo medidas;
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e Permite-se contrabalancear a performance e a robustez do sis-
tema de controle com as variacOes do processo e os erros de
modelagem.

Considere que o modelo identificado do sistema DAE a in-
tegrar P contenha incertezas (erros de modelagem), e que estas
somadas as perturbacdes ndo medidas do sistema sejam represen-
tadas pela varidvel d,; da Figura 4.8. Dado que a varidvel ma-
nipulada é,,, aplicada ao modelo P produza uma resposta é, 1,
pode-se subtrair a resposta da planta P , isto é, a estimativa do
erro local e, dado pela equacdo (4.4) somadas as incertezas e
perturbagdes d, 1, para determinar a diferenga, ou o desvio com
relacdo ao modelo P. Esta informacdo, denominada dn+1, pode ser
entdo realimentada ao controlador para se compensar os desvios
correspondentes aos erros de modelagem e as perturbacdes ndo me-
didas no sistema. O procedimento de projeto consiste nas seguintes
etapas [35]:

ffn. 1

dn~1 = €ni1 — Enga

Figura 4.8: Malha de controle IMC de erro local.

Etapa 1: Fatora-se o modelo P(z) em duas partes: uma que
possa ser invertida: P_(z); e outra que nio possa ser invertida:
P, (z) e que contenha quaisquer zeros de fase nio minima ou atra-
sos de transporte. Como estes termos ndo se apresentam no modelo
identificado através da relacdo (4.17), obtém-se:

P(z) = P(z) - P_(2) (4.18a)
~ 0.3615

Etapa 2: Relaciona-se o controlador IMC pelo inverso de P_(z),
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garantindo-se assim que C ndo contenha elementos que o torna-
riam instaveis ou dificultariam o projeto. Portanto:

1
Clz) = =—— A1

&= 50 (4.19)
Etapa 3: Para que o controlador seja préprio e fisicamente
realizdvel®, adiciona-se um filtro G (z) ao controlador, tal que a
alocacdo da constante z; determine a velocidade da resposta do

sistema em malha fechada:

1
C(z) = = -Gr(z (4.20a)
(2) =% B F(2)

_ (2-06211) (1—z)

_ : 20b
() 03615 z— 2 (4.20b)

Etapa 4: Determina-se o controlador equivalente, oriundo
da dlgebra das malhas que contém o controlador C e o modelo
P da Figura 4.8. Neste trabalho projetou-se zy de maneira que
a dindmica de malha fechada fosse aproximadamente duas vezes
mais rapida que a de malha a aberta, isto é 7ayyp = Taa/2, €
zp = e~ Ts/™r = ()51, Esta dinAmica foi utilizada pois, apesar de
ndo existirem restricbes quanto a um projeto de controle mais veloz
(embora mais agressivo), ndo foi observado ganho significativo da
aplicacdo de dindmicas mais rdpidas que esta, quanto a eficiéncia
computacional do algoritmo de integracao.

C(z)

Ceq(Z) = W (4.213)
Ceq(2) = %_;6?;) gL ;0_612 1) (4.21b)

Observa-se que o ganho do controlador é inversamente pro-
porcional a constante z¢, sendo que quanto maior a velocidade da
malha, isto é, menor o valor de z¢, maior o valor do ganho do con-
trolador. Além disso, nota-se que, dispondo de um modelo para a
planta P, o Unico pardmetro de controle a se ajustar é justamente
a constante de tempo z; do filtro, o que faz o projeto de controle
IMC ser bastante simples. Por fim, convém notar que o controlador
equivalente C.q nada mais é do que um controlador PI [35].

>Uma funcéo de transferéncia G(z) = num(z)/den(z) é dita pro-
pria se a ordem do polinémio p do denominador for maior ou igual
a do numerador, ou p(den(z)) > p(num(z)).
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4.4.3 Analise da estabilidade do controlador IMC de erro local

A fim de estudar a estabilidade do sistema de controle, calcula-
se a resposta do sistema realimentado em malha fechada esbocado
na Figura 4.5, isto é, a saida dada pelo erro local ¢,,+; em funcio
da entrada £ de referéncia, e das incertezas e perturbacoes ndo me-
didas, representadas por d,,; 1. Assim, obtém-se

_ C(2)P(2) , 1-P(2)C(z) ,
2) = Tomee-re) ¢t oo -ray 43 422
Considera-se para esta analise que o modelo seja fiel ou muito
parecido a planta, isto é, (P(z) — P(z) = 0), o que pode ser justifi-
cado pelas as similaridades entre as respostas observadas na Figura
4.7. A partir desta premissa, e baseando-se na resposta do sistema
(4.22), apresenta-se o teorema da estabilidade interna do modelo,
tal como estabelecido em [35]:

e Dado um modelo perfeito P(z) = P(z), o sistema de controle
em malha fechada é internamente estével se e somente se P(z)
e C'(z) sdo ambos estaveis.

e Assumindo-se que P(z) é estavel e que P(z) = P(z), entdo o
sistema realimentado da Figura 4.8 é internamente estavel se
e somente se C'(z) é estavel.

Dado que nesta tese considera-se a planta P, isto é, o sistema
DAE em malha fechada juntamente com seu método numérico, es-
tavel (considerando que as nio-linearidades sejam compensadas es-
taticamente), entdo para que sistema de controle IMC seja interna-
mente estdvel em malha fechada, basta que o controlador C'(z) da
equacdo (4.20) tenha polos contidos no interior do circulo unitério,
ou:
2] <1 (4.23)

Como projetou-se zy = 0.51, a estabilidade interna do sistema
de controle é garantida.

Quanto a estabilidade numérica do método, esta é garantida
limitando-se os valores do tamanho de passo aos compreendidos
dentro de seu intervalo de estabilidade (4.15), bem como feito na
metodologia 4.3 desenvolvida.

O pseudo-codigo desta metodologia é apresentado no Algo-
ritmo 3. As equacdes envolvendo fung¢des de transferéncia discreta
foram descritas como equagdes a diferencas.
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Algoritmo 3: Controle PI do erro local por cancelamento
de ndo linearidade.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

11
12

13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

Entrada: x,,,f,, pn, in
Dados: tempo + 0, n < 0, f,, 11 + f,,

€n < 0,6 < 0,641 < 0, ) < 05
enquanto tempo < T, faca
Jj< 0,611 &
enquanto e, ; > £ faca
compute (X,+1), € Pp+1 pelo #-method (2.11);
atualize f,, 1 = f(tempo + h;, (Xn+1)p, Pnt1);
compute (X,+1). pelo §-method (2.11);
calcule o erro local (saida de P): e;; por (4.4);
inicio-controle

calcule a resposta do modelo P(z):
éj+1 =0, 621léj + 0, 3615éj+1;
compute o desvio: JjH =€j41 — €j4+1;
calcule o erro de controle: e ). = & — JjH;
calcule a agéo de controle:
€1 =0,51¢; + 1,36¢; 1| — 0,87¢;).;
calcule o tamanho de passo pela fungio ®~!:
hj+1 = 6,425 - 10_96£L'p(1, 88 - 107éj+1);
fim-controle
atualize:
€j < €j+1,6) < €j+1,8jle € €jtles
hj < hji1, £, < f010, Pn ¢ Pns1s
Je=J+ L
se j > Np,q, entao
| fim-enquanto;
senao
| retorne ao passo 4;
fim
fim
Xn (Xn—l—l)c;
hn — hj;
tempo < tempo + h;;
n<+n+1;
fim
Saida: x,,, f,,, pn, b,
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4.5 COMENTARIOS FINAIS

Neste capitulo foram apresentados trés algoritmos customi-
zados a contribuir para a resolucdo eficiente o sistema DAEs de
compressao complexo complexo descrito no Capitulo 3, mesmo sem
considerar recursos de processamento computacional adicionais. Os
métodos focaram especialmente na manipulacdo do tamanho do
passo de integracdo a fim de que o erro local computado em cada
passo seguisse ou ficasse abaixo da tolerancia especificada. No pro-
ximo capitulo serdo expostos os resultados da aplicacdo destas me-
todologias, comparando-as com solvers comerciais tipicos, descritos
no Capitulo 2, através de indicadores de eficiéncia numérica e com-
putacional.






5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo traz os resultados da aplicacdo das metodolo-
gias de integracdo numérica desenvolvidas a simulacdo do sistema
de controle avancado da estacdo de compressdo. Serdo apresenta-
dos os cendrios de simulacdo, bem como os parametros utilizados
em cada método. Os resultados obtidos sdo comparados com meto-
dologias tipicas de resolucdo de sistemas DAEs quanto a robustez,
precisdo e eficdcia da solucdo fornecida, a partir de de indicadores
de eficiéncia computacional.

5.1 CENARIOS DE SIMULACAO

A aplicacdo das metodologias de integracéo foi realizada utili-
zando-se de um simulador de sistema de controle PNMPC, que faz
uso de um modelo DAE da estacdo de compressdo para calcular as
predicdes. Neste trabalho sdo considerados dois cenarios: no pri-
meiro, além de ser usado como modelo de predicdo, o sistema DAE
é também empregado para simular a planta. Desta forma é con-
templada a fase de desenvolvimento e testes de algoritmos de con-
trole, quando informacdes sobre a planta ainda ndo estdo disponi-
veis, necessitando-se um modelo do processo para representa-la, e
que precisa também ser resolvido por um solver de integracdo de
maneira eficiente, a fim de que nio seja tomado muito tempo com
testes e avaliacdes de sintonias do controlador preditivo.

No segundo cenario, utiliza-se o sistema DAE apenas como
modelo de predicdo, portanto ndo se considera para uma andlise
de eficiéncia, a carga computacional despendida com a obtencio
da resposta da planta. Neste cendrio, objetiva-se avaliar o desempe-
nho dos algoritmos desenvolvidos quando da aplicacdo em tempo
real, onde o controlador PNMPC deve calcular as predi¢oes e forne-
cer uma acao de controle para a ser aplicada no processo eficiente-
mente dentro do periodo de amostragem considerado.

Para avaliar a sintonia dos algoritmos de integracdo numérica
desenvolvidos, perturbacdes sdo inseridas na vazdo de entrada de
gas a fim de simular, em instantes de tempo distintos, uma queda de
50 % e um aumento de 15 % da vazdo nominal. O objetivo de mo-
dificar a vazdo recebida pela estacdo €, além de simular um evento
abrupto capaz de ocorrer em uma operacao real, avaliar a qualidade
e a rapidez das solucdes fornecidas pelos solvers quando mudancas
na dindmica do sistema sdo impostas.

O arquivo de simula¢édo principal bem como todos os algo-

99
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ritmos desenvolvidos foram escritos sobre a plataforma MATLAB
2015a®. Além de ser um software muito comum para estudo e ana-
lise de sistemas de controle, este fornece um pacote que disponibi-
liza um conjunto de solvers para integracdo numeérica de sistemas
DAEs, além de ferramentas para andlise quantitativa e estatistica
em tempo real da simulacéo dos algoritmos desenvolvidos, tal como
a quantidade de passos tomadas, o niumero de solugdes entregues
sem a precisdo especificada, a quantidade de chamadas do sistema
para aproximar as derivadas, e para calcular as varidveis algébricas.

Ademais, o numero de chamadas do solver de otimizacao uti-
lizado para calcular acbes de controle, além do tempo computacio-
nal total decorrido. Todos as simulacOes foram realizadas em uma
maquina com processador de quatro ntcleos e 4 GB de memdria
RAM.

O intervalo de simulacdo utilizado foi de 35 minutos, e o pe-
riodo de amostragem de T; = 5 segundos. Este ciclo de amostra-
gem corresponde ao montante de tempo necessario para computar
as tarefas do algoritmo do sistema de controle avanc¢ado, tais como
célculo de predicoes, da resposta do sistema, da acdo de controle, e
todas as demais. Quanto a sintonia do controlador PNMPC, admitiu-
se um horizonte de predicdo de 15 amostras, ou seja, para cada
ciclo de amostragem da simulacdo, o controlador deve calcular a
resposta do sistema DAE quinze vezes a frente da amostra atual.

Para cada cenario foram adotadas duas especificacdes de pre-
cisdo para o erro local: primeiramente foi utilizado o valor padrdo
na maioria dos pacotes de solvers comerciais, estabelecida a £&; =
1073, Ou seja, para aceitar-se a solucéo calculada, o erro local rela-
tivo deve ser igual ou inferior a 0,1 %.

Para testar a eficiéncia dos solvers para tolerancias mais aper-
tadas, e levando-se em conta que as respostas obtidas dos modelos
DAEs para célculo de agdes de controle devem apresentar alta con-
fiabilidade em tempo real, especifica-se uma tolerancia maxima de
&, = 1075, Este valor corresponde, portanto, a um milésimo do es-
tabelecido como padrao em pacotes de solvers comerciais, tais como
os encontrados na plataforma MATLAB 2015a®. Portanto, aceitam
-se somente solu¢des com alta precisdo, com um erro local relativo
ndo maior que 0,0001 %. A descricdo completa de todos os parame-
tros de simulacdo encontram-se disponiveis no Apéndice B.



5.1. Cenarios de simulacdo 101

5.1.1 Métodos utilizados para comparacao e analise

Os métodos de integracdo utilizados para comparacdo com
os desenvolvidos neste trabalho foram obtidos do pacote ode, fer-
ramenta do préprio software de simulagdo, que disponibiliza sete
solvers, quatro dos quais sdo indicados para resolugédo de sistemas
do tipo rigido (stiff).

A fim de verificar a baixa eficiéncia e precisdo de métodos pu-
ramente explicitos na integracdo de um problema ndo-rigido, tam-
bém é simulada a integracdo com estes métodos do pacote ode. Adi-
cionalmente, um método de Colocacdo é testado, cujo algoritmo foi
implementado tal como descrito por [24], o qual faz uso de um po-
linémio de Lagrange de terceira ordem, e cujos pontos de colocacdo
sdo obtidos por quadratura gaussiana, através da estratégia LGR
(Legendre-Gauss-Radau)'. Por fim, o solver implementado por [18],
utilizando como férmula o método ponderado (2.11), cujo con-
trole do erro local é adaptada e melhorada neste trabalho para a
integracdo do sistema DAFE de compressdo, descrito pela Secdo 4.3,
também foi implementado para comparacao.

Os solvers utilizados estdo listados na Tabela 5.1. Todos eles
utilizam algum tipo de controle do tamanho de passo em seus algo-
ritmos. Os niimeros ap6s o identificador “ode” ou “coloc” expressam
a ordem minima e maxima de cada método, que varia a depender
da distancia que a solucdo computada esteja da precisdo especifi-
cada, mas cujo critério néo € especificado.

Tabela 5.1: Métodos numéricos utilizados para comparacéo.

Solver Método Tipo Aplicacdo
ode45 Runge-Kutta Passo Unico Explicito Nao-rigido
ode23 Runge-Kutta Passo Unico Explicito Nao-rigido
odell3 Adams Bashforth-Moulton Multiplos Passos Semi-Implicito N&o-rigido
ode23t Regra do Trapézio Passo Unico Semi-Implicito Rigido
ode23tb  Regra do Trapézio e método BDF ~ Multiplos Passos Semi-Implicito Rigido
ode23s Rosenbrock Modificado Passo Unico Implicito Rigido
odel5s Backward Differentiation Formulas Muiltiplos Passos Implicito Rigido
coloc34 Collocation Method Passo Unico Implicito Rigido
gPondPI PI Step-Size Control [18] Passo Unico Semi-Implicito Rigido

A tltima coluna da tabela, “Aplicacido”, refere-se a uma suges-
tdo quanto ao tipo de problema que o solver esta apto a resolver.

10 software MATLAB 2015a® disponibiliza uma fungéo para o
célculo dos pontos de colocagéo por este método.
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Em relacido ao pacote ode, esta informacdo foi obtida da prépria
documentacdo do pacote. Para maiores detalhes, consultar [36].

O método ode23s utiliza uma férmula de Rosenbrock modifi-
cada. Este método nada mais é do que um método de Runge-Kutta
implicito o qual, em vez de realizar chamadas da fun¢do dindmica
f do sistema, estima um jacobiano a cada passo para computar as
aproximacoes das derivadas, necessitando para tal tarefa calcular
inversas de matrizes, operag¢do computacionalmente custosa [37].

5.1.2 Parametrizacdo dos métodos numéricos desenvolvidos

Conforme visto no Capitulo 4, alguns parametros devem ser
informados aos algoritmos de integracdo tanto para a configuracdo
destes, como para inicializacdo de algumas variaveis. Alguns destes
pardmetros sdo comuns em todos os algoritmos. Sdo eles: o niumero
méaximo de iteracdes N,,,, para computar uma solucdo, mantido
em N, = 15 iteracdes; e o tamanho de passo h inicial, definido
como um sexto do limite superior do intervalo de estabilidade do
#-method, no pior caso (§ = 1), isto é, h = 2/(6|A\maz|) = 0,2
segundos.

O numero de iteracdes adotado é um valor médio observado
de simulacbes com todos os métodos, tal que estes apresentassem
o minimo de solucdes sem a precisdo requerida. Ja o tamanho de
passo inicial foi escolhido por apresentar um comportamento menos
oscilatdrio (mais conservativo) nas primeiras amostras.

Quanto a ineficiéncia de utilizar um tamanho de passo tédo
menor que o periodo de amostragem, recorda-se que seu valor ini-
cial ndo contribui muito com eficiéncia do algoritmo, ji que o con-
trole de erro local projetado nos algoritmos, o manipulara de ma-
neira a fazer com que o erro local busque rapidamente a referéncia
especificada.

Os pardmetros utilizados nos algoritmos dos métodos estdo
descritos nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 respectivamente. A escolha des-
tes foi realizada conforme exposto também no Capitulo 4.

5.1.3 Indicadores de desempenho

As seguintes métricas de desempenho sdo utilizadas para ava-
liar e comparar a eficiéncia computacional de cada método:

e Chamadas do Sistema: a quantidade média de chamadas do
modelo, isto é, o numero de cédlculos das funcoes f e g por
ciclo;
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Tabela 5.2: Parametrizacdo método ponderacdo varidvel.

Parametro Descricdo Valor
Oini Ponderacdo inicial 1
dp% Decremento de h,, 25 %
1n% Incremento de h,, 10%
de% Decremento de 6, 10%
19% Incremento de 6,, 5%

N; Minimo de passos para decrementar 6,, 5

Tabela 5.3: Parametrizacdo método controle PI do erro local.

Parametro Descricao Valor
vy Escalamento da referéncia & 1

Kp Ganho proporcional 0,75

K Ganho integral 0,25

Kaw Ganho do filtro anti wind-up 1,00

o Dindmica do filtro de h,, 0,95

Tabela 5.4: Parametrizacdo método controle do erro local por can-
celamento de néo linearidade.

Parametro Descricdo Valor
25 Dindmica de malha fechada 0,51

¢ Quantidade de Passos: o niimero de passos médio por ciclo
de amostragem para computar uma solugéo;

¢ Numero de Imprecisoes: o valor total percentual de solucoes
entregues fora da precisdo especificada (quando j > Np,az);

e Contribuicao Temporal da Integracao: a carga temporal des-
pendida com a tarefa de integracdo (¢{;y7) em relacdo ao
tempo tomado para simular um ciclo de amostragem (tcrcro)
completo. Ou seja, para um numero N, de ciclos de amostra-
gem (75), este indicador corresponde, em termos percentuais
a:

x 100 (5.1)
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5.2 RESULTADOS DE SIMULACAO

5.2.1 Primeiro Cenario

No primeiro cendrio admite-se o sistema DAE para simular a
planta e calcular as predicoes.

As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os resultados de simulacdo
para as tolerdncias £; e &, respectivamente. Na coluna “DAE Sol-
ver”, os algoritmos desenvolvidos seguem as seguintes abreviaturas:
método Ponderacdo Varidvel com controle do tamanho de passo
(mPV), método controle PI do erro local (mPI) e método controle
por cancelamento de Nao Linearidade (mNL).

Tabela 5.5: Cendrio 1: resultados de simulacdo para uma tolerancia
de & =1073.

DAE Chamadas do Quantidade de Ntmero de Contribuic¢io
Solver Sistema Passos Imprecisdes (%) Temporal da Integracio (% T)
ode45 23 13 15,82 96,12
ode23 20 10 8,56 92,80
odel13 22 13 10,12 95,62
ode23t 19 12 1,42 85,56
ode23tb 19 14 1,50 85,72
ode23s 28 10 0,00 96,74
odel5s 18 11 1,13 84,31
coloc34 19 12 0,95 85,27
gPondPI 17 10 2,52 85,30
mPV 16 11 0,00 84,40
mPI 11 10 0,00 82,35
mNL 12 9 0,00 82,48

Tabela 5.6: Cendrio 1: resultados de simulacdo para uma tolerancia
de E = 106,

DAE Chamadas do Quantidade de Numero de Contribuicdo
Solver Sistema Passos Imprecisdes (%) Temporal da Integracio (% T;)
ode45 36 23 17,92 97,87
ode23 32 20 9,09 96,95
odell3 34 23 12,05 97,73
ode23t 30 22 3,42 95,56
ode23tb 30 24 3,54 95,78
ode23s 44 16 3,65 96,91
odel5s 29 21 2,91 95,41
coloc34 30 23 3,96 95,54
gPondPI 27 10 3,52 95,30
mPV 24 18 0,00 92,40
mPI 16 15 0,95 88,35
mNL 17 14 1,12 89,48

Chamadas do sistema rigido de compressiao sdo muito custo-
sas. Como esperado, os solvers explicitos puros (os trés primeiros
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das Tabelas 5.5 e 5.6) obtiveram um desempenho muito insatisfa-
tério, tanto pela alta quantidade de chamadas do sistema, como
pelo alto nimero de solucbes entregues fora da precisdo. Ja os mé-
todos semi-implicitos testados do pacote ode obtiveram melhor de-
sempenho por conseguirem, com esta estrutura, reduzir o nimero
de chamadas do sistema, mesmo que o melhor destes (o odel5s)
ainda tenha tomado mais de 85 % do tempo de um ciclo e entre-
gue pelo menos 1% de solugoes fora da faixa de precisdo. O solver
desenvolvido por [18] apresentou um desempenho quase que se-
melhante ao o odel5s, embora sempre com mais imprecisdes, de-
vido a presenca oscilacdes no tamanho do passo. O solver ode23s
apresentou a melhor precisio nas estimativas dentre os tradicionais
testados. Para este método, entretanto, foi necessario fornecer uma
estimativa inicial do jacobiano do sistema, que é atualizada a cada
passo, tomando muito tempo de processamento.

Neste cendrio, nota-se alta carga computacional da integracdo
para ambas as tolerancias. O método mPI apresentou o melhor re-
sultado, mas com pelo menos 82 % do tempo de ciclo despendido
com a tarefa de integracdo, ainda que a especificacdo &; fosse 1000
vezes maior que &. Todavia, foi obtida uma quantidade de impre-
cisbes muito maior para &, jd que os métodos precisaram realizar
muito mais chamadas e passos para cumprir com esta especificacéo,
ultrapassando muitas vezes o nimero maximo de passos permi-
tido nos algoritmos numéricos. Observa-se que, para cumprir com
&1, todos os métodos precisaram realizar um nimero consideravel-
mente menor de iteracOes a cada passo, do que para satisfazer com
&s, e que para &1, especificacdo padrao dos solvers comerciais, ndo
foi obtido um ganho de performance tdo relevante em relacdo a
integracdo, sendo este menos de 3 % comparando-se os métodos
(comercial e desenvolvido) de melhor desempenho, isto €, mPI com
odel5s. Os algoritmos implementados tomaram, em geral, menos
passos por ciclo que qualquer outro, calculando muito menos vezes
as funcoes f e g do sistema DAE, o que contribuiu com a reducéo em
pelo menos 2 % a contribuicdo temporal da integracdo por ciclo de
amostragem, avaliando-se os resultados de ambas as especificacoes
em sua totalidade. Controlar o tamanho do passo de integracdo e
utilizar um método de baixa ordem mostrou-se uma maneira efetiva
de diminuir o nimero de chamadas do sistema para calcular cada
solucdo, mantendo o erro local préximo a tolerancia de referéncia,
e reduzindo assim as imprecisdes observadas.
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5.2.2 Segundo Cenario

No segundo cendrio admite-se o sistema DAE apenas para cal-
cular as predicoes, ou seja, este é usado como modelo de predicéo,
com o objetivo de avaliar o desempenho dos solvers quando embar-
cados em um controlador PNMPC para a atuagdo em um processo
fisico em tempo real.

As Tabelas 5.7 e 5.8 apresentam os resultados de simulacdo
para as tolerancias &; e &,, respectivamente.

Tabela 5.7: Cendrio 2: Resultados de simulacdo para uma tolerancia
de &= 1073,

DAE Chamadas do Quantidade de Numero de Contribuicdo
Solver Sistema Passos Imprecisdes (%) Temporal da Integracio (% T;)
ode45 17 12 9,82 82,73
ode23 16 10 4,56 79,71
odell3 18 12 8,12 83,88
ode23t 12 9 0,36 75,66
ode23tb 13 10 0,53 75,28
ode23s 22 4 0,00 86,87
odel5s 14 12 0,00 72,73
coloc34 14 10 1,57 73,45
gPondPI 15 7 1,22 73,22
mPV 8 10 0,00 71,42
mPI 5 4 0,00 69,33
mNL 7 4 0,00 70,42

Tabela 5.8: Cendrio 2: resultados de simulacdo para uma tolerancia
de E = 106,

DAE Chamadas do Quantidade de Numero de Contribuic¢io
Solver Sistema Passos Imprecisdes (%) Temporal da Integracéo (% 7)
ode45 24 23 13,92 86,83
ode23 21 20 7,09 84,63
odell3 25 23 11,05 85,10
ode23t 20 22 2,36 83,70
ode23tb 20 24 2,75 83,85
ode23s 29 16 2,35 89,70
odel5s 19 21 2,31 83,60
coloc34 21 23 2,16 83,69
gPondPI 19 10 2,72 85,53
mPV 17 20 0,00 81,60
mPI 11 10 0,95 76,90
mNL 12 8 1,12 78,06

Neste segundo cendrio, observa-se diferenca quanto a contribui-
¢do da integracdo, tendo-se reduzindo em média 10 % o tempo
por ciclo quando comparado ao cendrio 1. De fato, e como espe-
rado, todos os indices reduziram em magnitude, ji que foi neces-
sario resolver um PVI a menos por ciclo, ou seja, uma chamada
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a menos dos solvers de integracdo. Novamente, os trés algoritmos
implementados obtiveram resultados melhores do que seus concor-
rentes. Quanto a tolerdncia &, o ganho em eficiéncia é mais signifi-
cativo, reduzindo-se em quase 7% a carga computacional da tarefa
de integracdo. Somado a um solver de otimizacédo eficiente, isto se
traduz em um algoritmo de controle com melhor desempenho, visto
que com menos tempo do periodo de amostragem sendo utilizado
pelo controlador, a parcela restante pode ser utilizada para incre-
mentar a robustez do controle, por exemplo com acdes que garan-
tam sua estabilidade, ou ainda reduzir o periodo de amostragem do
algoritmo, tornando assim a chamada do controlador e o cédlculo de
suas tarefas mais veloz.

Quanto ao desempenho geral de cada uma das trés metodo-
logias desenvolvidas neste trabalho, para ambos os cenarios: o al-
goritmo mPV apresenta um controle simples (on/off) do tamanho
de passo h, e 0 é tinico com controle da ponderacdo 6 (da direcdo
das solugoes). Isso porque, como pode-se observar na Figura 5.1, a
magnitude de variacdo obtida com relagdo a ponderacéo foi muito
pequena, mantendo-se proximo a 1, apresentando mudancas basi-
camente quando as amplitudes de variacdo do tamanho do passo fo-
ram maiores, para manter o método numericamente estdvel. Desta
forma, na implementacdo das outras metodologias, adotou-se um
valor constante de § = 0,9, podendo-se usar passos maiores do que
os obtidos com o método mPV. Observa-se também, que esta me-
todologia manteve o erro local sempre abaixo da especificacdo, ou
seja, nunca superou o nimero maximo de passos (V,,q;) Mesmo
sob efeito de perturbag¢des no sistema.

Por outro lado, esta metodologia apresentou muita oscilacio
no tamanho do passo e por conseguinte no erro local. Entretanto,
isto era esperado ja que nenhuma acdo para mitigar tal compor-
tamento foi implementada, com o propdsito de manter o algoritmo
matematicamente simples, com poucos algebrismos. Enfatiza-se que,
independentemente da especificacdo de precisdo, ndo existem ga-
rantias que estas oscilaces nio transparecam nas soluc¢des, podendo
provocar pequenos ruidos, especialmente na ocorréncia de variagdes
bruscas das dindmicas dos estados. Esta metodologia foi, dentre as
desenvolvidas, a que mais realizou chamadas do sistema, e a que,
em média, realizou mais passos para computar cada solucao.

O método mPI alcangou o melhor desempenho entre as meto-
dologias desenvolvidas, por realizar o menor numero de chamadas
do sistema, chegando a reduzir em até aproximadamente 7 % o
tempo de integracdo com relacdo a um ciclo, com relagéo a seu con-
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Figura 5.1: Cenario 2: método mPV: dindmicas do erro local e, 1,
tamanho de passo h, 1 e ponderagéo 6,,.1.

corrente de melhor performance (odel5s). De fato, para cada passo
dado do método, em média apenas 1,07 chamadas do modelo sdo
realizadas, isto €, dado que os gradientes dos passos imediatamente
anteriores (f,,) ao atual sdo armazenados, para calcular o método
ponderado pela equacdo (2.11), ndo é necessdria mais do que uma
chamada do sistema por passo, a menos na primeira chamada do
método, caso o sistema nio se encontre inicialmente em seu ponto
de operacdo, quando fy = 0, x1-

Observando-se a Figura 5.2 é possivel inferir que mais avalia-
cdes sdo calculadas justamente quando a varidvel controlada néo se-
gue a referéncia: no inicio da simulacdo, em resposta a atuacdo de
controle com elevados ganhos, e posteriormente, como consequén-
cia da dinamica do sistema em resposta a segunda perturbacéo apli-
cada, de maior magnitude.
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Observa-se, também, a suavidade do comportamento da dina-
mica das variaveis controlada (erro local) e manipulada (tamanho
do passo) obtida com esta sintonia, contribuindo para garantir a
fidelidade da solu¢do numérica a analitica.
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Figura 5.2: Cendrio 2: método mPI: dindmicas do erro local e,,11 €
do tamanho de passo h,,41.

Quanto a precisdo, manteve-se o baixo niumero de solucdes
fora da faixa, que podem ser observadas claramente na Figura 5.2
nos instantes em que o erro local encontra-se acima da referéncia,
chegando a pouco mais de 1 %, ou seja, das 420 solucdes calcula-
das” (cada amostra correspondendo a 1 ciclo, 7, = 5 segundos),
somente 4 foram obtidas fora da precisdo especificada.

E possivel corrigir-se as imprecisdes observadas adotando-se,
por exemplo, um set-point mais apertado, tal como &,,,, = 0,9 -
&, no segundo cendrio, adicionando um controle feed-forward® de

Zpara um ciclo de amostragem T, = 5 segundos e um tempo de
simulacdo de 35 minutos, tem-se (35 x 60)/5 = 420 amostras.
30u antecipatdrio. Detalhes em [31].
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maneira a minimizar os efeitos da resposta a perturbacio, e evitar
que estas levem o erro local a ultrapassar a tolerancia £.

Quanto ao terceiro método implementado, mNL, obteve-se
o segundo melhor resultado quanto a redu¢do do tempo da tarefa
de integracéo por ciclo, chegando a 5,54 % de diminuicao, ficando
proximo ao método mPI em desempenho, e realizando, em geral,
apenas uma chamada do sistema a mais que este. Foi também o
método que realizou a menor média de passos para calcular as
aproximagoes.

A Figura 5.3 ilustra o desempenho dindmico do erro local e
do tamanho do passo. Observa-se um comportamento mais agres-
sivo a o obtido com o método mPI, mantendo-se, entretanto, o se-
guimento do erro local a referéncia. Novamente, encontram-se im-
precisdes no inicio da simulagdo, e como resposta a ocorréncia das
duas perturbacées aplicadas. Apenas uma amostra a mais foi obser-
vada, resultando também em um ndmero préximo a 1 % do total
de solucdes entregues (5 em 420).
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Figura 5.3: Método mNL: dindmicas do erro local e,,,; e do tama-
nho de passo Ay, 1.
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Enfatiza-se, que estas imprecisées podem ser reduzidas ado-
tando-se um set-point menor do que £ em conjunto com controlado-
res antecipativos, bem como projetando-se uma dinamica de malha
fechada mais conservativa, através de um valor maior para o para-
metro z¢. Além disso, recorda-se que em todo projeto de controle &
necessario levar em conta um compromisso entre robustez e rapidez
do sistema. Neste sentido, o objetivo das metodologias implementa-
das ¢ sobretudo melhorar a eficiéncia da simulacdo do algoritmo de
controle avancado como um todo, mas buscando entregar solucoes
equilibradas quanto a rapidez, preciséo e estabilidade numérica de
integracao.

5.3 COMENTARIOS FINAIS

Este capitulo apresentou os resultados da aplicacdo dos algo-
ritmos de integracdo numérica desenvolvidos ao simulador de con-
trole avancado de compresséo de gds. Os trés algoritmos obtiveram
melhor desempenho em relacdo a metodologias tipicas encontra-
das em pacotes de integracdo numérica, mesmo ndo fazendo uso
de qualquer recurso extra de processamento computacional ou de
compilacdo. Observou-se um resultado de maior evidencia quando
empregou-se uma tolerdncia de precisdo mais apertada (menor).
Neste caso, e quando o sistema DAE ¢é utilizado apenas como mo-
delo de predicéao, foi obtida uma reducéo de até 7 % na contribuicdo
temporal por ciclo da tarefa de integracdo do algoritmo de con-
trole PNMPC. Naturalmente, a adicdo de uma chamada a mais do
integrador por ciclo agregou uma carga computacional adicional,
observando-se, em média, um custo de 10% a mais no tempo de um
ciclo de amostragem. Foram obtidos melhores resultados também
quanto a confiabilidade, observando-se um méximo de pouco mais
de 1 % de solucoes obtidas fora da faixa de precisdo especificada,
durante todo o periodo de simulacdo. Comparando-se os algoritmos
desenvolvidos entre si, 0 método mPI foi o que apresentou melhor
custo-beneficio, considerando ndo somente a melhor eficiéncia ob-
tida, mas sua simplicidade na sintonia do algoritmo, seguido do
método mNL, alcancando uma eficiéncia semelhante, embora com
implementacdo e sintonia mais onerosas. Por fim, o método mPV,
embora menos eficiente, foi o que apresentou melhor precisdo e con-
fiabilidade. No préximo capitulo serdo apresentadas as conclusdes
desta dissertacdo, as contribuicdes obtidas com relacdo aos resulta-
dos aqui evidenciados, e algumas sugestdes de trabalhos futuros.






6 CONCLUSOES

Esta dissertacdo abordou o estudo, aplicacdo de algoritmos
de integracdo numérica, implementados de maneira a melhorar a
eficiéncia de desempenho e simulacdo de um sistema de controle
avancado. Como caso de estudo, o algoritmo de um controlador
PNMPC aplicado a um sistema complexo de compressio de gas foi
investigado.

O sistema de compressao foi modelado matematicamente por
um conjunto de equacdes diferenciais e algébricas rigidas (DAEs),
muitas das quais sdo ndo lineares. O sistema de controle PNMPC
utiliza este modelo ndo linear para computar predi¢des das saidas
do sistema que serdo utilizadas para obtencao da a¢do de controle
a ser enviada para a planta.

Para que sejam obtidas as respostas (saidas) do modelo de
predicdo, necessita-se resolvé-lo numericamente, em cada ciclo de
amostragem do algoritmo, por meio de um solver integracdo numé-
rica, que nem sempre apresentam bom desempenho devido comple-
xidades na estrutura do Por meio deste resultado, este trabalho de
pesquisa foi direcionado ao estudo de técnicas e metodologias de
integracdo numérica que viessem a melhorar o desempenho com-
putacional do algoritmo de controle, a fim de reduzir os tempos
tomados com simulacdes, quando na fase de desenvolvimento e tes-
tes do sistema de controle PNMPC e melhorar o desempenho do
controlador quando aplicado efetivamente em uma planta real.

Trés algoritmos foram propostos para resolver o problema
de integracdo numérica (PVI) eficientemente. Em comum, todas
utilizam o método ponderado (f-method) com controle do tama-
nho passo de integracdo. Optou-se por esta técnica de aproximacao
da integral, pois foi constatado que ao utilizar um método sim-
ples e de baixa ordem, fornecendo apenas uma aproximacao linear,
mas adaptando o tamanho do passo com informacdes do compor-
tamento dindmico do sistema, e com dados quantitativos do pro-
prio algoritmo de integrac¢éo, obtinha-se um algoritmo mais rdpido
e tdo ou mais preciso quanto técnicas tipicas, que computavam
aproximacdes polinomiais de mais alta ordem para calcular cada
solucdo.

Isto devido ao fato de que chamadas do sistema para compu-
tar as aproximagoes e atualizar as varidveis algébricas eram muito
custosas computacionalmente, em se tratando de um modelo com-
plexo, com intimeras equacdes rigidas e nao lineares e, adicional-
mente, por ser exigida uma especificacdo de alta precisio para cada
solucdo. Adaptar-se ao comportamento dindmico do sistema refere-
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se ao ajuste do tamanho do passo (k) de acordo com a similaridade
das solugdes. Com o sistema em regime permanente, em seu ponto
de operacédo, habilita-se ao método utilizar tamanhos de passos mai-
ores.

O primeiro algoritmo levou em conta ndo apenas o controle
de passo, mas também a utilizacdo de uma ponderacdo 6 varidvel,
regulando-se assim a direcio das aproximacodes e ajustando-se a im-
plicidade do método de acordo com o nimero de passos tomados,
ou a dificuldade para se calcular uma solugdo coerente com os re-
quisitos de precisdo, levando-se em conta a estabilidade numérica
do método utilizado.

Na segunda estratégia, sintonizou-se um controlador PI para
regular a estimativa de erro local, e,,, , tomando como referéncia as
tolerancias (&, e & ) especificadas para esta variavel, manipulando-
se o tamanho de passo de integracdo. Definiu-se uma ponderacdo
f fixa para o método, pois os resultados de simulacdo com a pri-
meira metodologia apresentaram pouca variacdo neste parametro,
obtendo-se-se um valor médio mais proximo da unidade, ou seja,
mais explicito. Quanto a estabilidade numérica da técnica, esta foi
assegurada através da limitacdo da magnitude do tamanho de passo.
Para limitar a acdo integral, foi adicionada ao controle da malha
uma parcela anti wind-up.

Ja na terceira estratégia realizou-se, empiricamente, o levan-
tamento de uma funcéo estatica nio linear que relaciona o tama-
nho do passo de integracdo com o erro local, ou seja, uma funcdo
inversa (1) a utilizada para descrever a estimativa do erro lo-
cal. Desta forma, através do cancelamento de ndo linearidades foi
possivel identificar um modelo linear resultante que descrevesse o
erro local como uma funcdo de um sinal auxiliar de erro, através
da transformada Z. Este sinal auxiliar foi entdo manipulado para
controlar o erro local, por meio do projeto de um controlador por
modelo interno, ou IMC. Optou-se por esta técnica cldssica, pois ela
leva em consideracdo no projeto de controle possiveis incertezas,
erros de modelagem e perturbagdes ndao medidas na malha de con-
trole. Além disso, a sintonia do controlador € simples, tendo apenas
um parametro a ajustar, e a estabilidade numérica do método é ga-
rantida também pela limitacdo do tamanho do passo de integracéo.

Foram realizados ensaios de simulacdo visando avaliar as es-
tratégias de integracdo propostas. Dois cendrios foram propostos:
no primeiro considerou-se a fase de desenvolvimento e simulacdo
de um algoritmo de controle, onde o sistema DAE foi empregado
tanto como modelo de predicdo, como para simular a resposta da
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planta. No segundo cendrio, procurou-se estudar a aplicacdo pura
do controlador PNMPC, avaliando-se a eficiéncia somente quanto a
obtencdo das respostas do modelo de predicdo. Os resultados obti-
dos foram comparados com solvers comerciais, aproveitando-se in-
clusive do pacote de solvers disponivel na prdpria plataforma de
simulacdo utilizada.

Através de indicadores de desempenho e eficiéncia computa-
cional de algoritmos numéricos, verificou-se que as metodologias
desenvolvidas ndo somente apresentaram melhor rapidez, como en-
tregaram uma solu¢do mais precisa e confidvel, independente do
cenario de simulacéo e especificacdo de precisdo. A estratégia mPI
foi a que apresentou o melhor custo-beneficio, sendo nio apenas
a mais eficiente, obtendo o melhor desempenho em todos os cena-
rios de simulagdo, como também a de ajuste mais simples, tendo
somente os ganhos do controlador PI e a frequéncia de corte do
filtro passa-baixas a sintonizar.

Embora os trés algoritmos desenvolvidos dependam de co-
nhecimento prévio do modelo DAE a resolver, em especial, para cal-
cular o intervalo de estabilidade das variaveis manipuladas, consi-
dera-se a implementacdo destes valida haja vista a eficiéncia com-
putacional obtida com a aplicacdo destas, a qual, independente da
quantidade de chamadas dos solvers e da especificacido de precisdo
empregada, foi sempre melhor que a dos concorrentes, e com alta
confiabilidade. Isto motiva a aplicacdo de modelos de predicdo mais
complexos e ricos em informacdo do processo a controlar, visando
uma resposta de controle o mais robusta e fiel possivel a sintonia es-
pecificada, assim portanto melhorando o desempenho de operacio
da planta.

As principais contribuicdes deste trabalho sdo relacionadas a
seguir:

e A implementacdo de rotinas de integracdo numérica para a
resolucdo dedicada e eficiente de um sistema de compressdo
de gas modelado por um conjunto complexo de equacdes dife-
renciais e algébricas rigidas;

e A identificacdo de um modelo dindmico linear para o erro lo-
cal de aproximacéo através da técnica de cancelamento de nio
linearidade;

e O desenvolvimento de controladores PI e a aplicacdo da teo-
ria de controle linear para melhorar a eficiéncia de rotinas de
integracdo numérica.
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Deve-se ressaltar a inexisténcia da aplicacdo de técnicas de
identificacdo de sistemas e de projeto de controladores lineares para
o controle do erro local de integracdo, bem como a aplicagdo de
métodos numéricos adaptativos com variacdo da direcdo da aproxi-
macao futura, a partir do método ponderado. Destaca-se quanto ao
projeto do controlador IMC, como uma vantagem para aplicacdo
em outros problemas, sua robustez pela incorporacdo de incerte-
zas do modelo DAE e de distirbios ndo mensuraveis na malha de
controle, e ainda, o uso de filtragem de sinais para melhorar o com-
portamento dindmico das varidveis de controle, com o objetivo de
melhorar a qualidade e confiabilidade das solucb6es computadas.

Como contribui¢do para o estudo de desenvolvimento de téc-
nicas de controle aplicadas a rotinas de integracéo para a resolucdo
numérica de problemas DAEs complexos, este trabalho gerou a se-
guinte publicacdo:

e ROMANO, J.M. et al. A semi-implicit dae solver applied to a
stiff gas compression system. AADECA: Asociaciéon Argentina
de Control Automdtico: 25° Congreso Argentino de Control
Automdtico. v. 1, p.1-6, 2016.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

O sistema de compressdo de gas estudado neste trabalho re-
presenta somente uma parte dos processos existentes em platafor-
mas de petrdleo. Existe muito trabalho a ser realizado na area de
modelagem fenomenoldgica dos sistemas e equipamentos envolvi-
dos no processamento (separacdo e compressdo) de gas.

O uso de metodologias que contribuam para melhorar a efi-
ciéncia computacional da simulacdo de sistemas complexos motiva
também o estudo e a implementa¢do de modelos fenomenoldgicos
que agreguem um bom entendimento das relagdes fisico-matema-
ticas dos processos, sem apreensdo com a complexidade envolvida.
Acredita-se que uma modelagem rigorosa aliada ao conhecimento
pratico possa contribuir para a diminuicdo de incertezas e melho-
rar o projeto de sistemas de controle avancado em plataformas de
producéo.

O desenvolvimento de algoritmos simples e computacional-
mente eficientes e capazes de adaptar-se a qualquer tipo de pro-
blema complexo de valor inicial continua sendo um desafio. Alguns
trabalhos de pesquisa podem contribuir para a elaboracdo de novas
metodologias. Sugestoes de temas sdo feitas a seguir:
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Aplicar e testar as metodologias desenvolvidos nestes traba-
lhos e suas sintonias em outros exemplos de modelos DAEs e
sistemas de controle complexos;

Empregar outras formas de medi¢do da precisdo que ndo so-
mente o erro local;

Aferir a estabilidade numérica de outras maneiras, por exem-
plo através do método de Lyapunov, para que esta ndo de-
penda do ponto de operacdo nem da linearizacdo do sistema;

Utilizar outras técnicas de controle de erro local nos métodos
numéricos, cujas sintonias sejam assistidas por técnicas de in-
teligéncia artificial tais como controle fuzzy ou redes neurais;

Dividir problemas de valor inicial rigidos em parte rigida e nao-
rigida, utilizando-se de um ou mais métodos numeéricos resol-
vam mais eficientemente cada uma dessas partes. Um exemplo
motivacional pode ser consultado em [5];

Considerar a extensao do estudo, bem como o desenvolvimento
e aplicacdo de metodologias que melhorem a eficiéncia numé-
rica da integracdo em problemas de valor de contorno — Boun-
dary Value Problems (BVPs), podendo assim envolver aplica-
¢oes que possuam condicOes finais, ou de chegada, para os

estados.
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APENDICE A - CONTROLE PREDITIVO PNMPC

O controle PNMPC (MPC Pratico para Sistemas Néo-Lineares)
desenvolvido em [10] é baseado em algoritmos de controle predi-
tivo que utilizam a representacdo de um vetor de predicées, Y ao
longo de um horizonte de (tempo) predi¢éo finito p, como uma
funcdo de um vetor com m mudancas na acdo de controle Au, e
um vetor F que corresponde a resposta livre do sistema, isto €, a
resposta do sistema quando ndo hd variacdes no sinal de controle
u. Quando o modelo ¢é linear, expressam-se as predicoes tal como a
equacdo 1.

Y =GAu+F (@)

onde G corresponde a uma matriz contendo a resposta ao degrau
do sistema, tal que o produto GAu represente a resposta forcada
do sistema.

Para modelos lineares, é possivel calcular Y de forma simples,
devido ao principio de superposicdo das respostas livre e forcada,
tal como expresso em 1. Entretanto, quando o modelo utilizado é
ndo linear, é necessario a obtencdo de uma aproximacgdo para o
vetor de predicdes Y.

A técnica PNMPC difere-se de outras técnicas NMPC (nonli-
near MPC) principalmente pelo fato de utilizar modelos lineariza-
dos independentes dos pontos de equilibrio do sistema. E proposta
uma forma de descrever a evolucdo das saidas do sistema ao longo
do horizonte de predicdo utilizando-se uma representacdo linear
das saidas em relacdo aos incrementos de controle futuros. Para
isto, ndo se utiliza o conceito de ponto de equilibrio, assumindo-se
que as predi¢coes Y, dependam apenas das entradas passadas i, das
saidas passadas y e dos incrementos de entradas futuros Au, isto
€,

Y, = h(§, @, Au) (2)

O vetor com as predi¢Ges € reescrito como

Yp = GpnmpcAu+ F 3
onde
F =h(y,u) 4
© oY
G g p 5
PNMPC AU ( )
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A matriz Gpnmpc € 0 Jacobiano de Y. Esta representagdo
pode ser utilizada tanto para sistemas representados por modelos
lineares como para aqueles representados por modelos néo lineares
desde que as saidas sejam continuas e diferenciaveis em relacdo as
entradas [3].

A vantagem e importancia da técnica PNMPC concentra-se no
fato de que com esta solucéo alternativa de expressar as predicoes
torna-se possivel resolver um problema de otimizacdo utilizando
apenas programac¢do quadratica para a obtencdo do sinal de con-
trole, tornando o algoritmo de controle preditivo mais eficiente, e
numericamente mais simples de resolver.

OBTENCAO DAS MATRIZES Gpnmpc E F

No controlador PNMPC a matriz Gpnmpc € 0 vetor de res-
posta livre F sdo obtidos de forma numérica. Para isso executa-se
um algoritmo que calcule o vetor com as p predicées Y, quando se
fornece os valores das entradas e saidas passadas, e o vetor com 0s
m incrementos de entrada futura Au. Se denominarmos o conjunto
de entradas passadas de up,ssado € as entradas atuais e passadas de
Ypassado, €Nta0 as predi¢des no instante k podem ser reescritas como
na expressao 6.

yp(k + 1) = h(y;)assadm Upassados Au(k))
yp(k + 2) = h(ypassadm Upassados Au(k)7 All(k + 1))

(6)

yp(k +p) = h(y;)assadm Upassados Au(k), Au(k + 1)7 ceey
Au(k +m — 1))

Dado que F ¢é o vetor de predicoes que seria obtido para
Au = 0 e Gpnmpc € 0 gradiente das saidas preditas com relagéo
ao vetor dos incrementos de controle, a expressdo 3 pode ser escrita
para um sistema de uma entrada e uma saida como:
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9y(k+1) 0 0
up (k1) DoY) 03(st2) Bulk)
yp(k+2) ~ BAuE) BAWAID 0 Au(k+1)
yp (k+p) oyp(ktp) dup(ktp) 0yp(k+p) Au(k+m—1)
9Au(k) dAuEED) " dAulkim—1) 7)

fl (y7u)passu.do
f2 (y:u)passado

fp(yau)passa,do
Nota-se nesse caso a forma triangular inferior da matriz Jaco-
. . . . . Oyp(k+j
biana devido a causalidade do sistema [10], ou seja yp(ktd) _

oAu(kti)
parai > j,ei € [1,p], j € [1,m] . A derivada parcial %’Z‘if; é
definida como:
0 ; (up—1 + Aug) — (g
Yplkti _ lim Yplktj (Uk—1 k) = Yplh+j (Uk—1) 8)

8Auk Aup—0 Auk

Para um sistema monovariavel, por exemplo, a cada iteragdo
executa-se o seguinte procedimento para a obtencdo numérica de F
e Gpnmpc:

(i) Obtém-se o vetor Yg (dimensdo p x 1) executando o modelo

com as entradas e saidas passadas e com Au = [0 0...0]T.
F=Y?.
P

(ii) Calcula-se a primeira coluna da matriz Gpnmpc. Obtém-se o

vetor Y;‘, (dimensio p x 1) executando o modelo com as entra-

das e saidas passadas e com Au = [¢ 0...0]7, onde ¢ é um

valor muito pequeno, 1;’555, por exemplo. Gpnmpc(:, 1) =
Yi_vy?
P P
—=.

(iii) Calcula-se a segunda coluna de Gpnmpc. Obtém-se o vetor
Yf) (dimensao p x 1) executando o modelo com as entradas
e saidas passadas e com Au = [0 €...0]. Gpnmpc(:,2) =
YZ2_v?°
P P
—B—r,
(iv) Prossegue-se com o célculo das demais colunas de GpnmPpc
até a ultima coluna, onde obtém-se o vetor Y} executando

o modelo com as entradas e saidas passadas e com Au =
T Yp-Yp
[OOE} .GPNMpc(Z,m) = -
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Para a aplicacdo da técnica PNMPC em sistemas multivaria-
veis € necessdrio montar os vetores de predicdo e incrementos de
acdo de controle aumentados. Assim, para um sistema de ne entra-
das e ns saidas teriamos os seguintes vetores:

Yy =[Yp1Ypz-- Ypus)”
Au=[Au;Au;... Aune]T

A obtencdo de F e Gpnmpc acontece da mesma forma como
descrito anteriormente. A diferenca é que agora a matriz Gpnmpc
passa a ter ne x ns blocos calculados como no caso monovariavel
para cada par de entrada e saida.

9)

OBTENCAO DA ACAO DE CONTROLE

A acfo de controle visa cumprir o objetivo geral de um con-
trole MPC, que ¢ fazer com que a saida futura y, siga um determi-
nado sinal de referéncia w em um determinado horizonte de tempo,
penalizando o esforco incremental de controle Au. Uma funcdo
para esse objetivo é geralmente expressa matematicamente por:

p

J =" 0()yp(t +4lt) —w(t+ )P + ...
J=N1 (10)

m

A ADAut+ 5 - 1))

j=1

onde a expressdo y, (¢t + j|t) corresponde a saida futura no instante
(t+), calculada no instante ¢. Os indices /N7 e p sdo os horizontes de
predicdo minimo e maximo enquanto m é o horizonte de controle.
Esses indices definem os instantes em que deseja-se que a referéncia
w siga a saida e onde é importante limitar a acdo de controle [3].
Esses horizontes podem ser usados para compensar atrasos de trans-
porte e fase ndo-minima. Nos casos com um atraso de transporte d,
deve-se escolher N; > d pois ndo havera resposta do sistema a um
sinal de entrada «(t) antes de ¢ = d. Em casos onde o processo
ndo possui atraso de transporte utiliza-se N; = 1. A variacdo de N,
permite penalizar por mais ou menos tempo a acdo de controle. Os
coeficientes §(j) e A(j) s@o as sequéncias de ponderacdo do erro e
do esforco de controle e geralmente sdo escolhidas constantes ou
exponenciais, dependendo se queremos considerar mais instantes
iniciais ou finais da resposta.
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O sinal de controle a cada iteracéo é proveniente da minimiza-
cdlo de 10. A funcio objetivo, é possivel ainda estabelecer restricdes
as variaveis de entrada e saida, pois na pratica, todos os sistemas
reais estdo sujeitos a limites fisicos e de seguranca. Exemplos sdo
os limites maximos e minimos impostos aos atuadores (como, por
exemplo, valvulas), ou os valores limites que podem ser atingidos
pelas saidas de um sistema devido a questdes de seguranca. Além
disso, existem restricdes do tipo econémico para o funcionamento
dos sistemas que, em geral, levardo a escolher pontos de operacdo
muito proximos destes limites. Assim, otimiza-se a qualidade e a
relacdo custo-beneficio do processo produtivo.

Utilizando-se a equacdo 3 como forma de expressar as predi-
¢Oes, pode-se reescrever a funcio objetivo da seguinte forma:

J=(Yp, - W)'R(Y, - W)+ Au’QAu
ou

J = (GPNMpcAu +F — W)TR(GPNMpcAu +F — W)

11
+ Au’QAu (D

onde W representa o vetor de referéncias futuras, R a ma-
triz de ponderacio do erro e Q a matriz de ponderacéo do controle.
A minimizacdo da func¢éo custo pode ser obtida, entdo, resolvendo-
se um problema de otimizac¢do do tipo QP (quadratico), da mesma
forma que no caso linear. Pode-se expressar as restricées nas entra-
das e saidas em funcdo dos incrementos de controle Au, de maneira
que o problema possa ser expresso matematicamente por:

1
minJ = §AuTHAu +bAu+ £

Au

(12)
Sujeitoa AAu<b

onde

H = 2GEnympcRGpnMpe + Q
b =2(F - W)TRG (13)
fo = (F - W)TR(F - W)

O sinal de controle a ser enviado para a planta é, portanto,
dado por:

u(k) = u(k — 1) + Au(k) (14)
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Detalhes e alternativas de implementacdo da técnica PNMPC
podem ser estudados em [10].



APENDICE B - PARAMETROS DE SIMULACAO

Tempo de simulacdo e periodo de amostragem
tsim = 2100 5

T,=5s

Parametros fisico-quimicos da mistura gasosa
R =38,314J/K - mol

Z =0,95

My = 0,019 kg/mol

cg=3,0J/kg- K

ce =4,2J/kg- K

o =0,258

Dados da linha de entrada da estacao

mp = 21,58m>/s

T = 320K

Vg = 6,0m?

Pyt =713 kPa

wl = 1485, 55 rad/s

wd = 1485, 55 rad/s

kfla'r’e = 100

Tflare = 27 0s

Dados das linhas de compressao

Trocadores de Calor

kbe = 1,198 - 10°

TH =27TTK

mrcnax,ll — mrcnax,Zl =40 m3/3
mlcnax,lZ —_ mrcnax,ZQ =40 7’77,3/8
mznax,lfﬂ _ mgﬁax,23 =60 m3/5
mznamsl _ mznax,s2 =40 m3/s
TTSij = 6, 0s

TTsi = 6, OS

129
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APENDICE B - Pardmetros de simulacio

Vasos de Pressdo

Vip =4,0m3
Vi = 3,0m?
Viz =1,85m?
Vo1 = 4,0m3
Vag = 3,0m>
Va3 = 1,85m3
Vi =1,5m?
Compressores
J; =150 kg - m?>

P, = 8,42 MW

why = 1485,55rad/s
u=0,9

R; =0,9017m

Valvulas de Reciclo

Kl = K2 =30
KE =K% =10
KE = K% = 3.0

CVy =1,24
zp = 0,885
Tnid =28

Curvas de compressio: coeficientes dos polindmios

Primeiro estdgio

atl =a?t = 1,752

b =v?! = 0,08592
= =-14,18

dt = d?' = —0,0004272
el = e?! =0,003541
f11 _ f21 = 11,65
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Segundo estagio

a'? = a?? = 1,404

b2 =p?2 =0, 1861

t? =% =-9,422

d'? = d* = —0,002173
el? =¥ = —0,05412
2 =f**=9619

Terceiro estagio

a® = a? =0,9599
b3 = b2 =0,1881
= * = —2,569
d*? = d* = —0,00876
eld = 2 = —0,05318
S =1 =4,139

C

Dados das linhas de saida da estacédo

Linha de exportacgéo

MLexp = 51,25m? /s
kP, = 3,42559 - 10°

Teap = 3,08

Vierp = 100m®

Linha de injegéo

kri =27,5-10°
kro =16,0-10°
P;, =50MPa
P, =6,0 MPa
TL1 = 4,08

T2 = 3,08

Vi1 = Vio = 100m?
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Sintonia do Controle Regulatério

Controle da Pressdo de Succdo e do Header

P5P = 17,6 M Pa
Kpr=0,1
K{" =0,033

PSP — P215P 602,59 kPa

P«S:Ll s
K = KP =125

K =K =0,017

Controle da Temperatura de Succdo e de Saida

TP =TSP =298, 15 K
TSP = 12297 = 338,25 K
Ty25F = T25P = 307,45 K
TslSP TsZSP 340 K

K5 =K =005

K5 = kT —0,05

T2 T22

Ky =Ky =0,1
12 22

Kj* =K}* =0,05
T T2

Ky =Kp =0,2
T3 T23

K;» =K;» =0,1

KTsl KTSZ _ 0 1
KT = KT™ = 0,05

Controle da vazéo das linhas de injecao

mfnlzl =2 0m3/
mﬂ =2,5m3/s

Kt = K92 =2,0

K=KV =1,0

m



133

Controle Anti-Surge

K3’ =0,175
K37 = 0,058
f7=01

Condicoes Iniciais

Linha de entrada
Pr =620kPa
Myiare =0

wy = 1485,55rad/s
we = 1485,55rad/s
Estagio 11

PM =602,59 kPa
Iep =0

TH =298 15 K
ley! = —327,60 K
m%i =0

Iegurge =0
Estagio 12

P!?2 =207 MPa
T!? = 338,25 K
Iesz =

ml2 =0

Iel2 =90

surge
Estagio 13

P = 6,40 M Pa
T3 = 307,46 K
IelTZ’ =

mii =0

Tel3 =0

surge
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Estagio 21

P?' = 602,59 kPa
Ieﬁ =0

T2 = 298,15 K
Ied! = —327,60 K
mfi =0

1¢2,,. =0
Estagio 22

P* =207 MPa
T2? = 338,25 K
Ie?? =0

IeZhge =0

22 _
m;; =10

Iegurge =0

Estagio 23

P23 = 6,40 M Pa
T23 = 307,46 K
Ie7 =0

m2 =0

% =0

Linha de saida trocador de calor
T5' =340 K

Iers1 =0

T2 =340 K

Terso =0

Py = 17,6 M Pa
Ipyp =0

Linha de exportacgédo

ms,, = 17,09m?/s

exp

P =0

exrp
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Linhas de injecao

sl __ 3
mi,; = 2,0m”/s

Ieinj1 =0

mf?l] =2,5m3/s
Teing2 =0
Pee—0

P =0






APENDICE C - EQUACOES DIFERENCIAIS E ALGEBRICAS

Equacoées Diferenciais

dPr  RZTg 11 21
W = MoV, '(mE_mflare_mE _mE>
wVE
dmfla're _ m%are — Mflare
dt Tflare
dw; 1 ubP 11 12 134, 1. 1p2
PR T (mep +mep +mep)u w RY)
dws 1 u%P% 21 22 23\ 2 212
g w (mgp +mep +mep)u”w Ry)
dP! RzTM 1 1
d; = MW‘;H - (mpe —mep)
dlep
= eP
dt s
dell _ Tslsl _ Tsll
dt TTsll
dley, 11
s _ e
dt Ts
dmll il !
dt Tl
dlell
11 11
% = esurge + dAW
dr,” = RZT, ) (m%?c - mgp)
dt My Vio
dT512 _ T8132 _ T512
dt TT512
dleg; 12
S — e
dt T
dm? _ i = m?
dt Tm12
dIel?
12 12
% = esurge + dAW

dP513 —_ RZT313 '(77113 _ n13 )
dt Mw Vi3
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dTl3 T13 _ T13

dt TT513
dlep? 13
=€
dt T
dmt? _ mt2 = md?
dt N Tm}‘
dlegurge 13, g3
dt esurge AW
dP52 RZT521 ( 21 21 )
= m
dIe%s 5
=€
dt Pe
ar? T2 T2
dt N TT521
dIeQT1 01
= =ce
dt T
dm?t _ mis —m}
dt N Tm21
dleZirge _ 2 g
dt - esurge AW
dP322 — RZT522 .(m22 *77222 )
dt My Vg TC cP
AT T2 T2
dt N TT522
dIef? -
dt Ts
a2 _ w2 —m?
dt N Tm?22
dle e 22 g2
dt - esurge + AW
APE _ RZTE | o
dt My Vs TC CcP
dT? T2 T
dt N TT523
dle??
Ts __ 623

dt T
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23 23 23
dmrc _ My — My
dt ngs
23
dlesurge — 623 + d23
dt surge AW
sl sl sl
drst T -T
dt TTs1
dIGTsl
dt - eTsl
s2 s2 s2
T _ T2 -T
dt TTs2
dIeTSQ o
dt = €7s2
dPH o RZTexp . (m81 + msz —m _ ml
dt MWV TC TC exrp mj
dIePH o
at
s s
dmge, — Meap — My
dt Texp
dPac
eTrp __ j.ac s
dt - kemp (meacp - me$p)
sl 1 sl
dmmj _ Mypy — Mypj
dt TL1
dleinj1
dt = €inj1
s2 2 s2
dmmj My — My
dt TL1
Al cinjo
dt = €inj2
dPac
Ll _ jac 1 sl
a k75 (mmj - minj)
dPac
L2 _ jac 2 s2
= k75 (mm]’ - minj)

dt

—m

2
inj

)
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Equacoes Algébricas

My,
%:k%\/ﬁ Pp(Pg = Fy)
MW
= kie\| ppy V(P = 1)

N _ _ pmax
mflare_kflare\/ RZTE\/PE PE P )

11 11
mro = m + m,.,

21
mTc :mE+m

12 12 11
mrc =me P+mrc_m7"6
=l k=
m2T20 = m p + m22 - mzi

23 __ 23 22
mTC_m P+mrc_mrc

sl __ 13 13
Mpc = Mep — My,

s2 23 23

Mmro = mcp m

rt=at oMy + My +dtta? + euy + fy?

rc

r'? = a'? + 0215 + Py + d2ad, + ey + fPy7
P = a' b3 + By + dPads + By + fPyE
r? = a®' + b oy + Plys + dPlad, + e*lys + fPys
1?2 = 0?2 + %2099 + PPy + d*2ady + Pys + [*2y3
r?3 = a? 4 bBxy3 + 6231/2 + d239€23 + 6233/2 + f23 5

Pt =r"'p;
PC}2 —_ 7’12P512
Pl3 = p3pl3
Pl =r?'P?
PdQ2 — 7"22P822
Pd23 _ 7,23PS23

mil PslMW Qn
Mer = RzTh
P312MW
mlcQP = Q12

RZT™
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13
mi Py Mw Q13
OP = RZTH
2
m21 — Ps MW Q21
CF ™ RzT2!
22
m22 — Ps MW Q22
©P = RZT2
23
m23 _ PS MWQQB
OP " RZTZ®
11 11 1 11 mamll 11
T MyeColy + mECqTE + e ceTe
S8 mT Cq + ¢11mmamllc
12 11 12, ,maxl2 12
72 _ mi2c, T3 + mipc Tt + ¢L2m? cT;
ss 12
mTCCQ ¢12m2nax12cc
13 13 12 13 maac13 13
13 _ MyecgTy® + mepegTy? + pem cele
s$ m%?) Cq +¢13mmazl3c
21 21 ma:p21 21
T2 _ m2le, T3 +mEchE + ¢ cT:
ss mTC'CQ ¢21mmax216
T22 m ch22+mCchT21+¢1l mamZQC T22
ss
mchg ¢)22m2naw2200
23 22 23,,,max23 23
T23 _ mrcCQT +mC’PCQT ¢c me CCTc
ss m23.c, + ¢23mmaz23
TC g c c c
13 sl,,mazxsl 13
Tsl _ mTCCQT ¢c m. CCT(:

ss sloppymaxsl
mTch @stm? Ce
23 s2 mast 23
mchgT + ¢2 cT¢
mTC’CQ + ¢32mmaw5260
_ mTCTsl + m T52
mTc + mi3
Tll( )

12

r 0'

T12( )

T13(r13)0
T21 (721)0
T22( )
T23( )

22

r 0'

23

r 0'

pC  __ 1.pC 2
Pexp kexp (mea}p + mLGIP)
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Pemp_Pga:Cp+szcp
PLl:PLl—'_kLl( zn]) +PL1
PLQ:PE§+kL2mp27din+Pi2

1 _ P!
up = Kp*

e};s + Kfsl Ie};s

up = Kp o, + Ki"1eh,
Doyp =K ep, + KPHIePH
ol = KT el 4 KT Iel!
o2 = } 2 + K" 1612
PP = KPS Bk Ie
o2 = KT 2l 4 K17 162

22 = }Z eT + KT Iel?

P = KPS B LK Ie
o5 = KT e + KT IeTsl
2 = K5 eqer + KT Teqee
Dinj1 = K;njleinjl + K}njlfeinjl
Dipjo = K;anﬁ@mjz + Kinjz]emﬂ
Quurge = Quurge(1 + 1)
;Zf; surge(l + fl2)
iifgi surge(l + f13)
Qgi‘fgi surge(l + le)
gif;a surge(l + f2 )
Surge = swge(l + f*”)
(1)71"1 KP esurge + KI Ieigu“ge

P12 = KP emge+K, * Tel?

surge

o1 = K3° Wge+KI "Iel3

surge

‘I’El KP surge + KI 1621

surge

(1)72"2 KP surge + KI ‘[622

surge

¢)23 KP surge + KI 1623

surge
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mit = Kilop oVl |
mit = K0P OV | e
it = K0P OV I | s
mit = KEGHOVNPL |

22 22 22 22
m, = Kssd)r CVNPd

=| NE
3| IS
8| a3 8
! | v

23 __ 23 123 23
m, _Kss T CVNPd

ZRTP
gL (1-@3), se 1 >1
AW —oLt se Ol <0
42— (1-9;2), se ®2>1
AW —o12, se P12 <0
g3 (1-@7%), se &°>1
AW —L3 se O3 <0
B2l (1-92Y), se ' >1
AW T —p2L se ® <0
22— (1-92), se 7?>1
AW — 022, se 922 <0
23— (1-@7), se P >1
AW —023 se ®23 <0
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