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RESUMO

Os tendões são materiais multi-hierárquicos cujos distintos arranjos ge-
ométricos dos seus constituintes resultam em uma complexa hierarquia
estrutural, conferindo ao tecido comportamentos não lineares, aniso-
trópicos e multifásicos particulares. Entretanto, pouco se sabe sobre
como os esforços mecânicos são transmitidos e quais os principais mi-
cromecanismos dissipativos entre as diferentes escalas espaciais e fases
materiais do tecido. Motivada por esses fatos, a presente tese emprega
uma teoria multiescala baseada em elementos de volume representativo
(EVR) e associada ao método dos elementos finitos com o objetivo de
investigar o comportamento micromecânico viscoelástico dos fascículos
do tendão em regime fisiológico de deformação. Nesse contexto, mo-
delos de viscoelasticidade em deformações finitas foram desenvolvidos
para as fibras, fibrilas e células dos tendões, e formulados em um qua-
dro constitutivo variacional. Os conjuntos de parâmetros constitutivos
de cada modelo foram estimados com base em experimentos de tração
e indentação realizados com auxílio de microscopia de força atômica re-
portados na literatura. A geometria do EVR foi proposta com base em
dados obtidos de análises tridimensionais de microscopia eletrônica ob-
tidos da literatura. Os principais resultados obtidos dos experimentos
numéricos multiescala suportam as seguintes hipóteses sobre os teci-
dos tendinosos: as fibrilas contribuem significativamente não somente
com a rigidez dos tendões, mas também com a dissipação energética,
principalmente em altas taxas de deformação; as células localizadas
entre as fibras de colágeno não afetam consideravelmente a rigidez e
dissipação energética macroscópica; a cinemática das fibras explica os
grandes valores de deformação transversal e perda de fluídos observados
experimentalmente em testes de tração. Além disso, essa cinemática
pode caracterizar um importante mecanismo de mecanotransdução ce-
lular, impondo às células consideráveis deformações locais compressivas
e cisalhantes transversalmente às fibras; devido aos consideráveis níveis
de deformação verificados na matriz celular, é plausível que as células
possam estar sujeitas a mecanismos de dano mecânico, influenciando
diretamente na homeostase do tecido.

Palavras-chave: Tendão, Multiescala, Homogeneização, Viscoelasti-
cidade, Deformações finitas, Atualização constitutiva variacional, Mé-
todo dos elementos finitos





ABSTRACT

Tendons are multihierarchical biological tissues that present particular
nonlinear, anisotropic and multiphasic mechanical behaviors. However,
many aspects to the intrinsic way the mechanical efforts are transmitted
along this complex material and which, among the different material
phases, are the most responsible for dissipative mechanisms are still
open issues. Motivated by these facts, a multiscale finite element fra-
mework based on representative volume elements (RVE) was set up
to investigate the multiscale viscoelastic behavior of tendon fascicles
under physiological strain amplitudes. To this end, particular finite
strain viscoelastic models were developed for tendon fibers, fibrils and
cells in a variational constitutive framework. In addition, the corres-
ponding material parameters were identified with aid of atomic force
microscopy experiments. The geometry of the RVE was consistently
proposed based on data provided by tridimensional electron micros-
copy. The numerical findings support the following hypotheses about
tendinous tissues: fibrils significantly contribute not only to the stiff-
ness but also to the energetic dissipation under high strain rates; cells
located within fascicles do not affect considerably the stiffness and the
macroscopic energetic dissipation; the local kinematic of fibers explain
the large transverse deformations and loss of fluids observed experi-
mentally under tensile tests; the cellular matrix experience considera-
ble local compressive and shear strains transversely to fibers and may
be susceptible to localized mechanical damage mechanisms.

Keywords: Tendon, Multiscale, Homogenization, Viscoelasticity, Fi-
nite strain, Variational constitutive updates, Finite element method
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Contexto

Os tendões são materiais biológicos especializados em transmis-
são de esforços mecânicos. Esses tecidos apresentam uma composição
interna multifásica (diferentes fases materiais) cuja distribuição é es-
truturada ao longo de diversas escalas espaciais. Os distintos arranjos
geométricos e frações volumétricas dos seus constituintes resultam em
uma complexa hierarquia estrutural. Essa, por sua vez, segue um pa-
drão de adaptação às solicitações mecânicas macroscópicas, conferindo
ao tecido comportamentos mecânicos particulares.

No campo de pesquisa de tecidos tendinosos, muitas questões
clínicas motivam o desenvolvimento de novas técnicas numéricas e ex-
perimentais no estudo da biomecânica dos tendões. Um exemplo disso
é o crescente número de pesquisas relacionadas à engenharia de tecidos
tendinosos, uma vez que mais de 800.000 pessoas por ano necessitam
de assistência médica devido à rupturas ou patologias de tendões e
ligamentos (Lim e Temenoff, 2009).

A engenharia de tecidos é uma área interdisciplinar que tem por
objetivo aplicar princípios e métodos da engenharia, química e biologia
visando o desenvolvimento de tecidos biológicos funcionais (Langer e
Vacanti, 1993). Nesse campo de pesquisa verificam-se diversas aborda-
gens para o projeto laboratorial de tecidos. Como exemplos, citam-se
o emprego de scaffolds e biorreatores. Os scaffolds são estruturas que
servem de substrato à cultura de células e juntamente com os biorreato-
res, têm por objetivo emular in vitro o ambiente fisiológico (bioquímico
e biomecânico) encontrado pelas células in vivo.

Nesse contexto introduz-se o conceito de mecanotransdução ce-
lular, o qual será referenciado com frequência durante o manuscrito.
Sucintamente, a mecanotransdução é um ramo da mecanobiologia que
estuda os mecanismos celulares que convertem os esforços mecânicos em
sinais bioquímicos. Tais processos de sinalização induzem as células a
produzirem componentes específicos da matriz extracelular, os quais
levam à adaptação do tecido às solicitações mecânicas (Wang, 2006;
Lavagnino et al., 2015). Portanto, o conhecimento dos campos cine-
máticos e cinéticos impostos às células em seu ambiente biomecânico,
torna-se uma informação relevante à mecanotransdução celular e, con-
sequentemente, à engenharia de tecidos tendinosos.



30

Especificamente em um contexto multiescala, percebe-se que es-
tudos sobre os comportamentos mecânicos dos constituintes microestru-
turais dos tendões e suas interações ainda é limitado. Embora muitos
avanços tecnológicos mostram-se presentes nessa área, pouco sabe-se
sobre como os esforços mecânicos são transmitidos e quais os princi-
pais micromecanismos dissipativos entre as diferentes escalas espaciais
e fases materiais do tecido. Em vista disso, é notório que muitas ques-
tões ainda não estão claras nessa área da biomecânica, tornando-a um
campo aberto à pesquisas, sejam essas experimentais ou numéricas.

1.2 Motivação

Com base no levantamento bibliográfico realizado na presente
tese, percebeu-se que não há consenso na literatura sobre quais são os
principais micromecanismos dissipativos, de transmissão de esforços e
a contribuição das fases microestruturais nas respostas mecânicas ma-
croscópicas dos tendões. Essas evidências refletem as limitações tecno-
lógicas em avaliar experimentalmente as respostas mecânicas das fases
materiais microestruturais (e suas interações) ao longo da hierarquia
do tecido, pois muitas encontram-se em escalas micro ou nanométricas.

Em vista desses fatos, as teorias de multiescala associadas ao
método dos elementos finitos fornecem um quadro teórico-numérico
adequado à análise dos comportamentos mecânicos dos tendões. Es-
sas investigações numéricas visam auxiliar a compreensão e verificação
de micromecanismos complexos, complementando as observações labo-
ratoriais e motivando o desenvolvimento de novas tecnologias experi-
mentais.

É importante enfatizar que o emprego de experimentos numéri-
cos multiescala no estudo de tecidos tendinosos é escasso na literatura.
Essa questão é reportada no recente artigo de revisão realizado por
Fang e Lake (2016) sobre abordagens de modelamento em tecidos ten-
dinosos. Nesse estudo, os autores citam apenas dois trabalhos relativos
à investigações numéricas em escalas microestruturais. Enquanto o pri-
meiro trabalho restringe-se ao uso de modelos constitutivos elásticos e
geometrias bidimensionais (Herchenhan et al., 2012), o segundo apre-
senta um estudo fora do escopo da presente tese (Sander, 2013). Porém,
ambos não utilizam teorias com base em homogeneização. Desse modo,
a falta de desenvolvimentos nessa área também é um fator que motiva
a presente proposta de pesquisa.
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1.3 Objetivos

Estudos experimentais revelam que em regime fisiológico (de 2%
a 4% de deformação na direção axial às fibras de colágeno), os tendões
se comportam de forma viscoelástica, não havendo evidências macros-
cópicas de plasticidade e dano mecânico (ver seção 2). Portanto, para
esses níveis de deformação, a compreensão de como as fases microes-
truturais afetam as respostas viscoelásticas do tecido e quais são os mi-
cromecanismos que contribuem com a elasticidade e viscosidade, ainda
são questão abertas à discussão científica.

Nesse contexto, o objetivo principal da tese consiste em realizar
simulações numéricas tridimensionais em multiescala a fim de quanti-
ficar, de modo homogêneo, a relevância das fases microestruturais nas
respostas viscoelásticas macroscópicas em uma escala particular dos
tendões. Além disso, através dos resultados obtidos das análises de ele-
mentos finitos, pretende-se estudar os campos locais da microestrutura,
elucidando a compreensão de micromecanismos cinemáticos, cinéticos
e dissipativos possivelmente presentes nos tendões.

1.4 Contribuições e Ineditismo

Todos os esforços empregados durante o desenvolvimento desta
tese visam uma finalidade principal: compreender a biomecânica mul-
tiescala dos tendões e assim contribuir com futuras aplicações clínicas.

Nesse quadro, a maior contribuição do trabalho está relacionada
a seus resultados. Uma vez que alguns dos resultados apresentam con-
cordância com dados laboratoriais, tem-se suporte para levantar hipóte-
ses sobre a micromecânica dos tendões, principalmente nos casos em que
dificuldades tecnológicas limitam a avaliação experimental. Assim, as
verificações e hipóteses realizadas com base nesses resultados numéricos
podem fornecer subsídios e estimular futuras pesquisas relacionadas às
áreas de engenharia de tecidos tendinosos e ramos da mecanobiologia,
como no caso da mecanotransdução celular e no projetos de scaffolds e
biorreatores.

Por outro lado, para alcançar tais resultados, o escopo e forma-
lismo teórico e numérico empregados nos desenvolvimentos realizados
nesta tese, por seu mérito, representam contribuições e inovações na
área da modelagem constitutiva. Por exemplo, em um quadro consti-
tutivo variacional, desenvolveram-se modelos materiais de viscoelastici-
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dade específicos para as fases microestruturais com base na morfologia
do tecido e dados experimentais disponíveis na literatura. Embora al-
gumas escolhas técnicas realizadas durante a formulação dos modelos
sejam bem conhecidas na área da mecânica computacional, o conjunto
dessas dentro de um quadro constitutivo variacional é inédito na lite-
ratura. Como exemplos, citam-se algumas abordagens empregadas:
• discretização das variáveis internas através de uma regra implícita
de Euler, alternativamente ao mapeamento exponencial;
• consideração de escoamento viscoso incompressível junto ao pro-
blema constitutivo variacional por meio de um funcional Lagran-
giano;
• formulação do modelo constitutivo em um formato totalmente
tensorial, sem necessidade de decomposições espectrais. Assim, a
formulação proposta é hábil para lidar com funções anisotrópicas
acopladas, isto é, potenciais que não são funções isotrópicas das
deformações;
• solução dos problemas não lineares materiais locais via algoritmo
de Newton-Raphson;
• escolha de potenciais termodinâmicos (energias livre de Helmholtz
e potenciais de dissipação) e modelos reológicos particulares para
o modelamento das fases materiais em vista dos dados experi-
mentais disponíveis na literatura;
• desenvolvimento de uma forma fechada para o módulo tangente
consistente, tornando os modelos propícios à implementação em
rotinas materiais de usuário de códigos de elementos finitos não
lineares implícitos.

Portanto, os algoritmos de atualização constitutivos variacionais desen-
volvidos nesta tese fornecem uma alternativa a outras abordagens de
modelamento previamente propostas na literatura.

Em relação à teoria multiescala, escolheu-se uma abordagem em
deformações finitas baseada em elementos de volume representativos
(EVR) e formulada através de dois conceitos importantes da homoge-
neização: o de admissibilidade cinemática e o princípio de Hill-Mandel
da macro-homogeneidade. O método dos elementos finitos em seu for-
mato clássico, não linear e implícito foi empregado na discretização do
contínuo e solução das equações de equilíbrio. Assim, ambas as me-
todologias citadas foram utilizadas na presente tese como ferramentas
para chegar aos fins propostos.

Por fim, este trabalho contribuiu com o desenvolvimento de um
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código laboratorial de elementos finitos não linear e multiescala em lin-
guagem FORTRAN. Esse código vem sendo utilizado para pesquisas
nas áreas de modelagem computacional por alunos da pós-graduação
em Engenharia Mecânica do Grupo de Análise e Projeto Mecânico
(GRANTE) da Universidade Federal de Santa Catarina. O código foi
desenvolvido em parceria com os colegas Jan-Michel Colombo Farias
e Paulo Bastos de Castro e com a supervisão do professor Eduardo
Alberto Fancello.

1.5 Organização do Documento

Revisão Bibliográfica. Visando uma estrutura conveniente de apre-
sentação do manuscrito, a revisão bibliográfica contempla, separada-
mente, as seções 2 e 3. Na Seção 2 é apresentado o estudo bibliográfico
referente à morfologia, hierarquia estrutural e comportamento viscoe-
lástico dos tendões. Ademais, teorias microestruturais relacionadas a
transmissão dos esforços mecânico e viscosidade são abordadas nessa
seção. Referente à Seção 3, são introduzidas as bases teóricas para a for-
mulação de uma classe de modelos materiais dissipativos segundo uma
abordagem constitutiva variacional. Também compete a essa seção
apresentar os conceitos principais de uma teoria multiescala formulada
em deformações finitas.

Escolha da Escala Microestrutural do Tendão. Sabendo que os
tendões são materiais que apresentam diversas escalas microestrutu-
rais, na Seção 4 é apresentado o procedimento de escolha da escala
do tendão para o posterior modelamento das fases materiais e análises
multiescala. Sucintamente, essa escolha foi baseada em um detalhado
levantamento bibliográfico sobre o comportamento mecânico das es-
truturas de colágeno (tendões, fascículos e fibrilas) sujeitas a ensaios
monotônicos de tração. Com base nessa pesquisa, adianta-se aqui que
a escala associada aos fascículos dos tendões foi a escolhida para as
investigações multiescala.

Modelamento Viscoelástico das Fases Materiais Microestruturais.
A microestrutura do fascículo é composta essencialmente por duas fases
materiais: as fibras de colágeno e uma matriz celular. Em vista disso,
na Seção 5 são desenvolvidos modelos viscoelásticos específicos para
ambas as fases materiais microestruturais do fascículo. Esses modelos
foram formulados em um escopo constitutivos variacional e com base na
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morfologia de cada fase material. Além disso, algumas simplificações e
proposições consideradas durante o modelamento basearam-se na dis-
ponibilidade de ensaios experimentais micromecânicos reportados na
literatura e utilizados posteriormente na identificação dos parâmetros
constitutivos.

Resultados e Discussões. Na Seção 6 são apresentados os resulta-
dos e discussões obtidos durante o desenvolvimento desta tese, a qual
divide-se em duas subseções principais. Na Subseção 6.1, são detalha-
das as abordagens e estratégias empregadas para a identificação dos pa-
râmetros constitutivos dos modelos viscoelásticos propostos para cada
uma das fases materiais do EVR do fascículo, isto é, para as fibras e
matriz celular. Por exemplo, ensaios experimentais cíclicos de nanoin-
dentação, realizados com auxílio de microscopia de força atômica, foram
utilizados para estimar os parâmetros materiais das células do tendão
e da resposta da fibra transversal às fibrilas. Entretanto, testes cíclicos
de tração na direção axial às moléculas de colágeno foram empregados
para identificar os parâmetros constitutivos do modelo unidirecional
proposto para a fibrila (mais detalhes sobre cada modelo serão aborda-
dos na Seção 5). Com uma estimativa dos parâmetros constitutivos em
mãos, na Subseção 6.2 é apresentado um conjunto de simulações nu-
méricas multiescala visando investigar e discutir as seguintes questões:
• influência da variação da rigidez e dissipação local da matriz ce-
lular na rigidez e dissipação macroscópica (homogeneizada) do
fascículo;
• influência da fração volumétrica de fibrilas na resposta viscoelás-
tica do fascículo;
• contribuição da resposta unidirecional das fibrilas (na direção das
moléculas de colágeno) na dissipação do fascículo;
• investigação das respostas anisotrópicas do fascículo sob ensaios
de cisalhamento simples;
• análises locais do EVR visando investigar possíveis micromeca-
nismos relacionados aos seguintes comportamentos:
– significativa redução volumétrica e escoamento de fluídos ve-

rificados macroscopicamente em ensaios de tração em tecidos
tendinosos;

– quantificação dos níveis de deformação e dissipação locais
de cada fase material do EVR, sob estados macroscópicos
uniaxiais;
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– proposição de hipóteses relacionadas a mecanobiologia dos
tendões e processos patológicos.

Conclusões e Trabalhos Futuros. Um resumo dos principais re-
sultados obtidos no desenvolvimento do trabalho de tese assim como
sugestões para trabalhos futuros são apresentados na Seção 7.

Digressão: Um Modelo Hiperelástico Ortotrópico Acoplado Apli-
cado ao Comportamento Mecânico de Tendões. Na Seção 8 é apre-
sentada a formulação de um modelo ortotrópico acoplado aplicado ao
comportamento conservativo (hiperelástico) de tendões. O desenvolvi-
mento desse modelo foi motivado por um trabalho experimental que
reporta que os tendões respondem de forma anisotrópica e acoplada
sob ensaios semiconfinados de compressão. Embora os estudos apre-
sentados nessa seção representem uma digressão à presente tese, seus
resultados motivam trabalhos futuros referentes à biomecânica multi-
escala dos tecidos tendinosos.

Apêndices. No Apêndice A são detalhadas as etapas operacionais
referentes aos algoritmos resultantes das soluções dos problemas cons-
titutivos variacionais incrementais. Em vista das aproximações empre-
gadas na discretização temporal dos modelos constitutivos, uma forma
fechada e consistente para o módulo tangente material é desenvolvida
no Apêndice B.
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2 MORFOLOGIA E COMPORTAMENTOMECÂ-
NICO DOS TENDÕES

2.1 Morfologia e Hierarquia Estrutural

Nos animais, os tendões são classificados como tecidos conectivos
densos regulares, os quais conectam músculos a ossos, estabilizando as
articulações e tornando o movimento possível (Kannus, 2000; Franchi
et al., 2007; Aro, de Campos Vidal e Pimentel, 2012; Kierszenbaum
e Tres, 2012). Variam consideravelmente de forma e tamanho, po-
dendo ser achatados, cilíndricos, em forma de leque ou fita (Franchi
et al., 2007). São tecidos especializados, extremamente rígidos e fre-
quentemente submetidos a elevados esforços de tração. Suas principais
funções mecânicas são de transmissão de força entre músculos e ossos,
armazenamento de energia para a realização dos movimentos e amor-
tecimento (Screen, 2009; Böl et al., 2015).

Sendo um tecido conectivo, os tendões são constituídos basica-
mente por água, células e matriz extracelular. Em seu estado natural,
são compostos de 55-70% de água (Aro, de Campos Vidal e Pimen-
tel, 2012; Connizzo, Yannascoli e Soslowsky, 2013). Os fibroblastos (te-
nócitos) compreendem 90-95% das células dos tendões (Kannus, 2000;
Franchi et al., 2007; Magnusson, Langberg e Kjaer, 2010).

A matriz extracelular dos tendões é predominantemente com-
posta de colágeno tipo I, representando 65-80% de sua massa seca
(Kannus, 2000). Dentre os componentes não colagenosos da matriz
extracelular, as fibras de elastina e as proteoglicanas apresentam-se em
maior quantidade, correspondendo de 1-2% da massa seca do tecido
(Kannus, 2000; Franchi et al., 2007; Aro, de Campos Vidal e Pimen-
tel, 2012; Thorpe et al., 2013).

Na Figura 1 são ilustradas as principais escalas estruturais dos
tendões com base nas estruturas de colágeno. Seguindo um aborda-
gem estrutural macro-micro, os tendões são envolvidos por um tecido
conectivo frouxo chamado de paratendão. O paratendão permite o
deslizamento entre o tendão e outros tecidos próximos, além de supor-
tar vasos sanguíneos que vascularizarão o tecido tendinoso (Franchi et
al., 2007). Abaixo desse, encontra-se uma fina camada de tecido conec-
tivo nomeada de epitendão. O epitendão conecta os fascículos formando
a estrutura macroscópica do tendão. Ainda nessa escala encontra-se o
peritendão, o qual tem função de alimentar o interior do tendão com
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vasos sanguíneos, linfáticos e nervos. O peritendão assim como os ou-
tros componentes não colagenosos encontrados entre os fascículos são
formados pelo chamado endotendão. O endotendão é um tecido conec-
tivo cujos constituintes definem uma matriz interfascicular (Thorpe et
al., 2012). Essa matriz recobre e conecta os fascículos entre si, onde
vasos de menor calibre, capilares e células podem ser encontrados (Aro,
de Campos Vidal e Pimentel, 2012).

≈ 1	mm

≈ 99	�m
≈ 0.1	mm

Tendão

Fibra 
(Forma Helicoidal)

ParatendãoEpitendão
Endotendão 

(Matriz 
Interfascicular)

Fascículo

Matriz Celular

Fibrila 
(Periodicidade-D)

Substância 
Base

Figura 1: Hierarquia estrutural do tendão.

Em imagens micrográficas da seção longitudinal aos fascículos,
obtidas através de microscopia óptica ou em técnicas micrográficas
de luz polarizada, verifica-se que as fibras colágenas apresentam uma
configuração ondulada na direção longitudinal (Silver, Freeman e Se-
ehra, 2003; Franchi et al., 2007; Thorpe et al., 2013). Essa caracterís-
tica provém da natureza helicoidal das fibras em meio a uma matriz
predominantemente de células, a qual foi verificada via imagens por
Starborg et al. (2013) e mais recentemente em Kalson et al. (2015).
Ambos os trabalhos utilizaram uma técnica chamada de Serial Block
Face-Scanning Electron Microscopy (SBF-SEM), a qual permite a re-
construção tridimensional de um pequeno volume de tecido. Ademais,
Kalson et al. (2015) fornecem dados médios referentes à geometria das
fibras, tornando possível a representação espacial dessas, assim como
ilustrado na Figura 1.

As fibras de colágeno são formadas por uma estrutura complexa
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de fibrilas imersas em uma matriz hidratada rica em proteoglicanas,
geralmente denominada de substância base. As fibrilas orientam-se
preferencialmente na direção axial à fibra. Porém, algumas podem
orientar-se horizontalmente e transversalmente, cruzando umas as ou-
tras e formando espirais (Kannus, 2000, Provenzano e Vanderby, 2006).

Em relação às proteoglicanas, sabe-se que essas promovem a hi-
dratação do tecido devido à propriedade hidrofílica da sua principal
molécula formadora, a glicosaminoglicana (Yanagishita, 1993; Mouw,
Ou e Weaver, 2014). Na substância base, as proteoglicanas são pre-
dominantemente ortogonais às fibrilas, com uma separação periódica
de aproximadamente 60 nm. Além disso, não possuem interações in-
trafibrilares (Scott, 1988; Scott, 1991; Franchi et al., 2007; Connizzo,
Yannascoli e Soslowsky, 2013).

As fibrilas podem ser consideradas as unidades estruturais bási-
cas dos tendões, as quais se arranjam tridimensionalmente, formando as
fibras (Kannus, 2000). Em sua escala encontram-se basicamente as mo-
léculas de colágeno e água. A molécula de colágeno são macromoléculas
cuja a razão entre o comprimento e o diâmetro é de aproximadamente
200. Essas possuem formato em tripla hélice, conectando-se entre si
através de ligações covalentes cruzadas e ligações de hidrogênio, for-
mando assim as fibrilas (Buehler, 2006; Svensson et al., 2013; Blanco,
Polindara e Goicolea, 2015).

Em imagens de difração de raio-X, microscopia de força atômica
(AFM) ou microscopia eletrônica, verificam-se que as fibrilas são forma-
das por uma estrutura organizada e periódica de moléculas de colágeno.
Esse padrão de repetição entre as moléculas é chamado de periodici-
dade D, variando de 64 a 67 nm (Franchi et al., 2007; Fratzl, 2008;
Svensson et al., 2012; Silver, Freeman e Seehra, 2003).

2.2 Comportamento Mecânico

Quando submetidos a ensaios cíclicos de tração, os tendões apre-
sentam um comportamento fenomenológico como os mostrados na Fi-
gura 2. Através dos laços de histerese, nota-se claramente que são
materiais que dissipam energia. Esse comportamento dissipativo geral-
mente é associado às características viscoelásticas do tecido (Johnson et
al., 1994; Silver, Freeman e Seehra, 2003; Provenzano e Vanderby, 2006;
Franchi et al., 2007; Screen, 2009; Duenwald, Vanderby e Lakes, 2009;
Duenwald, Vanderby e Lakes, 2010; Wilchez, 2012). Porém, alguns au-
tores, relacionam tais processos dissipativos com plasticidade e dano
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ou também, a características semelhantes ao efeito Mullins (Marino e
Vairo, 2014, Pinto, 2014). Além disso, os tendões são sensíveis à taxa
de deformação, como pode-se visualizar na Figura 2b, sendo esse fato
também relatado em Kösters et al. (2014).

Em vista da complexa morfologia hierárquica dos tendões, previ-
amente exposta na seção anterior, fica claro que as respostas mecânicas
macroscópicas estão fortemente relacionadas ao arranjo estrutural e in-
terações entre suas diversas fases materiais microscópicas. Porém, a
compreensão de como as microestruturas influenciam na resposta vis-
coelástica macroscópica ainda é uma questão aberta à discussão cientí-
fica. Nesse caso, a literatura enfatiza algumas teorias microestruturais
sobre a transmissão de esforços e a característica viscosa dos tendões,
as quais são abordadas na sequência.

0

20

40

60

80

100

120

140

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

F
o

rç
a 

[N
]

Deslocamento [mm]

Ciclo 1
Ciclo 2
Ciclo 3

D
es

lo
c.

Tempo

(a)

0

20

40

60

80

100

120

140

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

F
o

rç
a 

[N
]

Deslocamento [mm]

17.4 [mm/min]

1.74 [mm/min]

(b)

Figura 2: Ensaios cíclicos realizados em tendões flexor digital profundo
de suínos. Gráficos de força versus deslocamento para um
ensaio tipo dente de serra sob duas taxas de deslocamento.
Dados experimentais reproduzidos de Wilchez (2012).

2.3 Teorias Microestruturais de Transmissão de Es-
forços e Viscosidade

Através do estudo bibliográfico realizado, duas teorias principais
emergem com o objetivo de explicar como as forças são transmitidas
através dos tendões. A primeira sugere que as fibrilas são extrema-
mente longas, podendo ser consideradas contínuas através do compri-



41

mento do tendão (Provenzano e Vanderby, 2006; Screen, 2009; Svens-
son et al., 2012, Svensson et al., 2017). Nessa hipótese, as fibrilas são
as principais componentes estruturais dos tendões. Já a segunda teoria
propõe que as fibrilas são descontínuas e a transmissão dos esforços está
relacionada com interações entre os outros componentes da matriz ex-
tracelular, principalmente com as proteoglicanas (Kannus, 2000; Silver,
Freeman e Seehra, 2003; Franchi et al., 2007; Magnusson, Langberg e
Kjaer, 2010; Thorpe et al., 2013). Dentre as duas teorias, Provenzano e
Vanderby (2006) e Svensson et al. (2017) apresentam fortes evidencias
experimentais que suportam a hipótese das fibrilas contínuas. Além
disso, esses autores apresentam fatos da literatura que desacreditam a
teoria de transmissão de esforços através das proteoglicanas.

Independente dessas duas teorias sobre as fibrilas, o comporta-
mento não linear observado sob a aplicação de baixas cargas, geralmente
é creditado ao padrão ondulado (helicoidal) dos feixes de fibras de co-
lágeno (Hansen, Weiss e Barton, 2002; Franchi et al., 2007; Duenwald,
Vanderby e Lakes, 2009; Connizzo, Yannascoli e Soslowsky, 2013). No
estudo de tendões da cauda de ratos, Hansen, Weiss e Barton (2002)
concluem que entre 2% a 3% de deformação as ondulações desapare-
cem. Tal fato também é enfatizado por Franchi et al. (2007), para um
alongamento máximo de 4%. Sabendo que a amplitude fisiológica de
muitos tendões, in vivo, é de ∼2-4% de deformação (Hansen, Weiss e
Barton, 2002; Franchi et al., 2007; Duenwald, Vanderby e Lakes, 2009),
nota-se que o regime fisiológico de deformações compreende a região
onde encontram-se as ondulações dos feixes de fibras de colágeno.

Levando em consideração o caráter viscoso dos tendões, esse ge-
ralmente é creditado às interações entre as estruturas de colágeno e os
outros componentes não colagenosos da matriz extracelular e da ma-
triz celular (Provenzano e Vanderby, 2006; Shen et al., 2011; Connizzo,
Yannascoli e Soslowsky, 2013; Kösters et al., 2014). Sabe-se, também,
que a viscosidade reduz significativamente da molécula de colágeno para
a fibrila e consecutivamente para o tecido (Shen et al., 2011; Connizzo,
Yannascoli e Soslowsky, 2013). Porém, a contribuição específica de
cada fase material na dissipação viscosa total do tecido ainda é uma
questão a ser investigada.
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Esta seção tem por objetivo apresentar a base teórica para a
formulação de uma classe de modelos materiais dissipativos segundo
uma abordagem constitutiva variacional. Serão também apresentados
os conceitos principais de uma teoria multiescala baseada em elementos
de volume representativos (EVR) formulada em deformações finitas.

No contexto do presente trabalho, a abordagem constitutiva va-
riacional será empregada na formulação de modelos viscoelásticos para
as fases materiais de um EVR particular do tendão. Obtida a distribui-
ção de tensões na microestrutura (consistente com a teoria multiescala),
essa é homogeneizada a fim de estimar a resposta macroscópica do te-
cido. Consequentemente, pode-se estudar a contribuição de cada fase
material microscópica no comportamento viscoelástico homogeneizado
e suas interações locais resultantes da solução das equações de equilíbrio
microestruturais.

É importante enfatizar que os conceitos clássicos da mecânica
e termodinâmica do contínuo assim como do cálculo tensorial e varia-
cional são amplamente empregados na sequência deste trabalho. Em
função desses conceitos estarem bem estabelecidos na literatura, não
serão aqui apresentados, mas utilizados e referenciados para atingir
os propósitos principais propostos. Portanto, citam-se os trabalhos de
Holzapfel (2000), Jog (2007), Bonet e Wood (2008), de Souza Neto, Pe-
ric e Owen (2009), Berdichevsky (2009) e Gurtin, Fried e Anand (2010)
como referências nesses tópicos.

3.1 Formulação de Modelos Constitutivos segundo
uma Abordagem Variacional

O modelamento de materiais dissipativos apresentado nesta se-
ção segue o formalismo constitutivo variacional apresentado em Ortiz
e Stainier (1999), Fancello, Ponthot e Stainier (2006), Mosler (2010)
e Vassoler, Reips e Fancello (2012), o qual é fortemente embasado em
um escopo termodinâmico.

Visando a implementação numérica dos modelos em um código
convencional de elementos finitos não linear, a forma discreta dessa
formulação variacional resulta em um problema de otimização local,
isto é, ao nível dos pontos de integração. Esse algoritmo é denominado
de atualização constitutiva variacional (Mosler e Bruhns, 2010), repre-
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sentando o algoritmo de atualização do modelo material, de maneira
análoga ao sistema de equações obtido através dos clássicos algoritmos
de atualização1.

Dentre as propriedades apontadas por Ortiz e Stainier (1999)
para esta abordagem, destacam-se a simetria do modulo tangente con-
sistente, assim como uma estrutura matemática para o estudo de exis-
tência e unicidade de solução e estimativa de erro em aproximações por
elementos finitos.

Como exemplos de desenvolvimentos nessa área de pesquisa,
citam-se os seguintes trabalhos: Fancello, Ponthot e Stainier (2006)
e Fancello, Ponthot e Stainier (2008) apresentam uma formulação para
viscoelasticidade finita; Yang, Stainier e Ortiz (2006) incorporaram o
acoplamento termomecânico em sólidos dissipativos; Fancello, Vassoler
e Stainier (2008) propõem modelos isotrópicos viscoelásticos conside-
rando deformações finitas; Mosler (2010) considera plasticidade finita
juntamente com encruamento cinemático não linear; Kintzel, Khan e
Mosler (2010) e Kintzel e Mosler (2011) introduzem a variável interna
de dano considerando plasticidade infinitesimal; Stainier (2011) relata
erros de aproximação durante a integração numérica do potencial de
dissipação e propõe aproximações consistentes; El Sayed et al. (2008)
e Vassoler, Reips e Fancello (2012) aplicam esse escopo variacional no
modelamento de tecidos biológicos; Vassoler, Stainier e Fancello (2016)
apresentam uma abordagem variacional para materiais viscoelásticos
reforçados por fibras e sujeitos ao dano.

3.1.1 Formulação Mecânica no Contínuo

O modelamento constitutivo de materiais dissipativos em um
quadro termodinamicamente consistente resulta que as equações cons-
titutivas ficam totalmente determinadas pela energia livre de Helmholtz
ψ (F,α) e pelo chamado potencial de dissipação Υ

(
Ḟ, α̇; F,α

)
(Jirásek

e Bazant, 2002; de Souza Neto, Peric e Owen, 2009). Nos argumen-
tos do potencial de dissipação Υ o ponto e vírgula limita as variáveis
de estado que aparecem como parâmetros, nesse caso o gradiente de
deformação F e um conjunto de variáveis internas α, os quais serão
omitidos na sequência. Ademais, pode-se notar que enquanto a energia
livre é dependente do estado, o potencial de dissipação é função das
taxas temporais desse estado. Se os potenciais ψ e Υ forem propos-

1Em modelos materiais elastoplásticos, os algorítimos de atualização são comu-
mente denominados de algoritmos de retorno (Simo e Hughes (1998)).
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tos de forma consistente (mais detalhes em Jirásek e Bazant (2002)),
garante-se, a priori, a não negatividade da inequação de energia livre
(Gurtin, Fried e Anand, 2010) (desigualdade de Clausius-Duhem):

D def=
[
Pc (F,α)−P

(
Ḟ,F,α

)]︸ ︷︷ ︸
Pd(Ḟ)

: Ḟ−T (F,α) • α̇ (F,α) ≥ 0, (3.1)

onde D é chamada de dissipação interna (ou intrínseca),

Pc (F,α) def= ∂ψ (F,α)
∂F , Pd

(
Ḟ
) def=

∂Υ
(
Ḟ, α̇

)
∂Ḟ

(3.2)

representam as partes conservativa e dissipativa do primeiro tensor ten-
são de Piola-Kirchhoff P

(
Ḟ,F,α

)
, respectivamente, e

T (F,α) def= ∂ψ (F,α)
∂α

= −
∂Υ
(
Ḟ, α̇

)
∂α̇

(3.3)

são as forças termodinâmicas conjugadas ao conjunto de variáveis inter-
nas α. Em (3.1) o símbolo • representa o produto escalar (contração)
adequado com a natureza das variáveis internas.

Os desenvolvimentos seguintes consideram a hipótese de que α̇ =
α̇ (F,α). Portanto, considera-se que o potencial de dissipação Υ é
desacoplado em relação às taxas Ḟ e α̇, resultando em

Υ
(
Ḟ, α̇

) def= ϕ
(
Ḟ
)

+ φ (α̇) . (3.4)

Através dessas considerações e em vista de (3.3) as equações constitu-
tivas devem respeitar

∂ψ (F,α)
∂α

+ ∂φ (α̇)
∂α̇

= 0, (3.5)

as quais representam restrições que devem ser satisfeitas pelas taxas
das variáveis internas. Levando em consideração (3.2) e (3.4), a relação
constitutiva da tensão resulta em

P = ∂ψ (F,α)
∂F +

∂ϕ
(
Ḟ
)

∂Ḟ
. (3.6)

Em vista dos potenciais ψ e Υ , é mostrado em Ortiz e Stainier
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(1999) que pode ser definido um potencial em taxas P no formato

P
(
Ḟ, α̇

) def= ψ̇
(
Ḟ, α̇

)
+ Υ

(
Ḟ, α̇

)
, ψ̇ = ∂ψ

∂F : Ḟ + ∂ψ

∂α
· α̇, (3.7)

de maneira que a condição de estacionaridade do princípio variacional

α̇ = arg inf
α̇
P
(
Ḟ, α̇

)
, (3.8)

retoma as equações constitutivas (3.5). Observa-se, também, que a
derivada parcial de P em relação a Ḟ resulta na equação constitutiva
para o primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff (3.6), isto é,

P =
∂P
(
Ḟ, α̇

)
∂Ḟ

. (3.9)

Finalmente, avaliando o potencial P no argumento minimizante
de (3.8), define-se um potencial reduzido Pred dependente apenas da
variável Ḟ, cuja derivada em relação a esse argumento resulta na equa-
ção constitutiva para o primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff,

P = dPred

dḞ
, onde Pred (Ḟ) def= inf

α̇
P
(
Ḟ, α̇

)
. (3.10)

A Equação (3.10) tem um importante papel nessa abordagem
variacional. Sua contraparte incremental confere aspectos particulares
do ponto de vista numérico, os quais serão comentados na sequência.

3.1.2 Formato Incremental

Dado um incremento de tempo ∆t = tn+1 − tn, uma escolha
possível para a integração do potencial (3.7) resulta no potencial incre-
mental,

Pinc
(
F
n+1 ,αn+1 ; F

n
,α

n

) def= ψ
(
F
n+1 ,αn+1

)
− ψ (F

n
,α

n
) +

∆t
[
Υ
(

F̊, α̊; Fn ,αn

)]∣∣∣
tn+ϑ

.

(3.11)

Na Equação (3.11) as variáveis F̊ = F̊
(
Fn+1

)
e α̊ = α̊

(
αn+1

)
são aproximações discretas das taxas Ḟ e α̇, e as variáveis F

n
e α

n
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atuam como parâmetros fixos no incremento, sendo omitidas de agora
em diante.

Percebe-se, também, que os potenciais de dissipação devem ser
avaliados em algum instante tn+ϑ dentro do incremento de tempo,
sendo que o parâmetro ϑ ∈ [0, 1] está intrinsecamente relacionado com
a regra de discretização escolhida em F̊ e α̊. Desse modo, a consistên-
cia da forma incremental (3.11) é verificada se ∆t → 0 ⇒ Pinc = P
(Fancello, Ponthot e Stainier, 2006).

Em vista do potencial incremental, o algoritmo de atualização
variacional consiste nas seguinte etapas:
• Cálculo da taxa discreta das variáveis internas solução do pro-
blema variacional

α̊opt = arg inf̊
α
Pinc|Fn+1=cte . (3.12)

• Avaliação da expressão da tensão incremental no argumento mi-
nimizante de (3.12), segundo a expressão

P
n+1 = ∂Pinc

∂Fn+1

∣∣∣∣
α̊=α̊opt

, (3.13)

ou equivalentemente,

Pn+1 = dPred
inc

dF
n+1

, (3.14)

onde,

Pred
inc
(
F
n+1

) def= inf̊
α
Pinc

(
F
n+1 ,αn+1

)
. (3.15)

A Equação (3.14) atribui ao algoritmo constitutivo um caráter
análogo ao de um material hiperelástico, uma vez que o potencial Pred

inc
só é função de Fn+1 . Essa propriedade resulta em algumas caracterís-
ticas convenientes do ponto de vista numérico. Por exemplo, o módulo
tangente material consistente com a discretização temporal escolhida
(Simo e Taylor, 1985) apresentará simetria maior, isto é,

CXn+1

def= 4 d2Pred
inc

dC
n+1dC

n+1

⇒
(
CXn+1

)
ijkl

=
(
CXn+1

)
klij

. (3.16)

Sendo (3.12) um problema de otimização, diversos algoritmos
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numéricos podem ser empregados em sua solução. Ademais, possíveis
restrições nas variáveis internas podem ser contabilizadas, numerica-
mente, com bases em diversas abordagens (Arora, 2004). Portanto,
essa teoria constitutiva variacional torna-se uma ferramenta matema-
ticamente elegante e numericamente robusta de formular e solucionar
as equações constitutivas.

Como comentado anteriormente, essa abordagem constitutiva
será empregada para a formulação de modelos de viscoelasticidade para
as fases materiais em uma dada escala do tendão, consistente com a te-
oria multiescala apresentada na próxima seção.

3.2 Teoria Multiescala em Deformações Finitas

Dentre as diversas teorias multiescala presentes na literatura,
muitas são baseadas na homogeneização de grandezas definidas em do-
mínios conhecidos como elementos de volume representativo (EVR) do
material (Efendiev e Hou, 2009). Nesse caso, esta seção tem por ob-
jetivo descrever brevemente uma em particular, caracterizada por em-
pregar conceitos variacionais e de homogeneização em cinemática finita
(de Souza Neto e Feijóo, 2006; Perić et al., 2011; Blanco et al. (2014);
de Souza Neto et al., 2015).

O conceito de EVR pressupõe a existência de duas escalas deno-
tadas macroscópica e microscópica. O EVR ocupa um domínio finito
na escala microscópica que se diz ser representativo ou associado a um
ponto material na escala macroscópica. Nessa abstração, a escolha do
tamanho do EVR é fortemente vinculada à relação existente entre es-
sas duas escalas. Tipicamente, o EVR deve ser suficientemente grande
e detalhado para que sua homogeneização seja representativa do meio
contínuo e ao mesmo tempo suficientemente pequeno para representar
um ponto na macroescala. Desse modo, os preceitos da mecânica e
termodinâmica do contínuo são integralmente aplicáveis à microescala.

Analisando a Figura 3, considera-se que um EVR do material
possui um domínio referencial ΩY e espacial Ωy . Tais domínios repre-
sentam as microescalas2 referencial e deformada, relativas aos pontos
referencial X e espacial x da macroescala, respectivamente.

A presente teoria multiescala baseia-se essencialmente em dois
conceito fundamentais: o de admissibilidade cinemática, do qual resul-

2Entende-se por microescala o domínio de um elemento de volume representativo
de um ponto macroscópico. Desse modo, o EVR não necessariamente deve ter
dimensões micrométricas.
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tam as classes de modelos multiescala e no princípio de Hill-Mandel da
macro-homogeneidade, definindo a relação entre as tensões macroscó-
picas e microscópicas e a equação de equilíbrio microscópica.
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Figura 3: Representação dos domínios da macroescala e da microescala.

3.2.1 Admissibilidade Cinemática

Nessa teoria multiescala, considera-se que o campo de desloca-
mentos macroscópico u (X, t) e o gradiente de deformação macroscópico
F (X, t) relacionam-se com a microescala através da média volumétrica
de seus respectivos campos microscópicos uµ (Y, t) e Fµ (Y, t),através
de

u (X, t) = 1
Vµ

∫
ΩY

uµ (Y, t) dVµ (3.17)

e

F (X, t) = 1
Vµ

∫
ΩY

Fµ (Y, t) dVµ, (3.18)
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onde Vµ representa o volume referencial3 do EVR. Os mapeamentos
apresentados em (3.17) e (3.18) são denominados operações de homoge-
neização. Assim, as grandezas macroscópicas obtidas por mapeamentos
análogos a esses também poderão ser denominadas de homogeneizadas.

Outra proposição fundamental é a seguinte expansão do campo
de deslocamentos microscópicos,

uµ (Y, t) def= u (X, t) + [∇Xu (X, t)] Y + ũµ (Y, t) , (3.19)

onde u (X, t) representa uma parcela constante, [∇Xu (X, t)] Y uma
contribuição linear e ũµ (Y, t) é denominado de deslocamento micros-
cópico flutuante, representando um termo de ordem superior.

Analogamente ao gradiente de deformação macroscópico, o gra-
diente de deformação da microescala é definido como,

Fµ (Y, t) def= I + ∇Yuµ (Y, t) . (3.20)

Calculando o gradiente de (3.19) em relação à Y, a Equação (3.20)
pode ser escrita como,

Fµ (Y, t) = F (X, t) + ∇Y ũµ (Y, t) . (3.21)

Percebe-se na Equação (3.21) que Fµ é função explícita do gra-
diente de deformação macroscópico e do gradiente do deslocamento
microscópico flutuante.

Levando em consideração (3.19), a Equação (3.17) fica

u (X, t) = 1
Vµ

∫
ΩY

u (X, t) dVµ︸ ︷︷ ︸
u(X,t)

+ 1
Vµ

∫
ΩY

[∇Xu (X, t)] Y dVµ︸ ︷︷ ︸+

∇X u(X,t)
Vµ

∫
ΩY

Y dVµ

1
Vµ

∫
ΩY

ũµ (Y, t) dVµ.

(3.22)
Neste ponto considera-se que a origem da tríade Y está localizada no
centroide de ΩY , isto é,

3As variáveis e operadores com letras maiúsculas e subscrito (·)µ ou (·)
Y

são refe-
rentes à configuração referencial da microestrutura. Já as notações (·)y ou letras
minúsculas com subscrito (·)µ referem-se à configuração espacial microscópica.
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∫
ΩY

Y dVµ = 0, (3.23)

e a Equação (3.22) resume-se a∫
ΩY

ũµ (Y, t) dVµ = 0. (3.24)

A Equação (3.24) representa uma restrição ao campo de desloca-
mentos microscópicos flutuantes, impedindo movimentos translacionais
de corpo rígido do EVR. Por outro lado, os movimentos rotacionais de
corpo rígido da microestrutura são tratados através da Equação (3.18).
Substituindo (3.21) em (3.18) tem-se,

F (X, t) = 1
Vµ

∫
ΩY

F (X, t) dVµ + 1
Vµ

∫
ΩY

∇Y ũµ (Y, t) dVµ, (3.25)

resultando em, ∫
ΩY

∇Y ũµ (Y, t) dVµ = 0. (3.26)

Integrando a Equação (3.26) por partes4 chega-se em∫
∂ΩY

ũµ (Y, t)⊗ nY dAµ = 0, (3.27)

onde nY é a normal unitária à superfície referencial ∂ΩY . Portanto,
somente os deslocamentos microscópicos flutuantes ũµ (Y, t) que satis-
fizerem as restrições (3.24) e (3.27) são cinematicamente admissíveis,
isto é, respeitam os postulados (3.17) e (3.18).

Nesse contexto, tais restrições motivam a definição de um es-
paço mínimo de deslocamentos microscópicos flutuantes cinematica-
mente admissíveis. Esse espaço é formalmente definido por,

Kmin
ũµ

def=
{

w̃ |
∫

ΩY

w̃ dVµ = 0;
∫
∂ΩY

w̃⊗ nY dAµ = 0
}
. (3.28)

4A integração por partes é realizada através da identidade tensorial,∫
Ω S (∇w)T dV =

∫
∂Ω (Sn) ⊗ w dA +

∫
Ω div (S) ⊗ w dV , onde S é um ten-

sor de segunda ordem, w é um vetor e n é a normal unitária à superfície ∂Ω.
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Em termos do campo de deslocamentos uµ, o mínimo espaço cinema-
ticamente admissível é definido como,

Kmin
uµ

def=
{

w = u + (F− I) Y + w̃ | w̃ ∈ Kmin
ũµ

}
. (3.29)

3.2.2 Classes de Modelos Multiescala

Assim como definido em (3.28), Kmin
ũµ é o mínimo espaço cine-

maticamente admissível para o campo de deslocamentos ũµ. Porém,
é possível definir subespaços de Kmin

ũµ , isto é, subespaços admissíveis
que satisfazem as condições (3.24) e (3.27). Formalmente, define-se o
subespaço Kũµ ⊂ Kmin

ũµ que adiciona às restrições de admissibilidade já
descritas, outras geralmente relacionadas a condições de contorno sobre
o EVR. Dentre os possíveis espaços Kũµ , os mais citados na literatura
são resumidos na sequência.

Modelo de Taylor. Também conhecido como modelo de defor-
mação uniforme ou regra das misturas, o modelo de Taylor admite que
os deslocamentos microscópicos flutuantes são nulos em todo o domínio
microscópico. Portanto, o espaço Kũµ é definido por,

Ktaylor
ũµ

def= {0} . (3.30)

�

Modelo de Deslocamentos Lineares nos Contornos. Como seu
nome indica, deslocamentos lineares nas fronteiras representam defor-
mações constantes e deslocamentos microscópicos flutuantes nulos nas
mesmas, resultando assim na seguinte definição para o subespaço Kũµ :

Klin
ũµ

def=
{

w ∈ Kmin
ũµ | w = 0, ∀Y ∈ ∂ΩY

}
. (3.31)

�

Modelo de Deslocamentos Periódicos nos Contornos. Conside-
rando pares de pontos (Y+,Y−) ∈ ∂ΩY com correspondência um-para-
um, a restrição de periodicidade requer que os deslocamentos flutuantes
nesses pares sejam idênticos, levando ao espaço,

Kper
ũµ

def=
{

w ∈ Kmin
ũµ | w

(
Y+) = w

(
Y−
)
, ∀
(
Y+,Y−

)
∈ ∂ΩY

}
.

(3.32)
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�

Modelo de Tração Uniforme nos Contornos. Se nenhuma restri-
ção adicional for imposta, tem-se,

Kũµ = Kmin
ũµ . (3.33)

Esse modelo representa uma tração uniforme nos contornos do EVR.
No caso do primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff microscópico Pµ,
essa restrição é escrita por,

Pµ (Y) nY (Y) = PnY (Y) , ∀Y ∈ ∂ΩY . (3.34)

�

Vale enfatizar que dentre os modelos apresentados, verifica-se a
seguinte hierarquia:

Ktaylor
ũµ ⊂ Klin

ũµ ⊂ K
per
ũµ ⊂ K

min
ũµ . (3.35)

Percebe-se, então, que o modelo de Taylor impõe uma maior
restrição à análise, definindo um limite inferior energético. Já o espaço
Kmin

ũµ é o menos restrito, representando um limite superior.
Em vista da implementação dessa abordagem multiescala em um

código de elementos finitos, as classes de modelos multiescala previa-
mente apresentadas representarão condições de contorno específicas que
devem ser impostas os EVR.

3.2.3 Princípio de Hill-Mandel da Macro-homogeneidade

O princípio de Hill-Mandel da macro-homogeneidade estabelece
a consistência energética entre a escala macroscópica e microscópica
(Hill, 1972; Mandel, 1971). Esse princípio postula que a potência da
macroescala deve ser igual a média volumétrica da potência na micro-
escala. De forma similar, de Souza Neto et al. (2015) redefinem esse
princípio apresentando-o em uma forma variacional. Assim, a potên-
cia (ou trabalho) virtual das tensões macroscópicas deve coincidir com
a média volumétrica da correspondente potência (ou trabalho) virtual
realizada pelas tensões microscópicas.

Nesse contexto, define-se a priori, o espaço dos deslocamentos
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virtuais flutuantes cinematicamente admissíveis, por,

Vmin
ũµ

def=
{

w = w1 −w2 | w1,w2 ∈ Kmin
ũµ

}
. (3.36)

Nota-se que o espaço Vmin
ũµ coincide com Kmin

ũµ e consequentemente
Vmin

uµ = Kmin
ũµ = Vmin

ũµ . Assim, a definição do espaço Vũµ decorre da
escolha específica do espaço Kũµ , isto é, do modelo cinemático multi-
escala.

Utilizando os pares conjugados (P, δF), postula-se que,

P : δF = 1
Vµ

∫
ΩY

Pµ : δFµ dVµ, ∀δF; ∀δũµ ∈ Vũµ , (3.37)

o qual representa o princípio de Hill-Mandel da macro-homogeneidade,
reformulado por de Souza Neto et al. (2015). Percebe-se que δFµ =
δFµ (δF, δũµ) através da Equação (3.21). Sendo assim, o princípio
(3.37) pode ser reescrito, convenientemente, como,

P : δF = 1
Vµ

∫
ΩY

Pµ : (δF + ∇Yδũµ) dVµ, ∀δF; ∀δũµ ∈ Vũµ .

(3.38)
Da Equação (3.38) obtêm-se duas consequências importantes em

vista dessa teoria multiescala: a homogeneização das tensões e a equa-
ção de equilíbrio da microescala.

Homogeneização das Tensões. Fazendo δũµ = 0, já que δũµ =
0 ∈ Vũµ , e permitindo variações macroscópicas arbitrárias δF em (3.38),
chega-se em,

P = 1
Vµ

∫
ΩY

Pµ dVµ. (3.39)

Portanto, a tensão macroscópica é obtida através da média volumé-
trica do campo de tensões microscópico, podendo ser denominada de
tensão homogeneizada. Geralmente, é de interesse obter a tensão ho-
mogeneizada de Cauchy utilizando o conceito de push-forward (Bonet
e Wood, 2008). Nesse caso, de Souza Neto e Feijóo (2008) demonstram
que,

σ = 1
vµ

∫
Ωy

σµ dvµ = 1
J

PFT, sse Kũµ ⊂ K
per
ũµ . (3.40)

�
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Equação de Equilíbrio da Microescala. Fixando δF e para todo
δũµ admissível, a Equação (3.38) resulta em,∫

ΩY

Pµ : (∇Yδũµ) dVµ = 0, ∀δũµ ∈ Vũµ , (3.41)

ou alternativamente na versão microscópica espacial,∫
Ωy

σµ : sym
(
∇yδũµ

)
dvµ = 0, ∀δũµ ∈ Uũµ . (3.42)

onde Uũµé o espaço dos deslocamentos virtuais flutuantes cinematica-
mente admissíveis definido na configuração espacial.

�

Levando em consideração a formulação multiescala apresentada
até o momento, é conveniente listar algumas particularidades dessa
teoria.

• Os movimentos translacionais de corpo rígido da microescala são
tratados através da Equação (3.24), a qual faz parte da definição
do espaço Kmin

ũµ em (3.28). Porém, se o modelo de deslocamentos
periódicos (3.32) ou tração uniforme nos contornos (3.33) for em-
pregado na análise, os movimentos translacionais de corpo rígido
podem ser eliminados fixando um ponto do EVR.

• Caso as contribuições das forças inerciais ou de corpo forem re-
levantes na microescala, essas devem ser consideradas na análise.
Assim, de Souza Neto et al. (2015) apresentam uma forma con-
sistente de levar em consideração esses termos nessa teoria mul-
tiescala, através da extensão do princípio de Hill-Mandel.

• Nessa teoria, a microescala é considerada ummeio contínuo. Desse
modo, os conceitos da mecânica e termodinâmica do contínuo são
válidos no modelamento das fases materiais da microestrutura.

• O objetivo deste trabalho não é resolver um problema macro-
micro completo, isto é, onde o comportamento material em cada
ponto de integração da geometria macroscópica é obtido através
de uma análise não linear da microestrutura. Nesse caso, não
é de interesse apresentar o desenvolvimento do módulo tangente
homogeneizado, o qual pode ser encontrado em de Souza Neto e
Feijóo (2006).
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Com base nas formulações teóricas apresentada até o momento,
na próxima seção são apresentados os procedimentos empregados para
a solução numérica do problema incremental multiescala visando a im-
plementação em um código de elementos finitos não linear.

3.2.4 Implementação do Problema Incremental em Multies-
cala

Na literatura a expressão “multilevel finite element
(
FE2)” é

usada para denotar os casos nos quais a solução do problema da escala
inferior é utilizada como informação local para a solução da escala supe-
rior. Essa proposta, entretanto, possui como principal limitação o custo
computacional, podendo inviabilizar a análise (Efendiev e Hou, 2009).

Um outro uso possível dos estudos multiescala consiste em ava-
liar os fenômenos que ocorrem na escala inferior e sua vinculação com a
escala superior, frequentemente associada a observações experimentais.
Essa última abordagem é a empregada no presente trabalho. Nesse
caso, a solução do problema incremental multiescala contempla as se-
guintes etapas:

1. Definição do EVR.
2. Escolha dos potenciais microscópicos de energia livre ψY e de dis-

sipação ϕY e φY para o modelamento das fases microestruturais
do EVR (ver Seção 3.1).

3. Escolha do espaço cinematicamente admissível Kũµ para a mi-
croestrutura (condições de contorno multiescala apresentadas na
Seção 3.2.2).

4. Dado um gradiente de deformação F
n+1 em um ponto macroscó-

pico, resolver o problema incremental definido no EVR.

a) Solucionar, para cada ponto de integração do EVR, o pro-
blema constitutivo local:
i. Propor um potencial incremental microscópico PincY

através da Equação (3.11).
ii. Solucionar o princípio variacional,

α̊opt
µ = arg inf

α̊µ
PincY

∣∣∣
Fµn+1 =cte

.

iii. Calcular o campo de tensões microscópico incremental.
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• Primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff,

Pµn+1
=

∂PincY

∂Fµn+1

∣∣∣∣∣
α̊µ=α̊opt

µ

.

• Tensor tensão de Cauchy,

σµn+1
= 1
Jµn+1

Pµn+1
FT
µn+1

.

b) Resolver o problema de equilíbrio (balanço mecânico) do
EVR:
• No formato referencial,∫

ΩY

Pµn+1
:
(

∇Yδũµn+1

)
dVµ = 0, ∀δũµn+1

∈ Vũµ .

• Ou na versão espacial,∫
Ωy

σµn+1
: sym

(
∇yδũµn+1

)
dvµ = 0, ∀δũµn+1

∈ Uũµ .

5. Calcular a tensão macroscópica (homogeneizada) incremental.
• Primeiro tensor tensão de Piola-Kirchhoff,

P
n+1 = 1

Vµ

∫
ΩY

Pµn+1
dVµ.

• Tensor tensão de Cauchy,

σ
n+1 = 1

vµ

∫
Ωy

σµn+1
dvµ, sse Kũµ ⊂ K

per
ũµ .

O formato espacial5 da formulação numérica multiescala apre-
sentada aqui, encontra-se implementado em um código laboratorial não
linear de elementos finitos tridimensional. Esse código foi desenvolvido
em linguagem FORTRAN em colaboração com os colegas de doutorado

5O equilíbrio mecânico, em sua forma fraca, quando apresentado na versão espa-
cial, geralmente é denominado de formulação Lagrangiana atualizada (Belyts-
chko, Liu e Moran, 2000; Bathe, 2006).
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Jan-Michel Colombo Farias e Paulo Bastos de Castro, com a supervisão
do professor Eduardo Alberto Fancello. O código foi validado através
de comparações com resultados obtidos de programas comerciais de
elementos finitos e exemplos da literatura.
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4 ESCOLHA DA ESCALA ESTRUTURAL PARA
AS ANÁLISES EM MULTIESCALA

Esta seção tem o objetivo de apresentar o raciocínio que guiou a
escolha da escala estrutural do tendão que faz parte do presente estudo.
Esta escolha foi baseada na disponibilidade das seguintes informações
básicas:

1. Informação, via imagem, da geometria das fases microestruturais.
Esse item é fundamental para a devida proposição de geometrias
para o EVR.

2. Dados experimentais sobre o comportamento micromecânico de
cada fase (ou subfase) que compõe o EVR. Escolhidos e formu-
lados os modelos constitutivos para cada fase, seus respectivos
parâmetros devem ser estimados com base nesses dados experi-
mentais.

A revisão bibliográfica da Seção 2.1 evidencia a complexa hie-
rarquia estrutural dos tendões. Em vista disso, a Tabela 1 resume uma
classificação possível de escalas estruturais, que destaca as principais
fases materiais que cada uma comporta.

Tabela 1: Principais escalas estruturais de colágeno dos tendões e suas
respectivas fases materiais microestruturais.

Estrutura Macroscópica Fases Materiais Microscópicas
Estrutura de Colágeno Matriz

Tendão Fascículos Matriz
Interfascicular

Fascículo Fibras Células

Fibra Fibrilas Substância Base

Fibrila Molécula de Colágeno Água e Ligações
Químicas

Uma pesquisa na literatura sobre o comportamento mecânico dos
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tendões, fascículos e fibrilas sujeitos a ensaios monotônicos de tração6

traz resultados cujo resumo é exposto nos gráficos da Figura 4 e nas
tabelas 2, 3 e 4.
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Figura 4: Curvas de tração em (a) tendões, (b) fascículos e (c) fibrilas.
(d) Gráficos de área para os limites inferiores e superiores
das curvas apresentadas em (a), (b) e (c). Vale enfatizar
que o gráfico (d) apresenta apenas 3 cores, onde níveis de
transparência entre as áreas foram utilizados visando facilitar
a visualização.

6Não foram encontrados ensaios referentes às fibras, uma vez que as fibras são
compostas por feixes de fibrilas em formato helicoidal.
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Nessas são apresentadas as referências, tipos de estruturas de
colágeno e as técnicas de medição empregadas para obter as curvas das
figuras 4a, 4b e 4c, respectivamente. Os eixos desses gráficos indicam
o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e alongamento axial.

Na Figura 4d, plotam-se os gráficos de área referentes aos limi-
tes inferiores e superiores das curvas dos tendões, fascículos e fibrilas.
Comparando as curvas dos tendões com a dos fascículos, percebe-se
uma tendência média dos tendões se comportarem de forma mais rí-
gida que os fascículos, em concordância com as evidências experimen-
tais de Thorpe et al. (2012), que enfatizam que tal comportamento foi
também observado por outros autores. Já as fibrilas trazem um amplo
espectro de resultados experimentais que, se comparados com aqueles
dos fascículos, apresentam um comportamento médio mais rígido. Esse
fato também foi verificado experimentalmente em fascículos e fibrilas
de um mesmo tipo de tendão (Svensson et al., 2010a). Portanto, em
função dessas observações, que apontam um comportamento contro-
verso entre tendão e fascículo e em função da maior disponibilidade
de dados experimentais associados às fases materiais desse último, foi
decidido realizar o presente estudo na escala do fascículo. Vale enfati-
zar que mesmo a variação da taxa de deformação sendo relevante no
comportamento mecânico dessas estruturas em ensaios de tração, essa
não afetará a análise qualitativa realizada acima.

(a) (b) (c)

Figura 5: (a) Representação de um EVR do fascículo do tendão. (b)
Matriz celular. (c) Fibras de colágeno. As fibras laterais do
EVR foram omitidas para facilitar a visualização. Os da-
dos experimentais referentes à geometria da hélice da fibra
e frações volumétricas das fases materiais foram obtidas de
Kalson et al. (2015).

Assim como apresentado na Tabela 1 e detalhado na Seção 2.1,
um possível EVR do fascículo deve conter, necessariamente, a discrimi-
nação estrutural das fibras helicoidais de colágeno e da matriz celular.
Esse arranjo microestrutural foi verificado via imagens por Starborg
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et al. (2013) e mais recentemente em Kalson et al. (2015). Ademais,
Kalson et al. (2015) fornecem dados médios referentes à geometria das
fibras, tornando possível a representação espacial dessas. Com base
nesses dados, na Figura 5 é ilustrada uma geometria de um EVR do
fascículo, satisfazendo assim os requisitos do item 1.

Referente aos dados experimentais das fases microestruturais do
fascículo (item 2), são utilizados neste trabalho os seguintes ensaios
micromecânicos para o ajuste dos parâmetros constitutivos dos modelos
materiais.
• Comportamento viscoelástico da matriz celular : ensaios cíclicos
de nanoindentação na superfície de células de fibroblasto realiza-
dos com auxílio de microscopia de força atômica.
• Comportamento viscoelástico das fibrilas na direção axial às mo-
léculas de colágeno: ensaios cíclicos de tração uniaxial em dife-
rentes taxas de deformação realizados com auxílio de microscopia
de força atômica.
• Comportamento viscoelástico da substância base, transversal às
fibrilas e de interações entre essas fases: ensaios de nanoindenta-
ção cíclicos na superfície de fibras na direção transversal às fibrilas
realizados com auxílio de microscopia de força atômica.

Mais detalhes sobre o emprego desses ensaios experimentais na
identificação dos parâmetros constitutivos são abordados na Seção 6.1.
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Tabela 2: Tipo de tendão e técnica de medição empregada nos en-
saios mostrados na Figura 4a.

Referência Tendão Medição

Johnson et al. (1994) Patelar humano DIC
Carroll et al. (2008) Patelar humano US
Goh et al. (2008) Cauda de rato LVDT
Csapo et al. (2010) Aquiles humano US
Vergari et al. (2011) Digital flexor equino DIC
Thorpe et al. (2012) Digital flexor equino DIC
Lavagnino, Gardner e
Arnoczky (2013) Cauda de rato LVDT

Kösters et al. (2014) Patelar humano US
Couppe et al. (2015) Aquiles humano US

DIC: Correlação Digital de Imagem
US: Ultrasonografia
LVDT: Transformador Diferencial de Variação Linear
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Tabela 3: Tipo de fascículo e técnica de medição empregada nos
ensaios mostrados na Figura 4b.

Referência Fascículo Medição

Yamamoto, Hayashi e
Yamamoto (1999) Patelar de coelho DIC

Hansen, Weiss e
Barton (2002) Cauda de rato DIC

Robinson et al. (2004) Cauda de rato DIC
Haraldsson et al.
(2005) Patelar humano DIC

Ikema et al. (2007) Patelar de coelho DIC
Legerlotz, Riley e
Screen (2010) Cauda de rato DIC

Svensson et al. (2010a) Patelar humano DIC
Hanson, Aagaard e
Magnusson (2012) Aquiles humano DIC

Thorpe et al. (2012) Digital flexor equino DIC
Legerlotz, Riley e
Screen (2013) Digital extensor bovino DIC

DIC: Correlação Digital de Imagem

Tabela 4: Tipo de fibrila e técnica de medição empregada nos en-
saios mostrados na Figura 4c.

Referência Fibrila Medição

Eppell et al. (2006) Pepino do mar MEMS
Liu et al. (2006) Pepino do mar MEMS
Van Der Rijt et al.
(2006) Aquiles bovino AFM

Shen et al. (2008) Pepino do mar MEMS
Svensson et al.
(2010b) Patelar humano AFM

Yang et al. (2012) Aquiles bovino AFM
Svensson et al. (2013) Patelar humano AFM
Liu, Ballarini e Eppell
(2016) Patelar de rato MEMS

MEMS: Sistemas Microeletromecânicos
AFM: Microscopia de Força Atômica
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5 MODELAMENTO CONSTITUTIVO VARIACI-
ONAL DAS FASES MICROESTRUTURAIS

Esta seção tem por objetivo particularizar os conceitos intro-
duzidos na Seção 3.1, na formulação de modelos de viscoelasticidade
em deformações finitas para as fases materiais microestruturais que
compõem o EVR do fascículo do tendão (fibras e matriz celular). As
hipóteses realizadas durante a formulação visam a consistência entre a
morfologia de cada fase material e os ensaios mecânicos disponíveis na
literatura e citados na seção anterior.

5.1 Modelo para as Fibras de Colágeno

5.1.1 Cinemática

Seguindo os desenvolvimentos de Nguyen, Jones e Boyce (2007),
a cinemática de um ponto material de fibra de colágeno está definida
pelo gradiente de deformação F que é integralmente transmitido para
suas duas fases principais: fibrilas e matriz da fibra (subscritos “f” e
“m”). Cada uma dessas admite uma decomposição multiplicativa em
parcelas elástica e viscosa (sobrescritos “e” e “v”), relacionadas aos
braços de Maxwell da representação reológica ilustrada na Figura 6a.
Em vista disso, e seguindo um modelo de misturas matriz-fibrilas, tem-
se:

F = Fe
mFv

m = Fe
f Fv

f . (5.1)

Sabendo que o tensor direito de Cauchy-Green é dado por C def=
FTF e em vista da decomposição (5.1), pode-se definir de forma análoga
os tensores direito de Cauchy-Green viscosos e elásticos referentes à
matriz e às fibrilas como,

Ce
m

def= FeT

m Fe
m, Cv

m
def= FvT

m Fv
m, (5.2)

Ce
f

def= FeT

f Fe
f , Cv

f
def= FvT

f Fv
f . (5.3)

A parte simétrica do gradiente de velocidade l def= ḞF−1 define
a taxa de deformação espacial, isto é, d def= sym (l). Contudo, neste
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trabalho, as taxas de deformação viscosas são definidas como,

dv
m

def= lvm = Ḟv
mFv−1

m , dv
f

def= lvf = Ḟv
f Fv−1

f , (5.4)

onde considera-se o tensor vorticidade (spin) viscoso nulo, isto é, skew (lvm) =
0 e skew (lvf ) = 0 (Anand e Gurtin, 2003, Gurtin e Anand, 2005).

𝜓𝜓m∞ 𝐂𝐂

𝜓𝜓me 𝐂𝐂me 𝜙𝜙mv 𝐝𝐝mv

𝜓𝜓f
∞ 𝐼𝐼4

𝜓𝜓f
e 𝐼𝐼4e 𝜙𝜙f

v 𝑑𝑑f
v
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Figura 6: (a) Representação esquemática do modelo reológico da fibra.
(b) Decomposição multiplicativa do gradiente de deformação.

A decomposição multiplicativa (5.1) pode ser ilustrada através
da Figura 6b, onde introduzem-se os vetores unitários mX , m̃ e mx

referentes às direções axiais das fibrilas nas configurações referencial
ΩX , intermediária Ω̃ e espacial Ωx , respectivamente. Dessa cinemática,
resultam os alongamentos,

λfmx = FmX ⇒ λf =
√

C : AX , (5.5)

λv
f m̃ = Fv

f mX ⇒ λv
f =

√
Cv

f : AX , (5.6)

λe
f mx = Fe

f m̃ ⇒ λe
f =

√
Ce

f : Ã, (5.7)

onde AX
def= mX � mX e Ã def= m̃ � m̃ são chamados de tensores

estruturais. Das relações (5.5) e (5.7) definem-se os invariantes,

I4
def= C : AX = (λf)2

, (5.8)

Ie
4

def= Ce
f : Ã = (λe

f )2
, (5.9)
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que representam o quadrado dos alongamentos total e elástico das fi-
brilas na direção axial às moléculas de colágeno. Utilizando as relações
(5.5-5.7), pode-se mostrar que o alongamento total na direção das fi-
brilas satisfaz a decomposição

λf = λe
fλ

v
f . (5.10)

Em vista das equações (5.4) e (5.6), a taxa de deformação viscosa
na direção das fibrilas pode ser definida como

dv
f

def= dv
f : Ã = λ̇v

f
λv

f
. (5.11)

5.1.2 Considerações sobre o Modelo Fenomenológico das Fi-
bras

Com base nas ilustrações da Figura 7, considera-se que o EVR da
fibra é composto por dois materiais distintos: um referente à substância
base e outro representando as fibrilas, os quais são modelados pelas
energias ψsb e ψfibrila , respectivamente. Em vista disso, a energia de
deformação homogeneizada da fibra ψfibra , consistentes com a restrição
cinemática de Taylor (regra das misturas, Equação (3.30)), resulta na
expressão analítica:

ψfibra
def= (1− νf )ψsb + νfψfibrila , (5.12)

onde νf é a fração volumétrica de fibrilas.
Neste trabalho, o comportamento mecânico das fibrilas é repre-

sentado segundo os clássicos modelos de isotropia transversa baseados
no quarto invariante (5.8). Tais modelos estão bem estabelecidos na
literatura e são amplamente empregados no modelamento de tecidos bi-
ológicos fibrosos (Schröder e Neff, 2003; Merodio e Ogden, 2005; Ehret
e Itskov, 2007; Holzapfel e Ogden, 2009; Helfenstein et al., 2010; Chevi-
akov, Ganghoffer e St.Jean, 2015). Com base nessa teoria constitutiva,
a energia de deformação da fibrila é definida como:

ψfibrila
def= ψmf + ψf , (5.13)

onde ψmf modela a matriz da fibrila e ψf tem por objetivo contabilizar
a elevada rigidez verificada em ensaios experimentais na direção axial
às moléculas de colágeno (ver EVR da fibrila na Figura 7).
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Fibra

Fibrila

EVR da Fibra

Substância Base
𝜓𝜓sb

Fibrila
𝜓𝜓fibrila

EVR da Fibrila

Matriz da Fibrila
𝜓𝜓mf

Resposta da fibrila na
direção axial às

moléculas de colágeno
𝜓𝜓f

Figura 7: Elementos de volume representativos da fibra e da fibrila e
respectivos modelos constitutivos microestruturais.

Os parâmetros materiais do conjunto energético {ψsb , ψmf , ψf}
dos modelos (5.12) e (5.13) devem ser calibrados com base em dados
experimentais. Referente ao modelo ψf , os correspondentes parâmetros
podem ser estimados através de ensaios experimentais de tração em
fibrilas. Essa estratégia é empregada neste trabalho, sendo que mais
detalhes são apresentados na Seção 6.1.2. Por outro lado, a caracteri-
zação independente de ψsb e ψmf não é trivial, devido à falta de dados
experimentais. Para contornar essa dificuldade tecnológica, a energia
de deformação da fibra é reapresentada como:

ψfibra = ψm + νfψf , ψm
def= (1− νf )ψsb + νfψmf (5.14)

a qual emerge da substituição da Equação (5.13) em (5.12). Nesse novo
formato, identifica-se ψm como a resposta das matrizes da fibra (subs-
tância base e a matriz da fibrila) em um senso homogêneo de Taylor
(regra das misturas). Assim, o presente modelamento considera ψm

como uma função isotrópica única, que tem por objetivo modelar a
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resposta conjunta de ψsb e ψmf . Nesse caso em particular, ensaios de
nanoindentação em fibras, na direção transversal às fibrilas, são utili-
zados para estimar os parâmetros constitutivos de ψm (mais detalhes
na Seção 6.1.3).

No modelo proposto o potencial de dissipação ϕ da Equação
(3.4) é nulo. Portanto, seguindo o arranjo reológico da Figura 6a, e de
forma análoga a (5.14), o comportamento viscoso da fibra é definido
pela soma dos potenciais referentes aos dispositivos viscosos dos braços
de Maxwell, isto é,

φfibra
def= φv

m
+ νfφ

v
f
. (5.15)

Neste ponto, retoma-se a cinemática apresentada na seção an-
terior e defini-se o conjunto de variáveis internas por α def= {Fv

m, λ
v
f }.

Assim, com base na representação reológica da Figura 6a, as contribui-
ções energéticas totais das matrizes da fibra ψm e na direção axial às
fibrilas ψf são decompostas aditivamente em,

ψm (F,Fv
m) def= ψ∞

m
(C) + ψe

m
(Ce

m) , (5.16)

ψf (λf , λ
v
f ) def= ψ∞

f
(I4) + ψe

f
(Ie

4) , (5.17)

onde o subscrito ∞ representa a resposta independente do tempo.
Em relação aos potenciais de dissipação (5.15), é conveniente

apresentá-los em função da taxa objetiva de alguma medida de defor-
mação. Portanto, neste trabalho, escolhem-se as taxas de deformação
viscosas da matriz e na direção das fibrilas para tal, resultando em
φv

m
= φv

m
(dv

m) e φv
f

= φv
f

(dv
f ).

No modelo em questão, propõe-se que a resposta à compressão da
contribuição das fibrilas na direção axial às moléculas de colágeno deve
ser nula. Desse modo, motivado pelos desenvolvimentos de Vassoler,
Reips e Fancello (2012), definem-se as energias de Helmholtz por,

ψ∞
f

def=
{

0 se 0 < λf < 1
ψ̄∞

f
(I4) se λf ≥ 1

, (5.18)

ψe
f

def=
{

0 se 0 < λe
f < 1

ψ̄e
f

(Ie
4) se λe

f ≥ 1
, (5.19)



70

e o potencial de dissipação como,

φv
f

def=
{

0 se dv
f < 0

φ̄v
f

(dv
f ) se dv

f ≥ 0
. (5.20)

Em vista das dependências funcionais dos potenciais termodinâ-
micos e recapitulando o modelamento constitutivo variacional (Seção
3.1), o potencial em taxas (3.7) pode ser separado aditivamente em
uma contribuição referente às matrizes e outra relacionada à rigidez
uniaxial das fibrilas, isto é,

Pfibra = Pm + νfP f , (5.21)

onde Pm def= ψ̇m + φv
m
e P f def= ψ̇f + φv

f
.

O tratamento incremental das equações constitutivas, segundo a
abordagem variacional considerada, é apresentado na sequência.

5.1.3 Potencial Incremental e Regra de Atualização das Va-
riáveis Internas

A contraparte incremental do potencial em taxas (5.21) resulta
em,

Pfibra
inc = Pm

inc + νfP f
inc, (5.22)

onde o potencial incremental referente às matrizes é dado por

Pm
inc

def= ψm

(
F
n+1 ,Fv

mn+1

)
− ψm

(
F
n
,Fv

mn

)
+

∆t
[
φv

m

(
d̊v

m

)]∣∣∣
tn+ϑ

,

(5.23)

e o potencial incremental das fibrilas é definido como,

P f
inc

def= ψf

(
λfn+1

, λv
fn+1

)
− ψf

(
λfn , λ

v
fn

)
+

∆t
[
φv

f

(
d̊v

f

)]∣∣∣
tn+ϑ

.

(5.24)

Neste ponto, escolhe-se empregar o clássico algoritmo de Euler
(Simo e Hughes, 1998) para a discretização das variáveis internas, de



71

maneira tal que as taxas de deformação (5.4) e (5.11) são aproximadas
como:

dv
m ≈ d̊v

m = F̊v
mFv−1

m
n+ϑ

, (5.25)

dv
f ≈ d̊v

f = λ̊v
f

(
λv

f
n+ϑ

)−1
, (5.26)

onde as taxas das variáveis internas são discretizada através de

Ḟv
m ≈ F̊v

m = 1
∆t

(
Fv

mn+1
− Fv

mn

)
, (5.27)

λ̇v
f ≈ λ̊v

f = 1
∆t

(
λv

fn+1
− λv

fn

)
, (5.28)

sendo que
Fv

m
n+ϑ

= (1− ϑ) Fv
mn

+ ϑFv
mn+1

, (5.29)

λv
f
n+ϑ

= (1− ϑ)λv
fn + ϑλv

fn+1
. (5.30)

As equações (5.29) e (5.30) devem ser interpretadas como uma avaliação
em ponto intermediário do estado das variáveis internas, controladas
pelo parâmetro ϑ. Escolhendo o parâmetro ϑ = 1 (referente à uma
regra implícita), a substituição de (5.27) em (5.25) e (5.28) em (5.26)
resultam nas seguintes regras de atualização:

Fv
mn+1

=
(

I−∆t̊dv
m

)−1
Fv

mn
, (5.31)

λv
fn+1

=
(

1−∆td̊v
f

)−1
λv

fn , (5.32)

onde I representa o tensor identidade de segunda ordem. Nota-se, en-
tão, que as variáveis internas Fv

mn+1
= Fv

mn+1

(
d̊v

m

)
e λv

fn+1
= λv

fn+1

(
d̊v

f

)
tornam-se dependentes de d̊v

m e d̊v
f , respectivamente.

Neste ponto, é importante enfatizar uma questão. A regra de
atualização (5.31) possui uma expressão alternativa, obtida através do
mapeamento exponencial (Weber e Anand, 1990):

Fv
mn+1

= exp
(

∆t̊dv
m

)
Fv

mn
. (5.33)

Essa última expressão tem sido extensivamente empregada na
literatura em diversos modelos de fluxo inelástico (de Souza Neto, Pe-
ric e Owen, 2009), juntamente com a parametrização espectral de d̊v

m,
em potenciais isotrópicos arbitrários ou em combinação com o modelo
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isotrópico de Hencky, visando obter algumas vantagens numéricas (Fan-
cello, Ponthot e Stainier, 2006; Fancello, Ponthot e Stainier, 2008; Vas-
soler, Reips e Fancello, 2012). Uma das vantagens para uso de (5.33) é
a propriedade que sob a consideração de fluxo viscoso incompressível,
a relação incremental tr

(
d̊v

m

)
= 0 ⇔ det

(
Fv

mn+1

)
= 1 é automatica-

mente respeitada.
Por outro lado, em vista da regra de atualização (5.31), o pro-

blema constitutivo variacional é formulado em um formato totalmente
tensorial. Embora essa abordagem implica na solução simultânea das
seis componentes independentes de d̊v

m, a formulação mantém uma es-
trutura adequada na consideração de potenciais anisotrópicos acopla-
dos. Além disso, não há necessidade de realizar a decomposição espec-
tral de d̊v

m, nem o cálculo das primeiras e segundas derivadas dessas
quantidades espectrais. Ademais, se a restrição de fluxo viscoso incom-
pressível for considerada, essa pode ser incorporada de forma trivial
junto ao problema variacional por meio de um funcional Lagrangiano,
cujos detalhes operacionais são expostos na próxima seção.

Por fim, com base nos argumentos previamente citados, escolheu-
se a abordagem (5.31) em detrimento de (5.33) para o presente estudo.

5.1.4 Algoritmo de Atualização Variacional

A atualização constitutiva variacional representa o algoritmo lo-
cal do modelo material, sendo composto de duas etapas: a primeira
consiste na solução do problema local de otimização e posterior atuali-
zação das variáveis internas e a segunda no cálculo da tensão atualizada
(tensão ao fim do incremento).

Solução do Problema Variacional

Em vista das parametrizações (5.31) e (5.32), as taxas de defor-
mação viscosas tornam-se as variáveis primais do problema variacional.
Desse modo, o princípio de mínimo (3.12) pode ser reescrito como,(

d̊v
m, d̊

v
f

)opt
= arg inf

(d̊v
m,d̊

v
f )

(
Pm

inc + νfP f
inc
)∣∣

Fn+1=cte . (5.34)
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Sabendo que,

Pm
inc = Pm

inc

[
F
n+1 ,Fv

mn+1

(
d̊v

m

)]
, P f

inc = P f
inc

[
λfn+1

, λv
fn+1

(
d̊v

f

)]
(5.35)

nota-se que o problema de otimização (5.34) é desacoplado em rela-
ção aos seus argumentos minimizantes. Desse modo, esse pode ser
decomposto em dois problemas variacionais independentes, isto é, um
referente à matriz:(

d̊v
m

)opt
= arg inf

d̊v
m

Pm
inc|Fn+1=cte , (5.36)

e outro que diz respeito à contribuição axial das fibrilas:(
d̊v

f

)opt
= arg inf

d̊v
f

P f
inc
∣∣
λfn+1

=cte . (5.37)

No princípio de mínimo (5.34), a fração volumétrica de fibrilas νf repre-
senta um fator de escala, não influenciando no argumento minimizante.
Portanto, νf é omitida em (5.37).

Neste trabalho, o fluxo viscoso da matriz é considerado incom-
pressível. Assim, a restrição cinemática Jv

mn+1

def= det
(

Fv
mn+1

)
= 1 é

considerada na solução de (5.36) pela introdução do funcional Lagran-
giano:

L
(

d̊v
m, γn+1

)
def= Pm

inc + γ
n+1

(
Jv

mn+1
− 1
)
, (5.38)

onde γ
n+1 é um multiplicador de Lagrange. Consequentemente, o prin-

cípio variacional (5.36) é reapresentado por,(
d̊v

m, γn+1

)opt
= arg stat

(d̊v
m,γn+1)

L|Fn+1=cte . (5.39)

A solução dos problemas variacionais (5.37) e (5.39) definem o
algoritmo de atualização das variáveis internas. Uma vez que as solu-
ções ótimas

(
d̊v

m

)opt
e
(
d̊v

f

)opt
são obtidas, as variáveis internas são

atualizadas através das equações (5.31) e (5.32). A estratégia de so-
lução empregada aqui baseia-se no procedimento de Newton-Raphson,
onde mais detalhes operacionais são apresentados no Apêndice A.

É importante enfatizar que a simetria de d̊v
m não foi introduzida

como uma restrição no problema (5.39). Entretanto, sua natureza si-
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métrica é considerada através das derivadas direcionais requeridas pelo
procedimento de Newton-Raphson, resultando em apropriados opera-
dores de Fréchet (ver Itskov (2002) e Jog (2007) para mais detalhes
sobre derivadas direcionais em espaços simétricos). Nesse caso par-
ticular, as soluções resultantes do princípio (5.39) sempre retornarão
tensores simétricos d̊v

m.

Tensão Incremental e Módulo Tangente Consistente

Através da definição (3.13) e levando em consideração o poten-
cial (5.22), o formato incremental do primeiro tensor tensão de Piola-
Kirchhoff da fibra é calculado como:

Pfibra
n+1

= ∂Pfibra
inc

∂F
n+1

∣∣∣∣
α̊=α̊opt

=
(

Pmn+1
+ νf Pfn+1

)∣∣∣
α̊=α̊opt

, (5.40)

onde definem-se as tensões nas matrizes da fibra e na fibrila respecti-
vamente por:

Pmn+1

def= ∂Pm
inc

∂F
n+1

, Pfn+1

def= ∂P f
inc

∂F
n+1

. (5.41)

Em vista do potencial (5.23), a contribuição da tensão nas ma-
trizes da fibra é obtida através de

Pmn+1
= ∂ψm

∂F
n+1

=
∂ψ∞

m

(
Cn+1

)
∂F

n+1

+
∂ψe

m

(
Ce

mn+1

)
∂F

n+1

. (5.42)

Realizando as derivadas parciais, chega-se em,

Pmn+1
= F

n+1Smn+1
, Smn+1

def= S∞mn+1
+Fv−1

mn+1
Se

mn+1
Fv−T

mn+1
, (5.43)

onde Smn+1
é o segundo tensor tensão de Piola-Kirchhoff das matrizes

da fibra, dependente das seguintes definições de tensão:

S∞mn+1

def= 2
∂ψ∞

m

(
C
n+1

)
∂Cn+1

, Se
mn+1

def= 2
∂ψe

m

(
Ce

mn+1

)
∂Ce

mn+1

. (5.44)
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A tensão da fibrila é, analogamente, calculada como

Pfn+1
= ∂ψf

∂F
n+1

=
∂ψ∞

f

(
I4n+1

)
∂F

n+1

+
∂ψe

f

(
Ie
4n+1

)
∂F

n+1

, (5.45)

resultando em,

Pfn+1
= F

n+1Sfn+1
, Sfn+1

def= Sfn+1
AX , (5.46)

onde Sfn+1
é o segundo tensor tensão de Piola-Kirchhoff da fibrila,

dependente das seguintes tensões escalares:

Sfn+1

def= S∞fn+1
+
(
λv

fn+1

)−2
Se

fn+1
, (5.47)

S∞fn+1

def= 2
∂ψ∞

f

(
I4n+1

)
∂I4n+1

, Se
fn+1

def= 2
∂ψe

f

(
Ie
4n+1

)
∂Ie

4n+1

. (5.48)

Visando a implementação do modelo em um código não linear
de elementos finitos, o módulo tangente material

Cfibra
Xn+1

= 2
dSfibra

n+1

dC
n+1

, (5.49)

consistente como a discretização das equações constitutivas, deve ser
fornecido (Simo e Taylor, 1985). Uma forma fechada para tal tensor é
apresentada no Apêndice B.

É importante mencionar que todas as derivadas apresentadas
neste trabalho (expressões das tensões, operadores de Newton-Raphson
e módulos tangente consistentes) tiveram suas implementações verifi-
cadas mediante comparação com diferenciação numérica empregando
os métodos de diferenças finitas ou derivada complexa7. O correto
cômputo desses operados se refletiram nas altas taxas de convergência8

verificadas tanto para as soluções dos problemas constitutivos locais
como no equilíbrio global de elementos finitos.

7Mais detalhes sobre o método da derivada complexa (do inglês complex-step de-
rivative) podem ser obtidos em Lyness e Moler (1967), Carniel (2013) e Kiran e
Khandelwal (2014).

8A taxa de convergência do algoritmo de Newton-Raphson, para sistemas não
lineares bem comportados, deve ser no mínimo quadrática próximo à solução
ótima.
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5.2 Modelo para a Matriz Celular

No presente trabalho, a matriz celular é considerada um meio
homogêneo e isotrópico. Assim, a sua representação utiliza o mesmo
modelo isotrópico utilizado para as matrizes das fibras apresentado na
seção anterior. De forma análoga a (5.23), o potencial incremental
referente à matriz celular é definido como:

Pc
inc

def= ψc

(
F
n+1 ,Fv

cn+1

)
− ψc

(
F
n
,Fv

cn

)
+

∆t
[
φv

c

(
d̊v

c

)]∣∣∣
tn+ϑ

,

(5.50)

onde a energia livre de Helmholtz das células é representada por

ψc

(
F
n+1 ,Fv

cn+1

)
def= ψ∞

c

(
C
n+1

)
+ ψe

c

(
Ce

cn+1

)
. (5.51)

Em vista disso, a tensão incremental na matriz celular é calculada como,

Pc
n+1

= ∂Pc
inc

∂F
n+1

∣∣∣∣
d̊v

c=(d̊v
c)opt

. (5.52)

Vale enfatizar que a consideração de fluxo visco incompressível
e a estratégia de solução do problema variacional da matriz celular
seguem as mesmas abordagens empregadas na solução do princípio va-
riacional (5.39) referente às matrizes da fibra.

5.3 Escolha de Potenciais Viscoelásticos Específicos

Os potenciais apresentados nesta seção são empregados no mo-
delamento do comportamento fenomenológico das fases materiais da
microestrutura. Na Seção 3.2, as grandezas microestruturais foram
introduzidas distinguindo os subscritos (·)

Y
, (·)y ou (·)µ (ver rodapé

na página 50). Entretanto, essa notação será omitida nesta seção por
questões de clareza de exposição.

Com base no formato característico das curvas experimentais
uniaxiais de tração em fibrilas (ver Figura 4c), o modelo proposto que
contempla a resposta unidirecional da fibrila na direção preferencial às
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moléculas de colágeno utiliza os seguintes potenciais:
ψ̄∞

f
(I4) def= k∞

f
(I4 − 1)α

∞
f

ψ̄e
f

(Ie
4) def= ke

f
(Ie

4 − 1)α
e
f

φ̄v
f

(dv
f ) def=

ηv
f

2 (dv
f )2

, (5.53)

onde
{
k∞

f
> 0, α∞

f
> 2, ke

f
> 0, αe

f
> 2, ηv

f
> 0
}

é o conjunto de pa-
râmetros constitutivos. Em (5.53), as energias de deformação foram
obtidas de Balzani et al. (2006) e o potencial de dissipação apresenta
forma quadrática em função da taxa de deformação viscosa na direção
axial às fibrilas.

O comportamento viscoelástico das matrizes da fibra é modelado
através dos potenciais:

ψ∞
m

(C) def=
µ∞

m

2 [tr (C)− 3]− µ∞
m

ln (J) +
κ∞

m

2 [ln (J)]2

ψe
m

(Ce
m) def=

µe
m

2 [tr (Ce
m)− 3]− µe

m
ln (Je

m)

φv
m

(dv
m) def=

ηv
m

2 dv
m : dv

m

, (5.54)

onde
{
µ∞

m
, κ∞

m
, µe

m
, ηv

m

}
são os parâmetros materiais. Nesse conjunto de

potenciais, as energias livres de Helmholtz são do tipo Neo-Hookean,
apresentadas em Bonet e Wood (2008), e o potencial de dissipação é
quadrático na taxa de deformação viscosa das matrizes da fibra.

Finalmente, para o modelamento do comportamento viscoelás-
tico da matriz celular, empregam-se potenciais com os mesmos formatos
de (5.54), isto é,

ψ∞
c

(C) def=
µ∞

c

2 [tr (C)− 3]− µ∞
c

ln (J) +
κ∞

c

2 [ln (J)]2

ψe
c

(Ce
c) def=

µe
c

2 [tr (Ce
c)− 3]− µe

c
ln (Je

c )

φv
c

(dv
c) def=

ηv
c

2 dv
c : dv

c

, (5.55)

onde
{
µ∞

c
, κ∞

c
, µe

c
, ηv

c

}
é o conjunto de parâmetros constitutivos da ma-

triz celular.
Nas expressões de Neo-Hookean ψ∞

(·)
, enquanto o parâmetro κ∞

(·)
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controla mudanças volumétricas, µ∞
(·)

contabiliza efeitos distorcionais.
Para considerar uma resposta constitutiva incompressível, os valores de
κ∞

(·)
são tipicamente na ordem de∼

(
103 − 104)µ∞

(·)
(Bonet e Wood, 2008).
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

6.1 Identificação dos Parâmetros Constitutivos dos
Modelos Microestruturais

Nesta seção são apresentadas as estratégias numéricas empre-
gadas para estimar os parâmetros constitutivos dos modelos materiais
formulados na Seção 5.3. As simulações numéricas de elementos finitos
foram rodadas no programa comercial Abaqus, onde os modelos vis-
coelásticos foram implementos na subrotina de usuário UMAT. Essa
subrotina é amplamente empregada em diverso trabalhos computacio-
nais. Desse modo, não é o objetivo desta tese detalhar seu uso, sendo
que mais detalhes podem ser facilmente encontrados na literatura da
área.

6.1.1 Resposta da Matriz Celular

O objetivo desta seção é estimar os parâmetros constitutivos do
modelo viscoelástico da matriz celular com base na resposta de células
de fibroblasto submetidas a ensaios cíclicos de nanoindentação. Em
vista desses ensaios, foi realizado um estudo sobre a compressibilidade,
rigidez e dissipação local desse tipo de células, visando as investigações
multiescala subsequentes.

Compressibilidade Local das Células

A identificação dos parâmetros constitutivos da matriz celular
foi executada mediante a simulação de experimentos cíclicos de na-
noindentação realizados por Nawaz et al. (2012). Nesses experimen-
tos os autores reportam que para um profundidade de indentação de
∼ 0, 38 ± 0, 02 µm sob uma taxa de indentação ∼ 0, 8 µm/s, as forças
obtidas foram de ∼ 72± 5 pN (ver Figura 9).

Com base nesse protocolo experimental, foi proposto o modelo
em elementos finitos ilustrado na Figura 8. Esse modelo é composto de
um indentador esférico rígido com 1,98 µm de diâmetro e uma amostra
numérica com 10 µm de diâmetro e 4 µm de altura. A amostra celular
é considerada homogênea e foi discretizada por 8.130 elementos finitos
hexaédricos quadráticos com integração reduzida. Devido à simetria do
ensaio, somente um quarto da amostra foi modelada. Nenhuma condi-
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ção de atrito foi considerada na interface de contato entre o indentador
e a amostra.

Uma hipótese usualmente considerada no modelamento biome-
cânico de células vivas é considerá-las como materiais incompressíveis.
Contudo, sob condições fisiológicas, as células podem estar sujeitas
a consideráveis mudanças volumétricas (Hamann et al., 2002; Zlotek-
Zlotkiewicz et al., 2015). Com base nessas observações, um conjunto de
simulações numéricas é apresentado nas figuras 9 e 10 com o objetivo
de avaliar a aptidão do modelo em representar os ensaios experimen-
tais, considerando diferentes níveis de compressibilidade. Para este fim,
empregou-se a seguinte estratégia. Enquanto os valores de κ∞

c
foram

aumentados gradativamente, para um valor fixo do parâmetro µ∞
c
, os

parâmetros viscoelástico µe
c
e ηv

c
foram modificados visando o ajuste

entre as curvas numéricas e experimentais (ver Tabela 5).

XY

Z

✶

✶

(a)

X

Y

Z

✶

(b)

Figura 8: Modelo em elementos finitos empregado para a simulação dos
testes de nanoindentação em células de fibroblasto. (a) Vista
em perspectiva mostrando o indentador e a amostra numérica
em simetria de um quarto. (b) Vista superior da amostra
enfatizando o refino de malha na região de indentação.

Como pode ser visto nas figuras 9 e 10 , todos os resultados numé-
ricos foram capazes de representar a resposta experimental. Na Figura
11 são mostrados os campos de deslocamento e a medida de von-Mises
da tensão de Cauchy no instante de máxima penetração do indentador
para a simulação C4. Tais resultados mostram que esses campos são
praticamente nulos próximos aos contornos da amostra. Portanto, as
fronteiras tem mínima influência nas curvas de força-deslocamento do
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indentador.
Especificamente para os resultados apresentados na Figura 10,

nota-se que quando o valor do parametro κ∞
c

aumenta (levando o com-
portamento do modelo para uma condição de incompressibilidade), a
resposta de força-indentação muda sua curvatura nos primeiros 0,1 µm
de deslocamento, divergindo do comportamento usual esperado. Com
base nesses resultados numéricos, pode-se levantar à hipótese de que es-
sas células parecem responder localmente, e sob ensaios de indentação,
como um material compressível. Embora essa hipótese seja conside-
rada na continuação do presente estudo, admite-se que investigações
numéricas e experimentais adicionais são necessárias para comprovar
tal hipótese, principalmente em diferentes condições de ensaio.

Os desenvolvimentos apresentados aqui foram publicados em Car-
niel e Fancello (2017b).
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Figura 9: Comparação entre os resultados numérico e experimentais ob-
tidos dos ensaios de nanoindentação em células de fibroblasto.
Os dados experimentais foram obtidos de Nawaz et al. (2012).
Os parâmetros constitutivos são apresentados na Tabela 5.
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Tabela 5: Parâmetros constitutivos das células de fibroblasto referentes
às curvas numéricas apresentadas nas figuras 9 e 10.

Parâmetros
ψ∞

c
ψe

c
φv

c

µ∞
c

[Pa] κ∞
c

[Pa] µe
c

[Pa] ηv
c

[Pa · s]
Sim. C1 20 80 60 80
Sim. C2 20 800 48 58
Sim. C3 20 8.000 40 50
Sim. C4 20 80.000 40 50
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Figura 10: Sensibilidade dos resultados numéricos em relação à resposta
compressível do modelo das células. Os parâmetros consti-
tutivos relacionados a essas curvas são apresentados na Ta-
bela 5.
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Figura 11: Campo de deslocamentos (a) e medida de von-Mises da ten-
são de Cauchy (b) no instante de maior penetração do in-
dentador para simulação C4.

Rigidez e Dissipação Local das Células

Uma prática usual na análise biomecânica de células é estimar
sua rigidez local através do ajuste entre curvas obtidas por experimen-
tos de nanoindentação e expressões analíticas baseadas em modelos de
contato de Hertz (Vinckier e Semenza, 1998; Nawaz et al., 2012). O
modelo de Hertz relativo ao presente ensaio de nanoindentação (Fi-
gura 8), fornece a força de contato F em função do deslocamento do
indentador d:

F (d) def= 4E
√
r

3 (1− ν2)d
3/2, (6.1)

onde r é o raio da ponta do indentador e {E, ν} é o conjunto de parâ-
metros linear elástico do material indentado representados através do
módulo de Young e coeficiente de Poisson, respectivamente.

Problemas inversos baseados nesse modelo consistem, geralmente,
em fixar por estimação um coeficiente de Poisson e calcular o módulo
de Young para valores de força e deslocamento obtidos experimental-
mente. Essa abordagem, entretanto, é altamente questionável, pois
fornece valores de E dependentes da profundidade de indentação, uma
vez que as expressões de Hertz são formuladas para materiais lineares
elásticos e deformações infinitesimais. Por outro lado, ajustado o mó-
dulo de Young para uma dada profundidade, a expressão (6.1) é capaz
de reproduzir com boa aproximação a curva força-deslocamento que foi
utilizada para o ajuste (Efremov et al., 2014).

Motivado por esse fato, a Equação (6.1) será empregada aqui
com o objetivo de reproduzir ensaios monotônicos de indentação para
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um dado conjunto de parâmetros experimentais {E, ν}. Assim, essas
curvas monotônicas (reproduzidas pelo modelo Hertz) fornecerão a base
“experimental” para o ajuste dos parâmetros constitutivos do modelo
viscoelástico proposto.

Investigações experimentais apontam que o parâmetro E do mo-
delo de Hertz pode variar de poucos Pascais até 150 kPa na superfície
celular (Raman et al., 2011; Hecht et al., 2015; Haga et al., 2000). Uma
distribuição log-normal entre 10 kPa até 100 kPa, com média em 46
kPa, foi reportada por Hecht et al. (2015). Com relação à dissipação
energética sob ensaios cíclicos de nanoindentação, os laços de histe-
rese podem apresentar grandes variações na superfície celular (Sirghi
et al., 2008).

Em vista desses dados experimentais, foi decidido investigar, nu-
mericamente, o comportamento viscoelástico local dessas células con-
siderando três níveis de rigidez e dissipação: limites inferior e superior
e um valor médio. Para estas simulações, empregou-se as mesmas con-
dições numéricas utilizadas na seção anterior.

Na Figura 12a são apresentadas as curvas experimentais repro-
duzidas mediante o modelo de Hertz com o parâmetro E igual a 10, 50
e 100 kPa. Foram considerados, também, três porcentagens de dissipa-
ção para cada nível de rigidez, isto é, laços de histerese de 16%, 33% e
56%. Os respectivos conjuntos de parâmetros constitutivos do modelo
viscoelástico, relativos às simulações numéricas mostradas nas figuras
12b, 12c e 12d, são apresentados na Tabela 6.

O ajuste dos parâmetros constitutivos foi realizado empregando
a seguinte estratégia. Com base no estudo da compressibilidade das
células, (ver seção anteriormente), foi fixada a proporção de κ∞

c
=

102µ∞
c

(resposta compressível para os parâmetros de ψ∞
c

de (5.55),
isto é, braço puramente elástico). Na sequência, os parâmetros µe

c
e

ηv
c
foram identificados buscando o ajuste entre as partes monotônicas

crescentes das curvas experimentais e numéricas e, também, para cada
níveis de histerese proposto (comparar os parâmetros da Tabela 6 com
as curvas da Figura 12).

Em vista dos resultados numéricos apresentados na Figura 12,
nota-se que o modelo foi capaz de predizer todas as curvas monotô-
nicas crescentes experimentais sob as três porcentagens de dissipação
propostas.

Por fim, esses dados serão utilizados posteriormente para inves-
tigar a influência da variação das propriedades das células na rigidez e
dissipação homogeneizada do fascículo.
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Tabela 6: Parâmetros constitutivos das células de fibroblasto referentes
às curvas numéricas apresentadas na Figura 12.

Parâmetros
ψ∞

c
ψe

c
φv

c

µ∞
c

[kPa] κ∞
c

[kPa] µe
c

[kPa] ηv
c

[kPa · s]

Sim. S1 1,1 110 2,4 12,8
Sim. S2 1,1 110 2,6 4,5
Sim. S3 1,1 110 3,8 2,2
Sim. S4 6 600 11 52
Sim. S5 6 600 13 20
Sim. S6 6 600 18 10
Sim. S7 17 1700 17 70
Sim. S8 17 1700 22 28
Sim. S9 17 1700 32 12

6.1.2 Resposta Unidirecional da Fibrila

Os parâmetros constitutivos do modelo unidirecional das fibrilas
(potenciais (5.53)) foram estimados com base nos ensaios experimentais
de tração realizados por Svensson et al. (2010b) em fibrilas do tendão
patelar humano com auxílio de microscopia de força atômica na direção
axial, isto é, direção alinhada com as moléculas de colágeno (Figura
13). Desses ensaios experimentais foram escolhidos dois testes uniaxiais
monotônicos e um teste cíclico sob três taxas de deformação, cujas
curvas são mostradas na Figura 14. Nesse gráfico, definiu-se como par
tensão-deformação unidirecional da fibrila a deformação de engenharia
εf

def= λf−1 e o primeiro Piola-Kirchhoff Pf
def= λfSf , onde Sf é calculado

através de (5.47). As taxas de deformação reportadas correspondem
a derivada temporal da deformação axial de engenharia. As curvas
submetidas a taxa de deformação de 0 %/s representam a resposta
conservativa do material (ensaio “quase-estático”).
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Figura 12: (a) Curvas monotônicas experimentais de nanoindentação
reproduzidas através do modelo de Hertz. (b-d) Predições
do modelo de elementos finitos para três níveis de rigidez e
histerese das células. Os parâmetros constitutivos relacio-
nados a essas curvas são apresentados na Tabela 6.
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Figura 13: Ilustração dos ensaios de tração em fibrilas realizados com
auxílio de microscopia de força atômica na direção axial às
moléculas de colágeno. Mais detalhes em Svensson et al.
(2010b).
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Figura 14: Comparação entre as curvas numéricas e experimentais em
ensaios uniaxiais de tração em fibrilas ilustrados na Figura
13. Os dados experimentais foram obtidos de Svensson et
al. (2010b).
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Para identificar os parâmetros constitutivos empregou-se um pro-
cedimento de ajuste de curvas não linear baseado no algoritmo de oti-
mização por enxame de partículas (PSO). Sucintamente, esse procedi-
mento visa minimizar uma medida de erro entre as curvas experimentais
e numéricas, onde os parâmetros constitutivos são as variáveis de pro-
jeto. Mais detalhes sobre o emprego do PSO para a identificação de
parâmetros constitutivos podem ser encontrados em Vaz Jr, Cardoso
e Stahlschmidt (2013). O procedimento de ajuste e o algoritmo PSO
foram implementados em um código laboratorial.

Na Figura 14 comparam-se as curvas experimentais com os re-
sultados numéricas obtidos do procedimento de identificação de parâ-
metros, os quais são apresentados na Tabela 7. Com base nas cur-
vas numéricas, percebe-se que o modelo representa satisfatoriamente o
comportamento experimental sob taxas de deformação de até 0,20 s−1.
É importante enfatizar que as três predições numéricas referem-se ao
único conjunto de parâmetros constitutivos apresentado na Tabela 7.

Tabela 7: Parâmetros constitutivos unidirecional da fibrila referentes às
curvas do modelo numérico apresentadas na Figura 14.

ψ̄∞
f

ψ̄e
f

φ̄v
f

k∞
f

[MPa] α∞
f

ke
f

[MPa] αe
f

ηv
f

[MPa · s]

970,17 2,82 194,16 2,39 565,61

6.1.3 Resposta da Fibra Transversal às Fibrilas

Uma vez que os parâmetros constitutivos do modelo unidirecio-
nal da fibrila foram identificados (seção anterior), esses são mantidos
fixos no potencial da fibra (5.22). Deste modo, ficam a determinar a
fração volumétrica de fibrilas νf e os parâmetros constitutivos referentes
aos potenciais da matriz da fibra (5.54).

A fração volumétrica das fibrilas foi estimada a partir de análises
de imagens obtidas por microscopia de transmissão eletrônica realizadas
por Kalson et al. (2015) em tendões do cauda de ratos, escolhendo assim
um valor νf = 0, 75 (75%).

Os parâmetros do modelo associado às matrizes da fibra foram
identificados mediante a simulação do ensaio de nanoindentação em
fibras na direção transversal a essas. Os testes experimentais foram
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conduzidos por Aifantis, Shrivastava e Odegard (2011) em tendões da
coxa de bezerros utilizando indentador de Berkovich e sob controle de
força (ver gráfico inserido da Figura 16).
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Figura 15: (a-b) Modelo de elementos finitos do ensaio de nanoinden-
tação transversal às fibras utilizando o indentador de Ber-
kovich e considerando a amostra em meia simetria. (c) De-
talhes do refino de malha realizado na região de indentação.

Na Figura 15 são mostrados detalhes do modelo de elementos
finitos. A amostra numérica possui 200 µm de diâmetro e 80 µm de
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altura, sendo discretizada por 20.360 elementos finitos prismáticos line-
ares de seis nós. Devido à simetria do ensaio, somente metade amostra
foi considerada. O indentador de Berkovich foi modelado como um
corpo rígido, considerando os ângulos característicos de 65,3º e 77,05º
na construção da geometria (mais detalhes sobre a geometria do inden-
tador podem ser encontrados em Fischer-Cripps (2010)). Foi conside-
rada ausência de atrito na interface de contato entre o indentador e a
amostra.
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Figura 16: Gráficos de força-deslocamento para os ensaios de nanoin-
dentação em fibras na direção transversal às fibrilas. As
simulações numéricas consideraram as fibrilas orientadas na
direção X e Y segundo o eixo referencial da Figura 15b.
A linha tracejada representa a resposta numérica conside-
rando somente o modelo das matrizes da fibra. A curva
experimental foi obtida de Aifantis, Shrivastava e Odegard
(2011).

Um conjunto de simulações numéricas foi rodado e os respecti-
vos resultados apresentados na Figura 16, juntamente com um repre-
sentante dos ensaios experimentais. Os parâmetros constitutivos das
matrizes da fibra são listados na Tabela 8.

Levando em consideração as análises experimentais, os autores
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não informaram a posição do indentador em relação à direção prefe-
rencial das fibrilas dentro das fibras. A fim de investigar a influência
da direção das fibrilas, foram simulados dois casos particulares: o pri-
meiro considerando as fibrilas orientadas na direção X e o segundo
orientando-as na direção Y da amostra (ver eixo referencial na Figura
15b). Relativo a essas simulações, pode-se notar que não houve dife-
renças entre os resultados.

Tabela 8: Parâmetros constitutivos do modelo das matrizes da fibra
referentes às simulações apresentadas na Figura 16.

ψ∞
m

ψe
m

φv
m

µ∞
m

[MPa] κ∞
m

[MPa] µe
m

[MPa] ηv
m

[MPa · s]

12,50 50,00 100,00 400,00

Também foi simulado um caso considerando somente a resposta
das matrizes da fibra. O resultado dessa simulação apresenta uma res-
posta menos rígida, enfatizando a contribuição unidirecional das fibri-
las, mesmo estando orientadas transversalmente ao indentador. Ade-
mais, na Figura 17 são mostrados os campos de deslocamento e a me-
dida de von-Mises da tensão de Cauchy no instante de máxima penetra-
ção do indentador, enfatizando que os resultados numéricos apresentam
mínima influência dos contornos da amostra.

0.0
0.7
1.4
2.1
2.8
3.5
4.2
4.9
5.6
6.3
7.0
7.7
8.4

XY

Z

1

Desl. [µm]

(a)
0.00
2.89
5.79
8.69
11.5
14.4
17.3
20.2
23.1
26.0
28.9
31.8
34.7

XY

Z

1

Tensão [MPa])

(b)

Figura 17: Campo de deslocamentos (a) e medida de von-Mises da ten-
são de Cauchy (b) para o instante de maior penetração do
indentador.

Comparando os resultados numéricos e experimentais da Figura
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16, percebe-se claramente que as simulações não foram capazes de re-
produzir fielmente a curva experimental. Em vista disso, esses resulta-
dos merecem mais discussões.

Analisando a parte de carregamento da curva experimental, nota-
se uma relação quase linear entre a força aplicada ao indentador e
a profundidade de indentação. Entretanto, testes de nanoindentação
realizados em diversos tipos de materiais, utilizando o indentador de
Berkovich, reportam formatos de curvas similares às obtidas pelas si-
mulações numéricas da Figura 16 (ver por exemplo, Oyen e Ko (2007),
Fischer-Cripps (2010) e Liu et al. (2015)).

Em investigações sobre as respostas mecânicas de vasos sanguí-
neos sob ensaios de nanoindentação, Akhtar et al. (2009) enfatizam que
devido à geometria do indentador de Berkovich, seu emprego para in-
dentação de tecidos moles leva a problemas na interpretação dos dados.
Ademais, os autores sugerem, nesse caso, a utilização de indentadores
planos ou esféricos a fim de contornar as dificuldades experimentais.

Com base nessas observações, pode-se questionar o formato não
usual da curva experimental da Figura 16. Contudo, é importante
enfatizar que esses ensaios experimentais, que fornecem informações
sobre a resposta viscoelástica das matrizes da fibra e suas interação com
as fibrilas, foram os únicos encontrados durante a revisão bibliográfica
realizada nesta tese.

Em vista do exposto acima, a estratégia empregada para esti-
mar os parâmetros constitutivos foi a seguinte. Ignorando o formato
da curva experimental, definiram-se como critérios de ajuste dois com-
portamentos mecânicos importantes para as posteriores análises mul-
tiescala, isto é, uma estimativa da rigidez e da dissipação energética.
Nesse caso, os dados experimentais referentes à profundidade de inden-
tação, o nível de deslocamento sob fluência e a porcentagem de energia
dissipada no laço de histerese, foram os alvos das simulações (comparar
as cuvas numéricas e experimental da Figura 16).

Por fim, nota-se que mais estudos e novos protocolos experimen-
tais devem ser propostos visando verificar o comportamento mecânico
transversal das fibras de colágeno dos tendões.

6.2 Experimentos Numéricos Multiescala

As simulações numéricas apresentadas nesta seção foram rodadas
em um código laboratorial não linear de elementos finitos tridimensional



93

desenvolvido em linguagem FORTRAN, sendo que mais detalhes são
descritos na Seção 3.2.4.

6.2.1 Protocolo dos Ensaios em Multiescala

Devido à morfologia e biomecânicas dos tendões, as maiores so-
licitações mecânicas ocorrem na direção axial aos fascículos e fibras de
colágeno. Motivada por esse fato, os experimentos numéricos multies-
cala propostos nesta seção visam investigar o comportamento viscoe-
lástico uniaxial dos fascículos da região central dos tendões sob ensaios
cíclicos de tração. Portanto, nessa condição de ensaio, o gradiente de
deformação macroscópico é dado por:

F =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 , (6.2)

onde λ1 representa o alongamento na direção axial às fibras e λ2 e λ3
são os alongamentos transversais.

Assim como comentado na Seção 2.1, a amplitude fisiológica das
deformações macroscópicas axiais (na direção das fibras) em tendões,
varia de 2 a 4%. Em vista disso, define-se o máximo de 4% de defor-
mação axial macroscópica (λ1 = 1, 04) para as análises em multiescala.

Definido o alongamento axial, os alongamentos transversais são
encontrados utilizando medições experimentais com base na razão de
Poisson9. Nesse caso, a razão de Poisson é usualmente calculada por:

− εeng2

εeng1

= −εeng3

εeng1

, (6.3)

onde εeng(·)

def= λ(·) − 1 é a deformação de engenharia. Testes expe-
rimentais em fascículos reportam valores da razão (6.3) variando en-
tre 0,7 a 4,0 com médias entre 0,7 (Cheng e Screen, 2007) e 0,8 (Re-
ese e Weiss, 2013). Com base nesses valores, escolhe-se a razão de
0,75 nas análises em multiescala aqui propostas. Consequentemente,
para λ1 = 1, 04 os alongamentos transversais máximos resultam em
λ2 = λ3 = 0, 97.

9É importante enfatizar que o coeficiente de Poisson é uma razão constante que
se aplica somente em elasticidade isotrópica sob cinemática linearizada (Böl et
al., 2015); uma vez que a amostra está sujeita a deformações finitas, o coeficiente
de Poisson perde seu significado físico original.
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No trabalho experimental publicado em Svensson et al. (2010a),
os autores apresentam ensaios cíclicos de tração em fascículos sob duas
taxas de deformação axial de engenharia: ε̇eng1 = 0, 1 %/s e ε̇eng1 = 1
%/s. Em vista desse protocolo experimental, propõe-se estudar a res-
posta homogeneizada uniaxial cíclica dos fascículos sob essas duas taxa
e também a 10 %/s. Assim, para um alongamento máximo predefinido
de λ1 = 1, 04, os tempos de análise para cada taxa são dados por:

ε̇eng1 = 0, 1 %/s ⇒ t|λ1=1,04 = 40 s.
ε̇eng1 = 1 %/s ⇒ t|λ1=1,04 = 4 s.
ε̇eng1 = 10 %/s ⇒ t|λ1=1,04 = 0, 4 s.

(6.4)

Nesse ponto é importante enfatizar uma questão. Na conside-
ração de um estado uniaxial, o gradiente de deformação macroscópico
(6.2) é totalmente definido pelo alongamento axial λ1, uma vez que os
alongamentos transversais são resultantes da condição de tensões nulas
nas faces livres, isto é, (P)22 = (P)33 = 0. A teoria multiescala empre-
gada neste trabalho é guiada pela imposição de um campo cinemático
F definido a priori10. Nesse caso em particular, as tensões transver-
sais homogeneizadas podem não ser nulas, e consequentemente, não
representar um estado uniaxial de tensões. Por outro lado, em vista
dos EVRs propostos neste trabalho (mais detalhes na próxima seção),
verificou-se que a imposição de um gradiente de deformação macros-
cópico no formato de (6.2), incrementado linearmente para valores de
(λ1;λ2;λ3) = (1; 1; 1) até (λ1;λ2;λ3) = (1, 04; 0, 97; 0, 97), resulta em
valores de tensões transversais homogeneizadas significativamente me-
nores que a componente axial (ver Figura 21). Mais detalhes sobre essa
questão serão abordados na sequência do manuscrito.

6.2.2 Geometria e Discretização do EVR

Como parcialmente exposto na Seção 4, a geometria do EVR do
fascículo foi proposta com base em análises tridimensionais de imagem
realizadas por Kalson et al. (2015). Referente à esse estudo, notou-se
que a microestrutura do fascículo é formada basicamente por fibras (fei-
xes de fibrilas) helicoidais imersas em uma matriz de células. Assim,
através dos dados experimentais fornecidos pelo autores, propõem-se
geometrias de EVRs como as ilustradas na figuras 18 e 19. Nesses

10Essa abordagem é usualmente conhecida do inglês como “strain-driven homoge-
nization” (Dijk, 2016).
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EVRs, as fibras possuem diâmetro de 4,8 µm e são compostas por duas
voltas, cuja a geometria da helicoide apresenta passo de 99,3 µm, diâ-
metro de 4,6 µm e com hélice à esquerda. Embora os EVRs apresentem
contornos não usuais, i.e., com faces onduladas e hexaédricas, eles são
periódicos. Todos os EVRs simulados via multiescala foram discretiza-
dos com elementos finitos isoparamétricos hexaédricos de oito nós.

Vale enfatizar, novamente, que a relação constitutiva proposta
para modelar as fibras tem por base um modelo isotrópico transverso
(Seção 5.1). Nesse caso, os planos de isotropia são definidos perpendi-
cularmente às direções axiais das fibrilas, representadas pelos vetores
referencial mX e espacial mx da Equação (5.5). No presente modela-
mento, as direções axiais das fibrilas na configuração referencial (vetores
mX) são calculadas com base na tangente da equação da hélice utili-
zada para gerar a geometria da fibra (ver Figura 30). Assim, percebe-se
que a contribuição do modelo unidirecional das fibrilas varia em cada
ponto de integração da malha empregada na discretização da fibra.

Cabe lembrar neste ponto que o objetivo principal do trabalho
(detalhado na Seção 1.3) visa quantificar a relevância das fases micro-
estruturais nas respostas viscoelásticas do tecido e estudar os campos
cinemáticos locais, a fim de compreender possíveis micromecanismos
presentes nesses tecidos. Nessa perspectiva, os resultados numéricos
obtidos mostraram que o refino de malha empregado na discretização
dos EVRs foi suficiente para avaliar de forma satisfatória os requisitos
previamente citados.

Com relação ao modelo e às análises em multiescala, citam-se
algumas hipóteses consideradas:
• continuidade das fibrilas, hipótese fortemente suportada por da-
dos experimentais (Provenzano e Vanderby, 2006; Screen, 2009;
Svensson et al., 2012; Svensson et al., 2017);

• a matriz intrafascicular (onde as fibras estão imersas) é formada
predominantemente de células (ver morfologia na Seção 2.1);

• compartilhamento dos nós dos elementos das superfícies de con-
tato entre a matriz celular e as fibras, isto é, não há deslocamentos
relativos nesses nós;

• fração volumétrica de fibras de 70%.
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Figura 18: Elemento de volume representativo do fascículo discretizado
via elementos finitos (EVR 2 da Figura 19).
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6.2.3 Condições de Contorno Multiescala e Representativi-
dade do EVR

Embora muitos estudos numéricos suportam o fato que a restri-
ção cinemática de periodicidade nos contornos11 apresenta maior taxa
de convergência dos resultados homogeneizados com o aumento do EVR
(Nguyen et al., 2012), neste trabalho empregou-se a restrição cinemá-
tica de deslocamentos lineares nos contornos. O motivo dessa escolha é
duplo. Em primeiro lugar, mesmo os EVRs sendo periódicos, o mapea-
mento dos respectivos nós das faces periódicas não é uma tarefa simples
neste caso, devido à geometria não usual dos contornos. Além disso, se
não houver correspondência um-para-um dos nós das faces periódicas,
essa restrição cinemática não pode ser imposta de forma forte. En-
tretanto, existem técnicas numéricas que tornam possível a imposição
dessa restrição de forma fraca. Contudo, essas estratégias modificam a
estrutura padrão do código convencional de elementos finitos e aumen-
tam o custo computacional (mais detalhes em Nguyen et al. (2012)).
Em segundo lugar, com base nos resultados obtidos utilizando a condi-
ção de contorno de deslocamentos lineares, verificou-se que a possível
aplicação da condição periódica nos contornos não afetaria considera-
velmente os resultados apresentados. Entretanto, essa hipótese somente
pode ser confirmada com a implementação e avaliação dos resultados
em vista dessa condição de contorno microestrutural.

Está bem estabelecido no campo de pesquisa da homogeneização
que o EVR deve apresentar informações geométricas suficientes para re-
presentar satisfatoriamente a microestrutura do material. Desse modo,
foi realizado um estudo de sensibilidade dos resultados homogeneizados
em relação às dimensões do EVR. Para essas análises, três EVRs foram
propostos, os quais podem ser visualizados na Figura 19. Os EVRs
1, 2 e 3 são compostos por 6.120, 21.600 e 48.600 elementos, respec-
tivamente. Empregou-se a todos os EVRs o mesmo refino de malha.
Deste modo, esses EVRs se diferenciam em tamanho somente no plano
transversal às fibras.

Simularam-se ensaios monotônicos de tração sob taxa de ε̇eng1 =
0, 1 %/s, seguindo as condições de ensaio propostas na Seção 6.2.1. Os
parâmetros dos modelos constitutivos referentes às contribuições das
fibrilas e das matrizes das fibras são listados nas Tabelas 7 e 8, e com
fração volumétrica de fibrilas de 75%. Para a matriz celular, empregou-

11Mais detalhes sobre as condições de contorno multiescala são apresentadas na
Seção 3.2.2
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se os parâmetros constitutivos da simulação S812 da Tabela 6.
Na Figura 20 são comparadas as curvas numéricas (na direção

axial às fibras) com três curvas experimentais obtidas da literatura. Os
gráficos são apresentados em função dos valores axiais do primeiro ten-
sor tensão de Piola-Kirchhoff homogeneizado versus alongamento ma-
croscópico. Percebe-se que o formato das curvas e os níveis de tensão
mostram-se condizentes com os dados experimentais. Esse fato indica
que os parâmetros constitutivos identificados para os modelos das fa-
ses microestruturais apresentam coerência em relação aos resultados
obtidos do procedimento de homogeneização.

Comparando as curvas numéricas, pode-se notar que com o au-
mento das dimensões dos EVRs, os resultados homogeneizados mos-
tram um padrão de convergência, tendendo a um comportamento me-
nos rígido do material. Embora a resposta homogeneizada do EVR 2
ainda não apresenta convergência em relação ao EVR 3, a diferença per-
centual entre ambas é pequena (aproximadamente 6% entre as tensões
a 4% de deformação). Ademais, verificou-se que o tempo de simulação
pode aumentar mais 100% do EVR 2 para o EVR 3 sob as mesmas
condições de ensaio e discretização temporal.

Com relação ao emprego da restrição cinemática de deslocamen-
tos lineares, notou-se que essa condição de contorno afeta significati-
vamente os resultados locais próximos aos contornos do EVR. Desse
modo, como deseja-se, também, obter informações sobre a cinemática
local da microestrutura, o EVR 1 é descartado a priori (mais detalhes
na Seção 6.2.7).

Por fim, em vista dessas análises e consciente dos erros numéricos
envolvidos, o EVR 2 é o candidato escolhido para as simulações sub-
sequentes. Ademais, enfatiza-se novamente que os valores das tensões
transversais homogeneizadas são muito menores que a da componente
axial, como pode ser visualizado nos resultados do EVR 2 apresentados
na Figura 21.

12Na Seção 6.2.4 é verificado que a contribuição da matriz celular na rigidez e
dissipação do fascículo na direção axial as fibras é muito pequena. Portanto,
qualquer conjunto de parâmetros da Tabela 6 pode ser utilizado sem afetar
significativamente os resultados apresentados nessa seção.
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Figura 19: Elementos de volume representativo (EVR) propostos para
o fascículo do tendão.
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Figura 20: Curvas tensão-alongamento homogeneizadas na direção
axial às fibras para os três EVRs mostrados na Figura 19.
Os dados experimentais 1, 2 e 3 foram obtidos de Legerlotz,
Riley e Screen (2010), Haraldsson et al. (2005) e Svensson
et al. (2010a), respectivamente.
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Figura 21: Tensões homogeneizadas axial às fibras 11 e transversais 22
e 33 relativas ao EVR 2.
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6.2.4 Influência da Matriz Celular na Resposta do Fascículo

Assim como abordado na Seção 6.1.1, as células do tendão são
estruturas heterogêneas cuja a resposta mecânica varia pontualmente
na superfície celular. Porém, na presente abordagem multiescala, a
matriz celular é considerada um meio homogêneo e isotrópico.

Em vista do estudo numérico realizado sobre o comportamento
local das células (Seção 6.1.1), propõe-se investigar sua influência na
resposta homogeneizada do fascículo sob as três taxas de deformação
propostas em (6.4). Para esse fim, é atribuído a toda fase material
celular os limites inferiores e superiores de rigidez e dissipação locais
(previamente investigados na Seção 6.1.1), cujas curvas e respectivos
parâmetros constitutivos são mostrados na Figura 12 e Tabela 6.

Na Figura 22 são apresentadas as curvas tensão-alongamento
uniaxiais homogeneizadas quando a matriz celular é modelada pelos
seguintes parâmetros materiais:
• limites inferiores e superiores de rigidez {S1, S3} e {S7, S9}, res-
pectivamente;

• limites inferiores e superiores de histerese {S1, S7} e {S3, S9},
respectivamente.

Os conjuntos de parâmetros materiais S1, S3, S7 e S9 são listados na
Tabela 6.

Nota-se claramente nos gráficos da Figura 22 , que para todas
as taxas de deformação, enquanto os limites superiores de rigidez das
células {S7, S9} aumentam muito pouco a rigidez homogeneizada em
comparação com os limites inferiores {S1, S3}, os laços de histerese
homogeneizados não são afetados.

Assim, com base nesses resultados, conclui-se que a variação dos
parâmetros constitutivos da matriz celular (identificados dentro da vari-
ação experimental dos ensaios utilizados) não afeta significativamente
nem a rigidez nem a dissipação do fascículo, em vista da cinemática
macroscópica imposta. Em outras palavras, têm-se fortes evidências
numéricas que suportam a hipótese que as células não contribuem com
as respostas viscoelásticas dos tendões na direção axial às fibras. Por
outro lado, estudos experimentais são necessários para suportar essa
hipótese.
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Figura 22: Influência da matriz celular nas respostas homogeneizados
do fascículo sob ensaios cíclicos uniaxiais em taxas de de-
formação de engenharia de (a) 10 %/s, (b) 1 %/s e (c) 0,1
%/s. Os parâmetros constitutivos da matriz celular S1, S3,
S7 e S9 são listados na Tabela 6.

6.2.5 Influência da Fração Volumétrica de Fibrilas na Res-
posta do Fascículo

Análises experimentais mostram que a fração volumétrica de
fibrilas νf pode variar de 60% a 80% na composição da fibra (Goh
et al. 2008; Screen et al., 2011; Szczesny e Elliott, 2014; Kalson et
al., 2015). Motivado por esse fato, propõe-se avaliar a resposta homo-
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geneizada do fascículo considerando três fração volumétrica de fibrilas:
60%, 70% e 80%. Nesse caso, as simulações foram rodadas considerando
a taxa de ε̇eng1 = 0, 1 %/s.

Na Figura 23 são apresentadas as três curvas resultantes das
análises multiescala. Pode-se notar que, como esperado, a fração vo-
lumétrica de fibrilas afeta consideravelmente a rigidez do fascículo na
direção axial às fibras de colágeno. Por exemplo, para a curva com
νf = 80%, a tensão no alongamento 1,04 é aproximadamente 30% maior
do que a tensão da curva com νf = 60%. Por outro lado, sob a taxa de
deformação macroscópica imposta, a variação na dissipação energética
é pequena, cujos laços de histerese são de 10%, 9,4% e 8,9% para as
curvas com νf de 60%, 70% e 80%, respectivamente.
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Figura 23: Sensibilidade dos resultados homogeneizados do fascículo em
relação à fração volumétrica de fibrilas (FVF).

6.2.6 Contribuição da Resposta Unidirecional das Fibrilas
na Dissipação do Fascículo

Das análises realizadas na Seção 6.2.4, chegou-se a conclusão que
a variação dos parâmetros constitutivos da matriz celular na dissipação
axial do fascículo é pouco relevante. Nesse caso, a maior parte da
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dissipação macroscópica é contabilizada pelas fibras de colágeno, isto
é, provêm das contribuições unidirecionais da fibrilas e das interações
entre elas e a substância base.

A abordagem constitutiva proposta neste trabalho torna possível
avaliar, de forma independente, a contribuição viscoelástica/elástica de
cada modelo material nas respostas homogeneizadas. Nessa perspec-
tiva, quantificou-se a contribuição da resposta unidirecional das fibrilas
na dissipação homogeneizada do fascículo sob as três taxas de defor-
mação previamente propostas.

Na Figura 24 comparam-se os comportamentos viscoelásticos ho-
mogeneizados com a variação da taxa de deformação para dois casos
em particular: a) todos os modelos constitutivos viscoelásticos (Figura
24a) e b) somente o modelo unidirecional das fibrilas viscoelástico e os
demais elásticos (Figura 24b).

Analisando as figuras 24a e 24c, percebe-se que o aumento da
taxa de deformação de 0,1 %/s para 1 %/s resulta em um acréscimo
significativo na histerese de 8,6% para 25%, seguido de um decréscimo
para 13,3% na taxa de 10 %/s.

Como comentado anteriormente, Svensson et al. (2010a) reali-
zam testes cíclicos de tração em fascículos do tendão patelar humano
sob taxa de deformação de 0,1 %/s e 1 %/s. Os autores reportaram que
para uma deformação máxima de 4%, ambas as taxas resultaram em
laços de histerese de aproximadamente 25%. Com base nesses dados
experimentais, percebe-se que o laço de histerese calculado a partir do
resultado numérico sob taxa de 1 %/s está totalmente de acordo com o
valor experimental apresentado em Svensson et al. (2010a). Entretanto,
o valor numérico de histerese sob taxa de 0,1 %/s não corresponde aos
dados experimentais. Nesse caso, o modelo falha em predizer esse com-
portamento nessa taxa específica para esse tipo de tendão.

É importante enfatizar que embora os parâmetros constitutivos
do modelo unidirecional da fibrila foram identificados com base em da-
dos experimentais com variação de taxa (ver Figura 14), os parâmetros
do modelo que contabiliza a resposta da fibra transversal às fibrilas
foram estimados com base em um único experimento (ver Figura 16).
Portanto, mais experimentos com variação de taxa são necessários vi-
sando estudar a resposta mecânica transversal das fibras.

Com relação à Figura 24b, nota-se que quando considera-se so-
mente a contribuição viscoelástica do modelo unidirecional das fibrilas,
a resposta homogeneizada do fascículo sob taxa de 0,1% é meramente
elástica. Ademais, sob as taxas de 1 %/s e 10 %/s, os níveis de energia
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dissipada permanecem praticamente os mesmos (Figura 24c).
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Figura 24: Curvas tensão-alongamento homogeneizadas considerando
dois casos: (a) comportamento viscoelástico de todas as fa-
ses materiais; (b) somente a contribuição viscoelástica unidi-
recional das fibrilas e demais fases elásticas. (c) Comparação
do percentual de histerese homogeneizado das curvas de (a)
e (b). (d) Contribuição percentual da resposta viscoelástica
unidirecional das fibrilas na dissipação total do fascículo.

Na Figura 24d são quantificadas as contribuições percentuais da
dissipação unidirecional das fibrilas em relação à dissipação total do
fascículo para cada taxa de deformação. Nesse caso, verifica-se um
aumento considerável da contribuição das fibrilas na dissipação do fas-
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cículo com o aumento da taxa de deformação. Particularmente para a
taxa de 1 %/s (a qual está de acordo com dados experimentais), pode-se
ver que a contribuição unidirecional das fibrilas contribuem com 50%
da dissipação total do fascículo. Já para a taxa de 10 %/s, praticamente
toda a energia dissipada pelo fascículo é contabilizada pelas fibrilas.

Por fim, com base nessas investigações numéricas, um importante
ponto é verificado. Embora somente a análise sob taxa de 1 %/s apre-
sente concordância com os dados experimentais, têm-se fortes evidên-
cias numéricas que suportam a hipótese que as fibrilas são importantes
fontes de dissipação energética nos tecidos tendinosos, principalmente
quando submetidos a altas taxas de deformação.

6.2.7 Análises Micromecânicas no EVR do Fascículo

Nesta seção é apresentado um estudo do comportamento local
do EVR do fascículo com base nos resultados numéricos obtidos da
solução das equações de equilíbrio multiescala via método dos elementos
finitos. Esse estudo visa investigar possíveis micromecanismos e teorias
emergentes da mecanobiologia dos tendões, e assim, relacioná-los aos
comportamentos mecânicos macroscópicos.

Motivadas pelos resultados da seção anterior, as análises micro-
estruturais apresentadas aqui foram rodadas considerando a taxa de
deformação macroscópica de 1 %/s. Ademais, o conjunto de proprie-
dades S1 da Tabela 6 foi empregado para modelar a matriz celular. O
protocolo dos ensaios numéricos é o mesmo das análises anteriores.

Um dos estudos refere-se à cinemática das fibras no interior do
EVR em um plano transversal. Na Figura 25 é apresentado o padrão de
deslocamento das fibras em uma seção transversal do EVR para qua-
tro níveis de alongamento macroscópico: 1,00, 1,01, 1,03 e 1,04. Uma
vez que a cinemática macroscópica é definida a priori, pode-se notar a
influência da condição de contorno multiescala, a qual restringe forte-
mente a cinemática nos contornos do EVR. Além disso, essa condição
de contorno resulta em um padrão não usual de deformação das fibras
internas do EVR, isto é, seguindo a geometria helicoidal.

Ciente da patologia numérica resultante das condições de con-
torno, analisou-se somente o comportamento das fibras internas. Com
relação a essa análise, apresentam-se na Figura 26 as deformações lo-
cais entre as fibras εf/f

eng em função da deformação macroscópica axial
às fibras εeng1 = λ1− 1. A medida εf/f

eng representa a deformação de en-
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genharia calculada com base nos alongamentos dos segmentos de reta
que conectam a fibra central com as fibras que a circundam (ver se-
ção indeformada da Figura 25). Com base nessas curvas, ajustaram-se
duas equações de reta: um referente à curva superior e outra a curva
inferior. Os coeficientes lineares dessas curvas podem ser interpretados
em analogia à razão de Poisson (6.3), os quais variam de 1,74 até 3,63.

Trabalhos experimentais da literatura reportam razões de Pois-
son (6.3) de até 3 em tendões (Lynch et al., 2003; Vergari et al., 2011;
Chernak e Thelen, 2012) e de até 4 em fascículos (Cheng e Screen, 2007;
Reese e Weiss, 2013) em estados trativos, indicando significativa redu-
ção volumétrica. Ademais, alguns estudos enfatizam perda de água
durante testes de tração uniaxiais (Lynch et al., 2003; Ahmadzadeh et
al., 2014; Böl et al., 2015).

Com base nesses dados, percebe-se que a cinemática transversal
das fibras, resultantes das análises locais da Figura 25, apresentam con-
cordância com os dados experimentais reportados na literatura. Assim,
essa cinemática pode ter uma forte influência nas grandes deformações
transversais macroscópicas observadas experimentalmente. Além disso,
podem resultar em esforços internos importantes que induzem o escoa-
mento de fluídos através do tecido.

Nas figuras 27 e 28 são mostrados os campos axiais (ε)11 e trans-
versais (ε)22 e (ε)33 da medida de deformação logarítmica para a fibra
central do EVR e, também, para os elementos da matriz celular que
circundam essa fibra. Esses campos foram avaliados no alongamento
macroscópico máximo, i.e., λ1 = 1, 04. Vale mencionar que as condi-
ções de contorno multiescala “contaminam” as respostas nos contornos
do EVR. Portanto, os resultados dos elementos localizados nas extre-
midades esquerda e direita devem ser desconsiderados. Nesse caso,
verificam-se que os valores das deformações transversais das fibras são
significativamente menores que aqueles encontrados na matriz celular.
Por exemplo, enquanto os maiores valores compressivos das deforma-
ções logarítmicas transversais nas fibras alcançam valores de aproxima-
damente -0,02 (∼2% de deformação de malha), a matriz celular está
sujeita a níveis de compressão de malha de até 93%, isto é, defor-
mações logarítmicas locais de aproximadamente -2,7. Assim, nota-se
claramente que as fibras comportam-se como estruturas muito mais
rígidas que as células.
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Figura 25: Cinemática das fibras em uma seção transversal do EVR em
função do nível de alongamento axial macroscópico. Cada
segmento de reta, mostrado na seção indeformada, conecta
o nó central da fibra do meio com os nós centrais das fibras
adjacentes.
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Figura 26: Deformação local de engenharia εf/f
eng referente aos segmentos

de reta mostrados na Figura 25 em função da deformação
macroscópica axial às fibras εeng1 . As equações de reta fo-
ram ajustadas para as curvas superior e inferior.
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Figura 27: Deformações logarítmicas axial e transversais da fibra cen-
tral do EVR para λ1 = 1, 04 .
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Figura 28: Deformações logarítmicas axial e transversais da matriz ce-
lular central do EVR para λ1 = 1, 04.
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Esse fato pode ser evidenciado em mais detalhes na Figura 29,
onde mostra-se a evolução dos deslocamento nodais locais de uma amos-
tra da matriz celular obtida da malha apresentada na Figura 28. Ana-
lisando o padrão de deformação dessa malha, pode-se notar que a ci-
nemática das fibras resulta em grandes estados compressivos na matriz
celular. Além disso, percebe-se que os deslocamentos que induzem a
deformação cisalhante da malha da matriz celular na direção tangente
às hélices das fibras são significativamente menores que os levam a com-
pressão e ao cisalhamento no plano transversal às fibras.

λ =1.001 λ =1.011 λ =1.041λ =1.031

Figura 29: Deformação da malha de uma seção da matriz celular loca-
lizada no interior da EVR do fascículo.

Com base nesses resultados, verifica-se que, sob estados uniaxiais
macroscópicos, a cinemática transversal das fibras pode caracterizar um
importante micromecanismo relacionado à mecanotransdução celular,
impondo às células significativos estados compressivos e cisalhantes no
plano transversal às fibras.

Em vista dos elevados valores de deformações locais presentes na
matriz celular, levanta-se a hipótese de que algumas regiões das células
podem estar sujeitas ao dano mecânico. Assim, mesmo sob os baixos
níveis fisiológicos de deformação macroscópica, processos localizados de
degradação material podem estar presentes nessa fase material. Como
investigado anteriormente, a variação da rigidez da matriz celular na
resposta macroscópica parece ser irrelevante. Portanto, esses hipoté-
ticos micromecanismos de dano celular não afetarão a rigidez macros-
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cópica, mas sim, podem modificar o fenótipo celular e influenciar em
processos fisiológicos e na homeostase13 do tecido, levando a condições
patológicas relacionadas à tendinopatias (Sharma e Maffulli, 2005).

Na Figura 30 é mostrada a cinemática (direções mx da Equa-
ção (5.5)) e os níveis dos alongamentos locais λf das fibrilas para cada
ponto de integração da fibra em vista do alongamento macroscópico λ1.
Dessa análise, verifica-se que as fibrilas apresentam uma distribuição
heterogênea de deformações no interior da fibra. Além disso, os valo-
res dos alongamentos locais na direção das moléculas de colágeno não
ultrapassam o nível máximo do alongamento axial macroscópico.
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Figura 30: Deformação unidirecional das fibrilas. As linhas represen-
tam as direções das fibrilas, em cada ponto de integração,
no interior da fibra.

Testes experimentais de tração e predições numéricas com base
em dinâmica molecular apontam que processos de dano e falha mecâ-
nica em fibrilas ocorrem acima de 10% de deformação axial na direção
das moléculas de colágeno (Svensson et al., 2013; Depalle et al., 2014;
Liu, Ballarini e Eppell, 2016). Portanto, confrontando esses dados com

13A homeostase é uma propriedade de um sistema, a qual por meio de processos
físico-químicos visa manter o equilíbrio do meio interno, independentemente das
condições do ambiente externo.
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os resultados numéricos apresentados na Figura 30, conclui-se que as
fibrilas possivelmente não são afetadas por mecanismos de dano me-
cânico guiados por deformação sob regime fisiológico de deformações
axiais.

Em vista do formalismo teórico fornecido pela termodinâmica do
contínuo, base do modelamento constitutivo proposto neste trabalho,
pode-se obter uma importante informação sobre os processos dissipati-
vos locais presentes nas fases materiais microestruturais.

Da inequação de energia livre (3.1) e em vista dos modelos cons-
titutivos específicos (Seção 5.3), as densidades de potência viscosa dis-
sipada, para cada modelo constitutivo microestrutural, são calculadas
por: 

Dc
def=

∂φv
c

∂Ḟv
c

: Ḟv
c ⇒ Dc = ηv

c dv
c : dv

c

Dm
def=

∂φv
m

∂Ḟv
m

: Ḟv
m ⇒ Dm = ηv

mdv
m : dv

m

Df
def=

∂φv
f

∂λ̇v
f
λ̇v

f ⇒ Df = ηv
f (dv

f )2

, (6.5)

onde Dc, Dm e Df são as densidades de potência referentes à matriz
celular, às matrizes da fibra e da contribuição unidirecional das fibri-
las, respectivamente. Essas quantidades representam a taxa de energia
(potência) dissipada localmente por unidade de volume. Assim, esses
campos escalares podem ajudar a compreender possíveis mecanismos
dissipativos presentes em cada fase material do EVR e, também, quan-
tificar a contribuição desses na dissipação energética macroscópica.

Na Figura 31 são mostrados os campos de potência dissipada
para a fibra central e para os elementos da matriz celular que envolvem
essa fibra (os mesmos analisados nas figuras 27 e 28). Em vista do en-
saio cíclico empregado, os campos escalares dissipativos foram avaliados
em três instantes de deformação macroscópica: a) em λ1 = 1, 02 du-
rante a fase de carregamento; b) no alongamento máximo λ1 = 1, 04; c)
em λ1 = 1, 02 na fase de descarregamento. Vale enfatizar, novamente,
que as condições de contorno multiescala “contaminam” as respostas
nos contornos do EVR. Portanto, os resultados dos elementos localiza-
dos nas extremidades esquerda e direita devem ser desconsiderados.
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Figura 31: Dissipações viscosas em três instantes de deformação ma-
croscópica.

Comparando o campo Dc com Dm e Df , pode-se notar que os
valores numéricos da matriz celular são de, aproximadamente, duas or-
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dens de grandeza menores que os valores da fibra. Esses dados apontam
que a matriz celular contribui muito pouco com a dissipação do tecido,
reforçando os resultados numérico previamente investigado na Seção
6.2.4.

Em relação às dissipações internas das matrizes da fibra Dm e da
contribuição unidirecional das fibrilas Df , dois fatos são relevante (fi-
guras 31b e 31c). Em primeiro lugar, percebe-se que durante o estágio
de carregamento (de λ1 = 1, 02 até λ1 = 1, 04), ambas contribuições
constitutivas têm distribuições em formato helicoidal e com valores nu-
méricos em mesma ordem de grandeza. Em segundo lugar, verifica-se
que durante o descarregamento, o campo Df apresenta valores com,
aproximadamente, duas ordens de grandeza maiores que os encontra-
dos em Dm. De acordo com esses dados numéricos, enquanto ambas as
contribuições (matrizes da fibra e fibrilas) dissipam energia durante o
carregamento, somente a contribuição unidirecional das fibrilas contri-
buir com a dissipação energética na fase de descarregamento.

Por fim, verifica-se novamente, que as fibrilas podem tem um
importante papel não somente na rigidez do tecido, mas também na
dissipação de energia.

6.2.8 Comportamento Anisotrópico em Cisalhamento Sim-
ples

Estudos experimentais e numéricos reportam que alguns tipos
de tendões podem estar sujeitos a estados não homogêneos de defor-
mações in vivo ou responder de forma anisotrópica sob carregamen-
tos específicos. Um exemplo é o tendão calcâneo humano (tendão de
Aquiles), no qual são verificados campos não homogêneos de desloca-
mento que podem induzir importantes deformações cisalhantes locais
(mais detalhes em Handsfield et al. (2016)). Outro exemplo emerge da
investigação experimental conduzida por Böl et al. (2015) empregando
ensaios semiconfinados de compressão em amostras cúbicas sob diferen-
tes orientações em relação às fibras de colágeno. Os resultados dessas
análises mostraram que os tendões apresentam anisotropia mecânica
em compressão (um estudo numérico relacionado a esses experimentos
é apresentado na Seção 8).

Ensaios mecânicos específicos em fascículos, como de compres-
são semiconfinada ou cisalhamento, não foram encontrados durante a
revisão bibliográfica realizada nesta tese. Sabendo que fascículos de di-
ferentes tipos de tendões apresentam dimensões micrométricas (∼100-
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300 µm de diâmetro), percebe-se que o desenvolvimento de dispositivos
e protocolos experimentais para ensaios mecânicos específicos nessa es-
cala, não é trivial. Entretanto, o emprego da teoria de multiescala
aliada ao método dos elementos finitos fornece um ambiente numérico
apropriado para o estudo da resposta do material em diversas condi-
ções de ensaios. Assim, existe a possibilidade de investigar o compor-
tamento material, mesmo quando restrições tecnológicas dificultam a
análise experimental.

Motivado pelo exposto acima, propõe-se avaliar as respostas vis-
coelásticas do EVR do fascículo sob ensaios cíclicos de cisalhamento
simples, cujos os gradientes de deformação macroscópicos são dados
por:



Plano (12) = (13) ⇒ F =

 1 γ12 0
0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 γ13
0 1 0
0 0 1


Plano (31) = (21) ⇒ F =

 1 0 0
γ21 1 0
0 0 1

 =

 1 0 0
0 1 0
γ31 0 1


Plano (23) = (32) ⇒ F =

 1 0 0
0 1 γ23
0 0 1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 γ32 1


.

(6.6)
Os testes de cisalhamento foram baseados na geometria do EVR,

onde a direção 1 refere-se a coordenada referencial global e está ali-
nhada com o eixo axial das fibras. Já as direções 2 e 3 formam os
planos transversais às fibras (ver Figura 32). Nessas análises multies-
cala foram aplicadas deformações macroscópicas cisalhantes máximas
de 25%, isto é, γ(·) = 0, 25. Os parâmetros constitutivos dos modelos
microestruturais são os mesmos da seção anterior.

Na Figura 33 são apresentados os resultados homogeneizados
referentes aos planos cisalhantes mostrados na Figura 32. Percebe-
se que as curvas homogeneizadas diferem para cada plano cisalhante,
indicando que o EVR proposto responde de forma anisotrópica sob
cisalhamento. Embora o estado cisalhante γ31 possa não ser usual,
com base na morfologia e biomecânica dos tendões, as condições γ12
e γ23 possivelmente estarão presentes em regiões específicas do tecido
(ver os resultados reportados em Handsfield et al. (2016)).

Enfatiza-se, também, que os níveis de tensão são muito menores



116

que os encontrados em estados trativos com apenas 4% de deformação
macroscópica na direção das fibras (comparar figuras 20 e 33). Con-
tudo, mais investigações numéricas devem ser realizadas a fim de avaliar
a relevância do cisalhamento na biomecânica dos tendões.

γ23

γ31

γ12

Figura 32: Geometrias referenciais (arestas) e deformadas do EVR do
fascículo quando submetidas a ensaios de cisalhamento sim-
ples com 25% de deformação macroscópica.
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Figura 33: Respostas homogeneizadas para os três planos cisalhantes
apresentados na Figura 32.

Por fim, a ideia dessa seção foi exemplificar a aplicabilidade das
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análises em multiescala mesmo quando dados experimentais não estão
disponíveis. Além disso, esses resultados motivam o desenvolvimento
de novas técnicas experimentais, as quais fornecerão dados importan-
tes sobre a biomecânica multiescala dos tendões, contribuindo com a
proposição de modelos constitutivos mais elaborados.
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7 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

7.1 Conclusões

Nessa tese foi apresentado um estudo numérico multiescala do
comportamento viscoelástico de fascículo de tendões. Em vista das
diversas escalas estruturais dos tendões, uma detalhada pesquisa bibli-
ográfica foi realizada para fundamentar a escolha da escala macroscó-
pica do fascículo. A geometria do elemento de volume representativo
do fascículo foi proposta com base em estudos tridimensionais, via ima-
gem, da morfologia do tecido. Modelos de viscoelasticidade específicos
para as fases materiais microestruturais (fibras e matriz celular) foram
formulados em um escopo constitutivo variacional, consistente com a
teoria multiescala empregada e propícios à implementação em códigos
convencionais de elementos finitos. Os parâmetros constitutivos desses
modelos foram identificados com base em dados experimentais relati-
vos à ensaios micromecânicos disponíveis na literatura. Por fim, foi
realizado um conjunto de simulações numéricas e multiescala, cujos os
resultados levaram às seguintes conclusões:
• Referente à modelagem constitutiva

– A abordagem incremental considerada na discretização das
equações constitutivas resultou em um algoritmo de atua-
lização variacional apresentado em um formato totalmente
tensorial. Mesmo sendo uma alternativa a outras aborda-
gens constitutivas, o algoritmo é apropriado à consideração
de potenciais que não são funções isotrópicas das deforma-
ções, como por exemplo, em funções anisotrópicas acopladas.

• Referente ao comportamento mecânico das células
– Os resultados numéricos obtidos através da simulação de en-

saios de nanoindentação em células de fibroblasto indicaram
que elas parecem responder localmente de forma compres-
sível. Foi verificado que o modelo constitutivo e a meto-
dologia proposta oferecem um escopo numérico conveniente
ao estudo das respostas viscoelásticas locais de células vivas
sujeitas a testes de nanoindentação.

• Referentes às investigações multiescala
– Os resultados numéricos suportam a hipótese que a resposta

viscoelástica dos tendões, na direção axial às fibras, é pouco
sensíveis a variações nas propriedades viscoelásticas das cé-
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lulas. Em outras palavras, as células do tendão (como uni-
dades estruturais) afetam muito pouco a rigidez e dissipação
do tecido.

– A fração volumétrica de fibrilas afeta consideravelmente a
rigidez do fascículo na direção axial às fibras de colágeno.

– Ao contrário do que intuitivamente se esperava, as fibrilas
parecem ter um importante papel na dissipação energética
dos tecidos tendinosos. Com base nos resultados numéri-
cos, verificou-se que as fibrilas contribuem consideravelmente
com a dissipação energética em dois casos particulares: a)
quando submetidas a altas taxas de deformação; b) na fase
de descarregamento em regimes cíclicos de tração.

– Sob estados uniaxiais de tração, a cinemática transversal das
fibras impõem grandes deformações compressivas e cisalhan-
tes na matriz celular no plano transversal às fibras. Assim,
esse comportamento pode representar um importante micro-
mecanismo relacionado à mecanotransdução celular.

– A cinemática transversal das fibras explica as grandes de-
formações transversais (Poisson) observadas experimental-
mente em testes de tração em tendões e fascículos. Ademais,
essa cinemática particular pode estar relacionada ao escoa-
mento de fluídos frequentemente observado nessa condição
de ensaio.

– As células dos tendões são responsáveis pela produção e re-
gulação da matriz extracelular, contribuindo na homeostase
do tecido. Nesse contexto e com base nas grandes deforma-
ções locais verificas na matriz celular, levantou-se a hipótese
que as células podem estar sujeitas à mecanismos localiza-
dos de dano guiados por deformações. Nesse caso, se a taxa
de danificação local é maior que a de cura, condições patoló-
gicas secundárias podem se estabelecer no tecido tendinoso,
com por exemplo, em tendinopatias relacionadas ao uso ex-
cessivo do tendão.

– Se por um lado evidências numéricas suportam hipotéticos
processos de dano nas células, por outro lado, os mesmos re-
sultados numéricos confrontados com dados experimentais
desacreditam micromecanismos de dano guiados por defor-
mação nas fibrilas em níveis macroscópicos de deformação
fisiológica.
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– Ensaios numéricos multiescala de cisalhamento simples fo-
ram realizados, onde verificou-se que os fascículos respondem
de forma anisotrópica. Nesse caso, o objetivo foi investigar o
comportamento material sob ensaios não usuais, onde ques-
tões tecnológicas limitam à análise experimental.

Finalmente, os resultados e hipóteses levantadas nessa tese tem
por objetivo motivar linhas de pesquisa interdisciplinares, como por
exemplo, as relacionadas à mecanotransdução celular e à engenharia de
tecidos tendinosos, contribuindo assim com futuras aplicações clínicas.

7.2 Trabalhos Futuros

Em vista dos desenvolvimentos e estudos realizados no decorrer
da tese, propõem-se os seguintes trabalho futuros:
• Implementação de uma estratégia numérica para consideração de
estados macroscópicos uniaxiais e semiconfinados junto a teoria
multiescala, isto é, onde as tensões homogeneizadas são nulas em
faces livres.

• Proposição de uma nova condição de contorno multiescala em
vista do EVR não usual utilizado neste trabalho. Isto, porque,
foi verificado que a condição de contorno multiescala de desloca-
mentos lineares nos contornos restringe significativamente a cine-
mática do EVR.

• Consideração de um lei de atrito entre a fibra e a matriz celular.
• Estudos numéricos multiescala em outras escalas microestrutu-
rais, como por exemplo, em um EVR da fibra.

• Desenvolvimento de modelos viscoelásticos anisotrópicos acopla-
dos propícios à representação das respostas viscoelásticas homo-
geneizadas do fascículo.

• Consideração de processos patológicos no modelamento constitu-
tivo. Excluindo ruptura acidentais de tendões, isto é, em con-
dições não fisiológicas, o emprego dos preceitos clássicos da me-
cânica do dano contínuo no estudo de algumas patologias desses
tecidos são questionáveis. Por exemplo, Couppe et al. (2015) re-
portam aumento de rigidez do tendão de Aquiles em pacientes
com diabetes, resultando em problemas ortopédicos.

• Extensão do modelo para acoplamento fluído-estrutura para aná-
lises em poro-visco-elasticidade ou poro-eletro-visco-elasticidade
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(Khayyeri et al., 2015; Cowin e Doty, 2007), contabilizando desta
maneira a possibilidade de transporte de nutrientes em um am-
biente pouco vascularizado.
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8 DIGRESSÃO: UMMODELOHIPERELÁSTICO
ORTOTRÓPICO ACOPLADO APLICADO AO
COMPORTAMENTOMECÂNICO DE TENDÕES

Esta seção apresenta um estudo sobre a modelagem fenomeno-
lógica do comportamento mecânico conservativo e anisotrópico de ten-
dões. Este trabalho foi publicado em Carniel e Fancello (2017a) e visa
aprimorar pesquisas futuras relacionadas a efeitos dissipativos acopla-
dos e investigações multiescala em situações onde os tendões estão sub-
metidos a estados compressivos.

Em relação ao modelamento fenomenológico dissipativo dos ten-
dões, pode-se empregar o modelo viscoelástico variacional proposto
para as fibras de colágeno (Seção 5.1), o qual foi desenvolvido de forma
conveniente para considerar potenciais anisotrópicos acoplados (ver dis-
cussões no final da seção 5.1.3). Em vista disso, os potenciais hipere-
lástico ortotrópicos apresentado aqui podem ser incorporados de forma
trivial nessa abordagem variacional.

Já em um contexto multiescala, os resultados e discussões apre-
sentados neste estudo fornecem subsídios para investigar possíveis mi-
cromecanismos que acoplam os comportamentos mecânicos dos tendões
em estados compressivos e relacioná-los com a mecanobiologia dos mes-
mos.

8.1 Introdução

Visando a modelagem de tendões, uma investigação experimen-
tal foi conduzida por Böl et al. (2015) empregando ensaios semiconfina-
dos de compressão em amostras sob diferentes orientações em relação
às fibras de colágeno. Os resultados dessas análises mostraram quanti-
tativamente um comportamento que era qualitativamente esperado: os
tendões apresentam anisotropia mecânica mesmo em compressão.

Testes mecânicos experimentais revelam discrepâncias significa-
tivas nas respostas sob compressão e tração. Por exemplo, redução
volumétrica tem sido verificada em compressão e também em tração.
Ademais, os níveis de tensão diferem consideravelmente entre ambas
as condições de ensaio (comparar as figuras 35 e 36). Em vista des-
ses resultados, pode-se argumentar que as tensões compressivas podem
ser desconsideradas. Enquanto essa afirmação é verdadeira em certas
aplicações práticas, a quantificação e predição apropriada desses com-
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portamentos mecânicos acoplados certamente fornecerão importantes
informações para um melhor entendimento dos comportamentos con-
servativos e dissipativos que ocorrem nas escalas microscópicas dos ten-
dões.

Diversos modelos constitutivos empregados no modelamento de
tecidos fibrosos são baseados em energias de deformação compostas de
dois termos: um associado à matriz e outro às fibras. Enquanto a con-
tribuição energética da matriz usualmente é descrita por uma função
isotrópica das deformações, a das fibras é expressa por uma função de
valores positivos de deformações projetadas na direção das fibras (entre
outros, Holzapfel e Gasser (2001), Chen, Joli e Feng (2014), Vassoler,
Reips e Fancello (2012), Vassoler, Stainier e Fancello (2016)). Devido
às suas simplicidades, esses modelos fornecem respostas isotrópicas em
estados compressivos na direção das fibras, em contraste com as evi-
dências experimentais mencionadas.

Motivado por esse fato, propõe-se aqui um arranjo prático de
modelos hiperelásticos, identificando seus respectivos parâmetros cons-
titutivos de modo a representar satisfatoriamente o comportamento
mecânico acoplado de tendões, mesmo quando submetidos a estados
compressivos. Enquanto a rigidez elevada verificada em ensaios trativos
é representada por um modelo de reforço de fibras, a resposta acoplada
é modelada por meio de um potencial do tipo Fung em termos da fa-
mília de tensores Lagrangianos generalizados de Seth-Hill, ampliando
sua bem conhecida aplicação. Ademais, sabendo que os tendões podem
estar submetidos a consideráveis estados compressivos, a medida loga-
rítmica de deformação da família de Seth-Hill é usada em detrimento
da usualmente empregada deformação de Green-Lagrange. Neste con-
texto, o modelo proposto visa lidar com os seguintes fenômenos:

1. acoplamentos mecânicos entre as estruturas de colágeno e suas
matrizes, observados em ensaios compressivos;

2. rigidez na direção das fibras (para valores positivos de deforma-
ção) muito maior que a verificada nas direções ortogonais às fibras
ou em compressão.
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8.2 Comportamento Mecânico Experimental

8.2.1 Ensaios de Cisalhamento

Purslow (2009) investigou o comportamento de tendões de bo-
vinos sob ensaios de cisalhamento simples nas direções longitudinal e
transversal aos fascículos. Os resultados dos módulos de cisalhamento
calculados na faixa inicial de deformações indicaram uma baixa rigidez
mecânica, variando de 2,94 kPa até 6,38 kPa. Além disso, nenhuma
diferença significativa foi verificada entre esses direções.

8.2.2 Ensaios de Compressão Semiconfinada

Ensaios de compressão semiconfinada foram conduzidos por Böl
et al. (2015) em amostras cúbicas (4 mm de aresta) de tendões de suí-
nos. Os experimentos foram realizados em três modos distintos, como
ilustrado na Figura 34. No modo I os fascículos são comprimidos na
direção axial. No modo II os fascículos são transversalmente compri-
midos mas é permitido o alongamento na direção axial. Finalmente,
no modo III, os fascículos são transversalmente comprimidos e restritos
em sua direção axial. As curvas do primeiro tensor tensão de Piola-
Kirchhoff versus alongamento relativas a esses modos de compressão
são apresentadas na Figura 35.

𝑋𝑋1

𝑋𝑋2
𝑋𝑋3 Mode I Mode IIIMode II

Figura 34: Ilustração dos ensaios de compressão semiconfinada condu-
zidos por Böl et al. (2015).

Em vista do eixo coordenado da Figura 34 e levando em consi-
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derando um campo homogêneo de deformações, o gradiente de defor-
mação no final dos testes é

F =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 , (8.1)

onde λ2 = 1, 0 e λ3 = 0, 7, necessitando encontrar λ1 para cada modo
compressivo. Através dos experimentos os autores fornecem os Jacobi-
anos volumétricos no final de cada ensaio, i.e., JI = JIII = 0, 88± 0, 04
e JII = 0, 84± 0, 05. Considerando a Equação (8.1), a mudança de vo-
lume é dada por J def= det (F) = λ1λ2λ3, resultando nos valores médios
(̄·),

{
J̄I = J̄III = 0, 88 ⇒ λ̄I

1 = λ̄III
1 = 1, 25714

J̄II = 0, 84 ⇒ λ̄II
1 = 1, 20

. (8.2)

Em vista desses testes, é razoável considerar que os modos I e
III geram estados homogêneos de deformação (na escala da amostra).
Contudo, os resultados do modo II merecem mais discussão.

Devido à uma tensão compressiva de apenas 350 kPa na direção
X3, as amostras alcançam um alongamento médio de λ̄II

1 = 1, 20, i.e.,
aproximadamente 20% de deformação na direção axial às fibras. Esse
nível de deformação representa um valor consideravelmente elevado se
comparado aqueles observados em testes de tração. Esse fato pode ser
verificado na Figura 36, onde valores mínimos de 14 MPa são neces-
sários para obter apenas 5% de deformação axial. Além disso, ensaios
experimentais de tração em fascículos individuais de tendões revelam
ruptura em níveis de deformações de 10-20% (Yamamoto, Hayashi e
Yamamoto 1999, Robinson et al., 2004, Legerlotz, Riley e Screen, 2010,
Svensson et al., 2010a, Thorpe et al., 2012). Devido a esses contrastes,
não está claro se o valor médio/homogêneo de λ̄II

1 = 1, 20 observado
experimentalmente no modo II pode ser atribuído para ambas fibras e
matriz. Ademais, os baixos valores de rigidez cisalhante encontrados
por Purslow (2009) realçam a significante diferença de rigidez entre
as estruturas de colágeno (fascículos, fibras, fibrilas) e suas matrizes
(matriz interfascicular, matriz celular e substância base).

É importante mencionar que evitar o deslizamento entre as fi-
bras e fascículos é uma questão importante em protocolos de ensaios
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de tração em tecidos tendinosos, motivando por exemplo, o emprego
de garras criogênicas (Vergari et al., 2011, Thorpe et al., 2012). Por
fim, com base nessas observações, considera-se a hipótese de que os
fascículos e fibras podem não estar submetidos ao valor médio obser-
vado λ̄II

1 = 1, 20. Consequentemente, pode-se questionar se os testes no
modo II levam a estados homogêneos de deformação. Assim, os dados
fornecidos para esse modo não serão usados no presente modelamento
constitutivo.

8.2.3 Ensaios de Tração

Devido à característica fisiológica dos tecidos tendinosos, os en-
saios de tração na direção axial às fibras são os mais abrangentes na li-
teratura. Uma breve revisão bibliográfica foi listada na Tabela 2 (Seção
4), sendo que algumas das correspondentes curvas tensão-alongamento
são reapresentadas na Figura 36.

Grandes variações são notadas nessas curvas. Além de ques-
tões técnicas relacionadas aos experimentos, essas diferenças podem
ser atribuídas a condições patológicas, envelhecimentos, gênero, dis-
funções hormonais, sedentarismo, entre outros (Franchi et al., 2007,
Riley, 2008, Magnusson, Langberg e Kjaer, 2010, Arya e Kulig, 2010,
Aro, de Campos Vidal e Pimentel, 2012, Nourissat, Berenbaum e Du-
prez, 2015, Couppe et al., 2015). Entretanto, independentemente das
técnicas de medição e protocolos experimentais, tipo do tendão e pos-
síveis patologias, o formato não linear característico de todas as curvas
mantém-se o mesmo.

8.3 Modelamento Fenomenológico

Seguindo a clássica abordagem de decomposição aditiva da ener-
gia de deformação, a energia livre de Helmholtz é apresentada como

ψ (C) def= ψ
m/f

(C) + ψ
f

(I4) , (8.3)

onde ψ
m/f

modela a contribuição energética de interações microestru-
turais entre as estruturas de colágeno de suas matrizes, enquanto a
função escalar ψ

f
representa a energia de deformação na direção axial

a uma família de fibras. É importante notar que, diferente do que
possa parecer, esse modelo não pretende representar uma separação de
fases materiais (matriz versus fibras). Ambos os termos na função de
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Helmholtz (8.3), levam em consideração a energia acumulada na ma-
triz e nas fibras. Mesmo assim, o formato aditivo foi mantido, pois visa
contabilizar os seguintes fenômenos aqui discutidos:

1. acoplamentos mecânicos entre as estruturas de colágeno e suas
matrizes observados em ensaios de compressão (controlado por
ψ
m/f

);
2. rigidez na direção das fibras (para valores positivos de deforma-

ção) muito maior que a verificada nas direções ortogonais às fibras
ou em compressão (controlado por ψ

f
).

Os argumentos da Equação (8.3) são o tensor direito de Cauchy-
Green C def= FTF e o invariante

I4
def= C : MX = λ2

f
, (8.4)

no qual MX
def= mX � mX é chamado de tensor estrutural, mX é um

vetor representando as direções das fibras na configuração referencial e
λ
f
é o alongamento na direção das fibras.

8.3.1 Modelo Ortotrópico Acoplado

Com base nas investigações experimentais conduzidas por Purs-
low (2009) e Böl et al. (2015) (cujos resultados foram discutidos na
Seção 8.2), a anergia livre ψ

m/f
é definida como,

ψ
m/f

(C) def= ψ
NH

(
Ĉ
)

+ ψ
Fung

(
E(n)

)
. (8.5)

Uma vez que os resultados de Purslow mostraram que o comportamen-
tos cisalhante de tendões não muda consideravelmente entre as direções
axial e transversal às fibras, a energia isotrópica de Neo-Hookean

ψ
NH

(
Ĉ
)

def= µ

2

[
tr
(

Ĉ
)
− 3
]
, (8.6)

é escolhida para capturar o comportamento em cisalhamento. Em (8.6),
µ > 0 é um parâmetro material e Ĉ def= J−2/3C é a parte isocórica
do tensor direito de Cauchy-Green. Entretando, como já mencionado
anteriormente, essa energia isotrópica não é capaz de reproduzir os
ensaios semiconfinados de compressão apresentados na Seção 8.2. Desse
modo, uma energia livre de Helmholtz ψ

Fung
adicional é definida como
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ψ
Fung

(
E(n)

) def= C

2
(
eQ − 1

)
, (8.7)

a qual representa um modelo ortotrópico acoplado baseado no traba-
lho pioneiro de Fung, Fronek e Patitucci (1979). Na Equação (8.7), o
expoente é dado por Q def= E(n) : A : E(n) e C > 0 é um parâmetro
material com unidade de tensão. O tensor de quarta ordem A contêm
os parâmetros ortotrópicos e pode ser mapeado em notação de Voigt
(variável tensorial sublinhada) como:

A def=


(A)1111 (A)1122 (A)1133 0 0 0

(A)2222 (A)2233 0 0 0
(A)3333 0 0 0

(A)1212 0 0
sym (A)2323 0

(A)3113

 .
(8.8)

O tensor de segunda ordem E(n) representa uma família de ten-
sores Lagrangianos representados como,

E(n)
def=
{

1
n (Un − I) n 6= 0
ln (U) n = 0

, (8.9)

onde n é um número real, U é o tensor alongamento direito e I é o
tensor identidade de segunda ordem. Como pode ser visto na Figura
1 (Seção 2.1), as fibras de colágeno podem ser consideradas retas no
ponto de vista de um observador macroscópico, apresentando uma di-
reção preferencial ao eixo axial dos fascículos. De acordo como isso e
considerando X1 a direção axial das fibras e fascículos (ver modo II da
Figura 34), propõe-se que o comportamento material responde segundo
os seguintes acoplamentos:

(A)1111 = ca

(A)2222 = (A)3333 = ct

(A)1122 = (A)1133 = cat

(A)2233 = ctt

(A)1212 = (A)2323 = (A)3113 = 0

, (8.10)

onde {ca, ct, cat, ctt} são parâmetros materiais adimensionais relaciona-
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dos às direções das fibras, i.e., axial, transversal, axial-transversal e
transversal-transversal, respectivamente. Pode-se notar que os termos
cisalhantes são nulos, uma vez que a correspondente energia é conta-
bilizada pelo modelo ψ

NH
em (8.6). A substituição de (8.10) em (8.8)

resulta em

A =


ca cat cat 0 0 0

ct ctt 0 0 0
ct 0 0 0

0 0 0
sym 0 0

0

 , A∗ def=

 ca cat cat
ct ctt

sym ct

 ,
(8.11)

no qual define-se a submatriz A∗ def= A (1..3, 1..3).
A verificação da convexidade do potencial de Fung (8.7) em rela-

ção a E(n) é trivial. Percebe-se que ψFung é uma função não decrescente
e estritamente convexa de Q, sendo esse argumento uma função qua-
drática e estritamente convexa de E(n). Consequentemente, garante-se
a convexidade do potencial de Fung uma vez que a positividade se-
midefinida do tensor simétrico A é garantida (Rockafellar, 1970). Vale
enfatizar que essa propriedade é válida para qualquer tensor de segunda
ordem simétrico E(n). Na presente proposição, a positividade semide-
finida de A é garantida se a matriz A∗ for positivo definida, i.e., todos
seus autovalores devem ser estritamente positivos. Em vista disso e
após algumas manipulações analíticas, esse requisito leva as seguintes
restrições nos parâmetros constitutivos:

g def=

 ct − ctt
1/2 (ca + ct + ctt) +B
1/2 (ca + ct + ctt)−B

 > 0, (8.12)

com B = 1/2
√
c2a + c2t + 2 (ctctt − cact − cactt) + 8c2at.

Garantida a convexidade de ψ
Fung

(E(n)), as consequências fí-
sicas da escolha de um membro específico da família de E(n) depen-
dem da aptidão do potencial hiperelástico resultante em representar
o comportamento material observado. No modelamento constitutivo
de tecidos moles, alguns autores empregam a deformação de Green-
Lagrange E def= E(2) (Holzapfel e Weizsäcker, 1998, Holzapfel, 2006,
Duong, Nguyen e Staat, 2015) ou mesmo a deformação de engenha-
ria (Rosen et al., 2008) para representar o potencial de Fung (8.7).
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Entretanto, propõe-se neste trabalho utilizar a medida de deformação
logarítmica da família (8.9), isto é:

ε
def= E(0) = ln (U) = 1

2 ln (C) . (8.13)

As razões que motivam essa escolha são basicamente duas. Em
primeiro lugar, sabe-se que sob grandes estados compressivos, i.e., para
λ → 0, as deformações de engenharia e de Green-Lagrange convergem
para valores finitos (-1,0 e -0,5, respectivamente) enquanto a deforma-
ção logarítmica tende consistentemente ao infinito negativo. Portanto,
essa medida de deformação parece ser uma conveniente escolha no mo-
delamento de tecidos biológicos, que podem estar sujeitos a considerá-
veis estados compressivos. Em segundo lugar, a medida de deformação
logarítmica forneceu melhores resultados que aqueles obtidos com a
deformação de Green-Lagrange durante a identificação dos parâmetros
constitutivos, como detalhado na Seção 8.6.

8.3.2 Modelo Unidirecional

Como já mencionado, a rigidez de tendões verificada em ensaios
de tração é consideravelmente maior que a observada em compressão.
Devido a esse fato experimental, é proposto que parte da rigidez na
direção axial às fibras, i.e., adicionalmente a componente (A)1111 da
Equação (8.8), é ativada sob tração por meio do potencial ψ

f
de (8.3).

Essa função é definida como:

ψ
f

(I4) def=
{

0 se 0 < λ
f
< 1

k1 (I4 − 1)2 + k2 (I4 − 1)3 se λ
f
≥ 1

, (8.14)

onde k1 > 0 e k2 > 0 são parâmetros materiais.

8.4 Tensão e Módulo Tangente Material

Através do formalismo da hiperelasticidade (Holzapfel, 2000; Bo-
net e Wood, 2008; Gurtin, Fried e Anand, 2010), o segundo tensor
tensão de Piola-Kirchhoff é definido como

S def= 2 ∂ψ
∂C , (8.15)
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e o primeiro tensor de Piola–Kirchhoff é recuperado através de P def=
FS. Em vista de (8.15), as derivadas das energias livre de Helmholtz
(8.3) resultam em:

S = S
m/f

+ S
f
, S

m/f

def= S
NH

+ S
Fung

, (8.16)

onde,

S
NH

= J−2/3devX (µI) , (8.17)

S
Fung

= T : H, S
f

= 2
∂ψ

f

∂I4
MX . (8.18)

Na Equação (8.17) é introduzido o operador deviatórico na con-
figuração referencial devX (·) def= (·)−1/3 [(·) : C] C−1 (Simo, 1998). Em
vista de (8.18), pode-se definir as seguintes derivadas,

T def=
∂ψ

Fung

∂ε
= CeQA : ε, H def= 2 ∂ε

∂C , (8.19)

e

∂ψ
f

∂I4
=
{

0 se 0 < λ
f
< 1

2k1 (I4 − 1) + 3k2 (I4 − 1)2 se λ
f
≥ 1

. (8.20)

O tensor de quarta ordem H é obtido através da derivada da decom-
posição espectral de ε em relação a C, cuja uma forma fechada é apre-
sentada em Miehe e Lambrecht (2001).

Em um código convencional de elementos finitos não linear, o
módulo tangente consistente deve ser fornecido (Simo e Taylor, 1985).
Levando em consideração uma formulação Lagrangiana total (Belyts-
chko, Liu e Moran (2000)), a linearização das equações de equilíbrio
resulta no módulo tangente material

CX
def= 2 ∂S

∂C . (8.21)

As derivadas direcionais de (8.16) resultam nos operadores de quarta
ordem
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CX = CX
m/f

+ CXf
, CX

m/f

def= CXNH
+ CXFung

, (8.22)

onde,

CXNH

def= 2∂S
NH

∂C , (8.23)

CXFung

def= H : E : H + T : L, (8.24)

CXf

def=
(

4
∂2ψ

f

∂I2
4

)
(MX � MX) . (8.25)

A contribuição do modelo de Neo-Hookean (8.23) no módulo
tangente está bem estabelecida na literatura, sendo que mais detalhes
podem ser encontrados em Holzapfel (2000) e Bonet e Wood (2008).
Levando em consideração o tensor (8.24), pode-se definir o operador de
quarta ordem

E def=
∂2ψ

Fung

∂ε∂ε
= CeQA + 2CeQ [(A : ε) � (A : ε)] , (8.26)

e o operador de sexta ordem L como

L def= 4 ∂2ε

∂C∂C .

Devido ao custo computacional associado ao cálculo de L, pode-
se utilizar alternativamente a contração T : L. Uma forma fechada para
essa operação é encontrada em Miehe e Lambrecht (2001). Por fim, a
contribuição da energia ψ

f
no módulo tangente material é expressa por:

∂2ψ
f

∂I2
4

=
{

0 se 0 < λ
f
< 1

2k1 + 6k2 (I4 − 1) se λ
f
≥ 1

. (8.27)
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8.5 Identificação dos Parâmetros Constitutivos

A fim de verificar se o modelo proposto é apto a representar
as respostas mecânicas experimentais, uma estratégia de otimização é
empregada para identificar os parâmetros constitutivos. Esse procedi-
mento de identificação é realizado através do ajuste entre os resultados
fornecidos pelo modelo numérico e os dados experimentais referentes
aos ensaios de compressão semiconfinada e de tração.

8.5.1 Ensaios Numéricos

Em relação aos testes semiconfinados ilustrados na Figura 34,
supõe-se que as amostras estão sujeitas a estados homogêneos de defor-
mações dados pelo gradiente de deformação (8.1). Enquanto os alon-
gamentos (λ2, λ3) são, a priori, definidos pelos experimentos, o alonga-
mento λ1 deve obter valores que satisfaçam a condição de tensão nula
nas faces livres das amostras , i.e., a componente (P)11 do primeiro
tensor tensão de Piola-Kirchhoff deve respeitar:

(P)11 (λ1, λ2, λ3) = 0. (8.28)

Uma vez que λ2 = 1, 0 no decorrer dos ensaios, o alongamento
λ3 varia linearmente de 1,0 até 0,7, sendo que λ1 resulta da solução de
(8.28) para cada incremento de tempo.

Os ensaios uniaxiais de tração na direção das fibras, por outro
lado, são controlados pelo alongamento λ1. Assim, os alongamentos
transversais (λ2, λ3) devem ser encontrados a fim de satisfazer a condi-
ção de tensão nula nas faces livres, isto é:{

(P)22 (λ1, λ2, λ3) = 0
(P)33 (λ1, λ2, λ3) = 0

. (8.29)

8.5.2 Estratégia de Otimização

A identificação dos parâmetros constitutivos é um problema in-
verso, usualmente solucionado com base na minimização de uma função
objetivo que fornece uma medida da diferença entre os dados experi-
mentais e numéricos:
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Minimizar f (p)
p ∈ R

p ≤ p ≤ p
, (8.30)

onde f (p) é a função objetivo, p é o vetor das varáveis de projeto,
nesse caso contendo os parâmetros constitutivos, p e p são os limites
inferior e superior dos parâmetros materiais (restrições laterais) e R def=
{p | g (p) > 0} representa o espaço de busca restrito pelas equações
(8.12).

Sabe-se que com o aumento da complexidade do modelo, maior
é o número de parâmetros constitutivos e consequentemente mais ex-
perimentos são necessários para identificá-los. Ciente que os dados
experimentais disponíveis podem levar a não unicidade de solução (di-
ferentes mínimos locais), um algoritmo heurístico não local baseado em
Otimização por Enxame de Partículas (PSO) foi empregado visando
a busca dos melhores otimizadores globais. Mais detalhes sobre esse
algoritmo e sua aplicação na identificação de parâmetros materiais são
discutidos em Vaz Jr, Cardoso e Stahlschmidt (2013).

A estratégia proposta para a identificação dos parâmetros cons-
titutivos é baseada em dois problemas de otimização. O primeiro consi-
dera os ensaios semiconfinados de compressão e o segundo leva em con-
sideração os testes de tração. Devido à discussão apresentada na Seção
8.2, somente os modos I e III foram considerados durante o processo
de identificação. Para esses modos, a energia ψ

f
é inativa. Ademais, a

variação experimental do módulo cisalhante, apresentado na Seção 8.2,
é estabelecida como limites inferior e superior para o parâmetro cisa-
lhante µ. Assim, somente os parâmetros do modelo ψ

m/f
são sensíveis

as cinemáticas impostas pelos ensaios semiconfinados de compressão.
Portanto, para o primeiro problema de otimização, propõe-se a seguinte
função objetivo:

f = ω1fP

[
(P)Mode I

33

]
+ ω2fP

[
(P)Mode III

33

]
+

ω3fλ
(
λMode I

1
)

+ ω4fλ
(
λMode III

1
)
,

(8.31)

onde a função erro f
λ

(·) =
∣∣∣(·)Exp − (·)Model

∣∣∣ e a raiz do erro quadrático
médio fP (·) =

√
1/N

∑N
i=1

[
(·)Exp
i − (·)Model

i

]2
são introduzidas e N é

o número de pontos das curvas tensão-alongamento. As constantes ωi,
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i = 1..4, representam fatores de peso escolhidos heuristicamente a fim
de evitar que uma função prevaleça sobre as outras na função objetivo
f . A notação (·)Exp representa o valor médio dos dados experimentais.
É importante notar, que através da função objetivo (8.31), o algoritmo
de otimização busca pelo melhor conjunto de parâmetros constitutivos
que minimizem, simultaneamente, a diferença entre as curvas tensão-
alongamento e também, os alongamentos λ1 no final de cada ensaio,
para ambos os modos I e III.

Uma vez que os parâmetros {µ,C, ca, ct, cat, ctt} do modelo ψ
m/f

foram encontrados, eles são mantidos fixos, e os parâmetros remanes-
centes {k1, k2} de ψf buscam reproduzir os ensaios uniaxiais de tração.
Essa tarefa é realizada no segundo problema de otimização, onde a fun-
ção objetivo é definida como a raiz do erro quadrático médio da curva
uniaxial de tensão do primeiro Piola-Kirchhoff, i.e., f = fP

[
(P)Tensile

11

]
.

8.6 Resultados

O primeiro procedimento de otimização foi rodado considerando
os dados experimentais dos modos I e III, simultaneamente. Esse pro-
cedimento resultou no conjunto de parâmetros listados na Tabela 9.
Usando estes parâmetros materiais, ambos os modos I e III foram si-
mulados, cujas curvas tensão-alongamento podem ser visualizadas na
Figura 35. Nota-se que o modelo ψ

m/f
= ψ

NH
+ ψ

Fung
satisfatoria-

mente reproduziu as curvas de compressão, bem como os alongamentos
λ1 (gráfico de barras inserido) ao final dos correspondentes ensaios.

O mesmo procedimento descrito acima foi realizado usando a me-
dida de Green-Lagrange no modelo de Fung. Nesse caso, foi verificado
que, apesar dessa medida ter reproduzido igualmente bem as curvas
tensão-alongamento, a deformação de Green não foi capaz de predizer
os alongamentos transversais λ1 dentro das variações experimentais
(convergência em 1,17 e 1,11 para os modos I e III, respectivamente).

Referente aos ensaios de tração, quatro curvas experimentais fo-
ram escolhidas e individualmente reproduzidas pelo modelo: limites
inferior e superior e duas curvas intermediárias. As correspondentes
curvas de tração são apresentadas na Figura 36 e o conjunto de parâ-
metro identificados são listados na Tabela 10. Os alongamentos trans-
versais para todos os casos foram de aproximadamente λ2 = λ3 = 0, 982
no alongamento axial λ1 = 1, 05. Levando esses resultados em conside-
ração e definindo a deformação uniaxial de engenharia como εeng(·)

def=
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λ(·) − 1, pode-se calcular a razão,

−
εeng2

εeng1

= −
εeng3

εeng1

≈ 0, 35. (8.32)

A relação (8.32) é usualmente denominada de coeficiente de Pois-
son na literatura de biomecânica. Contudo, é importante enfatizar que
o coeficiente de Poisson é uma razão constante que se aplica somente
em elasticidade isotrópica sob cinemática linearizada (Böl et al. (2015));
uma vez que a amostra está sujeita a deformações finitas, o coeficiente
de Poisson perde seu significado físico original.
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Figura 35: Comparação entre os resultados numéricos e experimen-
tais obtidos do procedimento de identificação de parâmetros
para os testes de compressão semiconfinada conduzidos por
Böl et al. (2015).
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Tabela 9: Parâmetros constitutivos referentes às curvas numéricas mos-
tradas na Figura 35.

Modelo Constitutivo Parâmetro Valor

ψ
Fung

C [kPa] 9,98
ca 14,92
ct 14,70
cat 9,64
ctt 11,24

ψ
NH

µ [kPa] 3,76

0
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Johnson et al. (1994) Carroll et al. (2008)
Goh et al. (2008) Csapo et al. (2010)
Vergari et al. (2011) Thorpe et al. (2012)
Lavagnino et al. (2013) Kösters et al. (2014)
Couppé et al. (2015) Model

𝜆𝜆 1

𝐏𝐏
11

M
Pa

Figura 36: Ensaios uniaxiais de tração em tecidos tendinosos. Os tipos
de tendões e técnicas de medição são mostrados na Tabela 2.
Os parâmetros constitutivos e relativas curvas experimentais
simuladas são listados na Tabela 10.
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Tabela 10: Parâmetros constitutivos do modelo ψ
f
referentes às curvas

numéricas mostradas na Figura 36.

Referência Parâmetro
k1 [MPa] k2 [MPa]

Csapo et al. (2010) 0,010 197,340
Vergari et al. (2011) 92,779 305,870
Thorpe et al. (2012) 2,893 357,230
Couppe et al. (2015) 42,217 411,360

8.7 Discussões e Considerações Finais

De acordo com os resultados numéricos obtidos dos ensaios de
compressão, dois pontos são significantes. O primeiro está relacionado
com o fato do modo I ser claramente mais rígido que o modo III, apesar
da pequena diferença entre os parâmetros axial e transversal ca e ct
(aproximadamente 1,4%). Essa diferença na resposta mecânica deve ser
atribuída aos relevantes valores dos acoplamentos cat e ctt. O segundo
ponto refere-se a rigidez transversal-transversal ctt ser 16,6% maior que
o termo axial-transversal cat. Nesse caso, percebe-se que importantes
micromecanismos são ativados acoplando as direções transversais nos
modos compressivos I e III.

Como já mencionado, os resultados numéricos sob tração mos-
traram uma razão final (8.32) de ≈ 0, 35, indicando aumento de volume.
Por outro lado, trabalhos experimentais da literatura empregando tes-
tes de tração frequentemente reportam a razão (8.32) de até 3, indi-
cando significativa redução volumétrica (Lynch et al., 2003; Vergari et
al., 2011; Chernak e Thelen, 2012). Nesse caso particular, o modelo
falha em predizer essas grandes deformações transversais, uma vez que
esse comportamento é modelado por meio do potencial de Fung, cujos
os correspondentes parâmetros materiais foram identificados, a priori,
com base nos ensaios de compressão semiconfinada (ver o gráfico de
barras inserido na Figura 35). Nesse contexto, nota-se que a formu-
lação de um modelo fenomenológico simples baseado nos preceitos da
mecânica do contínuo, que seja capaz de modelar as grandes diferenças
nas respostas mecânicas dos tendões sob compressão e tração, ainda é
uma tarefa desafiadora nesse campo de pesquisa.

Evidências experimentais suportam a teoria de que os carrega-
mentos trativos são transmitidos principalmente através das fibrilas
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(Provenzano e Vanderby, 2006; Screen, 2009; Svensson et al., 2011).
Embora essas estruturas apresentem comportamento viscoelástico (Shen
et al., 2011; Yang et al., 2012), as células e outros componentes da
matriz extracelular, como as proteoglicanas e a água, são apontadas
como as principais fontes de dissipação (Provenzano e Vanderby, 2006;
Shen et al., 2011; Connizzo, Yannascoli e Soslowsky, 2013; Kösters et
al., 2014). Sabe-se que as proteoglicanas não apresentam interações
fortes com as fibrilas e são orientadas ortogonalmente a elas. Ade-
mais, a dinâmica dos fluídos em meio as microestruturas do tendão
(escoamento intersticial), parece ser dependente da direção (Screen et
al., 2011; Ahmadzadeh et al., 2014; Böl et al., 2015). Portanto, em vista
desses micromecanismos e morfologias, os efeitos viscosos podem apre-
sentar direções preferenciais através das escalas dos tendões, os quais
podem refletir macroscopicamente em comportamentos viscoelásticos
anisotrópicos. De acordo como isso, o modelo hiperelástico proposto
aqui pode contribuir com futuros desenvolvimentos na modelagem de
comportamentos dissipativos de tendões. Além disso, esses resultados
motivam estudos multiescala em estados macroscópicos de compressão
semiconfinada.
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APÊNDICES

A ALGORITMOCONSTITUTIVO VARIACIONAL

A.1 Solução do Problema Constitutivo Variacional
Referente à Matriz

A.1.1 Condição de Estacionaridade

Em vista do problema variacional (5.39), os argumentos que ex-
tremizam o funcional L são obtidos através da solução da sua condição
de estacionaridade:

dL = 0⇒



∂L(d̊v
m,γn+1)
∂d̊v

m

∣∣∣∣
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+ γ
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= 0
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(A.1)
A primeira derivada do Pm

inc em relação à d̊v
m é obtida por,
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sendo que,
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(
Ce

mn+1

)
∂d̊v

m
= −∆t sym

[(
Fv

mn+1
Fv−1

mn
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, (A.3)

onde Me
mn+1

def= Ce
mn+1

Se
mn+1

é denominado de tensor de Mandel elás-
tico e Se

mn+1
é o segundo tensor tensão de Piola-Kirchhoff elástico,

definido como,

Se
mn+1

def= 2
∂ψe

m

(
Ce
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)
∂Ce

mn+1

. (A.4)

A derivada do jacobiano volumétrico viscoso em relação a d̊v
m resulta
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em,
∂Jv

mn+1

∂d̊v
m

= ∆t Jv
mn+1

Fv
mn+1

Fv−1

mn
. (A.5)

A.1.2 Solução via Newton-Raphson

Neste trabalho, o sistema de equações não lineares (A.1) é soluci-
onado de forma convencional empregando o procedimento de Newton-
Raphson. Das equações resultantes da condição de estacionaridade,
definem-se,

rmn+1

def=


∂L
∂d̊v

m

∂L
∂γn+1

 , xmn+1

def=

 d̊v
m

γ
n+1

 , (A.6)

onde rmn+1
é um resíduo e xmn+1

representa o conjunto de variáveis
incógnitas do sistema não linear local. Desse modo, um incremento
δ referente à uma iteração do algoritmo de Newton-Raphson é obtido
através da solução do sistema linear:

∂2L
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, (A.7)

o qual pode ser apresentado em um arranjo compacto,

Jmn+1
? δxmn+1

= −rmn+1
. (A.8)

Em (A.8) o símbolo ? representa o produto adequado entre os incre-
mentos δxmn+1

e a matriz jacobiana,
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A segunda derivada do funcional lagrangiano em relação à taxa de
deformação viscosa resulta em,

∂2L
∂d̊v
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onde,
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Em vista de (A.3), a segunda derivada do Helmholtz elástico em
relação à taxa de deformação viscosa da matriz é apresentada como,
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m

∂d̊v
m∂d̊v

m
= −Isym : A

n+1 : Isym, (A.12)

onde introduzem-se os seguintes operadores de quarta ordem:
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Em vista de (A.5), a segunda derivada do jacobiano volumétrico viscoso
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da matriz em relação à taxa de deformação viscosa resulta em,
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As derivadas cuzadas de (A.9) são obtidas por,
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a qual é apresentada em (A.5). Finalmente,

∂2L
∂γ

n+1∂γn+1

= 0. (A.22)

Nas equações apresentadas neste trabalho, o tensor de quarta
ordem Isym representa o tensor simetrizador e definem-se os produtos
tensoriais: (A � B)ijkl

def= (A)ij (B)kl e (A � B)ijkl
def= (A)ik (B)jl

para quaisquer tensores de segunda ordem A e B.

A.2 Solução do Problema Constitutivo Variacional
Referente às Fibrilas

A.2.1 Estratégia de Solução

O procedimento de solução do problema variacional incremental
na direção das fibrilas segue uma estratégia análoga a proposta em
Vassoler, Reips e Fancello (2012). Primeiramente, define-se um estado
preditor elástico “congelando” o fluxo viscoso no instante de tempo tn,
isto é,

λepr

fn+1

def=
λfn+1

λv
fn

. (A.23)

Desse modo, apresenta-se o seguinte procedimento de solução:
1. Se λepr

fn+1
< 1 e λfn+1

> 1 (mola “∞” em tração e mola “e” em
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compressão da Figura 6a), atribui-se λe
fn+1

= 1. Desse modo,
λv

fn+1
= λfn+1

e o problema variacional (5.37) apresenta solução
fechada utilizando a parametrização (5.32).

2. Se λepr

fn+1
< 1 e λfn+1

< 1 (ambas as molas em compressão),
considera-se d̊v

f = 0.
3. Se λepr

fn+1
> 1 e λfn+1

> 1 (ambas as molas em tração), resolve-se
o problema variacional (5.37).

A.2.2 Condição de Estacionaridade

Considerando o problema variacional projetado na direção das
fibrilas (5.37) e para estados trativos (item 3 da seção anterior), tem-se
que a equação associada a variação dP f

inc = 0 é dada por,

∂P f
inc

(
d̊v

f

)
∂d̊v

f

∣∣∣∣∣∣
λfn+1

=cte

=
∂ψe

f

(
Ie
4n+1

)
∂d̊v

f
+ ∆t

∂φv
f

(
d̊v

f

)
∂d̊v

f
= 0. (A.24)

onde Ie
4n+1

=
(
λe

fn+1

)2
. A primeira derivada de (A.24) resulta em,

∂ψe
f

(
Ie
4n+1

)
∂d̊v

f
= −∆t

(
λv

fn+1

λv
fn

)
M e

fn+1
, (A.25)

sendo que M e
fn+1

def=
(
λe

fn+1

)2
Se

fn+1
, onde introduz-se a tensão escalar

elástica,

Se
fn+1

def= 2
∂ψe

f

(
Ie
4n+1

)
∂Ie

4n+1

. (A.26)

A.2.3 Solução via Newton-Raphson

Através da equação não linear (A.24) define-se o resíduo,

rfn+1

def=
∂P f

inc

(
d̊v

f

)
∂d̊v

f

∣∣∣∣∣∣
λfn+1

=cte

. (A.27)
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Como comentado previamente na Seção A.1.2, o algoritmo de
Newton-Raphson baseia-se na linearização de (A.27), resultando na
derivada parcial,

∂rfn+1

∂d̊v
f

=
∂2ψe

f

(
Ie
4n+1

)
∂d̊v

f ∂d̊
v
f

+ ∆t
∂2φv

f

(
d̊v

f

)
∂d̊v

f ∂d̊
v
f
, (A.28)

onde,

∂2ψe
f

(
Ie
4n+1

)
∂d̊v

f ∂d̊
v
f

=
(

∆t
λv

fn+1

λv
fn

)2 [
M e

fn+1
+
(
λe

fn+1

)4
Ce

fn+1

]
, (A.29)

e define-se o módulo escalar elástico,

Ce
fn+1

def= 4
∂2ψe

f

(
Ie
4n+1

)
∂Ie

4n+1
∂Ie

4n+1

. (A.30)
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B MÓDULO TANGENTE MATERIAL

Em vista da formulação constitutiva variacional, o módulo tan-
gente material consistente é definido formalmente como,

Cfibra
Xn+1

def= 4 d2Pred
inc

dC
n+1dC

n+1

, (B.1)

ou em vista da derivada total do segundo tensor tensão de Piola-
Kirchhoff, isto é,

Cfibra
Xn+1

= 2
dSfibra

n+1

dC
n+1

. (B.2)

Sendo Sfibra
n+1

= Smn+1
+ νf Sfn+1

, o operador de quarta ordem Cfibra
Xn+1

pode ser separado aditivamente em,

Cfibra
Xn+1

= Cm
Xn+1

+ νfCf
Xn+1

, (B.3)

onde,

Cm
Xn+1

def= 2
dSmn+1

dC
n+1

, Cf
Xn+1

def= 2
dSfn+1

dC
n+1

, (B.4)

referem-se as contribuições das matrizes da fibra e da fibrila, respetiva-
mente. As expressões analíticas dos operadores apresentados em (B.4)
são fornecidas nos apêndices B.1 e B.2. Ademais, em vista de uma
formulação Lagrangeana atualizada (Belytschko, Liu e Moran, 2000),
o módulo tangente espacial Cxn+1

é obtido por,

Cfibra
xn+1

= 1
Jn+1

(
Fn+1 � Fn+1

)
: Cfibra

Xn+1
:
(
Fn+1 � Fn+1

)T
. (B.5)

B.1 Contribuição da Matriz

De (B.4) tem-se,

Cm
Xn+1

def= 2
dSmn+1

dC
n+1

, (B.6)
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onde a derivada total do segundo tensor tensão de Piola-Kirchhoff é
dada por,

dSmn+1

dCn+1

=
∂Smn+1

∂Cn+1

+
[
∂Smn+1

∂d̊v
m

]
:
[

dd̊v
m

dCn+1

]
. (B.7)

As derivadas parciais de (B.7) resultam em,

∂Smn+1

∂C
n+1

= 1
2

(
C∞mn+1

+ Isym : W
n+1 : Isym

)
, (B.8)

e
∂Smn+1

∂d̊v
m

= Isym : Zn+1 : Isym, (B.9)

onde introduzem-se os tensores de quarta ordem:

C∞mn+1

def= 4
∂2ψ∞

m

(
C
n+1

)
∂C

n+1∂C
n+1

, (B.10)

Wn+1
def=
(

Fv−1

mn+1
� Fv−1

mn+1

)
: Ce

mn+1
:
(

Fv−T

mn+1
� Fv−T

mn+1

)
, (B.11)

Z
n+1

def= − 2∆t
[
Fv−1

mn
�
(

Fv−1

mn+1
Se

mn+1

)]
+(

Fv−1

mn+1
� Fv−1

mn+1

)
:
[
∂Se

mn+1

∂d̊v
m

]
,

(B.12)

sendo que a derivada ∂Se
mn+1

/∂d̊v
m é apresentada em (A.16).

A derivada dd̊v
m/dC

n+1 de (B.7) é obtida através da solução do
sistema linear resultante da derivada total do resíduo rmn+1

. Desse
modo, derivando (A.6), chega no sistema de equações,

∂2L
∂d̊v

m∂d̊v
m

: dd̊v
m

dCn+1
+ ∂2L

∂γn+1∂d̊v
m

�
dγn+1
dCn+1

= − ∂2L
∂Cn+1∂d̊v

m

∂2L
∂d̊v

m∂γn+1
: dd̊v

m
dCn+1

+ ∂2L
∂γn+1∂γn+1

dγn+1
dCn+1

= − ∂2L
∂Cn+1∂γn+1

, (B.13)

que pode ser apresentado na forma compacta,

∂rmn+1

∂xmn+1

?
dxmn+1

dCn+1

= −
∂rmn+1

∂Cn+1

, (B.14)
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onde,

dxmn+1

dC
n+1

def=


dd̊v

m
dCn+1

dγn+1
dCn+1

 ,
∂rmn+1

∂C
n+1

def=


∂2L

∂Cn+1∂d̊v
m

∂2L
∂Cn+1∂γn+1

 , (B.15)

No sistema linear (B.14) ∂rmn+1
/∂xmn+1

é a matriz Jacobiana do mé-
todo de Newton-Raphson previamente introduzida em (A.9). Já o sím-
bolo ? representa o produto adequado entre os tensores. As derivadas
de ∂rmn+1

/∂C
n+1 resumem-se em,

∂2L
∂Cn+1∂d̊v

m
=

∂2ψe
m

∂Cn+1∂d̊v
m
,

∂2L
∂C

n+1∂γn+1

= 0, (B.16)

onde,
∂2ψe

m

∂C
n+1∂d̊v

m
= −∆t Isym : Gn+1 : Isym, (B.17)

G
n+1 =

[(
Fv

mn+1
Fv−1

mn

)T
� I
]

:
[
∂Me

mn+1

∂C
n+1

]
, (B.18)

∂Me
mn+1

∂C
n+1

=
(

I � Se
mn+1

)
:
[
∂Ce

mn+1

∂C
n+1

]
+

(
Ce

mn+1
� I
)

:
[
∂Se

mn+1

∂C
n+1

]
,

(B.19)

∂Se
mn+1

∂C
n+1

= 1
2C

e
mn+1

:
[
∂Ce

mn+1

∂C
n+1

]
, (B.20)

∂Ce
mn+1

∂Cn+1

=
(

Fv−T

mn+1
� Fv−T

mn+1

)
: Isym. (B.21)

B.2 Contribuição das Fibrilas

O módulo tangente na direção das fibrilas resulta no operador,

Cf
Xn+1

def= Cfn+1
(AX � AX) , Cfn+1

def= 1
λfn+1

dSfn+1

dλfn+1

. (B.22)
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A derivada total em (B.22) é apresentada como,

dSfn+1

dλfn+1

=
∂Sfn+1

∂λfn+1

+
∂Sfn+1

∂d̊v
f

(
dd̊v

f
dλfn+1

)
. (B.23)

Em vista de (5.47), as derivadas parciais de (B.23) resultam em,

∂Sfn+1

∂λfn+1

= λfn+1
C∞fn+1

+
λe

fn+1(
λv

fn+1

)3C
e
fn+1

, (B.24)

∂Sfn+1

∂d̊v
f

= −
(

∆t
λv

fn+1
λv

fn

)[
2Se

fn+1
+
(
λe

fn+1

)2
Ce

fn+1

]
, (B.25)

onde define-se a quantidade,

C∞fn+1

def= 4
∂2ψ∞

f

(
I4n+1

)
∂I4n+1

∂I4n+1

. (B.26)

Assim, escalar Cfn+1
fica resumido como,

Cfn+1
= C∞fn+1

+
(
λv

fn+1

)−4
Ce

fn+1
−(

∆t
λfn+1

λv
fn+1

λv
fn

)[
2Se

fn+1
+

(
λe

fn+1

)2
Ce

fn+1

](
dd̊v

f
dλfn+1

)
.

(B.27)

A derivada total de d̊v
f em relação à λfn+1

apresentada em (B.23)
é calculada derivando o resíduo rfn+1

obtido da condição de estaciona-
ridade (A.24). Portanto,

drfn+1

dλfn+1

=
∂rfn+1

∂λfn+1

+
∂rfn+1

∂d̊v
f

(
dd̊v

f
dλfn+1

)
= 0, (B.28)

chegando em,

dd̊v
f

dλfn+1

=
(
∂rfn+1

∂d̊v
f

)−1(
−
∂rfn+1

∂λfn+1

)
. (B.29)
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A derivada ∂rfn+1
/∂d̊v

f é apresentada em (A.28). Já ∂rfn+1
/∂λfn+1

resulta em,

∂rfn+1

∂λfn+1

= −
(

∆t λv
fn+1

λfn+1
λv

fn

)[
2M e

fn+1
+
(
λe

fn+1

)4
Ce

fn+1

]
. (B.30)


