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Estudamos as propriedades termodindmicas e magnéticas de um modelo de Ising ferrimagnético em
camadas. O sistema é composto por dois tipos de planos ndo equivalentes dispostos alternadamente,
sendo que o sistema pode ter apenas dois planos (bicamada) ou infinitos planos (multicamadas). As
interagdes intracamada sdo ferromagnéticas enquanto as interacdes inter-camadas sdo antiferromag-
néticas e um dos tipos de plano € diluido aleatoriamente. O estudo é realizado em uma abordagem de
Monte Carlo, empregando o método de repesagem dos multiplos histogramas e ferramentas de ana-
lise de escala de tamanho finito. Além disso, realizamos cédlculos de campo médio e campo efetivo
para o mesmo modelo. Verificamos a ocorréncia de um fenémeno de compensagdo e determinamos
as temperaturas de compensagdo e temperaturas criticas do modelo em fung@o dos pardmetros do ha-
miltoniano. N6s apresentamos uma discuss@o detalhada acerca das regides do espago de pardmetros
para as quais o efeito de compensacdo estd presente ou ausente. Nossos resultados de Monte Carlo,
campo médio e campo efetivo sdo entdo comparados com a aproximagao de pares aplicada a0 mesmo
modelo por Balcerzak e Szatowski (2014). Também estudamos o comportamento critico do sistema
multicamadas através do método de andlise de escala de tamanho finito para varias grandezas termo-
dinAmicas. Nossas estimativas dos expoentes criticos «, /3, v € v sdo consistentes com a classe de
universalidade do modelo de Ising tridimensional com dilui¢@o aleatdria (de sitios ou de ligacdes).
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We study the thermodynamic and magnetic properties of a layered Ising ferrimagnet. The system
is composed of two types of non-equivalent planes arranged alternately, so that the system can have
only two planes (bilayer) or infinite planes (multilayer). The intralayer couplings are ferromagne-
tic while the interlayer interactions are antiferromagnetic and one of the types of plane is randomly
diluted. The study is carried out within a Monte Carlo approach employing the multiple histogram
reweighting method and finite-size scaling tools. In addition, we perform mean-field and effective-
field calculations for the same model. The occurrence of a compensation phenomenon is verified and
the compensation and critical temperatures of the model are obtained as functions of the Hamilto-
nian parameters. We present a detailed discussion of the regions of the parameter space where the
compensation effect is present or absent. Our Monte Carlo, mean-field, and effective-field results are
then compared with the pair approximation applied to the same model by Balcerzak and Szatowski
(2014). We also studied the critical behavior of the multilayer system through a finite-size scaling
analysis for various thermodynamic quantities. Our estimates of the critical exponents «, 3, 7, and
v are consistent with the universality class of the three-dimensional random (-site or -bond) Ising
model.
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LISTA DE FIGURAS

Representacdo esquemadtica dos sistemas compostos por dois tipos de camadas, A
(esferas vermelhas) e B (esferas azuis). Em (a) temos um sistema com apenas
duas camadas. Em (b) temos infinitas camadas A e B dispostas alternadamente.
Ambos os sistemas se estendem infinitamente nas direcdes x e y, porém apenas (b)
se estende infinitamente na dire¢do z, ao passo que (a) tem apenas duas camadas
nesta dire¢do. A integral de troca entre dois dtomos vizinhos pode ser .J4 4 (dois
atomos do tipo A), Jpp (dois dtomos do tipo B) ou J 4 (dois dtomos de camadas
adjacentes). Apenas camadas do tipo B apresentam dilui¢ao, representada na figura
poresferasde corcinza. . . . . . . ... Lo
Resultado de campo médio para as magnetizagdes dos planos, m 4 e pmp, e mag-
netizagio total, my,, em func¢do da temperatura adimensional, k3T /Jpp, para um
sistema multicamadas com p = 0,80 e Jap/Jpp = —0,50. A figura (a), para
Jaa/Jpp = 0,20, mostra a existéncia de uma temperatura de compensagao, Tomp,
tal que My = 0 € 0 < Tyomp < T¢ enquanto a figura (b), para Jy4/Jpp = 0,80,
corresponde a um caso Sem COMPENSacaA0. . . . . . « « o v v v v v i
Resultado de campo efetivo para as magnetizagdes dos planos, m 4 € pmp, € mag-
netizagdo total, m,, em func¢do da temperatura adimensional, k5T'/Jpp, para um
sistema multicamadas com p = 0,80 e J4p/Jpp = —0,50. A figura (a), para
Jaa/JBp = 0,20, mostra a existéncia de uma temperatura de compensacao, Ttomp,
tal que M =0 e 0 < Tpomp < T¢ enquanto a figura (b), para J44/Jpp = 0,80,
corresponde a um caso Sem COMPENSACAO. . . . .« « v o v v v v o v v v et
Representacdo do comportamento do parametro de ordem em uma transi¢do de
primeira ordem (esquerda; vermelho) e em uma transi¢do continua (direita; azul).
Representacdo esquemdtica do funcionamento do algoritmo de Wolff para o mo-
delo de Ising bidimensional. Os circulos marcados com “+” representam atomos
com s; = +1 e os circulos marcados com “—” representam atomos com s; = —1. A
figura (a) mostra a configuragdo inicial, o, e uma possivel ilha, C, criada. A figura
(b) mostra a configuragdo final ¢/, na qual a ilha C’ corresponde a todos os sitios
de C'comospininvertido. . . . . .. ... ..
Distribuicdo de probabilidade da energia em fungdo de £. Pk, é o histograma
de & na temperatura Ty onde a simulagéo foi feita e os Wi séo as estimativas
da distribui¢@o de probabilidade de £ feitas através do método do histograma em
temperaturas 77, 75 e 13 na vizinhanca de 7j. A simulagao foi feita com um sistema
bicamada de L = 100 para os valores p=0,7, Jaa/Jpp=0,3¢ Jap/Jpp=—0,1

na temperatura tal que kgTo/Jpp =2.0. . . . . . ...
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43
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45

4.6

Susceptibilidade magnética por sitio, Yo, em fungdo da temperatura adimensional,
kpT/Jpp, para um sistema bicamada com J44/Jpp =0,5; Jap/Jpp = —1,0;
p = 1,0 e tamanhos lineares, L, variando de 10 a 900. O destaque corresponde
simultaneamente a uma ampliacao na escala horizontal e uma diminuicao na escala
vertical, para melhorar a visualizagdo do comportamento de escala dos sistemas pe-
quenos. Os simbolos correspondem as simulagdes e as linhas sélidas foram obtidas
usando o método dos miltiplos histogramas. . . . . . ... ... ... ... ...
Magnetizagdo total, 7, em fungdo da temperatura adimensional, kp7T'/ Jpp, para
um sistema multicamadas com p = 0,80; J44/Jpp =0,65; Jap/Jpp = —0,80 €
tamanhos lineares, L, variando de 20 a 100. Os simbolos correspondem as simula-
¢des e as linhas s6lidas foram obtidas usando o método dos miiltiplos histogramas.
Temperatura pseudo-critica adimensional, kpT.(L)/Jpp, em fungdo de L~'/”
para o sistema bicamada com J44/Jpp = 0,5; Jap/Jpp = —1,0; p=1,0e
1/v =10,986810. Os simbolos sdo estimativas de T,(L) feitas através da locali-
zagao do maximo da susceptibilidade magnética no plano B, xp para 60 < L <
900. As linhas sélidas e tracejadas sdo ajustes feitos com a equagdo (4.35) para
Linin < L <900 e diferentes valores de 1/v. As linhas pontilhadas séo extrapola-
¢des dos ajustes para L < Lyy,. Neste caso particular, Ly, = 110e 1/v =0,986810
sd0 os valores que minimizam x2/npor e, portanto, ddo o melhor ajuste. Onde as
barras de erro ndo sdo visiveis, elas sdo menores do que os simbolos. . . . . . . .
Soma ponderada reduzida dos quadrados dos erros, X2 /npor, em fungdo de 1/v
(acima) e estimativa de kpT./Jpp em funcdo de 1/v (abaixo) obtidos com ajustes
usando a equacdo (4.35). As estimativas de 7,(L) usadas nos ajustes correspon-
dem aos maximos da susceptibilidade magnética no plano B, 5, para o sistema
bicamada com Ja4/Jpp =0,5; Jap/Jpp = —1,0 e p=1,0. O valor minimo de
X?/npor corresponde a melhor estimativa de T,. A linha tracejada corresponde
ao valor 20% acima do minimo de Xz JMDOF- « ¢ e e e
Magnetizagdes dos planos, m 4 € pmp e magnetizagao total, m,, em funcdo da
temperatura adimensional, kp7/Jpp, para um sistema multicamadas com p =
0,80, Jap/Jpp = —0,50 e L =100. A figura (a), para J44/Jpp = 0,20, mos-
tra a existéncia de uma temperatura de compensaco, Ttomyp, tal que m, = 0 e
0 < Tiomp < T¢ enquanto a figura (b), para J44/Jpp = 0,80, corresponde a um
caso sem compensagdo. Os simbolos correspondem aos dados das simulagdes e as
linhas sélidas sdo interpolagdes feitas com splines cubicas e extrapolagdes linea-
res apenas para auxiliar a visualizacdo. As barras de erro sao menores do que os

STmMbolos. . . . . e
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4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

Magnetizagio total, 7y, em fungdo da temperatura adimensional, kg7 / Jpp, para
um sistema multicamadas com p = 0,80, Jap/Jpp = —0,50 e para vdrios valores
do tamanho linear, L. A figura (a), para J44/Jpp = 0,20, mostra a existéncia
de uma temperatura de compensacio, Teomp, tal que my =0 e 0 < Ty < Te
enquanto a figura (b), para J44/Jpp = 0,80, corresponde a um caso sem com-
pensacdo. Os simbolos correspondem aos dados das simulagdes e as linhas sélidas
sdo interpolagdes feitas com splines cubicas e extrapolagdes lineares apenas para

auxiliar a visualiza¢@o. As barras de erro sao menores do que os simbolos.

Temperatura de compensagio adimensional, kpTeomp(L)/Jpp, em fungdo de L
para p =0,80; J44/Jpp = 0,65 e Jap/Jpp = —0,80. Os simbolos sdo estima-
tivas feitas localizando-se o zero da magnetizacio total para sistemas de diversos
tamanhos. As linhas sdo ajustes feitos com a equagdo (4.36) para os valores de €
que minimizam o X2 /npor em cada caso ou ajustes feitos com a equagdo (4.37)
para Ly, < L <100 com Ly, = 40, que é o valor que minimiza XZ/RDOF do

ajuste neste caso em particular. . . . ... Lo Lo

Grifico em escala log-log dos médximos das susceptibilidades magnéticas em fun-
¢do do tamanho linear do sistema para Jaa/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0 ¢
p=1,0. Os simbolos sdo os resultados das simulagdes e as linhas tracejadas sao

ajustes feitos com a equagdo (4.39) para 1I0< L <160. . . . . .. ... ... ...

Grifico em escala log-log dos méximos das derivadas 0 G em fun¢io do tamanho
linear do sistema para Jaa/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0; p = 0,9 e diferentes
grandezas G. Os simbolos sdo os resultados das simulagdes e as linhas tracejadas

sdo ajustes feitos com a equacdo (4.39) para 10 < L <160. . .. ... ... ...

Griéfico em escala log-log das magnetizagdes em fungdo do tamanho linear do sis-
tema para J44/Jpp =1,0; Jap/Jpp = —1,0e p=0,9. O valor da magnetizacdo
ma (A =, A, B) é obtido na temperatura 7, A, que corresponde ao ponto de ma-
ximo da susceptibilidade 5. Os simbolos sdo os resultados das simulagdes e as

linhas tracejadas sdo ajustes feitos com a equag@o (4.39) para 10 < L < 160.

Estimativas da derivada logaritmica D(L) obtida a partir das susceptibilidades x 4
expparaJaa/Jpp =1,0; Jap/Jpp =—1,0e p=1,0 (mesmos dados da figura
4.9). As linhas cheias sdo os ajustes feitos com a equacio (4.42) que minimizam
o valor de Xz /npor, que em ambos os casos corresponde a L, > 40. As linhas

tracejadas sdo extrapolacdes destes ajustes para L, <40. . ... ... ... ...

p. 81
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4.13 Comportamento das estimativas do expoente /v em fun¢do de L, ¢ das diferen-
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52

53

5.4

tes estimativas da derivada D(L) no ponto L = L,, em funcdo de L,, a partir da
susceptibilidade x4 com J44/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0 e p = 1,0 (mesmos
dados da figura 4.9). As linhas pontilhadas apenas ligam os pontos para auxiliar
na visualiza¢do. As linhas horizontais tracejadas marcam os valores minimo e mé-
ximo de nossa estimativa final do expoente ~/v para estes valores dos parimetros

do hamiltoniano. . . . . . . . . ... e e

Temperatura critica 7. (simbolos cheios) e temperatura de compensaco, Tiomy
(simbolos vazios), em funcio da concentracio, p. A linha pontilhada vertical marca
a concentragdo caracteristica, p*, para a qual 7. = Ti.pnp. Em (a) apresentamos os
resultados de Monte Carlo deste trabalho. Nos casos em que as barras de erro ndo
forem visiveis, elas sdo menores do que os simbolos. As linhas cheias sdo interpo-
lagdes e extrapolacdes feitas com splines clbicas apenas para auxiliar na visuali-

zacdo. Em (b), reproduzimos a figura 2 da referéncia 20 para fins de comparacio.

Comparacdo entre os resultados de campo médio (CM; vermelho; linha ponti-
lhada), campo efetivo (CE; verde; linha tracejada), aproximacdo de pares [20]
(AP; magenta; linha traco e ponto) e Monte Carlo (MC; azul; circulos vazios)
para T¢. e T.omp em fungdo da concentra¢do, p, para um sistema bicamada com
Jap/Jpp = —0,50. Em (a) e (b) temos os valores de T, para J44/Jpp = 0,01 ¢
Jaa/Jpp = 0,50, respectivamente. Em (c) e (d) temos os valores de Tromp para
Jaa/JIpg = 0,01 € Jaa/Jpp = 0,50, respectivamente. Os valores de MC cor-
respondem aos mesmo dados apresentados na figura 5.1a enquanto que os valores
de AP sdo os dados da figura 5.1b (reproducéo da figura 2 da referéncia 20) que

foram multiplicados por 4 para que todos os resultados fiquem na mesma escala de

CNEIZIA. . . . v v i e
Concentragdo caracteristica, p*, contra a razdo Ja4/.JJpp para Jap/Jpp = —0,01
(circulos) e Jyp/Jpp = —1,0 (quadrados). As linhas cheias sdo interpolagdes

feitas com splines cubicas apenas para auxiliar na visualizacdo. . . ... ... ..

Concentragdo caracteristica, p*, contra a razdo Jap/Jpp para Jaa/Jpp = 0,5.
As linhas cheias sdo interpolagdes feitas com splines ctbicas apenas para auxiliar

navisualizag@o. . . . . . ...
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5.6

5.7

5.8

59

Resultados de Monte Carlo para a temperatura critica, 7. (simbolos cheios), e tem-
peratura de compensagio, T, (simbolos vazios), em fungio da razdo Ja4/Jpp
para (@) p=0,7e Jyp/Jpp=—1,0e (b) p=0,9e Jyp/Jpp = —0,5. As linhas
cheias sdo interpolagdes feitas com splines ctbicas apenas para auxiliar na visua-
lizacdo. As linhas pontilhadas verticais marcam os valores das razdes Jaa/J/pp
acima dos quais nao ha compensagdo. Nos casos em que as barras de erro ndo sao

visiveis, elas sdo menores do que os simbolos. . . . . .. ... oL

Resultado de aproximacdo de pares para a temperatura critica, 7. (simbolos cheios),
e temperatura de compensa¢do, Tiomp (simbolos vazios), em fun¢do da razdo
Jaa/Jpp para(a) Jap/Jpp=—1,0ep=0,7e (b) Jap/Jpp=—-0,5ep=0,9.
Estas figuras foram retiradas da referéncia 20 e sdo reproduzidas aqui para fins de

comparagdo com a figura 5.5. . . ... ..o

Comparacdo entre os resultados de campo médio (CM; vermelho; linha ponti-
lhada), campo efetivo (CE; verde; linha tracejada), aproximagao de pares [20] (AP;
magenta; linha trago e ponto) e Monte Carlo (MC; azul; circulos vazios) para 7,
e Teomp em fungdo da razdo Jaa/Jpp para o sistema bicamada. Em (a) e (b)
temos os valores de T¢. para (p; Jap/Jpp) = (0,7;—1,0) e (0,9;—0,5), respecti-
vamente. Em (c) e (d) temos os valores de Tromy para (p; Jap/Jpp) = (0,7;—1,0)
e (0,9;—0,5), respectivamente. Os resultados de MC correspondem aos mesmos
dados apresentados nas figuras 5.5a ((a) e (c)) e 5.5b ((b) e (d)). As temperaturas
obtidas a partir da AP correspondem aos valores das figuras 5.6a (reproducao da
figura 6 da referéncia 20) e 5.6b (reprodugdo da figura 7 da referéncia 20) multi-

plicados por 4 para que todos os resultados fiquem na mesma escala de energia.

Temperatura critica, 7; (simbolos cheios), e temperatura de compensacao, Tiomp
(simbolos vazios), em fun¢do da razdo Jap/Jpp para p = 0,70 e Jua/Jpp =
0,30 (quadrados) e p = 0,90 e J44/Jpp = 0,80 (circulos). As linhas cheias sdo
interpolacdes feitas com splines cibicas apenas para auxiliar na visualizagdo. As
linhas pontilhadas verticais marcam os valores de J4p5/.JJpp abaixo dos quais ndo
ha compensagdo para cada conjunto de valores dos parametros. As barras de erro,

nos casos em que nao forem visiveis, sdo menores do que os simbolos. . . . . . .

Temperatura critica, 7. (simbolos cheios), e temperatura de compensacao, Teomp
(sfmbolos vazios), em fung¢do da razido Jp/Jpp parap=0,60e Jaa/JJpp =0,20
(quadrados) e p=0,70 ¢ Jaa/Jpp = 0,50 (circulos). Esta figura corresponde aos
resultados de aproximagdo de pares (figura 8 da referéncia 20) aqui reproduzidos
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em correspondem aos mesmos dados apresentados nas figuras 5.15a e 5.15b.

Temperatura critica, ;. (simbolos cheios), e temperatura de compensacao, Ti.omp
(simbolos vazios), em funcdo da razdo J4p/Jpp. Em (a) temos p = 0,60 para
ambos J44/Jpp =0,25¢ Jaa/Jpp = 0,30. Em (b) temos p = 0,70 para ambos
Jaa/JIpg = 0,46 e Jaa/Jpp = 0,50. As linhas sélidas sdo interpolagdes com
splines cibicas ou extrapolagdes lineares para auxiliar na visualizacdo. As linhas
verticais tracejadas marcam o valor de J4p/Jpp para o qual T, = T4, € abaixo

do qual ndo hd compensag@o. As barras de erro sdo menores do que os simbolos.

Diagramas de fase Jap/Jpp X Jaa/Jpp do sistema multicamadas para
p=0,5;0,6;0,7;0,8 e 0,9. Para cada concentracdo, a linha marca a separa-
¢do entre uma fase ferrimagnética com compensacio (a esquerda) e uma fase
ferrimagnética sem compensacio (a direita). Em (a) apresentamos os resultados de
campo médio deste trabalho. Em (b) apresentamos os resultados de campo efetivo

deste trabalho. . . . . . . . L

Diagramas de fase Jap/Jpp X Jaa/Jpp do sistema multicamadas para
p =0,5;0,6;0,7;0,8 e 0,9. Para cada concentracdo, a linha marca a separa-
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cubicas apenas para auxiliar na visualizagdo. . . . ... ... ... ... ... ..
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Comparacdo entre estimativas dos expoentes «, (3, v e v obtidas neste e em outros
trabalhos. As linhas que comegcam com p =0,8; p = 0,9 ou p = 1,0 correspondem
as estimativas finais deste trabalho para (J44/Jpp;Jap/JeB) = (1,0,—1,0). A
tabela também contém resultados de Monte Carlo [60, 82], expansdo em série para
altas temperaturas [83] e de teoria quéantica de campos [84, 85] para a classe de
universalidade do modelo de Ising puro em trés dimensdes, bem como resultados
de Monte Carlo para o modelo de Ising com diluicdo de sitios [46], para o modelo
de Ising com dilui¢do de ligacdes [43,47] e para o modelo de Ising desordenado
com liga¢des +.J [48]. A referéncia 73 apresenta resultados de Monte Carlo tanto
para o modelo de Ising 3D puro quanto para um modelo de Ising 3D desordenado
com interagdes ferromagnéticas e antiferromagnéticas. A referéncia 45 também
apresenta resultados experimentais para ambos sistemas puros e desordenados. As
linhas nas quais temos 2 — o — 3 = 0 correspondem aos casos para 0s quais o
expoente « foi obtido a partir da igualdade de Josephson. J4 as linhas que contém
a+ 2+ =2 correspondem aos casos para os quais apenas dois expoentes foram
obtidos de forma independente e os demais sdo determinados a partir das igualdades

de Josephosn e Rushbrook (ver tabela 2.2 nase¢dao 2.2). . ... ... ... ....
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INTRODUCAO

O interesse no estudo de materiais ferrimagnéticos tem crescido consideravelmente nas ulti-
mas décadas, especialmente devido a quantidade de fendmenos associados a esses materiais que
apresentam grande potencial para aplicacdes tecnoldgicas [1—4]. Desde o descobrimento do ferri-
magnetismo em 1948 [5], vdrios modelos tedricos foram propostos para explicar seu comportamento
magnético [6,7]. Essencialmente, nestes modelos, o ferrimagneto € descrito como a combinagdo de
duas ou mais subestruturas magneticamente acopladas, como por exemplo sub-redes, ou camadas ou
subconjuntos de dtomos do sistema. O comportamento magnético de cada subestrutura em funcao
da temperatura pode levar ao surgimento de pontos de compensagdo, isto €, temperaturas abaixo do
ponto critico para as quais a magnetizagao total do sistema é nula enquanto as subestruturas indivi-
duais permanecem magneticamente ordenadas [8]. Apesar deste fendmeno ndo ter relacdo alguma
com criticalidade, no ponto de compensagao ha certas propriedades fisicas, tais como a coercividade
do sistema, que apresentam comportamento singular [1,9, 10]. O fato da temperatura de compen-
sacdo de alguns ferrimagnetos ser proxima a temperatura ambiente ainda os torna particularmente
importantes para aplicagdes relacionadas a dispositivos de armazenamento de dados tais como discos
magneto-6pticos [1].

Modelos magnéticos com spin misto, isto é, redes bipartite com spins de diferentes magnitudes
em cada sub-rede, sdo comumente usados para estudar ferrimagnetismo. A ocorréncia do fendmeno
de compensagdo neste tipo de sistema ja foi verificada para diversas combinacdes de magnitudes de
spin (s =1/2,1,3/2,2,5/2 etc) [11-19]. Alguns sistemas com apenas um tipo de spin, tais como
sistemas em camadas compostos de planos ferromagnéticos com propriedades diferentes dispostos
alternadamente, também podem apresentar uma temperatura de compensa¢ido em algumas circuns-
tancias especificas [20,21]. Em trabalhos experimentais recentes, encontramos realiza¢des deste tipo
de sistemas com duas camadas [22], trés camadas [23,24], ou multiplas camadas [25-29]. Em par-
ticular, a realizacdo de acoplamentos antiferromagnéticos entre camadas adjacentes tem importantes
aplicagdes tecnoldgicas tais como em dispositivos magneto-pticos [1], spintronica [2], magnetore-
sisténcia gigante [3], e o efeito magnetocaldrico [4]. Além disso, hd um grande interesse teérico
no estudo das propriedades destes sistemas, a fim de obter informagdes sobre o crossover entre os
comportamentos caracteristicos de sistemas magnéticos de duas e trés dimensdes.

Neste trabalho, estudamos o comportamento magnético de um modelo de Ising de spin 1/2
composto por camadas atdmicas ndo equivalentes de dois tipos diferentes, A e B. As camadas sdo
dispostas alternadamente e cada uma é modelada por uma rede quadrada com acoplamentos intraca-
madas ferromagnéticos. As camadas do tipo B ainda sdo diluidas aleatoriamente e a interagdo entre
atomos em camadas vizinhas € antiferromagnética. Estudamos tanto o caso em que o sistema tem
apenas duas camadas (sistema bicamada) quanto para o caso em que ele é uma rede cibica composto

de redes A e B alternadas (sistema multicamadas).
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Nosso objetivo principal € estabelecer as condi¢des para a presenga ou auséncia da temperatura
de compensagdo e como isso depende dos parametros do hamiltoniano. De um ponto de vista tedrico,
solugdes exatas para modelos magnéticos existem, mas estdo limitadas a certos casos em uma ou
duas dimensoes [30]. Portanto, a andlise de modelos mais complexos, com a introducdo de diferentes
interagdes ferromagnéticas e antiferromagnéticas, bem como a presenga de desordem atdmica, torna
necessario o uso de métodos aproximados. Métodos como matriz de transferéncia [31,32], grupo de
renormalizacdo [33-35], aproximacgdes de campo médio (CM) e simulagdes de Monte Carlo (MC)
[33] ja foram aplicados a modelos de Ising bicamada sem desordem. Uma versdo mais sofisticada
da abordagem de campo médio, chamada de aproximagdo de pares (AP), também ja foi aplicada ao
estudo de sistemas bicamada e multicamadas com spins de Ising e Heisenberg sem desordem [36,37],
e para um sistema bicamada com spins de Ising e Heisenberg com desordem [20]. A AP leva em conta
correlagdes entre primeiros vizinhos, diferente de uma abordagem mais direta de CM na qual todas as
correlagdes sdo desprezadas. No entanto, a AP ainda despreza todas as correlagdes além de primeiros
vizinhos e, apesar de dar estimativas mais precisas do ponto critico do que uma abordagem padrao de
CM, a AP ainda assim superestima a temperatura critica real do modelo. Além disso, aproximagdes
como CM e AP podem n@o ser as ferramentas mais adequadas para descrever as propriedades fisicas
de alguns sistemas (veja a referéncia 16 e suas referéncias). Portanto, necessitamos de métodos mais
precisos a fim de estabelecer o panorama fisico correto.

Uma vez que ndo encontramos na literatura trabalhos com simula¢des de Monte Carlo tratando
destes sistemas bicamada ou multicamadas com desordem, neste trabalho apresentamos uma anélise
das propriedades termodindmicas e magnéticas de sistemas bicamada e multicamadas desordenados.
A anilise é feita em uma abordagem de Monte Carlo, usando os algoritmos de Metropolis [38] e
Wolff [39], com o auxilio do método dos miiltiplos histogramas [40,41]. Ainda realizamos célculos
de campo médio e campo efetivo (CE) para fins de comparagdo com nossos resultados de MC e com
os resultados de AP na literatura [20, 21].

Outro aspecto importante deste trabalho € a andlise de escala de tamanho finito para determinar
os expoentes criticos. O estudo deste modelo é um exemplo de investigacdo dos efeitos de desordem
temperada no comportamento critico de um sistema de spins de Ising, como outros tantos exemplos
tedricos e experimentais apresentados ao longo das tltimas trés décadas ou mais. Um fato interessante
destes sistemas desordenados € a previsdo tedrica de que a introducdo de desordem deve alterar a
classe de universalidade do sistema se a > 0, sendo que « € o expoente critico do calor especifico
do sistema sem desordem. Este resultado é conhecido como critério de Harris [42]. Este critério
¢ satisfeito para o caso do modelo de Ising puro em trés dimensdes, logo, podemos esperar que
os modelos de Ising tridimensionais desordenados pertencam a outra classe de universalidade. No
entanto, o critério de Harris nada diz sobre qual a classe de universalidade do novo sistema, mas
esperamos que 0 expoente « seja menor do que no caso puro, o que pode nos levar a uma situagio

onde o < 0. Neste caso, o critério de Harris prevé que as aleatoriedades nio sejam mais relevantes,
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isto é, a inclusio de mais desordem ndo altere mais a classe de universalidade do sistema. De fato,
resultados experimentais mostram que para pequenas concentragdes' de ligacdes antiferromagnéticas
(como em ligas Fep,Mny_, , FepZn_pF, , FepRuj—p etc) ou ndo magnéticas (por exemplo em
ligas Fe,Alj_;, ), estes sistemas apresentam uma transi¢do continua entre as fases paramagnética e
ferromagnética com um comportamento critico claramente diferente do caso sem desordem mas que
parece ser independente da concentracdo, dentro da precisdo experimental [45].

E curioso que, contrariando a previsdo de resultados experimentais, os trabalhos de simulacio
tenham apresentado resultados mais diversos para os expoentes criticos destes sistemas desordenados.
S6 recentemente (final da década de 1990 em diante), com o crescimento da capacidade dos proces-
sadores e dos recursos disponiveis para simulacdes, € que a investigacdo tedrica tem caminhado na
direc@o de uma solugdo para esta aparente inconsisténcia e trabalhos t€ém apresentado expoentes criti-
cos independentes da concentracio de impurezas ao longo da linha de transi¢éo para-ferro de modelos
de Ising desordenados [43,46-48]. Estes trabalhos mostram a importancia de uma analise cuidadosa
do comportamento de escala de grandezas termodinamicas, levando em considerag@o termos de cor-
recdo de escala de tamanho finito devidos a campos de escala irrelevantes para a correta avaliagao dos
expoentes criticos destes sistemas.

Por outro lado, note que o modelo estudado neste trabalho € um exemplo de desordem cor-
relacionada, ja que a diluicdo atua em planos alternados. Resultados anteriores indicam que uma
correlagdo de curto alcance ndo muda a classe de universalidade do sistema puro (ver referéncia49 e
referéncias 14 contidas), enquanto que correlagdo de longo alance, decaindo com a distancia » como
r~¢, é relevante se: (i) 2—wva > 0, para a < d ou (i1) 2—vd > 0, para a > d, sendo que d € a di-
mensdo do sistema [50]. No nosso caso (modelo de Ising tridimensional), a dilui¢do aleatdria ja é
relevante; assim, o fato dela ser correlacionada nao muda este resultado. Entretanto, ainda é uma
questdo em aberto qual a classe de universalidade do sistema desordenado com correlagdo, ou seja, a
correlagdo € ou nao capaz de mudar os expoentes em relagdo aqueles obtidos para desordem aleatéria
no modelo de Ising em trés dimensodes? Para estudar esta questdo, usamos simulagdes numéricas com
o algoritmo de Wolff e anélise de escala de tamanho finito, tomando o cuidado de incluir os termos
de corre¢do de escala na andlise para estimar os expoentes criticos do modelo.

No capitulo 1, apresentamos e discutimos o modelo para o sistema bicamada. No capitulo 2,
discutimos conceitos de transic@o de fase, criticalidade e universalidade, relevantes para este trabalho.
Os métodos de simulag@o e andlise de dados usados neste trabalho sdo apresentados nos capitulos 3

e 4, respectivamente. Nossos resultados e discussdes s@o apresentados no capitulo 5. No dltimo

! Para o caso de impurezas nio magnéticas, existe um valor critico para a concentragio de sitios magnéticos, também
conhecido como ponto de percolacdo, p., para o qual ndo hd mais uma transi¢do entre as fases paramagnética e ferro-
magnética [43]. Abaixo de p. ndo faz sentido falar do comportamento critico destes sistemas pois existe apenas uma fase
paramagnética. No caso de impurezas antiferromagnéticas, pode existir uma concentracdo de ligacdes antiferromagné-
ticas para a qual a linha de transi¢do entre as fases paramagnética e ferromagnética encontra a linha de transi¢do entre
as fases paramagnética e vidro de spin, onde a frustragdo é muito relevante [44]. O comportamento critico destas duas
transicoes ¢é diferente.
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capitulo, apresentamos a conclusio, as perspectivas e consideragdes finais.
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1 MODELOS DE ISING EM CAMADAS

Neste capitulo descreveremos brevemente o modelo de Ising de spin 1/2 , apresentando inici-
almente o hamiltoniano em sua forma homogénea e sem campo magnético externo. Neste modelo, a
energia do sistema depende apenas das interacdes entre pares de primeiros vizinhos e as magnitudes
das interacdes de todos os pares sdo iguais. Em seguida apresentaremos uma generalizacdo direta
do modelo, levando em consideracéo a presenga de diluicdo e de integrais de troca ndo homogéneas
devido a presenca de diferentes &tomos. Finalmente, introduziremos o hamiltoniano para um sistema
composto de dois tipos de planos magneticamente ndo equivalentes, o qual serd objeto de estudo deste

trabalho.

1.1 Modelo de Ising de Spin 1/2

Um modelo muito simples, porém também incrivelmente ttil no estudo de sistemas magnéticos,
o modelo de Ising é, a julgar pelo nimero de trabalhos publicados sobre o tema desde a década de
1930, o mais estudado dentre os modelos da Mecénica Estatistica ¢ um dos mais estudados em toda
a Fisica [51-55]. Inicialmente criado para descrever um sistema ferromagnético [51], este modelo
tem sido usado para descrever os mais diversos fendmenos nos mais variados contextos desde sua
concepcio. Aplicagdes para o modelo de Ising variam de descrever sistemas magnéticos, gases,
sistemas biolégicos, neuroldgicos, econdmicos e até sociais [52-55].

Para apresentar o modelo, devemos considerar um sistema de N atomos com momentos de
dipolo magnético p;, que podem estar paralelos ou antiparalelos ao eixo z. O sistema pode ser descrito
por um vetor o = (81,82, , SN ), onde 0s s; sdo varidveis estocdsticas que podem assumir os valores
+1 se p; for paralelo ao eixo z e —1 se y; for antiparalelo ao eixo z. O nimero de estados (diferentes
vetores o) para este sistema é 21V,

Consideremos agora dois dtomos vizinhos, ¢ e j. Seus momentos de dipolo magnético podem
estar paralelos ou antiparalelos. Consideremos que a energia de interagdo entre esses dois dtomos
seja —.Js;s;. Se J > 0, os estados favorecidos sdo aqueles em que y; € 15 sdo paralelos: assim o
sistema descreve bem o comportamento de um ferromagneto. Se J < 0, os estados favorecidos sdo
0s que tém os momentos magnéticos dos dois dtomos antiparalelos e o sistema se comporta como um
antiferromagneto.

O raciocinio feito para dois dtomos pode ser estendido para todos os /N dtomos. Assim a energia

de interacdo de cada dtomo com seus vizinhos é
Eilo) =—Jsi Y sits, (1.1)
5

sendo que a soma sobre os ¢ se refere aos dtomos vizinhos ao sitio 7. A energia total do sistema € a

soma da energia de cada par de atomos vizinhos. Se somarmos (1.1) sobre todos os valores 1 <7 < N,
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o valor obtido € o dobro da energia total, pois esta soma considera o mesmo par de atomos 7,j duas

vezes. O hamiltoniano é entdo dado por

=

N
Hio)= 5 Y &) =3

i=1 i

$i Y. Sitss (1.2)
5

mas € mais comumente €Xpresso como
H(o)=—J Y sisj, (1.3)
(3,3)

na qual a somatéria sobre (i, j) é realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos. As equacdes
(1.3) e (1.2) s@o equivalentes se d ligar apenas primeiros vizinhos.

De uma forma geral, ndo é necessdrio que o valor de J seja o mesmo para todos os pares
de sitios. Poderfamos, por exemplo, levar em consideragdo os efeitos da distdncia na magnitude da
interacdo entre os pares de spins ou, também, poderiamos ter 4tomos de tipos diferentes distribuidos
na rede. Seja qual for a natureza da inomogeneidade, a energia de interacdo entre o par de dtomos dos
sitios 4, j, neste caso, € —J;;s;s;, sendo que a integral de troca J;; pode assumir valores diferentes
para diferentes pares de dtomos na rede. Podemos ainda adicionar um efeito de dilui¢io, removendo
alguns dos dtomos da rede. Desta forma, a energia do par ij pode ser escrita como —.J;;5;5;€;€5,
sendo que ¢; = 1 indica que o dtomo do sitio 7 estd presente e €; = 0 indica que o 4tomo estd ausente.
Através de um raciocinio andlogo ao apresentado para a obtengdo da equagdo (1.3), podemos obter

um hamiltoniano desse sistema mais geral como

H(o)=—Y Jijsisjeic), (1.4)
(i.5)

sendo que o valor dos .J;; depende das propriedades do par de 4&tomos em questdo.

1.2 Modelo, definicdes e notacao

Os sistemas tratados neste trabalho sao compostos por camadas monoatdmicas diferentes, de
tipos A e B, dispostas alternadamente (veja a figura 1.1). Cada camada é modelada como uma rede
quadrada de tamanho linear L com interag@o entre primeiros vizinhos. No caso do sistema bicamada
(figura 1.1a), as condigdes de contorno sdo periddicas apenas nas dire¢des x e y. Jd no caso do
sistema multicamadas (figura 1.1b), as condi¢des de contorno sao periddicas nas direcdes z, y € z.
A interac@o entre dois 4tomos vizinhos que pertencam a mesma camada é ferromagnética enquanto
a interac@o entre dtomos de planos diferentes € antiferromagnética. As camadas do tipo B ainda sdo
diluidas aleatoriamente para modelar a presenca de impurezas ndo magnéticas.

Cada 4dtomo tem um momento de dipolo magnético, o qual supomos se comportar como um

spin de Ising, logo, usando a equagdo (1.4) como base, podemos escrever o hamiltoniano do sistema
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Figura 1.1: Representacdo esquemadtica dos sistemas compostos por dois tipos de camadas, A (esferas vermelhas) e B
(esferas azuis). Em (a) temos um sistema com apenas duas camadas. Em (b) temos infinitas camadas A e B dispostas al-
ternadamente. Ambos os sistemas se estendem infinitamente nas dire¢des x e y, porém apenas (b) se estende infinitamente
na direc@o z, ao passo que (a) tem apenas duas camadas nesta direcdo. A integral de troca entre dois dtomos vizinhos pode
ser Jaa (dois dtomos do tipo A), Jpp (dois dtomos do tipo B) ou J4p (dois dtomos de camadas adjacentes). Apenas
camadas do tipo B apresentam dilui¢do, representada na figura por esferas de cor cinza.
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(b) Sistema multicamadas.
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como

H=—Jaa Z 5i8; —JaB Z sjsper —JBB Z SkSeEREL, (1.5)
(i,) (3:k) (k,0)

sendo que as somas em (i, 5), (4, k) e (k, () sdo realizadas sobre todos os pares de primeiros vizinhos
A-A, A-B e B-B, respectivamente. As variaveis de spin assumem os valores s, = +1 para todo sitio
n, 0s €y, sdo varidveis aleatdrias descorrelacionadas, valendo 1 com probabilidade p (concentracio de
sitios magnéticos), ou 0 com probabilidade 1 — p (concentragdo de impurezas, ou de sitios inativos).

As integrais de troca JJ44 € Jpp sdo positivas e J4p € negativa.
Para fins de calculos numéricos com o modelo, como simulagdes de Monte Carlo, € qtil definir

algumas grandezas adimensionais, como a energia
&= _(']AA/JBB) Z SiSj — (JAB/']BB) Z SjSkEE — Z SkSeELEy, (16)
(i) (oK) (k,6)

de tal forma que o hamiltoniano (1.5) se reduz a H = Jpp€. Também definimos as magnetiza¢des

dos planos A e B, respectivamente, como

My=—7Ys; (1.7)
Nk
e
1
Mp=—)  se, (1.8)
Np keB

sendo que N4 € o niimero de sitios magnéticos na rede A e Np é o niimero de sitios magnéticos na
rede B. Para o sistema bicamada temos N4 = L? e Ng = pL?. J4 para o sistema multicamada, temos

N =1I13?/2e Ng=pL?/2. A magnetizagio total é
1
Mgy = E(MA+pMB)- (1.9)

Com as defini¢cdes acima, podemos medir outras grandezas. Tipicamente, estamos interessados
em observaveis com forma funcional O = MXS"/, sendo que n,n' =0,1,2,3,...e A=w,A,B. E
importante ressaltar que as grandezas representadas com fonte caligrifica (£, M 4, Mp, My, O)
sdo calculadas para uma configuragdo especifica de desordem e para uma configuragdo especifica de
spins. N6s denotamos a média candnica do observdvel O para uma dada configuragdo de desordem

como (O), ou seja,
1

(©0) ==

Yy o ke (1.10)

{config.}
na qual a soma € realizada sobre todas as possiveis configurag¢des dos spins do sistema, K = Sr.Jpp,

Br=(k BT)’I, T ¢ atemperatura, kp € a constante de Boltzmann e Z € a funcdo de partigdo [56-58],
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dada por
z=Y K (1.1

{config.}
Desta forma, definimos o calor especifico

KZ
- N tot

(-7, (1.12)

c

sendo que Ny, = N4+ Np € o nimero total de sitios magnéticos do sistema. Definimos também as

susceptibilidades magnéticas
xXa = NAK ((M3) = (IMal)?) (1.13)

e o cumulante reduzido de quarta ordem da magnetizacdo, também conhecido como cumulante de
Binder [44,46,59,60],

(M)
Ui‘:lfiﬂ (1.14)
3(M3)?
sendo que A = o, A, B.
Também estamos interessados em certas derivadas térmicas como
dg
OxkG=— 1.15
kG TK (1.15)

na qual G = UL, G = (|M,a]™) ou G = In(|M,|™), e n é um ndmero inteiro. Estas derivadas podem
ser obtidas a partir de médias do tipo (Mf\é'f), tendo em vista que ¢ facil mostrar que a derivada da

equacdo (1.10) em relacdo a K nos da

d
Ol0) =i

Z{a} OefKS
Z{a} e— K&

} = (E)(0) = (€0). (1.16)
Por exemplo, podemos expressar as derivadas de (| M |") e In (| M4 |"), respectivamente, como

I (IMa") = (E)(IMA[") = (EIMA™)

I M) = s MaP) = ()~ L)

Finalmente, a média sobre diferentes configuracdes de desordem de uma grandeza qualquer é
representada com uma linha sobre o simbolo que representa esta grandeza (e. g., (O), O In (M7 |?)).
Para o caso particular das magnetiza¢des do sistema, por questdo de conveniéncia, ainda definimos a

notacao

ma = (Ma), (1.17)

para A =i, A, B.

O cilculo destes observdveis através de simulacdes de Monte Carlo, bem como a utilizagio des-
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tas grandezas para a determinacao das propriedades magnéticas e comportamento critico do sistema,

serdo discutidos nos capitulos 3 e 4.

1.3 Aproximacio de Campo Médio

Uma primeira abordagem muito comum para se estudar o comportamento magnético de siste-
mas mais complexos, como o apresentado na se¢do anterior, € a aproximagao de campo médio [56,58].
Esta abordagem € muito simples e consiste em, ao invés de considerar as interagdes entre todos os
pares de vizinhos, supor que cada dtomo do sistema interage apenas com uma média dos demais. Isto
€ equivalente a desprezar correlagdes entre spins [S8].

H4 varias formas equivalentes de aplicar a aproximag¢do de campo médio [42, 56, 58], todavia,
para a analise do hamiltoniano (1.5), escolhemos partir da identidade de Callen [56, 61], através da

qual expressamos as magnetiza¢des do sistema como
(sn) = (tanh (BT Ey)), (1.18)
tal que os E,, correspondem ao termo do hamiltoniano (1.5) que multiplica uma variavel de spin s,

de um dtomo magnético que pertence a uma camada A ou B, ou seja,

Enca=Jaa), sj+Jap Y seer,
7 7

Enep=JBY skex+Jap Y, si, (1.19)
% i

nas quais as somas sdo realizadas sobre os primeiros vizinhos do n-ésimo sitio, de forma que as
somas nos indices j e k£ levam em conta apenas os vizinhos da mesma camada (quatro para ambos os
sistemas bicamada e multicamadas) e as somas em 7 e £ consideram os vizinhos das demais camadas
(apenas um para o sistema bicamada e dois para o sistema multicamadas). Na equagdo (1.19), usamos
a mesma convencdo de indices do hamiltoniano (1.5), isto é, os indices ¢ e j sdo usados para os 4tomos
das camadas A, enquanto os indices k e ¢ sdo usados para dtomos das camadas B. Note que parece
faltar um termo €,, multiplicando o lado direito da expressdo para E,cp, no entanto este termo seria
redundante, tendo em vista que na equagao (1.19) consideramos apenas os sitios ocupados por atomos
magnéticos do sistema, ou seja, apenas os casos para os quais €, = 1.

E importante ressaltar que a expressao (1.18) é exata, porém, para calcular as médias no lado
direito da equacdo, € necessario conhecer a distribuicdo de probabilidades de encontrar o sistema em
todas as possiveis configuracdes, o que na maioria das vezes € intratavel. A aproximagdo de campo

médio neste caso corresponde a substituir

(tanh (ﬁTEn» = tanh <BTETL>

na equacdo (1.18). Desta forma, utilizando as identidades (s,eca) = M € &, = p, obtemos as magne-
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tizagdes

my4 = tanh {ﬁT(ZJAAmA +pz,JABmB)}7

mB=tanh{ﬁT(szBBmBJrz/JABmA)} (1.20)

sendo que z é o nimero de primeiros vizinhos que um itomo tem em sua propria camada (e. g.,
2 = 4 para uma rede quadrada) e 2’ é o nimero de primeiros vizinhos que um atomo tem nas demais
camadas, isto €, 2’ = 1 para o sistema bicamada e 2z’ = 2 para o sistema multicamadas.

Os sistemas de equacdes ndo lineares (1.20) pode ser resolvido numericamente, por exemplo
com o método de Newton-Raphson [62], para determinar as magnetizacdes, m 4, mp € myy = %(m A+
pmp), em fun¢do da temperatura para vérios valores dos pardmetros do hamiltoniano, como podemos
ver no exemplo da figura 1.2, para um sistema multicamadas com p = 0,80 e J45/Jpp = —0,50,
nos casos: J4a/Jpp = 0,20 (figura 1.2a) e Jy4/Jpp = 0,80 (figura 1.2b).

1.4 Aproximaciao de Campo Efetivo

Com o objetivo de melhorar os resultados da aproximagdo de campo médio, podemos aplicar
o método de campo efetivo, proposto por Honmura e Kaneyoshi [63]. Embora este método tenha
sido inicialmente aplicado para o modelo de Ising puro, nés utilizaremos a versio generalizado para

sistemas desordenados [64]. Nesta abordagem, usamos o operador diferencial

MV f(x) = f(z+ ),
naqual V= 8%’ para reescrever a equacao (1.18) como

G = (exp (Br B V) tanha| (121)

r=

na qual os F,, so dados pela equacdo (1.19) e, consequentemente, as exponenciais da equagdo (1.27)

podem ser escritas como

exp (B BneaV) ={ T exp (B0 1445,V } {Tleexp (BrJapseerV) }

exp (BrEnesV) :{Hk exp (3TJBBSkka)} {Hi exp (BrJapsiV) }7 (1.22)

nas quais usamos a mesma convenc¢do de indices da equacdo (1.19), ou seja, os produtdrios com
indices j e k tém quatro fatores no caso de uma rede quadrada e os produtdrios com indices i ou ¢
podem ter apenas um fator para o sistema bicamada ou dois fatores para o sistema multicamadas.

Na equag@o (1.22), tendo em vista que ¢, pode valer 0 ou 1, as exponenciais da forma e®»
podem ser expressas como

P =1+ e,[e"n —1].

Ja e pode ser escrita como uma série de poténcias, que por sua vez pode ser separada em duas
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Figura 1.2: Resultado de campo médio para as magnetizacdes dos planos, m 4 e pmp, € magnetizagao total, myo, €m
fungdo da temperatura adimensional, kT /.Jp 5, para um sistema multicamadas com p = 0,80 e Jap/Jpp = —0,50. A
figura (a), para Ja4/Jpp = 0,20, mostra a existéncia de uma temperatura de compensagao, Tr.omp. tal que myr =0 e
0 < T,omp < Tt enquanto a figura (b), para J44/Jpp = 0,80, corresponde a um caso sem compensagao.
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Figura 1.3: Resultado de campo efetivo para as magnetizacdes dos planos, m 4 e pmp, e magnetiza¢do total, myor, em
fungdo da temperatura adimensional, kg7 /.Jp g, para um sistema multicamadas com p = 0,80 e Jap/Jpp = —0,50. A
figura (a), para J44/JJpp = 0,20, mostra a existéncia de uma temperatura de compensagao, Tr.omp, tal que mer =0 e
0 < Tomp < T, enquanto a figura (b), para JAA/JBB = 0,80, corresponde a um caso sem compensagao.
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séries: uma para os indices pares e outra para os indices impares:

oTon — i (z89)%k n i (1571)2“14
= QR A& 20+ 1)
Como s, = +1, sabemos que s2* = 1 e s2+! = 5. Logo, obtemos
= a2k o 20+
=L o | =cosh sinh 123
e kg()(Zk)! + 55 ;)(24-1-1)! cosh () + s, sinh (z) (1.23)
e, portanto,

" = 1 + €, [cosh (z) + s, sinh (z) — 1]. (1.24)

Substituindo (1.23) e (1.24) em (1.22), obtemos

exp (BrEpeaV) =11, { cosh (Br.J44V) + s sinh (STJAAV)}
X Hz{l +er[cosh (BrJapV) + sgsinh (BrJapV) — 1] }
exp(BrEnepV) = Hk{ 1+ ek [COSh (BrJpBV)+ s sinh (BrJppV) — 1] }
x Hi{cosh (BrJapY) + s;sinh (/jTJABV)}. (1.25)
Analogamente ao que foi feito para obter as expressdes para as magnetiza¢des na se¢do 1.3,
vamos obter uma aproximagdo para as médias (exp (57 E,V)) desprezando correlages entre spins,
ou seja, utilizando (IT,s;,) = IT,(s,). Como sabemos que as varidveis €, sdo descorrelacionadas,
ainda temos que IT,¢,, = I1,,&,. Usando as identidades: (s,ca) = ma € &, = p, escrevemos as médias
de (1.25) como
(exp (BrEneaV)) =11; { cosh (BrJ4aV) +masinh (BrJ4 AV)}
x n/,{l +p[cosh (Br.JapV) +mpsinh (Br.J45V) — 1]}
{exp (BrEnepV)) = Hk{l +p[cosh (Br.J5V) +mpsinh (3rJppV) — 1] }

xHj{cosh(;’)’TJABV)—&—mA sinh(ﬁT.]ABV)}. (1.26)
Finalmente, substituindo (1.26) em (1.27) e utilizando a identidade

1
cosha+zsinha = 3 [(l +x)e’+(1 —x)e’“],
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podemos facilmente obter as expressdes para magnetiza¢des na aproximacdo de campo efetivo como

1 B .
ma :W{(l +ma)e’TTaaY (1 —my)e BTJAAV}

Z/
X {2(1 -p) +p{(1 +mp)elTTaBY (1 mB)e’BT‘IABV] } tanhz

)
r=

1 y :
mp =2y {2(1 —p) +p[(1 +mp)e’ 88V 4 (1 —mp)e 3T‘]BBV} }

Z/
X {(1 +my)ePrlasY 4 (1 —mA)efﬂTJABV} tanhz

, (1.27)

r=

nas quais, como na equagio (1.20), z e 2’ sdo os ndmeros de primeiros vizinhos que um sitio tem,
respectivamente, em sua propria camada e nas demais camadas. Para o sistema bicamada temos 2’ = 1
e para o sistema multicamadas temos 2’ = 2.

Assim como na se¢do 1.3, o sistema de equacdes ndo lineares em (1.27) pode ser resolvido nu-
mericamente para determinar m 4, mp e My, em fungdo da temperatura para varios valores dos para-
metros do hamiltoniano, como podemos ver no exemplo da figura 1.3, para um sistema multicamadas
comp=0,80e Jap/Jpp = —0,50, nos casos: Jaa/Jpp = 0,20 (figura 1.3a) e J44/Jpp = 0,80
(figura 1.3b).
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2 TRANSICOES DE FASE E FENOMENOS CRITICOS

Neste capitulo, apresentaremos uma breve discussao sobre transi¢des de fase e fendmenos cri-
ticos. Em seguida, introduziremos trés conceitos fundamentais para o estudo de fendmenos criticos:

renormalizacdo, invaridncia de escala e universalidade.

2.1 Transicoes de fase

Transi¢Oes de fase sdo caracterizadas por uma singularidade em um potencial termodindmico.
O comportamento singular do potencial termodindmico costuma ser usado para classificar transigdes
de fase em duas categorias: transi¢des de primeira ordem (transi¢do descontinua), ou transi¢des con-
tinuas. No primeiro caso, deve haver uma descontinuidade finita em uma ou mais das primeiras
derivadas do potencial termodindmico em questdo. J4 no caso de uma transi¢do continua as primei-
ras derivadas do potencial sdo todas continuas, no entanto, deve haver uma divergéncia em alguma
derivada de ordem superior [58].

Para sistemas magnéticos, o potencial termodindmico adequado € a energia livre
F=—kpThhZ=U-TS, 2.1)

na qual kp € a constante de Boltzmann, 7" € a temperatura, Z € a funcao de particéo, S € a entropia e
U ¢€ a energia interna. Sabemos que U € fun¢@o da entropia e de um campo magnético externo H da
seguinte forma:

dU = TdS — MdH, 2.2)

na qual M é a magnetizagdo total. Logo, temos
dF =dU —TdS —SdT" = —-MdH — SdT (2.3)
e podemos escrever a magnetizagao por particula como

M 1 (O0F
MENETN (an)T 24

Sistemas que passam por transi¢cdes de fase costumam apresentar alteracdes drasticas em suas

propriedades termodindmicas, bem como mudancgas de simetria. Analisemos o caso particular de um
sistema ferromagnético a campo nulo. Neste caso a transi¢ao ocorre entre as fases paramagnética
e ferromagnética. Na fase ferromagnética, também chamada de fase ordenada, os spins apresentam
ordem de longo alcance, o que resulta em uma magnetizagdo diferente de zero mesmo sem a presenga
de um campo externo. J4 a fase paramagnética, também chamada de fase desordenada, apresenta
spins desordenados e magnetizagdo nula. Ha uma diferenga clara entre a simetria espacial das duas

fases em questdo. Na fase desordenada, por ndo apresentar magnetizagdo, o sistema € invariante por
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rotacdo enquanto que na fase ordenada, na qual ha uma diregdo preferencial para a magnetizacao,
a invariancia rotacional do sistema ¢ quebrada. Para uma melhor compreensdo das diferengas de
simetria entre as duas fases, definimos uma nova quantidade, chamado parametro de ordem. Este
novo parametro € alguma grandeza termodinamica associada ao sistema que ¢ identicamente nula na

fase desordenada e diferente de zero na fase ordenada [57,58].

Figura 2.1: Representacdo do comportamento do pardmetro de ordem em uma transi¢io de primeira ordem (esquerda;
vermelho) e em uma transi¢do continua (direita; azul).
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Outro aspecto importante do pardmetro de ordem é o fato de que o seu comportamento na
proximidade da transicdo estd intimamente ligado a classificacdo da transi¢do como continua ou de
primeira ordem. Para o caso do sistema ferromagnético o pardmetro de ordem ¢é a prépria magneti-
zagdo, cujo comportamento qualitativo para os dois tipos de transi¢do € apresentado na figura 2.1. A
curva azul mostra a magnetizacgao se aproximando de zero de forma continua conforme a temperatura
aumenta até a temperatura critica, 7., como ocorre em uma transi¢ao continua. Ja a curva vermelha
mostra uma descontinuidade no parametro de ordem em uma temperatura chamada de temperatura

de transicdo, 7%, caracteristica de uma transi¢ao de primeira ordem [58].

2.2 Transicoes continuas e comportamento critico

Transi¢oes de fase continuas podem ser caracterizadas pela divergéncia de grandezas relaciona-
das com a segunda derivada ou derivadas de ordem superior de algum potencial termodindmico em
uma certa temperatura 1" = T, chamada de temperatura critica. No caso de um sistema ferromag-
nético, a transicdo entre a fases paramagnética e ferromagnética é caracterizada pela divergéncia da

susceptibilidade magnética, x, que € a derivada do pardmetro de ordem em relagéo ao campo externo,

om 1 (0*F
x= (a*H)H:o =N <67>H @

dada por
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assim como pela possivel divergéncia de outras grandezas relacionadas com derivadas de segunda

ordem de F, como € o caso do calor especifico a campo nulo

1 /0oU T (PF
‘*N(a*TLZJW(W)H:o' 20

Nas proximidades do ponto critico, podemos descrever o comportamento de certos observaveis,

O, como leis de poténcia da seguinte forma:

o)~ , t—=0, Q.7
naqual t = (T'—T.)/T. é a temperatura reduzida, uma espécie de medida da “distancia” & temperatura
critica, e A € o expoente critico associado a grandeza O, definido como:

In|O(t
A= lim OO 2.8)
t—0 In|t|

Na tabela 2.1, apresentamos a defini¢do de alguns expoentes criticos relacionados a grandezas
termodindmicas em sistemas magnéticos, como o calor especifico, susceptibilidade magnética, entre
outras. Uma outra grandeza importante mencionada nesta tabela € a fungdo de correlagio de pares,
definida como:

D(7) = (sisg) = (si)(s), 2.9)
na qual s; e s; sdo varidveis de spin e "= 7’; — ; € 0 vetor posicdo relativa entre s; e s;. O comporta-

mento assintético da fung@o de correlagdo de pares parat — 0er>> ¢ é

e T/

L(F) ~ s Ee (2.10)
na qual £ é o comprimento de correlagdo [42]. Ja no ponto critico, este comportamento se reduz ao
apresentado na tabela 2.1.

E importante ressaltar que apenas dois dos seis expoentes da tabela 2.1 sdo independentes, sendo
que eles estdo relacionados através das leis de escala apresentadas na tabela 2.2, obtidas a partir do

grupo de renormalizac¢@o, como veremos na secao 2.3.
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Tabela 2.1: Comportamento critico e expoentes criticos de algumas grandezas termodindmicas [58].

Calor especifico e~ |t t—0,H=0
Susceptibilidade magnética X~ 7, t—0,H=0
Magnetizacao m e~ tﬂ, t—0,H=0
Isoterma critica H~ % |m|‘5, t=0

Fungio de correlagdo de pares (7)) ~ 1/7%2*" ¢ =0,H=0

Comprimento de correlagdo E~tT, t—0,H=0

Tabela 2.2: Relagdes entre os expoentes criticos [S57].

Fisher vy=v(2—n)
Rushbrooke a+25+~v=2
Widom v=pB(-1)

Josephson vd=2—«
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2.3 Renormalizagio, invaridncia de escala, e universalidade

Nesta se¢do, discutiremos brevemente trés conceitos fundamentais para a nossa compreensao
acerca de fendmenos criticos: renormalizagdo, invaridncia de escala, e universalidade. Para tal, apre-
sentaremos uma abordagem na qual partimos do grupo de renormalizagdo e obtemos os demais con-
ceitos como consequéncia deste, cientes de que esta abordagem ndo segue uma ordem histdrica de
surgimento e eventual inter-relagdo destes conceitos [65].

No grupo de renormalizac¢do (GR) [42,58, 65], partimos da andlise de um sistema descrito pelo
hamiltoniano reduzido H = H/(kgT) e de como seu comportamento termodindmico se modifica
apos este sistema sofrer uma transformag@o de escala. Nao especificamos o hamiltoniano, mas de-
vemos supor que ele seja fungdo de um espago de pardmetros { K }, de tal forma que a aplicagdo da
transformagdo sobre 7{ gera um novo hamiltoniano reduzido 7’ que é fungdo de um novo espaco de

pardmetros { K'}. Formalmente, escrevemos esta transformagao como
H({K'}) = RR{KY), @11

na qual o operador R reduz o nimero de graus de liberdade do hamiltoniano original de N para
N’ de tal forma que H' e # sejam estatisticamente equivalentes, ou seja, a transformagdo R apenas

multiplica a fungao de particdo por uma constante, isto é
Zni(H') = [constante] Zy (H). (2.12)

Desta forma, a energia livre F também € invariante, a menos de uma constante aditiva. Como F ¢

extensiva, a energia livre reduzida por sitio, f = F/(NkpT), deve se transformar como

F(#H') = b F(FL) + [constante’], (2.13)

sendo que d é a dimensdo e b= (N/N’)!/4

¢ o fator de escala, que define como séo transformadas as
escalas de comprimento em nossa rede: 7= (7)' = b~ .

Quase todos os resultados do GR para transigdes de fase provém do fato de que, apds sucessivas
renormalizacdes, esperamos encontrar pontos fixos, ou seja, pontos no espago de parametros para
os quais {K'} = {K} = {K*} [58]. Dependendo do comportamento do sistema nas proximidades
destes pontos fixos, podemos classificd-los como estdveis ou instdveis. Um ponto fixo { K*} é estdvel
se a transformagéo R realizada com o sistema em um ponto { K } nas proximidades de { K*} leva o
sistema transformado a um ponto { K’} mais préximo de { K*}. J4 { K*} é um ponto fixo instdvel se
a transformagdo realizada com o sistema inicialmente em um ponto { K } nas proximidades de { K*}
leva o sistema transformado para mais longe de { K*}. Sucessivas transformacdes aplicadas a um

sistema fora de um ponto fixo levam este sistema para longe dos pontos fixos instdveis e na direcio

de um dos pontos fixos estaveis.
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No caso de uma transformagao aplicada a um sistema exatamente em um ponto fixo, deveriamos
ter invariancia, por exemplo, do comprimento de correlagio: & = £ = £*. No entanto, 0 comprimento
de correlacdo deve variar de acordo com o fator de escala, £’ = b~'¢, e a condigdo de invaridncia
pela transformacao R s6 pode ser satisfeita se o comprimento de correlagdo for zero ou infinito. Os
casos em que £ = 0 correspondem a pontos fixos estaveis, também conhecidos como atratores. A
determinacédo destes atratores nos leva a caracterizar as diferentes fases do sistema. J4 a divergéncia
do comprimento de correlacdo, caracteristica de uma transi¢ao continua, ocorre em pontos fixos instd-
veis, ou seja, pontos fixos instaveis estdo relacionados a fendmenos criticos. Portanto, a determinagao
de um ponto fixo instavel nos permite estimar o ponto critico do sistema [42].

Fisicamente, uma transformacao de escala realizada sobre um sistema exatamente em um ponto
fixo instavel preserva as caracteristicas do sistema original, tendo em vista que a escala tipica de
comprimento dos dois sistemas, dada pelo comprimento de correlagdo, permanece inalterada. Este
comportamento ¢ chamado de invaridncia de escala e sua principal consequéncia para o estudo de
fendmenos criticos consiste no fato de que, o comportamento singular da energia livre reduzida do
sistema na regido préxima ao ponto fixo instavel é dado assintoticamente por uma fungdo homogénea
generalizada (FHG) [65] dos pardmetros do hamiltoniano H, ou seja, escrevemos a parte singular de

(2.13) perto do ponto fixo como
Fang(ui}) ~ b~ F({uib?}), 2.14)

na qual os u; sdo campos de escala lineares do hamiltoniano. Os y; sdo chamados de autovalores de
grupo de renormalizac@o e, conforme mostraremos a seguir, estdo ligados aos expoentes criticos.
O comportamento das varidveis g; = u;bY% apds a aplicac@o de sucessivas renormalizacdes com

b > 0 pode ser de trés formas:

(a) Sey; >0, g; cresce a cada renormalizagdo e o campo u; € necessario para descrever o compor-
tamento critico do sistema no limite termodinamico. Neste caso dizemos que u; é um campo

relevante.

(b) Se y; <0, g; decresce a cada renormalizacdo. Neste caso, como o valor de g; tende a zero
conforme o sistema aumenta, f,, ndo depende de u; no limite termodindmico e este campo é

dito irrelevante.

(c) Se y; =0, g; pode crescer ou decrescer com sucessivas renormalizacdes e ndo podemos prever

se fsing € ou ndo funcdo de u; no limite termodindmico. Neste caso, o campo u; € dito marginal.

Tipicamente, em sistemas magnéticos, a temperatura € o campo magnético sao os inicos cam-

pos relevantes. Nestes casos, reescrevemos (2.14) como

Fang (8, {0}) ~ b= F (109 hb¥ {1}, 2.15)
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na qual uy =t = (T'—1T,)/T. é a temperatura reduzida, e u, = h = H/(kgT') é o campo magnético
reduzido. Os demais campos lineares, {@;}, sdo todos irrelevantes. Escolhendo b = L, podemos
escrever (2.15) como

Fong (8,1, L) ~ L™ F(tLY WLV {@i; L)), (2.16)

Note que os expoentes w; devem ser positivos, garantindo assim que, no limite termodinimico, os
gi = 4; L™“" sejam nulos e a energia livre seja funcdo apenas dos campos relevantes. No entanto,
para melhor compreender a contribuicdo dos campos irrelevantes para sistemas de tamanho finito,
podemos expandir (2.16) em torno de g; = 0, supondo que fseja analitica em relagdo aos ;. Desta

forma, obtemos
fsing(t, h,L) ~ L {f(tL?‘/f,hLy’l, {g;=0}) +Zg¢ﬁ 4 } , 2.17)
i

na qual {g; = 0} denota que a fungio ¢ avaliada com g; = 0,Vj # h,t. Os j: sdo definidos como

=~ (of
fi= () .
Ly -

As consequéncias da invaridncia de escala seguem das propriedades das fun¢des homogéneas
generalizadas: como uma transformada de Legendre de uma FHG é também uma FHG, temos que
todos os potenciais termodindmicos sdo, assintoticamente, FHGs. Além disso, como podemos ex-
pressar qualquer grandeza termodindmica como uma derivada de algum potencial termodinamico e a
derivada de uma FHG ¢ também uma FHG, todas as grandezas termodinamicas sdo, nas proximidades
do ponto critico (fixo), fungdes homogéneas generalizadas [65]. Esta nocéo € empregada na obtengao
das relagdes entre os expoentes criticos dadas na tabela 2.2. Como ha apenas dois campos relevantes,
apenas 0s expoentes y; € y;, s30 necessarios para descrever o comportamento critico destes sistemas,
sendo que os demais expoentes podem ser escritos como fungdo destes dois. Através da equacdo
(2.17) e das definigdes (2.4), (2.5) e (2.6), podemos obter o comportamento de escala de grandezas a

campo nulo, como a magnetizacgao, susceptibilidade e calor especifico, respectivamente:

dfiln Yp—a ra s
( ahg)h — [Yn ]{fh+;gifi}z+"'}$ (2.18)

02 Tsino
x~< aflz) = L=(@=2) {fthgzm : } (2.19)
h=0

82 _Sin
(;~< 8£2g> o {ftt+zngzft+ } (2.20)
h=0
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nas quais

~ af . rf
fn—(a;‘> 7fnk_<8q,(gq )
I/ {g;=0},91,=0 IR {9;=0},9,=0

& _< oo )
nkt = 5
0Gp0g10gn
JEOIRCIn ] 140} gn=0

sendo que n, k., £ =i, h,t; g; = 4, L™V, g, = hlY e gy = t LY.

Note que, como as fungdes fnkg sdo avaliadas para g, = 0 e {g; = 0}, as grandezas nas equagdes
(2.18), (2.19) e (2.20) sdo fungdes apenas de g ¢ L. Em particular, se tomarmos o limite L — oo,
obtemos:

me I'JTV”f‘]L;‘;l(IS[/?’t)7

X~ Lth*dfhh(tLyt)

o DAL (L1,

Se escolhermos L = [t|~!/¥, obtemos

m ~ AT [g|(d=vn) e

x ~ A |t~ @un=a) v

e
c~ A(ic)‘15|*(21yt*d)/yz7
nas quais os ASrG) e A&G) sdo as amplitudes de uma grandeza G parat > 0 e ¢ < 0, respectivamente.

A partir da tabela 2.1, podemos identificar os expoentes: « =2 —d/y, 8 = (d—yp)/yr e v = Qyp —
d)/yt, com A(fl) =0.

De forma andloga, identificamos o expoente do comprimento de correlagdo como v = 1/y;,
partindo da andlise da funcio de correlag@o de pares e seu comportamento critico. Ou ainda, de forma
alternativa, da andlise direta de £: como sabemos que o comprimento de correlacdo deve divergir no
sistema infinito, a forma renormalizada desta grandeza deve ser comparavel ao tamanho linear de um
sistema finito, na regido critica:

29 2.21)
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de onde, comparando com a tabela 2.1, obtemos:
|t~ L7, 2.22)

que nos dd v = 1/y;, se comparada com a condigdo L = \t\*l/ Yt imposta para encontrarmos os demais
expoentes. As relacdes de escala da tabela 2.2 sdo facilmente obtidas se compararmos as expressoes
(2.21) a(2.21) com o comportamento critico das grandezas apresentado na tabela 2.1.

Os expoentes criticos se tornam um conceito particularmente importante e fundamental para o
estudo de fendmenos criticos devido a um intrigante comportamento conhecido como universalidade.
Este comportamento € caracterizado pela existéncia de diferentes sistemas que apresentam o mesmo
comportamento assintético proximo da criticalidade. De fato, da infinidade de sistemas fisicos e mo-
delos tedricos distintos existentes, pode-se identificar um nimero aparentemente finito de classes que
apresentam o mesmo comportamento critico, caracterizado por um conjunto de expoentes criticos.
Dizemos que dois sistemas distintos que tém o mesmo conjunto de expoentes criticos pertencem a
mesma classe de universalidade [58]. O conceito de universalidade ja era empiricamente conhecido
hd mais de quatro décadas, sendo que este nome foi proposto por Kadanoff em 1970 [65]. No entanto,
uma melhor compreensdo tedrica da universalidade s6 foi possivel através do GR.

O que permite que sistemas distintos sejam agrupados em uma mesma classe de universalidade
¢é justamente o fato de que as diferencas entre estes sistemas sdo descritas em termos de campos ir-
relevantes, isto €, sua influéncia no comportamento critico é desprezivel conforme nos aproximamos
do limite termodindmico. Hé apenas uma pequena quantidade de fatores relevantes para a descrigdo
do comportamento critico dos sistemas. Sabe-se por exemplo que a dimensionalidade do sistema, a
dimensao do parametro de ordem e o alcance das interacdes (interacdes de curto alcance ou de longo
alcance) estdo entre estes fatores. Sabe-se também que outros aspectos, como a topologia da rede ou
particularidades sobre as interacGes, contanto que estas se mantenham de curto alcance, por sua vez,
ndo sdo fatores determinantes para a criticalidade. H4 ainda fatores como a introdu¢do de inomoge-
neidades, seja de forma ordenada ou desordenada, que podem ou nio ser relevantes, dependendo do

sistema.

2.4 Relacgoes de escala de tamanho finito

Em simulacdes de Monte Carlo, invariavelmente lidamos com sistemas de tamanho L finito.
Todavia, o comportamento critico dos sistemas se manifesta no limite termodindmico. Assim, para
que possamos determinar com precisdo o comportamento critico do nosso modelo, devemos analisar
a dependéncia dos observaveis medidos em nossas simulacdes com o tamanho do sistema e extrapolar
este comportamento para o limite L — . O método que nos permite fazer estas extrapolagdes € a
andlise de escala de tamanho finito (do inglés, finite-size scaling) [58]. Nesta abordagem, partimos das

expressdes de Grupo de Renormalizacdo obtidas na segdo 2.3. Especificamente as equacdes (2.18),
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(2.19) e (2.20), as quais reescrevemos explicitando a dependéncia com os expoentes «, [3, v, V, w; €

com o tamanho L do sistema. Desta forma, obtemos

m(ge, L) ~ L~ {fh + Y fnwl ™+ } ., (2.23)
X(ge. L) ~ L {fhh + ZﬁhhﬂiLw‘ +oee } (2.24)

(S
c(ge. L) ~ L {}‘Zt + Y il } : (225)

nas quais g; = tL\v, Algumas grandezas, como a susceptibilidade ou o calor especifico (apenas no
caso em que o > 0), divergem no ponto critico no limite L — oo, como fica claro das equacdes (2.24)
e (2.25).

Para um sistema finito, no entanto, cada uma dessas quantidades tem um valor maximo a uma
dada temperatura, T.(L), que € a temperatura pseudo-critica ou temperatura critica efetiva. Por exem-

plo, no caso de , para um valor fixo de L o maximo ocorre quando

Ix(gt, L) _0
99t r—1,(1) 7
o que € equivalente a
{ﬁht + Y Finmi L™ 4 } =0, (2.26)
: t=(To(L)~Te) /Te

na qual

o= (k)
ihht = | 5——5— .
3!]t6.‘7h8-‘h {9_7:0},_(]h:0

Como esperamos que a temperatura critica efetiva, T.(L), seja préxima de T, para valores grandes de

L, podemos expandir as funcdes Ezm( gt)e fzhht( g¢) em torno de g; = 0, obtendo, até primeira ordem:
Pt (LLVYY m o+ dot LY (2.27)

i fonne (L) 2 ¢+ dit LY. (2.28)

Substituindo as expansdes (2.27) e (2.28) em (2.26), obtemos:

{eco+ Y i} +tLV {do+ Y. diL™} +--- =0
i i
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e, isolando ¢, utilizando a expansdo (1 + z)’] ~ 1 — z e desprezando os termos (’)(L*(“’i“”j)) e
O(L™2), Vi, j, obtemos

twL'/”{l +Zb¢L“’+--~},
i

que pode ser reescrita como
TC(L)TCNL_I/”{1+Z(LZ-L_”I+-~-}. (2.29)
i

Apesar de ter sido deduzida a partir do comportamento de escala da susceptibilidade, a equagao
(2.29) pode ser obtida a partir do calor especifico ou de qualquer outra grandeza que divirja no ponto
critico no limite termodindmico. Exemplos de grandezas que apresentam comportamentos de escala
similares e podem fornecer estimativas de T.(L) sdo as derivadas termodindmicas discutidas na se¢do
1.2,i. e., 0§, para G = (|M|"), G =In (| M|™) ou G = Uy [60]. Estas derivadas nao apenas fornecem
estimativas adicionais para T,(L), como também podem ser utilizadas para calcular o expoente v.
Para tal, como Uy e In (| M|™) dependem de (| M|™), precisamos de uma relagdo de (| M|™) com f
para encontrar seu comportamento de escala a partir de (2.17). Sabemos que a energia livre reduzida
se relaciona com a fungdo de partigio como N f = —In Z. Desta forma, podemos obter poténcias da
magnetizagd@o a partir de derivadas da func@o de parti¢do em relagdo ao campo magnético [56], ou
seja, -

(IM|™y ~ 10"z _ ewa.
Z Ohn Oh™

Para o caso particular de n = 2, por exemplo, obtemos a seguinte expressao, valida préximo do ponto

- 9%(eNisin 27 5o\ 2
<M2> NeNfsingM ——N <8 fsmg) +N2 <6f5,ng) ‘

(2.30)

critico

Oh? oh? oh

A derivada logaritmica de (M?) em relagdo a K a campo nulo é entdo dada por

d 1 d(M?)
2, @ 2y _
O In (M”) dtln<M ) ) di
63fsin ‘9Jising (?zfsin
N ( atath ) —2N 2( Oh ) ( f)tahg)
O In (M?) ~ . (2.31)

~ - 2
02fsin Ofsin
N< 9h2g>,N2( 8hg>
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A seguir, precisaremos calcular algumas derivadas de fi,,. Partindo da equagdo (2.17), temos:
3 fsin - N o
sy =L S fu Y @l
O Jho i
& fn - z P
fzg =L L fun+ Y finn L™ - 8
> ) oo i
azf_' g —d rs irs — s
Sin — [~ dtuntye 77 e B
< atoh ),_, fht+;flhtul + )

83f' g d ~ - »
sin, [ +2yn+ye ’ ’_jL7w1 Y
< oton? J Jrne + ;fihht U; +

Desta forma, sabendo que N ~ L%, podemos escrever numerador e o denominador de (2.31), respec-

tivamente, como

L2ty {

Sont + Y Finnt @ L™ 4+
7

A2 ot Y finta L o | | fu+ Y i@l }
i A
= [untwe {Fo(gt) +) Fig) L™ - } (2.32)
7
€
2
Lzy”{ Ton+ Y finn@ L™ |+ | o+ Y i@ L™ }
=L {Fé(gt) +Y Fl(g) L +-- }7 (2.33)
7

nas quais desprezamos os termos O(L~2) e O(L~®it%)), Vi, j e definimos:

Fo(gt) =Funt +2fnfue.

Fi(ge) =i( finne + 2 fine + 2finfue).
Fi(g) =fun+2f7,

Fl(g0) =i finn + 2fnfin)-

Substituindo as expressoes (2.32) e (2.33) em (2.31), obtemos

Fo(g) + X Fi(g) L™ +--- }
Fy(g¢) + X Fl(gs) L=+

I In (M) ~ L% { (2.34)

e, de forma andloga ao procedimento usado para obter a equacao (2.29), podemos expandir as funcdes

Fo(ge), Fi(ge), F§(g) e F!(g¢) até primeira ordem em torno de g; = 0 e, novamente, usando (1 +
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2)7! =~ 1 — z, obtemos

A In (M) ~ LY {1 +Y AL +} (2.35)

Este procedimento pode ser repetido para as demais derivadas termodinamicas, de forma que
é possivel escrever uma relac@o geral para o comportamento de escala de dxG nas proximidades do

ponto critico como

(9KgNL1/V{1+ZGiLwi+"'}7 (2.36)

para G =In(IM|") e G = U,.
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3 METODO DE MONTE CARLO

Neste capitulo vamos descrever os métodos empregados na obtencéo dos resultados. Iniciare-
mos pela apresentacdo do método de Monte Carlo, mais especificamente dos algoritmos de Metropo-
lis e Wolff. Adiante, apresentaremos alguns detalhes técnicos sobre a implementacdo do algoritmo e

procedimentos utilizados nas simulagdes.

3.1 Simulacdes de Monte Carlo
Ao estudarmos um sistema com um conjunto bem definido de estados discretos,

0 =(51,82,---,5N),

como ¢é o caso do modelo de Ising, usado neste trabalho, uma abordagem comum se faz a partir do
hamiltoniano, H (), do sistema. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o hamiltoniano de
um sistema genérico deste tipo pode ser escrito como H (o) = JE(o), sendo que (o) é a energia
extensiva adimensional do sistema. Isto é andlogo ao que fizemos com o hamiltoniano (1.5), apenas
com a condi¢do J = Jpp.

No ambito da Mecanica Estatistica, particularmente no ensemble candnico, o objetivo é calcular
a fungdo de particao

z2=Y exp{~H(0)/kpT} =Y e &), (3.1)
{o} {o}

na qual K = J/kgT é o inverso da temperatura adimensional e a soma & realizada sobre todos os
possiveis estados, o, do sistema. Uma vez que se conhega a fun¢do de parti¢do, todas as propriedades
termodinamicas do sistema em questdo podem ser determinadas, tendo em vista que, para o sistema
em equilibrio termodindmico a uma temperatura 7, a probabilidade de encontra-lo na configuragdo o
é [66]

1
Py (o) = Ee*m”) (3.2)

e o valor esperado (média térmica) de um observével qualquer, O(o), do sistema é dado por

(O)k =) O(0)Px(0). (3.3)
{o}

No caso do modelo de Ising, o nimero de estados é 2N sendo N é o nimero total de sitios

na rede. Para um sistema composto por duas redes quadradas de tamanho linear L = 10, que é
o menor tamanho dentre as redes usadas neste trabalho, por exemplo, temos N = 2 x 102, o que
nos dd 2200 x 10% estados. Se fossemos apenas calcular a soma em (3.1) exatamente para este
sistema, considerando que dispomos de computadores com capacidade de realizar ~ 10'° operacdes
de soma por segundo, o tempo de computacdo necessdrio seria tep, ~ 10°° segundos. E claro que esta

abordagem € inviavel, pois demorariamos um tempo dezenas de ordens de grandeza maior do que a
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idade do universo para obter o comportamento exato de um sistema extremamente pequeno, quando
na verdade estamos interessados no comportamento do sistema no limite termodinamico (N — ).

O método de Monte Carlo surge como uma poderosa ferramenta em casos como o do exemplo
anterior, nos quais a funcdo de parti¢cdo nio pode ser calculada exatamente. O método consiste em
estimar o valor de (O) supondo que seja possivel gerar um certo nimero n de estados de acordo com
a probabilidade P(c) e que estes estados levem a médias representativas do cdlculo feito com todos
os estados. Assim obtemos simplesmente

1
On =

n

Y 0, G4

i=1
na qual O,, é a estimativa do valor de (O) para n estados gerados, que serd tanto mais préxima do
valor real quanto maior for o valor de n.

O problema agora é gerar estes n estados de acordo com a probabilidade Pk (c). As técnicas
que tornam isto possivel sao chamadas de amostragem por importancia [44]. Devemos escolher um
processo estocdstico [66] cuja probabilidade estaciondria seja Pk (o), ou seja, no qual a probabilidade
de encontrarmos o sistema em um estado o em um dado instante ¢, P(o,t), se aproxime assintotica-
mente de P (o) conforme ¢ — 0. De uma forma geral, podemos descrever o processo através do
qual os estados serdo gerados por uma equacdo mestra, que descreve a evolugdo temporal de P(o,t),
relacionando sua taxa de variagdo temporal a um balango entre as possibilidades que o sistema tem
de estar no estado o e transitar para um estado ¢’ ou estar em qualquer outro estado ¢’ e transitar para

o estado 0. Matematicamente, a equacdo mestra € escrita como

dP(o,t
aPlot) _ Y P tw(o’ = 0)=Plot)w(c—0d) ¢, (3.5)
dt ; '
o'(#0)
na qual w(o — o”) é a taxa de transi¢do do estado o para o estado ¢’. Ainda podemos escolher, dentre
os processos descritos por (3.5), uma classe de processos chamados markovianos. Um processo
markoviano € um mecanismo que, a partir de um estado o, gera um novo estado ¢’ com uma taxa de

transi¢do w(o — ¢’) que depende apenas dos estados inicial o e final o’ [44].

No limite ¢ — o, temos d])(gg,t) =0e P(0,t = o) — Pg(0), ou seja, a condi¢do para que o
sistema atinja o equilibrio é
Z {PK(U,)W(U, — 0) — Pg(0)w(oc — a’)} =0. (3.6)

o'(#0)
Um conjunto possivel de solu¢des para a equagdo (3.6) satisfaz a condig¢do conhecida como balance-

amento detalhado [66]:
Pg(0)w(oc — 0') = Pg(o")w(o' — o), Vo,0’, 3.7

que é condicio suficiente mas ndo necessaria para esta equacdo seja verdadeira. Substituindo a equa-
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¢do (3.2), para Pg (o), na equagdo (3.7), a condigdo de balanceamento detalhado se reduz a

wlo =2 0) _ —k(Ew)-£) (3.8)
w(o! — ) ' '

Existe ainda uma condicdo a ser obedecida, além de (3.8), para que possamos garantir que o
nosso processo markoviano atinja o equilibrio e gere estados de acordo com Pk (c): o processo deve
ser ergédico, ou seja, 0 mecanismo que usarmos para gerar um estado ¢’ a partir de um estado o deve
permitir que, se transcorrido tempo suficiente, todos os estados do sistema sejam acessiveis. Nao
poderiamos, por exemplo, gerar uma sequéncia de estados de um sistema de spins de Ising através de
uma regra que impossibilite que um spin troque de valor ao longo da simulag@o ap6s ter assumido um
valor s; = —1 pois, independente do estado inicial, eventualmente este sistema ficaria preso em um
estado com todos os spins assumindo o mesmo valor s; = —1.

Mesmo tendo de satisfazer as condi¢des acima, ainda temos bastante liberdade para a escolha
das taxas de transi¢do. Para auxiliar na compreensdo dos algoritmos empregados nas simulacdes,
costuma-se dividir estas taxas em duas parcelas, associadas a duas etapas distintas da atualizag@o de
estado, da seguinte forma

w(o—= o) =gloc = d)A(c = o), (3.9)

sendo que g(o — o’), conhecida como probabilidade de selegdo, é a probabilidade do algoritmo gerar
a configura¢do ¢’ a partir de o e A(c — ¢’), também chamada de taxa de aceite, € a taxa com a qual
essa mudancga de configuragéo ¢ aceita. O que determina o algoritmo de Monte Carlo ¢ justamente a
escolha tanto da dindmica de geragdo do novo estado, associada aos g(o — ¢’), quanto dos valores
dos A(o0 — ¢’). Nas préximas se¢des, apresentaremos dois exemplos tradicionais destas escolhas,

associadas aos algoritmos de Metropolis e Wolff, usados neste trabalho.

3.1.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis € o mais comum e amplamente usado em simula¢des de Monte
Carlo. Como em outros algoritmos, a ideia € gerar, a partir de um estado inicial o, um novo estado o’.
A dinamica de Metropolis, além de satisfazer (3.10), consiste em variar o estado de uma particula de
cada vez. Este algoritmo, como proposto originalmente por Metropolis et al. (1953), foi empregado
para simular o comportamento de um gés de esferas rigidas [38].

Aplicada a modelos de spin, esta dindmica propde a variagdo de um tnico spin por vez. Para
a gera¢do do novo estado, um spin, sy, da configuragdo o é sorteado e seu valor € alterado para s..
No caso particular do modelo de Ising, o spin é invertido, ou seja, temos simplesmente sj, = — s,
de forma que cada possivel novo estado € gerado com probabilidade g(o — ¢’) = 1/N. O mesmo
pode-se dizer sobre a probabilidade de selec@o inversa, ou seja, a probabilidade de o algoritmo gerar
a configuragdo o, a partir de ¢/, que também vale g(¢/ — o) = 1/N.

O aceite ou ndo desta mudanga na configuracio é feito com base na variacdo da energia do
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sistema em decorréncia desta alteragdo. Se a alteracdo de estado diminui ou ndo varia a energia
do sistema, geramos o novo estado em nossa cadeia de Markov, levando o sistema de o para ¢’ de
acordo com a proposta. Se a energia do sistema aumenta com a altera¢@o, o novo estado é aceito

—KAE

com probabilidade e ou rejeitado com probabilidade 1 — e~ %2¢ . Portanto, a taxa de aceite do

algoritmo de Metropolis é dada por
1 se AE<0
Alc —o') = ’ -, (3.10)
) e KAE g6 AE>0
na qual AE = £(0’) — (o). Caso a alteragio seja rejeitada, o novo estado na cadeia de Markov é
apenas uma réplica do estado inicial.

A escolha (3.10) para as taxas de aceite claramente satisfaz a condigdo de balanceamento deta-
lhado (3.8), pois se £(0’) < £(0), temos A(c — 0’) = 1 ¢ A(o’ — o) = e K(E@)~£(7) 6 que nos
da ,

w(o—ao') (1/N) o K(E@)-E(@)

w(o’ = 0)  (1/N)e~EE@)=E@))

ese £(0’) > E(0), temos A(0 — o') = e K(E(@)-£00) ¢ A(¢' — o) = 1, assim temos

w(o_ - 0'/) _ (I/N)efK(S(a’)*S(U» _ 67]\'(5(0/)*5(0»_

w(o! — o) (1/N)

Vale a pena ressaltar ainda que qualquer dindmica que inverta apenas um spin por vez é ergddica,
mesmo que ndo obedeca as mesmas taxas de aceite do algoritmo de Metropolis. O raciocinio por
trds disso € simples, tendo em vista que € possivel atingir qualquer configuracdo a partir de uma
configuracao inicial através de sucessivas inversdes de um spin por vez.

Um dos problemas associados ao algoritmo de Metropolis € justamente o fato de apenas um
spin ser alterado por vez. Este tipo de dindmica local pode levar muitas iteracdes (ou passos) e,
consequentemente, muito tempo para que o algoritmo passe a gerar estados de equilibrio partindo
de um estado inicial qualquer. Mesmo depois de atingido o equilibrio, as configuracdes adjacentes
em nossa cadeia de Markov sdo altamente correlacionadas dado que diferem pela inversdo de apenas
um ou nenhum spin. Assim, o algoritmo necessita de um grande nimero de passos para gerar uma
quantidade razodvel de configuragdes descorrelacionadas [44].

Este problema da correlag@o temporal entre os estados se torna uma desvantagem ainda maior
para as dindmicas locais quando nos aproximamos da temperatura critica do modelo. Isto ocorre
por dois motivos distintos: (i) na regifo critica, as grandezas termodinimicas do sistema apresentam
mais flutuagdes, de forma que € necessdrio gerar um nimero maior de configuragdes para que seja
possivel obter uma amostragem representativa destas flutuagdes; (i¢) préximo a temperatura critica,
os sitios tendem a ficar agrupados em dominios de spins com a mesma orientagéo, de forma que a
probabilidade de sortear um sitio cercado por vizinhos no mesmo estado é grande, portanto as taxas

de aceite, A(c — ¢'), tendem a cair drasticamente, ou seja, muitas tentativas de gerar um novo estado
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serdo rejeitadas durante a simulagéo.

Este fenomeno é conhecido como desacelerag@o critica (do inglés, critical slowing down) e seu
efeito € que, perto de T, o tempo de correlagdo, 7, associado ao nimero de passos necessdrios para
que o algoritmo gere uma configuragdo final sem correlagdo com a inicial, cresce como uma lei de

poténcia, ou seja,
T~ L7,

na qual L é o tamanho linear do sistema e z ¢ chamado de expoente critico dindmico [44]. Este
expoente critico dindmico depende do modelo e do algoritmo usado nas simulagdes. Devido ao
critical slowing down, o tempo computacional gasto com as simula¢des proximas ao ponto critico
cresce muito mais rapidamente com o tamanho do sistema do que longe da regido critica, dificultando
o estudo de redes muito grandes quando 7' — 7,.. Uma forma de minimizar este efeito é desenvolver
um algoritmo visando diminuir o valor de z. Varios algoritmos de Monte Carlo ja foram propostos

nesse sentido e, na préoxima secdo, apresentaremos um deles.

3.1.2 Algoritmo de Wolff

O algoritmo de Wolff pertence a uma classe de algoritmos de Monte Carlo conhecidos como
algoritmos de ilha (ou do inglés, cluster algorithms), na qual o objetivo é gerar a nova configuragido
alterando o estado de grupos, ou ilhas, de spins a0 mesmo tempo. A proposta de alterar varios spins
de uma vez visa justamente reduzir os problemas associados as dinamicas locais, discutidos na segao
3.1.1, permitindo que o sistema transite entre configuracdes de maneira mais agil e eficiente, aumen-
tando as taxas de aceite e gerando estados menos correlacionados. Em um algoritmo de ilhas, cada
ilha € criada por um processo de crescimento a partir de um spin “semente” sorteado aleatoriamente,
sendo que os demais spins vizinhos e com orientagdo semelhante vao sendo acrescentados recursiva-
mente a esta ilha com uma probabilidade p,qq. Uma vez construida(s) a(s) ilha(s), todos os spins sdo
alterados com probabilidade A(c — o') [44].

O algoritmo de Wolff, como proposto originalmente por Ulli Wolff em 1989 [39], baseado no
trabalho prévio de Swendsen e Wang de 1987 [67], propde uma dindmica na qual, ap6s a ilha ser
criada, o novo estado € aceito com probabilidade A(c — o) = 1. Aplicado a0 modelo de Ising dado
pelo hamiltoniano (1.3), o algoritmo parte do estado inicial, o, como no exemplo da figura 3.1a,
sorteia um sitio “semente” e o adiciona a ilha, verifica todos os vizinhos deste sitio “semente” que

estejam no mesmo estado e os adiciona a ilha com probabilidade
Paaa = 1—e 2K, (3.11)

Depois, cada sitio adicionado a ilha passa a ser o novo sitio “semente” e o processo € repetido até que

nenhum sitio novo seja adicionado. Entdo o processo de geragdo da ilha acaba e os spins de todos os
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Figura 3.1: Representacdo esquematica do funcionamento do algoritmo de Wolff para o modelo de Ising bidimensional.
Os circulos marcados com “+” representam dtomos com s; = +1 e os circulos marcados com “—" representam dtomos
com s; = —1. A figura (a) mostra a configuracdo inicial, o, e uma possivel ilha, C, criada. A figura (b) mostra a
configuragdo final ¢/, na qual a ilha C” corresponde a todos os sitios de C' com o spin invertido.

[Tha [Tha

(a) Configuracio inicial, o. (b) Configuragio final, o’.

sitios da ilha sdo “virados”, gerando o estado final ¢/, como na figura 3.1b.

Entretanto, o algoritmo de Wolff deve ser modificado a fim de que possamos aplicd-lo a um
sistema mais complexo, que envolva integrais de troca com valores diferentes, como é o caso do
hamiltoniano na equagdo (1.4). O procedimento de crescimento da ilha permanece o mesmo, no
entanto a probabilidade de acrescentar a ilha um sitio j, vizinho de um sitio 7 que ja pertence a ilha,
deve ser alterada de forma que dependa ndo apenas da temperatura e das orientagdes dos spins s; e
54, mas também da interagdo .J;; e das varidveis de ocupacdo ¢; e €. A equagdo (3.11) pode entdo ser
reescrita como

Dot = max{o, 1 fe—ZszSISafmfa/kBT}, (3.12)

de forma que agora a probabilidade de adicionar a ilha o spin s; com orientagdo oposta a de seu
vizinho s; deixa de ser nula no caso de intera¢des antiferromagnéticas, isto €, J;; < 0.

Para demonstrar que esta versao do algoritmo de Wolff obedece o balanceamento detalhado,
devemos analisar os dois lados da equag@o (3.8) separadamente. Primeiramente, para analisar o lado
direito desta equacdo, devemos calcular a variacdo da energia do sistema na transi¢do de uma confi-
guracdo o para outra o', isto €, A€ = E(0’) — £(o). Sabendo que cada par de vizinhos contribui com
—Jijsis;e;€j para a energia do sistema, sendo que s; € s; se referem aos valores dos spins antes da

alteracd@o de estado, vamos dividir os possiveis pares de vizinhos em dois tipos: um corresponde aos
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pares que satisfazem J;;s;sj€;€; > 0 (ligagdes “satisfeitas”), que denotamos como (i, j) ; 0 outro tipo
sdo os pares que satisfazem J;;s;s;€;€; < O (ligagdes “frustradas”), que denotamos como (7, j) —. Note
que ndo precisamos considerar as liga¢des para as quais J;;s;s;€;¢; = 0, j que neste caso, tanto paqq
quanto a variagdo da energia do sistema sdo sempre nulas. Ao ser efetuada alteragdo de estado o — o7,
as energias dos pares que ndo pertencem a ilha, (i ¢ C,j ¢ C) ou (i ¢ C'.j ¢ C’), ndo se alteram.
Também nio se alteram as energias devidas aos pares de vizinhos quando ambos pertencem a ilha,
(ieC,jeC)ou (i€’ je ", pois os spins destes pares mantém as mesmas orientagdes relativas
tanto em C' quanto em C’, mantendo-se do mesmo tipo, (7, j)+ ou (¢, ), em ambas configuracdes.
Os tinicos pares que contribuem para a variagdo da energia sdo os da fronteira, (i € C,j ¢ C)
ou (i € C',j ¢ C"). Cada ligagdo do tipo (i € C,j ¢ C')+ passa a ser do tipo (i € C',j ¢ C')_ com
a alteragdo de estado, contribuindo para uma varia¢do de 2.J;;s;s€;€; > 0 na energia do sistema. A

contribuicdo de todas estas ligacdes para a variagéo total é dada por

1
Ag+:7

7 2Jijsi3jqu> . (3.13)

<<i€C,J‘$C>+
Em contrapartida, cada ligag¢do do tipo (i € C,j ¢ C)_, apés a alteracdo de estado passa a ser (i €
C',j ¢ C'), contribuindo assim a uma variagio de 2.J;js;sj€;¢; < 0 na energia. A contribui¢do de

todas estas liga¢des para a variagdo total € dada por

1
AE =~ << )y 2Jz-js,-,s]-e,,-,ej> . (3.14)

i€C,j¢C)_
A variagdo da energia total do sistema é simplesmente a soma das contribui¢des acima, AE = E(0”) —
E(o)=AEL+AE_.

Agora, para analisar o lado esquerdo da equacéo (3.8), precisamos calcular a probabilidade de
gerar uma ilha através do procedimento descrito acima. Para isto, vamos mais uma vez dividir os
pares em (i,7)4 ou (i,j)—. Assim, a probabilidade de acrescentar a ilha um sitio j, vizinho de um
sitio 7 que jé pertence a ilha, de acordo com a equag@o (3.12), é p_ = 0 para os pares (i, j)_, enquanto

para os pares (i, j)+ esta probabilidade é dada por
py = 1 _672Jijsisje,sj/kBT. (3.15)

Imaginemos um sistema de NN spins de Ising como mostra a figura 3.1. A probabilidade de
sortear um sitio, k, qualquer no nosso sistema é 1/N. Depois de desenharmos uma possivel ilha C' de
sitios, como mostra a figura 3.1a, podemos calcular a probabilidade de que esta ilha seja construida a

partir deste sitio especifico como

C
Poy = (ﬁ) ( [1 P+> ( I1 (1p+)>, (3.16)
(ieC,jeC)+ (i€C,j¢C)+
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na qual C é uma constante que estd associada com o nimero de sequéncias diferentes que o algoritmo
pode seguir para gerar a mesma configuracdo comecando pelo mesmo sitio. Para que esta ilha C
seja construida, qualquer um de seus n¢ sitios pode ser o primeiro sorteado, entdo a probabilidade
de construir esta ilha especifica, que pode ser interpretada como a probabilidade de sele¢cdo do novo

estado, € apenas ncpc,, Ou seja,

' C
glo—o') = ("%) < I1 p+> ( I1 (1—p+)>. (3.17)
(ieC,jeC)+ (i€C,j¢C)

Analogamente, a probabilidade de partirmos da configuragiio o’ e construirmos a ilha C’ ¢ dada por

/C'
glo' = o) = ("fv ) ( I1 p+> ( [T a p+)>< (3.18)
(ieC’ jeC") (ieC’,jéc')

Mais uma vez, usamos o fato de que a mudanga C' — C’ nio altera as orientagdes relativas

dos pares do tipo (i € C,j € C), logo também néo altera o valor de p. Em consequéncia disso, o
produtério sobre os pares (i € C,j € C) na equagio (3.17) € o produtério sobre os pares (i € C',j €
C") na equagdo (3.18) sdo iguais. Além disso, por simetria podemos ver que n¢c = ner e C =C'.

Entio, a razio entre as taxas de geragdo de C'e C' é

g(oc—0')  Tliecjecy, (1-p+)

g0’ =) Tuecrjgon.(1—p+)
+(672J,'}s;sj'e,'ej/kBT)

_ [Micc,i¢c)

. 3.19
Micer jgory, (e 2umsicci/heT) G19

O denominador de (3.19) pode ainda ser reescrito trocando-se (i € C',j ¢ C") por (i€ C,j ¢ C)_,
apenas tomando o cuidado de inverter o sinal do argumento da exponencial por conta da inversdo de

spinem C' — (', de forma que

g(o’ N 0_/) B H<iec’jéc>+(elegjsisquj/kBT)

. (3.20)
9(0" = 0)  Tyec,jgc)_ (et isisiaq/hsT)
Os produtérios no numerador e no denominador podem ser escritos, respectivamente, como:
(8—2J1_ISLS_7616_7/7€BT) = exp{ Z ZJZ‘]‘SiS]'EZ‘ﬁj/]CBT} (3.21)
(ieC,j¢C) (i€C,j¢C)+
e
[ (etHusisicici/kpTy = exp {+ Yy 2Jijs,-,sjqe,-/kBT} (3.22)
(ieC,j¢C) (ieC,j¢C) -

Note que, pela equagdo (3.13), o argumento da exponencial no lado direito da equacdo (3.21) é

justamente —JAE, /kpT = —KAE,. Da mesma forma, pela equagdo (3.14), o argumento da expo-
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nencial em (3.22) é + JAE_ /kpT = + KAE_. Assim, a equacdo (3.19) se reduz a

glo—=d') K&, 1AL
g(o’ = o)

o K(E(0)~£(0)

e, finalmente, a razdo entre as taxas de transicéo é dada por

wlo' =o) Al — o)e

wio=0") _Alo 5 ) _ke@)-e0) (3.23)
Note que, comparando a equagdo (3.23) com a equagdo (3.8), verificamos que este algoritmo satisfaz
a condi¢do de balanceamento detalhado para quaisquer valores das taxas de aceite, contanto que
A(c — o) = A(o’ — o). No caso do algoritmo de Wolff, a escolha é justamente a que maximiza o
aceite, A(c = o') = A(c’ = 0) =1.

Vale a pena ressaltar que sempre existe a possibilidade de uma “ilha” conter apenas um sitio.
E assim como no caso do algoritmo de Metropolis, como ¢é possivel atingir qualquer configuragdo
através de sucessivas inversdes de um spin por vez, concluimos que o algoritmo de Wolff também ¢

ergddico.

3.2 Detalhes das simulacoes

Neste trabalho, estudamos sistemas bicamada e multicamadas descritos pelo hamiltoniano (1.5)
usando simulagdes de Monte Carlo. N6s empregamos ambos os algoritmos de Metropolis e Wolff,
descritos nas sec¢oes anteriores, para simular redes quadradas ndo equivalentes de tipos A e B dispostas
alternadamente. Cada rede tem L? sitios. Todos os sitios nas redes de tipo A sdo ativos. Cada sitio
nas redes do tipo B € aleatoriamente designado para ser um dtomo magneticamente ativo (¢; = 1) ou
uma vacancia (¢; = 0) com probabilidades p ou 1 — p, respectivamente. As condigdes de contorno sao
periddicas apenas para as interagdes intra-rede no caso do sistema bicamada. J4 no caso do sistema
multicamada, usamos condigdes de contorno periddicas tanto para as interacdes intra-rede quanto
inter-redes. A dinamica de Metropolis foi usada para algumas simula¢des longe do ponto critico e a
dinamica de Wolff foi usada para temperaturas proximas de 7, para as quais este algoritmo é mais
eficiente. Todos os nimeros aleatdrios foram gerados usando o gerador de nimeros pseudo-aleatérios
Mersenne Twister [68].

Um passo de Monte Carlo (MCS) corresponde a N atualizagdes de estado para a dindmica de
Metropolis, ou uma virada de ilha para a dindmica de Wolff. A cada MCS, o programa imprime o
valor da energia e das magnetizagcdes em uma tabela. Estas sequéncias de valores sdo utilizadas para

o célculo de fungdes de correlagdo temporal

o(t) = [ @t [0(t) ~ (©O)] [Ot+1) ~ (O)]
= / at' (oot +t') - (0)?], (3.24)
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que sdo ajustadas a um decaimento exponencial do tipo ¢(¢) ~ e~t/7 para obtermos o valor aproxi-
mado do tempo de correlagdo, 7 [69]. Neste trabalho néo utilizamos o ajuste direto da fungéo de
correlagdo, e sim o método do tempo de correlagdo integrado [44], que consiste em integrar a funcio

de correlacdo normalizada no intervalo de tempo 0 < ¢ < oo para obter

=) b [T tir
/()Q(O)dt_/o e =T (3.25)

A integral (3.25) é avaliada numericamente através do método do trapézio [62,70], o que nos da
+—= Y 6(), (3.26)

sendo que ty,x € um valor de tempo, medido em MCSs, para truncar a soma, que serd escolhido de
tal forma que ¢(tmax) seja suficientemente préximo de zero.

Nossas simulagdes rodaram tipicamente entre 2 x 10* e 5 x 10’ MCSs, sempre de forma a
garantir que cada simulag@o gerasse no minimo n = 1000 estados descorrelacionados, com n dado

por
n— nmces — teq
2r

sendo que nyics € o nimero de MCSs, tq € 0 tempo de chegada ao equilibrio e 7 é o maior tempo de

(3.27)

correlagdo. Para a dindmica de Metropolis, usamos apenas o tempo de correlag@o integrado, 7 = Ty,
enquanto para a dindmica de Wolff as escalas de tempo devem ser ajustadas de tal forma que o tempo

de correlacdo real ¢ dado por
(ne)
Nt ’

sendo que (n¢) é o tamanho médio da ilha gerada a cada MCS na simulag@o [44]. Os dados gerados

(3.28)

T = Tint X

em nossas simula¢des foram analisados usando os métodos descritos no capitulo 4.
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4 ANALISE DE DADOS DAS SIMULACOES

Neste capitulo procuraremos esclarecer os métodos utilizados na andlise dos dados das simu-
lacdes de Monte Carlo. Iniciaremos com a apresentagdo dos métodos de repesagem conhecidos por
método do histograma (do inglés, single histogram method) e método dos multiplos histogramas (do
inglés, multiple histogram method). A seguir, discutiremos em detalhes os procedimentos usados na
determinagdo das temperaturas de compensac@o e das temperaturas criticas, bem como os métodos

para estimar os expoentes criticos do modelo.

4.1 Meétodos de histograma

Os métodos de histograma sao técnicas de repesagem que nos permitem obter informagdes so-
bre o comportamento critico de um sistema a partir dos dados de uma ou vdérias simula¢des de Monte
Carlo, estimando os valores de grandezas termodindmicas em um intervalo continuo de temperaturas
nas proximidades da(s) temperatura(s) onde foi(foram) realizada(s) esta(s) simulagao(des).

Ideias de métodos de repesagem jd estdo presentes na literatura desde a década de 1970 [71],
mas as formas mais usadas hoje em dia foram apresentadas por Ferrenberg e Swendsen (1988; 1989)
em dois artigos que introduzem o método do histograma tinico e o método dos multiplos histogramas,
respectivamente. Neste trabalho apresentamos apenas uma descri¢@o superficial e simplificada dos
métodos. Descrigdes mais formais e detalhes técnicos sobre a implementagdo dos métodos podem ser

encontrados em outras fontes [40,41,44,60,69].

4.1.1 Meétodo do histograma

Consideremos um sistema genérico descrito por um hamiltoniano do tipo H = J&€ (o), como
ja fizemos nas segoes 1.2 e 3.1 de forma que as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) sejam validas. O valor

esperado do observavel O em uma temperatura ¢ é dado por

Z{a} OefKOS

<O>K0: Z{g—} Ko

4.1)

sendo que Ky = J/kpTp. O valor esperado do mesmo observavel em outra temperatura 7' é dado por

Z{”} chKE
— ) 4.2
(O)k R 42)
0 que pode ser reescrito como
Qe E+Ko—Ko)E Oc—AKE ~KoE —AKEY
<O>K _ Z{a} € . Z{a}[ € ]e _ <O‘ >I\0 (4.3)

Y(ope FHRo-K0)E g [emARE[emKoE (e ARE) ¢ !

onde AK = K — Ky, e as médias (---), sdo calculadas utilizando a distribuicdo de probabilidade

P, (o) do sistema na temperatura Tp. O resultado (4.3) é exato, mas é claro que para que este
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célculo pudesse ser feito, deveriamos conhecer a densidade de estados p(€,0) do sistema para cada

observavel O de interesse, uma vez que a equagdo (4.2) pode ser reescrita em termos de p(£,0) como

K€
(O)g="Y, 0p(£,0) s (4.4)
{€.0}
na qual
Z=Y p(£0) ", (4.5)
{€,0}

sendo que agora as somas sdo realizadas sobre todos os valores de £ e de O ao invés de todas as
configuracdes do sistema. Isto seria equivalente a termos uma solucéo exata para o modelo. Como
a densidade de estados ndo é conhecida, podemos estimar as médias de (4.3) através do método de
Monte Carlo. Como sabemos, em uma simulagdo de Monte Carlo, a média de um observavel O é

simplesmente
1 n
(0)=~).0; (4.6)
i=1

na qual n é o nimero de estados estatisticamente independentes gerados na simulagdo. Desta forma,
dentro desta aproximacdo, podemos reescrever a equacao (4.3) como

B Z?:l OiefAK&

Z?: . e—AKE;

(O)k 4.7)

sendo que os O; e &; sdo os valores assumidos pelo observdvel O e pela energia adimensional e
extensiva £ nos n estados estatisticamente independentes gerados durante a simulacdo de Monte
Carlo do sistema na temperatura 7y. A expressdo (4.7) é conhecida como a equagdo fundamental do
método do histograma e nos permite obter uma estimativa do valor médio de um observédvel a uma
temperatura 7’ préxima da temperatura Ty, onde a simulagio foi realizada [44]. E importante ressaltar
que a equacdo (4.7) € uma aproximagao e o valor obtido para (O) k é uma estimativa cuja precisio
pode ser muito boa, mas tem suas limita¢cdes dependendo da qualidade dos dados da simulacdo e
principalmente do quanto nos afastamos da temperatura onde realizamos a simulacdo, ou seja, da
diferenca AT =T —Tj.

Podemos ainda escrever a soma em (4.7) em termos do ndmero N (€,0) de vezes que obtive-

mos um estado com energia £ e o valor O para o nosso observavel em nossa simulagio:

_ Yie.0y ON(E,0)e 2KE
" Z{&O}N(&O)(),*AKS :

(0) 4.8)

Este conjunto de nimeros N (£,0) € o préprio histograma bidimensional do nosso sistema e, da
mesma forma que temos

(O)g, = Y, OPg,(€,0), 4.9)
{€,0}

na qual Py, (£,0) é a probabilidade de encontrar o sistema com energia £ e valor O para o nosso
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observdvel na temperatura 7p, a equacdo (4.8) pode ser escrita como
Oy =Y OWk(£,0), (4.10)
{€.0}

de modo que
N(E,0)e ke
Yie oy N(E,0)eaKE

€ a nossa estimativa da probabilidade Pg (£,0) na temperatura 7T'.

Wk(€,0)=

@11

Apesar da praticidade da utilizag@o da equagao (4.8) para sistemas com energias discretas como
o modelo de Ising sem desordem, em sistemas com um espectro continuo ou quase continuo de ener-
gias o calculo deste histograma se torna impraticdvel. Nestes casos, como é o do modelo tratado neste
trabalho, podemos simplesmente utilizar a equagdo (4.7). Mesmo assim, a (4.8) terd sua utilidade,
principalmente com O = &, caso em que o nosso histograma deixa de ser bidimensional, tornando
o seu cdlculo mais direto. Este histograma de £ pode ser usado para estimar a distincia AT que
podemos nos afastar de 7} e ainda obter um resultado confidvel com a repesagem.
Figura 4.1: Distribui¢do de probabilidade da energia em fungdo de £. Pk, € o histograma de £ na temperatura T
onde a simulagdo foi feita e os Wi sdo as estimativas da distribui¢do de probabilidade de £ feitas através do método do

histograma em temperaturas 77, 7> e T3 na vizinhanga de 7p. A simulagao foi feita com um sistema bicamada de L = 100
para os valores p = 0,7, Jaa/Jpp =0,3 ¢ Jap/Jpp = —0,1 na temperatura tal que kgTo/Jpp = 2.0.

0,0016 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
- Pko(g)
0,0014F — Wy (&) Ty =T +3,0|AT 00 1
0.0012 — Wi® T, =T, +1,5|AT,,..|
’ N 2770 ) mazx d
— WK3<€)
0,0010} =T, +0.,8|AT,,.| ]
0,0008} \ \

0,0006

distribuicdo de probabilidade

0,0004

0,0002¢

0,0000

—6800 —6600 —6400 —-6200 —-6000 —5800
&

A figura 4.1 ilustra a ideia por trds do método do histograma e de que forma ele eventualmente
falha para AT muito grande. A curva em preto corresponde ao histograma normalizado de & feito a

partir dos dados obtidos com a simulagdo na temperatura Ty = 2,0 Jpp/kp. E possivel notar que
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os histogramas obtidos para as outras temperaturas vao ficando menos suaves. Esse efeito ¢ uma
indicac@o de que os erros estatisticos estdo sendo amplificados conforme nos afastamos de 7, pois
passamos a obter nossos histogramas a partir da repesagem de uma por¢ao do histograma original com
estatistica cada vez mais pobre [44, 60]. Uma boa estimativa para o limite superior para a distancia
AT pode ser obtida supondo que o resultado do método é bom enquanto o histograma em 7’ obtido a
partir de T} esteja em uma regido do histograma original com N (€) suficientemente maior do que 1,
ou seja, na regido correspondente a £ = (£) £ o¢, sendo que o¢ é 0 desvio padrio da distribui¢do de

probabilidade de £. Podemos escrever este critério como:
() ke = (E) i, | <o, (4.12)

sendo que o lado esquerdo desta equacdo pode ser aproximado por

- )k _ [dE) g dK
<£>K7<£)K0~d7TKAT_ ik aT) |, AT, (4.13)
0
sendo que
dK d J J
—=—|— | =—— 4.14
ar dr (kBT) kpT? @.14)
e, usando a equacao (1.16) para o caso particular de O = £ e K = Ky, obtemos
A&k o2 2 __ 2
dK |y =)k, — (€ >K0 = O¢- (4.15)

Assim, combinando as equacdes (4.12), (4.13), (4.14) e (4.15), obtemos

kpT}

AT| <
IAT| < 5

ou seja, em termos de uma temperatura adimensional T=1 /K = kgT/J, o critério (4.12) se reduz
a 2

|AT| < i (4.16)

Um aspecto importante de (4.16) é que |AT .| é inversamente proporcional a raiz quadrada da

capacidade térmica do sistema em 7y, jd que a capacidade térmica é dada por
2
C(T) = K3 ((€%) 5, ~ (€, ) = Ko, .17)

ou seja, substituindo (4.17) em (4.16) obtemos

|AT| < _ T (4.18)

VC(To)
Isto indica que o intervalo onde podemos utilizar o método do histograma serd reduzido se estivermos

perto da temperatura critica, onde a capacidade térmica do sistema de volume infinito diverge, ou se

o tamanho linear da rede L for muito grande, tendo em vista que a capacidade térmica € extensiva.
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Infelizmente, em geral € justamente proximo de 7. que estd a nossa regido de interesse, bem como sao
justamente os grandes valores de L que nos interessam para que possamos estimar o comportamento
do sistema no limite termodinamico.

Obtivemos, a partir de (4.16) ou (4.18), |AT x| = 0,033443 Jpp/kp para L = 100, p = 0,7,
Jaa/Jpe = 0,3 ¢ Jap/Jpp = —0,1. A comparacdo desta estimativa com a figura 4.1 sugere
que apenas a curva verde (kgT)/Jpp = 2,026754; AT = 0,8|AT.x|) estd dentro do limite seguro
de extrapolacdo. A curva laranja (kpT2/Jpp = 2,050164; AT = 1,5|AT .|), apenas um pouco
além de Tp + AT, jd tem um aspecto mais ruidoso na regido £ > —6300. A curva vermelha
(kpT3/Jpp = 2,100328; AT = 3,0|AT}.x|), com T3 apenas 5% maior do que 7p, jd parece apre-
sentar erros estatisticos enormes. Esta andlise indica que tanto o critério grafico quanto (4.16) dao

estimativas consistentes para A7 ,x.

4.1.2 Método dos miltiplos histogramas

Neste trabalho, utilizamos o método explicado na se¢ao anterior como um guia para sabermos a
localizagdo aproximada dos maximos de grandezas termodinamicas e, portanto, indicar em que tem-
peraturas deveriamos realizar novas simulagdes. Entretanto, nos casos onde os valores dos maximos
ocorreram ao longo de um intervalo muito grande de temperaturas, de forma que nao pudéssemos
partir da repesagem de uma simulag@o em uma tinica temperatura, utilizamos o método dos muiltiplos
histogramas [41].

O método consiste em uma forma de combinar as estimativas da densidade de estados obtidas
a partir de vdrios histogramas em vdrias temperaturas para obter uma estimativa melhor da densidade
de estados do sistema. Suponhamos que foram realizadas N simula¢des em diferentes temperaturas
T; correspondentes as K; constantes de acoplamento. Para cada simulagéo 7, obtemos uma estimativa

diferente para a densidade de estados a partir do método do histograma:

(4.19)

na qual n; € o nimero de estados estatisticamente independentes gerados na ¢-ésima simulacdo. Cada
uma das estimativas p;(€) pode ser considerada uma medida independente de p(£) e cada estima-
tiva possui um erro estatistico o;(€) associado. A fim de obter uma estimativa mais precisa para a

densidade de estados, podemos combinar as diferentes medidas através de uma média ponderada

—— _ Liri&)wi(&)
== (4.20)

na qual faz sentido que a escolha dos w;(€) dé mais peso para os valores de p;(£) nas regides com o
menor erro o;(£) e menos peso para valores nas regides com maior erro. De fato, se supusermos que
os valores de p;(£) sdo normalmente distribuidos em torno de p(&), é possivel mostrar que o valor

de w;(€) que minimiza o desvio de p(€) em relagdo a p(£) € justamente o inverso da varidncia da
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distribui¢io dos p;(E), ou seja, w;(£) = 1/[0(E)]? [44]. A nossa melhor estimativa para a densidade

de estados do sistema € entdo dada por

_ Lipi©)/ i€ 21

A RV EAGIE

B~

Para calcular as variancias [o;(£)]?, devemos supor que a tinica fonte de erro para p(€) é o erro
no nimero de entradas para cada valor de energia N;(€) obtido nas simula¢des. Obtemos

ANI(E) Zi

0i(€) = Api(E) = —Fe (4.22)

i

sendo que, para encontrar AN; (), devemos supor novamente que este erro é gaussiano [44], ou seja,

AN;(E) = \/ N (E), (4.23)

na qual A;(€) € um histograma ideal obtido para K; através da média sobre infinitas simula¢des ou
através de uma dnica simulagdo infinita. Se fosse possivel realizar uma simulagdo infinita, poderfamos

obter a densidade de estados real do sistema a partir desta simulac@o da seguinte forma:

_Ni(€) z

p(€) = n; e K& (4.24)

Assim, podemos escrever

Ni(€)  z
0i(€) = T@’Tis7 (4.25)
ou seja,
NET z 1? Z; (&)
. 2 _ Ve 0 _ 1 _

[0:(&)] 7112 |:€—Kl£:| p(g)nie_}(lg Ni(©) (4.26)

e, substituindo (4.26) em (4.21), obtemos

—— _ LipiE)p(E)Z] 'nie K€ ¥ pi(€)Z] nie”RiE

p(€) = " F = - , (4.27)
Y [o(€) 2] nje K¢ Y Z; nje K¢
Recordando a equagdo (4.19), podemos reescrever (4.27) como
_ N(E
p(€) = 2171() (4.28)

-1, —K;&
Zij nje

A equacdo (4.28) ainda depende dos valores das func¢des de particdo em K, que desconhece-

mos. No entanto, podemos escrever as fungoes de particdo em funcio da densidade de estados como

Zp=Y e FE =Y p(€)e K, (4.29)
{€} 2
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que podemos aproximar por

Y Y
&

e 4.30
£ X, 2 njel T HiE @0

E conveniente explicitar em (4.30) os valores de &;5, que s2o os valores obtidos para a energia do
sistema no s-ésimo estado gerado na i-ésima simulag@o. Fazemos isto escrevendo a soma Y¢ Y, N;(€)
como Y ; ;(1) e podemos escrever

1
Zp= - :
P=) ¥, Z; njedKes

1,8

431)

que assim como (4.30), € auto-consistente em Z;. Ambas as equagdes (4.30) e (4.31) sdo conhecidas
como equagdes fundamentais do método dos muiltiplos histogramas. A forma de proceder daqui
em diante € resolver (4.31) iterativamente, atribuindo um valor inicial para as fun¢des de parti¢do e
calculando novos valores. Repetimos este processo vdrias vezes at€ que os valores de Z; convirjam.

A principio, ndo hd garantia alguma de que (4.31) possa ser resolvida de forma iterativa e nada
sabemos sobre a convergéncia destas iteracdes. Na pratica, entretanto, observamos que a convergéncia
€ muito rdpida. De fato, observamos que os Zj, se aproximam exponencialmente de seu ponto fixo
[44]. Para analisar a convergéncia das iteragdes de (4.31), calculamos a soma dos quadrados das
variagdes fracionais por iteracio das funcdes de particdo

m m—1
A=Yy zn oz 7(5;75 ) : (4.32)
& Z,
na qual o indice m se refere a m-ésima iteragdo [44]. Adotamos o critério A < 10~7 para parar as
iteragdes.

Depois de termos valores para as fungdes de parti¢do Z; para os valores K; das constantes de
acoplamento, podemos obter o valor da fungdo de parti¢do e, consequentemente, da média de um
observavel qualquer para valores arbitrdrios de K através de

1

ZIK)=) ——mm ———
(K) Z):jzjln]_e(K—Kj)&s

(4.33)

8

1 Ois
<O>K - Z(K) 227 Z]flnje(KfKJ)Sis

(4.34)

7,8
respectivamente, onde O;, € o valor do observavel O no s-ésimo estado gerado na i-ésima simula-
¢do [44]. E importante ressaltar que, mesmo que seja possivel utilizar a equagdo (4.34) para valores
arbitrdrios de K, a precisio da estimativa de (O) - depende do valor de K. Assim como para 0 mé-
todo do histograma simples, os erros estatisticos crescem nas regides onde o nimero de contagens do
histograma fica muito pequeno, ou seja, para que a estimativa dada por (4.34) seja boa, é necessario

que os histogramas obtidos com os dados das simulagdes nas diferentes temperaturas 7; se superpo-
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nham e que K esteja no intervalo em que a combinagao desses histogramas resulte em um nimero
suficientemente grande de contagens. Desta forma, podemos usar o critério (4.16) para estimar um
|AT ax,;| para cada simulagdo e, para que haja superposi¢do dos histogramas correspondentes a cada

par de temperaturas 7; e T} |, devemos garantir que
TIL#I - T; < |ATmax,i| + ‘ATmax,H»l |7

sendo que 771 <15 < ... < Tyn. Além disso, o critério (4.16) também nos permite determinar o

intervalo “seguro” para a utilizagdo da equagao (4.34), que corresponde a
Tl — |ATmax,1‘ <T< TN -+ |ATmax7l‘V‘~

Outro critério para analisar a convergéncia das iteracdes e verificar os resultados obtidos com
este método consiste em escolher uma ou mais grandezas, como calor especifico, susceptibilidade
etc, calcular seus valores utilizando (4.34) nas temperaturas onde foram realizadas as simulacdes e
comparar com os valores obtidos através de célculo direto como exposto na se¢do 3.2. As figuras 4.2
e 4.3 mostram esta comparagao entre os valores obtidos diretamente das simulagdes e com o método
para a susceptibilidade magnética de um sistema bicamada e para a magnetizacdo total de um sistema
multicamadas, respectivamente. Em geral, adotando A < 1077, estas diferencas ndo passaram de 1%
para o calor especifico e susceptibilidades.

Para cada conjunto de valores dos pardmetros (Ja4/Jpp, Jap/JBB. P, L), n6s escolhemos
um intervalo de temperaturas de interesse e dividimos este intervalo em um nimero de temperaturas
igualmente espagadas para rodar as simulag¢des. Entdo, usamos o método dos multiplos histogramas
para calcular observéaveis O para qualquer temperatura dentro do intervalo. O nimero de tempera-
turas e os observaveis calculados variam de acordo com o que queremos obter. Para determinar as
temperaturas criticas, determinamos os picos das susceptibilidades magnéticas, conforme discutire-
mos na se¢do 4.2, usando entre 8 e 17 temperaturas (ver figura 4.2). Ja para determinar a temperatura
de compensacao, calculamos a magnetizagao total usando entre 5 e 10 temperaturas (ver figura 4.3).

O erro associado a média térmica desses observdveis ¢ estimado através do método de blocos
[44], no qual dividimos os dados de cada simulagdo em blocos e repetimos o procedimento dos
multiplos histogramas para cada bloco. Os erros sdo o desvio padrao da média dos valores obtidos
de um observavel nos diferentes blocos. Para cada temperatura nds repetimos o processo para Vg
diferentes configuracdes de desordem para obter nossa estimativa final de (). N6s escolhemos
10 < N4 <50, de tal forma que o erro devido a desordem seja aproximadamente 0 mesmo que O erro
térmico obtido para cada configurac@o de desordem. Finalmente, nés somamos ambos os erros acima

para obter a estimativa do erro total.
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Figura 4.2: Susceptibilidade magnética por sitio, Yo, em fung¢do da temperatura adimensional, kzT'/Jpp, para um
sistema bicamada com Jaa/Jgp =0,5; Jap/Jp = —1,0; p = 1,0 e tamanhos lineares, L, variando de 10 a 900. O
destaque corresponde simultaneamente a uma ampliacdo na escala horizontal e uma diminui¢fio na escala vertical, para
melhorar a visualizagido do comportamento de escala dos sistemas pequenos. Os simbolos correspondem as simulagdes e
as linhas sélidas foram obtidas usando o método dos miuiltiplos histogramas.
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Figura 4.3: Magnetizagio total, mo, em fungdo da temperatura adimensional, kpT/Jp g, para um sistema multicama-
das com p = 0,80; Jaa/Jpp =0,65; Jap/Jpp = —0,80 e tamanhos lineares, L, variando de 20 a 100. Os simbolos
correspondem as simulagdes e as linhas sélidas foram obtidas usando o método dos miiltiplos histogramas.

8e-4f T T T ™
$ L=20
L=30
6e-al p=0,80 % Lo
Ja4/Ipp=0,65 0
Jap/Jpp=—0,80 L=50
4e-4t b 4
g 2e-4r 1
ol
-2e-4; 1
-4e-4L. . . . A
3,05 3,06 3,07 3,08 3,09

kpT/Jpp



76

4.2 Determinacao de 7,

Para determinar as temperaturas criticas do nosso modelo, analisamos o comportamento de es-
cala de grandezas que divergem no limite termodinamico, como discutido na se¢do 2.4. Em particular,
localizamos as temperaturas para as quais as susceptibilidades magnéticas sdo maximas para cada ta-
manho do sistema e, com o auxilio da equacio (2.29), analisamos a forma como essas temperaturas
de pico se aproximam da temperatura critica do sistema infinito. Para tal, partimos da equacdo (2.29)

e, desprezando os expoentes associados aos campos irrelevantes, obtemos a seguinte lei de escala:
T(L) =Te+aL™'", (4.35)

sendo que a € uma constante, 7. € a temperatura critica do sistema infinito e v é o expoente critico
associado ao comprimento de correlacio.

E importante ressaltar que o método de escala de tamanho finito baseado nos picos de diferentes
grandezas termodinamicas deve produzir estimativas consistentes para 7., como fomos capazes de
verificar em simulacGes preliminares. Neste trabalho, no entanto, optamos pela andlise apenas dos
maximos das susceptibilidades magnéticas, definidas na equacio (1.13), pois as temperaturas de pico
destas grandezas ocorrem razoavelmente proximas umas das outras, além do fato destes picos serem
os mais agudos dentre todas as grandezas inicialmente consideradas.

Para localizar as temperaturas de pico, nés usamos o método dos mdltiplos histogramas. O
método também € automatizado e o mdximo é encontrado usando o algoritmo de Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) [72]. A figura 4.2 exemplifica o uso do método dos miltiplos histogramas
para obter a susceptibilidade magnética, X, como uma fungdo continua da temperatura e entdo
localizar a temperatura na qual o maximo ocorre.

Depois de obter as estimativas de T.(L), nds ajustamos estes dados a equagdo (4.35). Esta
equacdo tem trés pardmetros livres para serem encontrados no processo de ajuste e requer grande
resolucdo estatistica para que possamos obter estimativas estdveis e confidveis destes pardmetros.
Também € possivel obter uma estimativa independente de v através do comportamento de escala de
outras grandezas e usar este valor na equacao (4.35), efetivamente reduzindo o nimero de pardmetros
livres do ajuste para dois. Entretanto, esta abordagem tem a desvantagem de necessitar do calculo dos
maximos de mais observaveis e estes maximos em geral n3o ocorrem proximos uns aos outros. Além
disso, costuma ser necessdrio realizar simulagdes de sistemas realmente grandes para que estas esti-
mativas de expoentes criticos sejam confidveis. Isto significa que terfamos de rodar mais simulagdes
para sistemas maiores e para mais temperaturas e, consequentemente, mais trabalho computacional.

Uma vez que estamos mais interessados em obter a temperatura critica do que em determinar um
valor preciso para o expoente v, nés usamos um procedimento similar ao apresentado nas referéncias
60 e 73, no qual fixamos o valor do expoente v e fazemos os ajustes com dois parametros livres,

ao invés de trés. Para cada valor de v, nds realizamos ajustes para sistemas de tamanhos L > L, €
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Figura 4.4: Temperatura pseudo-critica adimensional, kzT.(L)/Jpg, em fungio de L'/ para o sistema bicamada
com Jaa/Jpg =0,5; Jap/Jpp = —1,0; p=1,0 e 1/v =0,986810. Os simbolos sdo estimativas de T..(L) feitas
através da localizagdo do médximo da susceptibilidade magnética no plano B, x5 para 60 < L < 900. As linhas sélidas e
tracejadas sdo ajustes feitos com a equagdo (4.35) para Ly, < L <900 e diferentes valores de 1/v. As linhas pontilhadas
sdo extrapolacdes dos ajustes para L < Lp,. Neste caso particular, Ly, = 110 e 1/ = 0,986810 sdo os valores que
minimizam XZ /npor e, portanto, ddo o melhor ajuste. Onde as barras de erro ndo sdo visiveis, elas sdo menores do que

os simbolos.
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Figura 4.5: Soma ponderada reduzida dos quadrados dos erros, )(2 /npor, em fungdo de 1/v (acima) e estimativa de
kpT./Jpp em funcdo de 1/v (abaixo) obtidos com ajustes usando a equagdo (4.35). As estimativas de T,.(L) usadas
nos ajustes correspondem aos maximos da susceptibilidade magnética no plano B, Y5, para o sistema bicamada com
Jaa/Jep =0,5; Jap/Jpp = —1,0e p=1,0. O valor minimo de x> /npor corresponde & melhor estimativa de T,.. A
linha tracejada corresponde ao valor 20% acima do minimo de x?/npor.
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localizamos o valor de Ly, que resulta no melhor ajuste, i. e., aquele que minimiza a soma ponderada
reduzida dos quadrados dos erros, X2 /npor, sendo que npor é o nimero de graus de liberdade do
ajuste. A seguir, alteramos o valor de v e L, de forma iterativa até localizarmos o par de valores que
minimiza globalmente o valor de x?/npo. Exemplos destes ajustes sdo apresentados na figura 4.4.
Este procedimento efetivamente lineariza o ajuste, no entanto nio nos permite obter uma estimativa
independente para o erro associado ao expoente v. Os valores de Ly, € v que minimizam x%/npor
sdo entdo usados para determinar nossa melhor estimativa de 7,.. Notamos que os erros estatisticos das
T, obtidas através deste método sdo muito pequenos, chegando a ser despreziveis em alguns casos;
entretanto, € importante ressaltar que este erro € subestimado se comparado com o erro real, obtido
através de um ajuste ndo-linear.

A fim de obter uma barra de erro mais realista (conservadora), nés analisamos o comportamento
de ambos x?/npor € T. como fungdes do pardmetro 1/v, como pode ser visto na figura 4.5. Primei-
ramente notamos que todos os valores de 7. nesta figura sdo consistentes e aproximadamente iguais
até a terceira casa decimal. Notamos que um aumento de quase 100% no valor de y? /mpor corres-
ponde a uma flutuacdo de apenas 4% no valor do expoente 1/, que por sua vez produz uma varia¢do
de apenas 1% na estimativa de 7. Isso significa que o valor final de 7; ndo é tdo sensivel ao valor
do parametro fixo durante o processo de ajuste, desde que este valor fique perto o suficiente daquele
que minimiza y2 /npor. Entdo, como um critério para determinar os limites inferior e superior para
T., nés consideramos os valores obtidos nos ajustes que dio um x2/npor até 20% maior do que
o minimo. Vale a pena ressaltar que ndo é o objetivo deste trabalho obter uma descrigdo precisa do
comportamento critico do modelo. Portanto, o valor de 1/v € usado apenas para obter uma estimativa
boa de T..

Tabela 4.1: Estimativas de k1. /Jpp obtidas através de ajustes usando a equagdo (4.35) com L < L,y para diferentes
valores de Lmax. Assim como na figura 4.4, as estimativas de 7..(L) usadas nos ajustes correspondem aos méximos da

susceptibilidade magnética no plano B, X 5, para o sistema bicamada com Jaa/Jpp =0,5; Jap/Jpp = —1,0e p=1,0.
kpT./JBB
Lyax p=0,6 p=1,0
60 17573(4) 2,6156(7)
80 1,577(2) 2,6164(5)
110 1,578(5) 2,6163(4)
160 1,574(2) 2,6163(2)
230 17571(2) 2 6162(1)
320 1,572(1) 276161(2)
450 17575(1) 2 6160(2)
640 17573(1) 2,61596(7)
900 1,575(1) 2,61593(4)

E intuitivo que realizar simulagdes para sistemas maiores aumenta a precisdo dos nossos re-
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sultados. No entanto, para uma quantidade fixa de esforco computacional, aumentar o tamanho do
sistema invariavelmente diminui o tamanho e a quantidade de simula¢des que podemos realizar. Em
simulacdes teste nds conseguimos chegar até L = 900; todavia, uma vez que as simulagdes para os
sistemas maiores consomem mais tempo, foi possivel cobrir apenas uma fragdo minima do espago
de pardmetros do sistema desta forma. Se desejamos explorar o espago de pardmetros a fundo, é
necessdrio chegar a um meio-termo, de forma que buscamos manter L tdo pequeno quanto possivel
a0 mesmo tempo que obtemos um resultado razoavelmente preciso.

Os dados da tabela 4.1 referem-se as simulagdes teste para L = 10, 20, 30, 40, 60, 80, 110, 160,
230, 320, 450, 640 e 900. A tabela mostra estimativas de 7, obtidas através de ajustes considerando
tamanhos apenas até Ly,.. Aplicando o mesmo critério do x> /npor discutido acima, nés chegamos a
estimativas muito consistentes de 7. para todos os valores de L. E evidente que a precisdo aumenta
se consideramos sistemas maiores, no entanto as estimativas finais sdo as mesmas considerando as
barras de erro. Isso significa que podemos obter uma estimativa razoavel de 7, sem tanto esforgo
computacional. Entdo, nos resultados apresentados no capitulo 5, a determinacdo dos valores de 7,
para os sistemas bicamada (se¢@o 5.1.1 ) e multicamadas (secéo 5.1.2) foi feita com simulagdes para
L =10, 20, 30, 40, 50, 60, 80 e 100.

4.3 Determinacio de 7.,

O ponto de compensagcdo € determinado localizando-se a temperatura, Tt,;,p, para a qual a mag-
netizagdo total é zero enquanto as magnetizagdes dos planos, m 4 e mp, permanecem nao nulas. As
figuras 4.6 e 4.7 mostram o comportamento das magnetiza¢des do sistema multicamadas em funcao
da temperatura para p = 0,80 e Jap/Jpp = —0,50, sendo que as figuras 4.6a e 4.7a correspondem
ao caso com J44/Jpp = 0,20 para o qual hd compensagdo, enquanto as figuras 4.6b e 4.7b corres-
pondem ao caso com J44/JJpp = 0,80, para o qual ndo hda compensagdo. Os simbolos correspondem
aos dados das simulac@es e as linhas sélidas sio interpolacdes feitas com splines' cibicas apenas para
auxiliar a visualizag@o.

Para estimar T¢,,p, para cada configuracdo de desordem, nds realizamos simulagdes para vérias
temperaturas em torno da regido onde (M) = 0 para obter os valores de (M) como uma fungio
continua de 7" usando o método dos multiplos histogramas, como podemos ver na figura 4.3 para
a magnetizacdo total de um sistema multicamadas com p = 0,80; J44/Jpp = 0,65; Jap/Jpp =
—0,80 para vérios tamanhos L de 20 a 100. Nés entdo encontramos a raiz da fungio (M, (7))

usando o método de Brent [74]. O processo € repetido para N configuracdes de desordem para

! A palavra spline é o termo em inglés para a “curva francesa”, que é uma régua flexivel usada para tracar linhas nio
retas sobre pontos em um gréfico. O método de interpolac@o por splines consiste em passar uma fungao continua sobre um
conjunto de pontos, sendo que esta funcao € formada pela unido de polindmios de grau n. Além de continua, esta funcdo
deve ter derivadas continuas até ordem n — 1 nos pontos onde os diferentes polindmios se conectam. O caso particular
de ligar os pontos corresponde a n = 1, ao passo que splines cubicas correspondem a n = 3 [62,70]. Na falta de uma
traduc@o adequada e, como a palavra spline ¢ comumente usada em textos de computagao em portugués, evitamos propor
uma tradugdo que possa acabar confundindo o leitor e optamos pelo uso do termo em inglés neste trabalho.
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Figura 4.6: Magnetizacdes dos planos, m 4 e pmp e magnetizagao total, mior, em fun¢do da temperatura adimensional,
ksT/Jpp, para um sistema multicamadas com p = 0,80, Jap/Jpp = —0,50 ¢ L = 100. A figura (a), para Jaa/Jpp =
0,20, mostra a existéncia de uma temperatura de compensacao, Tcomp, tal que Mo = 0 € 0 < Tpp,p < Tt enquanto a
figura (b), para Jaa/Jpp = 0,80, corresponde a um caso sem compensagdo. Os simbolos correspondem aos dados das
simulagdes e as linhas sélidas sao interpolagdes feitas com splines cibicas e extrapolacdes lineares apenas para auxiliar a
visualizacdo. As barras de erro s3o menores do que os simbolos.

1,0 ‘ ‘ ‘ ]
% my
i pmpg
¢ Mot
0,5 |
0
(]
0
(O
©
N
2 0,0
()]
©
= p=0,80
Jaa/ I3 =0,20
Jap/Ipp=—0,50
—0.5 L=100
0,0 05 1,0 15 20 25 30 35 40
kBT/JBB
(a) Com compensagio.
1,0 ‘ Leaisaane, ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0,5/
0
[
0
(@)
©
N
N J | e
()]
©
= p=0,80
Jya/Tpp=0,80
Jap/ I pp=—0,50
—0.5 L=100 1

00 05 1,0 15 20 25 30 35 40
kBT/‘]BB

(b) Sem compensagdo.



81

Figura 4.7: Magnetizagio total, mo, em fungdo da temperatura adimensional, kg7 /Jp g, para um sistema multicama-
das com p = 0,80, Jap/Jpp = —0,50 e para vérios valores do tamanho linear, L. A figura (a), para Jaa/Jpp = 0,20,
mostra a existéncia de uma temperatura de compensagao, 1oy, tal que Mo = 0 e 0 < Tepppy, < T enquanto a figura (b),
para Jaa/Jpp = 0,80, corresponde a um caso sem compensagdo. Os simbolos correspondem aos dados das simulagdes e
as linhas sélidas sdo interpolacdes feitas com splines cibicas e extrapolacdes lineares apenas para auxiliar a visualizagdo.
As barras de erro sdo menores do que os simbolos.
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estimar o erro associado a desordem, conforme discutido na na segdo 4.1.2.

Figura 4.8: Temperatura de compensacdo adimensional, kg7 comy(L)/Jpp, em fungdo de L parap =0,80; Jaa/Jpp =
0,65¢ Jap/Jps = —0,80. Os simbolos sdo estimativas feitas localizando-se o zero da magnetizagdo total para sistemas
de diversos tamanhos. As linhas sdo ajustes feitos com a equagio (4.36) para os valores de € que minimizam o X2 /npor

em cada caso ou ajustes feitos com a equagdo (4.37) para Ly, < L < 100 com Ly, = 40, que € o valor que minimiza
X2/77.D0F do ajuste neste caso em particular.
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Para obter a estimativa final de iy, € ainda necessério combinar as estimativas obtidas para
sistemas de diferentes tamanhos. Na figura 4.7a, vemos que os diferentes valores de Tty (L) sdo
proximos uns dos outros, no entanto, a figura 4.3 mostra claramente que as menores redes dao resulta-
dos razoavelmente inconsistentes com os demais. A figura 4.8 mostra a dependéncia com o tamanho
das estimativas para a temperatura de compensagao obtidas a partir dos mesmos dados da figura 4.3.
Pode-se ver que, conforme L aumenta, a temperatura de compensagdo tende a um valor fixo. Tendo
em vista que o efeito de compensacio nao se trata de um fendmeno critico, ndo ha qualquer razio a
priori para esperarmos alguma forma funcional particular para a curva Tyomp(L). Baseado na apa-
réncia desta curva, entretanto, nés propomos um comportamento tipo lei de poténcia, andlogo ao da
temperatura critica:

Toomp(L) = a+bL™, (4.36)

na qual a, b e € sdo parAmetros a serem determinados no processo de ajuste. Similarmente ao caso
da temperatura critica, também ndo temos resoluc@o estatistica suficiente para determinar os trés

pardmetros de forma independente, entdo recorremos ao mesmo procedimento descrito na se¢do 4.2
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para determinar 7. N6s ainda propomos fazer ajustes usando
Teomp(L) = a = constante, (4.37)

para L > Ly, 0 que corresponde a fazer uma média das diferentes estimativas de 7i.o,, conside-
rando apenas os valores de L para os quais a curva Teomp (L) estd bastante préxima de sua assintota

horizontal. O valor de Ly, também é determinado minimizando o valor de x> /npor do ajuste.

Tabela 4.2: Resultados dos ajustes da dependéncia de Tecom;, com L para p = 0,80; Jaa/Jpp = 0,65 ¢ Jap/Jpp =
—0,80, usando a equagdo (4.36) para diferentes valores de L, € . Os nimeros entre parénteses sdo o erro estatistico
dado pelo ajuste ndo linear. Estes ajustes foram feitos usando os dados apresentados na figura 4.8.

J b € X*/npor

20 3,0669825087(7) 2(3) x 10° 435258000946 1,8 10 2

30 3,0669845581(6) 4(6) x 10* 5,11999990708  1,5x 102

40 3,0669505972(5) 1,60381821004(5) x 10°15  —5,32766666961 3,1 x 103
)

50 3,00669457156(7
60  3,006935560(1
70 3,066944621(3

2,057928392(1) x 10714 —4,78753257781 3,8 x 1073
1,10365686(4) x 10712 —3,94933526946 4,9 x 1073

6
5
)
) 5,11588460(2) x 10714 —4,59247329163 7,4x 1073

Tabela 4.3: Resultados dos ajustes da dependéncia de T.,,,;, com L para p = 0,80; Jaa/Jpp =0,65¢ Jap/Jpp =
—0, 80 usando a equagio (4.37) para valores diferentes de L;,. Os nimeros entre parénteses sao o erro estatistico dado
pelo ajuste ndo linear. Estes ajustes foram feitos usando os dados apresentados na figura 4.8.

Lyin a Xz/nDOF

20 3,06702096(1)  3,4x 10
30 3,067011268(3) 6,6 x 102
40 3,0669965247(2) 5.4x 1073
50 3,0669970562(3) 6,4 x 1073
60 3,0669983378(3) 7,7 107
70 3,0670022149(4) 8,6 % 10~

A tabela 4.2 mostra os resultados de ajustes feitos para diferentes valores de L, com os dados
apresentados na figura 4.8 usando a equagdo (4.36) enquanto a tabela 4.3 mostra os resultados de ajus-
tes feitos com os mesmos dados, usando a equacdo (4.37), também para diferentes valores de L.
Vemos que os valores de a obtidos a partir de ambos os métodos sio todos consistentes, independen-
temente dos valores de £ ou Lyin. A primeira vista, poderfamos ser tentados a escolher o resultado
obtido usando a equagdo (4.36) com L,,;,, = 40, baseado no valor de x? /npor, € usé-lo para obter
a estimativa final de T;m,. No entanto, notamos que o ajuste a equagdo (4.36) ndo pode ser usado
para determinar 7t para os casos da 4.2 com Ly, > 40, tendo em vista que € < 0 contradiz nossa

suposicdo inicial de que Tomy(L) se aproxima assintoticamente de Tyopmy €, nesses casos, o limite

usado na determinagio do ponto de compensagdo, i. €., Teomp = limy_se0 Teomp(L), ndo existe.
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O fato de estes valores de a serem tdo préximos das demais estimativas de ¢, € consequéncia
dos valores pequenos obtidos para o parametro b. De fato, nestes casos, o termo bL~° € menor do
que 107, pelo menos para L < 100. Isto significa que a dependéncia com L na equacio (4.36) se
torna irrelevante para o processo de ajuste, ou seja, estes resultados se tornam equivalentes a ajustes
usando a equacido (4.37). Por outro lado, se impusermos € > 0, obtemos os melhores ajustes com ¢
muito préximo de zero (¢ = 107°) para Ly, > 40, o que é consistente com o ajuste usando a equagio
(4.37). No entanto, ajustes com valores tdo pequenos de ¢ produzem estimativas muito imprecisas
para a e b. De fato, os erros estatisticos de a e b nestes casos chegam a ser trés ordens de grandeza
maiores do que os préprios parametros.

Estes resultados sdo consistentes com o fato de que o fendmeno de compensagdo nio tem qual-
quer relacdo com criticalidade. Logo, ndo temos razao para esperar que os observaveis proximos ao
ponto de compensagdo apresentem comportamento de escala tipo lei de poténcia. Consequentemente,
optamos pelo método usando a equacdo (4.37) para determinar 7, tendo em vista que, além de
ser o mais adequado, é também o método mais simples e robusto. Para estimar as barras de erro,
combinamos os erros estatisticos dado pelo processo de ajuste com o erro obtido para Ny amostras e

para uma tnica amostra através do método de blocos.

4.4 Determinacio dos expoentes criticos

A determinag@o dos expoentes criticos do modelo € feita através de métodos de andlise de es-
cala de tamanho finito, conforme discutido na se¢io 2.4. Nesta abordagem, analisamos a dependéncia
com o tamanho do sistema do valor de certas grandezas termodinamicas (e. g., susceptibilidades mag-
néticas, calor especifico), avaliadas nas proximidades do ponto critico. Nossa primeira aproximagao
consiste em desprezar todos os termos proporcionais a L~ nas equagdes (2.23), (2.24), (2.25) e

(2.36). Desta forma, podemos reescrever estas equagdes como
G(L) = al’, (4.38)

na qual a é uma constante e ) é o expoente associado a grandeza em questdo, i. e., A = /v para o calor
especifico, ¢, A = /v para as magnetizacoes, ma, A = /v para as susceptibilidades magnéticas, Yx,
e A= 1/v para G = O U ou G = Ok In (| Mx[").

Se necessario, podemos incluir o termo associado ao principal dos campos irrelevantes, ou seja,

o termo proporcional a L™ = L™%!, obtendo assim
G(L) =aL*{1+bL™*}, (4.39)

na qual a e b sdo constantes. Da mesma forma, poderiamos continuar adicionando termos associados
aos demais campos irrelevantes. Entretanto, cada expoente adicional acrescenta dois parametros livres

que devem ser determinados através de ajustes ndo lineares e, conforme discutido nas secdes 4.2 € 4.3,
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Figura 4.9: Grifico em escala log-log dos méaximos das susceptibilidades magnéticas em func¢do do tamanho linear do
sistema para Jaa/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0 e p = 1,0. Os simbolos sdo os resultados das simulagdes e as linhas
tracejadas sdo ajustes feitos com a equagao (4.39) para 10 < L < 160.
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Figura 4.10: Grifico em escala log-log dos maximos das derivadas 0x G em fung¢do do tamanho linear do sistema para
Jaa/Jee =1,0; Jap/Jpp = —1,0; p= 0,9 e diferentes grandezas G. Os simbolos sdo os resultados das simulagdes e
as linhas tracejadas sdo ajustes feitos com a equagao (4.39) para 10 < L < 160.
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a precisao na determinacéo destes pardmetros diminui conforme o nimero de parametros aumenta.
Na pratica, um ajuste com quatro ou mais parametros livres ja € invidvel com os nossos dados. Assim,
para realizar os ajustes com a equagdo (4.39), como ndo temos interesse em determinar o expoente
w, usamos um procedimento andlogo ao descrito nas segdes 4.2 e 4.3, no qual fixamos o valor de
w e determinamos os demais parametros. O procedimento € repetido iterativamente até que seja
localizado o valor minimo de x?/npor, que nos di o melhor ajuste.

Como as equagdes (4.38) e (4.39) sdo validas apenas nas proximidades do ponto critico, uma
estratégia comum para a andlise de escala de tamanho finito através destas equacgdes consiste em obter
os valores da grandeza G(L) exatamente na temperatura critica para realizar os ajustes destes valores
em fun¢do do tamanho L do sistema. No entanto, esta abordagem pode introduzir erros sistematicos
se a determinagdo de 7; ndo for feita com muita precisdo. A fim de evitar este problema, optamos pela
mesma estratégia adotada nas referéncias 60 e 73, a qual consiste em avaliar os valores de G(L) na
temperatura pseudo-critica T.(L), conforme discutido na se¢do 4.2. Desta forma, para determinar os
expoentes a /v, y/v e v, usamos as equagdes (4.38) e (4.39) nas quais G(L) corresponde aos valores
de pico da grandeza em questdo.

Por exemplo, na figura 4.9 temos o comportamento de escala dos mdximos das susceptibilidades
para Ju4/Jpp =1,0; Jap/Jpp = —1,0e p=1,0. Na figura 4.10 temos o comportamento de escala
dos méximos das derivadas 0xG para Jaa/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0; p = 0,9 e diferentes
grandezas G. Em todos os casos, os simbolos sdo méaximos das grandezas determinados através
do método dos miuiltiplos histogramas, conforme discutido na sec@o 4.1.2. As linhas tracejadas sdo
ajustes feitos com a equacdo (4.39) no intervalo 10 < L < 160 para auxiliar na visualizagdo.

Jd para determinar o expoente [3/v, cada magnetizagdo mpa (L) (A = wt, A, B) € avaliada na tem-
peratura T, o(L), definida como a temperatura para a qual a susceptibilidade x4 (L) é maxima. Na
figura 4.11 apresentamos um exemplo do comportamento de escala das magnetizagdes obtidas desta
forma para J44/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0 e p =0,9. As temperaturas 7,,, (L) também sdo
determinadas através do método dos multiplos histogramas, analogamente ao procedimento discutido
na se¢do 4.2. As linhas tracejadas sdo ajustes feitos com a equagdo (4.39) no intervalo 10 < L < 160
para auxiliar na visualizacdo.

E importante notar que se o comportamento das grandezas nas figuras 4.9, 4.10 e 4.11 for
uma lei de poténcia, ou seja, dado pela equacdo (4.38), os grificos em escala log-log devem ser
muito préximos de linhas retas. Isto aparentemente € satisfeito para as susceptibilidades x4 e xp
na figura 4.9, para todas as grandezas na figura 4.10b e para as magnetizagdes m 4 € mp na figura
4.11. No entanto, no caso das grandezas o, "o € todas apresentadas na figura 4.10a, o desvio do
comportamento de lei de poténcia é claramente visivel nos graficos. Esta curvatura mais pronunciada
aparece consistentemente em todos os graficos envolvendo grandezas com sub-indice A = tt, portanto,
em nossas andlises para obter os expoentes criticos, levamos em consideracdo apenas as grandezas de

sub-indice A = A, B, que aparentemente apresentam um comportamento mais proximo de uma lei de
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Figura 4.11: Grifico em escala log-log das magnetizagdes em fungdo do tamanho linear do sistema para Ja4/Jpp =
1,0; Jap/Jes = —1,0 e p=0,9. O valor da magnetizagdo ma (A = tot, A, B) é obtido na temperatura T}, 5, que
corresponde ao ponto de maximo da susceptibilidade Yx. Os simbolos sdo os resultados das simula¢des e as linhas
tracejadas sdo ajustes feitos com a equac@o (4.39) para 10 < L < 160.
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poténcia.

Ainda assim, devemos verificar se uma lei de poténcia € suficiente para descrever o comporta-
mento de escala de cada grandeza ou se € necessdrio incluir os campos irrelevantes na andlise. Para
isso, realizamos ajustes com a equacdo (4.38) usando dados de diferentes intervalos Ly, < L < Ly
a fim de verificar se hd alguma diferenca nos valores obtidos para o expoente critico em questdo para
cada intervalo, analogamente ao que foi feito nas secdes 4.2 e 4.3. A tabela 4.4, por exemplo, mostra
os valores de /v obtidos através de ajustes com os dados da figura 4.9 usando a equagéo (4.38) com
G(L) =max {xp(L)} para Ly, = 160 e diferentes valores de L.

Mesmo que o comportamento dos maximos das susceptibilidades A e B em fungdo de L pareca
bem préximo do linear (em escala log-log), como mostra a figura 4.9, os resultados numéricos da
tabela 4.4 indicam que ha uma tendéncia nos valores do coeficiente angular /v de diminuir conforme
o valor de L, aumenta. Isto significa que a dependéncia de In{G(L)} com In{L} ndo pode ser
linear: hd uma curvatura. A existéncia dessa curvatura, por sua vez, indica que é necessario incluir
pelo menos um dos expoentes associados aos campos irrelevantes, ou seja, devemos usar a equagao
(4.39).

A tabela 4.5 mostra os valores de /v e w obtidos através de ajustes com os mesmos dados
usados para fazer a tabela 4.4, porém usando a equagdo (4.39) para diferentes valores de Lpi,. Se

usarmos o critério de minimo XZ/RDOF, obtemos o melhor ajuste com a equag@o (4.38) para Ly, =
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Tabela 4.4: Resultados dos ajustes da dependéncia de max {x g} com L parap =1,0; Jaa/Jgg =1,0e Jap/Jpp =
—1,0 usando a equacdo (4.38) com Ly, < L < 160 para diversos valores de Lyj,. Os nimeros entre parénteses sdo o
erro estatistico dado pelo ajuste ndo linear. Estes ajustes foram feitos usando os dados apresentados na figura 4.9.

Luyin /v */npor

10 2,01669(3)  7,590419 x 10T
20 2,00535(1)  1,702051 x 107!
30 1,999071(8) 7,430297 x 102
40 1,993521(5) 2,490238 x 102
50 1,991916(6) 2,338850 x 102
60 1,99013(2)  2,774476 x 1072
80  1,99016(5)  3,699222 x 1072
100 1,9952(1)  4,471856 x 1072
120 1,991(1) 8,798249 x 1072

Tabela 4.5: Resultados dos ajustes da dependéncia de max {xp} com L parap =1,0; Jaa/Jps =1,0e Jap/Jpp =
—1,0 usando a equagdo (4.39) para valores diferentes de L, e w. Os niimeros entre parénteses sao o erro estatistico
dado pelo ajuste ndo linear. Estes ajustes foram feitos usando os dados apresentados na figura 4.9.

Linin ’Y/V w X2/nD()F

10 1,961073(9) 0,594898 2,081448 x 102
20 1,97053(2)  0,793509 2,355469 x 102
30 1,989302(7) 3,385920 1,921862 x 102
40 1,99028(1)  5,519911 2,254112x 102
50 1,98986(3) 5,676096 2,809418 x 1072

50, o que nos dd /v =1,991916 £+ 0,000006. Ji o melhor ajuste com a equagdo (4.39) nos dd /v =
1,989302 £+ 0,000007 para L, = 30. Note que a diferenca entre estes ajustes estd na segunda casa
decimal enquanto os erros de ambos os ajustes estdo na sexta. Logo, os ajustes ndo sdo consistentes
um com o outro. E importante ressaltar, é claro, que a barra de erro obtida através do segundo ajuste
¢é subestimada pela mesma razdo ja discutida na se¢do 4.2.

Podemos comparar estes resultados com o valor /v = 1,9828 +0,0057 reportado na referéncia
60 para o modelo de Ising em trés dimensdes. Como podemos ver, ambos os nossos melhores ajustes
dao resultados diferentes deste, mesmo considerando as barras de erro. No entanto, nosso segundo
ajuste estd mais proximo do valor aceito na literatura, o que estd de acordo com o fato de que o
primeiro ajuste ndo leva em consideragdo a curvatura que os dados da tabela 4.4 nos mostram que
existe.

Devemos ainda apontar o fato de que ambos os nossos melhores ajustes ddo valores consis-
tentemente maiores para o expoente /v do que o valor apresentado na referéncia 60. Isto, aliado
ao fato de os valores de /v da tabela 4.4 diminuirem conforme os menores sistemas sdo excluidos

da analise, indica que devemos incluir mais expoentes associados aos campos irrelevantes na anélise
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de escala de tamanho finito, se quisermos melhorar nossos resultados com os dados que ja temos.
Ou, se quisermos continuar usando os métodos apresentados até entdo, seremos obrigados a realizar
simulacdes para sistemas maiores.

Aumentar o nimero de expoentes nos ajustes € invidvel com a resolugdo estatistica que temos,
conforme ja mencionamos no inicio desta se¢do. Realizar simulagdes para tamanhos maiores pode
se tornar muito custoso computacionalmente, tendo em vista que as simulagdes com L = 160 ja sdo
bastante demoradas. A fim de evitar estas duas rotas indesejadas, propomos um método para tentar
extrair mais informagdes dos dados, analisando o comportamento no valor dos expoentes obtidos
através do ajuste com a equacéo (4.38) em funcdo do tamanho dos sistemas considerados no ajuste.
Ou seja, a tendéncia nos valores de /v apresentados na tabela 4.4, de diminuir conforme os sistemas
menores sdo removidos da andlise, pode ser usada para nos dar informagdes sobre a forma que o
comportamento da susceptibilidade se desvia de uma lei de poténcia.

Para tal, partimos da seguinte relagdo de escala para uma dada grandeza G, associada a um
expoente \:

G(L) = aLl* f(L), (4.40)

de tal forma que f(L) ~ 1 no limite termodindmico. O comportamento descrito em (4.40) é absolu-
tamente geral, de forma que € fécil ver que, a partir desta equacdo, obtemos o comportamento de lei
de poténcia da equagdo (4.38) para f(L) = 1, ou a equagdo (4.39) para f(L) = 1 +bL~“ ou ainda as
relacdes apresentadas na se¢do 2.4 para f(L) =1+ Y,;b; L~ “i.

Fica claro da equagdo (4.40) que a fungdo f(L) é responsdvel pelo desvio que a grandeza G(L)
tem do comportamento de lei de poténcia. Assim, se f(L) for uma constante, o grifico de In{G(L)}
em fungdo de In L é uma reta de coeficiente angular A e, para as demais formas da funcdo f(L), este
grifico passard a ter uma curvatura que deve depender de f(L). Este desvio do comportamento linear

pode ser quantificado a partir da derivada logaritmica:

No caso particular da equagio (4.39), temos f(L) =1+bL %, ouln{f(L)} =In{l +bL %} ~bL ¥,
sendo que o uso da aproximagdo In(1+x) ~ x é justificdvel, ji que esperamos que a contribuigdo
dos campos irrelevantes seja pequena e diminua conforme L aumenta. Entfo, a expressdo para o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de In{G(L)} em fungdo de In L se reduz a
D(L) ~ A+ VL. (4.42)

Para usar a equagdo (4.42), devemos ter alguma forma de estimar a derivada logaritmica D(L)
(definida em (4.41)). Uma possibilidade € usar as seguintes derivadas numéricas

_ I{G(Lir)} —In{G(Li)}
lnLH,] - lnLl

Dy(Ly) (4.43)
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_ In{G(Li+1)} —In{G(Li-1)}
n In Li+1 —In Lifl ’

que correspondem a aproximacoes da derivada D (L) no ponto L = Ly, sendo que Ly, é a media geo-
métrica do intervalo AL considerado, ou seja, respectivamente, Ly, = /L;Lij+1 € Ly, =/ Li—1Ljy1.

Outra forma de obter estimativas da derivada D(L) é através de ajustes feitos com a equacdo (4.38)

Ds(Lim) (4.44)

e usando o conjunto de n pontos consecutivos de L; até L;,_;. Chamamos o valor do coeficiente
angular obtido através de um destes ajustes com n pontos de Fy, (L, ), que é uma aproximagdo da deri-
vada D(L) no ponto L = L,,, sendo que Ly, = \/L;L; . Neste trabalho avaliamos o comportamento
de F,(Ly,) paran =3,4,5¢ 6.

A figura 4.12 mostra o comportamento das estimativas da derivada D(L) no ponto L,, em
funcdo de L;ll. Estas estimativas foram feitas através dos ajustes do tipo Fg(L,,), obtidos com os
dados das susceptibilidades x4 e xp para Jaa/Jpp = 1,0; Jap/Jpp = —1,0 e p = 1,0 (mesmos
dados da figura 4.9). As linhas cheias sdo os ajustes feitos com a equaco (4.42) através do mesmo
procedimento descrito na secio 4.2. Os valores de w que minimizam o x> /npor sio apresentados
na figura e estes melhores ajustes resultam nas seguintes estimativas: v/v = 1,9758715 £0,0000007
para x4 e /v = 1,9773165 +0,0000007 para y . Note que estes valores sdo mais baixos do que
os obtidos através das equacdes (4.38) e (4.39), além de estarem mais proximos do valor obtido na
referéncia 60. No entanto, suas barras de erro estdo subestimadas devido ao procedimento usado no
ajuste, conforme ja mencionamos anteriormente.

Ainda devemos mencionar que diferentes estimativa de D(L) podem subestimar ou superesti-
mar o real valor da derivada, ao qual nio temos acesso. Entdo, para obter uma estimativa mais con-
fidvel, realizamos o procedimento descrito acima para diversas estimativas de D(L), i. €., D2(Ly,),
Ds(Ly,), F3(Lm), Fa(Ly,), F5(Lm) e Fs(Ly,). Na figura 4.13, mostramos, para o caso particular de
X 4, 0 comportamento destas diferentes estimativas da derivada D(L) no ponto L = L,, em fungéo de
Ly, bem como os resultados de ~y/v obtidos através de ajustes com as equagdes (4.38) e (4.39) para
diferentes valores de L;,.

Finalmente, combinamos os resultados para x4 e xp dos diferentes ajustes com a equagdo
(4.42), de modo que usamos como estimativa final para o expoente da susceptibilidade a média dos
valores obtidos pelos diferentes ajustes. O erro € obtido do desvio padrdo da média. E importante
ressaltar que, devido ao comportamento erritico das estimativas obtidas a partir de D5 (Ly,), como
podemos ver na figura 4.13, estas estimativas foram excluidas da analise. Através desse método, nossa
estimativa final € /v = 1,9782 +0,0072. As linhas tracejadas na figura 4.13 marcam os valores
mdximo e minimo desta estimativa. Este método usado para determinar /v também foi aplicado ao
célculo dos demais expoentes do modelo e para outros valores dos pardmetros do hamiltoniano. Os

resultados serdo apresentados na se¢do 5.2.
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Figura 4.12: Estimativas da derivada logaritmica D(L) obtida a partir das susceptibilidades x 4 € x g para Jaa/Jpp =
1,0; Jap/Jgs = —1,0 e p = 1,0 (mesmos dados da figura 4.9). As linhas cheias sdo os ajustes feitos com a equagdo
(4.42) que minimizam o valor de XZ /npor, que em ambos os casos corresponde a L,, > 40. As linhas tracejadas sdo
extrapolagdes destes ajustes para L,,, < 40.
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Figura 4.13: Comportamento das estimativas do expoente /v em fun¢do de Ly, e das diferentes estimativas da derivada
D(L) no ponto L = L,, em fungdo de L,, a partir da susceptibilidade x4 com Jaa/Jpp =1,0; Jap/Jpp = —1,0 e
p = 1,0 (mesmos dados da figura 4.9). As linhas pontilhadas apenas ligam os pontos para auxiliar na visualizagdo. As
linhas horizontais tracejadas marcam os valores minimo e maximo de nossa estimativa final do expoente + /v para estes
valores dos parametros do hamiltoniano.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo, apresentaremos nossos resultados de Monte Carlo, campo médio e campo efe-
tivo para o comportamento magnético e termodindmico dos sistemas bicamada e multicamadas, bem
como o comportamento critico do sistema multicamadas. Os resultados de Monte Carlo para o sis-
tema bicamada que apresentamos na se¢do 5.1.1 fazem parte de um artigo publicado no periédico
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications [75]. Os resultados de Monte Carlo para o sis-
tema multicamadas que apresentamos na se¢do 5.1.2 fazem parte de um trabalho também publicado
no periédico Physica A: Statistical Mechanics and its Applications [76]. O comportamento critico do

sistema multicamadas € apresentado na secdo 5.2.

5.1 Fendmeno de compensacao

Com o objetivo de estudar o comportamento magnético do sistema bicamada, realizamos si-
mulagdes de Monte Carlo e subsequente andlise de dados, a fim de obter as temperaturas critica e
de compensagdo para diferentes valores dos pardmetros do hamiltoniano J44/Jpp, Jap/JpB € p.
Apresentaremos, entdo, um relato detalhado das regides do espago de pardmetros para as quais o feno-
meno de compensagdo estd presente, como pode ser visto nas figuras 4.6a e 4.7a, ou ausente, como se
vé nas figuras 4.6b e 4.7b, com o intuito de delinear a contribui¢do de cada um dos pardmetros para a
presenca ou auséncia do efeito mencionado acima.

Inicialmente, gostariamos de salientar a importancia da assimetria entre as camadas de nosso
sistema. No que diz respeito a dilui¢o, € trivial ver que nao h4 efeito de compensacao para p = 0, caso
em que temos um sistema ferromagnético bidimensional puro. Jd para p = 1, temos |m 4| = [pmp| =1
para T' = 0, logo, neste caso temos duas possibilidades: (i) Se J44 # Jpp, temos [m 4| > [pmp| para
0 < T < T, e atnica temperatura para a qual as magnetizagdes nos planos se anulam abaixo de 7 é
Teomp = 0. (i) Se Ja4 = Jpp, temos |my4| = |[pmp| para qualquer T, ou seja, a magnetizagdo total
do sistema € trivialmente nula.

Para que possamos compreender os papéis dos acoplamentos inter-planar e intra-planares no
fendmeno de compensag@o, no entanto, o raciocinio ¢ um pouco mais trabalhoso. Por exemplo, a
figura 4.6 mostra a dependéncia das magnetiza¢des dos planos e magnetizacdo total com a temperatura
para L =640,p=0,7e Ja4/Jpp =0,3. Na figura 4.6a, temos J45/Jpp = —0, 1 e vemos um ponto
de compensagio, de modo que M = 0 € Teomp < T¢, enquanto que a figura 4.6b, para Jap/Jpp =
—1,0, apresenta um caso sem efeito de compensagdo. Isto indica que a ocorréncia da temperatura
de compensagdo € favorecida por acoplamentos inter-planares mais fracos, tendo em vista que neste
caso, a tnica diferenga entre um sistema com compensacio (figura 4.6a) e sem compensagio (figura
4.6b) é o valor de Jap/JBB-

Vé-se facilmente que, se |Jap/Jpp| > 1, os spins de primeiros vizinhos em diferentes planos

serdo “congelados” em estados diferentes (um +1 e outro —1) e, jd que p < 1, teremos |m 4| >
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|pmp| para T < T,. Portanto, um acoplamento .J4p forte elimina a possibilidade de haver efeito de
compensagdo. Também é facil de perceber que a rede diluida precisa ter um acoplamento intra-planar
mais forte para que haja efeito de compensag@o. Considere um caso extremo em que J45/Jpp =0,
i. e., temos dois sistemas ferromagnéticos independentes, cada com uma transicdo de fase a uma
temperatura critica diferente, digamos T, 4 € T p para as redes A e B, respectivamente. Considere
também que ainda temos uma maneira, além do acoplamento inter-planar antiferromagnético, para
manter as magnetizacdes dos planos opostas uma a outra. Se ambas as redes ndo tém diluigdo e
Jaa > Jpp, temos T 4 > T, p, portanto, |my| = |[pmp| =1 para T = 0 e |m4| > |pmp| para
0> T > 1Ty, isto é, ndo hd temperatura, além de 7' = 0, para a qual |my4| e [pmp| se igualam.
O efeito da dilui¢do na rede B € abaixar a curva [pmp| tal que |[pmp| < |my| para T =0 e, ao
mesmo tempo, diminuir 7, g, entdo ainda temos |[m 4| > [pmp| para 0 < T < T, ¢,A € ndo hd valor de
temperatura tal que as curvas [m4| e [pmp| se cruzem, nem mesmo 7' = 0.

Para o sistema interagente, podemos seguir um raciocinio similar e chegar 2 mesma concluséo.
A presenga de um acoplamento intra-planar, independente do quao fraco, obriga ambas as redes a se
comportarem como um Unico sistema e ter uma temperatura de transi¢do tnica, 7, que é maior do
que ambas T 4 e T g dos sistemas ndo interagentes mencionados acima. Se ambas as redes nio tém
dilui¢@o, n6s temos [m 4| = [pmp| =1 em T = 0 e, conforme discutido acima, o sistema pode ser um
ferrimagneto com i = 0 (se J44 # Jpp) ou um antiferromagneto (se J44 = Jpp). Assim como
no caso ndo interagente, o efeito da dilui¢do ainda é de abaixar a curva [pmp| tal que [pmp| < |m4|
para T =0. Se Ja4 > Jpp, temos |pmp| < |m4| para 0 < T < T, portanto, neste caso ndo temos
temperatura de compensagao para qualquer p > 0. Mesmo para J44 < Jpp, o efeito de compensagado
s6 estard presente se tanto J44/Jpp e |Jap/Jpp| permanecem pequenos o suficiente para que a
curva |my| caia de forma mais gradual em diregdo a zero do que |[pmp|, como pode ser visto nas

figuras 1.2a, 1.3a e 4.6a.

5.1.1 Compensacao no sistema bicamada (2D)

Na figura 5.1, apresentamos os graficos da temperatura critica e temperatura de compensagao
em funcdo da concentracdo de sitios magnéticos para os casos (Jap/Jpp = —1,0;J44/Jpp =0,01)
e (Jap/Jpp = —1,0;J44/Jpp = 0,5). Os simbolos sélidos sdo as temperaturas criticas e os sim-
bolos vazios sdo as temperaturas de compensacgdo e as linhas pontilhadas verticais marcam a con-
centracdo caracteristica, p*, para a qual as curvas de T, € Ty se encontram. Se p < p*, para um
determinado conjunto de valores de parametros, o fendmeno de compensagdo nao ocorre. Nossos
resultados de Monte Carlo estdo na figura 5.1a, na qual os simbolos correspondem as simulagdes e as
linhas sélidas sao interpolagdes com splines ctibicas apenas para auxiliar na visualizagdo. Para fins de
comparagdo, reproduzimos na figura 5.1b, a figura 2 da referéncia 20, que corresponde ao resultado
de aproximag@o de pares para 0s mesmos parametros.

Qualitativamente, os comportamentos das temperaturas obtidas por Monte Carlo ou aproxi-
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Figura 5.1: Temperatura critica 7, (simbolos cheios) e temperatura de compensagdo, Teom, (simbolos vazios), em
fungdo da concentragdo, p. A linha pontilhada vertical marca a concentragio caracteristica, p*, para a qual T, = Tcomp.
Em (a) apresentamos os resultados de Monte Carlo deste trabalho. Nos casos em que as barras de erro ndo forem visiveis,
elas sdo menores do que os simbolos. As linhas cheias sdo interpola¢des e extrapolacdes feitas com splines cibicas apenas
para auxiliar na visualizagdo. Em (b), reproduzimos a figura 2 da referéncia 20 para fins de comparagao.
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(b) Aproximagao de pares (figura 2 da referéncia 20).
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Figura 5.2: Comparagio entre os resultados de campo médio (CM; vermelho; linha pontilhada), campo efetivo (CE;
verde; linha tracejada), aproximacéo de pares [20] (AP; magenta; linha traco e ponto) e Monte Carlo (MC; azul; circulos
vazios) para T;. € Tcom, em fungdo da concentragdo, p, para um sistema bicamada com J4p/Jpp = —0,50. Em (a) e
(b) temos os valores de T para Jaa/Jpp = 0,01 e Jaa/Jpp = 0,50, respectivamente. Em (c) e (d) temos os valores
de Teomp para Jaa/Jpp = 0,01 e Jaa/Jpp = 0,50, respectivamente. Os valores de MC correspondem aos mesmo
dados apresentados na figura 5.1a enquanto que os valores de AP sdo os dados da figura 5.1b (reproducdo da figura 2 da
referéncia 20) que foram multiplicados por 4 para que todos os resultados fiquem na mesma escala de energia.
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macdo de pares sdo os mesmos, como podemos ver nas figuras 5.1. O mesmo pode ser dito dos
comportamentos previstos através das aproximagdes de campo médio e campo efetivo (ver figura
5.2). No entanto, se quisermos comparar os valores de T¢. € T¢op) apresentados neste trabalho com os
reportados na referéncia 20, € preciso ter em mente o fato de que as varidveis de spin desta referéncia
assumem os valores s; = £1/2, enquanto que em nossas simula¢des usamos s; = +1. Isso por si s6
¢ responsavel por uma diferenga por um fator de quatro entre as escalas de energia e, consequente-
mente, entre as escalas de temperatura, nos dois trabalhos, isto &, todas as temperaturas apresentadas
na referéncia 20 t€ém de ser multiplicadas por quatro para que possam ser comparadas as temperaturas
obtidas neste trabalho nas aproximagdes de MC, CM e CE. Seguindo este procedimento simples, na
figura 5.2 apresentamos as temperaturas criticas e de compensacao obtidas através de CM, CE, MC e
AP para o mesmo conjunto de pardmetros da figura 5.1.

Para J44/Jpp = 0,5 (figura 5.2b), os valores de T, obtidos com Monte Carlo para cada va-
lor de p sdo consistentemente mais baixos do que para as demais aproximagdes. Isto estd de acordo
com o esperado de métodos de campo médio [58], mesmo os mais sofisticados como aproximacao
de pares, que leva em conta correlagdes entre primeiros vizinhos. Em ordem decrescente, temos as
temperaturas criticas de CM, CE, AP e MC. Esta ordem estd de acordo com o nivel de sofisticagdo
de cada aproximag@o, de forma que os resultados de AP e CE sdo bastante proximos entre si, en-
quanto CM da temperaturas entre 30% a 69% maiores do que todas as demais aproximacdes. J4 para
Jaa/Jpp = 0,01 (figura 5.2a), apesar de as temperaturas criticas serem maiores para CM do que
para as demais aproximagdes, a ordem CM, CE, AP e MC s6 ¢ mantida para concentracdes acima de
p~0,7. Abaixo desta concentracio, os resultados de AP e MC ficam muito préximos e os valores de
T, aparentemente chegam a ficar menores para AP do que para MC. A questdo se estes valores real-
mente ficam menores ou ndo é um tanto delicada, tendo em vista que os simbolos obtidos através das
simulagdes estdo abaixo da curva da AP e apenas os valores da interpolac@o por splines ficam acima
desta curva. Para responder esta questao, deveriamos realizar mais simulagdes para 0,5 < p <0,7, in-
tervalo este que estd muito préximo do ponto de percolacdo para da rede B (p. = 0,592... para a rede
quadrada [77,78]). Infelizmente, esta combinacdo de fatores, (i) proximidade ao ponto de percolagdo
e (i) grande assimetria entre os acoplamentos intra-planares (valor pequenos de J44/Jppg), torna o
comportamento do sistema muito mais dificil de analisar através de simulacdes de Monte Carlo.

A comparagio entre os valores de Ty, (figuras 5.2¢ € 5.2d) para as diferentes aproximagdes
¢ ainda mais curiosa. Para J44/Jpp = 0,50, todas as aproximagdes resultam em temperaturas de
compensa¢do muito proximas, sendo que os valores obtidos por MC ainda sdo menores do que os
obtidos nas demais aproximagdes. Ja para J44/Jpp = 0,01, as curvas de Tyopy, X p obtidas com CE
e MC quase se sobrepde, similarmente ao que ocorre com as curvas obtidas com CM e AP. Mesmo
que a concordancia seja boa entre os dois pares de métodos, cada um ainda prevé um valor bastante
diferente para p*. Para J44/JJpp = 0,50, o menor valor de p* é dado por CM, seguido pelos valores

de CE, AP e MC. J4 para J44/Jpp = 0,01, as aproximagdes que ddo o valor de p* em ordem
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Figura 5.3: Concentragdo caracteristica, p*, contra a razdo Jaa/Jpp para Jap/Jpp = —0,01 (circulos) e Jap/Jpp =
—1,0 (quadrados). As linhas cheias sdo interpolagdes feitas com splines ctibicas apenas para auxiliar na visualiza¢do.
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Figura 5.4: Concentragdio caracteristica, p*, contra a razdo Jap/Jpp para Jaa/Jpp = 0,5. As linhas cheias sdo
interpolagdes feitas com splines cibicas apenas para auxiliar na visualizac@o.
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crescente sdo: CM, CE, MC e AP.

Observamos nas figuras 5.1 e 5.2 que, independente da aproximagao considerada, o valor de p* é
maior para J44/Jpp = 0,5 do que para J44/Jpp = 0,01, indicando que a concentragdo p* aumenta
a medida que a interag@o dentro da camada A torna-se mais forte. Esta tendéncia é confirmada na
figura 5.3, na qual temos os valores de Monte Carlo da concentragdo caracteristica p* em fungéo da
razdo J44/Jpp para ambos os casos de um acoplamento inter-planar fraco (Jap/Jpp = —0,01)
e um forte (Jap/Jpp = —1,0), e em ambos os casos p* aumenta com uma interagdo intra-planar
mais forte na rede A. A figura 5.4 também revela uma tendéncia semelhante para o comportamento
de p* como uma fung@o do acoplamento inter-planar: vemos que a concentra¢do p* diminui quando
Jap/Jpp aumenta (mas devemos observar que, como a interagdo inter-planar € antiferromagnética,
isso também significa que p* aumenta a medida que o acoplamento fica mais forte).

Para um valor fixo de p, analisamos como os pardmetros J44/Jpp € Jap/JJpp influenciam a
auséncia ou a presenca do fendmeno de compensacdo. Nas figuras 5.5 e 5.6, apresentamos graficos de
temperatura critica, ¢ (simbolos cheios), e temperatura de compensacio, Ti.omy (simbolos vazios),
como fungdes de J44/Jpp para valores fixosde pe Jap/Jpp. A figura 5.5 corresponde ao resultado
de Monte Carlo obtido neste trabalho enquanto na figura 5.6, para fins de comparagao, reproduzimos
os resultados de aproximacdo de pares da referéncia 20 (desconsidere o resultado referente ao modelo
de Heisenberg, nao estudado neste trabalho). Assim, as figuras 5.6a e 5.6b correspondem, respectiva-
mente, as figuras 6 e 7 desta referéncia.

Nas figuras 5.5a e 5.6a, vemos que para p = 0,7 e um acoplamento inter-planar forte sé temos
compensagdo para valores pequenos de J44/Jpp. No entanto, nas figuras 5.5b e 5.6b, o aumento da
concentragdo de sitios magnéticos de p = 0,7 para 0,9 amplia a faixa de J44/Jpp para a qual temos
compensagio, mesmo que o valor absoluto da for¢a da interagéo inter-planar tenha sido reduzido de
|Jap/JpB| = 1,0 para|Jsp/Jpp| = 0,5. Este comportamento também ocorre nas aproximacdes de
campo médio e campo efetivo, porém, como podemos ver na figura 5.7, o aumento no valor J44/Jpp
para o qual T\, = ¢, € consideravelmente maior para MC do que para as demais aproximagdes.

Na figura 5.7 também podemos ver que, assim como no caso das figuras 5.2a (para p Z 0,7)
e 5.2b, os valores de T, obtidos através de simula¢des de Monte Carlo sdo mais baixos do que para
as demais aproximagoes, seguidos pelos valores obtidos com AP, CE e CM, em ordem crescente. A
comparagdo entre as temperaturas de compensagao, assim como no caso da figura 5.2, também € um
tanto curiosa. Para (p; Jap/Jpp) = (0,7;—1,0) (figura 5.7¢), as curvas de Tromp X J44/Jpp obtidas
com CE e MC quase se sobrepdem, similarmente ao que ocorre com as curvas obtidas com CM e AP.
Para (p; Jap/Jpp) = (0,9;—0,5) (figura 5.7d), todas as aproximagcdes resultam em temperaturas de
compensagdo muito proximas, sendo que os valores obtidos por CM ainda sdo maiores do que os
obtidos nas demais aproximacoes.

Na figura 5.8 exploramos a dependéncia da temperatura critica, 7, (simbolos cheios) e da tem-

peratura de compensagdo, Teomp (simbolos vazios), com a razdo Jap/Jpp para valores fixos de p e
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Figura 5.5: Resultados de Monte Carlo para a temperatura critica, 7, (simbolos cheios), e temperatura de compensagao,
Teomp (simbolos vazios), em fungdo darazio J44/JJpp para(a) p=0,7¢ Jap/Jpp=—1,0e(b) p=0,9¢ Jap/Jpp =
—0,5. As linhas cheias sd@o interpolagdes feitas com splines cibicas apenas para auxiliar na visualizacdo. As linhas
pontilhadas verticais marcam os valores das razdes .JJ4 4/Jpp acima dos quais ndo hd compensacio. Nos casos em que
as barras de erro nao sao visiveis, elas sao menores do que os simbolos.

3,0 3,0
MC MC =090

e =0,70 a =-0,5
250 &+ T, e 28l 4T, Tan/ Ty =—0,50
[ T

comp. comp.

1,0 3 Jual T5p=0,235+0,003 1,0
0,5 3 0,5
|
%5 02 0.4 0,6 08 1,0 %5 0.2 0.4 0,6 0,8 1,0
JaalTpp Jaal s
(@ p=0,7¢ Jap/Jpp =—1,0. () p=0,9¢ Jap/Jpp =—0,5.

Figura 5.6: Resultado de aproximagdo de pares para a temperatura critica, 7, (simbolos cheios), e temperatura de
compensagdo, Teomp (simbolos vazios), em fungdo da razdo Ja4/Jpp para (a) Jap/Jpp = —1,0 e p=0,7 e (b)
Jap/Jee = —0,5 e p=0,9. Estas figuras foram retiradas da referéncia 20 e sdo reproduzidas aqui para fins de compa-
ragdo com a figura 5.5.
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(a) Figura 6 da referéncia 20. (b) Figura 7 da referéncia 20.
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Figura 5.7: Comparagio entre os resultados de campo médio (CM; vermelho; linha pontilhada), campo efetivo (CE;
verde; linha tracejada), aproximagéo de pares [20] (AP; magenta; linha traco e ponto) e Monte Carlo (MC; azul; circulos
vazios) para T € Teomp em fungdo da razio Ja4/Jpp para o sistema bicamada. Em (a) e (b) temos os valores de
T, para (p;Jap/JsB) = (0,7;—1,0) e (0,9;—0,5), respectivamente. Em (c) e (d) temos os valores de 7oy para
(p;JaB/JBB) = (0,7;—1,0) e (0,9;-0,5), respectivamente. Os resultados de MC correspondem aos mesmos dados
apresentados nas figuras 5.5a ((a) e (c)) € 5.5b ((b) e (d)). As temperaturas obtidas a partir da AP correspondem aos valores
das figuras 5.6a (reproducio da figura 6 da referéncia 20) e 5.6b (reproducéo da figura 7 da referéncia 20) multiplicados

por 4 para que todos os resultados fiquem na mesma escala de energia.
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Jaa/Jpp. Mais uma vez, as linhas verticais pontilhadas marcam o valor da razdo J4p/.JJpp para
o qual as curvas de T e Teomy se encontram. E interessante salientar que, conforme o acoplamento
inter-planar fica mais fraco, tanto a temperatura critica quanto a temperatura de compensagao dimi-
nuem. No entanto, a temperatura de compensagao diminui a uma taxa maior, de tal forma que a curva
de Teomp comega em 1oy = T¢ € deste ponto em diante as curvas ¢ € Teomyp se afastam conforme
|Jap/JBB| — 0. Este efeito estd presente também nos resultados de aproximagio de pares, como
podemos ver na figura 8 da referéncia 20 (reproduzida na figura 5.9). Esta figura também ajuda a
destacar algumas diferencas entre os resultados de AP e MC para ambos os conjuntos de parametros,
(Jaa/IBe =0,2;p=0,6) e (Jaa/Jpp =0,5;p=0,7). Os resultados da AP mostram a existéncia
de uma temperatura de compensagdo acima de um determinado valor da razdo J4p/.Jpp enquanto,
em nossas simulagdes de MC, para p = 0,7, ndo encontramos efeito de compensagao para qualquer
valor de J4p/Jpp (ver figura 5.10a). A fim de apresentar um diagrama anélogo, com a presenca de
uma fase com compensagao, neste trabalho tivemos que escolher conjuntos de pardmetros completa-
mente diferentes, como visto na nossa figura 5.8.

Como decorre dos resultados apresentados acima, podemos dividir o espaco de parametros do
nosso hamiltoniano em duas regides de interesse distintas: uma fase ferrimagnética para a qual ndo
ha compensagdo, e uma fase ferrimagnética na qual o fendmeno de compensagdo ocorre a uma certa
temperatura 7o,y Por isso, pode ser til apresentar alguns diagramas de fase, mostrando as regides
correspondentes a existéncia de ambas as fases. Para este fim, a figura 5.10 mostra os diagramas de
Jap/Jpp em fungio de J44/Jpp, obtidos para p = 0,7 (figura 5.10a) e p = 0,9 (figura 5.10b) a
partir de nossos resultados numéricos de campo médio, campo efetivo e Monte Carlo, bem como a
reprodugdo dos resultados de aproximagao de pares da referéncia 20. Nestes diagramas temos, para
cada linha correspondente a cada aproximacéo, uma fase ferrimagnética com temperatura de compen-
sacdo a esquerda da linha e uma fase ferrimagnética sem temperatura de compensacao a direita. Estes
diagramas confirmam que, para todas as aproximagdes consideradas, o efeito de compensacao ¢ favo-
recido pela combinag@o de acoplamentos inter-planares mais fracos e de assimetrias de acoplamentos
intra-planares mais pronunciadas, ou seja, para um valor fixo de p, o intervalo de J44/Jpp para o
qual hd compensacdo diminui com o aumento de |J4p/Jpp|- A comparagdo entre os diagramas para
p=0,7ep=0,9 ainda evidencia que, com o aumento de p, a regido ocupada pela fase ferrimagné-
tica com compensagio aumenta bastante, ou seja, a existéncia de Ty, € favorecida por uma dilui¢do
atdmica fraca mas ndo nula. Além disso, 2 medida que a dilui¢io diminui, o valor de J4p/.JJpp para
o qual Ty = T¢. passa a depender menos do valor da interagdo intra-planar na camada A, de forma
que a linha separando as regides com e sem compensacao se aproxima mais de uma reta vertical.

Em ambas as figuras 5.10a e 5.10b, vemos que, para valores fixos de p e J4p/.JJpp, 0s valores
de Ja4/JpB que caem na linha que separa as fases ferrimagnéticas com e sem compensagdo (que
chamaremos de (J44/Jpp)*, por praticidade) sdo mais baixos em Monte Carlo do que nas demais

aproximagcdes. Além disso, também em ambos os casos, os valores de (J44/Jpp)* obtidos através
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Figura 5.8: Temperatura critica, T, (simbolos cheios), e temperatura de compensacgdo, T¢o.,;, (simbolos vazios), em
fungdo da razdo Jap/Jpp parap =0,70 e Jaa/Jpp = 0,30 (quadrados) e p = 0,90 e Ja4/Jpp = 0,80 (circulos).
As linhas cheias sdo interpolagdes feitas com splines clibicas apenas para auxiliar na visualizagio. As linhas pontilhadas
verticais marcam os valores de J4p/Jpp abaixo dos quais ndo hd compensagdo para cada conjunto de valores dos
parametros. As barras de erro, nos casos em que ndo forem visiveis, sao menores do que os simbolos.
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Figura 5.9: Temperatura critica, T, (simbolos cheios), e temperatura de compensagio, Teop,, (simbolos vazios), em
fungdo da razdo Jap/Jpp parap = 0,60 e Jaa/Jpp = 0,20 (quadrados) e p = 0,70 e Jaa/Jpp = 0,50 (circulos).
Esta figura corresponde aos resultados de aproximacdo de pares (figura 8 da referéncia 20) aqui reproduzidos para fins de
comparacdo com a figura 5.8.
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Figura 5.10: Diagramas de fase Jap/Jpp X Jaa/Jpp para (a) p=0,70 e (b) p = 0,90. As linhas marcam a separagdo
entre uma fase ferrimagnética com compensacdo (a esquerda) e uma fase ferrimagnética sem compensacdo (a direita).
Os resultados de campo médio (CM), campo efetivo (CE) e Monte Carlo (MC) sdo deste trabalho enquanto os de apro-
ximagdo de pares (AP) correspondem aos dados apresentados nas figuras 11 (p =0,70) e 12 (p = 0,90) da referéncia 20
e sdo reproduzidos aqui para fins de comparagdo. Apenas no caso dos resultados de MC, os simbolos correspondem as
simulagdes e as linhas cheias sdo interpolacdes feitas com splines ciibicas apenas para auxiliar na visualizagdo.
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das trés aproximacdes tipo campo médio (CM, CE e AP) se afastam do valor de Monte Carlo con-
forme |J4p/Jpp| aumenta. Por exemplo, para p = 0,7, no ponto J4p/Jpp = —0,01, o valor de

AP para (Ja4/Jpp)* é aproximadamente 15% maior do que a estimativa de MC, enquanto que em

Jap/Jpp = —1,0 o valor de AP é cerca de 72% superior. Por outro lado, para p = 0,9, a discre-
pancia varia de apenas ~ 1,5% para J4p/Jpp = —0,01 a um valor ainda pequeno de ~ 7,7% para
Jap/Jpp = —1,0, 0 que indica que a discrepancia é mais pronunciada para as concentra¢des mais

baixas (ou dilui¢cdes mais elevadas). Para CE e CM este padrdo se mantém, como € visivel nas figuras,
entretanto a discrepancia é consideravelmente maior, chegando a 165% entre CM e MC para p = 0,7
(S JAB/JBB = *1,0.

5.1.2 Compensacao no sistema multicamadas (3D)

Figura 5.11: Temperatura critica, T, (simbolos cheios), e temperatura de compensagio, 1o, (simbolos vazios), em
fungdo da concentragdo de sitios magnéticos em B, p, para Jap/Jpp = —1,00 em ambos os casos: Jaa/Jpp = 0,01
(circulos) e Jaa/Jpp = 0,50 (quadrados). As linhas sélidas sdo interpolagdes com splines ciibicas ou extrapolagdes
lineares para auxiliar na visualizagdo. As linhas tracejadas verticais marcam a concentraco caracteristica, p*, para a qual
T = Teomp € abaixo da qual ndo ha compensac@o. As barras de erro sdo menores do que os simbolos.
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Na figura 5.11, apresentamos o resultado de Monte Carlo para as temperaturas criticas e as tem-
peraturas de compensac@o em funcio da concentragdo de sitios magnéticos de sistemas multicamadas
para oS casos (JAB/JBB = *I,O;JAA/JBB = 0701) € (JAB/JBB = 7170;JAA/J]3[3 = 0,5). Os
simbolos correspondem as simulagdes, sendo que os simbolos sélidos s@o as temperaturas criticas
e os vazios sdo as temperaturas de compensacdo. As linhas sdlidas sdo interpolagdes com splines

ctibicas apenas para auxiliar na visualizaco e as linhas pontilhadas verticais marcam a concentragao
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Figura 5.12: Comparagio entre os resultados de campo médio (CM; vermelho; linha pontilhada), campo efetivo (CE;
verde; linha tracejada), e Monte Carlo (MC; azul; circulos vazios) para T, e Ttom, em fungdo da concentragdo, p, para
um sistema multicamadas com Jap/Jpp = —0,50. Em (a) e (b) temos os valores de T, para Jaa/Jpp = 0,01 e
Jaa/ BB = 0,50, respectivamente. Em (c) e (d) temos os valores de T .oy para Jaa/Jpp =0,01 e Jaa/Jpp =0,50,
respectivamente. Os resultados de MC correspondem aos mesmo dados apresentados na figura 5.11.
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caracteristica, p*, para a qual as curvas de ;. e Tt se encontram. Se p < p*, para um determinado
conjunto de valores de pardmetros, o fendmeno de compensagio ndo ocorre.

Podemos comparar a figura 5.11 para o sistema multicamadas (3D) com a figura 5.1 para a
bicamada (2D), tendo em vista que ambas foram obtidas para os mesmos valores de pardmetros.
O comportamento de Monte Carlo do sistema multicamadas € qualitativamente o mesmo que o da
bicamada, tanto para Monte Carlo (5.1a) quanto para a aproximacdo de pares (5.1b). No entanto,
como esperado, as temperaturas criticas do sistema 3D sdo consistentemente mais altas do que as
obtidas para o sistema 2D. Encontramos apenas um trabalho aplicando aproximacdo de pares ao
sistema multicamadas na literatura [21] e, infelizmente, este ndo contém um diagrama de temperaturas
em fun¢do de p para que possamos comparar com os nossos resultados de MC.

Ainda assim, podemos comparar os valores de MC com as aproximagdes de campo médio
e campo efetivo. Na figura 5.12, apresentamos as temperaturas criticas e de compensagdo obtidas
através de CM, CE e MC para o mesmo sistema e conjunto de parimetros da figura 5.11. Para
as temperaturas de compensacdo, tanto na figura 5.12¢ (J44/Jpp = 0,01) quanto na figura 5.12d
(Jaa/JBp = 0,5), vemos que os valores de MC sdo menores do que os obtidos nas demais apro-
ximagdes. Também vemos para as temperaturas criticas, tanto para J44/Jpp = 0,01 (figura 5.12a)
quanto para J44/Jpp = 0,5 (figura 5.12b), que os valores de CM sdo maiores do que para CE e MC.
No entanto, de forma similar ao que ocorreu para o sistema 2D no caso da comparagio entre MC e
AP, os valores de 7., de Monte Carlo s6 s3o maiores do que os de CE para concentragdes acima de
p~0,6. Abaixo desta concentragdo, os resultados de CE ficam muito préximos e até menores do
que os valores de MC. Assim como no caso da bicamada, ndo temos uma explicacdo para encontrar-
mos uma temperatura critica mais baixa com uma aproximagao de campo médio do que com MC,
porém, assim como para o caso da bicamada, isto ocorre para valores de p muito préximos ao ponto
de percolacdo da rede B.

E importante ressaltar que, diferente do caso 2D, conforme p se aproxima de zero no sistema
multicamadas, hd um crossover entre o comportamento de um sistema em trés dimensdes e varios sis-
temas bi-dimensionais independentes. E possivel entdo que, para p préximo ao ponto de percolagio, o
comportamento critico do sistema j4 seja predominantemente bi-dimensional. E importante ressaltar
também que os efeitos deste crossover devem se manifestar de forma diferente para cada aproxima-
¢do. A aproximagdo de Monte Carlo, por exemplo, leva em consideragdo detalhes microscopicos
que devem representar mais acuradamente a dimensionalidade do sistema do que as aproximagdes do
tipo campo médio. Desconfiamos, portanto, que justamente essas diferencas entre as aproximagdes
estejam relacionadas a esta aparente inconsisténcia de haver valores de 7. menores para CE do que
para MC.

Em todas as aproximagdes, como podemos ver nas figuras 5.11 e 5.12, o valor de p* é mais
alto para J44/Jpp = 0,50 do que para Jqa/Jpp = 0,01. Isto indica que p* deve aumentar con-

forme a intensidade do acoplamento intra-planar no plano A aumenta. Isto é esperado, ja que, para
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Figura 5.13: Concentragdo caracteristica, p*, abaixo da qual ndo hd compensagdo, em fungdo da razdo Ja4/Jpp para
Jap/Jpp = —0,01 (circulos) e Jap/Jpp = —1,00 (quadrados). As linhas sélidas sdo interpola¢des com slines cibicas
para auxiliar na visualizagdo. As barras de erro sdo menores do que os simbolos.
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Figura 5.14: Concentragdo caracteristica, p*, abaixo da qual ndo hd compensagdo, em fungdo da razdo Jap/Jpp para
vérios valores de Ja4/Jpp. As linhas sélidas sdo interpolagdes com slines ciibicas para auxiliar na visualizag@o. As
barras de erro sdo menores do que os simbolos.
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valores grandes de J44/.Jpp, a magnetizacdo dos planos B nunca serd igual (em valor absoluto) a
magnetizag@o dos planos A para valores pequenos de p. Esta tendéncia é confirmada, tanto para um
acoplamento inter-planar forte quanto para um fraco, na figura 5.13, na qual temos os graficos de p*
em funcdo da razdo J4/Jpp para Jap/Jpp = —0,01 e J4p/Jpp = —1,00. Em ambos os casos,
vemos que p* cresce monotonicamente conforme J4 4/.Jpp aumenta.

Na figura 5.14, apresentamos o comportamento de p* em funcéo da razdo J4p/.JJpp para vdrios
valores de J44/Jpp. Curiosamente, para o sistema multicamadas, o comportamento de p* ndo é
monotdnico como € o caso da bicamada. A figura 5.4 mostra o mesmo diagrama p* x J4p/Jpp para
o sistema 2D para o caso particular de J44/Jpp = 0,50 e, comparando esta figura com o resultado do
sistema multicamadas, vemos que os valores de p* para o sistema 3D sdo consistentemente menores
do que para o sistema 2D. No entanto, esta diferenga diminui conforme |.J45/Jpp| diminui (p* para
o sistema multicamadas é ~ 8% menor do que o valor para a bicamada para J4p/Jpp = —1,00 e
~ 3% menor para J4p/Jpp = —0,01). Isto é consistente com o fato de que, para J4p/Jpp — 0,
tanto o sistema multicamadas quanto a bicamada passam a se comportar como um conjunto de planos
A e B ndo interagentes.

Também notamos que a dependéncia dos valores de p* com J4p/Jpp é mais fraca para o
sistema 3D do que para o 2D. Para J44/Jpp = 0,50, por exemplo, a diferenca percentual no valor
de p* quando |J4p/Jpp| aumenta de 0,01 para 1,00 é = 13% para a bicamada, ao passo que, para
para o sistema multicamadas esta diferenga ¢ de apenas ~ 7,6%. Mesmo se considerarmos o maior
aumento percentual (que para o sistema 2D continua sendo ~ 13%), temos, para o sistema 3D, no
médximo um aumento de = 10% entre Jap/Jpp ~ —0,20 e J4p/Jpp = —1,00.

A seguir, para valores fixos de p e J4p/Jpp, podemos analisar a influéncia da razdo J44/Jpp
no comportamento do sistema multicamadas. Na figura 5.15, apresentamos os gréficos de T¢. € Teomp
em fungdode Jq4/Jpp para Jup/Jpp = —0,50e Jap/Jpp = —1,00, em ambos os casos: p=0,70
(figura 5.15a) e p = 0,90 (figura 5.15b). O comportamento apresentado nesta figura para o sistema 3D
¢, qualitativamente, o mesmo da bicamada, tanto para Monte Carlo (figura 5.5) quanto aproximagao de
pares (figura 5.6). Podemos também comparar os comportamentos dos sistemas 2D e 3D quantitativa-
mente, ji que estes diagramas apresentados neste trabalho foram obtidos para os mesmos valores dos
pardmetros fixos para os dois tipos de sistema. Por exemplo, para (p;Jap/Jpp) = (0,70;—1,00),
o valor de Ja4/Jpp para o qual Tp = Teomp € ~ 80% maior para o sistema 3D, enquanto, para
(psJap/JIBB) = (0,90;—0,50), esta diferenca cai para apenas ~ 10%. Ainda assim, em ambos 0s
casos a regido do diagrama para a qual o sistema apresenta um ponto de compensagdo € maior no
caso do sistema multicamadas.

Também, em ambos os casos as temperaturas criticas obtidas em MC para o sistema 3D
sdo consistentemente maiores do que para o sistema 2D, como é esperado. Para (p;Jap/Jpp) =
(0,70;—1,00), a temperatura critica do sistema 3D é quase o dobro do valor para o sistema 2D com

Jaa/Jpp =0,0. Com Jq4/Jpp = 1,0 esta diferenca € menor, mas o valor para o sistema 3D ainda
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Figura 5.15: Temperatura critica, T, (simbolos cheios), e temperatura de compensagdo, Teomy (simbolos vazios), em
fungdo darazdo Jaa/Jpp para Jap/Jps = —0,50e Jap/Jpp = —1,00 e ambos os casos: (a) p=0,70¢ (b) p=10,90.
As linhas sélidas sao interpolacdes com splines ctibicas ou extrapolacdes lineares para auxiliar na visualizagdo. As linhas
verticais tracejadas marcam o valor de J4 4/.Jpp para o qual T, = T;op,, € acima do qual ndo hd compensagdo. As barras
de erro sdo menores do que os simbolos.
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Figura 5.16: Comparagdo entre os resultados de campo médio (CM; vermelho; linha pontilhada), campo efetivo (CE;
verde; linha tracejada), e Monte Carlo (MC; azul; circulos vazios) para T¢ € Tyomp em fungdo da razdo J44/JJpp para
o sistema multicamadas. Em (a) e (b) temos os valores de T, para (p; Jap/Jpp) = (0,7,—1,0) e (0,9;-0,5), respecti-
vamente. Em (c) e (d) temos os valores de Teom, para (p; Jap/Jpe) = (0,7;—1,0) e (0,9;—0,5), respectivamente. Os
resultados de MC em correspondem aos mesmos dados apresentados nas figuras 5.15a e 5.15b.
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€ 37% maior. Para (p; Jap/Jpp) = (0,90;—0,50), o valor de T, do sistema 3D € 26% maior do que
no sistema 2D com J44/Jpp = 0,0 e 25% mais alto com J44/Jpp = 1,0.

Note que a diferenca entre as temperaturas criticas do sistemas multicamadas e bicamada ¢
maior para acoplamentos inter-planares mais fortes, consistente com a existéncia do crossover entre
os comportamentos 3D e 2D. No entanto, esta diferenga ndo diminui conforme J44/.Jpp fica menor,
0 que estd de acordo com o fato de ndo haver crossover com Jy4/Jpp — 0. Na realidade, é perfei-
tamente vidvel realizar simula¢des com J44/Jpp = 0 e ainda obter o comportamento de um sistema
multicamadas, contanto que p # 0 e Jap/Jpp # 0.

Podemos também contrastar os resultados de MC para o sistema 3D com o comportamento do
sistema 2D na aproximagdo de pares apresentado na referéncia 20. Isto € feito comparando a figura
5.15a com a figura 5.6a, bem como o par de figuras 5.15b e 5.6b. Ap6és a corregdo feita na escala
de temperaturas das figuras obtidas através da AP, conforme discutido na se¢do 5.1.1, obtemos: para
(p;Jap/JBB) = (0,70;—1,00), uma temperatura critica de MC para o sistema 3D ~~ 90% maior do
que o valor de AP para o sistema 2D para J44/Jpp = 0,0 € 12% maior para Ja4/Jpp = 1,0. Para
(p; Jap/JBB) = (0,90;—0,50), 0 valor de MC de T do sistema 3D é & 1,3% menor do que o valor
de PA do sistema 2D para J44/Jpp =0,0 e 4,7% mais alto para J4 4/ Jpp = 1,0. Novamente vemos
que a concordancia é melhor para acoplamentos inter-planares mais fracos, o que faz sentido, tendo
em vista que o sistema 3D estd mais proximo de um comportamento 2D neste caso. Também vale
mencionar que os resultados de PA para a bicamada sdo muito mais préximos dos valores de MC para
o sistema multicamadas do que dos resultados de MC para a bicamada. Isto é consistente com o fato
de que aproximacdes do tipo campo médio tendem a ser melhores para sistemas de dimensionalidade
maior.

A referéncia 21 infelizmente também ndo contém um diagrama de temperaturas em funcgdo de
Jaa/JpB para que possamos comparar com os nossos resultados de MC. Ainda assim, podemos
comparar os valores de MC com as aproximagdes do tipo campo médio e campo efetivo. Na figura
5.16, vemos que, assim como no caso da figura 5.7 para o sistema 2D e das figuras 5.12a (para p 2 0,6)
e 5.12b para o sistema 3D, os valores de 7, obtidos através de simulacdes de Monte Carlo sdo mais
baixos do que para as demais aproximacdes, seguidos pelos valores obtidos com CE e CM, em ordem
crescente. O mesmo ocorre para as temperaturas de compensagao, também dadas em ordem crescente
pelas aproximagdes: MC, CE e CM.

Na figura 5.17, apresentamos os valores de T. e Tiomp em fungdo de Jsp/Jpp para
(p;Jaa/JBB) = (0,60;0,25),(0,60;0,30) (5.17b) e (p;Jaa/JpB) = (0,70;0,46),(0,70;0,50)
(5.17b). As linhas tracejadas verticais marcam o valor de J4p5/Jpp abaixo do qual ndo hd compen-
sacdo em cada caso. Infelizmente, ndo € possivel fazer uma comparacéo direta entre esta figura e os
resultados de MC para a bicamada, tendo em vista que a figura andloga para o sistema 2D (figura 5.8)
nao foi feita para os mesmos valores de pardmetros. A razdo pela qual ndo usamos os mesmos para-

metros para as duas figuras é que, para os valores usados na figura 5.8, ((p; Jaa/JBB) = (0,7;0,3)
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Figura 5.17: Temperatura critica, T, (simbolos cheios), e temperatura de compensagio, T¢opm;, (simbolos vazios), em
fungdo da razdo Jap/Jpp. Em (a) temos p = 0,60 para ambos Jaa/Jpp = 0,25 ¢ Jaa/Jpp = 0,30. Em (b) temos
p=0,70 para ambos Js4/Jpp = 0,46 € Jaa/Jpp = 0,50. As linhas sélidas sdo interpola¢des com splines ciibicas ou
extrapolagdes lineares para auxiliar na visualizacdo. As linhas verticais tracejadas marcam o valor de J4p/Jpp para o
qual T, = Tt.om € abaixo do qual ndo hd compensagdo. As barras de erro sdo menores do que os simbolos.
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Figura 5.18: Diagramas de fase Jap/Jpp X Jaa/Jpp do sistema multicamadas para p = 0,5;0,6;0,7,0,8 € 0,9. Para
cada concentracdo, a linha marca a separagio entre uma fase ferrimagnética com compensagdo (a esquerda) e uma fase
ferrimagnética sem compensagdo (a direita). Em (a) apresentamos os resultados de campo médio deste trabalho. Em (b)
apresentamos os resultados de campo efetivo deste trabalho.
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Figura 5.19: Diagramas de fase Jap/Jpp X Jaa/Jpp do sistema multicamadas para p = 0,5;0,6;0,7;0,8 e 0,9. Para
cada concentragdo, a linha marca a separag@o entre uma fase ferrimagnética com compensagéo (a esquerda) e uma fase
ferrimagnética sem compensagdo (a direita). Em (a) reproduzimos a figura 2 da referéncia 21 para fins de comparagdo
com o0s nossos resultados. Em (b) apresentamos os resultados de Monte Carlo deste trabalho, sendo que os simbolos
correspondem as simulagdes e as linhas cheias sdo interpolagdes feitas com splines cibicas apenas para auxiliar na visu-
alizac@o.
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e (0,9;0,8)), o sistema 3D sempre apresenta compensagdo para —1,0 < Jsp/Jpp < 0,0. Qua-
litativamente, no entanto, as curvas de 7. € Tiomp para o sistema 3D ndo se afastam conforme
Jap/JBB — 0, como ocorre para a bicamada, tanto em MC (ver figura 5.8) quanto AP (ver figura
5.9). De fato, para um valor fixo de p e Jaa/Jpp, os valores de T, e Tcomp para o sistema 3D
permanecem muito préoximos um do outro. E, ao contrario do que ocorre no sistema 2D, a diferenca
T, — Teomp ndo aumenta monotonicamente quando J4p/Jpp aumenta, apresentando um maximo
para algum valor de J4/.JJpp entre o ponto onde as duas curvas se encontram € J4p/Jpp = 0,0.

Finalmente, da mesma forma que foi feito para o sistema bicamada, podemos dividir o espago
de parametros do nosso hamiltoniano em duas regides de interesse distintas. Uma é uma fase ferri-
magnética para a qual ndo ocorre o fendmeno de compensagdo para qualquer temperatura e a outra
¢ uma fase ferrimagnética para a qual existe um ponto de compensa¢do em uma temperatura 7eopy.
Apresentamos este resultado de forma conveniente nas figuras 5.18 € 5.19, as quais contém diagramas
Jap/JBB % Jaa/Jpp para as concentragdes p = 0,5;0,6;0,7;0,8 e 0,9. Para cada concentragdo, a
linha marca a separag@o entre a fase ferrimagnética com compensacio (a esquerda da linha) e a fase
ferrimagnética sem compensagdo (a direita da linha). As figuras 5.18a, 5.18b e 5.19b, correspondem
aos nossos resultados de campo médio, campo efetivo e Monte Carlo, respectivamente. J4 na figura
5.19a, reproduzimos os resultados de aproximacdo de pares correspondentes a figura 2 da referéncia
21.

Estes diagramas mostram que, em todas as aproximagdes, o fendmeno de compensagao € favo-
recido para pequenas diluigdes. Isto fica claro ja que, conforme p se aproxima da unidade (contanto
que p # 1), a drea ocupada pela fase ferrimagnética com compensagdo aumenta bastante. Também
¢ visivel que este fendmeno sé ocorre se houver assimetria dos acoplamentos intra-planares e, con-
forme p diminui, € necessdrio que esta assimetria aumente para que o fendmeno ainda ocorra. Além
disso, notamos que, conforme p aumenta, a linha separando as fases fica cada vez mais vertical, ou
seja, a presenga ou auséncia de compensagdo se torna menos sensivel ao valor de J4p/Jpp. Isto é
especialmente perceptivel no diagrama de MC para a linha de p = 0,9, que se parece mais com uma
reta vertical do que nas demais aproximacdes.

Notamos que a drea ocupada pela fase ferrimagnética com compensagao (a esquerda da curva)
¢ consistentemente maior para Monte Carlo do que para aproximagio de pares. Esta drea também
¢ maior para campo médio do que para campo efetivo. Ja a comparagdo entre CE e AP é um tanto
delicada, tendo em vista que o préprio comportamento qualitativo das curvas é diferente nas duas
aproximacdes. Nos diagramas para a aproximagao de Monte Carlo, vemos que é possivel cruzar cada
curva com uma reta vertical em dois pontos. Portanto, hd casos em que € possivel o sistema estar na
fase sem compensac@o, diminuir o valor de |J4p/.JJpp| para passar para a fase com compensag@o,
mas se continuarmos diminuindo |J4p/Jpg| o sistema retorna para a fase sem compensagio. Este
comportamento reentrante, apesar de mais pronunciado para valores pequenos de p, € visivel em todos

os casos apresentados na figura 5.19b para MC. Ele também estd presente na AP (figura 5.19a), apesar
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de visivel apenas para p = 0,5, mas ndo ocorre nas aproximagdes de CM e CE. Em contraste, para
o sistema bicamada, ndo verificamos a ocorréncia deste efeito em nenhuma aproximagéo (ver figura
5.10). Outra diferenca importante entre as quatro aproximacdes é que os resultados da AP indicam
que ndo hd compensagdo para p = 0,6 e Jap/Jpp abaixo de ~ —0,86, bem como para p = 0,5 e
Jap/Jpp abaixo de = —0,36. Ja os resultados de MC, CM e CE mostram que sempre hd uma fase
com compensagdo para —1,0 < Jap/Jpp < 0,0, pelo menos para as concentragdes consideradas nas
figuras 5.18 e 5.19.

5.2 Comportamento critico do sistema multicamadas

Nesta secdo, apresentaremos nossas estimativas para os expoentes criticos do sistema multica-
madas obtidos através de simula¢des de Monte Carlo para (Jaa/Jpp;Jas/Jep) = (1,0,—1,0) e
para as concentracdes p = 0,8; p = 0,9 e p = 1,0. Conforme discutido na introdug@o, a motivagao
para este estudo € avaliar a possibilidade da correlagdo presente no modelo mudar a classe de uni-
versalidade, em relagdo ao modelo de Ising tridimensional com desordem aleatdria. Os resultados
a seguir foram obtidos através dos métodos de andlise de escala de tamanho finito, conforme discu-
tido na se¢do 4.4. Ao final da secdo, comparamos nossas estimativas com resultados encontrados na
literatura para a classe de universalidade do modelo de Ising com e sem desordem.

Para determinar o expoente v, seguimos o mesmo procedimento apresentado e discutido na
secdo 4.4 para o expoente 7/v, apenas trocando as susceptibilidade pelas grandezas 0xG (G =
In(|Myl), In(M3) e U}, A= A,B). A figura 5.20 mostra o comportamento das estimativas do
expoente 1/v, obtidas a partir de ajustes usando G = Uf e as equagdes (4.38) e (4.39), em fungdo
do valor de L,,;, usado para cada ajuste. A figura também apresenta o comportamento das diferentes
estimativas da derivada D(L) no ponto L,, em fun¢do de L,,. Com estes valores de D(L), realiza-
mos ajustes com a equagdo (4.42) para obter estimativas de 1/v. Neste caso, considerando todas as
grandezas G e as estimativas de D(L) exceto D, (L), conforme discutido na se¢do 4.4, nossos re-
sultados finais para este expoente sdo: parap =0,8: 1/v =1,457+0,011 (linhas tracejadas na figura
5.20a), ou v = 0,6862 £ 0,0050; para p = 0,9: 1/v = 1,4647 £0,0092, ou v = 0,6827 +0,0042 e
parap =1,0: 1/v =1,575+0,011 (linhas tracejadas na figura 5.20b), ou v = 0,6351 +0,0043.

Nosso valor de v para p = 1,0 estd um pouco acima do valor v = 0,6289 £+ 0,0008, obtido
através de simulacdes de Monte Carlo para o modelo de Ising em uma rede cibica [60], bem como
estd acima do valor v = 0,6269 +0,0020, obtido através de simulagdes de Monte Carlo para o modelo
de Ising em uma rede cubica de corpo centrado [73]. Também estd levemente acima de v = 0,6298 +
0,0005, obtido através de simulagdes de Monte Carlo para outros modelos da classe de universalidade
do modelo de Ising de spin 1/2 em trés dimensdes [79], como o modelo de Ising de spin 1 e 0o modelo
¢* (Landau-Ginzburg), descrito pelo hamiltoniano H = —.J Yiup¢ioj+ DY, (,)lz + )\Zi(c,‘b? —1)%,no

qual ¢; assume valores reais (no limite A — oo, reobtemos o modelo de Ising [80]). Entretanto, dentro



118

Figura 5.20: Comportamento das estimativas do expoente 1/v em fungdo de Ly, e das diferentes estimativas da
derivada D(L) no ponto L = L,,, em fungdo de L,, obtidas a partir das derivadas Uf para (Jaa/JeB:JaB/JBB) =
(1,0;—1,0) e para as concentragdes p = 0,8 e p = 1,0. As linhas pontilhadas apenas ligam os pontos para auxiliar na
visualizacdo. As linhas horizontais tracejadas marcam os valores minimo e maximo de nossa estimativa final do expoente
1/v para estes valores dos parametros do hamiltoniano.
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das barras de erro, este valor concorda com o resultado de teoria de campos por Guillou e Zinn-
Justin (1980; 1987): v = 0,6300=+0,0015 e com o resultados de séries obtido por Butera e Comi
(2000): v = 0,6302 £ 0,0004. Ja nossos resultados para os casos diluidos (p = 0,8 e p = 0,9), além
de concordarem entre si, estdo em excelente acordo com v = 0,682 £ 0,003 para o modelo de Ising
desordenado com ligagdes +.J [48]. Concordam também com v = 0,6837 +0,0053 [46], » = 0,683 £
0,003 [47], v = 0,683 £ 0,002 [43] e v = 0,6826 40,0046 [73], dos quais os dois primeiros valores
foram encontrados para o modelo de Ising com dilui¢do aleatdria de sitios, o terceiro foi encontrado
para ambos os modelos de Ising com diluicdo aleatdria de sitios e ligagdes e o ultimo foi encontrado
para um modelo de Ising desordenado com interagdes ferromagnéticas e atiferromagnéticas, proposto
para modelar uma liga bindria de ferro e ruténio [81].

Utilizamos a mesma estratégia para determinar os demais expoentes. A figura 5.21 mostra o
comportamento das estimativas para /v e D(L), obtidas a partir dos mdximos de y p. Para o caso do
expoente 3/v, a figura 5.22 mostra o comportamento das estimativas para este expoente e para D(L),
obtidas a partir da magnetizagdo mp avaliada na temperatura para a qual a susceptibilidade xp é
maxima. Nossas estimativas finais para o expoente da susceptibilidade, obtidas através dos ajustes
com a equagio (4.42), sdo: v/v =1,9647+0,0075 parap =0,8; /v =1,962+0,017 parap=0,9 ¢
~v/v =1,9782+0,0072 para p = 1,0. Podemos combinar esses valores com nossas estimativas de v,
obtendo assim: v =1,348+0,015 parap=0,8;v=1,339+0,020 parap=0,9evy=1,256+0,013
para p = 1,0. Da mesma forma, para o expoente da magnetizagéo, obtemos: 3/v = 0,5180+0,0034
para p =0,8; /v =0,5185+0,0021 para p =0,9 e 3/v = 0,5179 £ 0,0045 para p = 1,0. E,

combinando estes valores com nossas estimativas de v, obtemos: = 0,3554 +0,0049 parap =0, 8;



119

Figura 5.21: Comportamento das estimativas do expoente /v em fungdo de L, e das diferentes estimativas da derivada
D(L) no ponto L = L,, em fungdo de L,, a partir das susceptibilidades x5 para (Jaa/Jpp;Jag/Jee) = (1,0;—1,0) ¢
para as concentragdes p = 0,8 e p = 0,9. As linhas pontilhadas apenas ligam os pontos para auxiliar na visualizagdo. As
linhas horizontais tracejadas marcam os valores minimo e maximo de nossa estimativa final do expoente /v para estes
valores dos pardmetros do hamiltoniano.
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Figura 5.22: Comportamento das estimativas do expoente 3/v em fun¢do de Ly, e das diferentes estimativas da
derivada D(L) no ponto L = L,,, em fungdo de L,,, obtidas a partir das magnetizagdes mp para (Jaa/Jpp;Jap/JpB) =
(1,0;—1,0) e para as concentragdes p = 0,8 e p = 1,0. As linhas pontilhadas apenas ligam os pontos para auxiliar na
visualiza¢@o. As linhas horizontais tracejadas marcam os valores minimo e maximo de nossa estimativa final do expoente
(/v para estes valores dos parAmetros do hamiltoniano.
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8=0,3540+0,0036 parap =0,9¢ 5 =0,3290+0,0051 para p = 1,0. Estes valores de /3 e -, tanto
para o caso puro quando para o diluido, concordam com resultados de outros trabalhos da literatura,
apresentados no final deste capitulo na tabela 5.1.

Figura 5.23: Grifico em escala log-log dos méximos do calor especifico em fungio do tamanho linear do sistema para
Jaa/Jgs =1,0e Jap/Jpp = —1,0. Os simbolos sdo os resultados das simula¢des para p = 0,8 (quadrados), p = 0,9

(diamantes) e p = 1,0 (circulos). As linhas tracejadas sdo ajustes feitos com a equacdo (4.39) para 10 < L < 160. O
destaque corresponde aos mesmos dados, porém em escala linear.
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A andlise de escala para obter o expoente « foi um tanto mais delicada. Ao contrdrio do que
observamos para as demais grandezas, no grafico em escala log-log do calor especifico em fungdo
de L, os dados ndo parecem seguir uma reta, como pode ser visto na figura 5.23. Esta curvatura
mais acentuada indica que a influéncia dos campos irrelevantes no comportamento de escala do calor
especifico € maior. Além disso, € visivel nos graficos que o calor especifico cresce lentamente com o
tamanho do sistema. Isto é consistente com valores préximos de zero para o expoente o, 0 que resulta
em estimativas menos precisas para este expoente em relagdo aos outros.

A figura 5.24 mostra o comportamento das estimativas do expoente «/v, obtidas a partir de
ajustes com as equacdes (4.38) e (4.39) usando os dados dos mdximos do calor especifico. A fi-
gura também apresenta o comportamento das diferentes estimativas da derivada D(L) no ponto L,
em fungdo de L,,. Com estes valores de D(L), realizamos ajustes com a equagdo (4.42) para ob-
ter estimativas de «/v. Neste caso, nossos resultados finais para este expoente, ja considerando
todas as diferentes estimativas de D(L), sdo: a/v = —0,024 +£0,017 para p = 0,8 (linhas trace-
jadas na figura 5.24a); a/v = —0,016 0,015 para p = 0,9 (linhas tracejadas na figura 5.24a) e
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Figura 5.24: Comportamento das estimativas do expoente «/v em fungdo de Ly, e das diferentes estimativas da
derivada D(L) no ponto L = L,,, em funcdo de L,, obtidas a partir do calor especifico para (Jaa/Jpp;Jas/JeB) =
(1,0;—1,0) e para as concentragdes p = 0,8; p = 0,9 e p = 1,0 (mesmos dados da figura 5.23). As linhas pontilhadas
apenas ligam os pontos para auxiliar na visualizagdo. As linhas horizontais tracejadas marcam os valores minimo e
méximo de nossa estimativa final do expoente a/v para estes valores dos parAmetros do hamiltoniano.
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a/v =0,042+0,014 para p = 1,0 (linhas tracejadas na figura 5.24c). Combinando estes valores
com nossas estimativas de v , obtemos: « = —0,0164+0,011 parap =0,8; « = —0,011£0,010 para
p=20,9e a=0,0267+0,0093 para p = 1,0. Estes valores certamente apresentam uma incerteza
bastante grande (de 0,35% para p = 1,0 a 91% para p = 0,9). Além disso, nos trés casos obtemos re-
sultados diferentes e consistentemente mais préximos de zero do que os demais valores apresentados
na literatura (ver tabela 5.1), tanto para o caso puro quanto para os casos diluidos. No entanto, é im-
portante ressaltar que nossos valores de « para os casos diluidos sdo consistentes entre si e negativos,
além de serem bastante diferentes do valor obtido para o caso puro, que € positivo. Isto é um bom
indicio de que ambos os sistemas com p = 0,8 e p = 0,9 pertencem & mesma classe de universalidade,
enquanto o sistema com p = 1,0 pertence a uma classe diferente desta.

Podemos ainda obter estimativas de « através das igualdades na tabela 2.2. A igualdade de
Rushbrooke nos da: o = —0,059 +0,025 para p = 0,8; o = —0,047+0,027 parap=0,9e a =
0,086 £ 0,023 para p = 1,0. Ja a desigualdade de Josephson nos dd: a = —0,058 + 0,015 para
p=20,8 a=—-0,0481+0,013 para p =0,9 e « = 0,095+0,013 para p = 1,0. No caso puro, o
resultado dado por ambas as desigualdades concorda com os valores da literatura para a classe de
universalidade do modelo de Ising puro em trés dimensdes. Ademais, em ambos os casos diluidos,
estas desigualdades nos dao estimativas de a que concordam com os valores reportados na literatura

para a classe de universalidade do modelo de Ising desordenado em trés dimensdes (ver tabela 5.1).
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Tabela 5.1: Comparagio entre estimativas dos expoentes «, (3, y e v obtidas neste e em outros trabalhos. As linhas que co-
megam com p = 0,8; p=0,9 ou p = 1,0 correspondem as estimativas finais deste trabalho para (Jaa/Jpp;Jap/JBB) =
(1,0;—1,0). A tabela também contém resultados de Monte Carlo [60, 82], expansdo em série para altas temperaturas [83]
e de teoria quantica de campos [84, 85] para a classe de universalidade do modelo de Ising puro em trés dimensdes, bem
como resultados de Monte Carlo para o modelo de Ising com dilui¢do de sitios [46], para o modelo de Ising com dilui¢ao
de ligacoes [43,47] e para o modelo de Ising desordenado com ligagdes +.J [48]. A referéncia 73 apresenta resultados
de Monte Carlo tanto para o modelo de Ising 3D puro quanto para um modelo de Ising 3D desordenado com interagdes
ferromagnéticas e antiferromagnéticas. A referéncia45 também apresenta resultados experimentais para ambos sistemas
puros e desordenados. As linhas nas quais temos 2 — « — 3v = 0 correspondem aos casos para os quais o expoente «
foi obtido a partir da igualdade de Josephson. J4 as linhas que contém « + 23+~ = 2 correspondem aos casos para os
quais apenas dois expoentes foram obtidos de forma independente e os demais sdo determinados a partir das igualdades
de Josephosn e Rushbrook (ver tabela 2.2 na se¢ao 2.2).

Puro

@ ) ¥ v a+28+y 2—a—3v
p=1,0 0,0267(93) 0,3290(51) 1,256(13) 0,6351(43) 1,941(33)  0,068(22)
[60] 0,1133(24)  0,3258(44) 1,2390(71)  0,6289(8) 2,020(21) =0
[73] 0,1093(47)  0,3316(86) 1,2448(70)  0,6269(20) 2,017(29)  0,010(11)
[82] 0,1099(7) 0,32648(18) 1,2371(4) 0,63002(23) =2 =0
[83] 0,1094(45)  0,3266(10) 1,2375(6) 0,6302(4) =2 =0
[84,85] 0,1100(45)  0,3270(15) 1,2390(25) 0,6300(15) 2,003(10) =0
[45] 0,110(5) 0,325(5) 1,25(2) 0,64(1) 2,01(4) —0,03(4)

Diluido

« 8 y v a+28+y 2—a—3v
p=0,8 —0,016(11) 0,3554(49) 1,348(15) 0,6862(50) 2,043(36)  —0,042(26)
p=0,9 —0,011(10) 0,3540(36) 1,339(20) 0,6827(42) 2,036(37)  —0,037(23)
[46] —0,051(16)  0,3546(28) 1,342(10) 0,6837(53) 1,994(32)  0,006(32)
[73] —0,049(15)  0,359(16) 1,330(18) 0,6826(46) 1,999(65) =0
[47] —0,049(9) 0,3535(17) 1,342(6) 0,683(3) =2 =0
[43] —0,049(6) 0,354(1) 1,341(4) 0,683(2) =2 =0
[48] —0,046(6) 0,329(2) 1,339(7) 0,682(2) 1,951(17) =0
[45] —0,10(2) 0,350(9) 1,31(3) 0,69(1) 1,91(7) 0,03(5)
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CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, estudamos um modelo de Ising ferrimagnético composto por dois tipos distin-
tos de camadas, A e B, dispostas alternadamente. Os acoplamentos intraplanares sdo ferromagnéticos
enquanto os acoplamentos inter-planares sdo antiferromagnéticos. Apenas as camadas do tipo B sdo
diluidas, com sitios escolhidos aleatoriamente para serem magnéticos ou ndo magnéticos com pro-
babilidades p ou (1 — p), respectivamente. Nosso objetivo principal foi obter as condi¢des para a
presenca ou auséncia de temperaturas de compensagio, Teomp. Nessas temperaturas, as magnetiza-
¢oes das duas camadas se cancelam abaixo da temperatura critica, T¢.

Estudos anteriores sobre 0 mesmo modelo usaram uma aproximacéo de pares, que pode ndo
representar corretamente modelos bidimensionais ou pode falhar na previsdo de valores precisos para
algumas quantidades fisicas. Além disso, uma avaliacdo precisa das regides onde o efeito de com-
pensacdo ocorre € uma informagao valiosa para a Fisica experimental. Com isso em mente, nés em-
pregamos simulacdes de Monte Carlo, usando os algoritmos de Metropolis e Wolff, acompanhados
do método de repesagem dos multiplos histogramas e do método de andlise de escala de tamanho fi-
nito. Aplicadas a redes de diferentes tamanhos lineares, L, estas abordagens permitem uma avaliagdo
muito precisa tanto de Tty quanto de Te.

Inicialmente, nés fornecemos argumentos gerais para apoiar a necessidade tanto de diluigdo
quanto de uma interagdo intracamada mais forte na camada diluida (quando comparado com a in-
teracdo dentro da outra camada), a fim de que o efeito de compensagao seja possivel. Noés, entdo,
estudamos os efeitos de outros pardmetros usando duas categorias de diagramas de fase: (i) a depen-
déncia de Tt e Teomp com os parametros do hamiltoniano (ou seja, p, Ja4 € Jap) € (i) a dependéncia
de p* (valor de p abaixo do qual ndo hd efeito de compensagdo) com J4 4 € J4p. No caso (ii), mostra-
mos que a regido com compensacdo diminui tanto com o aumento de J4 4 quanto de |.J 45|, enquanto
no caso (7) pode-se ver que ambas T¢. e Teomp crescem com J44 ou |J4p|, de tal forma que, even-
tualmente, T omp = T¢ e, para valores maiores de Ja4 e |J4p|, o efeito de compensagdo deixa de
ocorrer.

Um resumo dos resultados € entdo apresentado de uma maneira conveniente em diagramas
Jap X Ja4, que confirmam que o efeito de compensagdo € favorecido por interagdes inter-planares
mais fracas e por uma assimetria mais pronunciada entre as integrais de troca intraplanares dos planos
com e sem dilui¢do. Além das simulacdes de Monte Carlo, também realizamos cdlculos de campo
médio e campo efetivo e comparamos nossos rersultados com calculos de aproximag@o de pares
realizados para ambos os sistemas bicamada [20] e multicamadas [21]. Vale a pena ressaltar que
esses diagramas mostram comportamentos consideravelmente diferentes para cada aproximacao.

Finalmente, estudamos o comportamento critico do sistema multicamadas através do método
de andlise de escala de tamanho finito. Nossas estimativas para os expoentes criticos para p = 1,0 sdo

consistentes com a classe de universalidade do modelo de Ising tridimensional. J4 para p # 1, nossos
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resultados sdo consistentes com a classe de universalidade do modelo de Ising tridimensional com
diluig@o aleatéria de sitios ou ligagdes. Este resultado indica que a correlagdo presente no modelo ndo
é relevante, no sentido do grupo de renormalizag@o.

Como perspectivas futuras para este trabalho, devemos estender a andlise ao estudo de Trop,p €
obten¢do de diagramas de fases do sistema multicamadas incorporando simetria continua ao modelo
(spins de Heisenberg); obter estimativas para os expoentes criticos para o sistema em 3D para mais
pardmetros do hamiltoniano e obter estimativas para os expoentes criticos para o sistema bicamada.
Também, a fim de discutir o efeito de uma correlagdo mais forte, queremos estudar o modelo multi-
camadas com diluicdo em planos alternados de modo que todos os planos diluidos tenham a mesma

configuracao.
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