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PREFACIO
Solo en el siglo XIX fue estudiado por completo el poder
constructivo de la_regla v ¢l compds es decr, el circulo de

problemas que se solucionan con estos utiles clisicos de las
construcciones geométricas (con ambos o con cada uno por
separado). Antes de aquel entonces algunos matemiticos consi-
deraban la regla y el compds como instrumentos umiversales gue
sirven, al usar los dos, para resolver cualquier problema
constructivo . Tal punto de vista desempefid un papel negativo
en la historia del desarrollo de la geometria; éste mcitd abordar
cada problema de construccion con una idea preconcebida acerca
de su solucion mediante una regla v un compas y motivh gue
en muchos casos se gastaron gr.lndcs esfuerzos para la bisqueda
de soluciones no existentes; asi sucedio, por ejemplo, con los
problemas acerca de la cuadratura del crculo, la_triseccion del

centro de una circunferencia valiendose de una regla 66

angulo y la duplicacidbn del cubo *.

El estudio de las construcciones realizadas con una sola regla
fue provocado por el desarrollo de la teoria de la perspectiva
asi como por la necesidad de cfectuar las construcciones em

En el presente libro se examinan los problemas de construc-
cion mas tipicos resolubles valiendose solo de una regla

Atraen la atencion los casos, cuando la efectividad del uso
de la regla aumenta gracias a que en el plano de las construc-
ciones fue dibujada con anticipacion cierta figura auxiliar (por

ejemplo, dos rectas paralelas o dos circunferencias intersecantes)
Nosotros examinaremos tambien muc estos casos.

! El término “problema constructivo™ se emplea como
sinonimo del termino “problema de construccion™

M Asi es de costumbre

cuboamo.cuyovolumenadmkummqmdddmbom
Esta demostrado que el primer y el tercer problemas

'nopuedenscrsolunomdospormedlo de la regla y ¢l compds, pero

el segundo se soluciona con estos instrumentos solamente en algunos
casos, por ejemplo, guando el angulo dado es recto.

kil _dcles
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En nuestra exposicion nos atendremos a o s
metria_sintética, es decir, evitaremos aplicar lol-ao‘;arf')?ﬂi(::rl:‘ i
'ca!-acterisu'cos de aritmética y algebra, Sélo en algunos dcmm
primeros parrafos se permiten insignificantes dcsviucionc"; dcc i
principio provocadas por el deseo de simplificar I cxp(;ﬂicib il
Advertiremos que las demostraciones de los tcorcm"w n'l
, resoluciones de los problemas basadas en la aplicacibr;‘d:):’ IEm
~ métodos de geometria sintética se distinguen a menudo por uml
- Al_gran e!egancgn y ongmalidgd; esperamos que el lector cnconlru?z
en iluestro ‘hbro muchps ejemplos que certificardn estas palabrag
,Mtamamos la atencion del lector sobre el § 18, en el cual ge
cent qu&rqa mpoaible constrpir, valiéndose s6lo de una repla
ros de dos circunferencias no concéntricas dibujadas i
en ni un punto comin. Es sabido, que 'l
08! -.- pertenccen _en su_mayoria_al
- tri ial . ' ylae b;san habitual-
riginales, Pe [
 interesar: sard por ¢l contenido  del pﬁrm!%w?:n?izcg::
 donde se encuentra una de tales demostraciones,

uacion se aduce el alfabeto gri i
ntinuacic griego, cuyas sigl
emplearemos con frecuencia en el texto del ligro, %

- Alfabeto_griego

gg-m Nv ~ ny Tr =18y

B — beta — theta ZE —xi Tu = ipsilon

Iy —gamma I - iota Oo — dmi

. = Omicron Mg —~

gg -*dqlt'a K% —kappa  Iln — pi X:’ - ji
—épsilon AL —lambda Pp — rho Yy — psi

ZL — zeta Mp — my Zo — sigma Q0 — omega

CAPITULO I, ALGUNOS TEOREMAS
DE GEOMETRIA SINTETICA Y
PROYECTIVA

§ 1, ELEMENTOS DEL PLANO
INFINITAMENTE_ALEJADOS

s —

Convengamos _considerar _que_ cada _recta (salvo la recta
infinftamente alejada, de lo que hablaremos mas adelante) tiene
un_y sblo_un punto_infinitamente alejndo, perteneciente tambien
a todas las rectas paralelas a_ésta_y_que los puntos infinitamente
alejados_de dos_rectas, que_se intersecan o und. distancia finita,
son_diferentes,

A base de este convenio podemon alirmar _que _cualesquiera
de dos rectas se Intersecan y, ademis, en un solo punlo; si
entas Mm_rﬂil'il_]g:lﬂﬁ, el punto_de_su_interseccion_estard infinita-

mente alejado,
Denominaremos, seguidamente, recta inlinitamente nlc{ulu el

conjunto de todos los puntos del plano infinitamente alejados.
Mis tarde fos cercioraremos de la conveniencia de esta defini-
cion,

La_introduccion de los conceptos de los_puntos infinitamente
alejados vy _de la_recta infinitamente_alejada esth condicionada
por el cardcter de las cuestiones examinadas en ¢l presente libro,
Esto nos libera de la necesidad de complicar las formulaciones
de una seric de teoremas, indicando_excepciones que tendrian
Tugar, si nosotros no hubieramos usado estos conceplos, Por otra
parte, ello estd ligado directamente con la_operacion_de proyec-

© clon, que describiremos ahora, -

Sea dado el plano o _con ¢l _punto A, que se encuentra
en eéste, y el punto P fuera de o, Supongamos que la reclta PA
interseca el plano f, que no pasa por P, en el punto B. En esle
caso, ¢l punto B se denomina proyeccibon del punto A sobre
el plano [3; la recta PA, la recta proyectante; el punto P,
¢l centro de proyeccion y el plaggf[Lc_f:—n_l__:q_p‘q de

toveccion De modo semejante se puede examinar la
proyeccion de una recta sobre otra, si_estas rectas y el centro
de proyeccion se_hallan en el mismo_plano,

Si_en el plano o se da cierta figura F, entonces, al proyectar
todos sus puntos del centro P sobre el plano fi, obtenemaos
en ¢l plano [ una figura @, que se denomina proyeccion de la

2-120)
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ﬁgu.ra F. En particular, la
la linea recta.
__Puede resultar
infinitamente aleja
paralelas.

La operacion de i€
proyeccion se pued i
= i P € repetir m
c;lrt ejemplo, al proyectar la figura @ obtenida ante,ri]iamEls e
quer::oQ’ que no se encuentra en el plano B, sobre erlmelme -
=it 113m:‘:'pasa a tra-\zes de Q, obtenemos la figura ¥, que [:aanr;ﬁ'v’
proyeccion de la figura F., Si los planos o vlen
¥

coinciden, entonce -,
i s F Y su proyecci - —
mismo plano. proyeccion ¥ se encontraran en e

s %:im:l_pcmos un caso especial. Supongamos que en el plano o
_ Os rectas paralelas: I|m (fig. 1). El plano X, que
. contiene [ y el centro de proyeccion P, contiene al mismo tienr?po

Proyeccion _de upa |
%é

dguece] centro de proyeccion p €S un
. Con ello, todas las rectas 1:>r0yf:c:tantepumo
S son

)7
p
T i S R
ke e
/4
=l
FIG. |

todas las rectas que proyectan los puntos de la recta [; la
interseccion [’ de este plano con el plano P es la proyeccion
de la recta [ sobre B. Con analogia, la interseccion m’ del plano
B con el plano p, que contiene m y P, es la proyeccion de la
recta m sobre el plano f.

Si los planos o y B no son paralelos y el centro de proyec-
cion P se encuentra a una distancia finita, entonces las rectas fi
y m' se intersecan en cierto punto S, ademas PS|a. Si en el
plano o se da una recta mas n, paralela a las rectas Iy m,
su proyeccion n’' sobre el plano f también pasara por el
punto S.

Es natural considerar el punto S como la proyeccion del
punto comun infinitamente alejado de las rectas I, m y n
Hablando con exactitud, hemos introducido la nocion de los

11

puntos infinitamente alejados precisamente por que sin _esta,

al examinar las rectas [, m y n’ _como las p_royecciones’ de la?
rectas [, m y n, nos veriamos obligados a eliminar de_éstas g]
punto S, en vista de que éste no tendria su preimagen en_€

plano o. 3 '
Es facil de comprender que la proyeccion de un conjunto

de todos los puntos infinitamente alejados del plano o sobre %E
plano B serd la recta del plano B, que pasa por el punto

FIG2

paralelamente al plano a; de aqui esta claro por qué hemos
referido este conjunto anteriormente a la categoria de las lineas
rectas, denominandolo recta infinitamente alejada.

Basandose en los razonamientos indicados antes, no es dificil
de construir, por ejemplo, la proyeccion de un damero, si se
da la proyeccion de su contorno ABCD (fig. 2).

Notemos que las rectas paralelas en perspectiva se¢ nos
representan, hablando en general, como convergentes; de esta
misma forma se representan éstas en los cuadros y dibujos

(vease, por ejemplo, la fig. 3).

2%
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La ciencia que estudia las propiedades Proyectivas de |aq
figuras geometricas, es decir, sus propiedades que no ¢ ambiag
al proyectarlas, se denomina geometria_proyectiva. Algunos de o
teoremas de geometria proyectiva seran aducidos en nuestro libro,

En_conclusion notemos que a veces examinaremos una recta
como una circunferencia de radio infinitamente grande con el
centro en un punto infinitamente alejado de una perpendicular
a esta recta. -

13

‘ . § 2. SIMETRIA CON RESPECTO
b A LA CIRCUNFERENCIA

En este parrafo y en los dos siguientes se examinan ciertos
 teoremas acerca de las circunferenci que desempefian en nuestra
€Xposicion un papel auxiliar.

Sea dada la circunferencia x de radio r con el centro K
y el punto A4 distinto de K. Elijamos en el rayo KA el punto
A’ de manera que el producto de los segmentos KA y KA’
sea_igual al cuadrado del radio de la circunferencia x:

KA-KA'=P‘2. u)

Convengamos decir, que los puntos A y A" son simétricos
fespecto de Ia circunferencia x

Si uno de los puntos 4 o A’ se encuentra fuera de |la
circunferencia x, el otro yace dentro de x, y viceversa; por
ejemplo, de la desigualdad KA’ < r concluimos, teniendo en cuenta
la condicion (1), que KA > r. Sin embargo, si el punto 4 o A’
se halla en la circunferencia %, entonces 4 y A’ coinciden,

Examinemos la fig. 4, donde AB es tangente a la circunferencia
%, BA', perpendicular a KA. Ya que el triangulo KAB es
rectangulo, entonces

KA -KA'= KB =2,

por consiguiente, A y A’ son simétricos con r(’:swdc? pim’;
T estd cl: dimiento de construccion :
De aqui esta claro el proce _ e O
i / to A, si se da el pu
, si se da el punto A, y del pun . ¢ po
& Sea que el sggmenlo AA’ interseca la c1rcunfcr;-£ncm :e ccr;:)l
punto C y supongamos que A'C=a y CA=b. En es !

FIG. 4

KA'=r—a vy KA=r+b. En virtud de la condicion (1) ob-

tendremos: o B "

De aqui a -

> _ :

Si al fijar los puntos C y A, pume?iamos..u:‘imt\:zuﬁmr;‘;

s en el limite la circunfc_rcm:la_v. se convie i
etr'llgm;cccrpcndicuinr a CA; al mismo tiempo de la con

obtenemos:

b—a=

b=a,
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- por consiguiente, los puntos 4 v A’ estardn di

-t staran_dispuestos §
- :s r::m::aﬂe la_recta_CD. Asi pues, en el caso Si.mi‘lill\:l_r_ign-
; 'h'in—\""'e ¥ nado, Ta simetria con respecto a la circunfer, b,
1 nvierte en la simetria respecto de la recty e

TEOREMA 1. Si la circunf
e 52 . erencia A pasa por dos
¥ A, simétricos con respecto a la cirm'l;'ﬂrn{",:::m:

en
msclarsc:n erencias % y X son ot les entre si
\ X
X % s “un amlmo rocamente ortogonales, g
recto, es decir, las tangentes

& ostas en el punto de su int
At erseccion (o, lo que es lo mi

o8 trazados a este punto{.:ol::i rzarpafo:r\:limlﬂms em.'L""an?

lupunmdaminwmoibn(m B qoe XP % o
3 108 punt fig. 5) Ya que KP es ol
d circunferencia x, entonces la igualdad (1) toma el
. : -:n.. Mos, tomando en consi-
por su exrior. ' }h’ci:
cia A, por consiguiente, los radios K P
b son reciprocamente perpendi-
. unierencias son ortogonales entre si,
hmm X ¥ A son reciprocamente
maym qQue pasa por ¢l centro K de la
_ _ interseca la circunferencia A, la interseca
e simétricos respecto de la circunferencia x.
e rovechem &l‘mdulpmimdehﬂn.&mmidmdo que
O i Xy A son mutuamente ortogonales y
consiguiente, KP es tangente a la circunferencia A, Sea que In.n::

En vista de que el producto de lo
e _ 1 S segmentos KA A’
es igual al cuadrado del radio KP de la circunferencia yx. Kkl:s

o puntos 4 y A’ son sime '
demostrar. tricos con recpecto a %, lo que se queria

m este l!lodll s¢ expllul cl ol n dcl l&l l“i“o
b . i!lllodllcido ll\tﬂlﬁllllﬁlﬂc simetria con_res 0 a '.. Cl ul‘llc .

= que a
Bl @ 1 K ok oo o puntos 7S
i KA .- KA' = KP?, i
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§ 3 QRDEN DE UN PUNTO RESEECIO
A UNA CIRCUNI ERENCIA
IIE RADICAL DI DOS CIRCUNEFRENCIAS
CENTRO RADICAL DI TRES CIRCUNIERENCIAS

Sean dadas la circunferencia ¥ de radio r con el centro K
y ol punto A, que se encuentra de K a la distancia & La magnitud
gwd =7t ()

s¢ llama orden del punto A respecto a la circunferencia «
Framinemos los casos siguientes
1) A yace fuera de ¥ Fntonces d»r, o>0 En este caso,
la magnitud o ex igual al cuadrado de la tangente trazada de .
hacta » o, lo que es lo mismo, al producto de la sécante, que
sale del punto A, de la circunferencia ® por su parte exierior

(g 6)

2) A se encuentra en . Untonces d = r, a =0

L]

3) A se halla dentro de » Entonces d«<r, @« 0r
caso, magnitud o es igual al cuadrado de la mitad
menor de las cuerdas pertenecientes a la circunferencia «, y que
pasan a traves de A, tomado con el signo menos o, lo que &
lo mismo, tomado con ¢l signo menos el producto  de  los
segmentos obtenidos, al dividir por el punto A cualquiera de las
cuerdas pertenccientes a la circunferencia % y que pasa a lraves

de A (fig. 7)
qu? Si la diferencia de los cuadrados de las distancias del
punto M desde dos  punios dados A y B e una magnind
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CONSIANIY,  emtomoes o 1
i perpendioniar @ hh‘n: e Mo A
Supongamos que ol

: e Panto N de la pec
de osta, perter Y et AR
longitudes de k?wm:‘::l gar geometricn 60&::1 Pulte

De acvendo con la “mm:a ¥ AN por a.v X

B .‘
M@“mm‘.;“ m‘-t‘.

~Construyamos ME | AB (fig. 8). Con ello,
AM? — AE? = EM? = BM? - BE? (P TA’C‘OM‘}

AM? — BM? = AE* — BE*.
ﬂﬁ la igualdad (2) tenemos:
% AB? — BE? = ¢,

\?

o — _— ey —

TROREMA A Bl ligar geometrico del  punto,  cuves ordens
pespecte @ dos circunferencias dudas son igwales entre 51, v W
recta perpendionlar a la linea de los centros de dichas cirounferencias

Sean r, v ry los radios de las cicunlerencias dadas, #, y oy
las distancias del punto perteneciente al lugar geomettwo buscado
de sus centros. Entonces, en virtud de la correlacion (1)

Ji "f "‘*“ 'i'

De donde se desprende que
Bi=di=ri-ri M

Al aplicar a esta igualdad con el segundo miembro constante
el lema demostrado anteriormente, vemos la justeza del teorema 3

El lugar geomeétrico examinado se llama e¢je radical
de las dos circunferencias dadas.

a9

El cje radical de dos circunferencias que se intersecan pasa
por los puntos de su interseccion, ya que el orden de cada uno

de estos dos puntos con respecto a cada una de las circunferencias
dadas es igual a cero.

El eje radical de dos circunl’ffm_@ que son_tangentes, es
Su_tangente comun en su_punto de tangencia. :

Si_dos circunferencias no tienen ni un solo _punto comun,
entonces ni una sola de estas circunferencias no tiene ningin

punto comin con su cje radical, ya que en caso contrario por
este punto pasarian las dos circunferencias dadas.

TEOREMA 4. El eje radical de las circunferencias HyvV

~ (sin su cuerda comiin, si éstas se intersecan) es el lugar etrico

~ de los centros de las circunferencias ortogonales a Byw

3-120
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Tomemos en e \

eje_radic

punto P exterior a éstas (fig. 9) ' neias

8 . 9). Las tan un

son 1guales entre s; por efecto de |a iguatdg'l?lgz fie Pﬁyy\\!
} @ 0s

a su radio; por consiguiente,

respecto a p Y V son i

; 1guales entre si, y M
3 . ) se

el eje radical de las circunferencias dada, encuentra sobre

Si las circunfi i
erencias V_tiene
_ 1S p oy n_ el centro co un
entonces las c:rcun_ferencnas ortogonales a estas degeneran e?: &
que pasan a traves de N, yy s

el a que el “centro” de
€S un punto infinitamente alejado (vease el § 1) b

! deb Como una recta infinitamente
alejada. No es dificil de convencerse también que ni uno de los

puntos, que se hallan a una distancia finita, no puede pertenecer
al eje radical de dos circunferencias conceéntricas; verdaderamente.
para tal punto el primer miembro de la igualdad (3) se reducé
a cero, mientras que el segundo, difiere de cero.

TEOREMA 5. Los ejes radicales de tres circunferencias, tomados ‘

de dos en dos, ora se intersecan en un punto, que se llama_centro
radical de estas circunferencias, ara coinciden.

En efecto, el punto comin de dos ejes radicales tiene un mismo
orden con respecto a cada una de las tres circunferencias dadas,
por consiguiente, éste pertenece al tercer eje radical. De aqui,
en particular, se deriva, que en el caso cuando dos ejes radicales
coinciden, el tercero coincidird con éstos, es decir, tres circun-
ferencias dadas tienen un eje radical comun.

Si los centros de tres circunferencias yvacen en una recta, sus
ejes radicales son paralelos y, por lo tanto, éstos o bien se intersecan
en un punto infinitamente alejado, o bien coinciden.

<« § 4. HACES DE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS

Llamase haz de rectas un conjunto de rectas del plano,
que pasan a través de un mismo punto —el centro del
haz Es evidente que por cada punto del plano, distinto del
centro del haz, pasa una y solamente una recta del haz.

19

Se denomina haz de circunferencias un conjunto

de circunferencias que poseen un eje radical comin que se llama
eje radical del haz :
" En_particular, un conjunto de circunferencias, que son con-
céntricas con la circunferencia dada, forma un haz _de circun-
ferencias con el eje radical infinitamente alejado, qdemas a traves
de cada punto del plano pasa una circunfe_renc:a de este haz
(su_centro comiin es una circunferencia reducida a un punto).

Si del centro de una de las circunferencias bajar una perpen-
dicular sobre su eje radical, entonces ésta, en_virtud Qel teorema 3.
pasara por el centro de la segunda de estas cnrcunfe::encras.
De aqui llegamos a la conclusion de que las circunferencias del
haz tienen una linea comin de centros.

P

FIG. 10

Del teorema 4 se infiere que la circunferencia ortogonal a las
dos circunferencias del haz es ortogonal a cada una de ellas.

Dos circunferencias p v v siempre determinan el haz de cir-
cunferencias. Mostremos, como trazar la circunferencia de este haz
a travées del punto arbitrario P de un plano, diferente de los
puntos de las circunferencias dadas y de los puntos de su eje
radical. Examinemos tres casos, considerando gue las circunferencias
dadas no son_concentricas.

1) Las circunferencias u v v se intersecan en los puntos 4 v B.
La circunferencia buscada pasara por los puntos 4, B ¥ P.
Su centro se encuentra en la linea de centros de las circun-
ferencias p y v, que es la mediatriz "' del segmento AB.

Y Llamase mediatriz de un sezmento una perpend:-

cular a éste en su punto medio.

3=

|

Sk olem

o il it a fei -

POl |

il Aoill



FIG. 12
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-

de la circunferencia buscada £ estara en el punto de interseccion i

de la mediatriz del segmento PP’ con la linea de centros de las
circunferencias p y v. Efectivamente, en virtud del teorema 1,
la circunferencia £ es ortogonal a la circunferencia %, por consi-
guiente, las tangentes trazadas del centro K de la circunferencia
% a las circunferencias p, v y £ son iguales entre si.

Si los puntos P y P’ coinciden, entonces la tangente de P
a » desempenara el papel de mediatriz del segmento PP. Si P
es un punto de interseccion de la circunferencia » con la linea

de centros de las circunferencias p y v, entonces la circunferencia
£ degenera en el punto P. :
En el caso examinado el haz de circunferencias se denomina

hiperbolico. En el haz hiperbolico no existen dos circun-

ferencias que poseen un punto comun.

» § 5 RAZON DOBLE

Examinemos en la recta | el segmento AB y el punto C,
asi como el punto P fuera de esta recta (fig. 13). Designemos

En este caso, ¢l haz se denomina eliptico. Todas las
circunferencias de un haz eliptico pasan por los puntos de in-
terseccion de dos circunferencias de este haz (fig. 10).

, _gl_Las circunferencias j y v tienen tangencia en el punto C,
La circunferencia buscada es tangente a las circunferencias dadas
en el punto C. Su centro estard en el punto de interseccion
de la mediatriz del segmento CP con la linea de centros de las
nferencias p y v,
| haz se llama

parabolico (fig. 11)

: Vv no tienen ni un solo punto
0. Construyamos una circunferencia x, ortogonal a py v,
punto P, simétrico a P respecto de x (fig. 12). El centra

respectivamente las rectas PA, PB y PC por a, b y ¢, los
angulos PAB y PBA por o y B, el angulo APB por (a, b), etc.

b

7
¢ .e\

FIG, 13

Empleando el teorema de los senos, obtenemos:
.~ Senfa, ¢ v’ . Sen (¢ b
AC = CP { ). CB=CP 6 0]

sen o sen b

De donde se desprende que
AC  sen(a, ¢) senf m
CB  sen(o,b) sena’



AB segin la formula (1), es nece--

direcciones de los segmentos
remos signos iguales a dos segmentos, si Sus
signos diferentes, si sus direcciones son
analogo se introduce también para los

o AC:CB>0, si C se¢ halla entre A

se encuentra sobre la recta AB fuera

D en la recta [ y la recta PD;
modo semejante a la igualdad (1)

sén p

de I, que no pasa @
i su interseccion con a, by
vamente (fig. 14); es obvio
minar _como proyecciones de
recta ' del centro P. £

(A'B'C'D') = (abcd).
De aqui y de la igualdad (3) obtenemos:

(4B'CD) = (4BCD).

De lo dicho anteriormente se desp
; renden los teore
JEOREMA 6 Si cuatro rectas de un haz se €

MG quinia recta, que no pasa a traves del ¢

Lt




§ & DISPOSICION ARMONICA DE
3 3nda oo ————sd DE CUATRO pyng
EN UNA RECTA Y CUATRO RECTAS n??%*‘\“@s

‘ _Dm:mo;: Que un par de puntos C vy p
divide armonicamente un par de )

D una recty arby
- = Ty rb“l\u‘la
st la razdn doble (4BCD) de

puntos 4 v B o
e pu 4 3 en la mism;
SStos puntos es jgug] g ulm1 R

(.-IB(‘D) = —1.

Esto Mca que los puntos C v D g; ide
en la misma razén segin el valor ab :\ll =5
v . S8 absoly
INLerior, otro — exterior. De donde se dex-;nr:o'
'!‘EOREM‘{\ 3. En cualquier triangulo
de interseccion de la recta PQ co
en el vértice R y del angulo ady
menég {_,; par de puntos P vy g
1 la condicion (1) esta c i 1€ i
punics Tk D(e urppllda. también se dice que los
Buntos 4 : G N_una misma recta forman un grupo
rmon) c:, i :nentras que el punto D se llama cuarto p—u-ntc
S puntos 4, B; C. Pongamos atencié
) o a . » Bi C. encion sobre
ia' dlsptosmon €n esta inscripcion de los signos de puntuacion:
({mno ¥ _comg separa los puntos de un par de puntos
(o de un punto) del otro par.
Terminologia analoga se emplea también en la razon de cuatro
rectas a, b, ¢ y d de un haz, si

(abed) = —1.

TEOREMA 10. Si un par de puntos C, D divide arménicamente
un par de puntos A, B, entonces el par A, B también divide
armonicamente el par C, D.

Efectivamente,

(CDAB:CA;CB= AC CB _ AC  AD _ . pcpD)= —1.
) @b BD¢. AD DB = CB DB 4B0D)

~ TEOREMA 11. Si los puntos A y A’ son simétricos con respecto

4_3_-'.0 circunferencia % y la recta AA' interseca la circunferencia %

en los puntos M y N, entonces los puntos A, A'; M, N Jorman

un grupo arménico.

Sea que el punto A esta fuera de la circunferencia % (fig 15).
Tracemos de A las tangentes AB y AC a % Yy construyamos l:}g
rectas BC, BM y BN. Como la recta AA’ pasa por el centro pr

2 la circunferencia ¥, entonces BC la interseca en el pun 2
vease el § 2, fig. 4).

(0
1 segmento 4B
uno — de modo
3 flde directamente el
. QI_\ un par de puntos
con las bisectrices de] angulo
acente a éste divide armonica-

Es evidente, que <« ABM = - MBC, ya que estos angulos se
miden respectivamente mediante las mitades de los arcos BM y MC,
jguales entre si, de la circunferencia x. Asi pues, la semirrecta
BM es una bisectriz del angulo B en el triangulo 4B4', mientras
que la semirrecta BN, perpendicular a ésta, una bisectriz del
angulo adyacente a B. Por este motivo, en virtud del teorema =
los puntos 4, 4’y M, N forman un grupo arménico.

FIG. 15

Del teorema 11 se infiere un simple procedimiento para
construir el cuarto punto armonico D a los tres puntos dados
A, B; C que se encuentran sobre una recta: en el segmento
AB, como en un diametro, circunscribiremos la circunferencia A
y construimos el punto D, simetrico con C respecto de A.
Si el punto C es el punto medio del segmento AB, entonces,
como se ve de esta construccion, D sera un punto infinitamente
alejado.

En el parrafo 11 mostraremos que la construccion del cuarto
punto armonico se puede cumplir, utilizando solamente una regla.

§ 7. PROPIEDADES ARMONICAS
DE UN CUADRANGULO COMPLETO

-

Los teoremas que seran demostrados en este parrafo tienen
gran importancia para la exposicion sucesiva; utilizaremos _eéstos
para resolver muchos problemas constructivos.

Cuadrangulo completo se denomina una figura com-
puesta de cuatro puntos —los vertices del cuadrangulo, tres
de los cuales no se disponen sobre una recta (A4, B, C y D en

4-120




que unen estos puntos a pe

rangul  igualdades (1) y (2), obtenemos:
lo complelo se intersecan, ademas
(en la figura — K, Ly

y 1A sc llamar \!l.lgUﬁl.llCS dC! cuadraneu 5 5 - Y de que ‘a

imposible (vease el § 5), d

"

. : : Por el punto K pasan cuatro
|2 ‘ IM en los puntos L, M, P ¥
g ’ deleuadmgulowmplm

f flagonales de un cuadréng :
nplelo divide & sar de sus lados que pasam
Y] nte la diagonal LM de

Cuadrangu mpiet {BCD en los puntos P ¥y Q (

g 161 L punios L, M, P y ( son respectivam

proyecciones oc los puntos B, D, P y K del lado BDUE

eentra A; por razon (teorema ',
P T S -
MPQ) = (BDPK).
Por otro lado. los punios L. M, P y (O seran respecti

Bs proyecciones de

los puntos D, B. P y K del centro
£SiE molivo.,

(LMPQ) = (DBPK),

ero rtud del teorema 8, tenemos:

(DBPK) =

: %
(BDPK) 3

olad S, S
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~ 2) el plano o es paralelo a una de las generatrices g

entonces g es una linea no cerrada mhmta‘,—a—se-—a-—-—._,_mm’;
parabola (fig. 18); , Una

3¢l plano o corta ambos huecos del cono; entone
una linea no cerrada de dos ramas infinitas, es deg; €S g eg
‘hipérbola (fig. 19). I, ung

Advertiremos, que el punto, asi como las dos rectas

ser examinados como secciones del cono K mediante anu?den
que pasa a traves de su vertice S; si S es un punto inf? ano
mente alejado, es decir, el cono degenera en un cilindro Ciré?,}::.-
?

| ‘7‘ — Lk
{

FIG. 17 FIG. 18 e

:n:ionces estas rectas seran paralelas. Sin embargo, acordemos
p calr 4 continuacion el término “secciones conicas” solamente
para las curvas: elipse, pardbola e hipérbola.

mds%}mwm es una seccion del cono K por
(y, naturalmente fé que es perpendmylar al eje del cono [
ferencia % del V,ér(tlice 1;0 dp?sa por ). Si proyectamos la circun-
Su proyeccion serd la lel cono K sobre el plano o, entonces
todas las propiedades Siflgg.conlga g. De aqui se desprende que
d cada seccion conica, ivas de la circunferencia se tr n
de tet::en?a:en;?lgnt ia _emplearemos durante la dqmostruciéﬂ
MWWEMM
de una_circunferenci uciremos las demostraciones para el cas0

neia, de donde se desprende automiticamente

la “‘lidez de 0

los leorcma | ece b
Oni y S Correspo secclon
conica cualqul i ] I'Ti Sp ndle“les pnl‘ﬂ una

29

- § 9. PROPIEDADES POLARES
DE _LAS SECCIONES CONICAS

Supongamos que a traves del punto P, que se encuentra en
el plano de la seccion conica g, pero no sobre la misma
seccion conica, esta trazada la recta I, que interseca g en los
puntos M y N. Designemos por Q el cuarto punto armonico
a M, N; P. Si la recta | gira alrededor del punto P en el plano

de 1a seccion conica dada, entonces Q circunscriba una linea m
llamada polar del punto P con respecto a g. El punto P

se denomina polo la linea m.

A

T

Llamaremos polar del punto, que se encuentra en la seccion
conica ¢, la tangente a g en este punto.

De modo semejante se determina la polar del punto con
respecto a la figura que consta de dos rectas que se intersecan

o de dos rectas paralelas. Si el punto se halla sobre una de las

rectas dadas, su polar se llama esta recta. La polar del punto
de interseccion de dos rectas con respecto a estas rectas serd
indeterminada. De la definicion de la polar se deriva que la polar
del centro de la circunferencia respecto de esta misma circunferencia
sera una recta infinitamente alejada.

TEOREMA 14. La polar de un punto con respecio a una
circunferencia es una linea recta perpendicular a la recta que une
el punto dado con el centro de la circunferencia. (Aqui consideramos
que el punto dado difiere del centro de la circunferencia).

Si el punto dado P se halla en la circunferencia dada x,
entonces el teorema es evidente. Por este motivo, a continuacion,
examinemos el caso, cuando P no se encuentra en %

Construyamos la recta PK, donde K es el centro de la
circunferencia »; sea que aquella interseca la circunferencia x
en los puntos A y B. Designemos por Q el punto simétrico con
P respecto de x. Sea que la recta I, que pasa a través del punto P
e interseca la circunferencia x en los puntos M y N, difiere
de la recta PK.

En el segmento MN, como en un didmetro, construyamos
la circunferencia . Tracemos, luego, por Py Q la circunferencia
v con el centro en la recta I La circunferencia v es ortogonal
a la circunferencia x, ya que ésta pasa a traves de dos puntos
diferentes simétricos con respecto a ¥ (teorema 1); esta circunferencia
es también ortogonal a la circunferencia i, puesto que su centro
se encuentra en el eje radical de las circunferencias X ¥ R




teorema 4). Por esta razon los S } s i'lllersecc'b
con_el_diametro MN_de la_circunferencia n son

son SIMELricos con respecto a M {teorema 2). 2 OIOI‘gamé“
El angulo PQR, que se apoya en el di
cunferencia v, es recto. por_consiguiente, el
la recta perpendicular a” PK en ol punto Q.
Al aplicar el teorema 11 para las circunferenci
cercioramos de que los puntos Q ¥ R pertenccen a la rec
polar x del punto P con respecto a la circunferencia ‘x rcl::::

consiguiente, © es una perpendicular a la recta PK en el punto Q
lo Que se queria demostrar, :

cualt.m’ razc_manuemos SXPUESIOS anteriormente son justos tanto
O [ se encuentra fuera, como cuando P se encuentra dentro
g: la tcimunferenc::’ . Para n:hag»or e:idencin ilustramos eada uno
¢ estos casos mediante un dibujo independiente . 20 y 21).
Si seguimos la definicion, b e msstend amo)s
que cons:dmr la polar del punto P como wia cuerda de la
~ circunferencia %, que pasa a traves de Q perpendicularmente
~a PK, con cllo, los extremos de esta cuerda serdan los puntos
,l'\‘ de tangencia de las tangentes trazadas desde P oa x (compirese
la fig. 4): sin embargo, en virtud de los razonamientos que
trataremos a continuacion, la polar del punto P en este caso
tambien se llama toda recta que contiene dicha cuerda,
La consecuencia directa del teorema 14 es ¢l
TEOREMA 15 La polar de un punto con respecto a la seccion
comica es una linea recta.
K, De lo anterior es ficil hacer las deducciones siguientes:
|

ametro de la gy
punto R esta sobre

a8 X ¥ 1, nos

comunes con ¢, entonces su polar interseca ¢ en los puntos
“de tangencia de las tangentes trazadas desde P a g :
tonces su polar no tiene puntos comunes Qon ¢

sl en lospopunms Ay B de la seccion odnica g trazamos
gontes a ¢, estas se cortardn en el polo de la recta .-IB} 3
TEOREMA 16 Si ¢l punto Q se encuentra sobre la pola

la polar del punto Q.

¢ vali ol
Es suficiente convencerse de que el teorema os valido i B

la designaremos por x, su centro, por K (fig. 22)

FiG, 20

. si el punto P se halla fuera de la seccion coniea g, es decir,
A traves lae P se puede trazar una recta que no liene puntos

con respecto a la seccion conica dada, entonces P Jaces "

2]

Ha. n

f El punto 8, que es simetrico con P respecto de la circuns
o A polar ¢ pun (X
y el angulo PSQ es recto. nsigwiente, la cucunt an
construida en el segmento como en un didmetro, pasa
a través del punto § y por este motivo es ortogonal a la
dreunferencia %, Sea que fa recta KQ corta por segunda ver p
an el punto TUEL punto T es simétrico con Q respecto de %
(eorema ), y el dngulo PTO o recto. D aqul, en virtud
do Ta_definicion de la polar v del teorema 14, concliimos_que

da recta PToes una polar del punto Q con respecto a x.

El teorema esta demostrado,
Bl _teorema_es tambien vilido cuando vy solamente guando

gl_punto P se encuentra_sobre la crcunferencia x, ya que la
polar de cada punto tangente a x en el punto P pasa por P

Sefalemos que los puntos Py Q en la figura 22 se hallan

d
-!



& Gas U t

- neren ‘A
ocontrano s¢ tendna

y con centro O en los puntos 4 y B.

O que 4C =

AMONKO au,ﬁ;ﬂl.nm-.-;or,(;_hhr-n-

_infinitamente alcjado, entonces las rectas m, a3y OQ son paralelss

1 ud : Sy Puesty armonico _(teorema  6); por conuigwenle, los  punios S
E gm‘mm“&mxmmuﬂrmdm% mterseccion con una recta cualqwera diferente de OF, que pasa
Sea dado recta . _ por P, también forman un grupo armonico, de donde s desprende

Jr ke 'Wﬂlllmmm“demr que la recta OQ e la polar del punio P. Si 0 o wa punio

=CB=d, OC = h, donde C es el punto medio de

la cuerda

~ Es obvio que 4 =+* — k>, De aqui obtenem AB.
‘ duhwmah>ﬁm%%

, §10 TEOREMAS DE BRIANCHON Y DE PASCAL

FIG. 22

también la recta | corta |

de su_interseccion A y B
to de i

r que, cuando el punto
ircunferencia ®, a la

lar del

) ‘te de la circ
te exterior de la cuerda
tﬂvtmzadas desde P a o

A 17. La polar de un punto con respecto a un par
recta que pasa por el punto de interseccion

o NS m y nose intersecan en el punto O (fig. 23
hg:;;uumm P la recta | que interseca m y n o
Y Ny designemos con Q el

unferencia @ debe ser adjunta también
que une los puntos de tangencid

éstas son paralelas, la polar resulta para-

Previamente hagamos la_sigwiente observacion: s on s
tangentes a la circunferencia x en sus puntos 4 y B marcar
por un lado de la recta AB scgmentos arbitranios, pero iguales
entrc i A4, = BB,, entonces a traves de los puntos 4, y B,
puede ser trazada una circunferencia que haga contacto con las
rectas A4, y BB, (ig 24) Esto sc infiere de la simetria de b
figura dada con respecto al diametro de la circunierencia =

perpendicular a la cuerda AB.

x
S
4 3
L]
A, 8
FiG M
TEOREMA 18 (de Bnanchon) LE e =
alrededor_de la_seccion conica las diagonales, que ungn los

pertices opuestos, se_intersecan _en un_mismo punty. Es evidente
que este teorema cs suficiente demostrar para ¢l caso de una
circunferencia.

Sea que los lados AB, BC, CD, DE, EF y FA del hexagono
ABCDEF hacen contacto con la circunferencia = respectivamente
en los puntos a, b, ¢, d, ¢ vy [ (g 25 Tomemos ¢l segmento

S



4

onstruyamaos corre .pnmh( ntemente en '“

arbitrario M N
[F los segmentos

B b8, D dD, ¢l

@ uz = B ¢y = A = e fG - MNE e
[ rucemos  por los _puntos o Y O la__circunferenct _“"l'- ': :: ‘r” ‘ﬂtﬂl?
s langente o las rectas Ax Yy Ed, RO 5 puntos ; i d'

la circunferencia p que €s tangente a las rectas Cy y
los _puntos £.Y i, la_circunferencia v que es uum , -
y O La pos sibilidad de estas construcciones se di . y E son “ FlIIHIOI ..l 7

f y DF con la crcunferencia % (fig.

de Brianchon, la recta BE pami Mﬂ

rectas Ei
de las u!n.:h.uh (1)

F1G. 25

Es facil cerciorarsc de que las rectas AD, BE
correspondieniemente los ejes radicales de los pas
ferencias: I\.yg.l;v g vy v. Por ejemplo, los
s¢ cncuentran en el eje radical de las circunferenc
que Ba=Bp y E5 = Es (Ba= MN —aB, ”'Hi
= MN + Ed, Ec = MN + Ee). .
Por_consiguiente (véase el teorema 5)




sz g, en el _punt Q
fig. 27). Construyamos en vertices esle

tangentes a ¢ y designemos por ABCDEF ¢l hexagono
con éstas.

=
cercioramao

puntos Q y R, respectivamente.

Ennnwdellmemademmmm. BE gy £F &
se intersecan en el punto S. Dado que por § pasan las polares
de los puntos P, Q y R, entonces P, O ¥ Rsclullnelh

11

metria_proyectiva Por primera vez este fwmx_de_!-!_ng_ﬂ




iR
- !—_—_ —‘—‘——_-___-'_-
: %@;ﬁ_@m S, es decir, en una_recta, 1o que s

”mema de Pascal es vilido también_cuando_dos veny
ente _deim]he.x- no_Inserito_en la_seccion cc‘)ni?aa._“c—"‘r'l"l"--ses

uno. . «caso, es necesario considerar que el lad s

e ono eterminado por estos vértices se convierte en la tan0 s

a ion conica en aquel punto, donde se encuentran | : 48

Vertces mdmdos- 3 vy dOS

Los teoremas de Pascal y de Brianchon,

5, . * . < on

;ﬁ’mmuoms, tienen validez también en e(l:m:aosove?uos B

1 cumplen las condiciones de ¢ '

F {

9

. CAPITULO 11. CONSTRUCCIONES
GEOMETRICAS CON AYUDA
DE UNA REGLA

§ 1L CONSTRUCCION CON_UNA REGLA
DE ALGUNAS FIGURAS RECTILINEAS

PROBLEMA 1. En la recta [ sean dados tres puntos diferentes
A, B y C. Construir el punto D que divide armonicamente junto

con ¢l punto C cl par de puntos A, B.
La idea de la construccion a base del uso de las pro icdades

armonicas_dc_un_cuadrangulo completo_es _evidente. pesar
de todo, examinaremos detalladamente todas las etapas de la
construccion, tomando en consideracion la importancia del

problema dado.
Tomemos un punto arbitrario E fuera de la recta | y tracemos

las rectas AE, BE y CE (fig. 29). En la recta AE tomamos
el punto F, diferente de Ay E. y construimos la recta BF que
interseca CE en el punto G (fig. 30). Trazamos la recta AG
que interseca BE en ¢l punto H (fig. 31). La recta FH corta |

en ¢l punto buscado D (ng. 32).

£ E £
F F
< L
&
> 1 {
8 A ¢ B 4 c 8

A ¢
]

nG G

. por cste_motivo, en virtud del teorema 13,

PROBLEMA 2 n dadastms rectas d‘uwm a byc
pertenceientes a un haz. Construir la recta 4 que divide AmmonKa-
mente junto con ¢ el par de rectas @, &
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-:-..:H’Q HILARSEL (QUE _NO RS [H LENIO del hag - = gy = j
el punto teméec on de las rectas dadas; yoqy "?: completo BDCE; por esta razim XA es la cuarta recta armonica
ostas en los puntos A, By C, respectivamente, (‘omumy . a las rectas a, by XF (teorema 12) Precisamente asimismo,
o que di armonicamente, junto con el punto ', ¢ par , examinando ¢l _cuadrangulo complelo BDGH, nos cerciormos
wos A, B (problema 1)y undmoslo mediante NG teots b de que XK es la cuarta recta armonica a las mismas rectas
Imﬂm - a, b XF. Asi pues, las rectas XAy XK coinciden, por
WL Trazar una recta por el punto dado 4 yd consiguiente, AK es la recta buscada

Proponemos al lector examinar el caso, cuando el punto A
s¢ halla fuera de la banda dispuesta entre las rectas a, b

sible " do interseccion de las rectas daday o
don viene representada en la fig M, b'

S rzonamientos siguientes. Desiy :

G i erseccion de las rectas o 12 CONSTRUCCIONES MEDIANTY

)

"N
114

“"\. § i y h. h .
sy XAy XE las diagonales de_wn_cuadringulo : UNA RIGIA RIL
— CON LAS SECCIONES CONICAS

. i e it et e —_— NO————

IMA 4 Sea dada una secaon conka ¢ y el pumte P

que no s encuentra en g Lgmmmv_mw
En las figuras 35, 36 v 17 se dan diferentes vanantes de la

Construcaon, cas del ra

“UDFE, oo revtas AL 3 LA swidh comespen

WS Quititans Bg = 1) VIA Naqan €, Batiaw
NA Aarle BUAAL g
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estas pasara por el punto G

ue la primera de
Aphy Pero de las ipualdades (1) se

cularidad de qu
por el punto H

Ia polar a del punto 4 y la polar b :
aybsemtersecar&nenel punto bus P

TR T ) e

y la segunda . i I

desprende_que los puntos K, Ly M muwlafg PROBLEMA 7. Trazar por el pun de

Jel i.,(ﬁ”,'. P. por consiguienle, T pasa a Lraves de los puntos G dﬂd; una tangente a ésta. ]
. v fl En reaiidad, los puntos K, Ly M no sc construyen; Jos Tracemos a través de P una secante arbitraria yhﬁhm
1§ 2 minaremos solamente al objeto de argumentar la Solucion - polo Q. La recta PQ seré la tangente buscada,

propuesta ! OBLEMA 8. Sean dados cinco puntos 4, B, C, D y

La construccion examinada puede ser simplificada, al decidir la seccion conica q. Construir un sexto punto clnlqmgm

. aT Sic PE_va que 1a diagonal KL del cuadrangulo linea g. £

completo ABDC debe pasar por el punto G y ¢l punto de Tomamos los puntos 4, B, C, D y T

interseccion de los lados AC y BD (fig. 36) sucesivos del hexagono de Pascal inscnto en ae

uccion_hecha en la fig. 37 se puede arpumentar asic
de la construccion anterior se deriva que las rectas PE y PF
(no trazadas en ¢l disedo) serin respectivamente las polares
de los puntos F y E: por este motivo, en virtud del teorema 16,
la polar n del punto P pasari iﬂlwﬁm_w
» PROBLEMA 5 Sean dados la seccion conica q y el punto P
que no se encuentra en q. Trazar desde P tangentes a q.

Construyamos la polar n del punto P y unamos P mediante
rectas con los puntos de interseccion de las ‘lineas g ¥ &
En la fig 35 las tangentes desde P a g vienen representadas por
lineas de trazos.

Si_las lineas ¢ v n no se intersecan, entonces no existen las
tangentes buscadas.

PROBLEMA 6. Scan dadas una seccion conica y la recta o
Construir ¢l polo P de esta recta.

Tomamos en n dos puntos arbitrarios 4 y B. Construyamos
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con la seccion conica determinada por cincq puntos, st ni up
solo punto de los de interseccion no esta prefjado.

PROBLEMA 9 Scan dados cinco puntos &, B, C, D v E de
"l secoron conca ¢ Construir la tangente a ¢ en uno de estos
puntos

Construyamos la tangente a ¢ en el punto D (fig. 39). Tomando
por lados del hexagono inscrito en ¢ las rectas 4B, BC v CD,
la tangente a ¢ en P, DE y EA, hallamos el punto P de
interseccion de las rectas BC y DE y el punto Q de interseccion
de s gectas €D y EA. Designemos por R un punto comin
de las rectas AB y PQ. La recta DR sera la tangente buscada.

B ‘\_‘_‘_____” E

FIG. 38 FIG. 39

PROBLEMA 10. Sean dados cuatro puntos 4, B, C y D de la
seccion conica g y la tangente a hacia g en el punto A.
Construir el quinto punto de la linea q.

Tomando por los lados del hexdgono inscrito en g las rectas:
a, AB, BC y CD encontremos el punto P de interseccion de las
rectas @ y CD. Tracemos a traves de P una recta arbitraria [;
‘que ésta interseca AB en el punto Q y BC, en el punto R
40). El punto comun E de las rectas AR y DQ se halla
la linea gq. _
PROBLEMA 11. Sean dadas cinco tangentes a, b, ¢, d y ¢
a la seccion conica g. Construir una sexta tangente a la linea q.
- Tomamos a, b, ¢, d y e por los lados de un hexagono
circunscrito alrededor de g (fig. 41). Sea que las rectas a y b
se intersecan en el punto A4 y las rectas d y e, en el punto D.
- Tracemos la recta AD, tomemos en ésta un punto arbitrario K,

diferente de A y D, y construyamos las rectas BK y CK. Sea

o

as

que CK interseca a en el punto F y BK interseca ¢ en el punto E,
La recta EF sera la tangente buscada. .
" En cfecto, si desde el punto F trazar la tangente [ a g,
entonces se forma un hexdgono abedef circunscrito alrededor de q.
Las rectas que unen los vertices opuestos de este hexdgono se
intersecan, en_virtud del teorema de Brianchon, en un mismo
punto. Dos de estas rectas, AD y CF, se intersecan en el punto K.
Por consiguiente, la tangente f debe atravesar el punto E que
se encuentra tanto en ¢, como en BK.

PROBLEMA 12, Sean dadas cinco tangentes a, b, ¢, d .y e
a la seccion conica . Construir el punto en el cual la recta a
hace contacto con la linea g.

FIG. 40

Hemos notado ya (véase el § 10) que el teorema de Brianchon
es también vilido, cuando dos lados adyacentes a un mismo
vertice del hexagono circunscrito llegan a formar una sola recta.
En tal caso por el vertice comin a estos lados hay que tomar
el punto de su tangencia con la seccion conica dada.

La construccion se efectha asi (fig. 42). Tomando las rectas
a, a (jdos veces!), b, ¢, d y e por los lados de un hexagono
circunscrito alrededor de g, tendremos cinco vértices del hexagono
A4, B, C, D y E. Tracemos las rectas AD y BE; sea que éstas
se intersecan en el punto K. Construyamos la recta CK
y hallemos el punto F de su interseccion con la recta a. El
punto .F sera el sexto vértice del hexagono y. por consiguiente,
en este punto la recta a.hace contacto con la seccion conica g.

Al emplear los teoremas de Pascal y de Brianchon, el mismo
lector puede sin gran trabajo resolver siete problemas, que
-se ofrecen a continuacion, valiendose solamente de una regla.
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1. Sean dados cuatro puntos A, B, C y D de la seccion
X conica g y la tangente a esta a en el punto A. Construir la

B tangente a g en el punto B.

| -2°. Sean dados tres puntos A, B y C de la seccion conica g,
b la tangente a g a en el punto A y la tangente a q b en el
o punto B. Construir el cuarto punto de la linea q.

B

|

F-

————TT YT T

3°. Sean dados tres puntos A, B y C de la seccion conica g,
la tangente a g a en el punto A y la tangente a g b en el punto B.
Construir la tangente a ¢ en el punto C. :

4°. Sean dadas cuatro tangentes a, b, ¢ y d a la §6001b“
conica q y el punto de tangencia A de la recta a con la lined 4.
Construir la quinta tangente a g.

Caddl

e e — - ——

e  ——

47

_5° Sean dadas cuatro tangentes a, b, ¢ y d a la seccion
conica g y el punto de tangencia A de la recta a con la linea q.
Construir el punto de tangencia de las lineas b y g.

_6°. Sean dadas tres tangentes a, b y ¢ a la seccion conica g,
el punto de tangencia A de la recta a con la linea g y el punto
de tangencia B de la recta b con la linea g. Construir la cuarta
tangente a q.

_7°. Sean dadas tres tangentes a, b y ¢ a la seccion conica g,
el punto de tangencia A de la recta a con la linea g y el punto
de tangencia B de la recta b con la linea g. Construir el punto
de tangencia de las lineas ¢ y q.

§ 13. CONSTRUCCIONES POR MEDIO DE UNA REGLA,
SI ESTAN PREFIJADAS DOS RECTAS PARALELAS

En las construcciones, que¢ examinaremos a continuacion,
emplearemos con frecuencia el teorema siguiente:

TEOREMA 20. Una recta, que pasa por el punto de interseccion
de las diagonales de un trapecio y por el punto de interseccion
de sus lados no paralelos, divide por la mitad cada uno de los
lados paralelos del trapecio.

E
o L ¢ i
AN
m ;
A K 8
FIG. 43

Este teorema puede ser demostrado a base de las pro iedadcl:s
armonicas del cuadrangulo_completo CDEF (fig. 43): ya qucz :I
cuarta armonica a los puntos A, B: K es un punto infinitamente

alejado, entonces AK = KB. ; e
Es posible también otra demostracion basada en_razonamientos

completamente elementales. Tenemos los pares siguientes de
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triangulos semejantes: AKE y DLE, KBE y LCE, AKF y CIF,
KBF y DLF. De aqui_concluimos que
AK _KE KB _KE  AK _KF KB _KF
RSB G R 16~ FL' DL- FL
De estas correlaciones se desprenden las proporciones:
AR D) - AR < 0

¥ 16 KB 5 DL

Al multiplicar término a termino las dos ultimas igualdades,
obtenemos:
AK)? .
(_ﬁ) By

Por_consiguiente, 4K = KB,

& K

d b o— }

Al DN ar B c o 3
FIG, 44

~ PROBLEMA 13/Sea dado el segmento AB y su punto medio K.

Trazar por el punto dado D una recta paralela a la recta AB.
Construyamos las rectas AD, BD, BE y KE, donde E es un
nto arbitrario del rayo AD (véase la fig. 43). Designemos por
F el punto de interseccion de las rectas BD y KE. Tracemos
Jarecta AF; ésta corta BE en cierto punto €. Construyamos
recta CD; ésta es paralela a la recta AB.

~ PROBLEMA 14 Las rectas | y m son paralelas. Dividir por
- la mitad el segmento AE de la recta I,
- Tomemos un punto arbitrario £, que no se halla ni sobre 1,
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ni sobre m (vease la fig. 43), y tracemos las rectas AE y BE.
Sea que estas rectas intersecan m correspondientemente en los
puntos D y C. Construyamos las rectas AC y BD; designemos
su punto de interseccibn por F, La recta EF pasard a través
del punto medio del segmento AB.

PROBLEMA 15. Por el punto 4, que se encuentra fuera de las
rectas paralelas dadas [ y m, trazar una recta paralela a las dadas.

Dividamos por la mitad un segmento arbitrario sobre la recta |

lema 14) y por A tracemos una recta paralela a la recta [
roblema 13).

PROBLEMA 16, Sean dadas dos rectas paralelas | y m y el
segmento AB sobre . Aumentar el segmento AB n veces (n es
un namero entero).

A través del purtto arbitrario K (fig. 44), que se encuentra
fuera de las rectas [ y m, tracemos una recta p paralela a las
rectas dadas (problema 15). Construyamos las rectas 4K y BK;
sea que éstas cortan m en los puntos A’ y B, respectivamente,
Construyamos la recta BA', que interseca p en el punto L,
y la recta LB, que interseca [ en el punto C. Entonces 4B = BC.
Al continuar la construccidn, obtenemos los segmentos CD, DE,
etc.; cada_uno de éstos es igual al segmento AB.

PROBLEMA 17. Sean dadas dos rectas paralelas [ y m, sobre [
se encuentran el segmento AB y el punto C. Construir sobre [
el segmento CD igual al segmento AB.

Por el punto arbitrario K fuera de las rectas [ y m tracemos
una recta paralela a las rectas dadas. La construccion posterior
es evidente de la figura 45 El problema tiene dos soluciones
(segmentos CD y CD),

PROBLEMA 18, Sean dadas dos rectas paralelas [y m y sobre
I el segmento AB, Dividir este segmento en n partes iguales.

Supongamos que se exige dividir el segmento AB (véase
la_fig. 44) en tres partes iguales. Si aumentamos el segmento AB
tres veces, de tal modo como esto fue hecho en el problema 16,
obtendremos sobre la recta m los segmentos iguales entre si
A'B, BC' y CD. Luego, trazamos las rectas AD" y BA"
designemos el punto de su interseccion por M. Construyamos,
finalmente, las rectas B'M y C'M; éstas dividen el segmento AB
en tres partes iguales.

g “Sean dadas dos rectas paralelas [ y m y sobre
| el segmento AB. Construir la 1/n parte del segmento AB
(n es un numero entero).

De acuerdo con el planteamiento del problema es suficiente

| T
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aC (interseca A en el punto 8) y K8 (interseca | en el punto D).
Demostremos que AD = 1/3 AB.

Examinando ¢l cuadrangulo completo afyK, llegamos a_la
conclusibn de que los puntos A, C; D, B forman un grupo

AD:DC = AB: CB.

Pero, AB =2-CB (véase ¢l problema 14), por este motivo
de la igualdad anterior tenemos: AD =2-DC; por consiguiente,
AD = 1/3AB.

Si trazamos ademas las rectas: aD (interseca AP en el punto
E) y K& (interseca [ en el punto E), entonces obtenemos el
segmento AE = 1/4AB.

Al construir, a continuacion, las rectas «F (interseca Af en el
punto [) y K{ (interseca ! en el punto F), obtenemos el
segmento AF = 1/5AB.

Para demostrar las dos ultimas igualdades, es suficiente tomar
en consideracion que tanto los puntos A, D; E, B, como también
los puntos A, E; F, B forman un grupo armonico.

Continuando _la _construccion, hallaremos una sexta, una
séptima,... parte del segmento AB.

. _§ 14. CONSTRUCCIONES CON UNA REGLA, SI ESTAN
PREFJADOS UN PARALELOGRAMO O UN CUADRADO

Empleando un paralelogramo se puede resolver el problema
siguiente:

PROBLEMA 20. Trazar por un punto dado una recta paralela
a la recta dada L

A través del punto de interseccion de las diagonales del
paralelogramo tracemos una recta paralela a uno de sus lados
Entonces, sobre la recta dada | se¢ forman dos segmentos EF

y FG (fig 47) iguales entre si; de esta forma llegamos al
problema 13. Los casos | BC y 1] 4B se aducen para el

blema 15.
E se@do procadimiento de solucion consiste en la construe-

cion de los puntos G’ (interseccion de las rectas CD y EM)
y E (interseccion de las rectas 4B y GM) la wxta EG

es paralela a la recta 1 por consiguiente, de nuevo hemos Tlegado
al ' 1S

FIG. %

construir un solo segmento igual a 1/n- 4B, mientras que en el
~ problema anterior habia que construit tales n segmentos.
u i iginal de este problem

14, PLUPA 2

A L.J un punto arbitrario K, fuera de las rectas 1 Y ™
. tracemos las rectas 4K y BK (@ 46); sea que_ri_:stﬂs B
'hMueaiosp\mmsayﬁConsuu)mmosiasm-mq
© (se intersecan en ¢l punto ), Ky (interseca | en ¢l pun
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Empleando el cuadrilatero, se pueden, salvo los Problemas
14..20, resolver también dos problemas que vienen eXpue
a continuacion. .
PROBLEMA 21. Trazar por el punto dado K una perpendi-
DPRODBLONMAQ <o,
cular a la recta dada l 3 ’ :
Sea dado el cuadrilatero ABCD (fig. 48). Construyamos syg
diagonales y por su punto de interseccion M tracemos la recta

EF paralela a | (problema 20). Luego, construyamos FG | AB
y GH || AC.

Stos

[

FIG. 47

FIG. 48

ljls facil demostrar que HM | EF. En efecto, de la construccion
se infiere que CF = GD =DH; a continuacion, MD = MC,
< MDH =z MCF = 45°, Por consiguiente, el triangulo MDH es
1gual al triangulo MCF. De donde se desprende que

4HMF=1_HMC+£_CMF=4HMC+AHMD=
=2 DMC =907,

= gﬁ;tluo Ento, para resolver el problema es preciso trazar por
/L una recta m paralela a HM. Fsta recta sera
la p;rpendlcuiar buscada. E

W‘ Dic‘l".idif por la mitad un angulo recto dado.
exige dividi : !
KIN (fig. 48). Bg vidir por la mitad el angulo recto dado

n vista de que los lados de este angulo son

g g g e i

-

‘_,_,‘.,_..__...____..__.,—-o———-—"
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paralelos a los lados del dngulo FMH (véase el problema
anterior), gntonces, para_resolver el problema _dado, es suficiente
trazar por el punto L una recta paralela a la bisectriz del
dngulo FMH, la cual, como es facil de cerciorarse, es perpendi-
cular a la recta FH. Efectivamente, ¢l tridngulo FMH ¢s isosceles,
ya que MF = MH a causa de la igualdad de los tridngulos
MDH y MCF,

Por esta razoén, la bisectriz del dngulo KLN sera la recta n
que pasa por el punto L y es perpendicular a la recta FH

]Eroblcma 21). -

* § 15. CONSTRUCCIONES MEDIANTE UNA REGLA,
SI SE DAN UNA CIRCUNFERENCIA Y SU CENTRO

Si el problema de construccion es resoluble valiendose solo
de una regla y un compas, entonces, como se sabe, su_solucion

_ mediante el método algebraico se reduce a la construccion de

las raices de una o varias ecuaciones algebraicas de primer
y segundo grados. Con motivo de ello, tales problemas suele
denominarse problemas de segundo grado.

Merece atencion el hecho siguiente: cada problema de
construccion de segundo grado puede ser resuelto solo mediante
la regla, si en el plano de las construcciones estid trazada una
circunferencia e indicado su centro!. Para la demostracién es
suficiente convencerse de que con ayuda de este instrumento se
puede hallar los puntos de interseccibn de una circunferencia,
pr.eﬁjada mediante su centro y su radio, con una linea recta,
ast como el punto de interseccion de dos circunferencias,
prefijadas de modo analogo. Verdaderamente, en los problemas

'_ Y Por primera vez este hecho fue establecido por el
matematico frances Poncelet e, independientemente de &l por el mate-
matico aleman Steiner.

) Jean Victor Poncelet (1789—1867) durante
la juventud era oficial del gjercito de Napoleon; tomo parte en la
campana de Rusia en 1812; fue capturado y vivio dos afios en la ciudad

de Sare’s_tov, donde se dedico a investigaciones en la esfera de geometria
Proyectiva.

. Jacobo Steiner (1796—1863), hijo de un campe-
SN0 suizo. A los (9 anos de edad, casi no sabiendo escribir, ingreso
en l'a escuela del famoso pedagogo suizo Pestalozzi. A los 38 afos fue
clegido miembro efectivo de la Academia de Ciencias de Berlin.

s
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de construccion el
dos operaciones V. Las construcciones correspondientes  seran
cxaminadas por nosotros en los problemas 30 y 31, Sin embargo,
on una serie de casos se puede excluir su empleo, recurriendo
~ para resolver los problemas a métodos mas Paciles. Por esta
~ razdn, inicialmente examinaremos algunos problemas de construe
clones principales Yy practicamente  daremos comodos  procedi-
. mientos de su solucion,

Consideraremos que en ¢l plano del diseito de cada uno de los
N\\bﬁﬁas de cste parralo esta trazada una circunferencia anxiliap
®RY \'\\I\-\'!!'\lt\l\‘ st oentyo K.

PROBLEMA 2% Constrair wn cuadiado.

Constrayamos of diametro 48 de la circunferencia % (g, 49)
y tracomos suocuerda A'B paralela a AR (problema 13 Por
o puato C de intorseccion de las rectas A4’y BE tracemos
Ja recta CK: &sta cortara la circunferencia x en los puntos D y K
El cuadrilitero ADBE es un cuadrado.

FIG. 49

" - " Es_imposible circunscribir una_circunferencif, Y&
-mﬂm se puede construir una cantidad cualquierd
~ (problema 8): vease t‘ml:."_eﬂf-'lﬂ. si son conocidos cinco puntos de esta

t ien, a continuacion, el problema 29.

s¢ usa solamente para efectuar mﬁ&
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De aqui concluimos que todos los problemas de los parra-
fos 13 y 14 se pueden resolver mediante una regla, si esta
trazada una circunferencia y construide su centro .

PROBLEMA 24. Trazar por un punto d :

ado una v
a la recta | dada. R

Si ! pasa_a través mes 3, En caso
CORTAro es necesario trazar primero una recta cualquiera paralela
gi I, en consecuencia de lo cual llegaremos al problema 1S

a construccidn es evidente de la figura 50; :
3 la re
paralela a L e
PROBLEMA 2% Trazar por un punto
\ 28 z o dado una recta perpens
dicular a la recta | dada, N

St interseca la circunferencia ¥ en los puntos 4 ¥ B, pero
RO pasa a traves de su centro, entonces trazamos ol didmetro
at“; ::clla circunferencia % la recta CB o8 perpendicular a |

» S1L Despues, por el punto d \zamos

. Despues ado trazamos un :
L a4 mola par-

\# \¢&

£\ Pl L

FIG. 0 FG. 51

prefi': l:;r?s casos empleamos el mismo metodo, pero construimos

e nie una recta paralela a | y que corta la circunferencia

ek (;)Bstuntos, que no se encuentran en un mismo didmetro.

ro.ﬁ_.EMA_z_ﬁ. Trazar por un punto dado P una recta que
con la recta prefijada | un angulo dado MON = a.

" gt
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La construccion se simplifica, s los
punto Ky el rayo h se encuentran on N;P:Inlm KAyBRoa

Nt construccion permite halla punio
2o radio

":-".‘_ "‘. " .‘.'\l-_‘w
C, BE | AC, PD'IKRD y PE re—
 SU el angulo a e agudo o bien obtuso, el problema tie

%Ohkm 2% Duplicar ol angulo dado MON « o,
comos paralelamente a la recta OM ol diametro A8 de la

PRU!LBI_\P AL} Construir los puntos de terseccion ™la
circunforencia % ¥ paralelamente a la reeta ON, la cuerda AC dada { con la circunferencia i prefijada ‘:." o ot *:
. S0) Entonces o BKC = 2a. Bl lado OR del angulo buscado radio MN, pero no trazada, e

OR oz paralelo a la recta KC,

i |

G a2

Construir  la biseetriz del  angulo  dado

o ,ovﬁnatrmei&ncwlt jecutada en la fig. 54, donde AB | OM,
: BLEMA_29. Sea dado el segmento 4B y el rayo h con
« Cony sobre h el segmento CD igual a AB,
S el paralelogramo KABH y tracemos 9
h el rayo KF (fig. $5) Sea que los rayos KH y KF
la % en los puntos E y F. Tracemos
¥ HLIEF hasta su interseccion con KF en el
Construyamos el paralelogramo CKLD. El segmento €0

-

el radio KL de la circunferencia x ala
m“"ﬂhmm“hmmniy“

® punto 4 de su interseccion es el centro m
.dehadnunm‘,“w e
EMmumEmr.ahﬂ
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KC | MB hasta que interseque con AB en el punto C y a traves
de C tracemos [’ || I. Sea que I' corte la circunferencia » en los
puntos D y E. Las rectas AD y AE cortan la recta [ en los
puntos F y G buscados.

Si los puntos D y E coinciden, entonces | hace contacto con
la circunferencia p. Si [’ no tienc puntos comunes con la
circunferencia », entonces | mno tiene puntos comunes con la
circunferencia p.

Si el punto A es infinitamente alejado, entonces en lugar del
centro exterior hay que tomar el centro_interior de semejanza
de las circunferencias x y . /Como cambia la construceion
en el caso, cuando las circunferencias » y M son concentricas?

FIG. 55

Sean dados los centros M y N de las

PROBLEMA 31 _ . 4
circunlerencias p Yy V Y sus radios. Construir los puntos de

interseccion de estas c1rcunfcrencifls. ; : :
Empecemos por la construccion del eje radical de las cir-

cunferencias dadas. Sea A un punto arbitrario de la circ}mferencm
y, B, un punto arbitrario de la circunferencia Vv, ademas, por lo
menos, uno de los puntos A y B se encuentran en la rectd
MN (fig. 57). _
anitruy)amos el segmento AB, hallemos su punto m%ilosg
y tracemos las rectas MN, MC, NC, AD L CM, ELC o
que las rectas AD y BE se cortan en el punto F; qonstruya s
FG L MN. La recta FG es el eje radical de las cu-c:unft:n’,ncml
uy v. En efecto, al construir sobre el segmento B, Comt" F
un diametro, la- circunferencia y, advertimos Que GL_EE“—QTP;I

es un centro radical de las circunferencias v

|
]

ks

e U
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consiguiente, este punto se encuentra sobre el eje rq dic
circunferencias p y V. .

Puesto que el eje radlgal de d‘qs circunferencias intersecy
asa por los puntos de su interseccion, entonces el problemg dn.tzges
se reduce al interior: hallazgo de los puntos de intersec:.o
de las circunferencias (i o bien v) y la recta (FG), ion

A ‘—_—‘—-—‘_—-—-‘-—_.
* § 16. CONSTRUCCIONES POR MEDIQ

DE UNA REGLA, SI SE DAN EL CENTRO
DE UNA CIRCUNFERENCIA Y SU ARCO

al de lag

Sea dada en el plano o una recta n (la llamaremos recta
principal) y el punto P (punto principal) que no s
encuentra en ésta. Examinemos la transformacion del plano g
que consiste en lo siguiente. El punto P y cada uno de los
puntos de la recta m se transforman en si mismo. Cu
otro punto M del plano a se transforma en el punto N, que
es el cuarto punto arménico a P, Q: M, donde Q es el punto
de interseccion de las rectas = y PM (fig. 58). Directamente
de aqui se desprende que el punto N se transforma en M,
es decir, los puntos M y N cambian de lugar; en efecto, de
la_iguaidad (PQMN)= —1, en virtud del teorema 8, obtenemos:
(PONM) = —1, por consiguiente, M es el cuarto punto arménico
a P 0;N.

La transformacion examinada la llamaremos transforma-
cion armonica del plano. Sehalemos algunas propiedades
de ésta

Es facil de ver que la recta que pasa por el punto P se
transforma en si misma. Luego, la recta m, que no pasa por B,
S¢ transforma en la recta n, que puede ser construida asi: si S
es ¢l punto de interseccion de m y n y el punto M, diferente
€ 5y pertencciente a la recta m, se transforma en el punto N,
entonces trazaremos la recta n por S y N (fig. 59). En_efecto,
en virtud del teorema 6, cualquier punto M’ de la recta m ¢

Sft)rma en el punto de interseccion de las rectas PM' ¥ SN.

Si S es un punto infinitamente alejado, entonces 7 || m | T.

LM €S una recta infinitamente alej colGncEE dwf):
Por la mitad los segmentos que unen el punto P con los pufl

SiPesu;]

lo de {a recta = ion_conica -
entonces g se t

7 de
ransforma en si misma, ademas, los puntos

alquier_

Lt

_—

interseccion de la linea g con la recta, que pasa por P, cambi
de lugar. Este hecho es una

! 65 consecuencia de las pro i
polares de las secciones conicas (vease el § 9),

an

" PROBLEMA 32, Esta trazado el arco 4B y el centro K de
la circunferencia %. Construir los puntos de interseccion deils
circunferencia ¥ con la recta dada m.

Advirtamos, sobre todo, que por el punto dado o construido

H de la circunferencia % (en el arco AB o bien fuera de este)
se puede trazar, usando solamente una regla, la tangente a «
(problema 7); si trazamos por H una recta arbitraria, se puede

FIG. 58

FIG. 59

construir un segundo punto de interseccion de esta recta con l:
circunferencia » (problema 8). Efectivamente, la c1rcunferentc1aw;
es una seccibn conica, y en su arco AB se pueden lou:rl_;u"i : ::2!05
puntos, como sea necesario para resolver los problemas indicados.

Procedamos a resolver el problema planteado.

. nr to
Tracemos la recta AB y construyamos su polo P con respec

a la circunferencia » como el punto
tangentes a » en 4 y B (fig. 60). Conside

,IB e
no tiene puntos comunes con el arco dado A

la recta AB en el punto S.
Tomemos sobre m un punto ar

tracemos la recta PM: sea que ésta corta

de interseccion de las
raremos que la recta m

interseca

oo M diferente de S ¥
bitrario i AT caid

; 7 - M
nico N a o 0: ]
punto Q. Construyamos el cwﬂo—ﬂwﬂgﬁm AB

¥ la recta SN. Sea que esta recta
en los puntos C y D, mientras que

interseca €
las rectas PC ¥ P

D cortan



R R Estos serin los puntos  buscados
SE ntersacion de la circunirencia s oon fa recta m.
En efecto, tomando o punto

Pyl recta 4B por e punto
poncipakes v empleando para la g

M figura construida una
%@m AMMONKR, ROMOS Que  Circunferencia X so trans-

! W2 misma, meatras Que las rectas m oy SN cambian
de lugar, por consiguients, cambian de lugar sus puntos de inter

.

socion con ks clrcunferencia x.

El analisis del problema 32 nos lleva a la conclusion, de que
cada uno de los problemas constructivos desegundo grado se
puade resolver con una regla, © en ¢l plano de las construcciones
oStan trazados o centro ¥ el arco de clerta circunferencia x,

~

FIG. &

valiendose solo de una regla,

ya que en este caso tambien, nferencia X

. ‘\ > I« ~ 1
g plmden BElE 08 pROIOS - ““"-'““‘“‘“ :k ll;‘n;n:‘:lo cumplit
. » la cruza y, R ¥ i
con gecta cualquiera, Que & SIRER 9 © 0 imera V¢
unlt;s mnstrucgt"“i‘s del p:\rn}fo 1 -h::u ‘Idcl otro, el
: lusion llegaron, independientemente ) ;\ Morduiay-
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RUCCION MEDIANTE UNA REGLA
PUNTOS DE UNA CIRCUNFERENCIA

RTENECE AL HAZ DADO DE CIRCUNFERENCIAS

previamente dos proposiciones auxiliares.
2 ST o recta PR, donde K o5 o contro de ke
hlersecs fa polar x del punto P oo respecte @ x
oRtonces fos puntos Py P osen siwirices R
Rferenchs X,
los puntos de intersecvion de la recta FK con
N por My N y construvames el punte Q
0 de % Del teoroma 11 se deriva Que_los
forman un_grupo_armonico. Pero, en virtud
& [ polar, los puntos P, 7 M, N tambien
armonico. Por consiguiente, los puntos Py Q
$0_quena demostrar.
M oSt dados wm haz de ciroumierencias v e
P, entonces las polares de este punto con
HaS circwnferencias del Maz se intersecan en wn
Lol punte medio del segmento PQ se encuentre
cal del ha:.
tes circunferencias de un haz dado A w v
¥ N y el pinto P, que no se halla sobre
61} Sea que las polares ! v m del punto P
¥ N s cortan en el punto Q. Construvamoes
, COmo en un didmetro, la circunforencia ©:
el punto L' de intorseccion de las  rectas
pendiculares 1 y PL y a traves del punto M
@ las rectas mutuamente perpendiculares m v PAM.
¥ L son simétricos con respecto a A, los puntos
N @Qm_;_ﬂ: POr_este motive, en virtud
nlerencia @ es ortogonal a las cuwcunteren-
consiguiente, osta es tambien ortogonal a la
AL SU centro © s encuentra sobre el eje radical

S Ia recta PN y designemos por N el segundo
terseccion con la circunferencia o La polar & del
IO A la circunferencia v pasa por N (g virtud
Midad de las circunferencias v v @) x es perpendi-
a_PN: por consiguiente, esta polar sera la recta
W, ya que este descansa en el diametro
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sobre la linea de centros de u”

Lk las circunt“erencia:‘:
tﬁ;l’f:;{t)() E‘Q estara infinitamente
10 determinan el segmento.
las polares del pm:]uc;umo
haz dado pasan por ¢

Q con

puntos P y conjugados polar-

s la circunferencia de] haz, que pasa por P
unto P con respecto a esta circunferencia es
ésta en P: en virtud del teorema 22, ésta pasa
misma forma nos cercioramos de que'la recta PQ
circunferencia del haz, que pasa a través de Q.

- Tecta PQ serd una tangente comin de las dos

1

VI, 23. Construir cinco puntos de la circunferencia o,
or el punto dado A4 y pertenece al haz prefijado
unferencias trazadas A y p.
_punto A se encuentra fuera por lo menos de una
rencias dadas, por ejemplo, fuera de la circunferencia

través de A la tangente 4B a ) (B es el punto
‘Construyamos el punto C conjugado polarmente
> halla sobre la recta AB) y el punto D que es
armonico a B, C; A.
€ encuentra en la circunferencia o esto se deduce
de la polar y del hecho que la polar del punto B
'pasa, en virtud del teorema 22, por el punto C.
se'puede prolongar, tomando el punto D por
0, el punto D se halla en la tangente a la
POr consiguiente, éste se dispone fuera de esta
D coincide con A, entonces para la construccion
nte de A y perteneciente a la circunferencia o,
la segunda tangente trazada de A a .
£inco puntos de la circunferencia x o tres puntos
dos de éstos (por ejemplo, AE y DF, donde
- puntos conjungados polarmente con 4 y D,
entonces la construccion de nuevos puntos
1a se puede efectuar sin usar las circunferencias

nemos el caso, cuando el punto A4 se encuentra
a de las circunferencias A y p (fig. 63).

el punto B conjugado polarmente con A. Este
- de las circunferencias A y . por consiguiente,
Struir tantos puntos como se quiera de la circun-
leneciente al haz dado y que pasa por B. La recta
\gente’ comun de las circunferencias x y B.

nto C de la circunferencia p, diferente de B,

R R TR Sy Y R NSRSSS———



D, en el cual 4c
5. E que
o D; A La recta Br
onstruimos ¢l segundo
‘ la circunferencia .
ircunferencia B, se puede
te, el punto G, difercnie

rior se puede trazar desde O
GF, y hallar un tercer pumf;
gar la construccion, hallemos ;
después de lo que s¢ pUecr
aiﬁi'mr las circunferencias A Y }
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aprovechando solamente una regla, construir ¢l centro
m&rcncng trazada, si éste no estd dado? construc-
cumple ficilmente, si, por ejemplo, en el planc de la
cia_dada esta trazado un paralelogramo o bien alguna
cunierencia con su_centro. Sin embargo, en el caso cuando
onemos de estas u otras figuras auxiliares, e problema
0, como sc deduce del teorema 23 que se expone
nuacion s impoublc de reso Ver.

minemos dos circunferencias p y v con centros M y N
las que no tienen puntos comunes. Sea que su eje radical

5
M \P 0 el &
'
Y]
G
FIG. &4
brta la recta MN en el punto O. Circunscribamos la circun-

rencia @ con centro O, ortogonal a las circunferencias dadas.
que ésta interseca Ja recta MN en los puntos P y Q.
fracemos por Q la recta =, que es perpendicular a MN.

Los puntos P y Q son simétricos tanto con respecto a la
circunferencia p, como también respecto de la circunferencia v
teorema _2). Por esta razon, en virtud de los teoremas 11 y 14,
el punto P es un polo de la_rect: con respecto a cada una
de las circunferencias p y v.

- Apliquemos a la figura construida una transformacion Armonic
pmando P y = por el punto y la recta principales (véease el § 16)
Atonces las circunferencias p y v se transforman en s mismas,
[0 Sus centros, que se¢ encuentran fuera del segmento PQ, se
gforman en puntos, que se hallan dentro de este segmento.
. circu ncia serd aprovechada durante la demostracion del




dadas no concéntric M

in, es imposible construir sus

una regla.

€ ejecuta asi: seleccionemos
v algunos puntos arbitrarios
luego, construyamos rectys
y por los puntos, en los cuales
BCan una con otra y con las

punto de interseccion de dos
MITOS

enida a causa de esta cons
monica examinada antes, asi
puede ser formada, repitiendo
s hechas por nosotros durante
. de las circunferencias dadas.
nte en el hecho de que los puntos

"".' ptamente idéntica a la primera,
rm comenzarse solo por la cons-
irios y del trazado de rectas arbitrarias
suposicion hecha por nosotros cs
§ construcciones examinadas debe
miento conducir al encuentro del
encia. Pero esto s imposiblg, puesto
transformacion armonica, los centros
cig 'y v se trasladan a puntos
" consiguiente, las rectas que ©n la
n se intersecaron en el centro de la circun
| V), se transforman en rectas, cuyo punt
ntra en el centro de esta circunferencii
goerca de la posibilidad de consirit
gentro de la circunferencia p 0 V¢
L_fzén, con mayor motivo, no se
m circunferencia valiendose de una 1EE
esta circunferencia. .
oida antes es de vigor tambien
N teazadas algunas circunlerencias no
> haz hiperbolicy & 8, por c_icnn\lu. ~:|
gircunferencias j y v, entonees € L
acion armonica demuestra esta alinms
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~+ § 19 CASOS CUANDO PUEDEN

- SER_CONSTRUIDOS MEDIANTE UNA REGLA
LOS CENTROS DE DOS CIRCUNFERENCIAS TRAZADAS

0 _posterior es necesario _de advertir, que se puede
mediante una_regla el diametro de una circunferecia
su plano estan trazadas dos rectas paralelas
tersecan una circunferencia dada, entonces hacemos

truccion indicada en la fig. 65; la_recta_AB es el diametro

En otros casos llegamos a la misma configuracion,

A

FIG. a8

aprovechando que a través de un punto arbitrario de la circun-
pyd.qdl s¢ puede traan:nI recta paralela a las circunfe:-
) : aqu se rende
_ tmstcrix;lrl pordmedlo de una regla dos dmm dzu:n:' cm
lere fazada, y, por lo tanto, su cent
ado un paralelogramo. W S e
QBLEMA 34 Construir mediante una regla los centros de dos
S trazadas Ay poen cada uno de los  casos

ddemis de las dos circunferencias dadas en
par de rectas paralelas: pla: su plano esta
< s dadas se intersocan .

-~
B

s



Les;
tncas, PEro su centrg

pcéntncps Y no tienep
“de su ¢je radical;
DNCENtricas y no tienen
A de su linea de centrog

uno de los casos enume-
en los disefios a trazos-
s construcciones,

L rm

Q de las rectas p y 4 "
stas mismas rectas respecto

. )
P'()’ forman un QL

: Q, entonces ésta serd la Iin‘c.u
rﬂldﬂ. En este caso, el proce
e construccion no s valido,
ceion 67, N
mos dos puntos arbitrarios

dadas, diferentes de h;ls
la construccibn indicada
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67. Las rectas EH y GF son paralelas, ya que
=23=_,4=,5= . 6. A continuacion, construya-
h_ﬁodo semejante dos rectas paralelas mas y obtenemos

en A un punto arbitrario D y construyamos las rectas
y CE (fig. 68). Entonces « 1= . 2=, 3, por consi-
DB.

nos que el problema puede ser resuelto mediante estos
; procedimientos también en el caso, cuando una de las
rencias dadas no esta trazada completamente: es suficiente

tener cinco de sus puntos, entre los cuales, obligatoriamente, deben
“encontrarse los puntos de interseccion de las circunferencias dadas.
3% La construccion de dos rectas paralelas BC y DE viene
expuesta en la fig. 69, donde £ 1=~ 2=,3= 4.
_4°. Ejecutemos la construccion representada en la fig. 70
y obtenemos dos rectas paralelas 4B y CD.
_5°. Construyamos ¢l punto B conjugado polarmente con el
punto A del eje radical. La recta AB sera el eje radical de las
circunferencias dadas. Tomemos el punto C fuera de la recta AB
'y construyamos el punto D conjugado polarmente con C. La recta
AB divide el segmento CD por la mitad (teorema 22), por
consiguiente, se puede trazar una recta paralela a ﬁT@_’gmi_LJ]
ovechar la construccion 1°, Si el punto A se encuentra tanto
te el eje radical, como sobre la linea de centros de las
rencias A y j, entonces ¢l eje radical es paralelo a las
punto A con respecto a A y W
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ruir las polares del punto A con respecto a las
A y u, trazamos la linea de los centros AB
erencias (compirese la fig. 65).

n la circunferencia ). un punto arbitrario C que
en la recta AB (fig. 71), construimos el punto D,
armente con C, y cinco puntos de la circunferencia
por D y pertenece al haz determinado por las

as A y p (problema 33).

/'__-'"""--. G

/I‘
R D
| £/ \\
\

[

A\

FIG. 71

La recta CD sera una tangente comin de las circunferencias
Y, por consiguiente, el punto E de su interseccion con
la AB sera el centro de semejanza de estas circunferencias.
emos en y un punto arbitrario F y tracemos la recta EF;
que ésta interseca la circunferencia A en los puntos H y K
por segunda vez, interseca la circunferencia y en el punto G.
Entonces DF | CH y DG || CK.

+

+ § 20. ACERCA DE LA CONSTRUCCION CON UNA REGLA
. E LOS CENTROS DE ALGUNAS CIRCUNFERENCIAS

ROBLEMA 35. Estan trazadas cuatro circunferencias x, A, p y v
particularidad de que ninguna de tres de estas no per-
1 a un mismo haz. Construir con una regla el centro

‘estas circunferencias.

mos que entre las circunferencias dadas no hay
tales que tienen puntos comunes, ya que en caso




1 e en la construccion de und
terseca una de las circunferencis
‘de interseccion deben ser conocidos;
mstruccion 2° del problema 34.
% un punto arbitrano Ay
- la circunferencia o, qu¢ pasa

75

A y pertenece al haz (A, p) )y cuatro puntos més de la
erencia P, que pasa por A y pertenece al haz (w, v) (fig. 72).
“vista de que el segundo punto de interseccion de las
rencias % y o (% no es conocido, es necesario
s ‘otra circunferencia auxiliar mas de manera que sea
sil hallar sus dos puntos de interseccion con la circunferencia x.
ﬁA o tomemos en o punto B dentro de la circunferencia x
:emos por B una tangente BC a o (C se encuentra en %).
tiremos que el punto B se puede tomar también fuera
circunferencia x, a condicion_de que la tangente B a la
aferencia o interseque la circunferencia x.
gnemos por y la circunferencia que pasa a traves del
o C y pertenece al haz (x, B).

nstruyamos los puntos F_y D conjugados polarmente con
~ respecto a las circunferencias del haz (a. PB), el cuarto
o armonico G a los puntos B, F; C y la recta AG. El punto
rtenece a la circunferencia y, mientras que la recta CD hace
cto con y en el punto C (véase el § 17). El punto A4
ambién pertenece a la circunferencia y, ya que y pasa por los
ntos de interseccion de las circunferencias o y p. Asi_pues, son
ocidos dos puntos comunes A y C de las circunferencias x
~ Sea que las rectas CD y intersecan por segunda vez
 circunferencia y en los puntos E y H. Entonces EH | BC
la segunda solucion del problema 34, 2°). Luego hacemos
uso de la construccion 1° del problema 34.
F  la solucion examinada es también védlida en el caso, cuando
 una de las circunferencias A, p o v esta prefijada por cinco
- puntos. ;
' - PROBLEMA 36. Construir con una regla el centro de una
de las tres circunferencias trazadas A, |1 y v que no pertenecen
a un haz.
Consideraremos que ninguna de dos de las circunferencias
dadas no tienen puntos comunes o centro comin.
~ Tomemos en A un punto arbitrario 4 y construyamos los
df la circunferencia o que pasa por A y pertenece al
: v

Tracemos, a continuacion, por A una recta variable; designemos
gundo punto de su interseccion con la circunferenca A por P,

D Asi designaremos el haz determinado por las cir-




:ﬁ' mos los puntos B
encias A y o, respectiva-
de las rectas BP y (g
ecta PQ alrededor del
facil de cerciorarse
del tridngulo PQR;
hs cinco puntos de |a

A, 1, Vy T no pertenecen
continuacién, puede ser usada

1 no pertenece al haz hiperbo-
erencla o de este mismo naz.
. la circunferencia v) no pertencce
o interseca la circunferencia )
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MARKUSHEVICH A.
Areas y logaritmos

bajo del Doctor en Ciencias Fisicomatematicas, A. Mar-
‘fue enunciado primeramente en la Universidad de
' los alumnos de grados superiores de las escuelas

obra se expone la teoria geométrica de los logaritmos
los ultimos aparecen como ciertas areas. Las propiedades
tmos se obtienen del analisis de las propiedades respectivas

—Junto con esto el libro proporciona las mas simples
y propiedades del calculo integral.

" forzosamente necesario que el lector sepa qué es un
No obstante, el lector debe tener conocimientos primarios
funciones y su_representacion gréfica, progresion
¢ el limite.
ibro sera util para los escolares y aquellos lectores que

rteresados por los problemas que en el mismo se exponen.
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