i
?
f
|

Ll
-
L
L]
L]
-
-
L
-
.
.
L]

Sescsevevvran
~

Lecciones populares :
de matematicas

...... ...'....I....lllI.....l'Ill.l.'..l.....l..‘.l

Obras de nuestro llo editorial

V.A. Uspenski
Algunas aplicaciones de la
mecénica a las matematicas
Yu.l Lytbich, L.A. Shor
Método cinemdtico
en problemas geométricos
N.Ya. Vilenkin
Método de aproximaciones sucesivas
V.G. Shervatov
Funciones hiperbdlicas
A.S. Solod6vnikov
Sistemas de desigualdades lineales

LN}
....................‘.'....l-

AR N R L R R R R A R R R R R N

Editorial MIR @ Moscii

. .
LR RN L L R N R R R Y Y N Y R R R ]

.......l."‘..l.....'..

.'..I'...IO.II...II.'I'.....

lecciones populares
de matematicas

DE DIVISIBILIDAD

CRITERIOS

N.N.Vorohiov

004G 0RB0E0RRRRRNRNERRNRRROSORRRBRRORRES

....'..............-........................ IIIIII

S000 0000000000000 00000300000000000000000000000 000000000 OLOIRROROORERORRERDRRRS

S0 0040000000000 0000000000000 0EROesERRRRRBRBRRSS

b;_

Editorial MIR @ Moscii

“EI

L]
-
-
L]
L]
L]
-
L]
-
-
L]
(]
L]
-
-
.

At




DOADO PELO
Engs Just Lismer Burhiss
A BiBLIOTECA

cem

e

P Arcpre,




MOIN A PHLIE JTERTLHIT 110 MATEMATHLE LECCIONES POPULARES DE MATEMATICAS

1. 1. BOPOBLEB N. N. VOROBIOV

[MPH3HARKIT JIEJHUMOCTIH CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

SEGUNDA EDICION AMPLIADA Y MODIFICADA

HALATEJIBCTEO CHAVIEA»
MOCEBA

EDITORTAL MIR
MOSGT







PREFACIO

QUE EL AUTOR ACONSEJA LEER CON SUMA ATENCION

La actual ensenanza escolar de las matematicas se orien;
fundamentalmente & desarrollar en el alumno el punsnmie:;1
to funcional, y capacitarlo para operar con objetos matemj-
ticos continuos. Los cambios que se planean en los programas
escolares de esla maleria estan encauzados en la Jnism;‘
direccion. Al mismo tiempo, allimamente, se investigan
nuevos campos de aplicacion de las malemalicas: la (-nmbp(,,
sicion de programas para compuladoras, algunos aspectos
de la cibernética y el estudio de operaciones, economia
matemdatica, lingiiistica matemdlica, etc. El dominio de
estas ramas de la ciencia, junto con el perfeccionamiento
del aparato cldsico, exige el desarrollo de la Lécnica combi-
natoria, el andlisis de lo discreto y la creacion de nuevas
abstracciones fructiferas. Los aspectos enumerados de las
matemdticas también deberin ilustrarse en la literatura
de divulgacion cientifica,

Desde la linde a la espesura de un bosque conducen mu
chos senderos, Son sinuosos, se juntan, se separan de nuevo
v se cruzan. Paseando podemos notar su gran cantidad,
recorrer algunos de ellos y ver como se internan en las
frondas. Si se quiere estudiar seriamente un bosque es nece:
sario seguir sus senderos mientras se puedan distinguir entre
la pinocha seca y las pequenas matas de arandano. Pard

ahig ar
poder aprovechar los dones del bosque hay que abandond

por completo los caminos trillados y abrirse paso & trayes
del entrelazamiento de ramas espinosas.

El presente folleto puede considerarse como d .
de uno de los posibles paseos por la linde de las malent
contempordneas. La exposicion de los datos hasicos, Tt
rentes a los criterios de divisibilidad, nos obliga & ”;‘. las
en este folleto algunas cuestiones hastante abstractd® " s
'“{“f’mﬁliﬂls discretas, A Gstas pertenecen, ante h"l”.'.rru
alirmaciones de la teorfa elemental de los nimeress Fo
padas en torno al teorema fundamental de la aribmeies |

’

ga vy \ 14l J
anilisis de la descomposicion canonica de un pimots ll y los
en factores simples. Luego, la propia divisibilidad conj”
ndimeros se examina como una relacién definida e ©

[‘Fl.lli Iu‘i(”l
ALICHs
rele-

to de los niimeros enteros, es decir, como la realizacion de
una nocién bastante general y abstracta. Por iltimo, los
criterios de divisibilidad se tratan aqui como algoritmos que
transforman cada cifra en respuesta a la interrogacion ¢se
divide o no por el nimero dado? El autor considerd ulil
destacar entre los criterios de divisibilidad los «criterios
de equirresidualidad o residuos equivalentesy que transfor-
man los nameros en residuos al dividirlos por un nimero
dado.

Con objelo de acenluar las variadas relaciones mutuas
entre hechos matematicos sueltos y las posibilidades de di-
ferentes enfoques de un mismo tema, algunas alirmaciones
se eslablecen de dos maneras diferentes.

Bl libro esti destinado a los escolares de los grados
superiores aficionados a las matemdticas y (a excepcion de
algunas menciones de la formula del binomio) no exige nin-
giin conocimiento previo, exceplo capacidad para efectuar
cencillas transformaciones idénticas. Pero la estructura
légica del malerial es bastante compleja, por lo que la
asimilacion del mismo en lodos sus detalles exige mucha
alencion y paciencia.

Recomendamos al lector el siguiente plan de estudio
del libro.

En la primera lectura puede limitarse solamente al
texto hasico §§ 1—4 sin resolver los problemas (a excepeion
de los NoNe 31, 34, 36, 45, 47, 49 y 50). Esto dard un
conocimiento descriplivo general de la materia. Como la
mayoria de ln gente sin experiencia en malemdlticas esti
convencida de la exactitud del teorema de descomposicion
univoca de un numero natural en factores primos (consi-
derdndolo por lo visto, como un axioma), ella puede enten-
der los teoremas 9—13 como sus consecuencias,

En la segunda lectura es necesario tratar de demostrar
por si mismo todos los tearemas en ¢l orden en que se pre-
sentan., Para que el lector no ceda demasiado frecuentemente
a la tentacion de utilizar las demostraciones ya hechas de
los teoremas, todas ellas fueron insertadas en un apartado
pspecial. Una excepcion viene a ser la demostracion del
teorema 7, Hamada a servir de diapason que prepare al lector
ya, desde la primera lectura, al nivel necesario de rigurosi-
dad,



da lectura conviene estudiar el § 5 y resolyep
mm%li]éxlaa f:fu;rohlemas del texto bésico. ]

Por tiltimo, en la tercera lectura se estudia lo que ests
en gallarda y los problemas que contiene.

El que desee profundizar sus conocimientos en el ¢
de la teoria de los mimeros deberd recurrir al curso ¢
del académico I. M. Vinogrddov «Fundamentos de 1q
de los numeros» (Editorial Mir, 1977).

Se recomienda estudiar la teoria abstracta de lag re]s-
ciones en un conjunto y las sucesivas cuestiones vinculadag
a 6l por el libro ¢Lecciones de dlgebra generaly de A, G. Ky,
rosh (Ed. Naika, 1973) o la «Teoria de las estructurasy de
G. Birkhoh (IL, 1951).

Por fin, el folleto ¢Algoritmos y resoluciones de pro-
blemas con computadoras» de B. A. Trajtenbrot (Fismatguiz,
1960) contiene una explicacién mas detallada y sistemgtica
de la nocién algoritmica, y en la monografia basica «Teoria
de los algoritmos» (Trabajos mateméticos del Instituto
Steklov de la Academia de Ciencias de la URSS, t. 42,

1954) de A. A. Méarkov hallamos una exposicién rigurosa
del tema.

La segunda edicién se diferencia de la primera sola-
mente por algunos mejoramientos de redaccién. El autor

ampo
ldsico
teoria

agradece al profesor Grella (RDA) por la ayuda prestada en
este asunto,

N. N. Vorobiov

PREFACIO A LA PRESENTE EDICION

Ein esta edicion se explica con més detalle que en la
anterior la esencia algoritmica de los criterios de equi-
rresidualidad y divisibilidad yseincluye, ademds, un examen
de ellos en sistemas numéricos arbitrarios.

Vyritsa N .N.Vorobicv
ano 1979
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§ L DIVISIBILIDAD DE LOS NUMEROS

P

| La suma, diferencia y producto .de dos niimeros enle
resultan siempre enteros. Ea l.U (lllle se -‘\llf‘)';’i _]ll’mn;.n-
conjunto cerrado (.1e_'nmneEo‘s ‘en er?lr-.. 1‘“-'- !.l‘l,OIltlrist.
operaciones de adicion, re.sl‘a”‘\ multiplicacién. |

Pero referido a la operacion de division, este conjuny
deja de ser cerrado: hablando en general, el cociente de |
division de un enlero por olro 1)!19{19'110 ser entero,

Por eso, al estudiar las particularidades de la division
de los enteros, una de las primeras cuestiones que se pre-
senta lrata de si es factible o no esta operacion para dos
nameros dados, es decir. de su divisibilidad. Al examinar
las olras operaciones aritmélicas con numeros enleros, evi-
dentemente, tal problema no surge.

En adelante consideraremos conocidas las propiedades
fundamentales de las operaciones arilmélicas con numeros
enteros, asi como las elementales de las igualdades v des-
igualdades. Al expresar «nimero» vamos a entender siempre,
si no se dice lo contrario, que es entero. <

Como es habitual. los nimeros enteros no negalivos:
0,1, 2, ... se llamarin naturales. Refiriéndonos a_lmi.ur
ellos emplearemos el término conjunto de todos los nimeros
naturales. X

DEFINICION, El niimero a es divisible por el (“‘11[‘ ‘lll"l‘[
es lo mismo, b divide a @) si existe un namero ¢ tal @
a = be. . v 1 por

Este hecho se denomina divisibilidad del nimero @ P
el b y se anola asi a: b. o La 0pE-

Destacamos que la eseritura a : b no Flgl”ma..ll.‘(lvlvr-
racién concrela que se deberd efectuar con @ )"b- T.T\-;llorl‘-‘
minada afirmacién que se refiere a ellos. Segun Uluvd&‘ sor
numéricos que lomen a y b, la afirmacion @* b P b
cierla o no. Asi, por ejemplo, 4: 2 lo es ¥ 4/ '-)l-! o No:

Para dilucidar si la afirmacién a: b es ¢1¢ - por el
es decir, para aclarar la divisibilidad del uun‘o,'n, o ello®
b, existen muchos y variados procedimientos. ”:“m ,
consiste en dividir directamenle a por b. Pero & Hl‘l]w‘ ut
resulta demasiado largo y fatigoso . naturtleg
el dgseo de comprobar la autenticidad de 1a dl"{'?_l 1poco
nos interesa sin efectuar la division misma. T4

I'os
d Veces
a lag

eslt
gt
ue
ti

1
L
pS
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de mas la siguiente consideracion: por ahora nos inleresa
anicamenle el hecho en si de la divisibilidad del numero a
por el b; al efectuar la divisién, sabremos también su co-
ciente y residuo (si la division no resulta exacta) aunque
carentes de todo valor para nosotros, va que en el momento
dado s6lo nos interesa saber si el residuo de la division
va a ser igual o no a cero. Por consiguiente, hay molivos
para suponer que efectuando la division nosotros he_mos
malgastado una parte de nuestro lrabajo (y. por lo \'_‘l.\‘l(l.
no pequeia) en obtener «desperdicios de producciony. Es de
esperar procedimientos de aclaracion de la divisibilidad mas
directos y econémicos que la «burdar divisién, capaces de
establecer el hecho de la divisibilidad por una via mas
corta, sin dejar desechos lan abundantes. Iistas esperanzas
efectivamente se justifican, ya que tales procedimientos
existen. Ellos se llaman criterios de divisibilidad.

Indudablemente, el lector conoce algunos de ellos. La
finalidad de este libro es examinar los diferentes criterios
de divisibilidad fundamentalmente en el aspecto basico.

La esencia de cualquier criterio de divisibilidad por
un numero dado b es que, por medio de él. la cuestion de la
divisibilidad de cualquier nimero a por b se reduce a la
divisibilidad por b de cierto nimero menor de a. (No es
dificil ver que la comprobacion de la divisibilidad. apli-
cando la division comun, también se basa en esta compren-
sion.)

De tal modo, el criterio de divisibilidad es un objeto
malemilico de cardcter muy difundido. aunque no salte
a la vista. Esto no es ni formula, ni teorema. ni definicion.
sino cierlo proceso absolutamente del mismo tipo como el
de la multiplicacion «en columna» o, digamos, el de caleu-
Ia_lr uno tras otro los lérminos de alguna progresion aritmé-
Lica.

La nocion de criterio de divisibilidad sera precisada
en el parrafo siguiente.

2. En la definicion de la divisibilidad de los nimeros
no se dice nada sohre los diferentes valores que puede tener
el cociente al dividir @ por b, Aclaremos esta cuestién
hasta el Tin aqui, para que en adelante no lengamos que
vegvesar a ella.

Sea

@ = be (1.1)

B i et et
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y, al mismo tiempo,

a = bey.
De estas igualdades obtenemos que
be = bey,
0 que
b (C o cl) = 0.

Si para este caso b==0, entonces ¢ —¢;, = 0, o sea, c=
— ¢;. Pero si b =0, entonces, evidentemente, también
a=0 y la igualdad (1.1) se cumple para cualquier c.

De tal modo, por cero es divisible solamente cero, siendo
el cociente de tal division indeterminad_o. Pl:eqlgamente
se tiene presente esto al hablar sobre la imposibilidad de
dividir por cero. Pero si el divisor difiere de cero y la divi-
sion tiene lugar, entonces el cociente tiene un sélo valor
completamente determinado.

Hablando de la divisién, siempre supondremos que el
divisor es distinto de cero.

Fijemos algunas propiedades elementales de la divisibi-
lidad.

TEOREMA 1. a: q.
Esta propiedad se llama refleriva.
TEOREMA 2. Si a: b y b? ¢, entonces a c.
Esta propiedad se llama transitiva. _
TEOREMA 3. Sia: by b: a, entonces, o bien a = b, o bien
@ = —b (propiedad asimétrica de la divisibilidad).
TEOREMA 4. Si a: b y |b|> |a |, entonces a = 0.
Corolario. Si a: by as=0, entonces la | > | o |
: 'IH?OIREMIA 5. Para que a | b es necesario y suficiente qué
a|i :
Basindose en este teorema, basta limitarse en adelan'c
& examinar el caso cuando el divisor es un ntimero positivo:
De igual modo, la divisibilidag de niimeros enteros cuales:
quiera se reduce a la divisibilidad de ntimeros no negativos:
TEOREMA 6. Si 1y i b‘ ay : b, e T, : b.’ entonces,

(& 4 ay + eootay)ib.

Corolario, Sj 14 suma de dos niimeros y uno de los sum””

n divisih]

~
6t taimTis €S por un ni 1 otro suma
do tambign | D numero b, entonces, e

sera,

13

No se debe considerar que todos estos teoremas son ev%-
dentes y no han menester de ninguna demostracién parti-
cular. La cuestién incluso no estriba aqui en que en las
matematicas cualquier afirmacion debe ser demostrada, con
exclusién del axioma y las definiciones. Las demostraciones
de estos hechos (por ejemplo, que cualquier nimero es divi-
sible por si mismo) son imprescindibles por principio, dado
que ellas no pueden ser obtenidas {inicamente de la defini-
cién de la divisibilidad sino que se ven en la necesidad
de emplear las propiedades de los mismos ndmeros.

El siguiente ejemplo nos ayudard a comprender esto més circun-
stanciadamente.

Evidentemente, la suma, la diferencia y el producto de nimeros
pares son siempre pares. Al mismo tiempo, la division de un namero
Par por otro no siempre es factible y, de serlo, el cociente no resulta
sin falta par. Por eso introducimos la nocién de divisibilidad de nime-
T0S pares.

DEFINICION- El nimero par a es divisible de un modo par por el
niimero par b si existe tal niimero par c que @ — be.

Evidentemente, el teorema 1 no es cierto para la divisibilidad
par, dado que, por ejemplo, no existe un nimero par ctal, quea = ac.

A las cuestiones relacionadas con la divisibilidad par de nimeros
pares volveremos atn varias veces, El ejemplo anterior muestra que
se pueden crear diferentes teorias de divisibilidad con distintas pro-

piedades mue los teoremas, eorrectos para algunas de estas teorias,
pueden resultar incorrectos para otras.

" Problemas. Demostrar 1
10k as
2idaead
3. 811: a, entonces ¢ = 1.

4. Cualquiera que sea a 5= 0 existe un niimero b, distinto
de a, tal que b: a.

4. Cualquiera que sea a, existe un ndmero b tal,
de bicyc: ase deduce que o bien ¢ = b, o hien ¢

= a.
6. Demostrar los teoremas andlogos a los teoremas 2, 3, 4 y 5 para
la divisibilidad par. o A

7. Construir tal teorfa de divisibilidad en
3y 4 resulten correctos y los 2 y 6, no.

3. Ya des

as siguientes afirmaciones:

que

la que los teoremas 1,

pués de tener conocimiento superficial acerca
de los hechos concretos de la divisibilidad, salta a la vista
la siguiente circunstancia: pricticamente, la divisibilidad
de los niimeros no estd ligada a su magnitud. Por un lado,
hay pequefias cifras que son divisibles por una cantidad
relativamente grande de niimeros. Por ejemplo, 12 es divi-
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sible por 1, 2. 3 4, 6y 1,.2|; .'.i” H"‘}”"' '1: '“}‘i"“_'“"“- A lalps
cifras, ricas en tll\'mrrt'ﬂ. se les I_"“l en '_lml.n 1 {l’llllll'l‘{rx My

ndes con una cantidad minima de divisores, = (de acuprqy,
ﬁ‘lwmma 1y al prullll.‘l'lul 2, cada numero distinto dg |,
unidad €8 divisible siquiera por dos nlimeros '['f"""“l'“,\.
Aungue en realidad se conocen lfluunua] I:-.u-.j que vineylay
las propiedades de la l]l\'lﬁlllvlll_(l.lll de 08 nUmeros con s
valores, de lodos modos, }lllnh tienen un cardcter tan ingpip,.
cado y confuso que aqui no las vamos a tratar,

4. Tanto mds interesante resulta el hocho de que |4
misma divisibilidad permite vslnhlvrl:r entre los niimergs
un cierto orden, distinlo del usual segin 'Iu magnitud, pero
que tiene con el altimo mucho de comun.

En efecto, reflexionamos, qué senlido exacto se expope
en las palabras sobre la posibilidad de ordenar los niimergs
naturales por sus magnitudes. Como no es dificil ver, hajo
esta posibilidad se entiende que para algunas parejas (e
nameros @ v b tiene lugar la relacion emayor o iguals:

a> b,

lo que significa que la diferencia @ — b no es negativa (es
decir, deberd existir un numero natural ¢ tal, que «
= b -+ ¢). {Pero si también el fenomeno de la divisibilidad
consiste en que cierlas parejas de numeros a y b responden
a alguna condicion completamente determinada (precisa-
menle, a la existencia de un entero ¢, tal que a = be)!
Asi, las relaciones de divisibilidad y «¢mayor o igual» son
nociones de una misma naturaleza y es por eso que podemos
hablar de sus propiedades comunes o, al revés, contraponer-
las una a otra.

_ En particular, la relacion de «mayor o igualy entre dos
numeros nalurales, lo mismo que la de divisibilidad, es
clerla enunciacion sobre estos niimeros y puede ser justa
(Fn&;ﬁﬁﬁé}i‘l)_f no (por ejemplo, 3}5’)-'__‘““_
dad Sone g seguida que con la relacmn”rlc dl\lbl.l-m‘
oJzklE ua‘l"sdpml?!edades comunes la relacion de «may
g -may;lr . 2 _eltmayon: Esto esta llga(!o.a'qyr.: la rv]n‘rw;i
flexiva fen ororair, semejante a la de divisibilidad, es

: (en _Gfec_t,o,-]a correlacion a —> a es cierta para cual
;‘u“‘n‘i;“z.y la relacién de «mayors, no (la desigualdad a > 0
onlen e:ﬁ';e Il‘g.?{);-lﬂslamente por eso, como relacion t}g

= 108 lumeros naturales, aqui se examind

15

de «emayor o igualy y no la amayor que parecert mis simple
v nalural,

5. La relacion == tiene las siguientes propiedades, fieiles de com-
probar:

1“ a = a (es reflexiva). s

2°Siazby b= a, enlonces a b (es asimétrica).

3 Siazbyb=e enlonces a = ¢ (es Lransitiva).

4° En loda sueesion de nimeros naturales

) =8y 205 2 o« o= 8y 2 - - 5
cuoys terminos difieran uno de otro, existird el nimero Gltimo. Esta
propiedad de la relacion se Hama algunas veces de ordenacion w ordena-
miento r:umpl'du del t'lllljllllllt de nimeros llulltl‘il'!('f-'. L

La propiedad de ordenacion completa tiene una formulacion
basgtante complicada y un tanto artificial. No obstante, revela rasgos
de exiraordinaria importancia en la construceion del conjunto de
nimerog naturales ordenados por la relacion Z=. De aquélla se deducen
muchas olras propiedades de esta relacion. Ademds, segiin veremos,
precisamente en aquélla estdn basados los razonamientos sinductivoss
tan empleados en distintos problemas matemdlicos.

Para el empleo provechoso de esta propiedad sefinlamos lo sigui-
ente: existe tal nimero a, que de a = b se deduce que a = b (agni
a ¥ b son nimeros naturales).

En efecto, si tal niimero no exisliera, enlonces, nosolros podriamos
encontrar para cada a, tal a, . ; que a, = a, ¢y Vv a, » a,;. Comen-
zando con el arbitrario a; obtendriamos una sucesion

o2y 2 Ay 2>y 200 g 2 oo oy

de nunca acabar. Pero su existencia contraria la propiedad de orde-
namiento completo del conjunto de niimeros nalurales.

Por consiguiente, el nimero @ seialado realmente existe y se Hama
primero o minimo (evidentemente es el cero). Seialemos aqui mismo
que no hemos establecido la unicidad del nimero minimo. Lo haremos
luego en forma indirecta.

5° Cualquiera que sea el niimero a existe un namero & distinto de a,
para el cual b = a.

Esta propiedad del conjunto de los nimeros naturales se llama de
ilimitacion, en el sentido de la relacion =.

6° Cualquiera que sca el nimero a, a excepeion de minimo, existe
uno b, que a = b, a == b y para cualquier nimero ¢, de a > ¢ = b
se desprende que o bien ¢ = a, o bien ¢ — b. Esta afirmacion formal
llevada a un lenguaje substancial significa que cada nimero natural,
a excepeion del cero. tiene otro natural inmediato anterior. (Esto tam-
bién puede ser formulado asi: entre todos los nimeros menores que el
dado_existe uno que es el mis grande.)

7° 0 bien a = b, o bien b = a. Esta propiedad de Ia relacion se
llama su dicotomia. En matemilica, con este lérmino cominmente se
expresa la realizacién obligada de una de las dos posibilidades. Esta
palabra es de origen grieogo y significa division en dos parles.

Destaquemos que 1°—7° son propiedades de la propia relacién en
el conjunto de todos los niimeros naturales v no las propiedades de unos
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u otros numeros enlazados por esta I’l.'lill.:lUI!. Por eso puede re
para otra relacion cualquiera, que una numergs ep parej
valor sino por algin motivo distinto, algunas
19—7° pueden no resultar ciertas.

Problema 8. Basindose Ginicamente en las Propiedade
la relacion = y de ninguna manera en las de los mismo
operaciones con ellos: , w

a) demostrar la l.lI'll}‘l_llad del numero minimo,

b) demostrar la unicidad del pumero inmediato antepiop

¢) formular la l.l(!ﬁni(}wI} del nimero inmedialo Posterto .
MEro duado a (es decir, del niimero a + 1) y demostrar sy “Kislu;.cil.:“;,
unicidad. :

Problema 9. Verilicar cudles de las aflirmaciones 1°
vigor para la relacién de anayors (=).

6. La justeza de las propiedades de la relacion > (come tambigy
por otra parte, de cualquier otra relacig ]

: n) puede ser establecida de (s
maneras. En primer lugar, podemos

] _ 10s aprovechar las cualidades de ungs
U otros numeros o las particularidades conocidas de la estructury go)

conjunto de todos los nimeros naturales. Asl fueron verificadas por
nosotros, precisamente, las propiedades 1°—7°. En segundo lugar va
convencidos de la justeza de 1°—7°, podemos dejar de lado que la rela-
¢ién= une nimeros en parejas y deducir las siguientes propiedades de
esta relacién unicamente de sus propiedades 1°—7°, Asf fueron demostra-
das por nosotros la existencia del nimero minimo y las afirmaciones
del problema 8.

El segundo enfoque de la cue

.sulluriue
a8 no pop
le las n[irmuciones

8

el ® de
8 Nimepgs

¥ las

—T1° siguen g

slion es muy empleado en las matemd-
ticas contempordneas y lleva el nombre de ariomdtico. Con el se deter-

minan varios aziomas (en nuestro caso, las afirmaciones 1°—7°) que
reflejan las principales propiedades de los objetos estudiados ¥ no estin
sujetos a demostracion, ¥y de ellos, por medio de la logica pura, sin re-
currir por segunda vez a las propiedades de los objetos estudiados, se
deducen todas las restantes afirmacienes 1lamadas teoremas. )
Puede ser que a algunos de los lectores el examen de las propiedades
de las relaciones sin los objetos enlazados por ellas (por ejemplo, los
nimeros) les parezca alcanzar alturas de a_abstraccion matemitica
completamente innecesarias en la practica. Por este motivo es nece-
sario_hacer dos observaciones. e v
En primer lugar, desde el punto de vista de las matematicas %t;ﬂ_
lemporédneas todos los razonamientos efectuados aqui no §onlen A
luto eparticularmente abstractosr. Es mds, en nuestros dias ;:S nrleh-
miticas se ven obligadas a examinar simultdneamente muc ﬁascion:? 3
ciones, e incluso unir (1) parejas dedrelacic:jneg distintas con re
nuevas (por decirlo asi, de segundo gra 0?). seoidn
El Eaterial expues'to hasta ahora permite ilustrar la nocién d
cién entre relaciones con un ejemplo. " inculan
aa, B, . .. un determinado conjunto dere!amoneq;lg: \;:Ercnl:zl‘o&
nimeros naturales. Esto significa que para cualquier P;:ﬁ}us si la pareja
@y by una relacién arbitraria y de nuestro con]unto,lsa ccribiremos ayb-
a, b estd enlazada o no por la relacién y- De estarlo e la B, v escribit
Vamos a decir que la relacién « es mds fuer. ul quelaci EI’I B, resulla
% O B si cualquier faamja de niimeros, ligada por “b“’
ligada también por la c, es decir, si de afb sigue ach.

rela
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Asi, por ejemplo, designando la relacién de la divisibilidad par

por medio de p, podemos escribir i > p. Luego, es ewdlen-:ﬁeqsu:xitgl
= =. Al mismo tiempo, en los conjuntos de nimeros natur 1y
ol i Li les no se puede afir
relaciones también naturales, con respecto a las cua SeplecRs s
mar que una es mas fuerte o mis débil que otra. l_mloncu_s, 3!: pa A dos
numeros e y b naturales, por ejemplo, suponemos que a >1- 'fii?‘na i
altima cifra, en la notucion dec;ual de a, es mayor que la 0
entonces ni > 5=, ni= o >, 4 gt
& nElm‘o que Bau'u (gumr libremerite con nociones tan complejas Lo_mlo
las relaciones entre relaciones es indispensable una prictica especial.
Iin segundo lugar, tales razonamientos e incluso ain mas abstrac-
los se comienzan a encontrar cada vez con mds y mas Irqcucnpla“gn las
aplicaciones de las malematicas a la economia, b:ologu}, lingiiistica
v al arle militar. Desgraciadamente, explicaciones mas detalladas
sobre esto nos alejarfan demasiado de nuestro tema principal.

¥ 7. La posibilidad de emplear el método de
completa (llamado también
mitica) esla estrech

induccion
de induccién perfecta o mate-
amente ligada a la ordenacién del con-
junto de nimeros naturales por medio de la relacion >
Habitualmente este método se emplea de |
Sea A (n) una afirmacién concer
arbitrario n. Esto significa que,
serie infinita de afirmaciones

AROY A (4)50 % Sadd(n);
sobre cada uno de los nimeros nat

a) la afirmacién A (0) es corre
cionn)ty;
b) de la correccion de la afirmacién 4 (n) se desprende
la de la_afirmacién A (n + 1) (etransicion inductivay).
. ;:‘.l principio de induccién matemdtica afirma que en las
ﬁ;};ol}eslls a) y b), 4 (») es correcta para cualquier nimero
ural n.

Esle principio no es una afirmacién independi :nle, si
ser deducido de |ag ropiedades {°— Conjunto 4 mioacie, Puede
mlesl?:)rd(i_nn?os s Tﬁ Felnc!;é;s;-. 7° del conjunto de numeros natu-
T eleclo, supo J ici incipi
induceien s lapaflilrmgzlilu; l(ans) csc;ndlcmnes a) y b) del Principio de

0N pa X umplen, pero la conclusién d
este principio no tjen S o n de
tales nimerg S lugar. Lo lt

imo_ significa que deben existir
s 1 i =

uno de ellps, i ford los cuales 1a afirmacion A4 (m)

tonces, my es

-

asiguiente manera,
niente al nimero natural
de hecho, operamos con la

urales, Supongamos que
cta («base de la induc-

< 1
A (n) es Justa, en-

ales A4 (1) no tiene
y ) Frecuentemente como b

::‘i):lm 1l‘a alirmacién 4 (0. Evideuleménte. cst:sgitlls
© 0 lmportante es que dicha base concierne al
MEeros examinadgs POT nosotros.

201319

una induccién se
Tencia no es esen-
Primero de los ng-

A
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sea inoieria

I\*‘l\ Pere & 1o lo e, entonces dobort oxistiv un my <o my Ll que
& wwlml&\.‘u\wlm Hegamos & la sucesion do mimeros difes
wentes

“‘}.‘.}\Ilb“’}l!l\ (l\:]}

cada uno de log onales A () no tene ugar, Por la 4% condieion
m\'t\tﬁmu\h\nm completo el wltime térning de la sucesion (1.2) de

sor a. Bvidentomente, s, ox el wenor do todos los nmeros para
log onales A (1) no es oferta,

Por cuanto 4 (O o cierta por condicidn, m, » 0, y existo ol ni-
wery m*, tunediato anterior a =, (en realidad os ol #, = 1), Gono
< w1 ativwgeion A () deberd sor clotta, Pero entonoes, por la
condicion b del prineipio de inducelon wmatemdtica tanbisn 1o doberd
ser la aliomacion A (s 4 1), es decir A (m,), llvﬁnmdn A Und contras
diccitn, Blla indica que no hay nimeros s para 1os cuales A () wo
aviera lugar (o dooir, no Niora clertad '

Hacemos la siguiente observacidn, Lox raronawientos ﬂqr-
hames do efectuar no so deben derar ni demostracion, ni funda-
wenty principio de indueeidn. Bllos solamente indican que wna
aliemacion matemdtica (del método do induceion) puede ser dedueida
de otras (de las propledades de la relavitn ). Estas mizmas propieda-
des han sido cmpleadas por nosotros coma axiomas, por lo ¢ual no fue-
Ton demostradas sine sulamente verificadas. Cualquier intonto para de-
wostrarias on forma matematica tropesarfa inevitablemente con la
wecesidad de introducic condiciones muovas en oalidad de aviomas,

Eu particular, las demestraciones de la propiedad de ordenacion
completa deberdn emplear los mistmos raronamientos fnductivos (el
lector puede cerciorarse de ello por st wmismo).

Al método de induccion matemdtica en sus diferentes
variantes lo fueron dedicados los folletos de 1. 8, Sominski
Método de induccién matemdticar (Editorial «Naikae,
1974) v de L, 1. Goloving ¢ 1. M. Yaglom «Induccién en la
geometrfay (Bditorial «Nadkay, 1956) que contienen gran
cantidad de ejemplos de su aplicacién. A lo largo de nuestro
libro tambidn vamos a emplear este método frecuentemente.

Predlema 10, Supongamoes que pares de ohjetos de cualquier natu-
ralera (nimercs, puntes. hucg‘m tmmu::.h ete)) s hallan vineus
lados por una determinada rolacion &, con propiedades andlogas a la
=T, Demostrar que en este caso estos ohjetos (elementos) pueden seor
numenades (os decir, escritos en un cierto orden): 4y, dy, Ay, - - -
h“wdtﬁ. 43 unica y exclusivamente cuando i > j.

De becho, iieto siguifica que la relacién, poseedora de las
propiedades 1%, ondena al conjunto en wan vadugr lineal de ele-

A’l%‘l'!“% LR

¥, No obstante, volvames a la relacidn de divisibilidad. Para el
muma&mmn«ms,aﬁy'm mhltmasrg.e-l
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¥ 5 muestran que en lag alivmaoiones 1% 0% podenos sustituie lo relo-
oldn = uur la b B lo gue a la alivmacién 7 conelorne, roferida o la
aplioacion de la divisibilidad, ella afivma: ede dos numeros wno por lo
nmenos o8 divisible por el otros,

¥ Poro esto no o8 oforto. Asi, la rolacion de divisibilidad tene las
mismas propledades que la de orden, o excepeion do unn. Debido a esto

ervlesfeaalledgEio
-”_' e ~

0 @ @ & E G
S8
3|

la relacion de divisibilidad no ordena los nimeros naturales on forma
de cadena linear sive de un wmodo wds complejo (véase la figuea).
Sefialamos que los numers vecinos por sus valores pueden resultar
bastante salejadoss uno de otro en ol sentido de la divisibilidad. Los
nmimeros 4 ¥ 5 6 v 8 lo demuestran claramente.

Probemos pasar de La divisibilidad de mimeros enteros Livos a
la do naturales, es decir, incluyamos coro en el examen, Entonces el
esquema do la figura se enviguece con una casilla ubicada mds areiba
de las demds, ya que cero es divisible por cualquier nimero ¥ ninguno
distinte de cero es divisible por 8l -

Dejamos que el lector por st cuenta vuelva o formular v verificar
las afirmaciones %7 para este caso.

9. nEFINTCION. Cualquierrelacidn - subordinada a lascondiciones:

1* de propiedad reflexiva (@ & a)

2; de propiedad asimétrica (de @ & b ¥ b & @ so despronde quo
@ = d);

de rmpimlad transitiva (de @ & b v & & ¢ so despronde que
@ $ o), so Hama rejacidn de ordenacidn parcial, Las relaciones de orde-
nacidn parcial juegan un gran papel alli donde la ordenacidn lineal
aaturals no tiene lugar, por ejemplo, donde cada objeto (s describe
0 alpnclia por varios indices diferentes, cualitativamente incomparables
entre sf,

Como ejemplo se puede eitar la aprociacion de los resultados do
las competiviones deportivas para varios tipos diferentes de departes,
Si uno de los equipos ooupd puestos mds altos que otro on tot‘:‘a los
tipos de programa de compeliciones, entonces, es natural considerar
que el primer equipo logrd mavares éxitos. Poro si estos puestos fueron

2
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e
los tipos de programa, a excepcion, digam.

'.’""upa:clloscl‘f:q::?czgl gual, l;:un- algl;:n motivo, esta vez fue inc llﬁ idmuu:_.'u ,lm
Jjuego ?iones} donde el segundo equipo resultd mejor, entonces |-
comPF}lcsohm‘la distribucion definitiva de los pueslos entre DUes{ys
cue§t1°;1 a no es tan clara. Los entusiastas del croquet pueden e:\;igiua
fg::lllﬁ), }:m puesto mis alto para su e(ﬂ:lp(}. ll__)e htfd(.)s :1110&(15,. L‘ualquﬁf{_

S ibucion totalizante de puestos estara ligada a determinaggg y,
d\it;tos convencionales de los puntos (por ejemplo, al registro do ihon
X 10, Las condiciones 1°—3°, euyo cumplimiento hace que I relg-
cién & sea de ordenamiento parcial, son bastante liberales. B lee
con procedimientos muy variados, puedlcn_burl ordenados Parcialmente
los objetos més distintos, en virtud de o Luill sei puede decir e
poco sobre la relacion de ordenacién parcial arbitraria, fuera de qy,
ella es de ordenamiento parcial. En particular, a los objetos para \US
cuales se determind la relacion de ordenacién parcial es imposible,
hablando es forma general, aplicar el método de induccion matems.

tica. ) ol " _
Completemos, sin embargo, las condiciones 1°—3° con las sigujen-

Les: ;
4° grdenacién completa;
5° ilimitacion; . ; h
67 cada objeto que no sea el minimo posee un inmediato anterior;
8° cada objeto no tiene mads que un numero finito de anteriores;
9° cualesquiera que sean a y b & a (b 5~ a), existe un e, inmediato
anterior de b, tal que ¢ & a. . ) ) y

Resulta que a base de la ordenacion parcial del conjunto de niime-
ros naturales con la relacién que satisface las condiciones 1°—6°, 8’
v 9° se puede construir determinada variante del método de induccion,
consistente en lo que sigue. ) ;

Sea nuevamente A (r) una afirmacién concerniente al numero arbi-
trario n. Supongamos que

a) la operacion A (a) es cierta alli donde, en el sentido de la orde-
nacion &, a es el nimero minimo; ; :

b) si n es un nimero y la justeza de cada una de las afirmaciones
del tipo A (m) ha sido establecida para todos los m, tales que n & ™
¥ n 5= m, enfonces, 4 (n) también es cierta. e

La nueva forma del principio de induccion afirma que cumplién-
dose las condiciones a) y b), A (r? es cierta para cualquier n. =

. Problema 11. Deducir de la «forma vieja» del principio de induc-
cién una muevas. e
3 Como la relacién de divisibilidad satisface las Con,dl(:l()ll(‘bol 7 A
8" y 9 (formilense y veriffquense para dicha relacion las 8 Hidad.
este principio de induccién es aplicagle a la relacién de d_1v'151b1 l{l;“ 4

EL nuevo principio de induccién aplicado a la divisibilidad P e
ser formulado de tal manera: si una afirmacién A () es correct I
n =1y de su justeza para todos los divisores de n, distintos r
se concluye que también para n es cierta, entonces, ella t
para cualquier niimero.

\rile,
a
gene

1!. La divisién de nimeros enteros, como hemos

:;:3- memprer.%e puede hacer. Por eso, para]elflmenle
1Sma, es util examinar también otra operacion m 8
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ral, siempre factible y que, si la division resulta viable, de
hecho coincide con ella. Dicha operacién es la divisién con
residuo.

DEFINICION. Dividir con residuo el niimero a por el b (b >
= () significa presentar el primero en la forma

a = by +r,
donde 0 < r < b,

En este caso, el nimero g se denomina cociente incom-
pleto y el nimero r, residuo de la divisién de a por b. Esté
claro que r = 0 finica y exclusivamente cuando « : b. En
tal circunstancia g es igual al cociente de dividir a por b.

Mostremos que la divisién con residuo siempre es fac-
tible y que éste y el cociente incompleto quedan entera-
mente determinados por el dividendo y el divisor, es decir,
son 1nicos.

Sea al principio a > 0. Escribamos los niimeros uno
detrds de otro

a, a — b, a —2b, ... (1.3)

hasta que aparezca un numero negativo (tarde o temprano
evidentemente tendrd que aparecer!)). Aceptemos que el
tltimo de los términos no negativos de la sucesion (1.3),
es decir, el mas pequeno de todos, es el numero a — bg.
Designandolo r tendremos

a = bq + r. (1.4)

Indudablemente r << & (de otro modo r — b, es decir a —
— (g -+ 1) b, seria no negativo, cosa imposible siendo r el
menor de los nimeros no negativos de la sucesion (1.3)).
De tal modo, (1.4) aparece precisamente como la representa-
cién buscada del niimero a.

Sea ahora ¢ << 0. Razonando igual que antes, escribamos
la sucesion de los nimeros

a, a -+ b, a+t 2b, ...

hasta que aparezca el primer nimero no negativo r (es ficil
comprobar que r << b). Dejemos

r=a- by

1) Hablando con més exaclitud, esto se desprende
de la ordenacion completa del conjunto de nimeros naturales por la
relacién =.
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Entonces, designande —¢' por ¢, obtenemos
a=bg-+r

v esto @s lo que justamente se pedia.

" La posibilidad de divisién residual fue prob

los casos.

Demostremos ahora que esta divisién es Univoea, o
decir, si

ada ep todog

a = by 4 r (1.5)
v ademas

a = bql - Iy, (lﬁ)
entonces g = q, y r =y,

Tal demostracién de la unicidad no se puede simple-
mente eludir diciendo que, siendo univoca la operacion de
sustraccion, la sucesién (1.3) puede ser construida por un
solo procedimiento; su @ltimo término no negativo también
es completamente delerminado; sea, pues, 6éste nuestro
r. .. ete, Tal razonamiento atn no nos libra de la posibi-
lidad de obtener otros valores de g ¥ r por cualquiera otra
via absolutamente distinta.

Comparando las relaciones (1.5) y (1.6), nosotros vemos
que

by +r =bg +
de donde

r—-r1=b(q|—q).
es decir, r —r; es divisible por b. Pero |r—r ! <,'!,)
¥ por el teorema 4 esto puede ser solamente cuando r — 'y =
=0, o sea, si r = r,. Pero entonces,

b(g —q) =0

= 0,
que el nfimero b difiere de cero, 7, — ff,.:io),,
es decir, g, = g. Queda probada la unicidad de la divis
residual,

De tal modo, hemos demostrado el siguiente mufi%:c
TEOREMA 7 (sobre la divisién residual). Para los n!f;wms
arbitrarios q y (b = 0) ezisten y son tinicos tales ni
FY 4 que a =bg -t r siendo 0 r<b. dremos
S acemos nolar que en particular, para b = 1, tell_éu
r =10, de donde g = q. Esto responde a la afirmac!

Y, considerando
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problema 2. Junto con ello queda claro que si b > 1, enlon-
ces, a > 4.

Problema 12. Formular v demostrar el teorema de la division resi-
dual para la divisibilidad par.

2. DEFINICION.  Un niimero p, distinto de la unidad, se
llama primo o simple si es divisible solamente por si mismo
y por uno.

Primos son, por ejemplo, los nimeros 2, 3, 5, 7, 11,
13, ete.

Un niimero distinto de la unidad y que no es simple se
denomina compuesto.

TEOREMA 8. Los niimeros primos son infinitamente nume-
rosos.

Cualquier nimero que divida simulténeamgnte a los
nimeros a y b se llama divisor comiin de estos ntimeros. El
mayor de los divisores comunes de los ntimeros a v b se
denomina mdzimo comin divisor de ellos y habitualmente
se indica por medio de (a, b).

Si el méximo comiin divisor de a v b es igual a la unidad,
entonces se dice que estos nimeros son primos entre si.

Con otras palabras, a y b son primos enfre si si ellos

a un tiempo no son divisibles por ningin nfimero, excluyendo
la unidad.

TEOREMA 0. ST a y p son nimeros naturales, siendo p primo,
entonces, o bien a: p o bien ambos son primos entre si.
Cualquier nfimero divisible simulténeamente por a y b

se llama miltiplo comiin de ellos, Al menor miltiplo comiin
Dositivo de a y b se le denomina minimo comin miiltiplo
de estos niimeros.

_TEOREMA 0 S8i M es miiltiplo conuin Y m minimo comiin
miiltiplo de a y b, entonces, M :

m.
TEOREMA (1. El minimo comiin multiplo de dos niimeros
gual a su producto.

primos entre si es i

r Corolgrio. Para que a sea divisible por los nimeros
¥ € primos entre si, es necesarig v suficiente que lo"seq

por el producto de ellos.

® TEOREMA 12, §i gb ;

entre si, g: ¢,
TEOREMA {3, S

por el niimero pri
también es dipis

¢, siendo los mimeros b Y ¢ primos

i el producto de varios

mo p, entonees, al meno
L.

factores es divisible
ible por ¢

S uno de los factores

L___
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Gl Sipes primo ¥ 0 < k < p. entonces el Niimerq
or .
1.2 ...(p—1) P

Cr= T =D F12..-(P—k—1) (p—Fk)

o e
a(?;::ﬁi F.s (Fl)eorema fundamental de la aritméticy).

ier niimero entero positivo, excepto la unidad, pyed,
g tado en forma de producto de factores primos, siend,
i do (los productos que solo se diferencian por g
= umcg mlas factores no se consideran distintos).
urd%?! t:orgma fundamental de la aritmética sefiala la posi-
bilidad, en principio, de descomponerr C_‘lfllql_lief numero en
factores primos. Sin embargo, la {'eallz'agm:ln practica de
tal descomposicion presgnta tan serias dificultades que las
matemdticas contemporaneas tpdavm, a veces, no pueden
superar. En la actualidad los nameros gri'mdes se descompo_
nen en factores o se establece que son primos por medio de
computadoras electronicas. Asi, hace solamen_te muy poco,
se descubrié que el nimero 2% — 1 es primo.
Sea que cierto nimero a lo tenemos descompuesto_ en un
producto de factores primos. Agrupando los factores iguales
obtenemos una férmula del tipo

a=pyp3r...pe, (1.7)
donde py, pa; - - - p, son distintos ndimeros primos vy
ty, g, . . ., G, varios nimeros enteros positivos. El pro-

ducto ubicado en el segundo miembro de la férmula (1.7)
se llama descomposicién canénica del numero a. !

TEOREMA (5. Para que los nimeros a y b sean primos
enfre si es necesario y suficiente que ninguno de los factores
primos que integran la descomposicién candnica del ruimero o
integre la del miimero b. :

TEOREMA 16. Sea (1.7)) la descomposicidn candnica del
nimero a. Entonces, para la divisibilidad b: a es necesario
Y suficiente que

bipws, bipg, ..., bip.
De los teoremas 15 y 16 se desprende que la divisibilidad
por el producto de varios niimeros primos entre si es equl”

valente a la divisibilidad simultinea por cada uno de ellos

Problema 13. Estimar desde arriba el minimo diviso!
primo del nfimero compuesto a.
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TEOREMA 17. Sea

(75 £ ]

a=pY'ps* ... poT

la descomposicién canénica del nimero a. Entonces para la

divisibilidad a : b es necesario y suficiente que la descomposi-

cidn candnica de b tenga la forma
b=pfipf: ... pfr,

dondeN0E=Sip =S m0=f s<Sicyn-. ) =T Pt

Para los fines de este libro resulta muy importante lo
siguiente.

TEOREMA 18. Sean m y [ niimeros naturales. Entonces m
puede ser presentado como un producto m = mym,, donde
(my, t) =1 y se halle tal k para el cual t": m,.

Este hecho posee analogias algebraicas de largo alcance,
que aqui no tocaremos.

Problema 14. Indicar el procedimiento que nos permite
construir, por las descomposiciones candnicas de dos nime-
ros, la descomposicién canénica del minimo comin miltiplo
de ellos y su miximo comin divisor.

Problema 15. Designemos por 7 (a) la cantidad de los
distintos divisores del nimero @ (incluidos la unidad y el
propio a). Mostrar que para a, cuya descomposicion canénica
eS DRSO

T (@) = (o + 1) @+ 1) . . . (o + 1).

Problema 16. Encontrar a sabiendo que a: 3, a: 4
v ) =

Problema 17. La descomposicion candnica del ntimero a
tiene la forma pf1pZ2 y t (a®) = 81. ¢A qué es igual T (a®)?.

Problema 18. ¢A qué es igual a, si a — 2t (a)?

Problema 19. Demostrar que es posible hallar un nimero
natural & tal, que para cualquier K = 0 y cualquier niimero
a poseedor de k factores primos

T (a?)
W> K.

Problema 20. {Son correctos los teoremas anilogos a los
11—14 para la divisibilidad par?
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§ 2 DIVISIBILIDAD DE SUMAS Y PRODUCTOS

e

f. Muchas veces en una divisién residual nos foas
hallar precisamente el residuo de la divisién del ngm o
por el b, mientras que la magnitud del cociente inco Brio a
de ella no juega ningin papel. Mmpleto

Supongamos, por ejemplo, que quere
de la semana serd el 1™ de enero del aifio 2
de conservarse hasta esa época el cale

hoy). Es fdcil enterarse, por el alma
enero de 1980 «cae» en martes. Los veinte afios 0

separan de esta fecha estin formados por 20»3(55 -l{l—m«i el
iltimo sumando es la cantidad de afios bisiestos en el E
de este lapso), o sea, 7305 dias, los que cnmpohen ﬁVC;lzso
manas completas y 4 dias. Al cabo de 1043 smnmm:sgg

nue\'amente_ martes y, con los cuatro dias mas, el 1
enero del aiio ‘

mos saber qué dia
lNl_O (naturalmente,
ndario que se emplea
naque, que el 17 ge

; ; de
2000 va a ser sibado. Evidentemente, para

resolver el problema recién planteado no ti i :
1mporlam_‘:ia saber precisamente cudntas sematng:eco';[ﬁélll:;;
transcurrieron en 20 afios y sélo nos interesa la cantidad de
dias restantes después de estas semanas.

| Cop problemas de tal género se encuentran a veces los
historiadores, sobre todo los orientalistas, al confrontar
las fecha:.a indicadas en distintos calendarios.

Pareciera que para hallar el residuo de la divisién de
un numero por otro lo més simple es efectuar directamente
la divisién con residuo. Sin embargo, ella no es tan fécil
en la prictica, sobre todo si el dividendo que investigamos
no estd escrito en el sistema decimal de cilculo a que esta-
mos acostumbrados, sino en forma de expresion compleja
del tipo, digamos, 219 { 31000 A] mismo tiempo, la mayor
parte del trabajo serd invertido en hallar el cociente in-
completo que, por si mismo, no nos es necesario. Por lo
tanto se hace indispensable encontrar un procedimiento que
nos permita hallar el residuo directamente sin calcular
dicho cociente.

Presentemos uno de tales procedimientos a base del
problema que acabamos de resolver para el 1 de enero del
afio 2000. Podemos razonar asi. Cada aiio simple (no bisiesto)
se compone de 365 dias que forman 52 semanas completas
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y un dia. El afio bisiesto comp_rende la mls:lnia cant&(::ge%?
semanas y dos dias. Quiere decir que todo el lapso de o
{ro de enero de 1980 al 1r® de enero de'l afio 2000 estara ole-
puesto por un niimero (no importa cual) de semanas con;i]:i ol
tas mas la cantidad de dias igual a la de afos transcutr :
durante este tiempo, ademds, cada b.ISlBStO se cuenEa Iio-
dos. Tal cantidad de dias es igual a 20 + 0 = 25. Exclu
vendo de ella 3 semanas completas resultan't't dias, a contar
desde nuestro martes. Ocurre que tal sustituciéon «ano por
dia» es la manifestacién de un recurso muy comun cuyo
estudio comenzaremos de inmediato. i )

2. Otro ejemplo, en que el objeto de la &_innsu_)n residual
es obtener precisamente un residuo, ¥ el_coclente mcoEnp%etu
s6lo se considera como material de partida para las siguien-
tes operaciones, nos suministra la lista de nimeros en uno
4 otro sistema numérico de base o posicional. Recordemos que
el nimero A e denomina numero inscripto en el sistema
numérico posicional con base ¢ o, mejor dicho, en el t:w"i"
sistema numérico (donde { es un nimero entero positivo,
mayor que la unidad), si va presentado en la forma

A=a,ttta, "V .o at A ag,
donde

05y =< T paral mi=0 i . oaT (2.1)

Los ntmeros ag,, a;, -
del nimero A%).
Cuando ¢t = 10 obtenemos un sistema numérico decimal.
Escribir en este sistema cualquier cifra para nosotros es
tan usual, que hablando de un numero, habitualmente lo
imaginamos s6lo de esta forma. En realidad, sin embargo, si
las consideraciones corrientes dejan de desempefiar algin
papel, como sucede, por ejemplo, al registrar los niimeros
en las computadoras electronicas, también pueden resultar
mas convenientes otros sistemas de cémputo (el binario
octéneo u octonario, etc.). ’
D'at.lo que en este libro no hemos de examinar sistemas
numericos que no sean de base (por ejemplo, la notacién de

. ., a, se denominan cifras ¢nerias

1) Una ex
profunda, de las cuestiones 1

posicion elemental, pero al mismo tiempo
el folleto de S. V.

X igadas a los sistemas de cdleulo, se d
Fomin «Sistemas de cdlculo» (Ed. «Naikay, 19%82;
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cifras en mimeros «omanos); la indicacion de que Io g,

i omitida.
smlEstai claro que de (2.1) resulta

Az(antn-l+an—1t"_2+ o) it a,

s decir, la Gltima cifra ¢rre del niimero A es el rest,
de dividir con residuo A por t. Aqui, el cociente incompleto
de tal division se halla entre paréntesis. Dividiéndolo res;.
dualmente por ¢ obtenemos

(@ "2 an "3+ . .. 1-a5) t+ay.

La peniiltima cifra ¢7orie del nlimero A resulla el resi-
duo. Prosiguiendo este proceso de reiterada division residual
por t, conseguiremos sucesivamente todas las greries cifrag
del nfimero A, contando de derecha a izquierda (es decir.
de inferiores a superiores). Evidentemente (mejor dicho,
con arreglo al ordenamiento completo del conjunto de
niimeros naturales segin la magnitud), este proceso de divi-
sion residual sucesiva, tarde o lemprano ha de interrumpirse
Como resultado lograremos todas las ¢nerias  cifras de
nun‘l«er’o 4, 0 sea, su notacion en el sistema numérico 1%
mems‘li.ee:np;gwnﬂa;, es como se efectia el paso de un ni-

umeérico a otro. Por ejemplo,

10 000 = 6-1666 -+ 4

277=6.4_6_|_1
468 =167 L 4
To= 64+ 1
1=6.0+1

Por eso, 10 (0
0 .
gUATISNGS: ca en el sistema numérico compuesto POt
3. nﬂmxc;a:e i‘ﬁcnhe como 114144,
a.y bisi, dwididnsflmaremos equirresiduales a los niimeros
lgm;?les Por m, sus residuos o restos resultan
‘1}emos a]gunas
EMA 19, P
bor m, sean
(@ ~t):m,

Pmpile'dades de tales nimeros.
05 niimeros a y b, al ser divididos

t ara
Equirresid,
uales, es necesario y suficiente que
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b son equirresiduales al

fimeros @ ¥ uale:
lo seran al dividirlos

olario. Si los 1 V.
ot d, también

dividirlos por m ¥ m:

or d. e 4
TEOREMA 20. Si al dividir por m, los numeros i, s

a, Son eguz‘rresiduales, respectivamente, cor los mfmer_o.?
be. bas . . -5 bn, entonces, tambien lo seran lo.s" numerla.s
i +a,,ybl+b2+...+bn,aszcomo 0s
b
g - - - G Y bybs C v ' ;
Corolario. Si al dividir por 7t los nimeros a )b“b ,fop
equirresiduales, entonces también lo serdn a” ¥ para

cualquier nimero natural 7. _ s
El teorema 20 y su corolario nos brindan ya posibilidades

muy ricas para hallar los residuos de la division., Exponga-

mos algunos ejemplos. P
siesero 1. Hallar el residuo de la division por 3 del

nimero

A — 1318 — 226.575.
Evidentemente, al dividir por 3, 13 resulta equirresidual
con 1, 2 con —1 y 5 también con — 1. Quiere decir que, a base
de lo demostrado, al ser dividido por 3, A es equirresidual
con el nimero

g0 — (—1yB (—1)% =1 —1 =0,

o sea, el residuo buscado es igual a cero y A es divisible

por 3.
gyemero 2. Hallar el residuo de la division del mismo

namero A por 37.
Para esto presentamos A en la siguiente forma:

A = (1378 — (2°)°-(3°)°.
Dado que al ser dividido por 37, 13 = 169 es equirresidual

con —16, 28 = 32 con —5 y 5° = 125 con --14, entonces el
nimero A integro lo es con

(F16)8(=9)E=(@t=0)R
0, lo que es lo mismo, con
(162)* + 708,

- 4 v 3 ’
Pero 1(} , 08 decir 256, es equirresidual con —3 y 70 con —4
Esto significa que A es equirresidual con ; '

(—3)¢ + (=4
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o, lo que es lo mismo, con
81 — (@,

y, por lo tanto, con
81 — (—5)* = 81

Por fin, 56, al ser dividido por sult
con 19,_eI cual, al no ser negatﬂvo :;Y’r;:ﬁt“
se considera como el residuo buscado A

Problema 21, Hallar el residuo d'e la divisig

a) A = (116 + 17'%)% por 8; . do;

b) A = 1425 por 17. '

Problema 22. Demostrar

a) (n® -+ 11n): 6;

b) (4" 4 15n — 1) : 9;

¢) (10%» — 1) : 3 nez.

d) para cualquier g

[a5“+1+(a_1)“+2}: e "
e) para cualquier F, . o)
@ —1)i (n —1);
) para cualquier /% impar
(" + 1) : (n + 1).

4. Los nﬁme
: T0S @ - ol
también se llaman c.,ng,ﬂeg‘,‘f en la divisién por m son equirresiduales,
S respecto al modiilo m. Esto se indica asi:

4= b (mébd. m),

& equirregiq,)
L menor dg 3y
bl

que para cualquier p:

Y 1"11.’:°Pia férmula s

€0 i congruencia
0, lo que ﬁm"’?"m de dos ng .
sion _tg:e”fs 0 mismo, gy pmni';?egos respecto a cierto médulo fijo m
geﬁu;t“mb‘éneaunnrelfaci.? de residuos equivalentes en la divi-
Pecto "MOS Varias propiedag o ?{ue enlaza nimeros enteros entre si.
0 a un médylg Pledades de | v 1
2 a relacion de congruencia res

-

f-’lpif,e%w- e fexiva: o = o (msd. )
. PrOPiedad simtrica;’ ;

ente sefialar que por el teorema s
o oo ot |

POX medio de ~) posee propiedad®s
Nama retacign ge eauIt]ualencia (0

31

equivalente). El ejemplo mas simple de yelacic’m equivalente sobre un
conjunto de numeros €s la relacion de ignaldad.

Problema 23. La relacion de equivalencia ~
nimeros divide a éste en tales clases o tipos (llama
que dos numeros cualesquiera de una misina clase son

relacién de equivalencia y dos cualesquiera

(Demostrarlo).

Este problema trata sob
los nimeros. Sin embargo, es €
cho problema es correcta para relaciones d
tos de la mds arbitraria naturaleza. y

Dado que la relacién de congruencia respecto al médulo m es rela-

junto de numeros enleros

ci6n de equivalencia, también divide un con S
estos respecto al modulo m.

en clases, las cuales se llaman clases de I t {
4° La cantidad de clases de restos respecto al médulo m es igual

ivalencia que enlaza
to no es sustancial y la afirmacién de di-
e equivalencia que une obje-

a m. :
De hecho, dos nimeros @ y b pertenecen a una misma clase de res-

tos respecto al médulo m tnica y exclusivamente cuando al ser dividi-
dos por m dan el mismo remanente. Pero el residuo de la divisién por m
puede tener exactamente m valores: 0, 1, 2, - .., m — 1. Por consi-
guiente, también la cantidad de clases es igual a m.

Sefialamos una circunstancia extraordinariamente
que hace mds preciso el corolario del teorema 19.

Para que cada clase de restos respecto al médulo m,; esté conte-
nida en alguna clase de restos respecto al médulo m, es necesario y sufi-
ciente que my : Mmg.

Efectivamente, examinemos la clase de restos K, respecto al mé-
dulo m; que contiene el mimero 0. Evidentemente, la ¢ K, esta
compuesta, por todos los nimeros que al ser divididos por m,; dan 0
como residuo es decir, son divisibles por m;. En partic , ella con-
tiene el niimero my. La clase de restos respecto al médulo mg que con-
tiene Iﬁl también contiene 0 y por eso esta compuesta de todos los nii-
meros divisibles por my. Dado que en ella entra el nimero de
?irlid"el}l t:em" Con esto queda demostrada la necesidad, su suficlencia es

De tal modo, la relacién de divisibilidad pu i
medio de las correlaciones entre las clases de regt:geE%?:e]m%:E
to permite establecer la divisibilidad para objetos de naturaleza mucho
més glenernl y compleja que los nimeros naturales. El sucesivo de-
slsgrrtol :j) i]e' lestls:s ideas conduce a la teoria de grupos, una rama impor-

nte del dlgebra contemporé i icaci i
tand %la criglalo olte pordnea que tiene aplicacién en la fisica ted-
rosigamos la enumeracién de las propiedades i
de losu nimeros. Por el teorema 20 se edllx)cen ilft:lc:ideinl::uflz?l%?encm
59 8ia = b (méd. m) y ¢ == d (m6d. m), entonces '

a-+c=b-+ d(mbdm).
Corolario. Si a = b (méd. m), entonces

a-+ r==b -+ r(mbd. m)

=3

interesante,

para cualquier entero r.
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¢ Si @ wm b (mid. m) ¥ ¢ = d (mdéd. m), entonces
ac m= bd (ml'.id m).

i 5° y 6" muestran que las congruenc) i
que las {oualdades, s pueden sumar y multiplicar por ::u'ivl:t.'u:;::fm“

Problema 24. Si en un conjunto de nimeros enteros se (
cién de equivalencia ~, que lo divide en m clases, de la‘ll.u..(
:" :.II’I e~d w“w :u+lf Ed?di d. entonces, | X

congrue al médulo 08 deci
exclusivamente cuando @ = & (méd. m)). e,
de ":;3:-.: lzsm. F-muhr ¥ demostrar las reglas de i‘itllllhril'm
ma 26. Si el nimero p es primo y @ indivisible por ¢
ces enut:e:.uith&. «+vn (@ —1) @ nunca habra ;il‘-;' 1l1'::|r:1::!.;.:'m“"'
% S tpl!ipe!!;t: al mbdtﬂup- Poreso, al dividir los nimeros
. '?Mg:‘dél’ oer, POrF p, oblenemos una sola vez cada residu,
(teorema de Wilson). P
:. necesario y suficiente que (p _F]“ff*{"’Qtnf el .:uIrrlrr(

a |.| l‘l‘lu-
lo que de
i Ire .Il‘l(‘.n _
@ ~ b GOnicy y

lt'm

'l" &ra f'”'”"
L2...00—1)+1

per p.
Problema 28, i
R mif‘ti:t:uul:_ry demostrar un tearema anilogo al 16 para

3. CR
: § ITERIOS DE RESIDUOS EQUIVALENTES Y DIVISIBILIDAD

1. El
procedimiento muy general de hallar el residuo de

la di
vision de un nimero a natural arbitrario, aunque fijo,

. m. OOI]SIS'.B en lD .gu.
. 81 lenle. ¥ 103

L =‘d.’ Ab A;, . .0y (31)

equirresiduales .
lhmﬂﬁng:r]; mlﬂcdlmlxmén por m. El procedimiento
da: e términos, m on ha de ser tal que a cualquiera
menos uno més, En?:nyor 0 igual a m, lo sucederi por lo

 la sucesiér (3.1) m ces, evidentemente, cualquier términ®
e igual al Wﬂn'né:nqr d._a il (si desde luego ésla axiste).
5 M“""’"mam 'hdlvg‘.',én de a por m. Dicho {érmi-
" %ﬁ existe), plo, el iltimo de la sucesién (asimism®

iy

la (1.3), Mdﬂm i;:i; :imcﬂlos de tal sucesion s

a4, a —m, B T e

33

De hecho, los problemas de hallazgo de residuo en los
ejomplos 1 y 2 del pirrafo precedente se reducen a la construc-
cion de sucesiones de este tipo.

Cualquier procedimiento de construccion de la sucesion
(3.1) que contenga el iltimo término, serd llamado criterio
de residualidad o de residuos equivalentes para la divisién
por m.

Del ejemplo que acabamos de presentar se desprende
que uno de eslos crilerios es el proceso de ir restando sucesi-
vamente ¢l namero m, hasta obtener el primer nimero
menor que 6l

2. Evidentemenle, para garantizar un criterio seguro
de equirresidualidad o de residuos equivalentes es necesario
que ¢l satisfaga las Lres condiciones siguientes:

1) El criterio de residuos equivalentes debe ser aplicable
a cualquier nimero natural a. Con otras palabras, cual-
quiera que sea el nimero a, la sucesion (3.1), construida
por él, realmenle debera tener la propiedad antes indicada:
después de cada término suyo no inferior a m, deberd seguir
siquiera uno mis. Esta es la propiedad del criterio, llamada
masividad.,

2) ElL criterio de equirresidualidad ha de ser preciso
en sumo grado. Es decir, el ntimero a debe determinar
completamente todos los Llérminos de la sucesion (3.1),
sin dejar lugar a ninguna arbitrariedad.

3) Por fin, debemos estar seguros de que al menos un
término de la sucesion (3.1) es menor que m. Este requisito
podra ser cumplido si construimos la sucesion (3.1) de tal
modo que sin falta posea sélo una cantidad finita de térmi-
nos, es decir, que el proceso de su construccion no pueda
prolongarse un tiempo indefinido, y tarde o temprano ter-
mine con la aparicion del residuo de la division de a por m.
La propiedad del criterio de residuos equivalenies enunciada
se llama su eficiencia.

3. Los procesos dotados de propiedades de masividad,
precision y eficiencia, se denominan algoritmos y en las
matematicas actuales desempeiian un papel cada vez mis
importante.

Se sobreentiende que la referida caraclerizacion del
algoritmo como proceso dotado de las tres propiedades
enumeradas, no es su definicion exacta. A pesar de haber
sido creada por las matemiticas modernas es relativamente

3-01319
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compleja ¥ @ ui no pue([I[e ser jorm‘ulaq‘u, No obgt
requisitos enumerados rellejan 'ei_nmnex_a bastante complef,
las condiciones queé (_:leberam satisfacer los procesos n‘lu[em,_'i
ticos llamados algoritmos. El papel de estos \iltimgs quedd._
determinado por el hecho de que son procedimien tog unif, 2
mes de resolucion de toda una serie de problemas de] miq{m-
tipo. Asi, cada criter@o.d_e' equ1rresulu’nlidad permite huhl[]-w
los residuos de la division de un nimero a varia}, ]:lfl
uno m fijo. por
Hablando algo libremente, se reducen a algoritmos o
los problemas matemdticos cuyas resoluciones puedep sob
automatizadas. Por eso, no es casual que el desarrollo (e f.r
teorfa de los algoritmos coincidié histéricamente cop 1‘)
aparicion y difusion de las computadoras electrénicas a
A algoritmos se reducen no sélo los problemas de compy.
to, en el sentido estricto de la palabra, o sea, aquellos p[am
los cuales, basindose en los datos iniciales, por reglas mé(s
0 menos complejas se puede obtener una respuesta numérica
También podemos plantearnos la tarea de hallar un a]gcp:
ritmo que nos permita resolver cualquier problema en
alguna rama (por supuesto, estrictamente delimitada) de las
matematicas. Este algoritmo debera ser capaz de transformar
las formulaciones de los teoremas en sus demostraciones.
A pesar de lo fantéstico que nos pueda parecer, tales algorit-
mosl.ezusten, aun cua,m_io se empleen en esferas no muy
zutlp ias de las matematicas. A su vez, en ciertas esferas de
d?ciis(gtigoggf::g;o’ las f(Iille ah:fquan toda la qritmética),
4. Precisemos E(L;npl;er enl emstlu- SADEINOIpI0.c - i
equivalentes, el c:o tenid regio a los cmtem_os de residuo
0 tres requisitos nlem 0 y las consecuencias de observar
De la masivid Iéafilttlaadu§ 5 o algorl_tmo?_ :
desprende que ésta d el criterio de equn;remduahglad se
¥ que los resultadoB d eberd transformar diversos numero:
general, tambhjs S de tales transformaciones, hablando en
0 » HAmbien deberdn ser distintos (ya que al dividir
Err.cualqmer m > 1, no todos los nii odundan equi-
esiduales entre si). E 0s los numeros r o
grante ineludible de | sto Slgnlle.a que como parte 'Ltin‘
cion (por sus mg ei:s:;ie proceso tiene que figurar la dis
4 propiedad gn % es) de los niimeros. MRS i
dad sign ificy € precision del criterio de equirresidd
de | A que los niimeros ya anotados Ay, Az, - - Ap
a4 sucesifn (3.1 YA . 0 A1, o
-1) deben ser «identificables» a tal pur

fi]l[e‘ lOs
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que a base de ellos se pueda escribir el niimero siguiente de
icha sucesion, A, 1. ’
e Por fin, la brosizhad de eficiencia, aden‘lafs .de Lodg eso,
también lleva tras de si una necesidad de posibilidades ilimi-
tadas para comparar (por la magnitud), en cada paso de
nuestro proceso, el nimero obtenido Ay con el divisor m.

Asi pues, la observancia de (}ada uno c_le lols tres requi-
sitos algoritmicos por el criterio ‘de equwrgmduahdad 1se
apoya, ante todo, en la indefecl;lble’ necesidad de potler
comparar (por sus magnitudes) los numeros que se hallan
entre los pares arbitrarios, e indicar, en el caso de que
lleguen a ser distintos, cual de ellos es mayor y pual menor.
« 5. La «necesidad de poder comparar, mencionada hace
un momento, también es, evidentemente, de naturale:’m
algoritmica: dos ntmeros naturales cunalesquiera estaran
sujetos a ser comparados (masividad) y su_resultado 1‘13”(19
ser una sola respuesta: mayor, menor o igual (prec_ismn)
y ella sera obtenida siempre (eficiencia). Quiere decir que
esto nos da facultad para hablar de algoritmos de compara-
ci6n (por la magnitud) de dos mimeros. Su construceion
no es algo muy evidente, como podria parecerlo a primera
vista. Por ejemplo, resolver el problema de si los nimeros

920 _ 3.52.44.31.41 y 39— 2.3.13.757 (3.2)

son iguales o diferentes y, en el ultimo caso, cudl de ellos
es el mayor, requiere consabidos esfuerzos, aunque en reali-
dad, el primero de estos niimeros es solamente uno, y el
segundo 3.

Es evidente que la comparacion de los nimeros de (3.2),
segtin su magnitud, es dificil debido a la forma de su eserifu-
ra. Por lo tanto, para construir los criterios de equirresidua-
lidad es muy importante presentar los numeros de tal
manera que, infaliblemente, puedan ser comparados con
arreglo a su magnitud. Dichas formas de escritura existen.

Por ejemplo, son las que se hacen en unos u otros siste-
mas numéricos (de base) (véase § 2 p. 2). El algoritmo para
comparar dos numerosg, escritos en un mismo sistema nu-
mérico, estriba en lo que sigue:

1) Al principio en cada mimero se tachan las eifras una
por una (comenzando, digamos, desde la derecha); si, después
que uno de ellos resulta completamente tachado, al otro
ain le quedan guarismos, entonces el segundo serd mayor

3%
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ue el primero; pero si en ambos nimeros |as rosepy; i
. oladas al mismo tiempo, entoyc, a8

28,

cifras fueron ago e :
compararlos se ejecuta el siguiente procedimicy i, Parg
9) Las inscripciones de los nlimeros que se verifieg
iy

g restablecen comparando sus primeros (desde la izqy,,
uarismos. En este caso, cuanlo mayor sea la ('ifr.-.l “ll‘lilj
cerd el nimero; si las cifras resullan iguales l:r rlu‘u_y.,,.
pasamos a comparar las gegundas. ete., hasta qu‘v a I;-'{“}IM
la primera diferencia de éstas. Ademds, cuanto "“'\'nl,‘".”"'(.“
guarismo, mayor serd el nimero. Si todas las cifras p *:1 ol
tivas de los nfimeros resultan idénticas, todos los .m"' -
serdn iguales. S Iiimerog

Al efectuar el segundo de los procedimientos indicad
se supone qué sabemos como comparar la magnitud de (lh'
piimeros univocos, o sea, menores que la hase del h: 03
n‘umérico. Esto significa que en cada o lllnné;'i“: “Im
signos-cifras iniciales de antemano son presenta I“-' s
cierto orden fijado; por ejemplo, en la AR G (I 0s en
corriente, el signo «2» antecede al «3», en el 4::(:,,1“] : T,mm
el primero describe una cantidad ménor « l-l-(,‘ el 2,“ ll|““
los l:it;s;da el‘ punto de vista de tal cotejo alglorilll]i(:(l)f;lll:::l:;
<o seni?:i‘::, i;ug:;n;:ls‘az?gn t;cl[!uvalentes teoricamente. Ln
cos pued e ; isma de los sistemas numéri-
puede servir, segiin su comodidad préctica, de ejempla
de planteamiento no algoritmico de la ti6 e
13' condicién de precision) per6 e L(:ues ién (no se (umpl-v
S6lo prestemos atencién al hech (f sta no nos 'det.enclrem.u’r-.
la fuerza de la costumbre d o de que en dicha cuestion
niimeros decimaleqbn B '“mhﬂj_ar con el sistema de
cular. S 1o nos brinda ninguna ventaja parti-

6. Ademi :

escrilos ::I a:nd‘:nlizi&lggf‘:mﬂs de comparacion de nimeros,
aquellos con los que istema numérico, existen tambicn
on los pmcédimgnt s: ejecutan operaciones aritmelica®
Cién de niimeros ‘en-os le adicién, sustraccion y multiplicd”
ellos, universalm columnay y la division exagesimal?
dependen poco de he{:te conocidos (y que, evidentemen't;
que en el {ltimg mase;-de,l sislema numérico). Claro est!
uo hahlﬂl"sinflc imiento lo mds adecuado U
ual : plemente de division, sino de divisior

Al ejecutay |
Histale '-Prée-ﬁinoahdse'mfones' nos proporciona un gr"
2jo del sistema de nimeros decim®
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les, Por ejemplo, la ejecucion de la operacion
13110 |224

1232 |31
240
994
11

en el sistema quinario de numeracion requiere determinados
esfuerzos menlales.

De la algoritmizacion de la divisién residual se des-
prende lambién, segin lo dicho en el p. 2 § 2, la algoritmi-
zacion del paso de la eseritura de los nimeros de un sistema
de numeracién a otro. Por consiguiente, podemos hahlar
también de los algoritmos de comparacion de nimeros y de
ejecucion de operaciones con ellos, si es que se hallan escritos

en distintos sistemas numeéricos. Como deduccion ulterior,

de aqui resulta que todas las clases de computos, utilizando
f6rmulas aritméticas en las que en lugar de letras podamos
colocar unos u obros nimeros, Son algoritmos.

Y, por fin, prestemos atencion al hecho de que aqui no
hablamos del algoritmo del propio proceso de escritura de
los numeros nalurales, arbitrariamente presenlados en uno
1 otro sistema numérico, ya que nadie sabe cual puede ser
el problema inicial.

7. Como ejemplo ilustrador examinemos la siguiente consiruc-

cién. Componemos para cada nimero natural z la sucesién de nimero
(cifras) ag™, ay™, ay™, . .., que son las cifras de una descomposicion

decimal infinita del nimero J/7 (si el nimero n no es exaclamenic un

cadrado, evidenlemente, esta sucesion resulta aperiodica), admitiendo
que r{™, 74™, . .. son los numeros de las cifras ignales a cero: ;' (1) =
=0 (i=4, 2, ...).Siahorala cantidad de guarismos iguales a cero

es finita (con el tltimo de ellos, un nimero 73" tal, que a/> 0 para

i = ryM.) ponemos que
(1) n tny
fR) =101 " 41072 ...+ 107 4 1.

pero si la cantidad de ellos es infinita, entonces admitiremos, diga-
mos, que f (n) = 0. Cada une de los numeros f (1) es natural. Con todo
s¢ torna dudoso hablar de un algoritmo capaz de transformar el niimero
n en la eseritura del nimero f (1), dentro del sistema numérico decimal.

Se sobreentiende que la no algoritmosidad de esta construccion
consiste en la exigencia de discernir si en Ja descomposicion decimal
]fn resultard un nimero finito o infinito de ceros. A propoésito, en
cierlo sentido (precisamente en cudl, no hemos aqui de lralar), es
natural pensar que para cualquier nimero natural n, 1 (n) = Q.

3
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) P

8. Uno de los mds im jortantes algoritmos en las may,

ue lleva el nombre de Euclides, radica en lo siguiente,

Sean a y b dos numeros paturales y ademis b > 0. Ro
division residual de a por bi a°= bdo + 77, donde 0 < oo
r, == 0, podemos realizar la division residual de & por et b, 8

ry, donde 0 < rs < o8 Prosiguiendo eslas sucesivas diyisjy, 14
siduales porelresiduo dela division precedente obtenemos lag s ?n_qs re-
igualdades: r; = Tafs + 75, Ty = T3gy + 14, etc. iguientes

Mostremos que el proceso descripto es verdaderamenfe

Mgy

;illcumns Ia

: 2 - un ;

ritmo, es decir, que posee las propiedades de precision, i, 10 algo.

ciencia. asa y efj-
Sefialamos que el proceso examinado por nosotros radica ¢ i

it = 4 €I Clec-

tuar suceaivals divisimhesdres[i’duale.r,.

Por eso, las propiedades de precision y masa de este pp
resultados de la ilimitada posibilidad de rgalizacliéﬂnL \L'Sllltnigl':icm” s
divisién residual. La eficiencia de nuestro proceso P 3t _m} de 1a
bién muy [acilmente. El niimero b y los residuos de las divi?i]::”m- ey
grantes de nuestro proceso forman, evidentemente, sucesi nes in{c-
cientes de nimeros no negativos:  Sticeslones decre-

b
,rl, Ta; + + . (]0}

Pero la cantidad de todos los niimero i
: S no negativos, no mayores de
le:ﬁlsggzlba tb'—i-]_i. Por eso, tampoco la sucesion (10) puede bcjnntljl;]l&fjti
e e die\f' linos. Asi, nuesim proceso no podra eslar formado por
o efectivamlesligge?} ;e:idua_ltes ). De tal manera, el proceso examinado
e o 3 goritmo y justifica con toda plenitud su deno-
menlj:c]lﬁrll:?; la;l condiciones en que finaliza el proceso. Evidente-
e de DL a _hvmén deberd ser tal que haga imposible seguir divi-
o pors cresx duo. Pero esto ocurre solamente cuando él es igual
ey zgan 0 {a’ul.uma divisién resulta exacta. u
cacion de] ﬂ[EDrit'.lI?()) gle ‘lﬁl}ﬂ:élllilgel::liiuo el o e T
S 0s numeros a y b es (a, b).
i YPB; g}le agu+ : Bqui szaaa'nblos naturales e y b, existen tales enteros
5 : c
A e D(%ﬂ'ﬁm los teoremas 9, 12, 13 y 14 del resultado b)
al altgo e el I'BYfamos que nuestros razonamientos, ligados
de efectuar divisipmer ?:._dueron basados solamente en la posibilidad
'S residuales. Nosotros no empleamos en ellos ni

los teorem,
as 9—14 ni ¢ i ;
teorema fundament ualesquiera otras consideraciones basadas en ¢

' al de la aritmética.)

. La aplicacis ‘

su trahain»)p gﬁzgm de los algoritmos (por decirlo as!.

mos, como ejem 19 resultar bastante voluminosa. Examine-

¢ién canénica pog 21’ el proceso para obtener su descomposi
numero n (o sea, el algoritmo que trans-

L
¢ sobrepasar 5 ) De hecho, el niimero de estas divisi no tienc
E-;nfé“?.’““i (2% b 1 oual e desprends al examigas 1os nomerts
R
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forma un namero natural en su descomposicion canénica).
Para destacar la esencia algoritmica de este proceso incluyé-
moslo, como etapa, dentro del proceso de hallazgo sucesivo
de las descomposiciones canénicas de todos los nimeros
naturales, uno tras otro. Esto avala los siguientes razona-
mientos hechos «por inducciény (véase p. 7, § 1). Suponga-
mos que para todos los nlimeros menores de n, las descompo-
siciones canénicas ya han sido escritas. Por tal lista es
posible saber (en forma completamente algoritmica) cudles
de los ntmeros inferiores a n son primos. Enumerandolos
de menor a mayor, cada uno de ellos sera dividido por n.
Si n es divisible por cierto p, entonces n = mp ¥ Ty <M,
pero la descomposicion canonica de n, por lo supuesto,
figura en nuestra lista (visto el resultado del problema 13
es suficiente dividir s6lo por aquellos p que son mMenores
de 1/n) y se obtiene la descomposicién canénica por la
descomposicién canénica de ny, aumentado en ella el expo-
nente p en la unidad.

10. Volvamos, no obstante, a los criterios de equirre-
sidualidad. La construccién algoritmica de la sucesion (3.1)
puede ser efectuada por muy diversas vias. La més natural
es la siguiente.

Procuremos hallar la funcién f (z) sujeta a las condiciones
que siguen:

a) para z > m el valor de f (z) es un namero natural;

b) para x << m el valor de f (z) es indeterminado (es de-
cir, no tiene sentido);

(no es nada asombroso que una u otra funcién pierda su
sentido para ciertos valores del argumento. Por ejemplo, no

lo tiene el valor de la funciénm—(}m para z = 0 0 z = 1);
¢) si &> m, entonces f (z) << a;
d) si z > m, entonces los niimeros z y f (z) son equirre-

siduales para la division por m.
Tales funciones existen. Por ejemplo, f, (z):

T — m, para x > m,

fo @) ={

indeterminada, para z << m.

]l.lsta‘n:mnte1 ésta es la funcion con la que se construye
la sucesion (1.3) en § 1.
Cada funcién f (z) que satisfaga las condiciones a)—d)
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responde a cierto procedimiento de construccigy l
sucesion (3.1), es decir, a .d.e’termuladn eriterio de l'(‘t"o T
equivalentes para la divisién por m. Sidygg

Efectivamente, tomemos el nimero natural arhj.,,.;
y construyamos la sucesion de nimeros arig ¢
B 2 (3.4)
o4
donde Ay =a ¥ Ay = f(4y) para k=0, 1, (3.5

Si Ay > m, el valor de la funcién f (4,) es dull\',.mi“. |
por lo que a Ay le sigue al menos un término mas, pe e
A, <<m, f(A) es indeterminado y A, resulla oi 1’|I|"(J "
término de la sucesiéon (9). o

Asi, nosotros tenemos verdaderamente cierto criterio e
residuos equivalentes. ABEE S

11. Mostremos que el criterio de equirresidualidad |-
llado posee las tres propiedades del algoritmo.
cualLa condicion ((ile masividad aqui es observada, ya que

quier niimero da comie i psi dotad:
o L ey 1enzo a cierta sucesion (3.4) dotada

La condicidn de precision se ve cumplida, dado que para
;:iit;l:;nlos valores de f(z) de la funcién f es suficiente
% parar por la magnitud los nimeros z y m y efectuar

t])peramon de sustraccién (restando m de ). Como fuc
g:gi-;iidg;] ambos p.rocedimienlgs. (de tratarse de nimeros
i cierto sistema numérico) son algoritmos y por

Dirih poseen propiedad de precision.
gl &;lltﬂonos ala c{mdicién_ de eficiencia. La funcion fue
de la sucesiéglu?é f L
ella podemos en'c) s:ton Positivos y decrecientes. Por eso o

g a i mmgn rarf,el_ término minimo no negalivo.
niimero a). Pero si este B8k econprobar, no super? "
By ek L este término (llamémoslo ) fuera mayo!
valor do (g)uno; m, entonces existiria, como antes, _‘tf.“
varia que enfre lo:gl%uv?’ pero menor de c.. Esto Sign; '11-
(B iron saria a1 Gl o, oEativos i T
eImino no negative d hamo. o gy icte, g u“'lm-o
entonces el valor e fe (8.4) deberd ser menor que m- Pﬁéo
en general, ¢, esulty o] g, LLCr0¢ todo sentido y, hablers

it limo término de nuestra sucesioi:
i ﬁﬁgzo@:ﬂﬂ de construccion de la schsg?fi
s érmino es el residuo de la divisi”!

En conclusién, hemos constatado que el criterio de resi-
duos equivalentes, descriplo por nosotros, \rerdadelial;len!,e
posee las propiedades de precision, masividad y eficiencia
requeridas, o sea, es un algoritmo.

< 12, Empleando el procedimiento expuesto en el p. 9
para formar los criterios de equirresidualidad, _hallemos
algunos de ellos. Coincidiendo con lo dicho anlermrmer‘:l.(‘a,
consideraremos que log nimeros cuyos residuos de su divi-
si6n es preciso hallar, estdn escrilos en un sistema posicional
numérico de cierta base t. El criterio de equirresidualidad
para la division por cierto m, al dividir por dicho m, trans-
forma, de hecho, en residuo no el propio nimero, sino a su
eserilura, en concordancia con el sistema numérico. Por eso,
hablando en general, el criterio de residuos equivalentes
para la division por un nimero concreto fijo, dependerd de
la base del sistema numérico. Simultdneamente, la formula-
cién textual del criterio de equirresidualidad para la divi-
sién por un m dado, en un pnavio  gistema de numeracion,
puede valer plenamente para el criterio de equirresidualidad
al dividir por otro m’ en un sistema numérico con otra
base £'. Los ejemplos respectivos seran tomados del conte-
nido de los teoremas 19, 20 y 21.

Para evitar posibles malentendidos convengamos que,
en adelante, vamos a escribir («denominars) tanto el divisor
m, como la base ¢ del sistema numérico, en el sistema de
numeracion decimal, Asi, al hablar del criterio de residuos
equivalentes para la division por 12 en el sistema septe-
nario de numeracion, hemos de entender que 12 precisa-
mente es el nimero 3-4 y no el 3-3 (asi resultaria si 12 fuera
examinado como un numero escrito en el sistema septenario
de numeracion).

Como primer ejemplo hallemos el criterio de residuos
equivalentes para la division por 5 en el sistema decimal
de numeracion.

Sea 4 un nimero natural. Presentémoslo con la forma
10 @ + b (b es la allima cifra del niimero A) y admilamos

que
b, si A=>10,

T A= b—b, il ==
indeterminada, si 4 <<3.




42
m

verificar por si mismo que una fype;s
El 1‘?1(:3: Iéléeg;e modo satisface las condiciones a)%":]n)
determi
dele. tl(l).m()dﬂ para hallar el residuo de la q
e 1

N 3 i.ViSi('jn de
to niamero por 5 es suficiente tomar su il
cierto

A ima Cifrg
: olla es menor que 9, entonces_, Precisamente, sopz 5
Selsi?luo buscado; en caso contrario debemos quitay
I

5 e 5
2 e para cualquier nimero el empleo g s
ffﬁill-?:l (:11 ?-gsid?ws equivalentes conduce a construjr mf';
sucesion del tipo (3.4), compuesta por no mis de tyes térmi.
nosbesde luego, el objeto de fodos los razonamie
tuados no es descubrir «el criterio de divisibil
5 que conocemos todos, sino obtenerlo por el proc

uniforme descripto en el p. 10._ :

« Problema 31. Sefialar y analizar los criterios andlogos

de residuos equivalentes para la divisién por 2, 4, 8, 10,

16, 20 y 25 en el sistema decimal de numeracién.
Problema 32. Sefialar y analizar los criteri

de equirresidualidad para las divisiones por: -
a) 9 y 27 en el sistema ternario de numeracién: '
b) 8, 9, 16, 18, 24, 36, 48 y 72 en”el sistema duodeci-

mal de numeracién.

Problema 33. Presentemos el ntimero natural A en la
forma

ntos efge-
idady por
edimientg

o0s andlogos

10%¢ +b (0<< b< 10™)
vy admitamos que

f(4)=
b, Si .4}'10?11 "
= q @l residuo de la divisién de A por m, si m<A<10%
indeterminada, si A<m.

¢Cuéles son los nimeros m con los que tal algorilme
para cierto k, es criterio de residuos equivalentes? A

TEOREMA 21. Presentemos el niimero arbitrario naugsa quié
en la forma at* 4 b, donde 0 < b < i*, y pongam

b, si A>tF, )
indeterminada, si A<<m.
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A fin de que el algoritmo de constmcqién 'de lq suce.s-w.n
(3.4) por la regla (3.5) sea criterio de equzrreszduahflad para
la divisién por m con una funcién dada f, es necesario y sufi-
ciente que t* : m.

13. Como segundo ejemplo examinemos el criterio de

residuos equivalentes para la division por 3 en el sistema
decimal de numeracion.

La escritura del numero natural A en el sistema decimal
de numeracién tiene la forma
an 0™ + a, ,10™1 4 | .. + a;-10 - a,,
donde
0<<a; <10 para i =0,1, ...
Admitamos que

aGpt+a; -+ ... .+ G,

si A>=10,
fa(4) =< al residio de dividir A4 por 3, si 3<CA <10,
indeterminada, 51 A < 3.

Problema 34. Verificar que la funcion fa (z) satisface
las condiciones a)—d) y determina con ello un ecriterio
de residuos equivalentes en la division por 3.

Problema 35. Aplicar el cr

ilerio construido de residuos
equivalentes para la division por 3:

a) a los nimeros 858 773 y 789 988:

b) al nimero, cuya notacién decimal estd compuesta
de 4444 cuatros,

Problema 36. Senalar y
de residuos equivalentes par
¥ 37 en el sistema decimal

Problema 37. Sefialar y
rresidualidad para la divisién por:

a) 2, 4 y 8 en el sistema de numeracion ternario;

b) 2, 4 vy 8 en el sistema de numeracion septeu‘ario.
» 'ero;:)lim 22. Presentemos el numero arbitrario natural A

analizar los criterios andlogos
a la divisién RORE7 SR
de numeracién.

analizar los criterios de equi-

e U S
donde

0<<a <2 L U U n,

A
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Q=== T — _-—‘\-‘
Y admitamos que

gkt e e e rte @ny 81 4

'_,/,,,‘h‘

Stom=_A < 11(!

f(4)= A—m,

indeterminada, sl A<m.
ntonces, para que el algaritmo engendrado por lq jrurci.«;w
de construceidn de la sucesién (3.4), por la regla (335)) weq

eriterio de equirresidualidad para la divisin por m, es nege.
' A i . .
sario y suficiente qug_(l 1): m. | '

Problema 38. Indicar los criterios de residuos equivy.
lentes que «caen» bajo la férula de este teorema para |og
nimeros escritos en los sistemas numéricos de base 7; 9 y
o compuestos de 6, 7, 9y 13 guarismos,

TEOREMA 23. Sea A un nuimero natural presentado en g
forma

2
)

k(n=1 N ]
"%Um o an—lt((n ) S *E fht '-I— Wy,

donde
ot <ntpara i = 0,4, ..., n

Admitamos que

ﬂo_ai—;'az'—..-j:ani Si A’>/£h,
f(A) =< al residuo de dividir A por m, si m dbcitt
indeterminada, si. A<<m.

Entonces, para que el algoritmo de construccion de la
sucesion (3.4) por la regla (3.5), engendrado por la funciin
I, sea criterio de equirresidualidad para la divisién por m,
es necesario y suficiente que (t* - 1) : m.

Problema 39. Seiialar el criterio de equirresidualidad
que «ae» bajo la férula de este teorema, para los niimeros
escritos en los sistemas numéricos ternario, quinario, octoneo
uw octonario y decimal. j
| 14. Ep muchos problemas tiene poca importancia no o
na:irﬁmear%mtéld del cociente inppmpleto de la L?iVI'Si‘S” EIGECLEE
s inpwr olro, sino también, la de su residuo, y un s
i resa el hecho de que este wltimo se anula © i

> Sea 0 o el primer nlimero divisible por el segunc:

Después de 1o dicho , focar
en el Y H mo entote
los problemas de (g tiim,p 1 queda claro ¢

~Ey—

Llamaremos equidivisibles en la division porm a los nime-
ros a y b si ambos son divisibles porm o si JII!’IIJHH no lo son.

Problema 40, Cualesquiera que sean los niimeros de resi-
duos equivalentes para la division por m, fuera (ZII}I! fuese
este altimo, son equidivisibles por él. Mostrar en un ejemplo
que lo inverso no es cierto. -l .

Problema 41. (Para cuiles m que dividan dos niimeros,
de la equidivisibilidad de éstos se deducen sus equirresidua-
lidades en tal division? = | s 1l

Problema 42. Demostrar que la relacion de equidivisibi-
lidad, para la division por un niimero dado m, s equivalen-
te y divide el conjunto de nimeros enteros en dos clases,

Problema 45. (Son correclos el teorema 20 y su corolario
para los ntmeros equidivisibles? e

15. Admitamos la necesidad de poner en claro la divisi-
bilidad de A4 por m. Vamos a construir la sucesion de niime-
ros enleros decrecientes:

A= Ay, Ay; Ao (5.6)

equidivisibles con A para la division residual por m. Elegi-
mos un proceso de conslruceion de la sucesion (3.6) tal,
que a cualquier término de ella, mayor o igual en valor
absgolulo a m, le suceda por lo menos uno mas. Asi, cuando
el dltimo término de (3.6) es igual a cero, A es divisible
por m y cuando no, no lo es.

Cualquier procedimiento de construccion de la sucesion
(5.6) serd liamado eriterio de divisibilidad por m.

Problema 44. Demostrar que cualquier criterio de resi-
duos equivalentes para la divigién por m es criterio de divi-
sibilidad por m.

lividentemente, los criterios de divisibilidad tienen (que
ser algoritmos, es decir, satisfacer las mismas condiciones
de precision, masividad y eficiencia que los criterios de
equirresidualidad.

lis Ficil comprobar (se lo dejamos al lector) que emplean-
do cualquier funcion f (z), que salisfaga las condiciones
a)—('.)’ del p. 10 y la condicion d*), si f (z) tiene sentido,
los nimeros z y .f (z) son equidivisibles por m, se puede
construir el criterio de divisibilidad por m exactamente del
mispm modo como se construyd el criterio de residuos
equivalentes para la division por m a base de toda funcion
que satisfaga las condiciones a)—d)
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. iteri divisibilidag
algunos criterios _dg .
glal{igmgls teogr‘;ma 16 es suficiente pildex: determiu-ar ]
.,.;%ﬂjdad de los nﬁ}lleros por uno del tipo e (918\-ada
dt}; potencia de un numezo primo). i S
a 16. Criterio de divisibilidad por 7 en el sistemg Hees
d u;neracién. Sea A un numero natural. Presenté
eu:) ya se hizo anteriormente, en la forma 10q + p,
f}o< b < 10, admitiendo que
-~

fs(d)= :
la— 28], si 419,
al residuo de la division de A por 7, para 7<4 <19

indeterminada, para 4 < 7.

—

Problema 45. Verificar el cumplimiento de las condicj,.
nes a)—c) y d*) para la funcién f, (4).

La funcién f; (4) nos da un criterio conocido de divisi-
bilidad por 7: el guarismo 10z + b (0 << b << 10) es divi-
sible por 7, dnica y exclusivamente cuando lo es g — 2b;
el niimero obtenido se verifica nuevamente a la divisihilidad
por 7 con este procedimiento, etc.

Problema 46. Demostrar que el criterio obtenido de divi-
sibilidad por 7 no es el criterio de residuos equivalentes
para la division residual por 7.

17. Criterio de divisibilidad por 13. Presentemos el
nimero natural 4 en la forma 10z + b. admitiendo que

fs(Aj:
a-+4b, si A>=40,

—{ al residuo de la divisiénde A por 13, si 13<<A4 < 40,
indeterminada, si A< 13.

Problema 47. Verificar el cumplimiento de las condicio-
nes a)—c) y d*) para la funcién fs (z) v formular el criterio
obtenido de divisibilidad por 13.

_ Problema 48. ;Qué efectos tendrd la sustitucién del
numero 40 por uno menor en la determinacién de la fun-
cion f.?
1 Pr?bk_md 49. En forma similar a las construcciones de

08 criterios de divisibilidad por 7 y 13 componer los cri-

terios andlogos de divisibilidad por 17, 19, 23, 20 v 31-
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Problema 50. Construir dos criterios de divisibilidad
por 49. , _ o

18. También para los niimeros escritos en olros sistemas
de numeracion, no decimales, hay criterios de divisibilidad
de ese mismo tipo. : ;

El criterio de divisibilidad por 11 en el msgema e
numeracion de base 6 o compuesto de 6 guarismos. Presente-
mos el nimero natural 4 en la forma 6a + b, donde 0 <
< b< 6 (en concordancia con lo anteriormente dicho,
toc i i 1 ignos
todos los razonamientos se efectiian emgleando os sig
y denominaciones de los niimeros en el sistema decimal de
numeracion) y pongamos que

a-2b, si A=11,
f4) =4 0, si A=44,
indeterminada, si A<C 11.

Problema 51. Verificar el cumplimiento de las condicio-
nes a)—c) y d*) para la funcion f y formular el criterio
de divisibilidad obtenido.

Problema 52. Anélogo al criterio de divisibilidad aca-
bado de construir, construyamos los criterios de divisibili-
dad por:

a) 9, en el sistema de numeracién septenario;

b) 7, en el sistema de numeracién de base 11 o com-
puesto de 11 guarismos;

¢) 17, en el sistema de numeracién duodecimal.

19. En los puntos anteriores de este péarrafo nosotros
hemos visto gran cantidad de los més diferentes eriterios
de residuos equivalentes y divisibilidad. La finalidad prac-
tica de la construccién de todos estos criterios es obfener
algoritmos ficilmente manejables que determinen los resi-
duos en la divisién por algunos niimeros determinados (cri-

. terios de residuos equivalentes) o nos revelen si tales resi-
duos son iguales a cero o no (criterios de divisibilidad).
¢Hasta qué punto hemos cumplido, pues, el objetivo pro-
puesto?

Algunos criterios de equirresidualidad, tales como los
de la division por 2, 3, 5 y 10 en el sistema decimal de
numeracién (y en general, por el divisor del grado de la
base del sistema de numeracion), realmente resultaron muy




48

practicos y convenientes. El _emp:::‘;ngf OLP0S estd ligyg,
a operaciones de calculo m:l: 0 AL 0 umm_osas.

Es natural, entonces, buscar y aplicar los Criterjgg
divisibilidad y residuos equivalentes, cuyo emple, lley,
al objetivo por las vias més sencillas posibles.

Una de las dificultades con las que se tropiezy en {a]
tipo de pruebas es valuar la sencillez (o al revés, la comple.
jidad) del empleo de ta_l.o cual eriterio con un nimer,
Tal caracteristica numérica puede ser, por ejemplo. |.
cantidad de operaciones aritméticas con niimeros '
necesarias durante el proceso de aplicacion del criterj
a uno u otro numero.

Por desgracia, toda caracteristica del volumen de |
calculos depende en gran medida de las propiedades indivi-
duales del nitmero cuya divisibilidad ensayamos.

Por ejemplo. podemos comprobar con mucha facilidag
que el residuo de la division de 31 025 por 8 es 1. Para ello
basta con hallar el residuo de la divisién de 25 por 8. Perg
para hallar el de la divisién de 30 525 por 8 hay que reali-
zar la division residual de 525 por este tltimo. lo cual ya
requiere un mayor nimero de computos (siendo indistinto
que se efectien mentalmente o por escrito).

Otro ejemplo es el criterio de residuos equivalentes para
la division por 37 (véase el problema 36). El residuo de
dividir 10 014 023 por 37 se halla dividiendo por él la
suma 10 + 14 -+ 23. Como es ficil de ver, resulta igual a 10.
De todos modos, pocos son los que pueden aplicar mental-
mente este crilerio de residuos equivalentes al ntimero
782 639 485,

Por eso, al tratar sobre la conveniencia del empleo de
los criterios de divisibilidad y residuos equivalentes, no-
sotros tenemos que dejar de lado la complejidad de las prue-
bas individuales de divisibilidad de los ntimeros y valorar
las posibilidades de cada criterio como «término medio.
on tal enfoque es de esperar una formulacion precisa de la
medida de complejidad del criterio de divisibilidad o de
residuos equivalentes e incluso hallar el que en este sentido
~ed mas econémico. Por desgracia aqui no tenemos posibi-

lidad de desarrollar este aspecto de la cuestion en forma
mas detallada.

la
digitos

0 dadg
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§ 4. CRITERIOS GENERALES
DE RESIDUOS EQUIVALENTES Y DE DIVISIBILIDAD

1. Todos los criterios de residuos equivalentes, asi
como los de divisibilidad construidos anteriormente, se ven
un tanto artificiales y a primera vista parece que ellos,
o al menos algunos de ellos, fueron hallados de casualidad,
o bien son el resultado de pruebas y ensayos. En realidad
esto no es asi. Ocurre que existen procedimientos de cons-
truccion de criterios de divisibilidad y residuos equivalen-
tes para cualquier nimero dado de antemano. Ellos se lla-
man, respectivamente, criterios generales de divisibilidad
O criterios generales de residuos equivalentes.

Los criterios generales de divisibilidad son procedimien-
tos de obtencion de criterios concretos de divisibilidad. Por
eso a estos ultimos se les puede considerar como los resulta-
dos a los que llevan los criterios generales. Con tal punto de
vista los criterios generales de divisibilidad son a los concre-
tos absolutamente asi, como el concreto es al resultado de su
aplicacién a cierto nimero, es decir, al residuo de la divisién
del nimero dado @ por el nimero dado m.

Los criterios generales de divisibilidad y residuos equi-
valentes semejan algoritmos, por lo demds, bastante origina-
les: sus conclusiones y resultados tienen que volver a ser
nuevamente algoritmos, precisamente, criterios concretos
de divisibilidad o residuos equivalentes.

Pero, para tratar estos criterios generales como algorit-
mos, debemos estar seguros de que ellos poseen las condi-
ciones necesarias de precisién, masividad y eficiencia,

Para hablar en detalle, sefialando el criterio general
de divisibilidad (lo mismo que el criterio general de resi-
duos equivalentes) nosotros tenemos que verificar el cumpli-
miento de las siguientes condiciones. En primer lugar, para
cualquier nimero m, él debe dar realmente un criterio de
divisibilidad (de residuos equivalentes) por este numero.
Deberd, digamos asi, «transformar» cada nimero natural m
en crilerio respectivo. Precisamente en eslo reside su eficien-
cia. En segundo lugar, el criterio general tiene que ser
determinado, es decir, aplicado al nimero dado m, él debe

&—01319
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ocedimiento bien definido a un criterio com-
te concreto de dn_'lSllnhd ad (de residuos equivalep.
pletamen dmero. Por fin, en tercer lugar, el criterio deh
tes) P;’jiﬁztﬁ;]decir, verdaderamente general, y dar criLerioi
Z‘g ('j?viSEbilidﬂd o de r:.asiduos equivalentes para cualquiep
nlimero natural concebido de antemano. ”

En este sentido, el .procedlmlento Sie construccion ()
criterio de residuos equivalentes, descripto en e} p. 6 §3
asi como el procedimiento para hallar los grltgmos de divyi-
sibilidad descripto en el p. 9 § 3, no son criterios generales,
En efecto, la indicacion de las funciones que observan |ag
condiciones necesarias es un proceso que no satisface, por
ahora, ninguno de los requisites de precisién, masividag
y eficiencia.

En realidad, estos procedimientos no nos dan ninguna
garantia de que la funcién necesaria serd hallada; quiere
decir que ellos carecen de eficiencia. Luego, si la funcion
requerida precisamente existe, a ella se puede llegar por
diferentes vias, sin hablar ya de que tales funciones pueden
ser varias. O sea, estos procedimientos no tienen precisién.
Finalmente, ellos tampoco son suficientes, y podria ser que
para unos u otros valores concretos de m tampoco hallemos
las funciones requeridas. En todo caso, por si mismo el
procefixmiento no informa sobre esto. Asi, para que el proceso
dgscnptq llegue a ser un algoritmo debera ser completado
aun con Instrucciones precisas que garanticen la construccion
de una funcién f,,, absolutamente determinada para cada
numero concreto m.
critErsitoes P{{gh:ﬁ?ﬁ_g-el.«algoritmizar» la construccion de los
e b 3131 ilidad puede ser resuelto incluso con
bilidad > Pues los criterios generales de divisi-

5 hStI'lll1 conocidos desde hace mucho.
tratar sobre ]a cue:f- xuido por LSO B olipHdd s 1(?
formular ast: a caqy Al disioniresidual. 156 pue’ *
U proceso de Su.stralclzg'u’lero entero positivo m se le conforn:a
obtener upo meng 101, sucesiva de este nimero m Ly
§3). Tal Soriors r que €l (véase la dltima frase del D
€S requeridas: d:mgn,_e_s’ta claro, posee todas las Pl‘opled‘;:
0 que conformamosp ?CIS}On (nosotros sabemos exactamen
Sucesivag de m), de 4l numero m: el proceso de sustraccion®s

» ¢ masividad (dicho proceso de sustraccio”

llgvar por un P

)

nes puede ser confrontado con cualquier m) y de eflcui})m.a
(tal intento siempre es exitoso). No obstante, el valor practi-
co del criterio general de residuos equivalentes descripto
es muy pequeio. :

Cie'i-l.oppérfeccionamientn del criterio genera_l de residuos
equivalentes, basado en la sustraccion sucesiva, c?nduce
al conoeido proceso de division «sexagesimaly de nimeros
enleros. Este proceso también puede ser examuu}do como
criterio general de residuos equivalentes. No estd de mas
recordar que la aplastante mayoria de gente lo e.mpl'e’a, pre-
cisamente, para encontrar los residuos de la d1v151qu._ En
este caso se razona siguiendo el esquema que trnnscrlb'lmos
en dos variantes: en el lenguaje comin de todos los dias y
en la lengua algoritmica.

En la lengua comiin En la lengua algoritmica

1) Yo debo hallar el residuo  El criterio general de residuos equi-
de la division de a por valentes comienza a transformar

el m dado; el niamero m;
2) para esto tengo que divi- el criterio general “nos da” el resul-
dir por m; tado de la transformacion del ni-

mero m; un criterio concreto de
residuos equivalentes para la di-
visién por m, consistente en divi-
dir por m directamente;

3) en este momento comien- el criterio concreto obtenido comien-
zo a efectuar la divisién za a transformar el nimero a: la

de a por m... divisién con residuo por m;
4) ... divido y obtengo el el criterio concreto nos lleva al ob-
residuo. jetivo: al residuo de la division

de a por m.

En este razonamiento los tres primeros pasos son muy
senc%llos ¥ por eso no puede asombrarnos que el cuarto paso,
la ejecuciéon de la division en si, resulte tan voluminosa.
La finalidad de los criterios generales de residuos equivalen-
tes y divisibilidad, precisamente, es aligerar el cuarto paso
a cuenta de que se perfeccione el segundo. Justamente esto
es lo que se sobreentiende habitualmente al hablar de tales
criterios.

2. El primer criterio general de divisibilidad (con méas
exactitud, incluso el de residuos equivalentes), histérica-
!.I'
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puesto todavia a mediados del siglo XVIT

tematico francés Pascal. Su esencia gg lapso."
1-

mente fue pro
el famoso ma

uiente. y
g Sea m un Nimero natural. Compongamos la sucesién g,

numeros
ey, B, 010
AL L DREY ! (4-1)

suponiendo que
r, es iguala al residuo de la divisién de 10 por p,
)

Iy % ? » 10 7y por m,
By ) » » 10 ry por m,
ete. J _
Presentemos ahora el niimero natural arbitrario 4 ep |y
forma
10", + 10“‘1{1',1_1 + ...+ 10 a; + a,,
y determinemos la funci6n

Fn(a)=
Qg +18y+Toly+ ... +Toan, si 10" >m,

— ¢ al residuo de la divisién de A por m si 10" <<m<4,
indeterminada, si A<<m,

Problema 53. Verificar que la funcion #,, satisface las
condiciones a)—d) del p. 10 § 3, para cualquier m.

Asi, hemos construido un criterio de residuos equivalente,
para la divisién por el nimero arbitrario m, o sea, un crite-
rio general.

Problema 54. Formular los criterios de residuos equiva-

lentes obtenidos del criterio general de Pascal en la division
por:

b) 4, 20 y 25;
c)3y9:

d) 11;

e) 7.

Problema 55. Sean en la sucesién (4.1)

1, el residuo de dividir 100 por m,
Tay'® » $ 0 Gy

100 r, por m,
g, » » » »

100 r, por m,
ate;

93

Deducir de aqui un criterio general de residuos equiva-
lentes, similar al de [’ascal.

Problema 56. Deducir el criterio general de equirresi-
dualidad en un sistema °7° de numeracién, anilogo al
criterio de Pascal.

3. En el p. 19 § 3 hemos hablado sobre las propiedades
comparativas de los criterios de divisibilidad (o de residuos
equivalentes) por un niimero determinado. Como el criterio
general de divisibilidad tiene que proporcionarnos el criterio
de divisibilidad por cualquier nimero natural, entonces,
nada tiene de particular que para distintos ntimeros puede
conducirnos a criterios de divisibilidad de la mas diversa
calidad.

Asi, por ejemplo, el criterio general de Pascal junto con
los criterios de residuos equivalentes, completamente admi-
sibles para la divisién por 3 y 11, nos da un criterio de
residuos equivalentes para la divisién por 7, muy volumino-
so y de diffcil aplicacién (véase el problema 54, e)).

Con relacién a esto, a proposito de los criterios generales
de divisibilidad y residuos equivalentes, se pueden enunciar
consideraciones semejantes a las que se expusieron en el
p. 19 § 3 durante el examen de la calidad de los criterios
concretos de divisibilidad. En este sentido se considerara
optimo el criterio general de divisibilidad (de residuos
equivalentes) que, aplicado a cualquier enlero positivo
dado de antemano m, nos dé el mejor criterio de divisibilidad
(de residuos equivalentes) por este m. El lector comprendera
que hallar el criterio general de divisibilidad maés acertado
es una cuestion que estd lejos no sélo de ser resuelta, sino
incluso de un planteo riguroso.

§ 5. DIVISIBILIDAD DE POTENCIAS

1. Comencemos por la descripcién de un proceso al que
se podria llamar ¢criterio muy general de residuos equiva-
lentes».

Sea / cierto nimero natural y r el residuo de la division
de ¢* por m:

f=mg+r Or<m).
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. ) 6 INDRES LD,

io del teorema 20 (véase el p. o § 2), pary
B al‘c:r::laros néimeros 1™ ¥ £*" al ser divididos por
cualquier 7 quirresiduales.

; 4n ser @ : -

también deber : _
Fraccionemos ahora el xsrtgunslcro :frlntran.o ,4, de derecha

a izquierda, en ¢grupos” Jigerie2, =01 56, presentomoslo en la

ma

for A= a"t’“‘-l- an_ltk{ﬂ-l) e - alt" L és,

donde
0 < ay < t* para i B e fesy (T2

y pongamos que
R g O O ity o +arta, siA>th,

f(4)= al residuo de dividir 4 por m, si m<A<th
indeterminada, si A< m.

Es evidente que en casos similares, como antes, el pro-
coso de construceién de los numeros

Ay =4, 4, = f(4o)s 4o = f(di)s « .-

es un criterio de residuos equivalentes.

Problema 57. Cerciorarse, no obstante, que esto real-
mente es asi.

Problema 58. Suponiendo que ¢ = 10 y k = 2, hallar el
residuo de la divisién del nfimero 1 048 576 por 7.

Problema 59. Cerciorarse de que el criterio de residuos
equivalentes que acabamos de escribir s6lo es una forma mas
clara de aquella generalizacién del criterio de Pascal men-
cionado en el problema 56.

2. Hablando formalmente, al componer en el p- el
criterio general de equirresidualidad, aplicamos las pro-
piedades de las potencias atinentes a su divisibilidad. Sin
embargo, la cuestién relativa a dicha divisibilidad es, en
esencia, algo que trata sobre la divisién de cierfos productos.
Por eso, en principio, también se logré resolver esto tomando
como base' los resultados de § 2. Simultdneamente, la reali-
zacién practica del criterio de equirresidualidad obtenido
E(?;at unas u otras combinaciones de los valores de los nime-
el ei’rc?l pliede conducir a grandes valores de &k y 7, tales,
s culo de los valores de la funcién f requiera llevar

0 una considerable cantidad de computos, que incluso

podria superar, en i S
directa por m, volumen, las operaciones de la divisiof
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Esta claro que el cdleulo de Jos valores de la fun’mlon. /
resultard tanto més sencillo, cuanto menores sean los va ores
de los nameros k y 7. Se sobreentiende que los mas coni
venientes, en este sentido, son cuando r = '1 Ex}}onces, e
valor de f se obtiene c?mo dresultado de la ejecucion de una
operacion mas facil: la a icion. ) iy

pcSegfm el teorema 22, este caso (r = 1) tiene lugar, uri]n":a

y exclusivamente cuando (t* — 1) : m o, con otras pala msi
cuando t*, dividido por m, deja como residuo 1. Surge e
interrogante: ¢hallaremos para los datos ¢ y m tal k que
(" — 1) : md

Todo lo dicho induce a estudiar la divisién de las poten-
cias con méas detalle. =

3. Ampliemos un tanto nuestros conocimientos en el
campo de la teoria de los nimeros. .

TEOREMA 24, (de Fermat). Si el numero p es primo, la
diferencia o’ — a és divisible por €L.

No se debe confundir el denominado «pequeiio teoremanr
de Fermat con su «gran teorema». Este {iltimo afirma que
para un entero n > 2 no existen enteros a, b y c tales
que a® + b* =c" A despecho de numerosas tentativas,
hasta ahora el gran teorema no fue ni demostrado ni refu-
tado.

Corolario. Si p es primo y a@ indivisible por él, entonces
aP-! — 1 es divisible por p.

Problema 60. Presentar un ejemplo donde se manifieste
que tanto el teorema 24 como su corolario para un p com-
puesto, hablando en general, no son correctos.

Problema 61. Demostrar el teorema de Fermat basindose
en el resultado del problema 26.

Supongamos que el namero natural m tiene la descompo-
sicién candnica:

m=pupi ... Pyt (5.1)
pongamos que

L

¢ (m)= " (py— 1) P57 (pa—1) - PR (Pa—1)- (5:2)
Las f6rmulas (5.1) y (5.2) conforman para cada m natural
un numero completamente determinado ¢ (m). lsto quiere

dei';ir que podemos hablar de funcion ¢ del argumento natu-
ral,
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peeiNicioN. La funcion @ determinada antes se Ilam,
funcién de Euler. . R

La funcién de Euler juega un papel extraordinariament
importante en muchas cuestiones de la teoria de’ los niimerog,
Incluso en este libro indicaremos varias aplicaciones (e
ella.
TEOREMA 25. Para m, y Mg, primos entre si, tiene luggr
la siguiente igualdad:

¢ (mymsg) = ¢ (my) @ (ms).

Problema 62. Caleular ¢ (12), ¢ (120) y @ (1000).

Problema 63. Determinar todos los nlimeros m para los
cuales:

a) ¢ (m) = 10,

b) ¢ (m) = 8.

Problema 64. Demostrar que no existe tal m:, para el

que ¢ (m) = 14.

Problema 65. Demostrar que ¢ (m) es igual a la cantidad
de niimeros naturales primos entre si con m y menores que m,
Esta propiedad de la funcién de Luler tiene extraordinaria
importancia. Frecuentemente ella es confundida con la defi-
niciéon de la funcién.

TEOREMA 26 (teorema de Euler). Si los niimeros a y m
son primos entre si, a%™ — 1 es divisible por m.

__ Los residuos de la division de un mismo dividendo por
diferentes divisores, se hallan ligados entre si de un modo
iJasétante complejo. D_el teorema de Euler se puede obfener
tz_l epeildenmg, de principal importancia para nosotros, que
tenen los residuos de la divisién por factores primos entre
sl, f;mbl; divisién por el producto de ellos.

e 2ne 8, Se () =4 3 5, mimoros i
o pag ol n A para las divisiones por m; y m,, respecti-
- Lintonces, en la divisién por mym,, el nimero

(@gmy - aymy) (my 4+ m,)Pmma) -

sera:\ﬁ eguirresidual con A

.Ab : i

s ge;ie:- ;liledlosl hecho_s establecidos podemos formular el

e e e los residuos equivalentes para un divisor
: un sistema también arbitrario de numera-
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¢i6n ¢, en aquella forma clara y suficientemente manejable,

de la que se hablé en el p. 1. k -y

Les recordamos nuevamente que cualquier criterio de
equirresidualidad es un algoritmo, o sea, un d_ete_r’mmad’o
proceso y, por eso, el cardcter de cualquier descripcion de él
deberd ser una narracién en desarrollo.

Asi, tenemos los niimeros m y [. Presentemos m en la
forma de un producto m = mym, tal que (mt) = 1 y para
cierta potencia k tenga lugar la divisibilidad 2" : mg. Segilin
el teorema 18, tal presentacion es posible. En vigor del
problema 66, el asunfo que trata sobre la equirresid uahd_aild
para la divisién por m,m, puede ser reducida a una cuestion
andloga en la divisién por my y Ms. Pero el criterio de equi-
rresidualidad para m, lo contiene el teorema 21, y el de
equirresidualidad para m,, el teorema 22. Después de aplicar
estos criterios de residuos equivalentes debemos utilizar
el resultado del problema 66.

Por ejemplo, en el caso de hallar el criterio de equi-
rresidualidad para la divisién por 12 en un sistema de nume-
racién decimal, evidentemente, my = 3, My = 4y k=42,

El proceso descripto es criterio general de residuos equiva-
lentes, en el sentido de que él, para cualquier m, brinda
eierto criterio concreto de equirresidualidad. Esto se des-
prende de la algoritmizabilidad de la construccién de la
descomposicién canénica del ntimero (véase el p. 9 § 3).

Nos queda formular con claridad el criterio de equirre-
sidualidad sefialado para la divisiébn por m,, valiéndonos
de la posibilidad de determinar el fndice %, basdndonos en
el teorema de K-ler.

5. Aplicando los teoremas demostrades construyamos
varios criterios generales de divisibilidad y residuos equiva-
lentes.
™=’ Fijemos el nimero natural m y presenlemos el niimero A
en la forma

A = ay + aA0%™ | @ 40%0M 4 | g 0Mem

donde
0 ga(“ al, ag_l . . ey ah -...<‘_‘ '10’[7“’ 3

o sea, los nimeros a; (i =0, 1, ..., k) son ¢ (m)-narios.



58

La funcion

F(d)=
a,,+a1+---+“?” SiA:;iO"’"“’,

— ¢ al residuo de Ia division de A4 por m, si m<CA < qgn)
indeterminada, si A<<m, '

establece, como es facil de comprobar, cierto criterig gener|
de residuos equivalentes. i

Problema 67. Verificar esta circunstancia.

troREMA 27. Si los nimeros a y m son primos entre s
y los ky y ko, equirresiduales, en la division por ¢ (m) 1;;
nimeros a™ y at son equirresiduales en la divisién pg;' s

Problema 68. Formular los criterios concretos de equi-
rresidualidad para la divisién por 7, 11 y 13, obtenidos a
base de este criterio general de residuos equivalentes.

Problema 69. Formular el eriterio andlogo general de
equirresidualidad para un sistema "“7i® arbitrario de nume-
racion. Cerciorarse de que el criterio general de residuos
equivalentes, asi obtenido, por su formulacién no depende
de la base ¢ del sistema numérico.

Problema 70. Demostrar que (n'® — n): 2730.

6. En muchos casos el criterio general de residuos equi-
valentes no es, por decirlo asi, «suficientemente econémicoy,
va que, hablando en general, el niimero ¢ (m) puede resultar
demasmdo. grande. De ahi que, al emplear este criterio nos
vemos obligados, por un lado, a sumar enormes guarismos y,
por el ofro, en este caso, a dividir los niimeros ¢ (m)-narios
directamente por m (o emplear algfin criterio distinto de
divisibilidad y residuos equivalentes). Por eso, en lugar de
P (fn) es deseable probar ofro exponente menor. In uns
isl‘f ?l,i’; casos esto se consigue hacer. Por ejemplo, pard
o fg (}f}le.dfa’ tomar 3 en lugar de ¢ (m) = 36, ¥& ave
o e l:;glont por 379 deja un uno como residuo; P“L‘C“

msm.\ncmxg Elenﬁnmar 5 o IR G () :113" "igdi‘l"
T, commero_ minimo, para el cual 2 12 ¥
el 0 residuo 1, se llama exponente, a 1‘1
o 70 a para la’ divisién residual por 7-
al yor frecuencia este nimero es 1lamado expone”

que pertenece a con el médulo m

videntemente, cualesqui ; imeros Pri-
MOS entre s g v o quiera que sean los num ]
¥ m, el exponente §, al que pertenece & e

ab
le

te,

la divisién por m, no supera ¢ (m). Este exponente se pued_e
tomar, precisamente, en lugar de @ (m), al formular el eri-
terio general de divisibilidad del p. 5.

Problema 71. Modificar el criterio general de divisibilidad
construido, empleando en lugar de ¢ (m) el exponente al
que le pertenece 10 en la divisién residual por m.

Problema 72. Lo mismo para un sistema {horio de numera-
cion.

7. El exponente, al que le pertenece ¢l niimero a en la division

por m, hablando en general, también puede ser igual a @ (m). Por ejem-
plo, la sucesion de los residuos de dividir las potencias del niimero dos

por 11, seri
LA Yy s &bl

tal, que al dividir por 11, el mimero 2 pertenezca al exponente 10.
Esto significa que para emplear el criterio de equirresidualidad del
p. 5, en este caso, nos vemos obligados a tomar k= 10 = ¢ (11).

No obstante, en muchos casos hasta el exponente /o (m). Sea m,
por ejemplo, exponente de un nimero primo: m = pey p # 2. Enlonces
o(m) =p=t(@—1), ¥ ol teorema de Euler adquiere la forma:
(an®=1(»-1) — 1) : p*para (a, p) = 1. Dado que el nimero p%—* (p — 1)
es par, el iltimo dividendo resulta una diferencia de cuadrados, y noso-
tros tenemos que

(&%~ P14 (@M HR=D g2,

Como p == 2, ambos factores no pueden simultineamente ser divisi-
bles por p. Esto significa que lo es, o bien a'/*7(™) +- 1, o bien a'/2r (™) —
— 1. En el primer caso nos vemos en las condiciones del teorema 23,
donde i = lop (m), vy en el segundo, en las del teorema 22, con el
mismo k = o0 (m). d

8. El empleo de la funcion vy el teorema de Euler no
queda limitado a los criterios de divisibilidad. Por su inter-
medio se pueden resolver, por ejemplo, ecuaciones con nime-
ros enteros.

TEOREMA 28, Si los numeros a y b son primos entre si
la ecuacion ‘

ar - by = ¢ (5.3)
siempre puede ser resuclta en riimeros enteros y lodas las parejas
de nimeros (x4, y,) donde

Ty =cav®)-1 |- pht,
1_‘1(’-(!1)

yIZC—b4at

(¢ es cualquier ruimero entero) serdn sus soluciones completas,
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Problema 73. Demostrar un teorema anélogo a] 9g st
suponer que 10s niimeros @ y b son pPrimos entre sf,

Problema 74. Hallar el procedimiento de resolucion, o
nGmeros enteros, de las ecuaciones del tipo (5.3), basénd ose
en el resultado del problema ’29, b).

Problema 75. Resolver en numeros enteros las ecyy

a) Hx "I’ 7y = 91
b) 25z + 13y = 8.

9. teoremaA 20.  Sean m y 10 primos entre si y J; equirre.
sidual con 109%™ en la divisién por m. Entonces los mimery
10z + b v a + kb serdn equidivisibles por m.

Baséndose en este teorema, se puede construir el siguien-
te criterio general de divisibilidad. Designemos con j 4
residuo de la divisién residual de 1091 por ., presente-
mos el niimero arbitrario 4 en la forma 10a | b (0 << b <
< 10) y pongamos que:

F(d)=
a- kb para A>a | kb,
alresiduo de ladivisién de A por m para m<CA < a-}-kb,
indeterminada,

Clongsg

para A << m,

Si /i resulta demasiado grande (proximo a m), en su lugar
es conveniente colocar, en la formulacion del respectivo
criterio, k — m.

Problema 76. Verificar, para la funcién F, ¢l cumpli-
miento de las coidiciones a)—c) del p. 10 § 3 y d*) del
peadbl 83

Problema 77. A base del criterio general de divisibili-
dad que acabamos de construir, deducir el criterio de divi-
sibilidad por los nimeros 17, 19, 27, 31, y 49.

Problema 78. Construir un criterio general de divisibili-
dad andlogo, representando al ntimero natural arbitrario en
la forma 1000 ++ b (0 << b < 100), y deducir de él los crite-
rios de divisibilidad por 17, 43, 49, 67, 101 y 199.

Problema 79. Construir un criterio andlogo de divisibi'*-
dad en un sistema """e de numeracion.

Problema 80. A base del criterio gencral de divisibili-
dad construido, deducir criterios concretos de divisibilidad
para la division pop;

a) 24, en el sistema octéneo u octonario de numeracion;

31, en el sistema duodecimal de numeracién.

DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS

1. Bs suficiente sefialar que a = a-1.

2. Por condicion, se hallardn d, y d, tales, que a = bd,
y b = ed,. Pero entonces, a = cdyd,, es decir, a : c.

3. Nosotros tenemos que a = be; y b = ac,, de’donde
resulta que a = ac,¢,, es decir, ¢,c, = 1. Com9 los niimeros
¢, Y ¢y son enteros por condicion, en'onces o bien¢; = ¢; =
—1, o bien ¢ = ¢, = —1. En el imer caso a =b y en
el segundo a = —b.

4, Sea a = be. Si | ¢ | > 1, entonces, por cuanto |’b | >
> | a |, también | be |>|a|, lo que coqt,radicela hip6tesis.
Quiere decir que | ¢ | << 1, y como el nimero ¢ es entero por
condicién, ¢ = 0, por lo que también a = 0.

5. Evidentemente, de a = be se deduce que |a | =
= |b||c|yde|a|=]b]|]|c|, quea =>Dbcoa =_b(——r:),
ademds, los nimerose, —c v | ¢ | son enteros o no, simulta-
neamente.

. 6. En efecto, sean

”

a; = bey,
as = bey,
S Qi o
an = bey,

donde todos los niimeros ¢;, ¢y, ..., ¢, son enteros, Su-
mando por miembros estas igualdades obtenemos

G tag+ ...+ a,=blg+eat ...+ c).

Lo que se halla entre paréntesis es un namero entero,
quedando demostrado con ello justamente lo que se pedia,

8. La demostracion se efectia por el absurdo. Supenga-
mos que la cantidad de nimeros primos es finita, de modo
que todos ellos puedan ser escritos:

P1y P2y « + + Pn. (Demost. 1)

Designamos por £ al producto de todos estos nimeros y exa-
minamos la diferencia P — 1. Esta supera a cada uno de los
nimeros primos enumerados en la notacion (Demost. 1)
por lo que no puede ser nimero primo. De tal modo, ella es
divisible como minimo por un nidmero primo p,. Pero
incluso P lo es por py. Por consiguiente, a base del corolario
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del teorema 6, también 1: Pr, de donde p; =1, | .
contradice el hecho de que el numero pp sea primg (\véij_‘l
la pag. 24). o

La demostracion
de nimeros primos

IV a.n.e.).

9. Si los nimeros a y p son primos entre si, entop
¢l teorema queda demostrado. En caso contrario ambos :o:..es
divisibles por un mismo nimero, distinto de la unidad. éoﬂm
p es primo, tal nimero puede ser solamente p. Quiere der{o
que en este caso a i p Y esto es precisamente lo que se T’edi;r

10, Dividiendo con residuo M por m obtenemos .

M =mqg+ T,

donde 0 << r < m. Como M y m son divisibles por a y b
entonces, segin el corolario del teorema 6, también el niime-
ro r lo debera ser, con lo cual resulta miltiplo comin de
estos niimeros. Pero r < m y m es el minimo comiin miltiplo
positivo de @ y b. Quiere decir que 7 no puede ser positivo
de tal modo, r = 0. Por eso M : m. ‘
11. Acept{an.ms que los niimeros @ y b son primos entre si

y m es su minimo comin miltiplo. Como ab: a y ab : b
entonces, por el teorema anterior, ab: m. Sea ab = mki
Pqngamos que m = ac. Entonces ab = ack, es decir, b = ¢k,
asl‘;l_ue b: k. Exactarr_leute de igual manera podemos per-
ZE: m1r;1ius Ociec(égg .ta_m'nblén a: k. Dado que a y b son primos
e qltlle 2 =1;:;)c.|n. k =1, y esto quiere decir, precisa-
= %,2}' I;I.ag;me(istgzal minimo comin miltiplo de los nime-
por condicion ab : re[.lim precedente m — be. Prosiguiendo,
e ity : ¢, ademds, evidentemente, ab : b. Quiere
= bk dpie s mpltin o 5, s = ok 3
i j;lﬂamente i p%dli:.:ar por b, que a = ck, y esto
nﬁmsl:nlaz ?:31:::;‘8%01 se efectia por induccion segiin el
es trivial. SuPonga-moa iendo uno solo, entonces el teorema
ol o d: qufe el teorema fue demostrado pard
VRSNt n factores. Sea aya, . . - @plnt1i P
Sityyy i p, el il;ei;:'eil:n.aa" i B G
P i tegueda demostradq, en caso cor‘ntrnrw,
entonces, por lo anteriormzm- 9, son primos entre si. Pero
, A : p. Dado que A es un producte

expuesta de la infinidad del ;
fue hallada por Euclides (Enctgill'ign
siglo
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de n factores, uno de ellos, por consideraciones de induccion,
tiene que ser divisible por p. El teorema queda demostrado.

Corolario. Todo el quebrado representa un numero _entero,
es decir, su numerador es divisible por el denominador.
Consideremos al numerador producto de dos factores: p ¥

1.2...0—0=@—1

Ninguno de los factores del denominador del que_brado es
divisible por p. De ahi que, segin el teorema anterior, tam-
poco lo sea todo el denominador. Pero entonces, de acugrdo
al teorema 9, él y p son primos enire si. Por eso, debera ser
divisible por el denominador el segundo factor del numera-
dor. Llamando g al cociente de esta divisién, Ck = pgq
y lo exigido queda demostrado.

{14. Probemos al principio gque cualquier nimero diferente
de la unidad puede ser descopuesto en factores simples.
Supongamos que todos los nimeros menores de IV pueden
ser descompuestos asi. Si N es primo, entonces, 6l se des-
compone automéaticamente en producto de primos (compuesto
precisamente, de un solo factor, del propio nimero V) y
ol teorema queda demostrado. Sean ahora N compuesto, Ny
un divisor suyo, diferente tanto de él como de la unidad,
v N, el cociente de dividir N por N,. Entonces, N = N,V
y ademads, como es facil comprobar, 1 << Ny << N. Dado
que N, y N, son menores de N, entonces, por hipdtesis,
ellos pueden ser descompuestos en productos de factores
primos. Sean estas descomposiciones Ny =PpiPa---Pr Y
Ny = qa - - - Q- Entonces, pips . - - Pahda - - - g es la
descomposicion buscada del numero N. De tal modo, la
posibilidad de descomponer queda demostrada.

Pasamos a demostrar la unicidad de la descomposicion.
Ageptem:)\? que Is,n:, nos hayan dado dos descomposiciones del
niimero N en factores primos: - '
Evidentemente, i P (RS 5

PiPa - - - Pr = @ifa - - - Q1 (Demost. 2)

Como 44, . - . g, es divisible por p,, entonces, de acuerdo
al teorema anterior, al menos uno de los numeros de g
ay - - -, G serd divisible por p;. Aceplemos que g : };
(el l:qchu de que consideremos divisible por p; precisnmenté
al primer factor del segundo miembro de (Demost. 2) no es
ninguna hipotesis complementaria, ya que tenemos derecho
a cambiar de lugar los factores y designar por g, precisa-
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S . Dado que el pj

I que es divisible POI"PL) que el niimg
me:ste :i ;?:ean%onc"s' esto es .faouble solamente para Py :
?__1__ 1 Simplificando por Py la igualdad (Demost, 2), obtene.

mos
PaPs .« - Pn = ads - - - G (Demog, 3

[in forma andloga a la anterior nos convencemos de que yp,
de los niimeros de gay qgy + -+ 1 (por g;gmplo, fh)_ e8 divi.
sible por p; ¥, POT €80, Py = (a. Slmphf.ncando la igualdaq
(Demost. 3) por P, disminuimos la cantidad de factores g
sus miembros atn en una unidad. Tal proceso de simplifica-
ci6n, evidentemente, se puede prolongar hagsta que uno de
los productos quede completamente simplificado. Sea ¢l
primero en simplificarse el producto uh}cado en el primer
miembro de (Demost. 2). Bl producto ubicado en el segundo
miembro de (Demost. 2) también quedara integramente
simplificado, de lo confrario obtendriamos una igualdad
del tipo

1 =qyt1..-95

coga imposible, ya que la unidad no es divisible por ningin
nfimero primo. Con lo cual nosotros obtenemos también que

P1 =01y P2 = gy + + oy Pr = Qpe

El teorema queda enteramente demostrado,

15. Sean pfipza. .. pph y qbighe . . . B, respecliva-
mente, descomposiciones canonicas de los nfimeros a y b;
y d, un divisor comin de ellos. Si d == 1, serd divisible por
un nlimero primo p. Entonces, de acuerdo al teorema 3,
a:pyb i p,demanera que p se halla tanto entre los nlime-
08 Py, Pay « « s Pys COmMo entre 108 qy, qyy . . ., . Por eso,
entre los nfimeros primos que integran la descomposicion
candnica a habrd uno que integre la canénica b.

A la inversa, si a y b son primos entre sf y p integra la
descomposicién canénica q, entonces, b no serd divisible
por py p no integrard la descomposicion canénica b.

16. Necesidad, Como « ; pal=1,2, ... k),deb:a

obtenemos lo requerido mediante la simple referencia al
Leorema 2,

La suficiencia se demuestra por induceion, La divisibili-
dad b ¢ pit es una de las condiciones, Su pongamos estable-

cido ya por nosotros que
bipft ... Pt (1SI<K).

Ademds, disponemos de la divisibilidad &: pfly. Como
los niimeros p3* . . . pf' y piit , segun el teorema anterior,
son primos entre si, nosotros podemos emplear el corolario
del teorema 11, por el que

bipi* ... Pyip L
Asi, el paso inductivo queda fundamentado.
17. Necesidad. Pongamos que a : b. Del teorema 13 se
deduce que cada divisor primo b es un divisor primo de a.
De tal modo, b posee la forma

i) e p
pip%* ... ppx,

donde 0'<C f;, 0 < Bay . .., 0 << Pr. Supongamos que fi; >
= a,. Como

@y L
a Py P2 k
T

BB = pPi-anBa
pl'pg ...pﬁk Pt lpg ...pf':h

ol p;’;h P5Ye.. pER

es un nimero entero, el nimero del dltimo quebrado debera
ser divisible por el denominador y con mis razén por pfi-=,,
Pero entonces, segin el teorema 13, al menos uno de los ni-
meros pa, ..., Py, deberd ser divisible por p,, lo que no
puede ser. Quiere decir que f; < «;. Como para nosotros
es, indiferente la numeracion de los divisores primos de a,
hemos probado con ello que también fy < ey, . . ., Py << o,
La necesidad quedd establecida.

Para demostrar la suficiencia seialamos que si b tiene
la forma indicada, entonces

a=bp{i-Mpf-fr . p:h'ﬁh.

18, Lscribamos la descomposicion canénica de los nfi-
meros m y (t:

m=pf ... pin t=aft ... gbl.

Iiscojamos entre los primos py, ..., p, aquellos que
dividan ¢, o sea, que se hallen entre Qis s o 0. Para ser
precisos, aceplemos que py, ..., p, sean respectivamente
5-013190

R L E T L R - e B ke B
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g,. Pongamos entonces que

iguales @ quy « -
[ & — pZra1 &
mz_—:pil...p,' y my pr+1 "'p”n.
Segiin el teorema 15, (my, 1) = 1. Ademds, tomemgs
oimero natural k que no seria inferior a ninguna de las ro|,.

ciones
Gy r

Bl b

Esto significa que para i =1, .. o By >y, por
lo que, de acuerdo con el teorema 17, * & m,.

19. Necesidad. Sean
a=mg + 1
b= mgs + Ty

Como a y b son equirresiduales, r; = r,y. Esto significa que
a—b=m(g — q)

es decir, (@ — b) : m.
Suficiencia. Sea (¢ — b) ¢ m. Dividiendo a y b por m
obtenemos (Demost. 4) y (Demost. 5). Ademas,

a—b=m(g —g) +1r — 1

O<sn<m),
0O r, << m).

(Demost, 4)
(Demost. 5)

es decir,
(@—b)—m(g —gs) =r —Ta.
Segiin el teorema 6, (r;, —71y) i m. Pero |ry —ry | <<m.

O sea, que por el teorema 4, r; — 1, = 0 6 r; = 1y, y €slo
es precisamente lo que se pedfa.

20. De la condicién a base del teorema 16 tenemos

ay=b+mq,
ay = b, mq,, (Demost. 6)
an=by + Ty,

Sl_unando miembro a miembro estas igualdades, después
de simples transformaciones, obtenemos

(artidectr o o 0 — (bbb, -y vo - B,) =

=m(?1+92+-"+q")'

e —

67

que por el teorema 19 significa que precisamente las sumas
son equirresiduales. _ _

Para demostrar que los productos son equirresiduales
sefialamos la siguiente identidad:

(k -+ bm) (p + gm) = kp + (pg + Ip + lgm) m.

De ella se deduce que el producto de dos niimeros del género
a -+ bm resulta nuevamente un nimero del mismo género.
Por eso, razonando inductivamente, nos convencemos de
que el producto de cualquier cantidad de nimeros tipo
a -+ bm es un nimero de igual tipo.

Multiplicando término por término todas las igualdades
(Demost. 6) y aplicando al segundo miembro los razona-
mientos efectuados obtenemos

G185 - -« 8y = biby . . . b, + mt,

donde ¢ es un numero entero. De tal modo, el hecho de que
los productos son equirresiduales queda probado.

21. Necesidad. Si el algoritmo descripto es un criterio
de residuos equivalentes para la division por m, entonces,
para ella, también los nimeros 4 y b deberédn ser equirresi-
duales. En particular, esto serd asi si 4 = t* + b. Pero
esto significa que 4 — b = t* : m.

Suficiencia, En nuestras designaciones 4 — b = qi*,
es decir, los nimeros 4 y b son equirresiduales en la divi-
sion por m. Si t* i m, entonces para ésta, por el corolario
del teorema 17, ellos también son equirresiduales. Por eso,
en este caso, la sucesién 4,, A,, ..., construida con el
algoritmo, estd compuesta por nimeros que son equirresi-
duales en la divisién por m. Asi pues, el proceso de construc-
cién de dicha sucesién es criterio de equirresidualidad para
la divisién por m.

22. Necesidad. Si el algoritmo descripto es
criterio de equirresidualidad para la givisiézea]l)ﬁlrenr;eu;]l
mismo, enhpart.mular, también deber4 ser aplicable al nﬁ’me-
E‘:ml“iid;i ru:‘lla—*ldo: oﬁﬂgqul, {4(A) ), o 1a SR

eros ivisio
signsifica aue (1) 0 T y § (4), en la divisién por m,
uficiencia. Sea 4 > t*. Ento inici6
la functbn 0 desprend/a Zy nces, de la definicién de

A= f(A) =an (1) +Fa,( (P-0—q) 1
oo tag (th—1),

ﬁl
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P

i cada sumando (véase, por ejemplo, 'e] problemy o
* —1)am, tamhnex_x_A,—‘j (4) : myLa equirresidualjqyg
de los restantes términos de la sucesion (3.4) y tambig, de
sus términos, si ella comienza por el niimero 4 < g
desprende de su construccion.

93 Necesidad. En el caso de 4 = t* 4 4, |, equi-
rresidualidad de los nimeros A y f(4) =a —1 o |,
divisién por m, nos da (* + 1) m.

Suficiencia. En nuestro caso tenemos que para A >. s
A= () o, (BT .

s tay (1) (Demost. 7)
{aqui, el signo «mas» se halla en el término que corresponde
al coeficiente impar con & como exponente, y el «menosy, a]
coeficiente par). Segin los p. e) y f) del problema 22, la
expresién {*" + 1 para un r impar es divisible por t* | 1,
y la t*r — 1, para un r par, también es divisible por t* - 1.
Eso significa que si (t, + 1) ¢ m, en (Demost. 7) cada térmi-
no es divisible por m, contando desde la derecha, y, por
lo tanto, también lo es toda la diferencia A — f (4). Asi
pues, los nimeros 4 y f (4), en la divisién por m, resultan
equirresiduales. La equirresidualidad de los términos restan-
tes de la sucesion (3.4), asi como de los propios términos de
esta altima, si ella comienza por el niimero A4 < ¢*, se
desprende!directamente de su construccion.

24, La demostracion se efectiia en forma inductiva por a.
Para ¢ =1

@ —a=1—1=0,
y 0:p.
Supongamos que a? — a es divisible por p y demostremos
que (¢ +1)” — (a + 1) también es divisible por p. En efec-

to, descomponiendo (a + 1)? por la formula del binomio de
Newton tenemos

(@+4F —(a-+1)=a? 4 CraPt - ClaP2+ ...
-~':‘Cg’ia%-i—a—1=a”—a+0;ap-1+cgap—z+

5 -}-C’,;"a. (DemOSL. 8).
2% — a es divisible entre p por hipilesis. De acuerdo con el

ee—
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corolario del teorema 13, C% (1 <k << p — 1) igualmente
es divisible por p. Por consiguiente, entre p es divisible
cada sumando del segundo miembro de la relacion (De-
most. 8), de ahi que (teorema 6) también lo sea toda la
suma.

Hemos fundamentado el paso inductivo y demostrado
todo el teorema.

Corolario. Por el teorema de Fermat

a? —a=a(pr?®—1):p.
Si a, en este caso, no es divisible por p, segiin el teorema 13,
por p debera dividirse a?—! — 1.

25. Sean my = p¥ . . . p¥ y m, = qft . . . gBl. Por el
teorema 15 cada uno de los nlimeros p;, . .., py es diferente
de cada uno de los niimeros ¢;, . . ., q;. Quiere decir que la
descomposicién canénica mym, serd pi . . . pEigbt . gt
Por eso
9 (mym;) = p*~* (=D .. p=1X

X (P14 (g —1) ... gt~ (11— 1),
es decir,
¢ (myms) = @ (my) @ (my).
26. Demostremos al principio en forma deductiva segiin
@, que aP*"'P=D_1 es divisible por p*. Para o — 1 la
afirmacién demostrada, evidentemente, es corolario del teore-

ma de Fermat, cuya certeza ya fue establecida. De tal modo,
la base de la induccién queda demostrada.

Supongamos ahora que (a?*'*-V — 1) : p= v exami-

nemos la expresion aP*P-1)— 1. Nosotros deberemos de-
mostrar que ella es divisible por p**1, Pero

aP*@=-1)_q4i— (gr®*=1p-1yp_4
Dado que af’“-‘(" =D — 1, segiin hipotesis, es divisible
por p%, el ntmero aP%P=Yitiene la forma Np= -+ 1. Esto
significa que

ar (-1 —{ — (Npz4-4)F —1,
es decir, por la férmula del binomio,
ar*(p=1—{ — NP pp |- C;Nl'ﬂpu(p—l)_‘_ s

S +C§'1Np“+1—1.
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El primer sumando de la Gltima sumil e]s{3 divisible pop po+L
ya que lo es por P*% ¥ apc%a'j e de o,
siguientes sumandos p — 1 de e;’ s mim entra p con yy
exponente no inferior a &, y acemas, e coeficiente hiy,.
mial que, en vigor del corolario del teorema 13, es divisib]e
por p. Quiere decir que cadg uno de estos sumapdos tambigy
es divisible por p®*L. Por ltimo, la dl’ferencm 1—1<
puede ser suprimida. Por eso, segin el teorems 6,
(@*@-H—1) i patt, De tal modo queda analizado e] caso
en que el nimero m posee solamente un divisor primo,

Supongamos ahora que el teorema de Euler fue demostr,-
do para los indices m; y m,, siendo ellos primos entre gf
Demostremos este teorema para el indice m = mym,. Sj
luego admitimos que my = pf ... p¥t y m, = piki
entonces, con toda evidencia, nosotros obtenemos, pregilsm
mente, el paso inductivo indispensable para dar fin a la
demostracion del teorema. Asi, demostremos la afirmacion
enunciada.

Sean los nlimeros @ y m primos entre si. Entonces lo
seran, ademés, a y m,. Quiere decir que a®™2) y m, también
son primos entre si. Por eso, seglin hipotesis,

(a®tm2))em1) _ 4 — g@(m1)e(ms) 4 — g®(mima) 4 — g®(m) 4

es divisible por m;. Exactamente de igual manera nos con-
vencemos de que a®™ — 4 es divisible también por m,.
Pero como los niimeros m; y m, son primos entre si, a?™ —
— 1 es divisible ademds por su producto, o sea, por m. El

teorema de Euler queda demostrado.
27. Sean

k1=q)(m)QI+r1

=0 (m) g, + 1.
Entonces, : "

aﬁ, — G'P(m)ql'fl' == (am(m))q]ar.

A base de los teoremas de Euler y 20, q9(™91 a” es equi-
eresidual con @’ en la divisién por m. De modo anilogo 5@
el qu'fz en esta ‘dnflgmn son equirresiduales los HU"‘E'

2* ¥ . Bslo significa que también los niimeros ¢

k . 2

y “228 501_1; flqulrremduales en la division por m. »

(& y:) da emos al principio por lo menos una resolucion
208 |

¢ esta ecuacion. Evidentemente, para esto s sufi-
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ciente encontrar tal ntmero z' que (az' —c¢) i b. Por el
teorema de BEuler (a®® — 1) i b. Quiere decir que
(ca®® —c) i b y que el niimero ca®®-' se puede tomar
como &'. A

Sean ahora (z”, y") cualquier otra res'olucmn 'de le
ecuacion ax -+ by = c. Mostremos que los numeros z° y
son equirresiduales en la divisién por &. En efecto, aceptemos
que

az’ 4+ by' = ¢,
a:]:” + by" = aC=

Restando término por término la segunda igualdad de la
primera obtenemos

a(z’ —a") — by’ —y") =0,

de donde a (z' — z")¢ b. Como por condicién a y b son
primos entre si, segin el teorema 12 (z" — z"): b, y nos
queda citar el teorema 19.

De tal modo, todos los valores conocidos de =z se ha-
llan entre los niumeros

zy=ca®®)=-1 1 bt.
Pero (az; —¢) i b, asi que, suponiendo
—az;-L ¢ {—a%®

Y= B =c 5 —at,

obtenemos que todas las parejas de numeros z; e ¥; son
resoluciones de nuestra ecuacion.

29. Considerando que m y 10 son primos entre si, los
ntimeros 10z + b y (10a + b) 109™-1 segiin el teorema
15, resultan equidivisibles por m, Pero

(10a + b) 1091 — 40vm™ g 4 1091 b,

asi, de acuerdo a los teoremas de Euler y 20, 10a + b es
equidivisible por m con el nimero a + kb.




RESOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

1. 0 =a-0 para cualquier q.

2. a = 1.a, quiere decir que ¢ i 1.

3. Sea 1: a. Esto significa que para deterp;
ro ¢, 1 = ac, de donde se deduce que la| < 1. coﬂado entp.
e 10 ¢ #0),

4. Es suficiente tomar cualquier ¢ >~ 1 Y Doner j

9. En calidad de tal b se puede tomar, por Sfom
Sea en este caso que para determinado ¢ tambigy 21’0:, 2,
¢ i a. Asi, hallaremos tales d, y d, que 2q — i yca-.',; y
De aqui se deduce que 2¢ = d,d,a o, después de sh; 1;;.
car por a, que DALl

2 = dd,.

Pero para los enteros d, y d, tal igualdad solamente (5
factible cuando uno de estos ntiimeros es igual a 1 y el gir,
a 2. Si d; = 1, entonces ¢ — 2q — b; pero si d, — 1, en-
tonces ¢ =aq.

6. Las demostraciones no se diferencian en nada de las que se
hacen en :l caso de divisibilidad comn.

7. Sea n un nimero fijo mayor que la unidad. Supongamos que
a i b si hay un entero ¢ taliquea = be y ¢ < . La justeza de los (eo-

n
remas andlogos a los 1, 3 y 4 se comprueba sin dificultad. No obstante,
si admitimos que a = nb y b = ne, entoncesa i by b:ec. En estecuso

n 7! ’
a = n*cy, dado que n® > n, la divisibilidad a: ¢ no tiene lugar. A,

n
tampoco lo tiene (a - a) : b.
n
8. a) Sean a; y a, dos niimeros minimos. Por la dicotomis, Uui‘]'l‘:;
@y 2> a4, 0 bien a, > a,. Si a; > a,, entonces, debido a la peli_mz .
€ a; tenemos a; = a,. Si a, = a,, entonces, debido a la pequei

as, tomamos a; = a,. ’ T
b) Sean a un niimero determinado, b, y b, los dos ,nmcdta}gﬁc}cm
riores. Por la dicotomia, o bien by = b, 0 bien by = by Pa't;“ y como
aceplemos que by = b,. Nosolros tenemos que a = by = "i)'ien b=
el nimero b, es el inmediato anterior de e, o bien by = 10v Ja unici

== by. Pero por requisito b, == a; quiere decir que b; = b2}
dadTexigida queda demostrada. tal que b Z°
c) Se llama niimero inmediato posterior de a a uno b, A on e =
Ybta, ydeb=>¢ = a se deduce que o bien ¢ = b'liuqto pogwrlﬂf'
Upongamos que cierto @ no tiene un niimero inmec ‘g hallard U7
Esto significa que para cualquier a,, = a y diferente de ’; i Tomﬂ“’:j’]
@n41 diverso tanto de a,, como de a, tal que a,, 2 nd 15 cto se PU° l
0T UL a; = a arbitrario y distinto de a (en vigor d :

e
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hacer) y partiendo de él construyamos la sucesién infinita de niimeros

iversos
— a,;a,}---?ﬂn>ﬂn+l-”>a'
i i i i i 4°. Por consiguiente,
A existencia de esta sucesién contradice a E -
glan]:’:;%gl-i inmediato posterior existle. Apltmam)io lﬁ)d}fotomia se esta
unicidad, como se hizo en los puntos a) y b). = .
blec?.s‘-]l'_.a propiedad transitiva (3°), lo lhmlta'do del conjunto de niime-
ros (5°), la propiedad 4° y la existencia del niimero inmediato antehr_mr
(6°) siguen en vigor. La dicotomia )se sustituye por fricotomfa (o bien

b, 0 bien b > a, o hien a = b). .

5 >Lu propiedad reflexiva (1°) resulta incorrecta, ya que a > a
nunca es cierto. o .

Por fin, lo que concierne a la afirmacién 2° formalmente sigue en
vigor (aunque, pudiera ser, que también nos parezca un tanto paradé-
jico). . -

: )En efecto, rigurosamente hablando, esta afirmacién en nuestro
caso se formula asi: para los niimeros naturales cualesquiera a y &,
dea>byb > asededuce que a = b.

Supongamos que esta enunciacién no es cierta. Entonces hallare-
mos tales niimeros naturales @ y b que al mismo tiempo a > b, b > a
¥y a==b, cosa imposible. La contradiccién obtenida demuestra que
nuestra afirmacién es correcta.

0. Admitamos un conjunto ordenado por la relacién &, poseedora
de las propiedades 1°—7°. Como va fuera establecido. el conjunto tiene
un elemento minimo. Llamémoslo @,. De los resultados del problema 8
se deduce que cada elemento tiene su inmediato posterior. Designemos
por a; el elemento que es inmediato posterior de @y, POr a, el que es in-
mediato posterior de a;, etc. Como resultado obtenemos la sucesién

(ks RS, o (R.1)
dnf]ild(‘. paratcualqliier 7, anyq & a,. Del hecho
rellexiva y transitiva se desprende que i

R T sl ) que a; & ajzinica y exclusivamente

los objetos examinados i

el e nmu(;,r 23:“1?030',1'09. Esto se logra por induccién con
Supongamos que b, no

mos como primer paso de nuestro raz

tencién de este b,,. Aceptemos haber efec

de los cuales hemos obtenido determinado elemento

by = ag, consideraremos terminado n

< u

si b,y 5= a, entonces, el elemento b,y tiene uan
que para nosotros sers priecisnmcnte. b, En conel

sucesion  de elementos ( Versos
bos_b,'s-b,&...&b,,s-...'l‘

A base de 4° esta suces
Por el mismo principio de g

n=1*

estro proceso;! Tpero
inmediato anterior,
usién, ohtenemos la

tér!nino iltimo. Pero
ede ser sola-
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P
. iomifica que by pertenece a la sucesién (R4 ,
uriﬁliléleu::fasggétesi?' Por consiguiente, la sucesién (R')”pt'(:.:t?sm
£0l0s los objetos examinados por mosotros. e
to 0-1’ Sea a cierto nimero. Cualquier sucesion de niimergs dive
ag = G- Oy, Ogy + - 1 L para los cuales g

Bt mE G B £, (R2)

es minimo, en el sentido de la ordenacién &, serg T
mz anteriores de ay; el niimero n se llama Jongitud de esta (-a(r[‘:fn?la
Mostremos al principlo que para !as condiciones que nosnlrosif-
impusimos a la ordenacion £, cada nimero concreto no puede tener
cm‘iquier cantidad de cadenas largas de anteriores.

En efecto, sea a determinado niimero y by, by, ... by, sus inme.
diatos anteriores. I

Si a, no es inmediato anterior de a,, a base de 9° podemos colocar

lnu?i'ena (R.2) un namero que sea inmediato anterior de a. Por 50, sj
hay cadenas de anteriores de a tan largas como se quiera, deberin existir
también tales cadenas de anteriores tan largas como se quiera que co-
miencen desde los nimeros inmediatos anteriores de . En adelante
vamos a examinar solamente tales cadenas.

Cada cadena de anteriores de a es més larga exactamente en una
unidad que cierta cadena de anteriores de uno de los niimeros inmedia-
tos anteriores. Si cada uno de ellos tuvieran cadenas de anteriores de
longitnd limitada, entonces el propio @ no podria tener cadenas de
anterioresTtan largas como se quiera.

. Quiere decir que para nuestra hipétesis, por lo menos uno de los
nimeros anteriores innlljediat.os desl a, posee cadenas de anlterioges taln
coma se quiera. Designémoslo por’ repitamos, aplicando a él,
mhs razonamientos acabatggs eyhager. Esto I1:)ur)sai da cierto
niumero a,, anterior inmediato de a, que tiene cadenas de anteriores tan
largas como se quiera. Repitiendo este proceso llegamos a la sucesién

Gy 58 & Gy E ...,

a cual, en vigor de 4°, tarde o temprano deberé cortarse. Esto signi-
fica que la sucesién va a tener tal término, al cual nuestros razona-
mientos ya no serin aplicables. Pero la aplicabilidad de los razona-

mientos 4 cada término subsiguiente de la sucesién ya fue establecida
Por mosotros. La contradiceion obtenida muestra que ning(in nimero
posee cadenas de anteriores tan largas como se quiera.

Por te, para cada nfimero a se puede elegir entre 5u5
sﬂ?ﬁm de anteriores la més larga. Deslgnemogusu longitud por 1(e)-
= (:"u‘i"’ de b es 4, entonces, evidentemente, n (b) =
- snl—i.!l’mtodoulosnminimoan(a)=0. ‘ -
B (n) el + or fin, un enunciado dependiente de a. Designemos 'ios
chales. entunciado: ¢4 (a) es cierta para todos los niimeros 2, Para il
prine 2 (a) = m. Entonces, como es facil de ver, la formulacion )
eoinc??: de induccién en 1a nueya forma para las afirmaciones 4 (as
o it formulacién en 1a forma vieja para las afirmacion®

ngz’;,fm cuales fueran los nitmerog pares a y b, existen taleg
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a=bg+r (O<r<2b).

Estos niimeros ¢ ¥ r son 1nicos.
Demostracion. Dividimos residualmente a por 2b, de la manera

habitual:

a=2bg+r (0<<r < 2b). (R.3)
En este caso g y r son determinados univocamente. De la paridad de a
y 2bq se desprende la paridad de la diferencia de ellos, es decir, del
niimero r. Nos queda, colocando que 2¢g = ¢, volver a escribir (R.3),
en la forma

a=gb+r ((0<r<2b)

y observar que ambos niimeros g ¥ r son pares y se determinan de un
solo modo. i, ; .
13. Seap el minimo divisor primo del nimero a. De

acd se deduce que a = pb. Cualquier divisor primo g del
nimero b es también, al mismo tiempo, divisor de a. Por
eso, == p, o sea, también b > p, asi, a > p*, y, por fin,
p< Va. :

14. Sea p,, Py, ..., Py la relacion completa de todos los
niimeros primos que entran, al menos, en una de las des-
composiciones candnicas de a y b. Pongamos que

a=pips* ... Bk,
?‘pg' s pf:k.
(i?i a no es divisible por p;, entonces &; = 0; si b no esdivi-
sible por p;, entonces B; = 0.) Sea y; el mayor de losniime-
rosdea; yP; parai =1, 2, ..., k, vy 8; el menor de ellos.

Entonces, a hase del teorema 17, el miximo comfin divi-
sor dea y b es p pb: ...p%, y su minimo comiin mil-
tiplo,

b=p

p.:l p:z ...pzh.
15. Como se deduce del teorema 7, cada divisor del niimero a,
con descomposicién canénica pPip%2 . . . pik, deberd adoplar la for-
ma P?', P pg", donde f; toma los valores o +1: 0,1, 2, .. ., s

Pg, los valores o, + 1, ete. Ya que son posibles cualesquiera combina-
ciones de estos valores y ellas nos dan todos los divisores de a, apare-
ciendo cada uno una sola vez (si cualquier divisor serepitiera varias
veces, significaria que él tiene varias descomposiciones ca nonicas),
el niimero de tales divisores a es igual a

(4 1) (@g+1) o oo (o +1).
16. Admitamos que la descomposicién canbnica de a sea p{1p%?
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e

e Evidentemente, podemos poner que p,= 2,
oy = 1- Prosiguiendo, obtenemos:

(2 + 1) (a@s+1) ... (@p+1) =14,

de donde k = 2, %1 + { =T7ya,+ 1= 2. De tal modo, ¢ — 2,
= 192.
17. Nosotros tenemos:
z (@9 = 7 (PF*1p3™) = (23 + 1) (2, + 1) = 3y,

asi que (2, + 1) (22, + 1) es _l_n descomgoqici(m del nimer, 84

en dos factores. Como la_numeramfm de los leISC:I‘OS. simples do 4 de

gcnde de nosotros, limitémonos allexamen de las signientes Posibilidy.
es:

O
1’)"3}’112__:3‘

3 =

+1=1, 203+ 1=381;
Zz;‘,-H:s, 9%y + 1 = 27;
%, +1=9, 22,+1=29

En el primero de estos casos o, = 0, lo que contradice a la sup.
sicién de que el niimero «; es positivo. En los restantes,

13;
4.

=

-

|
=
I

)
[

Quiere decir que, o hien
T (@) =7 (P} p3*?) =7 (pip5") = (3-+1) (39+1) =160,
o bien,
t(a’)='r(pg“‘pg“‘-‘s'r(p}2p52)=13-13=169.

18. Sea pP'p%* . . . p¥* la descomposicion candnica del niimero .
La condicién del problema nos da

PUp5? - - - PP =2(a;+1) (@2 +1) --- (1),

[}
L Y (R.5)
o +1 a,+1 k-1
Sefialamos que
2 ot S 2 (=4,
o e e = R
3t i
= 2),
1< <2<zm (e =2)
g<i (p=5, o =>1).
Zii prado 00 €8 infe-
Por eso, en el primer miembro de (R.5) cada quebrad ] primér
rior a uno Y mmpm;e, gin_gu]_]o mayor que dos. O sea, el elp

7

miembro de (R.5) @nicamente pueden haber quebrados del siguiente
conjunto:

21 22 28 3t
1417 2417 3417 1417
ademés, su producto es 2. Pero esto olo ocurre en dos circunstancias:
cuando en el primer miembro de (R.5) se halla solamente un quebrado,
93 2

2
TT1 o dos, 2_{-1'3" T4 Ambos casos corresponden a las dos

respuestas del problema: 8 y 12.
19. Escribamos la descomposicién candnica del nfimero a:
a = p{. .. pE*
Entonces,|

2
Al =i, peal

y de acuerdo con (R.4) (problema 15)

T(a?)  (20341)...(2cx+1)

T (2) (£ 4-1) ... (e +-1) °
Es facil ver que cada quebrado (2c:; + 1)/(z; + 1) crece (a’proxi.mzin-
dose a 2) con el aumento de z;, de modo que el minimo valor de este

ﬁuebrado serd aleanzado cuando o; = 1 y constituird 3/2. Esto quiere
ecir que

fo=(3)

Estd claro que siendo k suficientemente grande, (3/2)k > K. Para
esto basta con tomar

log K

log 3/2°

Por ejemplo, cuando K = 100, es suficiente tomar k = 2/0,18 =
= 11,1; como k tiene que ser entero, podemos tomar k = 12.

20. Para la division par, los teoremas anilogos a los 11—14 dejan
de ser ciertos. En efecto, los niimeros 30 y 42 son primos en paridad.
El minimo par miltiplo es 420, y el producto, 12&.

Prosiguiendo, 60 = 6-10 es divisible en paridad por el nimero 30
primo en paridad; 6 y 30 son primos en paridad entre sf, y 10 no es
divisible en paridad por 30.

Por iltimo, 60 = 6-10 = 30-2 son dos descomposiciones distin-
tas del niimero 60 en factores primos en paridad.

21, a) 116 es equirresidual con 4, y 17 con 1, en la divi-
sién por 8. Quiere decir que A lo es con 5% = (5%)19. 5,
Pero en esta division, 5 = 25 es equirresidual con la uni-
dad. Por consiguiente, en la division por 8, 4 nos da el
residuo 5.

b) 14 es equirresidual con —3 en la division por 17.
Por eso A es equirresidual con (—3)%% = 326 — (3%)88.3,

k>




78
sustituir por 10 : 108°.3 — 102\e2
pero 3° 10 P"f{;ﬁ“f; equirresidual con el nimero E_z‘) v ;‘4
x 30. Luti.lgol’a division por 17. Quiere gd&cu- que 4 es'gq <
con.—‘Ll ion _92)12.30 = 242.39 = (29) -4-3.0 = (-ﬁi)lﬂx
rresidua 120. Pero el iltimo numero al ser divididg por {7

X 4‘30 o h 1
da como res:duoel residuo de dividir n por 6. Ent

Sea 1t : Onces 5,
ize. tz)mar los1 valores 0, 1, 2, 3, 4, y 5, mienfras 3
pe uirresidual con 7° - 11r en la divisién pop 6

a-sgnidi:gos probar la divisibilidad por 6 de los Ntimeroq

108 y 180. Todos ellos son divisibles po, ¢
0, ié;rg%b?g;er el éisxpo resultado tamhiéq es pos{bllze fll{l?-l
lizar consideraciones mas pgrtmulares. El numero n® + 4,
es equirresidual con slirs ] '1@n_’—' 12n = ndie i
— (m—1)n-(n+1) en la division por 6. Pero de Jo
tres nimeros enteros sSucesivos n — 1, ny n 41, uno g
menos es par (vale decir, es d1v1.51h1.e_por 2) Y uno es divi-
sible por 3 con exactitud. Esto significa (segiin el’ corolario
del teorema 11) que el producto de estos tres nimeros e

divisible por 6. A propésito, hacemos notar que
—é-(nﬂi)n(n+i)=cv31+1-

b) Para n > 2 (empleando la férmula del binomio):
By (S e E M o — . —
_gn_3-lgt 4 .. + 32CRt 4+ 3Cn 414
4450 — 41 =9 (33 4 3-3CL + . . . + Cx~)+18n,
y ambos sumandos evidentemente, son divisilhles gnig
Para n = 1 nuestra expresion es igual a 4' -+ 15
15 -
¢) La demostracién se efectia por induccion.
Paran = 0

1030— {1 =10 —1 =9 ¥y 3042 — 0,
Sea que ahora tiene lugar la divisibilidad
(108?‘ = 1) : gni2
Entonces, e,
1074 — | = (107 — 13 = (103"— 1) (10**"+17
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ipotesis de induccién el primer factor del segl_mdo
mierr;lo}:l;rzl 1gs.:)fieisvisible por 32, Podemos sustituir los dieces
del segundo factor por las unidades que en la division por 3
son equirresiduales con ellos; el namero 3 ohtemdo_mt.mstra
que el segundo factor es divisible por 3. Por (i?n;ilgul_ente,
todo el producto es divisible por 33 = 3(*D*%, siendo

esto precisamente lo que se pedia. :
d) a® evidentemente es equirresidual con « —1 en la

divisién por @ — @ + 1. Quiere decir que a®**** - (a—1)"**
es equirresidual con
a2n+i _|_ (an)n-l-z: a?.nﬂ + g2nte — g2nti (1 = as) —

=a?** (14-a) (1 —a+a?),

siendo justamente lo que se exigia.

e) pt — 1) =@ —1) @"r+n"2+...4+n+1).
f) (n¥* 4 4) =(n + 1) @ — n*-1 ... — nt1).

23. Sea ~ una relacién equivalente en el conjunto de nimeros.
Tomamos el nimero arbitrario ¢ y examinamos todos los numeros que
le son equivalentes. Como la relacién ~ es transitiva todos ellos son
equivalentes entre si. Designemos por K la clase de todos estos niime-
ros.

Estudiemos ahora el nimero arbitrario & no perteneciente a K.
Si fuera b ~ ¢, donde c es cierto niimero de K, entonces también seria
b ~ a, lo que es imposible J)or la eleccién de b. Quiere decir que nin-
guno de los niimeros ubicados fuera de K son equivalentes a ninguno
de los que estan en K. Por consiguiente, K es la clase de equivalencia
que contiene a.

_Dado que el nimero @ fue tomado por nosotros absolutamente arbi-
trario, los razonamientos efectuados muestran que cada nimero per-
;t;x:lei:;e a cierta clase de equivalencia. Esto es lo que, precisamente, se

24. No cabe duda que entre los niimeros 0,1, ..., m habrin dos
pertenecientes a una misma clase. Sean ellos k ¥ I: k ~ I. Hablando
en general, tales parejas de nimeros de una misma clase pueden in-
cluso resultar varias, Elijamos aquella para la cual la magnitud | & — /|
sea maxima. Dado que —! ~ —/, por condicién obtenemos

k—l~1—1=0.
Luego, nosotros hallamos que tambidn para cualquier n entero
- nk—10 ~0.
Por fin, para cualquier r
n (k —_ ‘) + T ~ Yis

es decir, de ¢ = b (méd. k — l) se deduce que a ~ b. De tal manera

los tipos de relacién ~ contienen fnte
cegumERLs SoiAclin ~ gramente a las clases de restos con
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Para que hubiera m clases de ~ equivalentes pg NEeras.:
una de ellas -:unu:ngg no mas de un tipo de restos ¥ qutu}_u Que Cagy
25. a) Ambos miembros de la tongruencia y e o N il
sibles por un mismo nimero (se sobreentiende, diferente g U divi.
En efecto, ¢ Cero)

ad = bd (méd. md)
significa que
ad —bd = (@ — b) d i md,
es decir, (@ — &) im, de donde a = b (mdqg. m).
E b) Ambos miembros de la congruencia pueden ser dividig
\ un numero primo con el médule, 40s por

Electivamente, si d y m son primos entre s, e
rema 12, de

nlonces, por el teg.

ad == bd (mdd. m),
es decir, de (a — b)dim, se deduce que a— b im,
mente se requeria.
26. Supongamos que

Tas ket 1 ke am Iz (mod. p).

Esto significa que (I —kaip. Por cuanto e no es divisj
I—kip. Lo cual tampoco pueg ser, ya que 0 << I _s k Ls;t.ﬂe g
27. Necesidad. Sea el nimero p primo. Tomemos 0 < g <,
Entre los numeros ¢, 2, .. ., (p — 1) ¢ se hallari exactamente uno
que al ser dividido POr p nos de como residuo la unidad. Aceptemos
que tal ndmero sea gg:

10 que Precisa-

g =1 (méd. p). (R.6)
Por otro lado, entre los niimeros g, 27, . . ., (p — 1) 7 también puede
existir sélo uno que al ser dividido Por p nos dé como residuo la unidad.
Este, segiin fuera establecido, es gq.

Aclaremos en qué casosg = g. En todos estos casos la congruencia
(28) se anota asi:

q’zl (mf»d.p),
o lo que es lo mismo,

¢ —1=0 (méd. p).
Eﬂoﬂgnﬂm' ifica que

F—1=(+1) (g—1):p.

En vista de que el nimero es primo, re!teoremai?.deberéserti
bien (g + 1)  p, ¢ bien (g —pl):'p. Comnpoqse halla entre c,erod}' ‘;’a:a
primer caso es posible ;epamq=p—i,yelseg“”.°'mjeﬂ,
d s . De tal'modo, para p = 2 y p = 3 siempre seri ¢ = ¢ 2]
Para p > 5, solamente en Ins casos cuan oq=1”'sfgp..-1
conslgiiente, para = 5, todos los nimeros restantes = 'y,
puede; urnl&aenpm(p—-&fz tales, qU® ©,.0; didos

% componentes de cada uno de ellos, al ser ¢!
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r p, dejen como residuo 1. Anotemos la congruencia del tipo (R.6)
g:rapel lotal de dichos pares, agregando a esta lista la congruencia

p—1i=p—1 (wédp),

y volvemos a multiplicar miembro a miembro todos los (p — 1)/2
obtenidos de las congruencias. . . .

Como resultado de esta multiplicacién, en el primer miembro se
obtiene el producto de todos los niimeros desde 2 hasta p — 1, y en
el segundo, p — 1:

23 ...(p—1)=p—1 (méd. p),
o bien
1:2.3 ..o (p—1) +1=0 (méd. p).
La tltima congruencia significa que
[1-2000 s (p = 1)t-413p,

¥y eslo es precisamente lo que se exigia.

Quedan por verificar,los casos cuando p = 2 ¥y p = 3. Pero para
ellos, evidentemente, (1 +1):2 y (2 + 1) : 3.

Suliciencia. Siel nimero p no es primo podrd ser descompuesto
en el producto de dos factores menores: P = piPs.

Si p; = p,, entonces, p; y Pg entran también como factores en el
producto 1-2 ... (p — 1) haciéndolo divisible Por p;ps, es decir,
por p. Aceptemos ahora que py = py = ¢. Entonces p = ¢* (o sea,
p es el cuadrado de un niumero Primo). Si g > 2 entonces p > 29y
en el producto 1-2 ... (p — 1) entran los factores g y 2¢, de modo
que queda divisible por g%, es decir, por p- En ambos casos 1-2 . . .
- - - (p — 1) 4 1 no puede ser divisible Por p. Para finalizar, si p — 4,
entonces 1-2-3 — 1 = 5, y por 4 no es divisible.

28. TEOREMA. Seq m=p%1p%2 | PE* la descomposicién cansnica
de m. Entonces, a fin de que los nimeros A Y B sean equirresiduales en la
division por m, es necesario Y suficiente que ellos lo sean en la divisién por
PYL, por pZ2, ..., por pFh.

. Demostracion. Necesidad. La equirresidualidad de 4 y B en la
divisién por m significa que (A — B) :m. Ademids, (4 — B): J (=
=1, ..., k) y los niimeros 4 ¥ B resultan equirresiduales en la divi-
sién por todos los p%i-

Suficiencia. Sean los niimeros 4 ¥ B equirresiduales en la division
Por cada uno de los p%. Designemos por r; al residuo de la divisién de
AyByporpil(i=1,2, ... 8. Esto significa que

A =r (méd. pf’}.

Supongamos que en adelante ol
m
o, =mi, =1, ..., k,
Py
$=0i3i0

gr




82

e —

By s el médulo ¥y ambos miembros de |y .
; multipliquemos ¢l ¥ " Soug

l‘Uuncih
R.7) por mi: :
: Ami = myry (méd. m).
Symando miembro a miembro todas estas congruencias, Biagen
: > 4
A(my +mat - T my) = :
myry + maTy o F omare (méd. ), (R.8)
Como A y 8 son equirresiduales en la divisién por p*t a2
29 aia iy
p:*, obtenemos también
B ~7—ma.-...j:-nah)£ :

- : myy T - - - T maTh (moéd. m), (R9)
Restando miembro a miembro la congruencia (R.9) go la (5
resulta

(A— B((my + my + . ..+ mxra) =0 (méd. m),
es decir, (4 — B) (m, ;+ Mg .+ cied my) =m.
Pero la suma my + mg + ...+

My ¥ m sOn primos entre s,
En efecto, si ella tuviera con m un divisor comin primo P €l integraria

la descomposicién candnica de m, o sea, tendria la forma pi- Pero
entonces seria divisible por él tanto toda la suma como cada uno de
los sumandos, a excepcion de uno, el m;, cosa imposible.

Ahora se puede aplicar el teorema 12, por el que (A —B)im,
es decir, los numeros 4 y B son equirresiduales en la divisién por m.

29. a) Anotamos sistematicamente todas las igualdades que des-
criben las divisiones residuales que constituyen la aplicacién del algo-
ritmo de Euclides a los nimeros a y b:

a=bgy+ry,
b=rg,tT1,,
ri=Trega T3 (R.10)

rn_,=rn_19n-1+ T™n, I
Tn—1=Tnqn- ) |
tenemos que r,_;ir,. Junto conr,_g = rpyfn-1Tm
esto ‘:::0;“ ?]ue o ‘;rT.] Avanzando de modo analogo poruilf.;s:ile;m
de igualdades (B.ié). hacia arriba nosotros O'hle([;emos'bp
@iry ybir,. O sea, quer, esun divisor comun de c::g'nt; — b tn
Sea d cualquier divisor comiin de a y b. Junto ¢  Ldades (RA0)
esto nos da que ry :d. Avanzando por el sistema de igu £ 2. ryity s
hacia abajo, nosotros obtendremos sucesivamente ?ulflg; divi
-« + Ty i d. Quiere decir que r,, es divisible por C“a,g Jivisor: ;
de a y b, siendo por ello mismo su mdzimo E""’E oniendo Ao = !
b) La demostracion se efectiia por induccién. Sup:

rg:th °,
S0T comun
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By =1, A; = 1, By = —g,, nosolres tenemos ry = b = ad, + bB,
yorl = ad, -+ bB;. Sean ahora

Th-1 = A6 + Byyb,
Iy = Aka + Bhb.
Pero, entonces,
Tkt = Tt — Tipt1 = (Ap—1 — dn+1dz) @+
h+1 Fre=1 tTh+ L (Bh_l 2y qk+lBh) 5
Y a nosolros nos queda poner
Ap-y — Gpgady = Apga,
By — Gp4aBy = Bpyq-
A, ¥ By resultan los nimeros A y B buscados.

#0. Si by ¢ son primos entre si, entonces, por lo expuesto anterior-
mente s¢ pueden hallar tales enteros B y € que

bB - cC =1
o, después de multiplicar por a,
abB + acC = a;
ab : ¢ por condicion; ac : ¢ de manera evidente; o sea, también aie.

31. Limitémonos a examinar el criterio de residuos
equivalentes al dividir por 8.

Presentemos el nimero natural arbitrario 4 en la forma
10002 + b, donde 0 << b < 1000 (es decir, b es el ntimero
trinario con el que termina 4) y

f(4)=
b, si A>1000,

=4 al residuo de la divisién de A por 8, si 8T A< 1000,
indeterminada,

Ssi A<<8.
g2, Limit_émonos a examinar el criterio de equirresidua-
h.d’ad, en el sistema duodecimal de numeracion, para la divi-
sion por 18. v~
Sea 4

b, dond -
<< 144 (9 sea, en el sistema duo dec'+ onde 0 << b,<

f n la que Lermina el nam
en este sistema), y e

f(4)=

bI . . Sl a>144,
=4 4l residuo de la divisign de A por 18, si 18<C A < 144
indeterminada i ’
g : S1 A <18,

i —
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ificacion de que el proceslo de construccig de |y
a verific b ¥ <Ol de |
La v £ () 11 (4)], . .. realmente es un crigey, T
sucesion 24, 4. fectia de manera estindar.

s resi idad, se € S e
equ}ge%‘f}ﬁslaque’lios m cuya descomposicion canénicy yj,.
aspecto 0 L ; : :
nel;} Lg‘s condiciones a) y b) se cumplen automdicy.

anto 10 y 1 son equirresiduales en la divigj;

men%e. Lt;?;bcién lo deberdn ser los numeros 4 y f (). 1]‘::\
}J{?}I‘ el' hecho de que para A > 3, f (4) < A, se establece ¢,

"caleulo sencillo. :
= .5?.58 c:) f (858 773) — 38; f(38) = “L .f (11) = 2.

) i (D) = Lhhboh =17 776; f (47 776) = 28; f (28) =
—10:; f (10) = 1. ‘ T

132} f}E(ll c)riterio de residuos equivalentes al dividir por 9
es an;’xlogo al ya examinado de residuos equivalentes gzl
dividir por 3. e W . :

A fin de obtener el criterio dg residuos equivalentes al
dividir por 11 presentamos el namero A en la forma

1020, 4 10272, _; + . . . + 10%; + ay,

donde 0 < a; << 100. Evidentemente, tal exposicion con-
cuerda con la division de un nimero en «grupos» binarios
(de derecha a izquierda). Sea

f(4)=
a+a+...+ay, si A=100,
_ { al residuo de la divisién de A por 11, si 11<<A <100,

indeterminada, si A< 11.
Nos queda seiialar que en la divisién por 11 los nﬁmm};ﬂ
A y f(A) verdaderamente son equirresiduales y, ademas
FlA) <A o
Otro criterio de residuos equivalentes al dividir Pof
11 se obtiene presentando el nimero A en la forma

A =10, + 102, ; + ...+ 10a; + &

00
y valiéndonos de la equirresidualidad de 10 con —1¥ de -
ual €0

con 1 en la divisién por 11. Por eso A es equirresl
el nimero a, — a, + a, =g HE s o g HE ay, y 1 for
del respectivo criterio de residuos equivalentes
dificultad.

85

Por fin, dividiendo el namero A en «grupos» Lrinarios,
podemos presentarlo en la forma

1037q, + 103™3a, ; + . . - 4 10%a, + ag

' : irresidual con la suma
1000). Entonces, A es equirrest

c(zo f ?1; i ol es )+ a, en la divisiéon por I ccin :]qu;gﬁ}lz
d?a signo variable a, — a; + @y — .. .k a, enladl
por 7, 11 y 13.

37. Como ejemplo ex:
sidualidad para la divisién por 8,
numeraciéon. Presentamos para es

e e e S S e a,3% + a,,donde 0 < a; < 9.
Aqui, a; es la esencia del grupo binario en que se fracciona

al namero 4, contando de derecha a izquierda.
Nos queda suponer que

@g+ayt...+Fa,, si A=9,
f(A)={

lo examinemos el criterio de equirre-
en el sistema ternario de
to un A arbitrario:

0, si A=28,

indeterminada, SiA'=8

y efectuar los razonamientos estandar.

38. En el sistema de numeraciéon de base 6 o compuesto
de 6 guarismos: & (B = 1), 7 (k = 2), 43 (k = 3);

En el sistema de numeracion septenario: 2, 3, 6 (k = 1)z
4By 425465 240 (kv=12)" 1TANII=3);

En el sistema de numeracién de base 9 o compuesto de 9
guarismos: 2, 4, 8 (k = 1); 5, 10, 20, 40 (k = 2); 7, 13,
14, 26, eto (k= 3);

En e_l sistema de numeracién de base 13 o compuesto de
13 guarismos: ?, 3ydy, 6 (B =1); 7,044, 21, etc. (l—=s2)"
~ 39. En el sistema de numeracion ternario: 2, 4 (k= 1);
8, 1].5, 214 (k= 2):;1 13, 26 (k = 3); 41 (k = 4);

n el sistema de numeracién quinario: 2, 3, 6 (& = 1)

8, }32, 214 (k = 2); 31 (k = 3); ( b
n el sistema de numeracig i 5 .

(k=1). 5113 asy; racion octonario u octéneo: 3,9

n el sistema de num i6 i 2 = 1):

100 (k= 25 7o 14, 15 1 :8153)(‘:1011 decimal 11 (k = 1);

40. Si los nimeros a v b son equirresiduales, entonces

(@ — b) : m. Por eso, en vicop )
L= . : igor del teorema 6, a v b son
divisibles por m simultaneamente, ik i

. e —
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4 y 5 son %equidi\’isiblcs pero no equirresidug|o
ivision por o.
dwf;?lsulpmlgﬂ"ms quo_d@ [a c(]mdl\r%m‘hil’i(l;ul POr m <o
deduzea la Bqllil'msmlml,'dm‘ RALS h.‘ (.h.“‘“““” POT m. T,
significa que todos los numeros no divisibles por m (e
ol mismo residuo al ser divididos por él. Quicre decir g,
este residuo deberd ser igual a uno, asi que m = 9 L

42. La relacion de equidivisibilidad por m, evid
mente, es reflexiva (cualquier nimero es equidivisib|, Con-
sigo mismo al ser divisible por m), simétrica (si g es equi-
divisible con b, entonces, b lo es con a) y transitivy (si
a es equidivisible con b y b con ¢, entonces, a lo es l‘umhiﬁl..
con ¢).

Por consiguiente, ésta es precisamente la relacioy do
equivalencia, Aqui todos los ntimeros divisiblos por
pertenecen a una clase y los que no, a otra.

43. Bs [dcil comprobar que cuando m > 2 la equidivisi-
bilidad de las sumas no se deduce de la de los sumandos,

Para que la equidivisibilidad de los produclos se des-
prenda de la de sus factores es necesario y suficiente que el
niimero m sea primo.

En efecto, si uno de los productos es¥divisible por p
primo, entonces, segiin el teorema 13, al menos uno de sus
factores deberd ser divisible por él. Ademds, por p se divide
un factor de otro producto que le es equidivisible y también,
por lo tanto, todo el producto. Pero si un produclo no os
divisible por p, el otro tampoco lo”serd (de lo contrario,
a base de lo que acabamos de establecer, también el primer
producto seria divisible por p).

Alainversa, si el niimero p es compuesto,tos productos de
fncpo_res equidivisibles pueden no ser ya equidivisibles. Iis
suficiente poner p = p,p, (pr =1, py 5= 1). Entonces, los
ntmeros 4y p,, asi como los ntimeros 1 y p, serdn equidivi
sibles por p, mientras que log productos 1-1 y py-pas eVi-
dentemente, no. i

44. Corolario inmediato del problema 36. ,
dud?;).]e]?l cumplimiento de las condiciones a) y b) os in-
Persls?pdﬂ-quzlg!‘gena,_ b > 0, no cabe duda que / (l/'l )-(f(]/l:l.‘
10,80 oumpla "-E 0y enl:onces, est'a_ desigualdad puede § g

etill este caso, el médulo | @ — 2b | aleanzd ¢

valor méximo cuando a = 0 y p = 9 y es igual a 18. For

S on Iil

I‘:Hln
ndedy,

enle-

m

e e e e e PR LT
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consiguiente, para 4 > 19, f (4) << A. La justeza de esta
desigualdad para valores menores se asegura determinando
la funcion f.

Por fin, 10a ;- b es equidivisible con 50a :}— 5b en la
division por 7 (ya que 5 y 7 son primos entre si) y, por lo
tanto, con 50a -+ H5b — 7 (Ta + b) = a — 2b.

46. El numero 15, al ser dividido por 7, da 1 como resi-
duo, y 1 — 2.5 = —9, da 5.

47. La condicion ¢) f (4) << A significa que a | 4b <<
< 10a + b, o sea, 3b << 9a. Por eso, para a >4 la condi-
cion necesaria se cumple.

La condiciéon d). Evidentemente en la division por 13,
10a - b es equidivisible con 40a -+ 4b y el Gltimo nimero
es oquirresidual con a - 4b.

48. il criterio de divisibilidad pierde eficiencia, ya
que f (39) = 39.

49. Supongamos que es necesario construir el criterio de
divisibilidad por cierto m. Procuremos elegir tal s, primo
con m y en lo posible pequenio, que (10s - 1) i m (asi ocurrid
para m = 7; s resulté igual a 3), o bien (10s - 1) il m (por
ejemplo, para m = 13, s = 4).

Iin el primero de estos casos, en la division por m, 4 =
= 10a - b es equidivisible con

10as -~ bs = (10s 4 1) @ — a | bs,
es decir, con @ — bs, y en el segundo, con
(10s — 1) a - a + bs,
¢s decir, con a - bs.

Ein relacién a lo dicho, el ntmero 10a -+ b
en la division por 17, es equidivisible con

a — db,
»o» » » 19, » » » a - 2b,
» » » 23, » » » a--Tb,
» » » .29, » » a— 3b,
» » » 31 » » » a - 3b,

'Lu. conclug,i(m de las formulaciones exaclus de estos
criterios de divisibilidad se la dejamos al lector.

90, a) Como 100 es equirresidual con 2 en la divisén
por 49, cualquier ndimero de la forma

4028q, - 10202 ., < o 5 - 10%2a; + ay (0 < a; < 100)
es equirresidual con
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s

2a¢_+2“—‘a,_;+---+2‘11 +a,

vt por 9.
= fos b e equidivisible con a + 5b en la giy

49.
Porﬂ. Evidentemente, para 4 > 6, tendremos j (4) < 4

52. a) La presentacién de A dentro del, sistema de nyp,.
racién septenario, en la forma 7a +- b, da su equidivisih;);.
dad con a + 3b en la division por 03 :

b) La presentacién de A dentro del sistema de numers.
cién de base 11 o compuesto de 11 guarismos, en la forp,
{4a + b, da su equidivisibilidad con a + 2b en la divisisy

s
= ¢) La presentacién de A dentro del sistema de numera-
cion duodecimal, en la forma 12a + b, da su equidivisihili-
dad con a — 7b en la divisién por 17.

53. Las condiciones a) y b) se cumplen automéaticamente.
Las ¢) v d) son’observadas porque el paso'de 4 a'F (4) se re-
duce a sustituir ciertos nimeros por sus residuos de la divi-
sion entre A '(menores que los mismos nameros y equirresi-
duales con ellos).

isign

54, a) fa T3 svis — rn=0| eSdeCirl rh=0 ('IE}’ 2);
b)ry=r,=...=r,=0, esdecir, 7, =0 (k >"3).
gfiri=trg—18 s—ae—{Neg decir; r,=1;
dn=rn=...=ryy=—1,rn=r,

DeN—ge s — 1 es decir, ry = (—1)*;
€) Tgrs = 3, Ter+s = 2, Top,3— 6, rgr4q = 4,

Tst+s = 9, Tg = 1.

3. Se la dejamos al lector.

56. Tomamos un m arbitrario y ponemos que
r; es ignal al residuo de la divisién de ¢ por m,
Ts® » » » » » » » i por m, etc.

Entonces el nimero

@t + apyt™t+ ... + ait + a,
es equirresidual con

@Gln + GpeyTay + oo + ary + ao,
en. la divisién por m. Luego de esto, la construccién del
criterio exigido no presenta dificultad.
57. Se lo dejamos al lector.
98. 10* = 7.14 4. 2, de modo que r — 2 y entonces
tenemos que 4, = 1048576, A, =1.98 + 4.22 + 852 +
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+ 76 =270, Ay =2:2+70=7T4 y 4,4 =.4.

59. Si en la divisién por m, ¢ es eqmrre‘mdual con r =

= ry, entonces, en la division por dicho nimero,
tr, es equirresidual con r* = r,,
irg » » » r=nry,

etc.

60. Ni 26 — 2, ni 28 — 1 son divisibles por 4,

61. Si a i p, entonces a? i p, y el teorema queda de-
mostrado. Pero si @ no es divisible por p, entonces a y p
son primos entre si y es posible simplificar la congruencia
expuesta en la condicién del teorema:

aP-'= 1 (méd. p).

Para comprobar la Gltima congruencia dividimos resi-
dualmente por p cada uno de los nimeros del tipo ia
(t=1: 2, ....p—-i):

ta = qip + ry.
Esto puede ser escrito asi:
a=r, (mbd. p),

2a=r, (méd. p), (R.11)

(p—1)a=r,_(mdd. p). : !

_ Del resultado del problema 26 se desprende que entre los
numeros r; encontramos exactamente una sola vez cada uno
de los nimeros 1, 2, ..., p — 1. Multiplicando toda la
congruencia obtenemos

1:2...p—1a1=1.2...(p —1) (mdd. p).
Nos queda simplificar esta'congruencia por1-2. .. (p—1).
62. ¢ (12) = @ (22-3) — 221 (3 — 1) — 2.2 — 4. :
¢ (120) = @ (23.3-5) — 231 (3 ~ 1) (5 — 1) —
= 4.2.4 = 32,
¢ (1000) = @ (23-53) = 231531 (5 — {) — 4.25.4
= 400.

63. Vamos 'a buscar m en la forma 1 pea ak
Entonces, Py Pt ... pk .

a) piit (p — 1) p2=" (po — 1) . . . 21 (py—1)—=10.
EI producto del primer miembro debera ser divisible por 3.
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Quiere decir, o bien que uno de los nimeros p, e
.. ., px ©s D/(para ser exactos PONgamos p, = 5), o hig, l[lué
por 5 es divisible una de las diferencias p, — 1, p, _ e
e — (supongamos que para esla circunstancig (py —
—1): 5). En el primero de estos casos p; — 1 — 7 come
imposible, ya que 10 no es divisible por 4. En e] g

- - ; : Zund
por cuanto p; deberd ser numero primo y 10 i (p _ {;,
\inicamente es posible para p; = 11. Pero entonces 0y =1
y del teorema 25 se deduce que ’

m
G - Mg 3 mo_
es decir, o bien T 1, o bien T 9

En conclusion, nosotros tenemos que m, = 11 y m, — 99

b) o (o — 1) p5 " (p—1) ... PP (D —1) =8,
Si m es impar, entonces oty = oty = . . . = @) = 1 (pues
el segundo miembro de la designaldad anotada es la potencia
de dos):
(pr—1) (ps — 1) . . . (pr — 1) = 8.
Esto es posible inicamente, cuando k = 2, = S =8
es decir, cuando m = 15.

Sea ahora el niimero m par. Supongamos, para certeza,
que p; = 2. Indudablemente, oy = ... = o, — 1 como
anles y nosotros tenemos que

2“—1(p2—-1)...(ph—‘1)=8.
Es evidente que o << 4, Si o — 1, entonces, el caso se ase-

mej'a al examinado: asf, la desigualdad escrita es solamente
Posglale para k =3, p, =3 y p, = 5, es decir, para m =

1

Si © = 2, enfonces k = 2, Pz =9 y m = 20.
Si o =3, entonces k = 2, p, — 3fyIm = 24.
Si, por fin, a = 4, entonces k — 1 y m = 16.
Asi, las resoluciones de nuestros problemas son:

My =A45ymy = 30, my — 20, m, — 2 y m, = 16.

64. SUPOHgamos que

PR = 1) D (py—1) ... pat (py—t) =14

9

Cada uno de los niimeros del tipo p; — 1 es o hien la
unidad, o bien un nimero par, y por eso no puede ser siete.
Habiendo de ser menor que el nlimero primo en una unidad,
tampoco podra ser igual a 14. Quiere decir que uno de los
nimeros p%-' es siete. Pero entonces, p; —1 = 6 y 14 no
es divisible por 6. -

65. Sea m = pyp%: . .. p%k. Examinemos al principio
el caso cuando m es potencial de un nimero primo: m = p*.
A fin de que cierfo nimero y m sean primos entre si es nece-
sario y suficiente que este niimero no sea divisible por p.
Pero entre los nimeros 0, 1, 2, ..., m — 1 existen sola-

m - s = . -
mente¥ - nhimeros divisibles por p. Por consiguiente, en
esta notacién, habra

1 1

m——~:m( __) ds, m(»l___)z -1 (p—1) — q(m).
L = p = p* ' (p—1) = q@(m)
niimeros primos con p.

Sefialemos ahora que para que a Y m sean primos entre
sl es necesario y suficiente que con a sea primo el residuo
de la“division de a por m.

Por lo que acabamos de establecer, la¥cantidad de resi-
duos de la division por p¥t, reciprocamente primos con
P, es igual a ¢ (p%). Pero, como ya fue explicado en el
proceso de resolucién del problema 40, de la equirresiduali-
dad de los niimeros para la division por todos los p%i, se
deduce su equirresidualidad en la divisién por m y vice-
versa, Adgmas, S1 queremos que un niimero sea primo con m,
es necesario y suficiente que lo sea"con cada uno de losntime..
r]os_.] P Por consiguiente, a cada combinacién de los residuos
de ac?n_rlsmn PoT pt, p§2, . . ., p%k, primos con los respecti-
(\] 0s divisores, le corresponde exactamente un residuo de la
r.lvlsaon por m, primo con m. También es necesario sefa-
lar (]]ue‘la cantidad de tales combinaciones de residuos es
gual a' ¢ (pn) g (pz2) .. . @ (pge) = @ (m).

66. Tenemos

: G =A+qm; y ay = A + qyma.
Yor eso

(almz'J[‘ azmi) (In1 + mz)lP(m],ma)- fige.

[ L T ——
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_ [A (my+ma)+ @ 5) M g] (24 my)Pmimay g :
-—A(ﬂh+mz)"‘mm°)+(‘h +q,) myn, (m,+m2)m(munz)ﬂ mos obtener nociones de nuestras gesoluciones en numeros
el teorema de Buler, en la divisigp por ; 1 menores. En efecto, podemos escribir
un o = 6+ 7 (¢ + 4017),

Aqui, segin
el primer sum
sible por myms.

ando es equ'ir_residual con 4, y el segund, dilv‘z
e oy, Sl 5 (k- 4047)
ual con A. v body =
o, suponiendo que f - 4017 = t', nosotros obtenemos

la suma es equirresi
67. Se lo dejamos al lector.
f e e 2 =6+ 72,
) - .
70. nt®* —n=n @m?*—1). Pcro e = S
Senalamos que el procedimiento de resolucion de ecua-

ciones en nimeros enteros, expuesto en el problema 74,

12— po(18) = p20(7) = p3P(5) =nbP(3) — p120(2)
permite utilizar nimeros menores, aungue bambién exige

Poreso,o bienn : p,ob’ (r2—1) pparap =13 3 &
7., 13. Ahora es preciso remitirse al teorema 16, L cilculos algo més complejos.
7Z. Se lo dejamos al lector. b) Magamos valer que 25, por el médulo 13, pertenece al
72.% > » » » indice 2. Podemos escribir
73. Sea d el maximo comtin divisor de los niimeros 4 y 4 — .95 i
Si ¢ no es divisible por &, entonces, la ecuacién az -+ by L’c z, =8 2I-J '+ 13 = 200 + 13¢,
no tiene solucién en niimeros enteros. Pero si lo es, entonces y=81=5" o5y — 384 — 25¢
zmbos miembros de la ecuacién pueden simplificarse por ¢ =
¥ nosotros llegamos a un caso ya examinado. 0, después de simplificar,
rmefl. Sean 4 y B tales que ad + bB = 1. Supongamos ze = 5 + 13,
i Yir = —9 — 25¢/
z; = cA + b, 76. La i
- condicién c¢) se ¥
y,::ci_aA iy d) se deduce del Leoreznﬂ 2g=?ﬁgura autométicamente y la
b ; ol 17 1997293 49
Entonces, K 12(05) 2193 28(6—3) 5 »
= 78. Se lo dej
1—ad = € lo dejamos al lecto
ez, +byy = — —_— — L.
ey =a(cd bt)—i—b(c b at) 79. Se lo dejamos al lector,
=cad+ abt+ c(1—ad) +abt =", b, e TRV M
3 . : = € numero irresi . ; 1visi6n
¥ (.. y,) es verdaderamente la solucién de nuestra ecud esii g-;aqulrres@ugl_c' n 8. Quiere decip qm?%ra ﬁ_i
ciém. by 42001 =so;12'(:q_tlld1v;s;?les en la division por 24
75. 3) z, = 9.5 + Tt = 28125 + 71, sidual con 1114, 13 = 1577 42 ) L2 1012 es agquinee.
56 = —(31 — 4)2 (31 e = =0)T 12 = (392 .3.09—
y,:91_75__5t= —20088—5t. eguzrresidual)cgn i_ig).’seﬂ laggwgio]}ltlfor 31 y también
. niemente, pg el s O ultimo nam :
5 equ ero, =
Por cusnto los términos independientes y coeflglenlz ros 12q | j y ff _{l_nfg;)d"al Son 13 Por lo tanto, Jos nﬁg;-
I e por 31, Son equidivisibles en la divisigy

Gwe acompaiian 4 | en las expresiones para
dexis, saproximadamenle proporcionalesy, noso

* p—

tros esperd












