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PREFACIO

Este libro, orientado hacia los alumnos de los grados
superiores, los profesores de Matemdtica y los estud{antes
de las facultades de Fisica y Matemdtica de los Institutos
pedagégicos, tiene puntos de contacto con el libro «Meto_do
de induccién matemdtica» de I. S. Sominski (Ed:to_rml
MIR, 1975) y puede ser considerado como su continuacion;
seré de interés especial para los que conocen ya el libro de
I. S. Sominski.

Contiene 38 ejemplos seguidos de solucién detallada
y 43 problemas acompafados de breves indicaciones. Esté
dedicado a diversas aplicaciones del método de induccion
mateméatica para la solucién de problemas geométricos.
A nuestro parecer, lo mds importante en él son los distintos
aspectos del método de induccién matemdtica; algunos (no
todos, por supuesto) ejemplos y problemas pueden también
representar interés por si mismos.

El libro se basa en dos conferencias que I. M. Yaglém
dicté para un grupo de escolares, miembros del circulo
matemdtico anexo a 'a Universidad Lomoné6sov de Mose.

L. I. Golovind
I. M. Yaglém




INTRODUCCION:
{EN QUE CONSISTE
EL METODO DE INDUCCION
MATEMATICA?

Se denomina induccidn todo razonamiento que comprende
el paso de proposiciones particulares a genarales con la
particularidad de que la validez de las ltimas se deduce
de la validez de las primeras. El método de induccidn mate-
mdtica es un método especial de demostracion matemdtica
que permite, a base de observaciones particulares, juzgar
de las regularidades generales correspondientes. Para elu-
cidar su idea conviene recurrir a ejemplos. Por eso, comen-
zaremos considerando el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1. Determinese la suma de los n primercs nime-
ros impares i

IR e5 b sk (20— 1).

soLucioN. Representando esta suma por S (r), tomemos
n=152, 3, 4 y 5; tendremos:

S@) =1,
RO g Ly

5.8 == b 8raf5: = 9,

SR =ME L5 L7 _ 46 y
SBR=1 £.3 154 7+ 9 =25,

2 Como vemos, paran = 1,2, 3,4 y 5 la suma de » nimeros
impares sucesivos es igual a r®. (Podemos sacar de aqui
inmediatamente la conclusién de que esto tiene lugar para
todo n»? No, pues semejante conclusion «por analogia»

puede resultar a veces errénea. Veamos algunos ejemplos.
- Consideremos los niimeros de tipo 22" 4- 1. Para n = 0,
.2, 3 y 4 los ntimeros 22° + 1 = 3, 22' 4 1 =5, 22%
=17, 2° 41 =257 y 22" 4- 1 = 65 537 son primos.
. Fermat, ilustre matematico francés del siglo XVII,

ptaba que todos los nimeros de ese tipo son [p

argo, L. Euler, eminente sabio y académico de Si
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Petershurgo, encontrd, en el siglo XVIIT que
2=’+1=4294967297=641.6700417

‘ 0 compuesto. « 1y

' e “ﬁe%“om ejgmplo del mismo género. G. W. Leibniz,
famoso matemdtico alemén del siglo XVII y uno de los
fundadores de las «Matemiticas superiores», (Eamostré que,
ualquiera que sea el entero positivo n, el nimero n® —

“divisibl el niimero n® — n es divisible por 5 y el
m;ﬂvi divisible por 7%). De aqui SUpuso que
' para todo k& impar y cualquier natural n el nimero n* — n
l es divisible por k; s%)gm pronto observé que 2° — =510
 es divisi L i !
i S 'n'mrbflil?omimo, cardicter cometi6 D. A. Grave, cono-
cido matemitico soviético, al suponer que para todo primo ;.
el niimero 27 — 1 no es divisible por p®. El cdlculo direct.
confirmaba esta hipétesis para todos los niimeros p menores
1 que mil. Sin embargo, pronto se comprob6é que 217 — |
R es divisible por 1093? (1093 es un nimero primo); o sea.
' la hipétesis de Grave resulté errénea.
Veamos otro ejemplo muy instructivo. Sustituyendo r
en la expresién 991n*® + 1 por los niimeros enteros sucesivo«
1,2, 3, ..., jamis obtendremos el cuadrado de un niimero
muchos dias o incluso afios que dediquemos a ello.
seria erréneo deducir de aqui que ningin
es un cuadrado pues, en realidad, entre
0 99n® 4 1 también hay cuadrados;
el valor minimo de n para el cual es un
11 »* 4+ 1. He aqui este ntmero

- prevenir al lector contra
tadas.

re la suma de los n

“de lo anterior que

de /1. O. Hllxanperuti

B TeopeMmu aie-
(D. O. Shkliar-
pmas escogidos
) ¥ ¢).

1

por muchos que sean los primeros valores de r para los cuales
hayamos comprobado la férmula

S (r) = nd, (1)

no podemos darla por demostrada pues siempre quedara el
temor de que deje de ser vdlida en alguno de los casos no
analizados. Para convencerse de que la formula (1) es vélida
para todos los n, es preciso demostrar que, por mucho que
avancemos en la serie numérica natural, jamas podremos
pasar de valores de n que aiin verifican la féormula (1) a va-
lores de n que ya no la verifican.

Supongamos, pues, que nuestra férmula es vdlida para un
nimero n y tratemos de demostrar que también serd vdilida
para el nimero siguiente n - 1.

Es decir, aceptamos que

S(n)=1+3-F5+...—}—(2??—-'1):712’
calculemos
Snf4)=4+3+5+ @ 1) 1(2n +11).

Segiin nuestra hipétesis, la suma de los n primeros términos
del segundo miembro de la Gltima igualdad es n?, y, por
consiguiente,
Snt1)=nr*+2n + 1) =(r+ D

O sea, suponiendo que la férmula S (r) = n® es vilida
para cierto nimero natural n, hemos logrado demostrar su
validez para el nimero siguiente inmediato n 4 1. Pero
hemos visto que esta férmula es vilida para n = 1, 2, 3, 4
y 5. Luego, también serd vélida para el nimero n = 6
que sigue a 9, asi como para los nimeros n = 7, n = 8§,
n =9, etc. Nuestra férmula puede considerarse ahora
demostrada cualquiera que sea el niimero de sumandos.
Este método de demostracién se denomina método de induc-
cién matemdtica.

Es decir, la demostraciéon por el método de induccién
matemdtica consta de dos partes:

1°. Se comprueba que la proposicién enunciada es vdlida
para el menor de los valores de n para los cuales ella tiene
sentido®).

1) Por supuesto, este valor de » no es’ necesaria-
mente la unidad; asi, toda proposicién relativa a las propiedades
generales de los poligonos de n lados tiene sentido sélo para » > 3.
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e : " osieion es vdlida para un
2% "Wuf f: ,,f{fdﬂ para el mimero siguient:

Ww‘ o m'vf:i":":l m'”ﬂe de ejemplos, la segunda
. m?; 1a dmmfﬁn es esencial. Evidentemente, la
' parte del razonamiento no lo es menos: la demos-
primers gﬁw‘”‘m (0 sea, de que la v.alldez de la
- S "m.;‘m ndmero n implica su validez para cl
¥ 'n + 1) no significa nada por si sola pues puede
e que dicha proposicién no se verifica para ningin

: me de n. %’:, ejemplo, aceptando que un numero
Hero n os igual al que lo sigue, es decir, aceptando que

Ry e o . agregando la unidad a ambos
mﬁmm:td’n esta igualdad, n + 1 =n + 2: o sea, también
el nimero n 4 1 es igual al que le sigue. Nntngalmente,
e ello no se desprende en absoluto que la proposicién enun-

a es vélida para todos los n: no se verifica para ningin

induccién matemdtica no
a a este esquema. A veces,
ue la proposicion
imeros sucesivos
vélida entonces
era parie del
a proposicion
por ejemplo,
, 18 y 19).
emuesira la

étodo d_e
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2° Supongamos que
8y (m)=1 42434 ... 4n=2011
Entonces
Sun+1) =A+24+3+ ... +n+(n+1)
iCh n(nz—lfﬂ + (n4-1) = (n+1)2fn«|~2) _ (n+ |)|:,;i.1).; 1]

y con ello queda demostrada completamente la proposicion,
Ejemplo 3. Demudéstrese que la suma S, (r) de los
cuadrados de los n primeros nidmeros naturales es igual
n(n+-1) (2n-+41)
W
6
n(n--1)(2n--1)

Sz(n)=124-224-324 ... 4 n? = . (3)
BOLUCION. 1°. S, (1) = 1= w !
2°. Supongamos que
1) (2n-}-1
Su(m) = ROEDCEY
Entonces
Sp(n+1)=124-224 34 ... + 02+ (n+1)=
:w_k (n+ 1)

y definitivamente
Sy(n+41)= (”'5‘1)[(“+1)-;1l[2(n+-1)+1] '

Problema 1. Demuéstrese que la suma S, (n) de los

b 4 5 n2 (n-+41)2
cubos de los n primeros niimeros naturales es S

Sl =12 428 L s — L O g
Ejemplo 4. Demuéstrese que

JalR B b 3id o o (=22 0D 5

soLucIonN. 1°. 1-2 = 1_§_§
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5t E O _(n=A)n(at1)
12423884+ = Dr="""73"""

tenemos
o p—Nntnmt1)=
1 2+2~3+3 bt (R )+n(n+1) n(n+i) (n+2)

(ﬂ- hni nt1)
2. D,'a_dﬂww la formula (5) de las for

R e o

Il

mulas (2)

e
'
-
\
¢

I N e PR A . 1
o sy ‘.-.. >

o c1a, Demudstrese previamente que

¢2i+25+3-4+...+(u-—1)n.-
=(1ﬂ+2'+3= ey —
—A 42434 v R

) _induceién matemdtica relacmnado por su
mé' ; de n ceplo de nimero, encuentra su mayor
¢ la Teoria de lo:

e estg g nero estan
S. Sominski.
ental en toda
niimeros que

rr—
e
\

O

|

Algebra) en la solucion de problemas geoméiricos relacio-
nados con el cédleulo. Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 5. Calciilese el lado a,n de un 2%-gono regular
inserito en una circunferencia de radio /.
goLUcION. 1° Sin = 2, el 2"-gono regular es un cuadrado
y para su lado tenemos a, = i /2. Ahora bien, empleando
la féormula de duplicacidn

/ / a”
/ T
Ayntt = ‘/ 2R —2R l./ R? — —— |
(]
o 1/5 .
encontramos ag — /1 ]/ 2 — l/ 2 en el caso de un octigono

Vs
regular, a;; = It l/ 2 — V Z [/utn(lr aso de un 16-gono

r——

regular y agz, = R ]/2. - P/Z | V 2 4 /2 en el caso de
un 32-gono regular. Por eso, podemos suponer que para
n = 2 el lado de un 2"-gono regular inscrito es

ayn —= It [-"/2— l/z 4 Va T V'z_ (6)

]

n-2 doses

2°. Supongamos que el lado de un 2"-gono regular inseri-
to se determina mediante la férmula (6). Entonces, de
acuerdo con la [6rmula de duplicacién, tenemos

'//,
flznﬂ =:

SN S S R PR

n-1 doses
de donde resulta que la férmula (6) es vilida para todos
los n.

De la Iérmuln (6) se deduce que la longitud C = 2xR de una
circunferencia de radio R es igual al “limite de 1a expresion

anp 2_V 2 - + ]/f cuando nereco infinitamente y que, por
. -’

n-— Z-E?)ses

/ TEEE e
)RJ p— 2]? ' Rz — R2 n-2 doses

4

\ [ui
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b e . R )
B aetim VoVt . +V2=

o B n-2 doses

| = lim wVo Vot . +V2

) ' n-+00 v
n—1 doses %

ki Pa 3. (Férmula de Vieta'). Empleando la formu-
la (g;o?gn?:é;rega que T es igual al limite de la expresion

VoV S/ DV F (V7 (4 3)) -
ouando. ol nimero o facore (1 oo, U permi

s queda determinada por los tres primeros
citamente.
E

 2n-gono regular inscrito cn
apotema. De la férmula (6)

17
de donde resulta que
; S, n-
e S0y Tant 4800 480° 180
S,n S Sie S e = &

2 on

a2 . = 2
Puesto que S, = 2R% y 1l’llm Sg,, = nRR?, resulta que — esigual al
. - sy o0 %
limite de la expresién

(-]

0 5SS
cos 45° cos 5— C0S )

4

Resta recurrir a la férmula

cosi:-‘/-1+cnscc
2 2

’Ejemplo 6. Dado un 2"-gono regular de perimetro P,
indiquese la regla que permite calcular el radio r, de la
circunferencia inscrita en él y el radio R, de la circunferen-
cia circunserita a él.

D Vi
soLucIiON. 1°. Tenemos r, :% Vaitg =— ”—éi.

2°. Calculemos, a partir de los radios r, v R, de las
circunferencias correspondientes a un 2"-gono regular, de

(4

R
/
oz 8

7 —
o A / =

~ -
N \\ // i
SN~

0
FIG. 1

perimetro P, los radios r,+, ¥ R,+, de las circunferencias
correspondientes a un 2™'-gono regular del mismo peri-
metro. Sean (fig. 1) 4B el lado de un 2"™-gono regular de
perimetro P, O su centro, C el punto medio del arco AB
y D el punto medio de la cuerda AB; ademds, sea EF la
linea que une los puntos de los lados AC y BC del triéngulo

2—01271



Puesto que

: mv!mﬂd punto medio de EF.
LW#AWC + . FOC =5, AOC+ 1
SRl e +"‘12"‘;__BOC..—=-£—L AOR.

no regular inscrito

L e A i, g0
s g 57 o UL T

genipp — 2t 2 =2"4B,

) to, Tty = 0G v
a P. Por lo tanto n+1G N

P tamb.‘ mbién es : T
%:;OE Ademés, esté claro que oc —0G = T
de +1 = Fp+1 — Tns de donde 'n+1 = —'—2—— "
~ del triangulo rectangulo OEC encontramo:
G, es dapir,}l}.u =Ry Tr1 Y B = Rp-Tnsi-
definitivamente

T R .. Sus
unferencia de Jongitud 2
£-"’-— 2, tenemos r’-_—:—

 obtenemos el teorema
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sovucion. 1°. La suma de los dangulog inleriores de un
triangulo es igual a 180° La suma de los dngulos interiores
de un cuadrildtero es igual a 360°, pues todo cuadrildlero
puede ser dividido en dos triangulos (fig. 2). ’

2°, Supongamos demostrado que la suma de los dngulos
interiores de cualquier A-gono, donde k < n, es igual a
180° (k—2) y consideremos un 7-gono cualquiera A, A,. .. Ay

B

A a) b D b €

FIG. 2

Demostremos, en primer lugar, que en todo poligono
oxiste una diagonal’) que lo divide en dos poligonos de
menor numero de lados (para un poligono convexo esta
afirmaci6n es evidente). Sean A4, B y C tres vértices sucesi-
vos del poligono. Desde el vértice B tracemos, hasta cortar
el contorno del poligono, todas las semirrectas posibles de
modo que quede cubierto el éngulo interior ABC del poli-
gono. Pueden presentarse dos casos:

1) Todas las semirrectas terminan en un mismo lado
del poligono (fig. 3, a). En este caso la diagonal AC divide
nuestro n-gono en un (n — 1)-gono y en un triangulo.

2) No todas las semirrectas terminan en un mismo lado
(fig. 3, b). En este caso una de las semirrectas pasard por un
vértice M del poligono y la diagonal BM lo dividird en
dos poligonos de menor niimero de lados.

Volviendo ahora a la demostracion de nuestra proposi-
ci6én principal, tracemos en el n-gono A;4, ... A, la
diagonal A,4, que lo divide en el k-gono AAd; ... Ap

1) Notese que la diagonal de un poligono no con-
vexo puede atravesarlo y puede estar fuera de él (como la diagonal

BD de la fig. 2, b).
9%
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T

S : ... A,. Segin 1,
s gk dhe L
s 3 T D)
e T, 08, B St
:gg ['ll;—;uma'.de- los 4ngulos del n-gono AAg o oo Ap seri
i ;

180¢(k__2) +180° (n..—k) = 180 (n—-2),

de donde resulta que nuestra proposicion es valida para

todoﬂirt? ]':emos visto en el ejemplo 7, en todo poligono

existe una diagonal que lo divide en dos poligonos de menor

———
g = o

o de estos poligonos
dido en dos poligonos
~ consiguiente, todo
los mediante diago-

uede ser dividido
) mediante diago-

se pueden trazar
este nimero es,
ayb).

o, donde k& <<n;
ue no se cruzan
e del modo de
ones del n-gono

21
AjA, . .. A, en tridngulos. Sea 4,4, una de las diagonales
de esta divisién; divide el n-gono 4,4, . .. A, en el k-gono
Ady ... Apyenel (n — k + 2)-gono AyApApsy - - - An.

Segiin la hipétesis, el nimero total de tridngulos de la
divisi6bn sera igual al
(k—2)+In—k+2)—2]l=n—2

y con ello nuestra proposicién queda demostrada para
todos los n.

Problema 4. Héllese el nitrmero N de diagonales necesa-
rias para dividir un n-gono en tridngulos si estas diagonales
no se cruzan.

SUGERENCIA. Como quiera que las N diagonales y los n lados
del n-gono constituyen los lados de n — 2 tridngulos (véase el ejemplo
8), resulta que

2N L+ n=3(n—2) vy N=n—23.

Ejemplo 9. Indiquese la regla que permite determinar
el namero P (n) de modos de dividir un n-gono convexo
en tridngulos mediante diagonales que no se cruzan.

SOLUCION. 1°. En el caso de un tridngulo este niimero
es igual, obviamente, a uno: P (3) = 1.

2°. Aceptando que conocemos los nimeros P (k) para
todos los k& < n, determinemos el valor de P (n). Considere-

FIG. 4

mos para ello el n-gono convexo 4,4, ... 4, (fig. 4).
Cualquiera que sea el modo de dividirlo en trifingulos, el
lado 4,4, serd lado de uno de los trifngulos y el tercer

vértice de este tridngulo puede coineidir con cada uno de

—
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coineide con A i

, que resulta dividido por sus diagonales el n-gono A4, ... 4,, cal-

Uu'al al niimery, culemos cuéintas partes se afiaden al agregar el vértice A, (este ni-
0no A1A v k... mero supera en una unidad el nimero de partes en que resulln}r} divi-
ice coincide didas las diagonales que salen del vértice A, ,, por todas las diagona

\ ; ntramos la relacién
mero de modos les restantes). Asi enco

0 sea, es igual Frd)=r@ f-(n—1) -1 (n—2) }-2(n —3) — ...
tice coincide cer 4 (n—3)2 4 (n—2)1

-'3) P (4) va que, mediante las férmulas (2) y (5) de la Introducei6n (pag. 12—13),
— 3)-gono puede ser representada en la forma
el cuadrili- 4
s —1) (n—2
s la rela- F (n+1)=F (n)+ (n— 1)+ %
. . n# n# n
Rl — a5~
Sumando los valores ¥ (n), ¥ (n — 1), ..., F (4) y empleando las

férmulas (2), (3) y (4) de la Introduccién, obtenemos

nila. efcontramns ! F (n)= (n—1) (:i-—2')2£n2H3::+12) i
§ 2.
DEMOSTRACION

POR INDUCCION

Algunas proposiciones del pardgrafo anterior represen-
tan, de hecho, ejemplos de aplicacion del método de induc-
¢ién matematica a la demostracién de teoremas geométricos.
Asi, la proposicién del ejemplo 7 puede ser enunciada en la
forma siguiente: demostrar que la suma de los dngulos de
un n-gono es igual a 180° (n — 2). En el ejemplo 8 hemos
demostrado que un n-gono resulta dividido en n — 2 triéin-
ulos por sus diagonales que no se cruzan. En este pardgrafo
continuaremos el estudio de ejemplos de este género.

. plo 10. Demuéstrese que es posible dividir n cuadra-
dos en trozos que permitan formar un cuadrado nuevo.
LUCION. 1°. Si n = 1, nuestra proposicién no requiere
ostracion. Demostremos que es vilida para n = 2.

-y los lados de los cuadrados dados ABCD y abed,

vamente; sea z = y. Tomemos en los lados del
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los radios de las circunferencias exinscritas en estos tridn-
gulos (todas ellas resultan inscritas en el dngulo C del
tridngulo correspondiente; véase la fig. 6, a); sean, final-

ite, 7y p los radios de las circunferencias inscrita y exin-
ta en el propio tridngulo ABC. Demuéstrese que
' e N I'n

-——...'—’:

P1 P2

ON. Sea S el drea del tridngulo ABC y sea p su
netro; como se sabe, S = pr. Por otra parte, si O es

—_—

A1
=

b L



ﬁﬁ

] i £ “ﬂ‘ circunferencia exinscrita en este triangulo
&ﬁ,«b}gﬂtﬁmﬂw X 1 1
s=£w+3m—5m= -2_—-bP+-§-
. iy, o —,—.=-—;-(b+a—0)p=(P—C) p;

ap—-—;-CP=

=4

¥, por consiguiente,
r __ p—c
T : Ff‘"fp—‘)ﬁ y —;"=—i,—'
r Adem: aagﬁn las férmulas de la Trigonometria, tenc-

mos )
A S r—B(p—0 B _ .,/ (p—9(p—0)
=V pp-a Y¥Z=V “pe-u
de donde resulta j

B/ =h—0 p—aE—a _
2V " p—a Pp—b)

p—c _r
e O

ps previas, pasemos a la

-

on no requiere demostra-
a n = 2. En este caso 1a
en dos tridngulos meno-
 (8) resulta

’ | |
B
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los radios de las cir-
1 triangulo ACM,.
a los n tridngulos
la igualdad

donde 7y, ¥ pyp SON, respectivamente,
cunferencias inscrita y exinscrita en €
Pero en virtud de nuestra hipétesis, par
ACM,, M,CM,, . . ., M,CB se cumple

rys rs 'n Tn+i ’_"_
Pz Pz Pn Pn+ 0

y, por consiguiente,

ri'fz rn_r11+i:_"

3% pg T O Pnwe P

Problema 6. Supongamos que las reclas CM y CM’
dividen de dos modos el tridngulo ABC en dos tridngulos
ACM, CMB y ACM', CM'B; sean ry, 'y ¥ ri, Iy los radios
respectivos de las circunferencias inscritas en estos tridan-
gulos. Demuéstrese que si r; = 7, también r, = r, ¥ que
una propiedad andloga se cumple también para los radios
de las circunferencias exinscritas.

SUGERENCIA. Demuéstrese primero que (conservando las deno-
taciones del ejemplo 11)

£ ,_2r 2 DN ‘2p

p AR T

‘(jkgs la altura trazada por el vértice C), de donde se deducen las igual-
ades

- (5
y

B () (1 ),

; Problema 7. Demuéstrese que (conservando las denota-
ciones del ejemplo 11)

ri-+ Py 'y~ P r il
7 +232A+...+ rl+pn_r;P

RH R 4

'de:hf,l;fﬂz, ..., Ry ¥y R son los radios respectivos de
as circunferencias circunscritas a los tridngulos ACM
MCM,, ... M,CBy ARC. . §



punto By coincide con A,, en lugar de la secante Lrazaromos
por el punto 4, la tangente a la circunferencia C'y). Demuds-
trose que ol punto B,,, que se obtieno finalmente on la
cireunforoncin €', coincido con A,.

SUGERENCIA.  Domudstreso primoro ol loma siguionte: sean 0y
¥ 04 los contros de dos circunforencias €, y €, quo so cortan on ol
pun!o O y soa BB, la secante que pasa por ol otro punto A, do inter-
seceién do estas circunforencins (véase la fig. 7, b); entonces, desdo ol
unto O los segmentos B,f, y 0,0, so ven bajo un mismo dngulo.
emudéstrose despuds el teorema propuesto para ol caso do Lres circun-
ferencias. Por iiltimo, aceptando su validez para el caso de n — 1 cir-
cunferencias, considérense n circunferencias (', Cai « « «y Cp, trécose
la secanto que pasa por el punto By ¥y por ol punto de interseccion
do las circunferencias €,,_, y €, y apﬁiqueso la hip6tesis inductiva a
las n — 1 circunforencias C,, Cy, ..., C,_,

Ejemplo 12. Demuéstrese que todo poligono convexo
distinto de un paralelogramo puede ser colocado en un

st
= FIG. §

LSRR
rifingulo cuyos lados contienen tres lados del polizono
inictel (g, 3. g

- BOLUCION. Demostremos previamente que todo poligono
co M puede ser colocado en un tridngulo o en un parale-
] (que, posiblemente, coincide con M) cuyos lados
wden tres o cuatro, respectivamente, lados del poligo-

3 nuestra afirmacién no requiere demostra-
t = 4 es también evidente ya que si M es dis-
paralelogramo (o sea, no puede ser colocado en
: icida con M), entonces tiene dos

¥ no paralelos; prolongando estos lados
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contienen lados de M. He aqui la demostracién. Puesto
que M no es un paralelogramo, existe un vértice 4 del
paralelogramo P = ABCD que no es vértice de M; sea G
el vértice de M (mas préximo a A) que pertenece al lado AB
del paralelogramo P y sea GH el lado de M que arranca
de G y que no pertenece al lado A B del paralelogramo (fig. 10)
Puesto que el poligono M es convexo, es evidente que per-
tenece integramente a aquel semiplano determinado por la
recta GH en el que se encuentran los vértices B, C y D

FIG. 10

del paralelogramo P. Pero de aqui resulta que )M pertenece
al tridngulo 7' formado por los lados BC, CD y GH y con
esto queda demostrada la proposicién necesaria.

Problema 9. Demostrar que todo poligono convexo M
distinto de un paralelogramo se puede cubrir con tres poli-
gonos m,, m, y mg menores que M, semejantes de M y situa-
dos paralelamente’) a M.

 SUGERENCIA. Sea M = A;4,4; . .. A, un poligono convexo dis-
de un paralelogramo y sea T = ABC un trigngu[o que lo con-

con la particularidad de que sus lados AB, BC y CA contienen,
livamente, los lados AAd,, AyA;, ., v A4, del poligono (véase
iplo 12). Tomemos dentro de M un punto arbitrario 0 ¥ unamos-
e segmentos con unos puntos U, V y W de los lados A,4,,
144 del poligono M. Los segmentos OU, OV y OW divi-
res partes My, M, y M. Entonces se pueden escoger unos
; ¥ kg hmanores que 1!) tales que los poligonos m,,

e se obtienen de M por homotecias de centros A, B y €
. kg y kg, respectivamente) cubren las partes M,;, M,

=

1y ;)P:a pa]a.bras ‘homotéticos de M (con la ra-
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k| R sdelogramo P no s pued:
i | aubm"n‘ o e ‘dﬂag:'rou;ng:lrelog:fmos menores que P,
| mna:no; v situados paralelamente 2 P (porque
¥ m : uu: paralslngrumos menores que P puede
&t cubrir s6lo un vértice de P) de la afirmacion del problema
v i n-a- demostrado en 1955 (en una
| T Levi"), destacado matemitic,
. do de nuevo varias veces

i

mmm . cubrir integramente M es igual a 3, si I
:oj:g:: paralelogramo, y';c igual a 4, si M es un paralelo-
| -Levi ' tema ’ se interesaron por esle
ImrFaml. mnm:xmﬁx' _caso_del gpacio; 0 sea,
dmosmr a siguiente proposicion que parece bastante
‘ by Mnﬁmav minimo de «opias disminuidas» de un polie({;o
b M o liedros py, Jg, - - - Menores que j/,
B 1je (t(l’e?[a';l:i&dm pﬂ%ﬂnm a M) que permi-
. integramente M, oscila segin la forma de M entrc
por ejemplo, para el tetraedro) y 8 (es lgufal
0, amagcnbo), este niimero es igual a 8 silo
pedo y es menor que 8 en los demds casos.

‘parece ser muy complejo; empero,
emostrarlo por ahora aunque muchos

1tos paises lo han intentado?).

diversos teoremas geométricos
itodo de induccién mate-
mos aqui a un grupo de
és de éstos reside en que:

ticos demostraron ©!
rariag (véase acerca de
i « Brmyxibie garypur:
ﬂfm'ﬂd «Figuras conve
- validez del teorem?
o cumple también part

roblemas véast:
d‘ oxbep?, dan i,
. (V. . Boltiansk
tria combinatoria)-
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igual que el problema 9 considerado més arriba, conducen
a un problema, de enunciado muy sencillo pero no resuelto
hasta el presente por nadie, que mateméticos de diferentes
paises vienen atacando hace ya mas de cien afios, el asi
llamado problema de los cuatro colores. Pero previamente
deberemos estudiar algunas propiedades (geométricas) de
los mapas geogrificos.

PROBLEMAS
DE LOS MAPAS
GEOGRAFICOS

Consideremos en el plano una red formada por lineas
que unen algunos de los puntos 4,, 4,, ..., 4, y que
no tienen otros puntos comunes; aceptaremos, ademaés, que
esta red «consta de un trozo tinico», o sea, que, arrancando
de cualquiera de los puntos A,;, A4,, ..., 4,, podemos

FI1G. 11

llegar a cualquier otro desplazdndonos solamente segiin las
lineas que componen la red (se dice que la red es coneza).
Toda red de este tipo serd llamada mapa; los puntos dados
son sus vértices; los trozos de curvas que unen dos vértices
sucesivos son las fronteras del mapa y las porciones en que
las fronteras dividen el plano (incluida la regién infinita
exterior) son los paises del mapa. Por ejemplo, en la fig. 11,

3—01274
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A, y Ag son los vértices

3 '- A.AS:AC’
los puntos Ay, Ay Ap 24 , AyAg Agdz Ady, AA
‘mapa, las curvas Ai';oﬁ'ﬁ;nw;n;!f las regiones 0y, o,

et i e A A.Amgi'ydﬁn infini xterior 0 son sus paises.
" -ﬁwmmg (T eorema dc%u%er.) Dado un mapa cual-
e considerem y oal < nimero s de sus paises, el nimero |
-lle' sus fronteras y el numero p de sus vértices. Entonces

,+p=l+2.

'mmn. Apliquemos; la induccién segin el nime-

teras del mapa.
i i’?’sﬁnl=o; ent.onc%a s=1y p=1 de modo que

’+p=l+2.

es valido para cualquicr
deremos un mapa de [ = n + |

ar de vértices del mapa existe un camix_;g;
teras, que los une (debido a que ¢
'Bxingmun camino, por lo menos,
el mapa no contiene ningin con
siente, es de la forma represcn-
que 5 — 1. Demostremos que
g0 un vértice que pertencce
wértice A, de la fig. 12);
inal. En efecto, tomemos
pno es terminal, es 'el
afnimo. Avancemos segin
do vértice. Si este vértice
remo de otra frontera.
spundo vértice, etc-
 contiene contornos

értices del mapd
abo. a un vértice
{inica frontel'a que
evo en el que

de donde resulta que
s+p=1-+ 2.

b) Existen dos vértices con dos caminos como minimo
que los unen (fig. 11). En este caso el mapa contiene un

F1G. 12

contorno cerrado que pasa por estos vértices. Eliminando
una de las fronteras de este contorno (y conservando sus
vértices), obtendremos un mapa en el que

K=1l—1=n, p'=p v &
Segin la hipétesis inductiva,
s +p' =142,
de donde resulta que también
s G R

Ejemplo 14. Demuéstrese que si en todo vértice del
mapa convergen tres fronteras como minimo (o sea, si el
mapa no contiene puntos como A,, Ay, A5y A ni fronteras

3‘

=S—'|

-



SUGERENCIA. Supongamos que podemos unir todos estos puntos
cumpliendo las condiciones del problema; obtendremos un mapa que

tiene 5 vértices, -2-— — 10 fronteras y, por consiguiente, 7 paises (por

ol teorema de Euler). Pero tal mapa es imposible como se deduce de
razonamientos andlogos a los que hemos empleado para obtener la
desigualdad (10).

El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicacién
del teorema de Euler sobre los mapas en el libro E. B. Jlun-
kun 1 B. A. Yenencxui, Maremataueckue Gecener, M. — JI.,

Tocrexmaiar, 1952 (E. B. Dynkin y V. A. Uspenski, Confe-
rencias matemaéticas).

~ Problema 11. (Teorema de Euler sobre los poliedros.)
Demuéstrese que si p es el nimero de vértices, [ el nimero

de aristas v s el niimero de caras de un poliedro convexo,
se tiene

z2+p=1+4+2

GERENCIA. Coloquemos el poliedro en el interior de una esfera
suficientemente grande y proyectemos desde su centro (pode-

* que el centro se halla dentro del poliedro) sobre la super-
férica todos los puntos del poliedro. En la superficie esférica
nos un mapa. Proyectémoslo desde un punto cualquiera de

; no perteneciente a ninguna frontera, sobre el plano tangente
ficie esférica en el punto diametralmente opuesto (proyeccidn
dfica). Apliquemos el teorema de Euler al mapa plano resul-

ma 12. Demuéstrese que en todo poliedro existe
de tres, cuatro o cinco aristas.

Véase el ejemplo 14.

13. Demuéstrese que no existen poliedros de

Apliquese el teorema de Fuler.

trar otros ejemplos de apli-‘&acﬁn
s poliedros. por cjemplo, en

.




——,

L plan Diremos que cst;
‘emplea un tinte deior
¢ squiera dos paises

1to. Como ejempl,

plier mapa geogri-
pado si se emplea

o este procedimiento

.
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plo de un mapa que no puede ser bien coloreado con cuatro
pinturas) pero sin éxito alguno. Se ha podido demostrar
solamente que cinco tintas son suficientes para colorear bien
cualquier mapa (véase el ejemplo 18). Es fédcil encontrar
las condiciones que debe cumplir un mapa para que alcancen
dos (ejemplo 16) o tres (ejemplo 17) colores. Daremos, ademds,
una condicién necesaria y suficiente para que un mapa
pueda ser bien coloreado con cuatro tintas (ejemplo 19);
por supuesto, se desconoce si esta condicién se cumple para
cualquier mapa asi como si existen mapas en los que esta
condicién no se cumple.

Es curioso que para ciertas superficies, de estructura més
compleja que la del plano, el problema de la coloracién

FI1G. 15

de mapas admite solucién plena. Por ejemplo, se ha demos-
trado que para la coloracién buena de cualquier mapa en
la superficie del canillo salvavidass, llamado toro (fig. 15),
bastan siete colores iﬁgue existen mapas para los cuales
no alcanzan seis colores’)

P 1) Hace poco relativamente &ﬂﬂn‘m
Mﬁm G. Ringel, Farbungsprobleme a achen und Gra

. Deutscher Verlagder Wissenschaften, 1959) ha obtenido

FIG. 16

ados proximes a la solucién definitiva Siell sl




)S mafg no contieney,
A UN Mismo paig
ue de lo contrari,

e la coloracién
no contienen
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en el infinito»; se puede demostrar que la renuncia a esta
altima condicion no afecta los resultados posteriores.
Diremos que un mapa es normal si en cada uno de sus
vértices convergen fres fronteras exactamente. Sea S un
mapa cualquiera (fig. 17, a). Formando circulos pequefios
alrededor de los vértices en los que convergen mds de tres
fronteras y agregando cada circulo a uno de los paises que
rodean el vértice correspondiente, obtendremos un mapa
normal S’ del mismo niimero de paises (fig. 14, b); ademis,
toda coloracién buena del mapa S’ permite obtener facil-
mente una coloracién buena del mapa S empleando la
‘ misma cantidad de pinturas y viceversa. Por eso, con fre-
cuencia limitaremos al estudio del problema de la coloracién
buena al caso de mapas normales.

* Veamos ahora qué estructura tienen los mapas normales
elementales’). Sean p el nimero de vértices, ! el nimero
de fronteras y s el niimero de paises de un mapa normal;
entonces, 2/ = 3p (véase la pég. 35), de donde resulta que

1’3‘=-§L Ademés, debido al teorema de Euler, se tiene
s+ p=1+2, de modo que
e

s=(1—p)+2=5+2

VJ ¥ di

¥, por consiguiente, s > 2. Pero si s = 2, tenemos [ =0
y es evidente que tal mapa no existe. Si s = 3, tenemos
3 ¥ p = 2; este mapa normal elemental puede verse
fig. 18, a. Si s = 4, tenemos I = 6 y p = 4. Demostre-
e en este caso el mapa es de la forma representada en
19, b o c. En efecto, sea k, el nimero de bidngulos
1, sea k; el nimero de sus tridngulos y sea k, el
e cuadrildteros (puesto que p = 4, no puede haber
1e_tengan mis de cnatro vértices). Entonces

.kt kytky=s=4




; de la dltima igualdgg

la suma k, 4 &y - k,
andos, la forms,
+0 + 0. Consido.
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numeracion de los vértices del mapa en la que los vértices
«vecinos» (o sea, los vértices unidos por una frontera) obtienen
nimeros distintos; véase a este respecto, por ejemplo, el
libro de E. B. Dynkin y V. A. Uspenski indicado en la
pég. 37 en el que el lector podrd encontrar también otras

JIG. 19

demostraciones de muchos teoremas que se dan a continua-
gion. 1
~ Ejemplo 15. En el plano se tienen n circunferencias.
Demuéstrese que dos colores bastan para colorear el mapa
que forman cualquiera que sea la posicién de las mismas.
SOLUCION. 1°. Si n = 1, la proposicién se hace evidente.
2°. Supongamos que nuestra proposicién es védlida para
cualquier mapa formado por » circunferencias y consideremos
el caso de n + 1 circunferencias. Eliminando una de ellas,
obtendremos una mapa que, en virtud de la hipétesis hecha,
admite la coloracién buena con dos tintas, blanca y negra,
por ejemplo (fig. 21, a). Restituyendo dicha circunferencia
y cambiando los colores (el negro por el blanco y viceversa)
1 un lado de la misma (por ejemplo, en su interior), obten-
dremos, como se comprueba ficilmente, un mapa bien colo-
reado con dos pinturas (fig. 21, b).
roblema 14. En el plano se tienen n circunferencias
una cuerda en cada una. Demuéstrese que bastan tres
ituras para colorear bien el mapa que forman (fig. 22).
SUGERENCIA. Consideremos un mapa formado por n circunferen-
3 con sus cuerdas bien coloreado con tres pinturas o, By y.
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(n + 1)-6sima, consideremos |, pai
¢ afsog

jemos sus colores segiin ¢] Sque
do de la cuerda correspondiente v ..
w— f al otro lado de la cuerda,  ~ YD

}Iw dos colores.) Para que g,
coloracion buena de un map,

4

FIG. 21

en todo vértice converja un nime

» esta condicién es evidente yo
para colorear bien ni siquiera

1°, S.i el mapa tiene dos fronteras, la proposiciéon se
hace evidente (fig. 24), 4

2°. Supongamos que el teorema es valido para todo mapa
tal que en cada uno de sus vértices converge un niimero
par de fronteras sin que el nimero total de las fronteras
pase de n. Consideremos un mapa S que verifica esta misma
condicién pero tiene n - 1 fronteras. Arrancando de un
vértice cualquiera A del mapa S, avancemos en direccion
arbitraria segin las fronteras. Puesto que el niimero de

FIG. 23 FIG. 24

vértices es finito, volveremos, al fin y al cabo, a uno de los
vértices ya considerados (el mapa no contiene vértices
terminales por cuanto no existen fronteras que no separan
paises) de modo que habrda un contorno cerrado que no se
cruza formado por fronteras del mapa. Elimindndolo,
obtendremos un mapa S’ de menor nimero de fronteras que
también tendrd un nimero par de fronteras en cada uno
de sus vértices (ya que en todo vértice del mapa S hemos
eliminado un nimero par —igual a 0 0 a 2— de fronteras).
En virtud de la hipétesis inductiva, dos pinturas alcanzan
para la coloracién buena del mapa S’.

Restituyendo el contorno eliminado y cambiando todos
los colores a un lado del mismo (por ejemplo, en su interior),
obtendremos una coloraciéon buena del mapa S.

Ejemplo 17. (Teorema de los tres colores). Para que tres
colores alcancen la coloracién buena de un mapa normal
©8 necesario y suficiente que cada uno de sus paises tenga un
nimero par de fronteras.

" DEMOSTRACION. La necesidad de esta condicion es evidente

ya que, habiendo un pais ¢ de un niimero impar de fronteras,



paises (véase la fig. 18, ¢)
obvio que tambié,
un mapa normal de
fig. 18, b (bastars
region exterior),

cualquier
uno con un

e
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minar los vértices que huelgan) mientras que en los demés
vértices subsistird el nimero de fronteras convergentes
a ellos. Cada uno de los paises del mapa S’ también tendra
un numero par de fronteras ya que este ntimero disiminuira
en 2 para los paises 0, y o, y subsistird para todos los paises
restantes. Pero el mapa S’ comprende 7 paises de modo que,
en virtud de la hipétesis inductiva, tres pinturas o, p y vy
bastarén para colorearlo bien. Supongamos que los paises
0y = 0; + 0 y 0, = 05 llevan los colores & y B, respecti-
vamente. Restituyendo el pais ¢ y dandole el color y, ob-
tendremos una coloraciéon buena del mapa S.

B. o tiene cuatro fronteras. Puede ocurrir que entre los
paises opuestamente adyacentes a ¢ hay dos fronterizos

. iy Fidn. 7, Bt
: Al B
5 (]
7 G‘I r GJ
7). A Cc
| y -
f "t ok N 7 Y W
L
i a) 0)

FIG. 27

o, incluso, coincidentes (fig. 27, a 6 18, b); pero en este
caso los otros dos paises adyacentes a o no pueden tener
frontera comin ni coincidir. Sean o, y ¢, estos paises
(fig. 27, b). Agreguemos los paises 0, y 0, al pais o, elimi-
| nando las fronteras AB y CD. Es obvio que el mapa obte-
@;{p— S’ también serd normal. Ademds cada uno de sus
al tendrd un nimero par de fronteras. En efecto, si
o0s paises 0;, 0,, 03 y 04 tenian, respectivamente, 2k,, 2k,,
: Afronteras, el pais o' =0 -+ o, + 0, tendrd
2kq + 2k, — 4 fronteras, el pais o} = o, tendrd 2k, —2
fronteras y el pais 0; = oy tendrd 2k, — 2 fronteras mien-
)‘ ‘tras que todos los paises restantes conservarin su niimero
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( . (Si 0,y 0, s0n un mismo pais, Gsle teud.rn
:: flu :t:;:'S'( cuatro fronteras menos que en el mapa S.)
Pero el mapa S’ tiene n — 1 paises de modo que, en
virtud de la hipdtesis inductiva, tres pinturas a, f y y
bastarin para colorearlo bien. Demostremos que los paises
g, ¥ 0, tendrén el mismo color (esto es evidente si 0y y 0}
coinciden). En efecto, supongamos que el pais o tiene el
color @ y que el pais o tiene el color B; como quiera qm; o
toca a lo largo de MN un nimero impar 2k, — 3 de pa ;es
cuyos colores deben, obviamente, alternarse de este mo 0].l
¥ 6 v B, ..., v, resulta que el pais o; debe llevgr e
color p. Hestituyendo el pais o y déndole el color y, obten-
dremos una coloracién buena del mapa S. ’ b
JEjemplo 18. (Teorema de los cinco_colores.) Cinco colores
aleanzan para colorear bien cualquier mapa normal.
pEMOSTRACION. 1°. Para un mapa de cinco paises todo
ici evidente.
e gh&mmc:]ﬁ :ls teorema es vélido para todo mapa
mrm;ll de n — 1 o n paises. Consideremos un mapa nor-
mal S de n + 1 paises. Segin hemos demostrado en ¢l
gjemplo 14, el mapa S contiene al menos un pafs o de cinco
.. ﬁml:nl todo lo mds. Consideremos todos los casos que

a0

B e i (vinm de fig. 26). Sean 0, ¥ o,
fronterizos con a. Agregando a o el pais o,, obtcn'-
u a normal S’ de n paises. En virtud de la
b wm cinco pinturas alcanzan para colorearlu.
N a: =0+ 0,y 0, =04 tendrin entonces
‘ dl:olom Restituyendo el pais g, podemos
: colores restantes.
?’:m (fig. 28, a). Agreguemos 'a,t f:_atl-
» el mapa obtenido S’ con cinco pintu 5,
a 0 uno de los dos colorqs que no
coloracion de los paises oy = 0 + v

28 b). Habrﬁ dos palses
B o 3.
s gy, obtendremos
la h.ipﬁteais inductivé,
5, tendrén entoncts
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e

coinciden o tienen el mismo color).
podremos darle el quinto color.
d) o tiene cinco fronteras (fig. 28, ¢c). Igual que en el
ejemplo 17, habrd dos pafses adyacentes a o que no son
fronterizos ni coinciden; sean 0, ¥ 04 estos paises. Agre-
gindolos a o, oblendremos un mapa normal S’ de n — 1
paises. En virtud de la hipétesis inductiva, cinco pinturas

Restituyendo ¢l pais o,

F1G. 28

bastarin para la coloracién bhue
0, =0, + ¢ + o, 0,=20y O0,=0, y 0, = 05 tendrén
entonces cuatro de estos cinco colores. Restituyendo el
pais o, podremos darle el quinto color,

Problema 15. En un planet
una parte de ellos ocupan una
mientras que los demas constan
frontera comiin. Demuéstrese que el mapa del planeta
(representado en un plano o en un globo que reproduce la
forma del planeta) puede ser bien coloreado con 12 pinturas

modo que cada estado (independientemente de constar
e una o de dos partes) quede cubierto por una pintura

- que no haya dos estados con frontera comiin pintados

mismo color; sin embargo, 11 pinturas pueden no alcan-
“ar para colorear de esta forma ol mapa.

na del mapa S§’. Los paises

a esférico hay varios estados;
region (conexa) del planeta,
de dos partes que no tienen

5 ;';-,_-.%UGERENCIA- Mostremos, ante todo, ?ue 12 pinturas alcanzan, en
°f. 20, para colorear cualquier mapa de la estructura descrita cum-
Pliendo Lodas las condiciones del problema. Por supuesto, esta afirma-
Ml es vilida para cualquier mapa que no comprenda més de 12 esta-
(en este caso, cada estado puede ser pintado de un color); supon-

ahora que Ia afirmacion ha sido demostrada ya para todos los
que no contienen més de n estados (donde n > 12) v demostre-

e en tal caso también serd vilida para cualquier mapa que com-

Prenda n L 1 estados. De la misma forma que antes, podemos limjtar-
k=012




o1

~ Sea S un mapa normal bien coloreado con las cuatro pinturas o,
E.iﬁi'"?i“y 6. Empleemos la cifra 1 para las fronteras entre paises de color
ay podecoloryyd, la cifra 2 para las fronteras entre paises de color
ayyode color;s ¥ 0 y la cifra 3 para las fronteras entre paises de co-
lorey o d_e color f y y. Esta numeracién de las fronteras seré buena:
en efecto, si en un vértice A convergen dos fronteras de una misma
cifra (digamos, de cifra 1 como en la fig. 30), los paises 0, y 0, sepa-
rados de o, por fronteras de un mismo niimero, deben tener también

r'ﬁ-l"P 2
pa es igu&l

; en olras pala-
q en cada
ce se obtienc

A

N
R 10

8
3

FI1G. 239

10 color (por e . 51 0y Lliene
¥ 0 uﬂ"m%}; meﬂemmd m::
B paises fronterizos.
las fronteras de un mapa normal %eT bien nmmeradas
 tres cifras, cuatro pinturas para la coloraciém
o ol mimars = 2o poi ™ Proposiciin aplicaeses la
 caso de un mapa normal de
o (salvo el orden de Las cifeas)

. 2 ¥ 3. Coloreemos
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ado admisiblemente con cuatro pinturas. Consideremos un mapa nor-
mal 8 de n | 1 pafses cuyas fronteras también estan bien numeradas
‘mediante tres cifras, Segin hemos visto en el ejemplo 14, en el mapa
g oxiste un pais o de cinco fronteras todo lo més. Consideremos los
distinlos easos que pueden presenlarse.

&) @ tlene dos fronteras, fin la fig. 33, a representamos la finica
(salvo el orden de las cifras) numeracién posible de las fronteras en
I una vecindad de o, Agreguemos ¢, al pais ¢ asignando el niimero 1 a
i la nueva frontera MN que separa los paises oj = 0, | 0 y 0§ — Oy
"‘l ‘Sifi‘g. 33, b) y conservando lo

s nimeros de las demds fronteras. Obten-
FEmos un mapa normal S’ cuyas fronteras estardn bien numeradas

cifras. Puesto que el mapa S’ estd formado por n paises»

oracion buena de cuatro pinturas del mismo; ademads.

ay es a, el color del pais of serd B, Restituyendo el

el color y, obtendremos una coloracién admisible del
pinturas.

ﬁs-“ fronteras. En la fig. 34, a re

es|

resentamos la dnica
ad de 0. Suponiendo
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I los paises 0; = 0, y 0f = 0, serd 6. Restituyendo el pais o, le dare-
J mos el color f.

En el segundo caso (fig. 36, «) podemos razonar de un modo ana-

" logo si es que los paises sin frontera comiin son 0, y 0,; pero, conser-

! vando el niimero 3 de la nueva frontera NP, deberemos asignar a la

nueva frontera M¢) el niimero 2 (fig. 36, b); el color del pais o] = o,

, 2 7 1 2 ' 1 I
| 1 5 N p
B 2 C7P

¢ J 4 1 1 7
} o ! (] 1 oy 5
J 2 1 3 2
: 3 M~A 3 0 2 0 M g 1
: ' 5‘ 3 r '1; '5
i a) L)

— e e e e

upongamos, por tltimo, que los paises sin frontera comiin son
- Contraigamos el cuadrilitero ABCD en un segmento de modo
unto A coincida con el punto B, el punto € coincida con el

) ento BC se confunda con AD. Conservando la nume-
mteras MA, NB, PC y QD, aslgnemos a la nueva fron-
2| niimero 1 (fig. 36, ¢). Obtendremos un mapa normal
umeradas. Puesto que el mapa S’ comprende n
racién buena de cuatro pinturas del mismo;
r del pais oj es 0. los colores de los paises a3, 03 v
spectivamente. Hm;ﬁﬁyquo el pais o, le dare-



nevas fronteras )rpy |

tom BC ' O
& (fig. 37.)h: {f

{

N* comprende n fans.

m-ilmc:: ademisx
s paises 0} y o} sor;
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nuevas fronteras NP, ME y EQ los niimeros 3, 2 y 3, respectivamente.
Obtendremos un mapa normal 8" (fig. 37, ¢) de fronteras hien nume-
radas. Puesto que el mapa S’ comprende n — 1 paises, existe una
coloracién buena de cuatro pinturas del mismo; ademds, si el color
del pafs o’ = o 4 0y -+ 0y ¢s &, el color de los paises 05 = 0, ¥ 0§ =
= @, serd 6 mientras que of color del pais 0f = o0y serd y. Restituyendo
el pais o, le daremos el color f.

Puesto que se desconoce si existe una coloracion buena de cuatro
pinturas de cualquier mapa normal, también se desconoce si existe
una numeracién buena de tres cifras para las fronteras de cualquier

mapa normal. 86lo puede demostrarse la siguiente proposicion.
. EJEMPLO 20, Cuatro cifras alcanzan para numerar bien las fron-
teras de cualquier mapa normal.

DEMOSTRACION. Demostraremos esta proposicién para el caso de
cualquier mapa (no necesariamente conexo; vease la pag. 33) en cuyos
t vértices convergen (res fronteras a lo sumo. Aplicaremos para ello la
I induccién segiin el niimero n de vértices del mapa.

SN Sioni= 2, 1a pmf)osicién se hace evidente.

2°. Supongamos que la proposicién es vélida para cualquier mapa
de n vértices en cada uno de los cuales convergen tres fronteras a lo

— e

FIG. 38

sideremos un mapa S de n | 1 vértices que cumple la mi

icion. Eliminando uno de elli;,. digamos 31;, Iag fré:terlz-
: nden, obtendremos un mapa S’ de n vértices en cada
al vergen tres fronteras a lo sumo. En virtud de la
ctiva, cuatro cifras 1, 2, 3 y 4 alcanzan para la numera-
1s fronteras del mapa S°. Restituyamos el v rtice Ag

8’ (fig. 38, a, by c). En este caso es
as fronteras del mapa S’ a una nume-
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disiiss - Pﬂm de la numeracién de las fronteras del map,

08 86 DU 60 buena de las fronteras del mapa §
o) El vértice Ao esti

*“): ,ﬂ))r%mi‘“ mjl; desfavorable se dard si por cada uno de

ido a tres vértices A;, Ay ¥ A, del maps
Lqr ﬁ;} ; fm:j}mi,.ﬂi‘.ﬁj A4 del mapa S’ pasan dos fronteras exactamento,

o, o8

FIG. 39

L
TS T T

o los ntimeros de cada una de las fronteras ApAy, Apd, vy

podrin elegir entre pares de cifras; serd imposibfe escoger
imeros distintos entre estos pares sélo si estos Gltimos coinciden.
os mismos niimeros, digamos 1 y 2, los tres pares de
napa S’ que pasan por los vértices Ay, A, y A,. Conside
es en el mapa S’ el contorno de longitud mixima que

teras de nameros 1 ¥ 7
yrender una frontera nada
uno de los vértices A, 0 Ao

e, P 'hi‘pé‘tsﬂis, las fzrﬂnteras

: los niimeros de 12¢

d por el tres y vic¢
as del mapa

n no podrén tener

apa S’ que pasay

il pasar de lanumée

jumeracién buena d¢

e

59

§ 3.
CONSTRUCCION

POR INDUCCION

El método de induceiébn matematica puede aplicarse
a la solucién de problemas de construecién sélo si en las
condiciones del problema figura un niimero entero pOSi_l’lVO n
(como, por ejemplo, en los problemas de construccion de
n-gonos).” Veremos a continuacion varios ejemplos de este
género. Con la particularidad de que, a lo largo de este
pargrafo, consideraremos también poligonos entrecruzados
(fig. 41); en otras palabras, por poligono se entiende en la
mayoria de los problemas cualquier quebrada cerrada
Ajdigioins Ay,

Ejemplo 21. En el plano se toman 2n -+ 1 puntos.
Constriyase un (2r -+ 1)-gono tal que estos puntos sean
los puntos medios de sus lados.

soLucioN. 1°. Sin = 1, el problema consiste en construir
un tridngulo a partir de los puntos medios de sus lados y se
resuelve ficilmente (basta trazar por cada uno de los tres
puntos dados la paralela a la recta que une los otros dos
puntos).

2°. Aceptando que sabemos construir un (2rn — 1)-gono
a partir de los puntos medios de sus lados, consideremos
2n + 1 puntos A4,, 4,, ..., A,ps; que son los puntos
medios de los lados del (2n + 1)-gono buscado =z, . ..

- Tantq

Tomemos el cuadrilatero z,z,, 1TonZons, (fig. 42). Los
puntos Ay, 1, Ay, ¥ A4y son puntos medios de sus tres
lados x4, 1Zan, ZanZant1 ¥ Tan+1Z:- Sea A el punto medio
del cuatro lado z,2,,_;. El cuadrilitero Ay, ;45,44,4,4
es un paralelogramo (para demostrarlo basta trazar la
recta z,z,, y considerar los tridngulos 2,Tsn1.1Tsn ¥ 1% en _1Tons
los segmentos A,,4,,+, ¥ 4,5, 1A bisecan los lados de estos
tridngulos); puesto que conocemos los puntos Ay, _;, As,
¥ Agntq, es facil construir el cuarto vértice A del paralelo-
gramo. Los puntos Ay, 4,, ..., Agn_s, A son los puntos
medios de los lados del (2n — 1)-gono zyz, . . . 24,.; que
sabemos construir en virtud de la hipétesis hecha. Por eso,

‘PoLiqones me N lapos.



Y ZTan1%sn (a partip
0s) de modo que |os

7 ’C_I'OS)‘ Sean Sus punfos

no se entrecruza es(j
cudles son los pun(os
En el caso geners)
r ejemplo, no pode-
estd dentro o fuers
icién siguiente,
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Ejemplo 22. En el plano se toman n puntos. Constriiyase
un n-gono tal que sus lados sean bases de los tridngulos
is6sceles cuyos vértices son los n puntos considerados v
cuyos dngulos en dichos vérlices son oy, oy, . . -, Tt

SOLUCION. Aceptaremos gque algunos de los dngulos
Oy gy - - -5 @n pueden incluso pasar de 180°, pero tomando
el acuerdo de que el tridngulo isésceles correspondiente
estard dirigido hacia el lado exterior respecto al poligono

FiG. 43

si @ < 180° y hacia el lado interior si a > 180° (en este
altimo caso el dngulo en el vértice serd igual a 360° — ).

1° Sea n = 3. Supongamos que el problema ha sido
resuelto de modo que z;, z, y x5 son los vértices del tridn-
gulo pedido, o sea, sus lados son bases de los triingulos
A o es cuyos vértices estin en los puntos considerados

2 ¥ A3y cuyos dngulos en dichos vértices son ay, @, ¥ @,
(fig. 43, a). Por efecto de la rotacién del plano de?hg;lg a:
alrededor del punto A, (aceptamos que todas las rotaciones
@x]rewl'im:n en contra 1331 movimiento de las agujas de un
reloj) el vértice z; se transforma en x,; por efecto de la
rotacion de dngulo o, alrededor del punto A,, el vértice z, se
N R T O St
1 El cjemplo anterior resulta un caso p




S~ -]
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S A

. bas rotaciones realizadas sucesivamen
i ““5“!:1’:"’ ael;:: sola rotacién de dngulo @, + &, alrededor
equival 1 N puede ser construido (a partir de los
de un ﬂln A ¥ o los éngulos & ¥ o) del modo siguiente:
puntos A; ¥ Az construimos en los puntos 4, y -

sobre el segmento Ad,
los éngulos %‘- y %, el punto A en el que se cortan los otros

e Dol os serd precisamente el centro de
§ 2, capitulo [, parte primera del libro 4. M. Heaox, I'eomer-
2y &a e 6pappsamm, I, M., FogwexnanaT, 1955
i l}“ﬁ, Ynsfwm mnsfomaciones geométrl.cafs, volumen 1))
‘ Sor efecto de esta rotacion resultante, el vértice z, se trans-
. or . el vértice 7 ggogransiformaré en ,
L T 1a rotacion de dngulo — (& + @) alre-
ﬁom lg:ﬁo Ay, por consiguiente, el punto A’ es el
y&ﬁ@dﬂl triangulo isésceles de base zzz y de dngulo

a260° (g, 4+ o) en el vértice.
N méﬂé“‘m fy Az no coinciden (lo que sélp puede
e bt a, + as -+ @y 7= 360° k), podemos construir a par-
tir de ellos el lado z,z5. Con este fin habrd que construir
" cn los puntos A y A, 8 ambos lados del segmento A,
B S ‘I&B.'rﬂﬂpﬁﬁﬁm dasm_:‘_(;_li_“?)- y de =2; sus lados

2 ]
precisamente en los vértices z, y z3 del tridngulo
o ofrece an::ltad construir después el vértice z,.
— 360°-k (o sea, si los puntos A y A,
i’eﬂl‘a no admite solucién tnica.
& qoe sab

mos construir un n-gono a par-
sabo‘ng‘s‘ﬂm isosceles que descansan
\ determinados #dngulos en los
un (n + 1)-gono a partir de los
4,4, de los tridngulos isosceles
1o tienen dngulos respectivos

B o (rig 43D
1 1)-gon ido (fig. 43, b)-
: ):ggn;m o de los vértices
ZpAnZnt1 ¥ Znt+1An+171
w41y, podemos encom
ice A del triénguig
liagonal z;zn ¥ I

%52 — (an o )
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Con ello nuestro problema quedard reducido al problema
sobre la construccion del n-gono zz, ... z, a partir de
los vértices A, 4g, - . ., A,_1, A de los tridngulos isdsceles
que descansan en sus lados y a partir de los dngulos a,, o,, ...

. vy Ongy 360° — (a; + n4q) en dichos vértices. En vir-
tud de la hipétesis inductiva, el r-gono z,z, . .. z, puede
ser construido; realizado esto, serd facil construir después
el (n + 1)-gono zz; . .. TpTnis-

Si oy +og + ... + a, = 360°-k, el problema no ad-
mite solucién tnica o no la tiene (épor qué?).

Problema 16. En el plano se toman n puntos. Constriya-
se el n-gono tal que estos puntos sean vértices de los tridn-
gulos que descansan en sus lados y que tienen determinados
dngulos en dichos vértices y determinada relacion entre
sus laterales.

SUGERENCIA. El problema puede ser resuelto aplicando razona-
mientos anflogos a los empleados en el anterior (que es un caso parti-
cular suyo) sblo en lugar de la rotacién de angulo ¢, alrededor del
punto Ay habrd que considerar ahora la transformacién de semejanza
que es resultado de la rotacién de dngulo o, alrededor del punto A,
y de la homotecia de mismo centro 4; y de razén igual a la que existe
entre los lados del tridngulo correspondiente (procediendo del mismo
modo en los demds puntos dadoes). La realizacién sucesiva de dos trans-
formaciones de este tipo equivale a una tercera transformacién del
mismo género (véase, por ejemplo, § 2, capitulo I, parte segunda del
libro de I. M. Yaglém mencionado mds arriba). Por consiguiente,
podremos encontrar, a partir de los vértices 4; y A, de los tridngulos
Z,7,4, ¥ 292544, el vértice A del tridngulo z;7,4 que descansa en el
segmento z;z, y que tiene un dngulo determinado en su vértice y una
razén determinada entre sus laterales (empleamos las denotaciones
del ejemplo anterior).

El lado z,z5 del tridngulo z,z,2, se puede construir a partir de los
puntos A y A4 ael modo siguiente. La realizacién sucesiva de dos de-
terminadas transformaciones de semejanza de centros A y A, trans-
forma z, en si mismo (primero z, se transforma en z, y después z; se
transforma en z;) y equivale a una sola transformacién de semejanza
de centro en un punto B que puede ser construido. Puesto que el punto
B se transforma en si mismo, coincide con el punto buscado z,.

Si la suma de los dngulos en los vértices es miltiple de 360° y el
producto de las razones de los lados es igual a uno, el problema no
admite solucién Gnica o no la tiene.

Ejemplo 23. En el plano se toman una circunferencia
y n puntos. Constriyase el n-gono inscrito en la circunferen-
cia cuyos lados pasan por estos puntos.

soLucioN. El problema es dificil; para resolverlo hay que
aplicar el método de induccién matemdtica procediendo de



construir
su lado
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isésceles de bases 4,4, y BB, (fig. 44, a), de donde resulta
que el lado 4,4, del poligono pedido es paralelo al lado
BB, del n-gono BB, ... By; es decir, en este caso debe-
mos trazar por el punto P la paralela a B,B,; realizado
esto, serd ficil determinar los restantes vértices del n-gono
AA, . .. A, (realicese el andlisis).

Si n es impar, los arcos 4,8, y A,B, tienen la misma
direccién de modo que el cuadrilatero A,B,4,B, sera un
trapecio is6sceles de bases A,B, y B4, (fig. 44, b); puesto
que sus diagonales 4,4, y BB, son iguales, en este caso
deberemos trazar por el punto P una recta de modo que la
circunferencia corte en ella la cuerda 4,4, igual a la cuerda
dada ByB,, o sea, trazar la tangente a la circunferencia
que tiene el mismo centro que la inicial y que es tangente
a BB, (jandlisis!).

i". Supongamos que sabemos construir el n-gono inscrito
en la circunferencia de modo que k lados sucesivos del
mismo pasen por &k puntos determinados mientras que los
deméds n — k lados sean paralelos a determinadas rectas.
Se pide construir un n-gono inserito en la circunferencia
de modo que k + 1 lados sucesivos A,4,, A4, ...
-+« App Aps, del mismo pasen por k -+ 1 puntos deter-
minados Py, Py, ..., Py, mientras que los demasn — k —
— 1 lados sean paralelos a determinadas rectas.
~ Supongamos que hemos resuelto este problema cons-
tmyendo el n-gono pedido (fig. 45). Consideremos sus
lados 4,4, y A,4; Sea A,4] la paralela a P,P, que pasa
por el vértice A, sea A; su punto de interseccién con la
circunferencia y sea P; el punto de interseccién de las
s A;dy y PiP,. Los tridngulos PiA,P, y PiP,A, son

antes ya que , A,P\Py = LA A A = LA,AP] y

Py = /P.P;A, Por consiguiente, '
g T
X

g 'dérdonda resulta P;Pg_—-'__A‘PI 2+ 43Py

ya que depende
s 5
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soLucioN. 1°. Sea n = 2. Tomemos en el plano un punto §
que no pertenece a las rectas ! y /; uniéndolo después con
los puntos A y B (fig. 47, a). Sean € y D los puntos en que
las rectas A4S y BS cortan la recta I;; sea T, el punto de
interseccion de las rectas 4D y BC y sea P, el punto de

FIG. 47

-

interseccién de las rectas ST, y I. Demostremos gque P,
es el punto pedido, o sea, que AP, = %AB
Sea @, el punto de interseccién de las rectas ST, ¥ .

-t ArlPleATIQIci AmlwAmb
: ASAPy o» ASCQ; ¥ ASAB <« ASCD,

‘de donde se tiene

- P.B '-_“'




—

S punlos en que las roo
b recta SP, (fig. 4500
“de interseccidy, (|, lag
Int1 ¥ Priy los Puntog
ame te’ cnrlﬂll li! |"(-(‘l:1

el punto pedido, o sea, que

a de los triay,
angulopg
s tridngulos (7, )

; (11)

ridngulos SAP .
SCD, resulta !

(12)
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Observacién. Para construir los puntos Py 4, P}y, ... también
se puede proceder del modo siguiente. Valiéndonos del punto Py, po-
demos trazar por el punto S una recta I, paralela a la recta [ (véase la
fig. 48, a, donde 7' es un punto arbitrario de BS). Sea K, el punto de
interseccién de la recta P, ,,C y de la recta I, y sea P; , el punto de

— |

ﬁ Fno} v:ul 'E ;N' 8
FIG. 48 b)

interseccién de las rectas K,Q,., v [ (fig. 48, b). Entonces, es fécil
comprobar que Py, Py = APy, = AB. Losrestantes pun-

n4-1

.,

108 Pryy, Py, .. . se construyen de un modo anélogo.
p Fyt

ma 18. Constriyase el segmento de longitud ':T

lamente la regla y el compés abierto de forma
ancia entre sus puntas sea @.
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mmﬂtas AlA v Pr
Lgaométrico buscfacl 0 r,‘s{
aralela a e].la.S). Cons-
S=B1cl en 108 ]ﬂflr;f:

3 -FESW + SAMQRS

- Samrs-

16 trico buscadrj
para los cuales
ar geométrico
por el punto 1/,

n-gono el lugar
ta (que, natu-
mos ahora un
tl B’Cz, ..

ados en sus lados
ono (fig. 49, 1).
A,, a partir
n+10 =

En virtud de la hipétesis inductiva, el lugar geométrico
buscado representa el segmento de una recta que pasa por
el punto M. :
=~} De los razonamientos realizados es facil deducir cémo
puede ser construido este Jugar geométrico.

Problema 19. Se toman un punto M, y n rectas Iy, Iy. . . .
..., L, en cada una de las cuales se tiene un segmento:
B,Cy, ByCy, . . ., B.C,, respectivamente. Hallese el lugar
geométrico de los puntos M para los cuales la suma alge-
braica de las 4dreas de los tridngulos MB,C,, MB,C,. . ..
MB,C, (el irea del tridngulo MB,C;.i = 1.2, .. ., n,

. . ey

se toma con el signo «+» si los puntos M y M, estin a un
mismo lado de la recta I; y con el signo «—» en‘el caso con-
trario) es igual a la suma del mismo tipo formada para el

punto M,.
'? GERENCIA. El | geométrico buscad -
'ﬂiﬁ?}n&%mn a la realizada en 'e?’ceiema opf: ﬁ‘;'.a kK g

Problema 20. (Leorema do Newton) Demuéstr
1 cuadrilétero puede ser b;_rcunscrito)a una em

tos medios de sus diagonales y el centro de di
ncia se encuentran en una mi‘gma reon::q((fli.;h g)‘)?

1a. Tenemos (véase la fig. 50) .
== SascrSaanr =Sasco+Saane

i

4 v e
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Tomemos en el segmento 4,4, el punto O que lo divide en
razén a,:a, de modo que 04, = - + AA, y] 04, =

e +%A1A,. Sea M un punto cualquiera del plano

=

it

. h“n‘l'

b e P

Az

P FIG. 52

ﬁsaa H el pie de la perpendicular a 4,4, bajada desde M
g}@g. ' 52). Tenemos entonces

") ﬁ.‘f'q"-. R A?=MO?>+- A,0°+24,0-HO y

'*m- MA= MO 4,0°F 24,0 HO.

cando la primera de estas igualdades por 4,0 y la
; A,0 y suméndolas miembro por miembro,
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8i se tienen que =

ay = 0‘:
j.-n Btrico no contiene
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2°. Supongamos ya demostrado que en el caso de n
puntos el lugar geométrico correspondiente es una circun-
ferencia si a; +a; 4+ ... + a, % 0 y una recta si a, +
4 ay + ... + a, = 0. Consideremos ahora n + 1 puntos
Ay, Agy i.., Apyy ¥ n+ 1 nameros a;, a,, ..., Gni-
Supongamos que a, + a,, 7 0 (si a, + a,:, = 0, pode-
mos sustituir este par de nimeros por los nimeros a,
¥ @n4q 0 por los nimeros a,_, y a,; si se tiene simulténea-
mente a, + api; =0, @Gyy + G4y =0 ¥ @y + a2, =0,
serd Gn-; = @y — dpy; = 0 y podremos emplear directa-
mente la hipétesis inductiva ya que en este caso se trataria
de n — 2 puntos A,, A,, ..., A, ¥ de n — 2 niimeros
s = -y Opg)e

Podemos demostrar, razonando igual que en 1°, que
en el segmento A,A,;; existe un punto O tal que

ﬂn'MA:I+an+l'MA,2,+; =

= (@n+@nss) ;1102-1-—;:‘% . o0 -
cualquiera que sea el punto M del plano.
Esto permite reducir nuestro problema a la determina-
cién del lugar geométrico de los puntos M para los cuales
es constante la suma

-MA} fan MAY ...ty - MAG_ {4 (@ + ansy) MO

En virtud de la hipétesis inductiva, este lugar geométrico
es una circunferencia si @, +a, + ... +a, + aps; 70
ym&mta Si a1+ﬂ,+ .- +a-,.+an+1=0.

- Problema 22. Hallese el lugar geométrico de los puntos
para los cuales es constante la suma de cuadrados de sus
dista a n puntos fijos.

A. Basta tomar en el problema 26 gy =ay= ...

ema 23. Hillese el punto para el cual es minima
cuadrados de sus distancias a n puntos fijos.
; aﬁn;}wmm d;z;h circunferencia t;ua:_n.m:el
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tridngulo y los baricentros de los lados opuestos (fig. 53, b).
Es sabido que las medianas del tridngulo se cortan en un
mismo punto que las divide en razén 2 : 1 contando desde
al vértice. Diremos que el punto en el que se cortan las tres
medianas del tridngulo es su baricentro.

efinamos ahora las medianas de un cuadrildtero A;A A 34
como los segmentos que unen sus vértices A,, Ay, A3 ¥ A,
y los baricentros 0, 0,, O3 y O, de los tridngulos que forman

FIG. 53

los tres vértices restantes (fig. 53, ¢). Demostremos que las
medianas del cuadrildtero se cortan en un mismo punio gue
las_divide en razén 3 : 1 contando desde el vértice. Efectiva-
mente, sea S el baricentro (punto medio) del segmento
A4, ysean 0, y 04 los baricentros respectivos de los tridn-
gulos A,4,4, y A1AA,; sea, ademds, O el punto de inter-
secci6bn de las medianas A0, v A,0, del cuadrilétero.
Puesto que SA; v SA, son medianas de los tridngulos
AJA’A' ¥ AIA’A.“ tenemos

Sds.p . B ASA . 8)
7 e B AT PR

SAz sie. SA4,

) ;t Q 3@& 303 3
Lot



o4,

S

; Ayd,
A'A‘ g e 050, .\'r)‘,.
gulos 00,0, vy 04 |

1 S0p

Tt ulp dos gledianas Sucesivas
ices sucesivos) divide ampys
que las cuatro mediapgs
mo punto O que divide
ion de las media-
ba 0 del cuadrilitero.
'k =< n las medianas del
segmentos que uncn sus
(& — 1)-gonos formados
que para todo k <n
pno como el punlo de
demos por demostrado
- ﬁn (Ol baricentro del
divide las mismas en
vértice).
. ] l n-gono como 105
2 los baricentros de 108
| wérlices restantes.
s
razon (n — 1/ -
o sea S el baricel”
en este caso las rec!®
 (n — 1)-gonos Au4s 0,
AN -H -4
L . si 0“ ennv'u-lud

nterse:
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del n-gono A A, ... A,. De la semejanza de los tridngulos
00,0, v O4,_,4, resulta

Odn_y 04, _ Ap4dn _ n—1
SR OO SN0 0% -

Por consiguiente, el punto de interseccién de dos medianas
sucesivas del n-gono divide ambas en razén (n — 1) : 1.

F1G. 54

De ello se deduce precisamente que todas las medianas del
n-gono pasan por un mismo punto (que las divide en razén
(rn —1):1). &
LPodemos definir ahora el baricentro del n-gono como el
punto de interseccion de sus medianas y definir después
las medianas del (n + 1)-gono como los segmentos que unen
sus vértices y los baricentros de los n-gonos formados por
los n vértices restantes. El método de induccién mateméatica
permite afirmar que esta definicién de medianas y de bari-
centro del n-gono tiene sentido cualquiera que sea n.
Problema 26. Tomemos un n-gono A;4, . .. A,. Repre-
sentemos por O, el baricentro del (n — 1)-gono A,4, ...
- «. Ay, ete. y por O, el baricentro del (n — 1)-gono 4,4, ...
£—01271
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os n-gonos 0,0, . \O\
e " Vn oy

. y ‘ QSR 1058y it
o en el ejemplo 7, " Ansa - -« Andy (fig. 55). Entonces o DAY, PR == FY
te razonamientos .., ¢ 040 || AyAyy, ast como 2352 OS2 _ Y 030,ll 434544
S anj |ng03 O34y, 044y n—k—1
Se Sea O el punto de interseccién de las medianas 0,0, y 0404 de orden
4
!:—-‘l. » ote. k; de la semejanza de los tridngulos 00,0, y 00,0, resulta
n-gono (k —1—441Ah+1
* Begono (k < p) sog- 00f 00, 00, &k _n—k
k-gono formad, por % 00y 00, 030, - E?
5 )-8toano formady po, n—Fk
guiente, toda :
de ord:an 3 _{nf_d'?fm Se puede demostrar que para todo k el punto de inter-
finido en el e'emh] a8 seccién de las medianas de orden k de un n-gono coincide
oy iner or d]e plo 27 con el baricentro del mismo.
Yo e Problema 28. Eniinciese la proposicién del problema 27
W0aas 1as medianas de

' I = Wy
punto que las divide para el caso n =4 y k

RESPUESTA. Se cortan en un mismo punto y bisecan uno al otro
i los segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos y los
8 del (& — 1)-gono puntos medios de las diagonales de un cuadrilatero cualquiera.

k#3 - - - A, sean O, y

La circunferencia que pasa por los puntos medios de los
tres lados del tridngulo (fig. 56) se denomina circunferencia

FIG. 56

Tiene varias propiedades interesantes (por ejem-
unferencia de Euler del tridngulo ABC, a parte
0s medios D, E y F de sus lados, pasa también
P, Q y R de las alturas AP, BQ y CR, asi como
K, L y M que bisecan los segmentos AH,
~las alturas comprendidos entre los vértices
6‘

W
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de las alturas'); p, .
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y que hemos demostrado que su radio es ii (R es el radio

de la circunferencia S). Consideremos ahora un (n - 1)-gono
AAzAg . .. A,., inserito en la circunferencia S. En este
caso las n -1 circunferencias de Euler de los n-gonos
A’Aa .. An.{.], AIA:] Sy An+1, i ey Ala"lg ® o J‘ln se

FIG. 57

cortan en un x_n.ismo punto, centro de la circunferencia de
radio Izique pasa por los centros de las n -+ 1 circunferencias
de Euler; esta Gltima circunferencia se denomina circun-
Grmiﬂ de Eldef &l (n + i)‘som AIA! . . AI+1 ("ém
la fig. 57, ¢ donde estd representada la circunferencia de
Euler de un cuadrilatero).

~ SUGERENGIA. Sea 4,4,434, un cuadrildtero cualquiera inserito
B e e
ngulo . - por ejemplo, pasa por los lios de los tres
segmmto; IIAS; HA, y H‘:l,,_ donl:l‘:a H, es el punto de interseccién




_anteriormente), resy]

acia S por medi, dz 3“;;

el puntomedj, del seg.
. Resta fijarse

educe de que ., -
aralelogramo (v’ r?;?:
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S13 ¥ Seg las circunferencias de Euler de los (n — 1)-gonos A4, . . .
. es Apdr A’A‘Aﬁ . An-g-] ¥ AXAIA!S .o An.a,, ¥ sean Ou_. 013
y 0,5 sus centros; sean, ademés, 0,, 0, y 0, los centros de las circun-
ferencias S;, S, ¥ S, ¥ sea, por iltimo, 0,,, ¢l centro de la CIrCllnfETBB:
cia de Euler S,,; del (n — 2)-gono A Ag ... 4,4,. Obtenem_o; asi
la fig. 58 que permite deducir ficilmente la igualdad de los trifngu-
108 010,03 ¥ 0130330, ,. (Para demostrar la igualdad de los lados 0,0,
Y 043043 t,ie estos tril"n los basta considerar los tridngulos 0,0,0,,

¥ 0340150129 que son iguales pues
R
04301 = 01505 = 0193023 = 01930 3 =—-

2
20404303 = £ 040450133+ £ 012301505 =
=2 /20430150495 -+2 £ 0453013053 =2 £ 0430 (2054
y, ademis,

£0930193043=2 /0130 {305

por ser angulos inscrito y central de la circunferencia circunscrita a
012014055 que descansan sobre un mismo arco; de un modo anilogo
se demuestra que 0,03 = 0,50;, v que 0,0; = 030,,). Ya que
A010505 = A0530,30,, v las circunferencias S,4, S;;3 ¥ S;, se cortan
en un mismo punto 0,,,, de ello ya se deduce que las circunferencias
S1, 82 ¥ S; se cortan en un punto.

~ Problema 30. Sea 4,4, ... A, un n-gono inscrito en
la circunferencia S. Demuéstrese que su baricentro (véase
el ejemplo 27) pertenece al segmento que une el centro de S
y el centro de la circunferencia de Euler del n-gono y gue
divide este segmento en razén (n — 2) : 2.

,'H

3 cIA. La solucién de este problema se puede encontrar
oro de I. M. Yaglém indicado en la pdg. 62 (véase la solucién
lema 52, ¢).
1o 28. 19, Sean I, Iy, I ¥y I4 cuatro rectas en posicién gene-
situadas de modo que no hay dos paralelas ni tres que pasen
mismo punto; sea 0 el centro de la circunferencia circunserita

que forman las rectas l,, Iy, I,; sea 0, el centro de la cir-
ia circunscrita al tridngulo que forman fas rectas Iy, Iy y U,

08 cuatro puntos 0;, 0,, Og ¥ 0, estin sobre una misma
que ‘ao dﬁenol;!gina circunferencia_de centros de las cuatre

s que se ha definido fa la circunferencia de cen-
s. Consideremos ni rectas b, Iy, ¥y - oy Lnst
. Sea 0, el centro de la circunferencia de centros

.- sea O, el centro de la circunferencia de
+1 estdn sobre una misma circunferencia que
ncia de centros de las n-j-1 rectas ly, Iy, Iy, . . .
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—
ion de las rece&; ;""_"’H el arco de la circunferencia de centros de las n rectas Iy, Iy, . . -, I, com-
Y Iy, ete.; seaj(j\ 5 p"ﬁdldo entre los centros Oy y Oy de las circunferencias de centros de las
angulo que fory,, ' el w— 1 rectas Iy, I3, ..., I, y de las n — 1 rectas 1, II. R
que las circunrpr'fn Las teual al dngulo duplicado entre las rectas Iy y 1, (véase el final de 1°).
P S wfdmw ahora n - 1 rectas Iy, I, ..., I+ en posicién gene-

— ral. Sea 0, el centro de la circunferencia C, de centros de las n rectas
Ly Oy - - o bnt1s ete. y sea Oy, el centro de la circunferencia C, de

=1y by,
atre I3 y ;.
7 1y r‘u’in-e
lorma se de
puntos Oy, 0y,

deremos= las tres
M, C Y

que
ucias Cy, Cy, . . ., Cpey se cortan en un mismo punto M.
sea M el punto de interseccién de las circunferencias C.
de 0,,. Tenemos entonces!) ol

| L0uMOp =1 U0y sentre L ¥ 1,
| L0MOs = 05— Lentre 1y y 1.
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,cl’cnqtm A.ﬂ gl
as en ol pum.—,l‘}l;‘m 20, Supongamos que so ha definido ya la circunferencia de cen-
; " tros do n mtl;a oﬂeuladas.éConsidnrfmns n 4 1 rectas orientadas
P Iy, lay « +=» Ips Int1 OD posicién general. Sean Oy, Oy, . .., O, Oty
centre I, y 1y ]’,o'g c;nl,ro’o o las circunferencias de centros de las r?-#—l CGlD(’:'CEOI{IBS.
& ontre &y v 1, cual. con n rectas orientadas en cada una, que pueden formarse de nues-
de dﬂlﬂo‘sn !‘li”ll‘- as n--1 rectas. En tal caso los n+ 1 puntos Oy, O, ..., Oy, Opiy
Ueduce gobre una misma circunferencia, la circunferencia de centros de

sobre una misma las n -+ 1 rectas orientadas.

- ~ La solucién del problema 31, préxima a la solucién del ejemplo
i lﬂdﬂ en 6] 28, gqueda a cargo del lector, 4 i g
e ‘quf_-“‘lrﬂe - Problema 32. Q%?_MMI ortocentro de un poligono inscrito en
ta al la circunferencia. 1°. Como es sabido, se denomina griocentre del tridn-
todos 1os ulo el punto de interseccién de sus alturas.
e rita en el 29, Supongamos que se ha definido ya el ortocentro de un n-gono
e ser escogida entre Aydg . .. A, inscrito en la circunferencia S. Sea A;4, ... 4,4,

-

FI1G. 62

0 inserito en la circunferencia § y sean Hy, H,, ...
 ortocentros de los n 4 1 poligonos Agzd; ... Apyg,
Apty, .., AjAy ... A, Entonces las circunferen-
S’pem con centros en Hy, H,, ..., Hpi, se cortan en
H que se denomina ortocentro del (n -}~ 1)-gono
en la fig. 63 hemos representado el ortocentro del

ad s ).
solucién del problema 32 a cargo del lector, senale-
de los poligonos inscritos en la circunferencia
piedades andlogas a las que existen ‘Jara los
 tridngulos; no podemos detenernos aqui en la expo-
mpi:ﬂ:lea que se demuestran aplicando necesaria-
de induccién matemética (ya que el ortocentro del
fdo por induccién).

So denomina punto ceniral de dos rectas (secan-
5 en posicién gene-
cenfrales de cada




gengyp,

ral o

Sea § '][' 55;;,
218 gfy.

i

AP

03

20, Supongamos que se han definido ya la circunferencia central
de 2n — 1 rectas y el punto central de 2n rectas. Consideremos 2n -+ 1
rectas by, bg, - - +» lan, lapiy €0 posicidn general. Sea 4, el punto cen-
tral de las 2n rectas ly, I3, . . ., ly;, ly;4q; sea A, el punto central de
las 2n rectas b, lg, . . ., by, lagyg, ele. y sea, por ultimo, A, 4y el
punto central de las 2r§ rectas b, ly, ..., ls;. Entonces los puntos
Ay, Agy « + oy Agpiq estdn sobre una misma circunferencia que se de-
nomina circunferencia central de las 2n -1 rectas Iy, lg, v ..
v oien baps bant1s 3

Consideremos finalmente 2n + 2 rectas Iy, ly, ..., laysy, lapta
en posicién general. Sea S; la circunferencia central de las 2n T
rectas Iy, g, « « » lap+1, lan+as Sea Sy la circunferencia central de las
2n | 1 rectas by, ls, . . «, lant1s lgp+os €LC. ¥ Sea, por Gltimo, Sy, la
circunferencia central de las 2n - 1 rectas iy, Iy, .. ., ly,+;. Entonces
las circunferencias S;, Sy, ..., Sg;+1, Saptp S€ cortan en un mismo
punto que se denomina punto central de las 2n |- 2 rectas by, I, . ..
oo bantn bapta \ - :

SUGERENGIA. Las demostraciones de las proposiciones aqui
enunciadas se puede encontrar en el libro de D. 0. Shkliarski y otros
indicado en la pagina 78 (véase la solucién del problema 125) y en el
libro de H. M. Heiom, I'eomerpuueckie upeolpasosamns, 1I, M.,
Tocrexuspar, 1956 (I. M. Yaglom, Transformaciones geométricas,
volumen 11 (véase la solucién del problema 218, a).

 Problema 34. 1°. Sean l;, l, y l; tres rectas en posicién general.
El centro de la circunferencia circunscrita al tridangulo que éstas forman
se denomina punto central de las tres rectas.

Consideremos ahora cuatro rectas [, [y, I3 ¥ [; en posicion general.
Sea 4, el punto central de las tres rectas Iy, l3 v Iy, sea A, el punto
central de las tres rectas ly, Iy y l;, etc. Entonces los cuatro puntos
Ag, Ay y A, estin en una misma circunferencia (véase el ejemplo
se denomina circunferencia central de las cuatro rectas ly, I,

)pongamos que se han definido ya el punto central de 2n — 1
 circunferencia central de 2n rectas. Consideremos 2n 4 1
Gy lg, « . ., lan, lgny en posicion general. Sea §; la circunfe-
central de las 2n rectas ly, lg, . . ., lan, lans1; Sea S, la circun-
 central de las 2n rectas Iy, Iy, . . ., lgn, lansai etc. ¥ sea, por
) S2nyy 1a circunforencia cantral do 1as 2n rectas by, by, » + -, bame
as circunferencias Sy, Sy, . . ., Saps se cortan en un mismo
o denomina punto central de las 2n - 1 rectas L, Iy, . . -

mos finalmente 2n 4 2 rectas I, Iy, ..., lansg €n
Sea A, el punto central de las 2n | 1 rectas
; sea A, el punto central de las 2n 4 1 rectas
“etc. y sea, por ultimo, As,+, el punto central de las
lg, - - . lany. Entonces los puntos 4,, 4., ...
en una misma circunferencia que se denomina circun—
e las 2n + 2 rectas by, lg, - - v lanaae

Las demostraciones de las proposiciones aqui enun-
i ente anilogas a las demostraciones de las pro-
que constituyen el contenido del problema 33. X
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§ 6.
INDUCCION

SEGUN EL NUMERO
DE DIMENSIONES

Al estudiar la Estereometria salta a la vista la analogia
que existe entre los teoremas de la Planimetria y de la
Estereometria. Asi, las propiedades del paralelepipedo se
asemejan mucho a las del paralelogramo (compdirense, por
ejemplo, los teoremas: «Las caras opuestas del paralelepipedo
son iguales y las diagonales del parelelepipedo se cortan
en el punto medio de todas ellasy, «y Los lados opuestos del
paralelogramo son iguales y las diagonales del paralelogramo
se cortan en el punto medio de ambas») y las propiedades
de la esfera se asemejan a las propiedades de la circunferen-
cia (compérense, por ejemplo, los teoremas: «Todo plano
tangente a la esfera es perpendicular al radio en el punto
de tangencia» y «Toda tangente a una circunferencia es
perpendicular al radio en el punto de tangencia»). Al mismo
tiempo existe una diferencia substancial entre las propieda-
aﬁ “de las figuras en el plano y en el espacio. La diferencia
principal consiste en que las figuras en el plano tienen dos
dimensiones (¢«longitud» y «anchura») mientras que los
0s en el espacio tienen tres dimensiones (¢longituds,
ra» y «altura»). A tenor con ello la posicién de un
en el plano se determina plenamente mediante dos
oordenadas (fig. 66, b) z e y mientras que para determinar
6n de un punto en el espacio se precisan tres coor-
, 2, y v z (fig. 66, ¢). Por esta razén el espacio co-
se denomina con frecuencia espacio tridimensional
pacio de tres dimensiones») y del plano se suele decir
representa ol espacio bidimensional (sespacio de dos
iones»). :
a terminologia puede hacerse extensiva al caso de la
La posicion de un punto en la recta se determina plena-
mediante una coordenada tnica z (fig. 65, a); esto
a que todas las figuras (segmentos) en la recta tienen
ensi6n nada mas («longitud»). Por eso, se dice que
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iplea a la par con la induccién corriente y a veces

ger incluso sustituida por ésla.‘ }
tT;::lizar los problemas y los ejemplos de este pard-
debe tenerse en cuenta que la circunferencia plana
‘el lugar geométrico de los puntos equidistantes
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'y al segmento 4
@) en la recta, ¢

oca, como regla gener;
ereomelria correspon xlr:IlI
. Conviene aceptar, » "(‘Ce:
mismo g O pero cop.
(figura que tiene una dimen-
eptar que la recta plana cg-
Asi pueden obtenerse djs.
6 teorema de la Plap;.
a: ela suma de cuadrades
0o y los vértices de yp
ia de radio R
. el Sroblema 234 del
la pag. 10) le corresponden
de os de las distane
ices de un n-gono regular
de radio R es igual a
 las distancias entre un
oliedro de n vértices
radio R es igual a n (R* -
smbos pueden ser deducidos
» empleindose ambas
2s. Sin entrar en mas
paso del tecrema «uni-
etridimensionals en los
37 y 38, por otro lado.

el pardgrafo pre-
llo por induccion
cién por induc-
erminacion de
el namero de
s el numero
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~ Un_papel considerable desempeiia en la Matemadtica
r la Fisica modernas el concepto del espacio n-dimensional
% -el que la posicion de un punto se determina por » niime-
Y08 Z;, T3, - - -y Zn denominados coordenadas de este punto;
aqui n es un m'nnero’ entero positivo cualquiera mayor, es
posible, que tres (asi, se habla, por ejemplo, del espacio
de_esferas de cuatro dimensiones, donde las coordenadas
Z, Y, 3 y r de una esfera son las tres coordenadas de su centro
y el radio de la esfera; en la Fisica desempefia un papel
considerable el espacio de sucesos de cuatro dimensiones,
donde las coordenadas z, y, z y t de un suceso son las coor-
denadas corrientes del punto donde ocurre el suceso y el
momento del suceso, asi como el espacio de fases de un punto
lano en el que las coordenadas son los

m ey, ze ;}, donde z e y son las coordenadas de la

posicién del punto, mientras que z e y son los componentes
de su velocidad, etc.). Si aceptamos que la distancia entre
jpuntos A y B de coordenadas (z,,zq, ..., Zp) ¥

Uis Yss - - -» Yn) del espacio n-dimensional es igual a

VE—0r @t - + @ —v)

cio se denomina euclideo; en este espacio se puede
r el cubo n-dimensional y el simplice n-dimensional
) del tridngulo y del tetraedro), la esfera y la bola,
. Con frecuencia las propiedades de las figuras en el
0 n-dimensional se demuestran por induccidn segin el
0 de dimensiones del espacio; hablando con rigor, sélo
irar teoremas en-dimensionalesy, donde n es cual-
ydemos con pleno fundamento hablar del método
n ya que s6lo en este caso se realiza plenamente
0 paso» de la descripcion de este método que

sibilidad de pasar de un valor arbitrario n =k
ente n = k +1 (véase la pdg. 11). El método
cibn matemdtica permite traspasar al espacio

nal, donde n es cualquiera, fodos los resultados
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oncepto de esacin;:\-

© Preparacion py;,u

B

':“[‘bmando para n en la igualdad (13) los valores n — 1,

ctor del presente i~ -
a los casos nn_tf' -1folzl°,‘°,; n—2, ... 2, 1, obtenemos
Plano y del espygi, g(: F,(n) = Fy(n — 1) + n,

Feln—1) = Fy(n —2) + (n — 1),

RS s e s & & & s s e s s s s e s

Fy(3) =F,(2) + 3,
2= F, (1) + 2.
Sumemos estas igualdades; puesto que F, (1) = 2, tendremos
f;__(n):F,(i)-{—[n-{-(n—U—{_ =42 =
g = tintr—1)+ ... +2+ 1]

y definitivamente 2.4 pn|
e Fz(n)=1+n(n;”=n*'2n;2

la f6rmula (2) de la Introduccién, pdg. 12).
El problema inicial.
N. 1°. Un plano divide el espacio en dos partes.
upongamos conocido el nimero Fj (n) de partes en
ividen el espacio n planos en posicién general
eremos n + 1 planos en posicién general. Los n
le estos planos dividen el espacio en Fy (n) partes;
L 1)-6simo 7 se corta con esos n planos segiin n
sicién general que lo dividen, por consiguiente,

_n?-_l-;+?- partes (véase B). Es decir, obtene-

|y no hay cuatro que
« estos planos son

blemas.
a n puntos?
nero por F (n); e

y n rectas si dos

o 4) = Fy () 4 F (1) =Fs (m) + 5= (49)

R a9 . 2, 1 en lugar de n en
(14), obtenemos

Fyn—t)¢ 2= elitd

n ~ 018 - gt

Fy(n—2) 4 BB I2
. "-".. -.; - w e .a.-c .-2. --------
=,F‘(2)+_2'*_§i_,

R+t
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iden el espacio en @y (n) partes, resulta que n 4 1 esferas divi-
espacio en

@3 (n41) = D3 (n) + D3 (1) = Dy () + (n*— 14 2)

Punsto que Dy (1) = 2, podemos encontrar de aqui que

2 {
Oy =2t

\ 2, DEMOSTRACION
POR INDUCCION
8EGUN EL NOMERO
f DE DIMENSIONES

lo 30, Un tetracdro cuyos vértices esthin numers-
ante las eifras 1, 2, 3 v 4 se divide en tetraedros
de modo que dog cualesquicra tetraedros de la
no tienen puntos comunes, tienen un vértice
tienen una arista comin (pero no uns parte de
onen una cara comin (pero no una parte de cara)

ambién se

vértices de log tetraedros menores |
4 con la particula-

con los mismas cifras 1, 2, 3y

(ue para aquellos vértices que s encuentran sobre
lal tetenedro mayor s cm ploan las tres cifras con
i numerados los vértices de las caras correspon-

_ A misma formn, para log vértices que perteneeen
| lean las dos eifras

# del tetraedro mayor s emp
o los extremon de los aristas

problemas  si-
mferencios unidi-
oduccion n este

4 4 partes,
# que dividen la
4 que dividen el

o 4)-08l-
0(:2'. (3!)':"

| parkes, on 1o ,

on partos 00 | o omthn numerad
forencin, Do nail que habrh al menos un
cuyor virtices oithn numerados con

| fran 1 y 2 1 illvfdc -o. i %gm ¥ todos
' inton de ln m&:l!n #0 i s cifean
Demubatress que habrf al menos un segmento
| Cuyon OXLremos gsthn numerados con cifras
ol nlimero do seg-

o o8 lmpar
0 ﬁgﬁ. st st duduelrh que existe vn







it

n ambos pares ambog
' B, lesun Niimerq

hemos explicado o
Siones puede gy
te. Veamos ejem-

ento en n seg-
i6n del segmento
nentos no son
tremos llevan
le tipo 1 1. Con-
particion del
in la hipétesis
iente, también
tipo 1 2 que

ejemplo 30 B
de tridngulos
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‘a un punto, obtenemos una particién nueva del tridngulo
423 enn — 1 (primer caso, fig. 70, ¢) o en 7 (segundo caso,
ig. 70, d) tridngulos. Segin la hipétesis inductiva, en esta
; articién (y, por consiguiente, también en la inicial) habré
al menos un tridngulo cuyos vértices sean de tipo 1 2 3.

= i

FIG. 70

L 37. Demuéstrese el teorema del ejemplo 30 C

induceién seglin el nimero n de tetraedros

nlt

. La demostracién es andloga a la demostracién de

6u del ejemplo 32.

posicion del ejemplo 30 puede ser precisada. Con
icimos el concepto de orientacién para todo

rtices estdn numerados mediante las




23, del vértice | |
rislo d“da ol VISI'”CU 4 Ul;
8 agujas del reloj |, on
+ entonces la Proposiciy,

a

o '_,?:;- 7._':. "pliéndose las condj-
o de tetraedros de tipo 1 274
C SUPera en una iy
e tipo 1 2 3 4 g,

los  problemas .

distinguiremos dos
del vértico 1 g
vértice 1 al vir-
nimero de seg-
de segmentos de
™

jemplo 30 B) esti
eloj si su reco{rido
aliza segiin (con-
@ el nimero de los
: o Erincipal
p tipo 123 de la

esferas de modo
¢ que todas

 perteneciente

siguientes.
2 modo que dos
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Moy ¢ (fig. 71, a). Pero todos los segmentos Ly, Ly, . . ., [,

ontienen Ly, por hipoOtesis, se cortan con el segmento
Lopys luego, todos estos segmentos contienen ¢l punto A
que, por consiguiente, pertoncee i l. Esta contradiceion

(-

ida muestra que l,4, y [ se cortan; la parte comiin

s j !Il‘df:
T a)

' I'i;;ﬂenec'a a todos los segmentos considerados

R (e

n el plano se toman n circulos de modo que tres
a se corten. Demuéstrese que existe al menos un

~ pertenece a todos ellos.

N. 1°. Si n = 3, la proposicién se hace evidente.

mos que nuestra proposicién ha sido demos-
circulos cualesquiera. Consideremos en el

e v s Ca» cu+],-_ En "1'1'5!!1 ﬂB

B log mecircnlos €y G it Gy, 50

a parte comin de los mismos (fig. 71, b) (el
» € . circulo y tamb ) -




derar que esta preey, 08 |
el centro O (o) efreul,
proximo a O levantyg,
y donde B es ol

¢ de la cireunferen, del

lg

gy o o oy Cn 88 corta con
; Cy, por hipéte-
mento que el cirey,.
iento que el circulo ¢
1 tendremos enlunc-e;
squiera dos de ellos s
. par de ellos, por ¢jer-
iera de la figura C (el

s circulos C, y ().
1ece a los tres circy-
a de los circulos
lo MN pertencce
por consiguiente,
| perteneceri a am-

@ un punto de la
] a,. # s ey an'
ey -
C lo que esta en
de la recta I
al menos un

dos los circulos

.........

hace evidente.

T {i as

‘pordefinicior
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2°, Supongamos que nuestra proposicion ha sido demos-
(rada ya para n esleras cualesquiera. Consideremos n + |
osferas @y, @y, . ., D, V4. Sea D la interseccion de
Jas n esferas Dy, Dy, ..., D, (que existe en virtud de la
proposicion inductiva). Entonces podemos demostrar, razo-
nando igual que en el ejemplo 33 B, que si la esfera My,
no se corta con D, existe un plano & que separa estas figu-
g, Las intersecciones de cada una de las esferas @y, @, .
..., @, con el plano n representan circulos situados de
‘modo que tres cualesquiera se cortan; por consiguiente,
en el plano @ existe un punto que pertenece a todos estos
circulos y, por ende, a @ lo que contradice a la definicion
del plano m.
 También la proposicién del ejemplo 33 se puede demostrar
‘empleande la induccion segin el nimero de figuras en lugar
‘de la induccién segiin el nimero de dimensiones,
Ejemplo 34. Demiestrese la proposicién del ejemplo 33 B
empleando la induceién segin el numero de figuras.
soLucioN. Demostraremos la proposicion correspondiente
al caso de poligonos circulares, o sea, de figuras que repre-
n cada una la interseccién de un namero finito de
rculos; de aqui se podrd deducir, en particular, nuestra
osicién inicial.
". Si n = 3, la proposicién se hace evidente.
memos cuatro poligonos circulares C,, C,, C3 vy C,
0 que tres cualesquiera se corten. Sea A, un punto
in de las figuras C,, €, y C,; sea 4, un punto comin
figuras C,, C; y C,, etc. Se pueden presentar dos

'_‘gn'o de los puntos A,, 4,, A3 6 A,, digamos A4,
mece al tridngulo que forman los otros tres puntos
72, a). Puesto que todo el tridngulo A,;4,A4 4 pertenece
punto 4, también pertenecerd entonces a Cy, v, por
ente, el punto A, serd un punto comin de las cuatro
o ﬁecm Cs f CP

los puntos 4,, 4,, A, y A, no hay ninguno
ertenezeca al tridngulo que forman los tres restantes.
caso el punto A de interseccién de las diagonales
tero (convexo) A,4,4,4, (fig. 72, b) serd un
omin de las cuatro figuras Cy, Cy, C3y Cy por ser
comiin de los tridngulos A,4,4,, AA4,4,,

Y Aadad,.




psicion ha sido dBlIlug-
. Consideremos , |
10 Sea il ill‘l."l‘-
’qun t'ambién > 08
tres cualesqyigr,

L que aparece C,
que tres cua-
se cortan,

ras lienen un
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mblmla 40. (Zeorema de Young)). En el planc se
mn puntﬂs A]l A" ey Jln dﬂ mnllU que l“ ‘“Sl"nciu
$ Elos cualesquiera no pase de la unidad. Demuéstrose
p estén todos comprendidos en un circulo de radio 1/V 3.

 SUGERENCIA. Domudstrese primero quo tres cualesquiora de estos
8 ostiin comprendidos en un circulo de radio 1/]/ 3. Construyendo,
, en cada uno de los puntos como centro circulos do radio 1/]/3,
[ pse que tres cualaaqu[eru de estos circulos se cortan. Uno de
intos comunes a todos los circulos (que existo en virtud del resul-
del ejemplo 33 B) puede ser tomado como centro del circulo de

1/V/ 8 que comprende los puntos dados,

* Problema 41. En el espacio se toman n puntos 4,, Ay, . . .
A, de modo que la distancia entre dos cualesquiera
o pase de la unidad. Demuéstrese que estén todos compren-

didos en una esfera de radio V—;'-.
j

~ SUGERENCIA. La demostraci6n es andloga a la del problema 40.

g generalizacién del ejemplo 33 y algunas aplicaciones
orema mis general aparecen en el libro “Figuras
” mencionado en la pdg. 32.
plo 35. Se tiene un nimero finito de semiespacios®)
1 el espacio. Demuéstrese que se pueden escoger
0 menos) semiespacios que también llenan el espacio.
onsideremos sucesivamente los problemas siguientes.
cta esta cubierta con un numero finito de semi-
uéstrese que se pueden escoger dos semirrectas
la recta.

Sea A el vértice extremo de la derecha entre
de las semirrectas que van hacia la izquierda
ice extremo de la izquierda entre los vértices
rectas que van hacia la derecha. Puesto que,
as semirrectas cubren la recta, el punto B
a la derecha de A y las dos semirrectas que
‘en los puntos A y B cubren toda la recta.

&Jm J. W., matemdtico inglés del ﬂlo XX

=
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2% easo. El plano n,:, no pertenece a ninguno de los & ; V.is 1
semiespacios V,, V,, ..., V,. Entonces estos semiespacios w gf-n#esglgﬁ
lo Ct!l}ﬂ#ll y determinan en él m <<n semiplanos Fy, Fy, . .. ? y c; Fl plano 7
. m (fig. T4, a), diga

Segin lo demostrado en B, entre estos semiplanos se

pueden escoger dos o tres que cubren todo el plano (fig. 73, a o paralelo o

(log planos corres
it fig. 75, ¢). En este ¢
o llenan el io.
e 4 e — d) El plano m,,
-‘i . ! R i F:lg fr.:yzda' '
: . i 1 T _ cion '
g Ty 'L: E ‘ ____q.\ng_ j «pirdmides; 7“& ‘
] 8 B ) contiene el punto de i
/ "Ry g los cualro semies
' en el caso corx
) " ’l’orlmhi
B de la : 3 :
s . haber méds de cuatre
dngulos obt :

SUGERENC \
finito de sen
pongamaos, ac
ninguna otra s
semirrectas ¢o
semirrectas el
dm =

lar a
de se

c) d)

y fig. 74, a). Analicemos por separado los casos que pueden

aqui presentarse.
a) El plano =, resulta cubierto con dos semiplanos
(fig. 73, a), digamos F, y F,, de modo que los planes co-
rrespondientes 1, ¥ m, son paralelos (fig. 75, a). En este
caso los dos semiespacios V, v V, ya llenan el espacio.
b) El plano =, ., resulia cubierto por los dos semiplanos
E F, y F, pero los planos correspondientes =, y 7, se cortan
(fig. 75, b). Si el semiespacio V,:, contiene la, linea de
interseccién de los planos n, ¥ m,, los tres semiespacios
Vy, Vq v V.1, llenan el espacio. En el caso contrario, el
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tud y direccién, o sea, considerando log mismos en tanto que
a8, representémoslos por ay, a,, ..., a,. Lecojamos entre ellos
vectores @y, @z, . - -, @, de modo que el vector regultante 5,5,

1+ Muestra prop,,

entre los cuales

valor absolut,

ueden colocar

S T

108 en otro

» ‘i’ - al;'
pase

e . ..

‘--"" 8'. L
a

.

la misma
sdiendo del
eros posi-
SU T a de ‘05

]l niimero

§ P
, fig. 76, b) tenga la longlfaud mayo
. wgéy@mgcgmelwveﬂnm LA
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c3\<,5 y o<V 5.

emos demostrado que la distancia entre cualquier vértice de la

da de vectores obtenida y el punto fino A, no pasa de ]/5; de
if se deduce que el poligono obtenido estd dentro (]e un cireulo de

e
]
INd

El problema inicial.

BRENCIA. Demuéstrese que se puede tomar C, igual a 1/ 21.
caso habrd que aplicar un razonamiento andlogo al realizado
fendo Py, Bs. - - -, Pn las proyecciones de los vectores @,, @y, ...

sobre el plano perpendicular al vector resultuute B4,

3. DLTERMINACION
DE LUGARES GEOMETRICOS
POR INDUCCION
SEGUN EL NUMERO
DE DIMENSIONES

aplo 37. Héllese el lugar geométrico de los puntos
pacio para los cuales es constante (e igual a d*) la suma
cundrados de sus distancias a n puntos fijos 4,, A, . ..

leremos sucesivamente los problemas siguientes,
la recta 4o toman n puntos Ay, Ay ..o Ay
onse los puntos M de la recta para los cuales

 MIEMAL M=

un ndmero fijo.
~ Consideromos que nuestra recta es el oje
an @y @y, o oy @, l08 nimeros correspondientes
Ay, Ay, ...y Ay y sen 2 el nlmoro correspon-
o M. En este caso, las longitudes de los seg-
w MAg, . . ., MA, serin iguales a |z — ;ﬁ,

o | @ = a, | y, por consiguiente,




MA,’::M'A;'_%A;[”‘_I?,
MAY=M'A} + M"A7,

g MA,‘—M’A"-{-M” -2
""’Jj;'ﬁguiente, .

B EMAL= (M AT+ M AR+

A MAD L
- (MPA7 -+ MTAT +

o MTAD).
in la férmula (15),

.."A'=+(a,+a+ e

n
i-2

| . MAD =M A
R R O b L o )

n ?

G ¥ b, b ,.._,bn son las abscisas
e los puntos 4,, 4,, ..., 4, mientras que
los puntos de los e]es ey de coordenadas
i h+h+

n

. Por lo tanto,

34 ...+ MAZ—nMA*+ (@ Ll ... +ad)+

_tuthdo tP g

L

cuyas proyecciones sobre los w
untos 4" y 47, de







A NUESTROS LECTORFS:

«Mirs edita libros soviéticos traducidos 2l espaiiol,
5, francés, érabe y otros idiomas extranjeros, Entre
figuran las mejores obras de las distintas ramas de
ncia y la técnica: manuales para los centros de en-

perior y escuelas tecnoldgicas; literatura sobre









