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Resumo

Neste trabalho exploraremos alguns conceitos e resultados relativos
a representagoes de grupos e algebras de Hopf. Como resultado prin-
cipal, apresentaremos a demonstragao do Teorema de Dualidade de
Tannaka-Krein. Tal resultado trata do isomorfismo entre uma algebra
de Hopf comutativa real H, munida de uma integral nao degenerada
e a algebra das fungdes representativas do grupo compacto G(H), dos
morfismos de algebra de H, no corpo dos reais.
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Abstract

In this work, we will explore some concepts and results related to
representations of groups and Hopf algebras. As main result, we will
present the proof of the Tannaka-Krein Duality Theorem. This theorem
deals with the isomorphism between a real commutative Hopf algebra
H, provided with a non-degenerate integral and algebra of represen-
tative functions of the compact group G(H) of the algebra morphisms
from H, on the field of real numbers.
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Introducao

O teorema da Dualidade de Tannaka-Krein foi provado pelos mate-
maticos Tadao Tannaka e Mark Grigorievich Krein, no século passado.
Para entendé-lo, iniciamos fixando um grupo G e estudando duas ma-
neira de representa-lo: através de sua acao em conjuntos e representa-
¢oes lineares. Olhando para a categoria de agoes de G em conjuntos e
de representacoes lineares de (G, podemos definir os respectivos funto-
res esquecimento (ambos denotados por U), no primeiro caso tomando
valores na categoria dos conjuntos e no segundo caso, tomando valores
na categoria dos espagos vetoriais.

Para este estudo os conhecimentos sobre teoria de categorias foram
fundamentais. A teoria de categorias é muito rica e aqui sao apresenta-
dos resultados importantes que nos proporcionarao a compreensao de
alguns fatos.

Considerando a categoria das acoes de grupo em conjuntos, conse-
guimos mostrar que o conjunto dos endomorfismos naturais de U em
U é isomorfo ao grupo G, ou seja, mesmo sem saber qual é o grupo em
questao, vemos como é sua operacao a partir da operagao de composi-
gao vertical dos endomorfismos de U, denotado por End(U).

Para construir a categoria das representagoes lineares de GG, fixamos
um corpo k, e conseguimos um isomorfismo de algebras entre os endo-
morfismos de U e a élgebra de grupo kG. Assim, conhecendo apenas
a algebra End(U) temos informagao sobre a algebra de grupo kG.

Outro caso, num ambiente diferente, ¢ o Dual de Pontrjagin. Dado
um grupo abeliano G o seu dual de Pontrjagin, denotado por G é o
grupo dos homomorfismos de grupos de G no circulo unitario complexo
T. Para grupos abelianos localmente compactos temos o isomorfismo

G =~ G. Neste trabalho veremos apenas o caso finito. Aqui também
h& uma recuperagao da estrutura do grupo conhecendo apenas o seu
bidual.

Um tipo de fungao importante para a continuacao do estudo sao as



fungoes representativas de um grupo G. Sao fungdes de G em R (po-
dendo ser em C) associada as representagoes lineares de dimensao finita
do grupo, pois sao geradas por entradas de matrizes da representacao
em questao. Quando o grupo é topolégico ainda exigimos que elas se-
jam continuas. Os matematicos Fritz Peter e Hermann Weyl provaram
um dos teoremas basicos em analise harmoénica que diz que o conjunto
das funcgoes representativas de G, denotado por R(G), é denso no con-
junto das fungoes continuas de G em R, esse resultado pode ser visto
em [I8]. Essas fungdes nos ajudardo a unir informagoes topologicas e
algébricas do grupo.

Veremos que o conjunto das fungoes representativas de um grupo
é uma algebra de Hopf. Sabendo disso, fez-se necessario um estudo
sobre as algebras de Hopf e alguns resultados mais importantes, como
o Teorema Fundamental de Bialgebras e o Teorema Fundamental dos
Modulos de Hopf.

No teorema de Tannaka-Krein temos uma algebra de Hopf comu-
tativa real H e recuperamos sua estrutura olhando para as funcoes
representativas do grupo de homomorfismos de algebra de H em R. A
outra parte do teorema considera um grupo topolégico compacto Haus-
dorff G e mostra que ele é isomorfo ao grupo dos homomorfismos de
algebra de R(G) em R.

O proposito do trabalho é estudar a demonstracao do Teorema da
Dualidade de Tannaka-Krein e outros teoremas de dualidade como os
que foram apresentados inicialmente. Uma versao mais geral e com
uma abordagem categorica é o Teorema da Reconstrugao de Tannaka
que nao trataremos aqui.

No primeiro capitulo apresentaremos resultados sobre dois tipos de
representacgoes de grupos: as agoes de grupos em um conjunto e as
representacoes lineares. Primeiramente exploramos os resultados co-
nhecidos e depois chegamos a uma abordagem categoérica.

No segundo capitulo teremos uma apresentacao da teoria de alge-
bras, coalgebras, bidlgebras, algebras de Hopf, moédulos e comddulos.
Tais resultados serao de extrema importancia para o teorema princi-
pal do trabalho. Aqui também abordaremos algumas propriedades da
algebra de fungoes representativas de um grupo.

No terceiro capitulo trataremos dos resultados necessérios para a de-
monstragao dos dois teoremas intitulados como Dualidade de Tannaka-
Krein. Ainda veremos o Teorema de Dualidade de Pontrjagin.

Por ultimo temos dois apéndices que contém resultados topolégicos
importantes, como o teorema de Stone-Weierstrass e o Teorema de
Peter-Weyl, que serao usados no ultimo capitulo. No outro apéndice,



teremos uma apresentacao de resultados importantes sobre teoria de
categorias.






Capitulo 1

Representacoes de Grupos

Neste capitulo, veremos alguns resultados e exemplos sobre repre-
sentacoes de grupos e a categoria das representagdes de um grupo.
As formas de representar um grupo aqui exploradas serao as acoes de
grupos e as representacoes lineares. Os resultados sobre teoria de cate-
gorias que serdo utilizados neste capitulo (e ao longo do trabalho) est&o
no apéndice.

1.1 Acgoes de Grupos

A acdo de um grupo em um conjunto é uma maneira de interpretar
os elementos do grupo como bijegoes em certo conjunto. Esta é uma
importante ferramenta para conhecer um grupo e também para obter
resultados em diversas areas da matemaética, grupos de isometrias de
um espago métrico por exemplo. Existem algumas formas diferentes
de definir a agdo de um grupo em um conjunto, e vamos apresenta-las,
bem como seus exemplos e resultados.

Dado X um conjunto, denotamos o conjunto das bijecoes de X em
X por Bij(X). Este conjunto tem estrutura de grupo com relagao a
composi¢ao e tem como elemento neutro a funcao identidade de X,
denotada por Idx.

Definigao 1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Dizemos que G
age em X, se existe um homomorfismo de grupos a : G — Bij(X).
Denotaremos a bijecao a(g) : X — X por oy : X — X.

Com base na defini¢ao acima, podemos definir a seguinte aplicagao:



a: GxX — X
(9,7) > ag(@).

Como « é homomorfismo de grupos, dados g, h € G, segue:
a(gh, x) = agn(x)
= ag(an(z))

= a(g, an(z))
= a(g,a(h,x))

além disso,

ale,r) = aq(x)
= IdX (ZL’)

Proposigao 1.2. Sejam G um grupo, X um conjunto nao vazio e
¢:Gx X — X uma funcao que satisfaz:

(1) ¢(gh,x) = &(g, (h, x))
(ii) d(e,x) = x.
Entado a aplicacao

¢: G — Bij(X)
g > P ’

onde ¢4(x) = ¢(g,x), € um homomorfismo de grupos.

Demonstra¢do. Primeiramente, vejamos que ¢ estd bem definida. Seja
g € G. Entao, dado = € X temos:

= Qs(gad)(gil?x))
=¢(g9™" )
= ¢(6,$)

¢g_1 © ¢g($) = ¢g_1(¢(gax))
=¢(g7 ", ¢(g, 7))



P9 'g, )
P(e, )

Isso significa que ¢, ¢ bijetora para qualquer g € G. Logo a aplica-
¢ao ¢ estd bem definida. Vejamos que é homomorfismo de grupos.
Sejam g, h € G, entao:

¢gh($) = ¢(gh, )
= ¢(g, ¢(h, 7))
= ¢g(¢(h, 7))
= ¢g(¢n(z))
= ¢g 0 Pn(2).

Portanto ¢45, = @400 €, com isso, ¢ ¢ homomorfismo de grupos. [

Com o exposto anteriormente e com esta ultima proposicao, pode-
mos concluir que a defini¢do de acdo de um grupo em um conjunto é
equivalente a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.3. Sejam G um grupo e X um conjunto. Dizemos que G
age em X se existe uma funcao ¢ : G x X — X que satisfaz:

(i) ¢(gh,z) = &(g, ¢(h, x));
(ii) ¢(e,xz) = x.

Exemplo 1.4 (Agad Trivial). Sejam G um grupo e X um conjunto
nao vazio. Entao G age em X trivialmente pela acao:

a: G — Bij(X)
g — Iy

Dados ¢g,h € G temos que
Qgp = IdX = IdX o IdX = Qg O p.
logo o € um homomorfismo de grupos.

Exemplo 1.5 (Acdo por Conjugagio). Seja G um grupo e considere
X = G. Defina, para cada g € G a seguinte aplicagao

9 G — G
h +—— ghg™ %



Sejam g1, g2, h € G. Entao

Ggig2(h) = (glgz)h(glgz)*l
91(g2hgy ") g
91(dg,(h))gy "
Gy, (P4 (R))
= ¢91 Ogbgz(h')

Assim, a fungdo ¢ : G — Bij(G) que associa a cada g € G o
homomorfismo de grupos ¢, ¢ um homomorfismo de grupos, sendo
portanto, uma agao de grupos.

Exemplo 1.6. Considere G o grupo das matrizes invertiveis de deter-
minante 1 denotado por SOz, o grupo de isometrias de R?, e X = R3.
Defina

¢: SO; <+— Bij(R?)
[A] — T[A],

onde Tj4 ¢ a transformagao linear associada & matriz [A]. Dos re-
sultados de algebra linear sabemos que, dadas duas matrizes [A] e [B],
Tia)B) = T{aj0T]p), e isso mostra que ¢ é um homomorfismo de grupos,
provando que SO3 age em R?.

Observe que nos exemplos anteriores onde o conjunto que recebia
a agao tinha alguma estrutura (grupo, espago vetorial), as aplicagoes
que davam origem & acao, poderiam ser restritas aos isomorfismos de
grupos do grupo nele mesmo, ou as transformacgoes lineares bijetoras
do espaco nele mesmo, no caso do conjunto ser um espago vetorial.

Exemplo 1.7 (Agao Regular a Esquerda). Seja G um grupo e considere

X = G. Defina
A G — Bij(G)
g — Ag,

onde A\;(h) = gh.
Seja g € G. Temos que mostrar que Ay ¢ uma bijecdo de G.
De fato, sejam h1, ho, tais que

Ag(h1) = Ag(h2)
entao

gh1 = gh2 < hy = h2,



e isso mostra que A\, ¢é injetora.
Seja h € G, entao

Ag(g™'h) = g(g~'h) = h,

e isso mostra que A, é sobrejetora.
Sejam g1, g2, h € G. Entao

Agiga(h) = (9192)h
= g1(g2h)
= )‘91 (g2h)
= )‘92 ()‘92 (h))
= Ag, 0 Ag, (R).

Como h € G & qualquer, temos que Ag, g, = Ag, 0 Ag,-
Assim, A é um homomorfismo de grupos, e portanto G age em G
por A.
Além disso,
(Ag) =Nyt

Esta tambpem é chamada de a¢ao regular a esquerda.

Teorema 1.8 (Teorema de Cayley). Seja G um grupo. Entio G €
isomorfo a um subgrupo de Bij(G). Se G tem ordem n entio G ¢
isomorfo a um subgrupo de S,.

Demonstracao. Para demonstrar este teorema usaremos o homomor-
fismo de grupos que define a acao por multiplicagao a esquerda, vista
no Exemplo [[.7]
Vejamos que a aplicagao A é um homomorfismo de grupos injetor.
Seja g € G tal que Ay = Id¢ (a fungao identidade de G). Entao

Ag(h) = h, para todo h € H.
Tomando h = e temos

g=ge=MXg(e) =e.

Portanto A ¢ injetora. Assim, G é isomorfo a imagem de A que é
um subgrupo de Bij(G).

Se G tem ordem n entdao uma bijecao de G em G é uma permutacao
de n elementos, ou seja, Bij(G) = S,,. Usando o que foi provado acima
temos que G é isomorfo a um subgrupo de S,. O



1.2 A Categoria G — Set

Seja G um grupo. Considere a classe dos pares (X, «), em que X
é¢ um conjunto e o : G — Bij(X) é um homomorfismo de grupos
que define uma agdo de G em X, (estes serdo os objetos de nossa
categoria) e um morfismos entre dois pares (X, a) e (Y, 8), € uma funcao
f: X — Y tais que, para todo g € G:

foagzﬁgoﬂ

O conjunto dos morfismos entre dois objetos (X,a) e (Y, ) sera
denotado por

GHOHl((X, a)a (Y7 6))

Proposigao 1.9. A classe dos objetos e morfismos descritos acima
forma wma categoria. Esta categoria serd denominada G-Set.

Demonstragao. Sejam (X, «a), (Y, ) e (Z,7v) objetos. A fungdo Idx
identidade de X é um morfismo, pois

Idx oy = g 0 Idx.

Sejam f1 : X — Y e fo : Y — Z morfismos e g € G. Como a
composicao de fungoes é associativa temos:

(fao fi)oay = fao(fioay)
= fa0(Byo f1)
= (f20P8g)0 fi
= ('Ygon)ofl
=Yg O(f2of1)'

Logo f2 o f1 € um morfismo entre (X, a) e (Z,7).
Assim esta classe de objetos e morfismos é uma categoria. O

Exemplo 1.10. Sejam (X, ¢), (Y,) objetos de G-Set. Entao (X x

Y, ¢ x ), em que (¢ X ¥)g(2,y) = (dg(2),94(y)), também é um objeto
de G-Set.

Sejam g, h € G, (z,y) € X x Y. Entéo,

(¢ X w)gh(xvy) = (¢gh($)7wgh(y))
= (¢g(@n(x)), ¥y (¢n(y)))
= (¢ X w)g((¢ X W}L(%y))
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= (¢ x9P)g o (o xP)n(z,y).

Assim, ¢ X1 é um homomorfismo de grupos e, portanto, define uma
agdo de G em X x Y. Com isso, o par (X x Y, ¢ x 1) é um objeto de
G-Set.

Considere agora um conjunto unitario qualquer, digamos X = {x}.
Entao G age em X pela acéo trivial que chamaremos de ¢. Seja (Y, 1))
um objeto de G-Set. Afirmamos que ({*} x Y,¢ X 1) é isomorfo a

(Y, ).
Defina,

f: {#s}xY — Y
(hy)  — y

Verificaremos que f é um morfismo em G-Set. Sejamg € Gey €Y.
Entao

f © (¢ X w)g(*ﬂy) = f(*ﬂ/@(y))

= 1,(y)
= 1y(f(*,9))
= "/)g o f(*7 y)7

isso mostra que f é um morfismo de G-Set.
Como f é claramente uma bijegao, temos que f é um isomorfismo.

Proposigao 1.11. A categoria G-Set possui objeto final.

Demonstragao. Afirmamos que o par ({*},®), em que ¢ é a acao trivial
de G neste conjunto unitario, é o objeto final de G-Set. Seja (Y, 3) ob-
jeto de G-Set. Uma vez que que no contra-dominio temos um conjunto
unitario, a tnica funcao possivel é a seguinte:
f: Y — {x}
Yy o — ok

Mais ainda, f é um morfismo em G-Set pois:
fo ﬁg(y) =k
= ¢g(%)
= 04(f(y))
= ¢g © f(y)

Assim, o conjunto unitario é objeto final.

11



Proposigao 1.12. A categoria G-Set possui objeto inicial.

Demonstragdo. Considere o conjunto vazio. Como G X ) = (§ podemos
definir a funcao vazia g : G x ) — (), que na verdade é uma funcao
de () para 0. Esta funcao define uma acao de G em 0.

Além disso, dado qualquer (X, a) objeto de G-Set, a tnica fungao
possivel entre ) e X é a também a funcao vazia @x, que é morfismo na
categoria por vacuidade.

Assim, (0,0¢) é o objeto inicial de G-Set. O

Corolario 1.13. A categoria G-Set nao possui objeto nulo.

Demonstracao. Para que houvesse objeto nulo em G-Set, deveriamos
ter a igualdade entre o conjunto vazio e um conjunto unitario, o que
nao ocorre. 0

1.2.1 Funtor Esquecimento

Nesta se¢ao, mostraremos que o funtor esquecimento partindo da
categoria G-Set e chegando na categoria Set é representavel. E ainda,
utilizando o Lema de Yoneda, conseguiremos recuperar a estrutura do
grupo G a partir dos endomorfismos do funtor esquecimento.

Considerando as categorias G-Set e Set, definimos o funtor que
associa a cada objeto de G-Set (X, «) o conjunto X, e a cada morfismo
f €¢ Hom((X,a),(Y,8)) a fungdo f : X — Y. Este é o chamado
funtor esquecimento, e sera denotado neste trabalho por U.

Definigao 1.14. Um funtor covariante U : € — Set é dito represen-
tdvel se existem, um objeto C' em % e um isomorfismo natural

¥ :Homeg(C, ) =U.
Agora temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.15. O funtor esquecimento U : G — Set — Set € re-
presentdvel.

Observagao 1.16. Dado um morfismo f na categoria ¥ denotaremos
a fungdo Homg (C, f) por fs.

Demonstracdo. Lembramos aqui que o funtor esquecimento U associa
a cada objeto (X, «) o conjunto X e a cada morfismo f, ele mesmo
visto como funcao.

Temos que mostrar que existem (X, «) objeto de G-Set e 1) isomor-
fismo natural entre os funtores Homg _get ((X, ), ) e U.

O objeto escolhido serd o (G, \), do Exemplo

Defina, para cada (X, a) em G-Set, a aplicagao:

12



¢(X7a): GHOm((G,A),(X,Oé)) — U(X,Oé)
f — f(e),

onde e é o elemento neutro de G.

Afirmagdo 1: 1 é uma transformacdo natural.

Temos que mostrar que, para quaisquer objetos (X,a), (Y,5) e
morfismo f: (X,a) — (Y, 3), o seguinte diagrama comuta:

GHom((G, A), (X, a)) 2252 x

f* f

cHom((G, \), (Y, B)) W)Y

De fato, dado [’ €¢ Hom((G, \), (X, a))

fotx,a)(f)=Ffof'(e)
=Y,p)(fof)
=Yy, 0 f(f),

logo ) é natural.

Afirmacao 2: 1 € um isomorfismo natural.

Para mostrar isso, basta ver que Y (x,a) € uma bijegao, para qualquer
(X, ).

Sejam f1, fo € Hom((G, ), (X, @)) tais que ¥ x,0)(f1) = ¥(x,a)(f2),
ou seja, fi(e) = fa(e). Como f1 e fo sdo morfismos em G-Set, para
todos g, h € G as duas equagbdes abaixo sdo verdadeiras:

JioXg(h) = fi(gh) = ag o f1(h); (1.1)

f20Xg(h) = fa(gh) = ag o fa(h). (1.2)
fazendo h = e temos da equagao
f1(g) = ag o fi(e)
e temos da equacio que
fa(g) = ag 0 fa(e).

13



Como fi(e) = fa(e) segue que

f1(g9) = fa(9),

para todo g € G e logo f1 = fs.
Vejamos agora que 1(x ) € sobrejetora. Seja x € X. Defina

f: G — X
g — ayle)
Note que f é morfismo em G-Set, pois dados g, h € G tem-se:
foXg(h) = f(gh)
= agn ()
ag o o ()
ag(f(h))
= ago f(h).

Além disso,

Vix,a)(f) = fle)
= e (2)

::L'7

logo ¥ (x,a) € sobrejetora.
Concluimos assim que ¥ é um isomorfismo natural e, consequente-
mente, o funtor esquecimento U é representavel. O

Relembremos agora o Lema de Yoneda:

Lema 1.17 (Yoneda). Sejam € uma categoria localmente pequena e
F: € — Set um funtor covariante e C' um objeto de €. Entdo existe
bijecao y

y: Nat(¢(C, ),F) — F(CO)

que associa a cada transformacao natural m, de €(C, ) para F, o
objeto nc(Ide).

Proposigao 1.18. Sejam End(U) o conjunto das transformagées na-
turais de U em U, sendo U o funtor esquecimento, e

¢Hom((G,\), ):G — Set — G — Set

o funtor que o representa. Entdo, vistos como monoides,
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End(U) 2 End(¢Hom((G, A), )).

Demonstragdo. Para cada (X, a) € G—Set considere a aplicacdo 9 xq)
da Proposigao[1.15

Vamos mostrar que sua inversa é a transformagao natural ¢, que
aplicada em (X, a) é:

¢(X,a): X — GHOIH((G,)\),(X,O[))
x — f

onde
f2(9) = ag(z), para todo g € G.
Seja x € X. Entao,
(/w(X»O‘) °© ¢(X70t) ((E)) = w(X,oz) (fz)
= fa(e)
= a(x)

=

((x.a) © ¥(x,0))(F)(9) = Y(x.0)(f(e))(9)
= ay(f(e))
= f(Ag(€))
= f(9),

logo
((b(X,a) © w(X,a))<f) = f
Defina a fungao
v:End(U) — Nat(gHom((G,\), ), Hom((G,\), ))

dada por
V(n)(X,oz) = (b(X,a) OMN(X,a) © 1Z)(X,oz)

Assim, v estd bem definida, uma vez que é dada por uma composigao
de transformagoes naturais, e além disso é bijetora, pois

v ) (x0) = Y(Xa) © T(X,0) © D(xX,a)-
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Resta mostrar que v preserva a composicao de transformagoes na-
turais.
Sejam 7, & € End(U) e (X, a) objeto de G-Set. Entao

(po(nog)od)ixa
=(¢o(noldx of)ov)(x.a
=(po(nopogol)orh) xa
(925 no ) (¢ §o 7/’)()(,@
= (v(n)o

v(n) o v(§))(x.)-

V(WO )(Xa

[¢]

e}

O

Observagao 1.19. Seja G um monoide. Denotamos por G°P o mo-
noide com a operagao dada por

g -°P h = hg, para todo g,h € G.

Proposigao 1.20. Considerando a operagdo de composi¢do existe o
isomorfismo:

Nat(¢Hom((G,A), )), cHom((G,\), )= ¢Hom((G, \), (G, \))°P
Demonstracao. Aplicando o Lema de Yoneda para o caso em que
€ = G—Set e F = gHom((G, ), )eC=(G,\),

temos que y do Lema [I.17] ¢ uma bije¢ao. Vejamos que é um antimor-
fismo de monoides.
Sejam 7, ¢ € Nat(¢Hom((G, ), ), cHom((G,\), )).

Considere o morfismo
g(G,)\) (IdG) € GHOIH((G, >\)7 (G7 A))
Pela naturalidade de 7, o seguinte diagrama é comutativo

nG,x)

c¢Hom((G,\), (G, \)) c¢Hom((G, \), (G, N)) .
e da)« e da)«

GHom((G> )‘)7 (Ga )‘)) W cHom((G, )‘)7 (G, )‘))

Isso quer dizer que, considerando o morfismo Idg € gHom((G, \), (G, A))
tem-se

16



§anIda) o g, (Ida) = na.a © €anIda),

ou seja,

y(§) oy(n) =y(mof).

Com isso concluimos que y é um anti-isomorfismo. O

Proposicao 1.21. Seja (G, \) objeto de G-Set que corresponde a agdo
regular a esquerda. Entdo

GHOHI((G, )‘)7 (Ga )‘)) =GP

Demonstracao. Usando o fato de U ser representavel aplicado ao objeto
(G, \), temos a bijegao da proposi¢ao Proposigao entre os conjuntos
c¢Hom((G, \), (G, )\)) e G.
Vamos mostrar que esta bijecao é um antimorfismo.
Y (fog) = flgle))

= f()‘g(e)e)

= )‘g(e)(f(e))

=g(e)f(e)

= YN (@)Y (),

isso mostra que ¥, é um antimorfismo bijetor. O

Proposicao 1.22. Nat(gHom((G, ), )),c Hom((G,A), ) e G sao
isomorfos como monoides. Consequentemente

Nat(¢Hom((G, ), )), cHom((G,)\), )
€ um grupo.
Demonstracao. Afirmamos que a composi¢ao
Ya,n oy Nat(gHom((G, ), _)), gHom((G,N), ) — G

é um isomorfismo de monoides.

Como 9, ) € y sdo anti-isomorfismos, a composi¢ao deles é um iso-
momorfismo de monoides. Como G é um grupo temos que Nat(cHom((G, A), )),
é um grupo também. O

Teorema 1.23. Seja U : G — Set — Set o funtor esquecimento.
Entao o conjunto End(U), das transformagoes naturais de U em U €
um grupo isomorfo a G.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposigao Proposigao|1.21
e Proposicao [
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1.3 Representacoes Lineares

Veremos nesta segao as representagoes lineares de um grupo, que
estao associadas aos espacos vetoriais. Fixamos aqui um corpo k.

Definigao 1.24. Uma representacao k-linear de um grupo G é um
par (V,®), onde ® : G — GL(V) é um homomorfismo de grupos
e V é um espaco k-vetorial, e GL(V) é o grupo das transformagoes
lineares bijetoras de V em V. (Escreveremos ®, para denotar ®(g)).
Se V' tem dimensao finita igual a n, entao este é denominado o grau da
representagao.

Exemplo 1.25 (Representacao Trivial). Seja G um grupo, e considere
k um corpo. Defina a aplicagao

d: G — GL(K)
g Id, -

Entao ® é um homomorfismo de grupos, pois

®(gh) = Idi
= Id]k o) Id]k
= P(g) o ®(h).

Exemplo 1.26. Seja k um corpo visto como um espago vetorial sobre si
proprio. Entdo uma transformacao linear T' : k — k deve ser dada por
T(z) = azx, para algum « € k, uma vez que ela pode ser representada
por uma matriz 1 x 1 j4 que k é um espago vetorial unidimensional.
Assim, para que T seja inversivel, basta que « seja inversivel e dessa
forma conseguimos uma bijecao entre GL(k) e os elementos inversiveis
de k, denotado por k*.

Seguindo essa abordagem, o homomorfismo de grupos da represen-
tagao do exemplo anterior pode ser vista como o seguinte homomor-
fismo:

®: &G — k*
g — 1

Definigao 1.27. Seja G um grupo. Um caracter de G é uma repre-
sentagao unidimensional x : G — k*.

Exemplo 1.28 (Representagao de Z,,). Counsidere a aplicagao

®. 72, — C*

[m] — e™n
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Como ® ¢ um homomorfismo de grupos temos que (C, ®) é uma repre-
sentagao para Z,.

Exemplo 1.29. Considere o grupo S3 de todas as permutagoes entre
3 elementos. De uma maneira explicita,

Ss = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Além disso S3 & gerado pelos elementos a@ = (12) ¢ f = (123). Em
termos de geradores e relagoes, podemos descrever S35 como:

S3={a,B:a?=e= 3 af = [2%).

Defina a aplicagdo ® : S5 — GL(C?) dada por

2mi
es 0
(I)(123) = < 0 6_23ﬂ )
0 5
D (19) = ( JECETEN )

Vamos verificar que (C?, ®) é uma representagio de S3. Como det D103y =
1 e det ®(13) = —1 temos que a aplicagao estd bem definida. Para ver
que é homomorfismo de grupos, note que

10
3 _ _ &2
w=(o )=

0 1 )
<1>a<1>5:<1 0):%%

Logo, @ preserva as relagoes entre os geradores do grupo, o que
mostra que ® é homomorfismo de grupos. Portanto (C%,®) ¢ uma
representacao de Ss.

Exemplo 1.30. Para S3 novamente, defina a aplicagao I' : S3 —

GL(C?) por:
-1 -1
F(12) = < 0 1 )

-1 -1
I‘(123)=< 1 0 )

Para verificar que (I', C?) ¢ uma representacio de Ss, basta observar
que
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10
F2_ _F3
a‘(o 1)‘ 5

0 1 )
FaF5:<1 0):@,1}

Assim, T" preserva as relagoes entre os geradores de S3 o que mostra
que é homomorfismo de grupos. Portanto (C?,T") é uma representagao
de 53.

Exemplo 1.31. Considere novamente o grupo S3, mas agora com outra
representacao, (€3, ¥), onde ¥ é dada por

01 0 0 0 1
\I’(IQ) == 1 0 0 \11(123) == ]. O 0
0 0 1 0 10

Verificando que V¥ preserva as relagoes entre os geradores, obtemos
que (C3, W) é outra representacao de Ss.

Como visto nos dois tltimos exemplos, podem existir mais de uma
representagao nao-trivial para um mesmo grupo. A seguir, discutimos
sobre quando duas representacoes de um mesmo grupo, mesmo sendo
diferentes, nos trazem as mesmas informacgoes sobre o grupo.

Seja (V, ®) uma representacgao de G, em que dim V' = n. Podemos
associar, a uma base B de V, um isomorfismo de espagos vetoriais
T :V — C" identificando as coordenadas. Assim defina

v: G — GL,(C)
g +— v,

)

em que ¥, = T<I>gT*1. Entao (¥, C™) é uma representacio para G.
Se B’ é outra base para V, temos outro isomorfismo, S : V — C" e,
como anteriormente

onde \Il'g = SP,57!, também é uma representagio para G. Assim, as
representacoes ¥ e W estao relacionadas pela expressao

v, = ST 1w, TS~ = (ST 1)U, (ST~
Queremos pensar que, na verdade, ®, ¥, ¥’ sdo a mesma representacao.

Definicao 1.32. Seja G um grupo. Duas representagoes (V,®) e
(W, ¥) sao ditas equivalentes, se existe um isomorfismo 7' : V — W
tal que ¥, = T<I>gT_1 para todo g € G. Neste caso escrevemos ® ~ W,
Em outras palavras, para todo g € G o diagrama abaixo comuta
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P4

v

V .
Tl T
w

— =W
Uy

Exemplo 1.33. Considere as representacoes de Z,,, (C?, ®) e (C?, ¥)
onde ® e ¥ sao dadas por:

B — 005(2’2”‘) —sen(QT_rim)
[m] = sen (=) COS(Q’Z )

2mwim
e n 0
Wiy = ( 0 mm ) :

N
33

e 0
A_lq)[m]A: ( —2mim > = \I/[m]

Como A define um isomorfismo de €? em €C? ¢ A™1®,,) A = U,
para todo [m] € Z,,, temos que & ~ .

Exemplo 1.34 (Algebra de Grupo). Dado um grupo G, podemos fazer

a soma direta € k. Como k é um k-espago vetorial, @ k também o
geG geG
é. Denotamos este espago por kG. Um elemento de kG é uma soma

finita

Z rg0g

geqG

onde oy € k, Vg € G e {0,}4ec € a base de kG.
Além de ser um espaco vetorial, kG tem estrutura de dlgebra, coal-
gebra, bidlgebra e algebra de Hopf, mas isso veremos mais adiante.
Defina
A: G — GLkG)
g — A
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em que

Ag (Z ah(5h> = andgn.

heG heG

Entao A define uma representacio de G. Seja g € G. Entao,

)\g o /\9—1 (Z ah5h> = /\g <Z ah591h>

heG heG

= E ah5gg_1h

heG

= andn

heG

10 (Zah5h> = Ayt <Z ahégh>

heG heG

= Z Oéh(sg—lgh

heG

= Z ahéh.

heG

Assim, A estd bem definida, pois A, é linear por construcao e ¢é
inversivel, para todo g € G.
Sejam g, h, k € G. Entao,

Agh(Ok) = (gh)k
= §g(hk)

= Ag(Snk)
= )‘9 © Ah(ak)a

logo A é homomorfismo de grupos. Portanto (kG, A) é uma represen-
tacao de G.

Exemplo 1.35. Seja (V, ®) uma representagio de G. Defina

o*: G — GL(V¥)
g — @

onde
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.V v
f — foCIDgfl.

Temos que ®* estd bem definida, pois dado g € G, ® ¢ linear e
inversivel, pois

@; o @2_1(]") = (IDZ(f od,)
= (fo®g) 0Py
= f o (q)gg*l)

- f

Pl 0@u(f) =P (foPy-1)
=(fod,-1)0d,
:fo(q)g—lg)

Afirmamos que (V*, ®*) é uma representagao.
De fato, sejam g,h € G e f € V*. Entao

logo,
7, = 070D}

e, com isso ®* é um homomorfismo de grupos. Concluimos que (V, ®*)
é uma representagio de G.

Definicao 1.36. Sejam G um grupo e (V, ®) uma representagdo. Um
subespago vetorial W de V' é G-invariante se, para todo g € G tem-se
que &,(W) CW.
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Definigao 1.37. Sejam (Vi,®(1)) e (Va, ®2)) representacoes de um
grupo G. Definimos a soma direta entre elas por

M a0 .G — GL(V, & V)
onde
(@M & @) (v1,v2) = (M (v1), 2P (v2)).

Fixadas as bases para V; e V5, em que dimV; = n e dim Vo = m,
podemos compreender somas diretas por meio de matrizes. Escrevendo
oM . @ — GL,(C) e ®? : G — GL,,(C) entdo

Mm@ 1 @] 0
(@M @ o@),] = < 0 [fbf)} )

Seja (V, ®) uma representagdo. Se W é um subespago vetorial de
V' G-invariante, podemos restringir & a W e obter uma representa-
cao (W, @) em que (@, )4(w) = ®4(w). Diremos que (W, P, )
é uma sub-representagao de ®. Se V; e V4 sao subespagos vetoriais
G-invariantes e V. = V; @ V5 entao ® é equivalente a soma direta
(I>|V1 &) <I>‘V2, como para cada v € V existem tnicos v1 € Vi e vy € Vo
tais que v = v; + v2. Entao ganhamos o isomorfismo abaixo

T: V. — Viel

v —  (v1,v2)

T-': VieV, — 14
(’1)1,"02) — U1+ V2

Assim, para todo g € G tem-se:

Ty, @ @), )gT(v) =T~ (D), & P, )g(v1,v2)
=T (@), (v1), By, (12))
=04(v1) + Py(v2)
=P, (v1 + v2)

:(I)g(v)-

Matricialmente, escolnendo B; base de V; e By base de V5 sabemos
que B1UBs é base de V. Renomeando P, = oM e P, = &2 temos

oM 0
que [®,] = ( | O]Bl [<I>(2)]B2 )
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Definicao 1.38. Uma representacao (V, ®) é dita irredutivel se os tni-
cos subespagos G-invariantes de V s@o {0} e V.

Exemplo 1.39. A representacao do Exemplo anterior nao é irre-
dutivel, pois Ce; e Ces sao subespagos Z,-invariantes por ¢ e Ce; &
062 = (DQ:

2mim 2mim
<e(; 2 ><3):<A60" )e@el,v/\eC
e n
S0 0 0
( 0 —27mim > < A > = < )\6727\'7:771 > € Cey, VA € C.
e n n

Exemplo 1.40. A representacio (C2,T') de S3 do Exemplo é
irredutivel.

Seja W um subespaco vetorial de C? néo nulo e préprio, e suponha
que W & Ss-invariante. Como dim C? = 2, logo qualquer subespaco
vetorial W nao-nulo deve ter dimensao igual a 1 e sendo v € W um
vetor nao-nulo, temos W = Cv. Assim, dado o € S3, existe A € C
tal que T'y(v) = Av. Isso significa que v é autovetor de T', para todo
o€ Ss.

Ou seja, W ser subespago Ss-invariante implica que v é autovetor
de Iy, para todo o € S3.

Escrevendo (12) = « e (123) = 3, afirmamos que I', e I'3 ndo
possuem autovetores em comum e, com isso, concluir que W néo é
S3-invariante.

De fato, veja que os autovalores de ', sao 1 e —1 e os autoespagos

. ~ -1 1 .
associados sao os gerados pelos vetores ( 9 ) e < 0 >, respectiva-

mente.
Agora veja que

-1

9 ) e ( (1) ) nao sao autovetores de I'g.

0 que mostra que (
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Concluimos que tal W nao existe. Portanto (C?,T) & irredutivel.

Proposigao 1.41. Se (V,®) é uma representagao de grau 2, entao ®
€ irredutivel se, e somente se, ndo existe autovetor v € V. comum a @4,
Vg € G.

Demonstrag¢ao. Suponha que (®,V) é irredutivel. Entéo os tnicos es-
pagos G-invariantes sdo o subespago nulo e o V. Sejam g€ Gev eV
autovetor de ®,. Assim, o auto-espago W gerado por v é ®,-invariante
e de dimensao 1. Como dimV = 2, W ¢ diferente de 0 e de V. O fato
de @ ser irredutivel implica que existe h € G tal que @,(W) € W. E
assim, v nao pode ser autovetor de ®y,.

Provaremos a implicacao reciproca utilizando a contra-positiva. Su-
ponha que ® é redutivel. Como V' tem dimensao 2, existe um subespago
W de dimensao 1,, G-invariante. Seja v € W gerador deste subespago.
Entao para todo g € G, existe Ay € k tal que

D, (v) = Agu.

Isso significa que v é auto-vetor de ®, para todo g € G, concluindo
a implicagao. O

Definigao 1.42. Uma representagdo (V, ®) é dita ser completamente
redutivel se V=V, Vo ®--- ®V,, em que V; é G-invariante (V;, <I>|V1)
é irredutivel Vi € 1,...,n.

Definicao 1.43. Uma representacao nao nula (V,®) de um grupo G
é decomponivel se V. = V5 & Vo, com Vi, Vs subespagos vetoriais G-
invariantes e nao nulos. Caso contrario, (V, ®) ¢ dita indecomponivel.

1.4 A Categoria Repg

Nesta secao estudaremos a categoria das representagoes de um de-
terminado grupo G.

Fixemos um grupo G e um corpo Kk, nosso objetivo é construir a
categoria de todas as representagoes de (G, denotaremos esta catego-
ria por Repg, ou seja, uma categoria onde objetos sao representagoes
deste grupo e os morfismos devem "preservar" as informagdes de uma
representagao para outra.

Com base nos resultados da se¢do anterior sobre representagoes de
grupos, podemos construir uma categoria onde os objetos sendo pares
(V,®) em que V é um k-espago vetorial e & : G — GL(V) é um
homomorfismo de grupos.
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Dados dois objetos de Repg, (V,®) e (W, ¥) um morfismo entre
eles serd uma transformacao linear T': V. — W tal que ¥, = T'®,,
para todo g € G, ou seja, o diagrama abaixo comuta para todo g € G

V*>V
T T

W*>W

Denotaremos o conjunto de todos os morfismos entre as representa-
¢oes (V,®) e (W, ) por

Repg ((V, @), (W, ¥)).

Proposigao 1.44. Seja G um grupo. Entao a classe das representacoes
deste grupo e os morfismos entre elas, como descrito acima, formam
uma categoria.

Demonstracao. Note que a transformacgao linear identidade de um es-
pago vetorial V', Idy é sempre morfismo entre (V,®) e (V, ), isto é,
Idy € Repg((V, @), (V, ®)).

A composicao entre morfismos nesta categoria é dada pela propria
composicao entre transformacgoes lineares.

Assim, se T' € Repg ((V1, @), (Va, @))) e S € Repg((Va, @?)), (V3,23)))
entao diagrama abaixo comuta para todo g € G:

Vi— 251

1) (2) (3)

VlT>V2T>V?3

e, portanto S o T € Repg ((Vi, ®W), (Vz, &),
Como a composigao de transformagoes lineares é associativa, esta
composi¢ao também sera.
O

Sejam (V,®) e (W, U) representagoes de G. Assim como temos o
produto tensorial de espagos vetoriais, nés podemos definir um produto
tensorial de representacoes.

Para cada g € G defina

@xT)y: VXW — VoW
(v,w)  — By(v) ® Uy(w).
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Claramente (® x ¥), é bilinear, portanto existe uma tnica trans-
formacao linear

@@0),: VoW — VaWw
1w — Py(v) ® ¥, (w).

Além disso,
(PR¥)yo(P@V),~1(v@w) = (PRV)(Py(v) @ ¥y(w))
= (Pg(Pyg-1(v)) ® Vy(Py-1(w)))
VR W,

logo, (P ® ¥), € GL(V @ W).
Assim, podemos definir

d20: G — GLVaW)
g — (@(X)\I/)g.

Proposicao 1.45. Sejam (V,®) e (W, ¥) representagées de G. Entao
(VeW,®® V) é uma representagiao de G.

Demonstracao. Fixe g € G. Pelas propriedades do produto tensorial,
sabemos que ®, ® ¥, é linear.
Sejam g, h € G, entao

(PRUV);0(PRT), = (P;0T,)o (D, R Ty)
= (Pgo®p) @ (Vy0Wy)
= Qi@ Vg
= (q) ® lI])ghv
logo ® ® ¥ é homomorfismo de grupos. O

1.4.1 Estrutura k-linear

Nosso objetivo agora é verificar que Rep € uma categoria k-linear,
ou seja, ¢ uma categoria abeliana tal que, para todos (V,®), (W, ¥)
representagoes lineares de G, o conjunto Repq((V,®), (W, ¥)) é um
k-espagos vetorial.

Proposicao 1.46. Seja G um grupo. Entdo a categoria Reps possui
objeto nulo.

Demonstragao. Considere agora a representacao formada pelo espago
vetorial nulo {0} e o homomorfismo de grupos
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0: G — GL{0Y)
g +— Id{o}:()

Sejam (W, ¥) € Rep e T morfismo entre {0} e (W, ¥). Entao T é
uma transformagao linear entre {0} e W, sendo assim, necessariamente,
a transformacao linear nula. Se 7' é um morfismo entre W e {0}, pelo
mesmo argumento anterior, T é a transformacao linear nula. Assim
temos que
Hom ((W, ¥), ({0}, 0) e Hom(({0},0), (W, ¥)) sdo conjuntos unitarios e
concluimos que ({0}, 0) é objeto nulo da categoria. O

Fazendo uma analogia com espagos vetoriais, apos definir objeto
nulo de uma categoria, é natural se perguntar se ela possui kernel e
cokernel para cada morfismo.

Proposicao 1.47. Sejam (V,®) e (W, V) representagées de G, e T :
V. — W um morfismo entre elas. Entdo (kerT,®) também é uma
representacdo, onde @4 = O glierr.

Demonstra¢ao. Afirmamos que kerT' é G-invariante. De fato, sejam
vekerT e g e G. Entao

To®4(v) =V40T(v)
= ¥(0)
=0.

Logo ®4(v) € kerT. Como v € kerT, temos que ®4(kerT) C
kerT. O

Proposigao 1.48. Seja T um morfismo em Reps. Entao T possui
kernel.

Demonstragao. Sejam (V,®), (W, ¥) representagoes, T' : V. — W
morfismo. Vejamos que ker T" e ¢ (onde ¢ : kerT' — V ¢ a inclusdo) s@o
o kernel de T' em Rep;, conforme defini¢ao de kernel de um morfismo
na categoria (apéndice). Claramente ¢ é morfismo de representagoes.

Para ver isso, vamos considerar (U, 1)) representagao e u: U — V
morfismo tal que 0 o u = T o u. Temos que mostrar que existe tnico
g:U—kerT talqueu=10g.

ker T — \% $ %%
3lg

U
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Como Tou =0, u(z) € kerT, Vz € U. Defina
g: U — kerT

Entao,

vog(x) = t(u(z)) = u(z)

para todo x € U, logo to g = u.
Suponha que exista g’ tal que 1o ¢’ = u. Assim,

9(x) = u(z) = 1o g'(z) = g'(x),

para todo x € U, logo g = ¢’ e, com isso, g é unico.
Resta somente mostrar que g é morfismo em Repg,.
Sejam h € G e x € U, entao

g o Vn(z) = u(Vn(z))
= &y, o u(x)
=®po0g(x)

Isso mostra que (kerT,¢) é o kernel do homomorfismo T nessa ca-
tegoria. O

Proposicao 1.49. Sejam (V,®), (W, V) representacoes de G e T :
V — W morfismo entre representagoes. Entao o (coker(T'),¥) € uma
representacdo de G, onde ¥, é dada por ¥,(W) = ¥,(w), para todo
g € G.

Demonstracao. Nosso objetivo é mostrar que a aplicagao
U: G — GL(coker(T))
g — Y,
¢ um homomorfismo de grupos. Primeiramente, vamos mostrar que
para cada g € G a aplicacdo ¥, estd bem definida e é linear bijetora.

Fixe g € G. Sejam wy, w3 € cokerT tais que wy = ws. Isso significa
que wy — wy = 0, ou seja, existe v € V tal que T'(v) = w1 — we. Entao,

\I/g (UTl) - “I/g (@)

Wg(w1) — Vy(ws)
\Ilg( - w2)
Uy (T(v))

w1
w1
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=T(®4(v))
=0,

logo \Tlg esta bem definida.
Note que V¥, é linear, pois dados a € k, w7, w3 € coker(T') tem-se:

U, (ot + W3) = Vy(aw; + ws)
=V, (aw + ws)
= W, (w1) + Ug(w2)
= W, (w1) + Uy(ws)
= aW,(w7) + Uy ().

Sejam g,h € G e w € coker(T'), entao

isso mostra que ¥ ¢ um homomorfismo de grupos.
Seja w € coker(T). Entao

Logo \T/g € GL(coker(T)) e assim, ¥ é um homomorfismo de grupos

entre G e GL(coker(T)), provando que (coker(T"), ¥) é uma represen-
tagao de G. O
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Proposigao 1.50. Seja T um morfismo em Reps. Entao T possui
cokernel.

Demonstragao. Seja T : V. — W morfismo entre (V,®) e (W, 7).
Considere a representacio (coker(T)), ¥) (vista na Proposicao ea
transformacao linear p : W — coker(T") dada por p(w) = w.
Mostraremos que (coker(T),p) é coequalizador do par (7,0), ou
seja, temos que mostrar que poT = po0 e, para todo par de morfismos
f: W — Z, em que (Z,T') é uma representacao e f o T = 0, existe
um tnico morfismo f : coker(T") que satisfaz f op = f. Em diagrama:

Vv

W —2 > coker(T) .

Elr

Z

Note que, dado v € V' qualquer,

poT(v) =T(v) =0=po0(v),

logo, poT =po0.
Sejam (Z,T') representacgao e g : W — Z morfismo de representa-
coes, tal que, g o f = 0. Defina

f coker(T) — Z
w — flw)

Vejamos que f estd bem definida. Sejam w; = Wy € coker(T).
Entao wy; —wy € ImT', o que significa que existe v € V' tal que T'(v) =
w1 — we. Entao

f(wr) — f(uw)

f(w1) — f(w2)
fwr —w2)
f(T'(v))
0

b

logo, f(wy) = ?L@) e, portanto, f esta bem definida. B
Claramente f é linear. Resta mostrar a unicidade de f.
Suponha que exista g : Z — coker(T) tal que gop = f. Entao

9(®@) = g(p(w)) = f(w) = f(W)
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e, com isso, g = f.
Por ultimo, vamos f é morfismo de representacées. Para isso, con-
sidere g € G e W € coker(T'). Entao

Concluimos que (coker(T), p) é cokernel de T. O

Observe que em Rep; os morfismos sdo, em particular, fungoes. As-
sim, os epimorfismos sao os morfismos sobrejetores e os monomorfismos
sdo os morfismos injetores.

Proposicao 1.51. Sejam (U, ®),(V,V) representagoes de G e f :
U — V um monomorfismo. Entao (U, f) é o kernel de algum mor-
fismo em Repg .-

Demonstragio. Considere a representacio (coker(f), ¥) e o morfismo
p: V — coker(f) dado por p(v) = 7.
Entao

p(f(u)) = f(u) = 0= 0(f(u)), para todo u € U.

Sejam (W,T') uma representacao e g : W — V um morfismo,
tais que po g = 0. Temos que mostrar que existe um tnico morfismo
g : W — U tal que fog = g. Em diagrama:

U—T o v ——"% coker(f) .

g’

w

Como pog = 0, para todo w € W temos que g(w) € Im(f). Pelo fato
de f ser injetora, sabemos que dado w € W, existe um tnico u,, € U
tal que f(uy) = g(w). Com isso, conseguimos definir a seguinte fungao:

g: W — U
W > Uy
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Note que ¢’ é linear, pois ag'(w) + ¢'(w') = @uy + Uy, como
af(uw) + f(uw’) = f(auw + uw/) entao gl(auw + uw’) = ag/(uw) +
g(uw’)-

Veja que ¢’ também ¢é morfismo de representacoes, pois dado h € G
temos:

fog oTh(w) = f(ur,(w))
= g(Th(w))
= V), 0 g(w)
= Up(f(uw))
= fo®p(ty)
=fo®,o0g'(w),

como f é injetora, g’ o'y, = ¥, o ¢’. Portanto ¢ morfismo entre repre-
sentagoes. Além disso, para todo w € W tem-se

/ og’(w) = f(uw) = g(w%

logo fog =g.

Por altimo, resta mostrar a unicidade de ¢’. Seja h : W — U
morfismo entre representagoes tal que f o h = ¢g. Entao, dado w € W
temos:

foh(w)=g(w)= fog'(w)

como f é injetora,

h(w) = ' (w).

Logo h = g e, desta forma, fica provado que o par (U, f) & kernel do
morfismo p. 0

Proposicao 1.52. Sejam (U, ®),(V,V) representagdes de G e f :
U — V um epimorfismo. Entao o par (V,f) € cokernel de algum
morfismo.

Demonstragao. Considere a representagao (ker f,%) e o morfismo ¢ :
ker f — U que ¢ a inclusdo. Afirmamos que o par (V, f) é cokernel de
L.

Primeiramente veja que, dado u € ker(f) temos:

fou(u)=f(u) =0=fo0(u).
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Sejam (W, T') representagdo de G e g : U — W morfismo entre re-
presentagoes tal que, g o . = 0. Queremos mostrar que existe um tnico
morfismo de representacoes ¢’ : V. — W tal que ¢’ o f = g, em dia-
grama:;

ker(f) ;4>U

Como f é sobrejetora, para cada v € V existe u, € U tal que
f(uy) = v. Defina a seguinte aplicagdo:

g:' vV — W
v g(uy)

Vamos mostrar que esta aplicagao estd bem definida. Observe que
got =0« gker f) =0 = ker(f) C ker(g).
Sejam u,, u), € U tais que f(u,) = f(u,). Entao
0= fluy) = f(u) = fluy — ),
logo
uy — ul, € ker(f) C ker(g).
Assim, 0 = g(u, — ul)) = g(u,) — g(ul,) e, portanto,
9(uy) = g(uy,)-

Com isso mostramos que g’ estd bem definida.
Seja u € U. Entao

gof(u) = glusw))
= g(u).

Vamos a linearidade de ¢’. Sejam a € k,v,v1,v2 € V. Note que
fuagw — auy) = f(ua,) — af(uy) =av —av =0
Logo obtemos que
Uy — QU € ker(f).

Entao
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G(Uay — atiy) = g(t(Uaw — atty)) = 0

E entao
9(uav) = ag(uy).
Analogamente,
9(to, 4v) = g(u0,) + g(U,)
Assim,

9(Uawy +vs)

9(Uaw,) + g(t,)
ag(uvl ) =+ g(uvz )
= ag'(v1) +g'(v2).

g’ (avy + v9)

Vejamos que ¢’ é morfismo de representagoes. Sejam h € Geu € U,
entao

g/o\Ilhof(u) = g(u\I/hof(u))
g(ufo<l>h(u))
g0 ®p(u)
Ty og(u)

= Tog o f(u),

como f é epimorfismo, temos que ¢’ oW, =T, 0g’. Sejah: V — W
morfismo de representagoes tal que ho f = g. Entao dado v € V,

h(v) = h(f(u)) = g(us) = g'(v).

Portanto h = ¢'.
Feito isso, concluimos que (V, f) é cokernel de «. O

Considere agora uma familia arbitraria de representacoes {V;, ®'}ic ;.
Defina

. G — GLEHV)

i€l
g — P4
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onde
Dy ((vi)ier) = (P (vi)icr)-

Lembremos que a sequéncia (®(v;)ies) tem um namero finito de
elementos nao nulos, pois estamos em uma soma direta de espagcos
vetoriais.

Na proxima proposigao veremos que o par () V;, @) é uma repre-

iel

sentacao de G e também que satisfaz a propriedade universal da soma
direta, sendo um co-produto para a familia de representagoes.

Proposigao 1.53. Seja {V;, ®'}icr uma familia de representacies de

G. Entdo a soma direta (@ Vi, ®), em que ® = @ ¢, também é uma
iel i€l
representacdo de G, sendo o co-produto da familia em Repg.

Demonstragao. Sejam g,h € G e (v;);cr. Entéao

Dgn((vi)ier) = (q)f;h(vi))iel
= (D} 0 ®},(vs))ier
= g0 Pp((vi)ier)-

Como ® é homomorfismo de grupos (@ V;, ®) é representacao.
=
Resta agora mostrar que esta representagao é um co-produto da
familia {V;, ®*};¢;.
Considere a familia de morfismos {¢; };er, tal que, para cada j € T
a aplicacao ¢; ¢ definida da seguinte maneira:

vy Vo — GBIVi
1€
vj > (v;0i)ier

onde d;; ¢ a funcao Delta de Kronecker.

Sejam (W, ¥) uma representagao de G qualquer e {f;}ic; uma fa-
milia de morfismos f; : V; — W.

Queremos mostrar que existe um dnico morfismo 7': PV, — W
iel
tal que o diagrama abaixo comuta para todo j € I:
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W (1.3)

DV

eIl
Defina
T: @Vi — W
(s 5 hiw)

iel
Como o espaco vetorial @ V; é uma soma direta, o elemento (v;);er
il
tem uma quantidade finita de entradas nao nulas, fazendo com que a
soma Y. fi(v;) seja finita, e assim a aplicagdo T esta bem definida.
icl
Afirmacao 1: T é morfismo de representacoes.
Sejam a € k, (v;)ier, (wi)ier € @ Vi
il

T(a(wi)ier + (vi)ier) = T((aw; + v;)ier)
= filow; +v;)

iel
=a fiw)+ Y fi(v)
iel iel

= aT((vi)ier) + T((wi)ier),

isso mostra que 7T é linear.
Agora fixe g € G. Entao

To®,((vi)ier) = T((‘I’;(%‘)))

=3 fi(@(v)
i€l

— Z o fi(v;)
i€l

=v <Z fi(Uz‘)>

icl
=W oT((vi)ier)-
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Afirmagdo 2: O diagrama acima comuta para todo i € I.
Fixe j € I e seja v; € V;. Entao
T ovj(v;) = T((8iv;)ier)
= fil(§i505)ier)
il
= fj (vj)a

logo o diagrama comuta.

Afirmacao 8: T é tnico.
Suponha que exista outro morfismo de representagoes 1" que faga
o diagramacomutar. Seja {vi}ticr € @ Vi, entéo:

el
(e = T (Tulw)
= N1 ou(w)
= ifi(”i)
= T((0)ier).
Portanto 7" é tnico. O

Proposicao 1.54. A categoria Repy € abeliana.

Demonstragcio. Nesta demonstragdo usaremos a Definicao de ca-
tegoria abeliana.

Sejam (V, @), (W, ¥) representagdes. Entao o conjunto Repq((V, @), (W, ¥))
é um grupo abeliano com a adigdo pontual das transformagdes lineares.

O restante segue da Proposicao [1.48] Proposigao [1.50] Proposi-
cao [I.51} Proposigao [[.52] e Proposigao [I.5 O

Proposicao 1.55. Rep, € uma categoria k-linear.

Demonstragdo. Como Rep, é categoria abeliana, resta mostrar que
dados (U, @), (V, ¥) representagoes, o conjunto Rep((U, ®), (V,¥)) ¢é
um espago vetorial. Este conjunto é, em particular, um subconjunto
do espacgo vetorial das transformacoes lineares de U em V', assim s6
precisamos mostrar que se trata de um subespago vetorial.

Sejam f1, f2 € Repa (U, @), (V,¥)), A € k, g € G. Entao

(/\f1+f2)0(1)g:)‘f10¢)g+f20¢)g

39



= AUy o fi + W0 fy
=V,0(Af1) +¥g0 f
=V, (\f1+ f2).

Portanto, Reps((U, @), (V,¥)) é um k-espago vetorial e também
Reps € uma categoria k-linear. O

1.4.2 Funtor Esquecimento

Definimos agora o funtor U : Reps; — Vecty que associa a cada
objeto (V,®) o espago vetorial V e a cada morfismo f : (V,®) —
(W, W) a propria transformacao linear f.

Provaremos que este funtor é representavel.

Teorema 1.56. O funtor esquecimento U : Repg — Vecty € repre-
sentdvel.

Demonstragao. Defina, para cada (V, @) € Rep; a aplicagao

(v,®) - RepG((]kaA)v(Vaq))) — Vv
f > f(de).

Queremos mostrar que « : Reps((kG,A), ) = U é um isomorfismo
natural.

Afirmagao 1: ay,¢) € transformagao linear.
Sejam f1, fa € Repa((kG, A), (V,®)) e k € k. Entéo

awae)(kfi+ f2) = (kfi + f2)(5)
kfl((se) + f2(5e)
= kaw,e) (f1) +aw,e)(f2)

Afirmagdo 2: « é natural.

Sejam (V, @) e (W, ¥) representagoes e f € Rep((V, @), (W, ¥)). Que-
remos mostra que o diagrama abaixo comuta. Aqui denotaremos o
morfismo Repq((kG, A), f) por f..

XV, ®)

RepG((]kG’ A)) (‘/7 (I))) —V .
RepG((]kG’ A)r (VVa \I/)) W w
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Seja T € Rep((kG, A), (V, @)). Entao,

foawe)(T)=foT(),

por outro lado

aw,w) ° f«(T) = amww)(foT)
= f o T((Se)a

logo o diagrama comuta, e com isso « é natural.
Afirmagao 3: v,y € injetora.
Sejam f1, f2 € Repa ((KG, A), (V, @)), tais que

aw,e)(f1) = aw,e)(f2)

<~
fl((se) = f2(6e)
= fi=fa
Sejam ¢, h € G. Entao

f1oAg(0n) = f1(6gn) = g0 f1(0n)

f2 © Ag(dh) = f2(5gh) - (I)g o fQ((Sh)

Em particular, tomando h = e temos que

fl((sg) =, o f1(de)

f2(dg) = @g o f2(de).
Como f1(d.) = f2(d.), temos que, para todo g € G,
f1(84) = f2(04)
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e, portanto, a(y,¢) € injetora.
Afirmagao 4: oy,e) € sobrejetora.

Seja v € V. Defina

f: kG  — V
Y agby > D ag®y(v).
geG geG

Claramente f, é linear. Vejamos que f, é morfismo de representa-

goes. Sejam g € G e > apdy € kG, entao,
heG

fool, (Z ah5h> = f, (Z ah59h>

heG heG

= Z ah@gh(v)

heG

= Z ap®, 0 Oy (v)

heG

= (Pg (Z ahCIDh(v)>

heG

= <I)g o fv (Z ah6h> .

heG

Com isso concluimos que o é um isomorfismo natural e, portanto,
o funtor esquecimento é representavel. O

Teorema 1.57. Seja End(U) o conjunto das transformagées naturais
de U para U. Entao End(U) € uma dlgebra e

End(U) 2 kG.
Demonstracao. Defina as aplicagoes
u: End(U) — kG,
dada por u(n) = nwe,a)(de), e

v: kG — End(U),
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que associa a cada ) a4d, € kG a transformacdo naturaln : U = U,
geG

onde ny,ey(w) = Y ay®4(w), para todos os objetos (V,®) € Repg e
geG

weV.
Afirmacao 1: uwov = Idyg.

Seja d, € kG. Entao

Afirmagao 2: vowu = Idgnav)-

Sejam n € End(U), (V, ®) representacao de G e w € V. Entao,

((vou)(m)(v,a)(w) = v(nua,a)(de)) (v,e)(w)
= (bn(]kG,A)(‘se)(w)

Para cada w € V defina:

Tw: kG — V

Y agdy > ay®y(w).
geG geG

Claramente T3, € linear. Vejamos que é morfismo de representagoes.
Sejam g, h € G. Entao,

Tw o Ag(6n) = T (Sgn)
= ®gn(w)
=, 0Py (w)
= (I)g(Tw(éh))
=, 07T, (0n)

Usando a naturalidade de n temos:

Nv,a) (W) = nv,a) (Pe(w))
= 77(V<1>)( w(de))
= T o Na,a) (0e)
= (I)U(n{c q>) ( )

43



=((vo U)(ﬂ))(v,cb)(w),

logo vou = Idg,q) € como v ¢ linear, temos que v ¢ um isomorfismo
de espacos vetoriais.

Afirmagdo 8: v &€ um isomorfismo de algebras.

Sejam g4, 0p, € kG. Entao

((ogn)) v,y = @
= (I)g @] q)h
= Jv,e) © (v(0n))(v,e)

(v(dg)
= (v(dg) 0 v(0))(v.2)

Assim v preserva a multiplicagao de kG e, por ser um isomorfismo

de espagos vetoriais, faz com que End(U) também seja uma algebra. E
facil ver que v(d.) = Id. Além disso End(U) ~ kG.

O
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Capitulo 2

Algebras, Coalgebras e
Bialgebras

2.1 Algebras e Coalgebras

Definigao 2.1. Seja A um k-espago vetorial (onde k é um corpo).
Dizemos que a tripla (4,p,n), onde p: AQRA — Aen:k— A
sao transformagoes lineares, é uma k-algebra se os diagramas abaixo
comutarem

pIda
_ >

ARA®A AR A o1 AR A e
n A AN
/ \
Ida®pu Iz koA Iz ARk

As aplicagoes p e 1 sao os isomorfismos candnicos. O primeiro
diagrama é chamado de diagrama da associatividade e o segundo é
chamado de diagrama da unidade.

Exemplo 2.2. Seja k um corpo. Entéo k é uma algebra com p(a®b) =
ab e n = Idy, pois
o (1ds @ 1)@ ® b ¢) = a(be)
= (ab)c
= u(pla®b) @c)
=po(p®ldk)(a®b®c)
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Veja que neste caso, os morfismos candnicos ¢ e ¥ sao iguais. Assim,

po(n®ldk)(a®b) =ula®b)
=ab
= ¢(a®b)

po (Idk @ n)(a @ b) = p(a®b)
= ab

=yY(a®b).

Exemplo 2.3. Sejam k um corpo e G um grupo. Entao a algebra de
grupo kG é uma algebra com a multiplicagao definida por

> agd, (Z 5héh> = > ayBudgn

geG heG g,heCG

Definigao 2.4. Sejam (A4, p,n) uma k-algebra e B C A um subespago
vetorial. Dizemos que B é uma subélgebra de A se u(B ® B) C B.

Definigao 2.5. Sejam A uma élgebra. Um subespacgo vetorial I de A
é:

(i) um ideal a esquerda se u(A® I) C I.
(ii) um ideal & direita se u(I ® A) C I.
(iii) um ideal se p(A®I) CTepu(l®A) CI.

Exemplo 2.6. Sejam (A, 1a,n4), (B, up,np) k-algebras. Entao AQB
é uma k-4lgebra com

paes = (1a @ pp)o (lda @7 ®1dp)

Nags = (Ma ®@np) o ey

onde T(a®b) =b®aep;' :k — k®k é o isomorfismo canonico.

Definicao 2.7. Seja C' um k-espaco vetorial. Dizemos que a tripla
(C,Aye) onde A : C — C®C e e: C — k sdo transformagoes
lineares, tais que os diagramas abaixo comutam
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c cecC C

A A®lde k®C A C®k.

CeC

O primeiro diagrama é chamado de diagrama da coassociatividade
e o segundo é chamado de diagrama da counidade.

Defini¢ao 2.8. Sejam (C, A, ¢) uma k-coalgebra, e X C C um sub-
espago vetorial. Dizemos que X é uma subcodlgebra de C se A(X) C
X®X.

Sejam C' uma codlgebra e ¢ € C. Entdo A(c) = D¢y ® ¢(2), em
que a soma ¢é finita. Assim, podemos aplicar A em c(;) e teremos

Aley) =D ey @ caye)-

Escreva A = A, A, : C — C®C®---®@C (n+ 1 vezes),
A, = (A®I" oA, ;. Pelanotacao de Sweedler, que pode ser vista
em [1] capitulo 1, pagina 5 podemos escrever:

Az(c) =3 A1) ® ey =D cay @ Aleg)) = Yo ca) @ ey @ ).

Usando a comutatividade do diagrama da counidade e o isomorfismo
k ® k = k, temos a seguinte igualdade:

Z 6(0(1))6(2) = Z 6(1)6(0(2)) = C.
Para n = 3:
26(0(1))6(6(2))0(3) = C.
Em geral neste trabalho ocultaremos o simbolo de somatoério, a me-
nos que seja necessario.

Um resultado interessante sobre as coélgebras é sua relacao com a
dimensao do espago. O proximo resultado nos falaréa disso.

Teorema 2.9 (Teorema Fundamental das Coélgebras). Todo elemento
de uma codlgebra estd contido em uma subcodlgebra de dimensao finita.

Demonstragao. Sejam (C,A,e) uma k-codlgebra e ¢ € C. Nomeie
Ao = (A®Ide) o A.
Entao podemos escrever:

As(e) = ZC,’ ®xi; ®d;j

ij
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Com {c¢;}; e {d;}; linearmente independentes.
Seja X o subespago vetorial de C gerado por {z;;}:;, que é de
dimensao finita.
Como
c=(e®Ide ®€) o Ay(c)

entao

c=Y e(ci)e(d;)wi
j
e isso mostra que ¢ € X.
Resta mostrar que X é uma subcoéalgebra de C. Sabemos que

(A R Ide ® Idc) oAy = (Idc RAR® Idc) o As.

Entao

ZA(CZ') ®zij @dj = Zci ® A(zi;) @ d;

ij ij
Como {d,}; é linearmente independente, temos que

ch@@A ij) ZA )@ €CRC®X.

Como {¢;}; € linearmente independente, temos que
Alzy;) e C®X
e, analogamente, temos que
A(zi) € X ®C,

para todo 1, j.
Entao
Az ;) eCXNXR(C=XRX,

e portanto é uma subcoalgebra de C. O

Exemplo 2.10. Sejam (C, A¢, ec), (D, Ap, €p) codlgebras. Entao C®
D é uma coalgebra com

Acgp = (Ac ®@Ap)o(Ide @ 7 ®1dp)
ecgp = o (ec ®ep)

onde 7(c®d) = d®c e p é o isomorfismo canodnico entre k e k ® k.

48



Definigao 2.11. Sejam A e B duas k-algebras e f : A — B uma
transformacao linear. Dizemos que f é um homomorfismo de algebras
se os diagramas abaixo comutarem:

A A—1% _BeB A ! B
na “B \ /
nAa nB
A B Kk .
f

Definigao 2.12. Sejam C' e D k-coalgebras e f : C' — D uma trans-
formagao linear. Dizemos que f é um homomorfismo de coalgebras de
os diagramas abaixo comutarem:

cel B®B

fef ®
Ac ]AD \ /
D

C— >

Seja ¢ € C. Entao

(f® f)oAc(c) = flcay) ® flew)),

Apo f(c) = flc)a) ® f(c)),
e pela comutatividade do primeiro diagrama temos
fleqy) ® fle@) = f(e)a) @ f(o)2)-
Definigao 2.13. Seja H um k-espago vetorial tal que (H, u,n) é uma
algebra e (H, A, €) é uma codlgebra. Dizemos que (H, p,n, A, €) é uma

bidlgebra se A e € sao homomorfismos de algebra.

Observagao 2.14. Na definigao acima é equivalente a dizer que p e 7
sao homomorfismos de coélgebras.

Definigao 2.15. Sejam A e B duas bialgebras, f : A — B uma trans-
formagao linear. Entao f é um morfismo de bialgebras se é morfismo
de algebras e de coalgebras.
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2.2 Duais de Algebras e Coalgebras

Dado V um k-espaco vetorial, definimos o dual de V', denotado por
V*, como o conjunto Hom(V,k) de todas as aplicagoes lineares de V'
para k. Nesta se¢ao vamos estudar os casos em que o espaco vetorial
em questao é uma algebra ou uma coalgebra e ver em quais condigoes
as suas estruturas sao preservadas.

Da teoria de élgebra linear, relembramos que dada uma aplicagao
linear f: U — V, a transposta de f & aplicacao f*: V* — U™ dada
por f*(¢) = do f.

Quando definimos &lgebra e coalgebra utilizamos algumas aplica-
coes lineares que descrevem estas estruturas. Vejamos o que acontece
quando tomamos a transposta de cada uma dessas aplicagoes.

Sejam (A, u,n) uma algebra e (C, A, €) uma coalgebra. Entao

pwt e A — (AR A)*
nx: AY — k¥
e k*— C*
A*: (CeC) — C*.

Veja que as aplicagoes acima nos lembram das aplicacoes que dao
estrutura de algebra para C* e de coalgebra para A*. Mas para isso
precisariamos ter isomorfismos k 2 k* e A* @ A* = (A® A)*.

O primeiro isomorfismo pode ser dado pela seguinte fungao

v: k — Kk*
A Y

onde v (k) = Ak.
Ja a identificacdo entre (A® A)* e A*®A* nem sempre é verdadeira.

Lema 2.16. Sejam k um corpo, U,V e W k-espagos vetoriais, e trans-
formagoes lineares ¢ : U* @ W — Hom(U, W), ¢’ : Hom(U,V*) —
UV)ep:U"@V* — (U V)*, dadas por:

o(f@w)(u) = f(u)w, para f e U, we W euecU;
¢'(9)(u®@v) = (g(u))(v), para g € Hom(U,V*),u € U ev € V;
p(f@g)(u@v)= f(ug(), para feU*,ge V* uel eveV.

Entao sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) ¢ é sempre injetora. Se W tem dimensdo finita entdo ¢ € iso-

morfismo.
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(i) ¢' € isomorfismo;

(iii) p € sempre injetora. Se W tem dimensao finita entdo p € isomor-

fismo.

Demonstragio. (i) Seja ) f; @ w; € ker ¢. Podemos escolher wjs

(iii)

J
linearmente independentes. Entéao

0] ij Q@uw; | (u) = ij(u)wj =0

para todo v € U.

Como {w,}; € linearmente independente temos que f;(u) = 0
para todo u € U. Logo f; = 0 e assim ) f; ® w; = 0, o que

J
significa que ¢ é injetora e claramente se W tem dimensao finita
entao ¢ é isomorfismo.

Seja g € ker¢’. Entdo ¢'(g)(v ® v) = g(u)(v) = 0 para todo
u € U ewv €V, o que implica que g(u) = 0 para todo u € U e,
consequentemente g = 0. Logo ¢’ é injetora.

Seja h € (U ® V)*. Defina h € Hom(U, V*) dada por h(u)(v) =
h(u®v). Entdo h € Hom(U,V*) e
¢'(h)(u®v) = h(u)(v) = h(u®v)

para todov € V eu € U, logo ¢'(h) = h e assim ¢’ é sobrejetora.
Portanto ¢’ ¢ um isomorfismo.

Colocando W = V* e p = ¢/ o ¢ este item segue de (i) e (ii).
O

*

Corolario 2.17. Sejam Vi,---,V, k-espagos vetoriais e 6,, : Vi ®
@V — (V1 ®---®V,)* dada por

(i@ fu)(r1 @ - ®uy) = fi(v1) fa(ve) -+ fr(vy)

€ injetora. Além disso, 0 € isomorfismo se, e somente se, no minimo
um dos Vi,--- ,Vy, for de dimensdo infinita.

Demonstra¢ao. Basta aplicar indugdo ao item (iii) do Lema O
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2.2.1 A Algebra Hom(C, A)

Sejam (A, p,m) uma algebra e (C,A,€) uma coélgebra sobre um
corpo k. Considere o espago vetorial Hom(C, A) de todas as trans-
formagoes lineares entre C' e A. Podemos colocar uma estrutura de
k-algebra em Hom(C, A) com a seguinte operagao * dada por

(fxg)(c) =po(f®@g)oAle) = fleuy)glew))-

Para mostrar que Hom(C, A) é uma k-algebra, basta mostrar a
associatividade e a distributividade da operagao *, ja4 que Hom(C, A) é
k-espago vetorial.

Sejam f,g,h € Hom(C, A), A € k e c € C. Entao

(f (g + Ah))(c)

fley)(g +Ah) ()
fleay)(g(ez)) + Ah(ez))
fley)gle@)) + Af(eqy)hlc)
= (fxg)(c) + A(f = h)(c)
=(fxg+Afxh)(c),

((f +Ag) x h)(e) = (f + Ag)(c))h(c)
= (f(cqy + Agle)))hle@)
= feay)h(c@) + Af(ey)h(ce)
= (f xh)(c) + (Ag * h)(c)
=(f*h+Agx*h)(c),

((f*g)*h)(c) = (f *g)(cay)hlcw))

¢y m)9(cay@)hlce)
€1) ) (c 2)(1))h(c(2)( ))
c))(g* h)(ce)

* (g% h))(c).

= f(
= f(ca
fleq
=(f
Além disso,

fr(moe)e) = flewy)nlelee)))
= fleq))ee))l
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= fleyele))
= f(e).

Analogamente (noe€)* f = f, o que faz com que 7o € seja a unidade
da algebra.

2.2.2 A Algebra Dual de uma Coalgebra

Seja (C, A, €) uma coélgebra. Considerando A = k no caso da se¢ao
anterior, temos que C* = Hom(C, k) é uma algebra com o produto de
convolugao.

Mais explicitamente, ainda podemos escrever

po-(f ®g) = pxo (f ®g)oA.

Definindo 6 : C* @ C* — (C ® C)* dada por 0(f ® g)(c ® d) =
f(c)g(d) (que é linear e injetora pelo Corolario [2.17)), temos que para
todo c € C

0o A*(f®g)(c)=00(f®g)oAlc)
=0(f ®g)(ca) ®c(z)
= f(c(l))g(C(Q))
= px o (f®g) o Ale).

Assim puo+ = 6 o A*. Note que a identidade de C* ¢é tal que

]_C*:n]koe:]:d]kOEZE.

Defina ng« = €* oy onde v é o isomorfismo entre k e k* visto
anteriormente.
Entéo, para todo ¢ € C' ocorrem

pic= o (ne= @ Ide+)(A @ f)(e) = e~ ((€" o y(A)) @ f)(c)
= (Aex f)(c)
= Xe(cy) fleg)
= Af(c)
=p(A® f)(e),

po- o (o= @ne+)(f @ M)(e) = pe- (f © (Ae))(e)
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= (f * (Ae))(c)
= fleqy)Ae(ee))
= Af(c)

=P(f @ M) (o),

onde ¢ é o isomorfismo canonico entre k ® A e A e ¥ é o isomorfismo
canonico entre A ® k e A.

Dessa forma n¢~ satisfaz a comutatividade do diagrama da unidade
da Definio[2.]] e conseguimos escrever a estrutura de algebra para C*
por meio de diagramas, com as aplicacoes lineares pc- € no-.

Proposicao 2.18. Sejam (C,Ac,ec), (D,Ap,ep) codlgebras e f :
C — D um homomorfismo de codlgebras. FEntdo a transposta f* :
D* — C* é um homomorfismo de dlgebras.

Demonstracao. Sabemos que f* é linear. Sejam p,q € D* ¢ € C, entao

f*(p*q)(c) = (pxq)o f(c)
f(e)@)a(f(e) )
(cay))a(flee)))
((pof)*(go f))e)
(@) * f*(9)(c),

P
p(f

p
(
(
(

logo f*(p*q) = f*(p) * f*(q), e
[*(Ip~) = f*(ep)

=epof
:EC
=1¢c-.

Assim, f* ¢ um homomorfismo de algebras. O

2.2.3 A Coalgebra Dual de uma Algebra

Seja (A, p,n) uma algebra de dimensao finita. Para dar uma estru-
tura de coalgebra para A* utilizaremos a aplicagao 6 : A* @ A* —
(A® A)* vista no Corolario Como A tem dimenséo finita, 6 é um
isomorfismo.

Defina Ay =0 lopeesr =7y lon*, ondey: k — k*éo
isomorfismo visto na se¢ao anterior.
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Lema 2.19. Sejam (A, p,n) uma dlgebra de dimensao finita e f € A*,
nesse caso temos

Ap(f) = g; ®hj.
J
FEntao

1. f(a-b) =>"gj(a)h;(b) para todo a,b € A.
J

2. Se existirem g}, h € A* tais que f(a-b) = gi(a)hi(b) para todo
a,b € A, devemos ter que

D gi@hj=Y gi®h
J 7

Demonstragao. 1. Sejam a,b € A, entao

fla-b)=foula®b)
=p*(f)(a®b)
= (0007 op*(f))(a®b)
=(0oAs(f)(a®b)
=0 gi®h;|(a®b)
=" g;(a)h; (D).

2. Se f(a-b) = g;la)hj(b) = > gi(a)h;(b) para todos a,b € A,
entao temos que

o) o)

Pelo Corolario f & sempre injetiva, logo

Y gi@hi=> gi@h.
7 i
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Proposigao 2.20. Seja (A, p,n) uma dlgebra de dimensao finita. En-
tao (A*, Aa~,€e4+) € uma codlgebra, onde
AA* = 071 O‘LLA* € €EAx :"}/71 O’I’]*

Demonstracao. Seja f € A*. Denotemos

ANUd:EZﬂ”®f@
AA* Zfﬁ(Jl (1) ® f (1)

Aa-(f) =3 1P @ (O
J
Entao,

(AA* ®IdA* OAA* Zfl 1)(1) )(2) ® fZ(Q)

(Ida- ® Agx) o Ay« ( Zfl) RV e @,

Vamos mostrar que esses elementos sao iguais. Considere a bijecao
linear do Corolario [2.17]
: A" QA"RA* — (AR AR A)*,

onde
0(f1® f2® f3)(a®b®@c) = fi(a) f2(b) f3(c),

para todos fi, f2, fs € A* e a,b,c € A. Sejam a,b,c € A. Entao pelo
lema 2.79] temos

0((Aa- @1da-) 0 Aue(f))(a®b@c) Z Zfﬂ(l VPP ) | 20
Zf a0 ()
:f(a‘.b'c)v

B((1da- ® Ap-) o Au-(Mlabc) =Y £ (a) (Z RV )P <c>>

% k
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=X 1P @rP o
= fla-b-c).

Assim,

0((Aa- ®Ida+) 0 Au-(f)) = 0((Idax ® Aax) 0 A (f)),
e portanto
(Apg @Tda-) o Aps(f) = (Ida+ @ Ay-) o Au«(f).

Isso mostra a comutatividade do diagrama da coassociatividade.
Vejamos agora a counidade.
Seja g € A*. Entao
€a-(9) =7—1on"(g)
=7"gomn)
=gon(l)
=g(1a)

Seja f € A*. Entao

o((ea- @Ida-) o Au-(f)) = ¢

P((Idax @ €ax) o A (f))

w(m ® ea- (Zf“ ® f ))
= (Z Pe EA*<f£2)>>



= (Z e f§2><1A>>
=Y P

Seja a € A. Pelo Lema [2.19] temos:

pllear ®1das) 0 Aue (F))a) = - £V (1)1 ()

$((dar @ear) o A (N)la) = - F7 (1) (@)

7

= f(laa)
= f(a).
Como os diagramas de counidade e coassociatividade foram satis-
feitos, concluimos que (A*, A g+, €4+) é€ uma codlgebra. O

2.2.4 Dual Finito de uma Algebra

Para construir uma coalgebra a partir do dual de uma algebra tive-
mos que nos restringir aos espagos vetoriais de dimensao finita, para que
os isomorfismos em questao pudessem ser satisfeitos. Veremos agora
como construir, a partir de uma algebra A, uma coalgebra definida em
um subespago apropriado de A*.

Seja (A, p,n) uma k-algebra. Defina o conjunto

A°® ={f € A* : ker(f) contém um ideal de codimensao finita}.

Relembramos que, dado um espago vetorial V' e um subespago ve-
torial W, a codimensao de W é dim(V/W). A codimensdo de W é
denotada por codim(W).

Lema 2.21. Sejam V um k-espago vetorial, X, Y C V subespacos
vetoriais de V. Entao

codim(X NY) < codim(X) + codim(Y).
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Demonstra¢ao. Defina a funcao T : V — % X %, dada por

Tw)=(wv+X,v+Y).

Note que ker(T") = XNY. Entao, pelo teorema do isomorfismo temos

ou seja,
codim(X NY) < codim(X) + codim(Y').
O

Proposigao 2.22. Seja A uma k-dlgebra. Entio A° é um k-espago
vetorial.

Demonstragao. Seja 0 € A* o funcional nulo. Entéo ker(0) = A, que é
ideal de A e A C ker(0) e

codim(A) = dim(4) = 0.

Logo, 0 € A°.

Sejam f,g € A°. Entao existem ideais de A, Iy, I, tais que Iy C
ker(f), I, C ker(g) e codim(Iy) < oo, codim(Z,) < oo.

Seja a € Iy N1,. Entao

(f +9)(a) = f(a) + g(a) = 0,
logo temos que

a € ker(f +g).
Com isso, (Iy N1Iy) C ker(f + g). Além disso,

codim(Iy N I,) < codim(Iy) 4+ codim(Iy) < oo
= f+geA°

Note que ker(f) C ker(af). Entao,

I C ker(f) C ker(af),
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o que mostra que a.f € A°.
Portanto A° é um k-espago vetorial.
O

Lema 2.23. Se um conjunto de funcionais lineares {f;}7_, definidos
em um espago vetorial V € linearmente independente entao existem
{vi}i—y CV tais que fi(vj) = dij -

A demostragao do lema acima pode ser encontrada em [I], pagina
39.

Teorema 2.24. Sejam A uma dlgebra, f € A* e 0 como no Corold-
rio [2.17 Entdo sio equivalentes:

(i) Existem f;, g; € A*, comi € {1,...,n} , tais que f(ab) = fi(a)g:(b),
para todo a,b € A; '
(i) p*(f) € (A" ® A*);
(iii) Existe I C ker(f) um ideal & esquerda de A de codimensao finita;
(iv) Existe J C ker(f) um ideal & direita de A de codimensado finita;

(v) Existe K C ker(f) um ideal de A de codimensdo finita.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [I1], pagina
57.

Pelo teorema acima, temos que A° é o conjunto dos funcionais line-
ares f € A* que satisfazem um dos itens acima.

Proposicao 2.25. Seja (A, p,n) uma dlgebra. Entdo (A°, A, €) € uma

codlgebra, onde Ao =07 o pu* e eq0 =y ony-.

Demonstragao. Na Proposicao j& mostramos que A° é um sub-
espago vetorial de A*. Vamos mostrar que a aplicacdo A 4o estd bem
definida, isto &, A40(A°) C A° ® A°.

Seja f € A°. Entao podemos escrever

Ao (f) :Zfi®gia

com f;,g; € A* e {fi}_; LI Pelo Lema existem {a;}7_; C A tais
que

fiaz) = di5.
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Entao

b) =D dij9;(ab)
= Zj_fjwi)gj(ab)
= Zj_fﬂaia)gj(b)
- Z ;0 Lgy,)(a)g;(b),

onde L,, é a multiplicac@o a esquerda por a;. Como pudemos escrever
gi(ab) como uma soma Y f;(a)g;(b), pelo item (i) do Teorema [2.24]

J
temos que g; € A°, para todo i € {1,--- ,n}. Com isso, concluimos
que

Ago(f) e A" ® A°.

Analogamente, conseguimos mostrar que A 40 (f) € A° ® A*.
Assim,

Apo(f)e A @ A°NA* @ A° = A° @ A*.

Logo A so estéd bem definida.
A demonstracao da counidade e coassociatividade sao analogos ao
caso finito. 0

Proposigao 2.26. Seja f : A — B um homomorfismo de dlgebras.
Entao o morfismo

fo:B° — A°,

definido por f°(g) = f*(g) para todo g € B° é um homomorfismo de
codlgebras.

Demonstracdo. Primeiramente vejamos que f° estd bem definido. Seja
g € B°. Entao, dados a,b € A temos:

f°(g)(ab) = g o f(ab)
= 9(f(a)f (b))

= Zg}(f(a))gé’(f(b))
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= (g o la)(g] o )(b),

J

onde g%, g7 € B*. Logo g} o f,g] o f € A*, e fica satisfeito o item (i)
do Teoremau 2.24] donde f (9) € A°.

A demonstracdo de que f° é um homomorfismo de coalgebras é
analogo ao caso finito. O

2.3 Algebras de Hopf

Considere agora (H, 1,7, A, €) uma bialgebra. Denotaremos por H*¢
a coalgebra (H,A,€) e por H* a algebra (H, u,n).

Entao o conjunto Hom(H¢, H*) é uma &lgebra com a operacao de
convolucao que definimos anteriormente, lembremos que a aplicacao
Idy identidade de H é um elemento de Hom(H¢, H?).

Definicao 2.27. Seja (H,p,n, A, e) uma bidlgebra. Uma aplicacdo
linear S € Hom(H¢, H*) & dita uma antipoda de H se S é o elemento
inverso de Idy com respeito a operagao de convolugao, ou seja, se

Sxldy =Idg xS =noe.

Defini¢ao 2.28. Seja (H, u,n, A, €) uma bialgebra. Se H possuir uma
antipoda entao H é dita uma algebra de Hopf.

Na notagao de Sweedler, temos que para todo h € H
S(hay)h) = ha)S(hez) = e(h)L.

Definicao 2.29. Sejam H e K algebras de Hopf. Uma transforma-
¢ao linear f : H — K é um morfismo de algebras de Hopf se é um
morfismo de bialgebras.

Proposicao 2.30. Seja (H, p,n,A€,S) uma dlgebra de Hopf. Entao
(1) S(gh) = S(h)S(g).
(i) S(lg) =1g.
(iii) A(S(h)) = S(hqa)) @ S(h(2))-
(i) e(S(h)) = e(h),

para todos g,h € H.
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A demonstragdo da proposigao pode ser vista em [I], capitulo 4,
pagina 153.

Proposigao 2.31. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sao
equivalentes:

(i) S(h))hq) =€e(h)lu,
(i) he2yS(hq)) = e(h)lu,
(iii) So S =1dy,

para todo h € H.

Demonstragao. (i) = (it9) Sabemos que Idy é a inversa de S pela
convolugdo. Vamos mostrar que S oS é também inversa de Idy e, pela
unicidade da inversa, teremos que S o S =Idy. Seja h € H. Entao

S (505)(h) = S(hq))S(S(he))
S(S(h@))ha))
S(e(h)1n)

(h)1g.

(4ii) = (ii) Aplicando S em S(h(y))h(2) temos

S(5(h1))S () = e(h)1n-

Como S oS =1Idy entao h(g)S(h(l)) =e¢(h)ly.
(#4) = (7it) Seja h € H. Usando a unicidade da inversa pela convo-
lugdo como em (i) temos

|
M

(SoS)xS(h)=2S
=S

(S(h)))S(h2))
(e(h)1p)
(h)1g.

9]

(iii) = (i) Aplicando S a equagao S(h(1))h(2) = €(h)1g e usando
que S oS =Idy obtemos a equacao S(h(z))h1) = €(h)ly. O

Exemplo 2.32. Seja k um corpo e G um grupo. Entao a algebra de
grupo kG vista anteriormente é uma éalgebra de Hopf.
De fato, defina

A: kG — kGG
5, — 0,90,
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e: kG

— k
0g +— 1°

Entao dado g € G tem-se:

(A & Id]kg) o A((Sg) = (5g ® (Sg ® (5g
= (Idxkg ® A) o A(5g)

(Idxe ® €) 0 A(dy) =y @1
= ¢(dy)

(e @ Idyg) © A(5g) =1®d,
= w@g)’
onde v : kG — kG Rk e ¢ : kG — k ® kG sao os isomorfismos

candnicos.

Até aqui, mostramos que kG é uma coalgebra. Agora veja que

A(Gg0n) = A(gn)
= 5gh ® 5gh
= 5g6h ® (Sg(Sh
= (8, © 6,) (30 © 61)
= A(5,)A ()

€(d40n) = €(dgn)
=1
= 6(6g)€(6h)7

o que mostra que kG é uma bidlgebra.
Considere aplicagao linear S abaixo.

S: kG — kG
(;g — 5971
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Afirmamos que S é a antipoda de kG.
Seja 04 € kG. Entao

(Idke * S)(ég) = 5959‘1
— 5,

=n(1)
=T7no° 6(5g)

(S * Id]kg)(ég) = (59—1(59
=0,
= (1)
— noe(dy).

Portanto S é a antipoda e com isso kG é uma algebra de Hopf.

2.3.1 Algebra das Funcoes Representativas de um
Grupo

Proposigao 2.33. Sejam G um grupo, k um corpo e f : G — k uma
fungdo. Sio equivalentes:

(i) O espago vetorial gerado pelo conjunto {f(z_zx) : z,x € G}, em
que f(z_x)(y) = f(zyzx),Vy € G, tem dimensao finita.

(ii) O espago vetorial gerado pelo conjunto {f(_z): z € G}, em que
fC2)(y) = flyz),Vy € G, tem dimensao finita.

(iii) O espago vetorial gerado pelo conjunto {f(z_): z € G}, em que
f(z_ )(y) = f(zy),Vy € G, tem dimensao finita.

(iv) Existem V um k-espago vetorial de dimensao finita, uma repre-
sentagio m : G — GL(V), um funcional ¢ € V* e um vetor
v eV tais que f(x) = p(my(v)),Vz € G.

Demonstragao. (i) = (i1)
Seja y € G. Entao para todo z € G temos

f(_2)y) = f(yz)
= fleyz)
= fle_2)(y)
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Logo f(_z) = f(e_z). Assim, {f(_2):2€ G} C{f(x_z2):z,z €
G} espan{f(_z):z € G} Cspan{f(x_z) : z,z € G}, sendo o ultimo
tem dimensdo finita por hipotese. Portanto span{f(_z) : z € G}
também tem dimensao finita.

Seja y € G. Entao para todo z € G tem-se:

fFz )W) = f(zy) = f(z_e).

Logo {f(z_):2€ G} C{f(z_x): 2,2 € G} e assim span{f(z_):
z € G} Cspan{f(z_=z): z,z € G}. Como span{f(z_=z) : z,z € G}
tem dimensao finita, concluimos que span{f(z_): z € G} também tem
dimensao finita.

(i) = ()

Seja V = span{f(_z):z € G}.
Defina 7 : G — GL(V') dada por

m(@)(f(_2)) = ma(f(_%))
= f(_zz).

Vejamos que 7 é representacao.
Claramente, 7, é transformacao linear para todo x € G, além disso,

Ty 0 Ty—1(f(_2)) = me(F(_a™'2))

= f(_xx"t2)
=f(_z)

e, analogamente

To-1 0 (f(_2)) = f(_2).

Logo m; € GL(V), para todo = € G.
Sejam z,y,t € G. Entao

Ty (F(_2)) () = f(_zy2)(t)
= m(f(_y2))()
= (my (f(_2))(8)
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=z 0 my(f(_2))(t)

Concluimos que 7., = 7, o Ty, sendo assim homomorfismo de gru-
pos. Portanto 7 é representacao de grupos.
Defina

p: %4 — k
f(_z) — f(_2)(e).

A funcao ¢ é linear, pois dados a € k, f(_z), f(_w) € V temos

plaf(_z) + f(Lw)) = (af (L2) + f(_w))(e)

Finalmente,

p(maf(_e)) = (f(_2)) = f(=),

satisfazendo (iv).
Com argumento semelhante, obtemos a implicagao (4ii) = (iv).

(iv) = (i)

Sejam 7 : G — GL(V),p € V* e v € V tais que
f(z) = o(m,(v)) para todo z € G.

Defina o seguinte conjunto

C(r)={9:G—k:g(x) =1¢(ny(w)), para alguns p € V* e w € V'}.
Note que € é um espago vetorial com as operagdes pontuais.
Sejam {e;}_; base de V, {§;};-; base dual de V* e g € €().
Assim existem ¢ € V* e w € V tais que

g(z) = ¥(mx(w)), para todo x € X.

Sejam a1, ,a, €k e P, , B, € k tais que
n
=
i=1
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n
w = Z Bie;.
j=1
Entao

T) = ZZ @ifi&i(ma(e;))-

Denote &;(m(e;)) por g;;(z), neste caso
= Z @ifB;gi; ()
ij=1
Assim {g;;}}';_; é subconjunto de €(r) e é gerador de ¢'(7), donde
dim %' (7) < n? < co.

Sejam z,z € G. Entao dado y € G,

onde ) = pom, e w=m,(v), ou seja
f(z_x) € €(r) para todo z,x € G,
e portanto
dimspan{f(z x):z,x € G} <n?
sendo assim, de dimenséo finita e satisfazendo (i). O

Definigao 2.34. Sejam G um grupo e k um corpo. Dizemos que uma
funcao f : G — k é representativa se f satisfaz algum dos itens
do resultado anterior. Se G é topologico ainda exigimos que f seja
continua. Neste caso, assumimos k = R ou k = C. O conjunto da
funcdes representativas de G sera denotado por R(G).

Proposicao 2.35. Sejam G um grupo e k um corpo, entio R(G) é
uma k-dlgebra unital com as operagoes pontuais.
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Demonstragao. Sejam f,g € R(G). Entao existem V e W k-espagos
vetoriais de dimensao finita, ¢ € V* ¢ € W* funcionais lineares, v €
V,w € W vetores, ® : G — GL(V), ¥ : G — GL(W) representagoes
de grupo, tais que

f(@) = ¢(P:(v)) e g(x) = (Vo (w)), Vo € G.

E natural definir (f + g)(z) = f(z) + g(z), e de fato é o que vamos
fazer, mas primeiro precisamos saber se esta nova fungao é representa-
tiva. Sabemos que V' = simeqV @®{0} = V' e W =Z {0} W = W’. Pelo
que vimos no capitulo 1, existem representagoes ® : G — GL(V') e
U G — GL(W') que sao equivalentes a ¢ e ¥ respectivamente.
Além disso, os vetores v € V e w € W sao identificados com (v,0) € V'
e (0,w) € W' e podemos definir funcionais ¢’ : V! — k,o' : W :— k
dados por ¢(v,0) = ¢(v),?’'(0,w) = 1 (w). Dessa forma, podemos re-
escrever as equagoes acima como

f(@) = @' (9 (v, 0)) e g(x) = ¢/ (¥, (0, w)).

Como V e W sao de dimenséo finita, temos que V & W também tem
dimenséo finta, a representacdo ® @ V' : G — GL(V @ W) esta bem
definida (como soma direta interna vista no capitulo sobre representa-
¢oes) e ainda

(f +9)(@) = f(z) +g(x)
= ¢'(2,(v,0)) + ¢’ (¥;,(0,w))
= QD/ ® wl((I); ® \I/;(v,w))7
em que ¢’ B Y (v,w) = p(w) + P(w) que também é funcional linear.
Com isso f 4 g é uma fungao representativa.

Considere agora a representagao ® ® ¥ vista na Proposi¢ao [I.45] e
seja e @y € (VW) = V* @ W*. Entao,

com isso vemos que f - g € R(G).
Seja a € k. Entao

(af)(z) = af (z)
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= ap(®(v))
= ¢(®z(av)),

o que faz com que af também seja uma funcao representativa.

As demais propriedades relativas & associatividade das operagoes
seguem das propriedades das operagoes no espaco vetorial das repre-
sentacoes de G e no corpo k.

Por tltimo, considere a fungao 1 : G — k a fungao constante igual
a 1li. Como a multiplicagao na algebra é pontual, 1 deve ser a unidade
da &algebra. Vamos ver que 1 é representativa.

Considere o espago vetorial k, a representagao trivial & : G —
GL(k), o vetor v = 1y e o funcional Idy : k — k.

Seja x € G. Entao

o(P2(1k)) = 1 = 1(x).

Logo, 1 é representativa e, portanto, R(G) é uma k-algebra unital.
O

Para utilizar a defini¢ao[2.1]em R(G) temos que identificar as trans-
formagoes lineares p : R(G) ® R(G) — R(G) e n: k — R(G), que
fazem aqueles diagramas comutarem, e ainda que corresponda as ope-
ragoes acima. Naturalmente definimos:

p: R(G)®R(G) — R(G) Rk k
A

R(G)
f®g — fg AL

—
—
Assim,para quaisquer f,g,h € R(G) tem-se:

po (Idrey @ p)(f ®g@h) = u(f ® (gh))
= f(gh)
= (fg)h
=u(fg@h)
=po(p@Idre)(f®g®h)

e para quaisquer A € k e f € R(G) tem-se:

po (n@Idra)A@ f) =Af

po(n®@ldr@)(g@A) =Af
onde \f é a imagem de A® f e de f ® A pelos isomorfismos
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¢v: k®RG) — R(G) +: RG) ok — R(G)
AR f — Af f®A — Af ’

respectivamente.

Lema 2.36. Seja f uma fungdo representativa de um grupo G. Entao,
existem g; e h; representativas para todo i € {1,---n} tais que

flzy) = Z gi(z)hi(y),

para todos x,y € G.

Demonstragao. Sendo f representativa, sabemos que existem (®, V') re-
presentacao de G, ¢ funcional linear e v € V tais que f(z) = p(P,(v)).
Digamos que o grau desta representagao é n.
Seja {w; }7_; base de V e {&;}7_; base dual associada. Assim, para
n

todo w € V temos que w = Y, & (w)w;.
=1

2

Dados z,y € G, segue qug

= (2, Dy (v)))
= (q)m Zgz((hy(v))w1>>

Definindo g;(z) = ¢(®z(w;)) e hi(y) = &(Py(v)), temos que g; € h;
sdo representativas e também que f(zy) = > gi(x)hi(y).
=1
O

Teorema 2.37. Seja G um grupo. Entao a transformacao linear
7 : R(G) ® R(G) — R(G x G) dada por n(f ® g)(z,y) = f(x)g(y) €

um isomorfismo de dlgebras.

Demonstracdo. Primeiramente vejamos que m é homomorfismo de al-
gebras.
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Sejam a € k, f @ f',g® ¢ € R(G) ® R(G) e (x,y) € G x G.
Entao,
m(af @ f'+g© g ) (x,y) = af(x)f'(y) +9(x)g'(y)
=an(fe f)(z,y) +7(g® g ) (z,y)
=(an(f@ f)+m(g®g))(x,y)

0 que mostra que 7 é um homomorfismo entre algebras.

Suponha que exista Y f; ® g; € R(G) @ R(G) tal que

i=1

n
™ (Zﬂ@m) =0.
i=1
Podemos supor que {g;}? é linearmente independente.

Defina, para cada t € G, a seguinte transformagao linear

evi: R(GXxG) — R(G)
f — ft,_)7

emque f(t, )(z) = f(t,z),Vz € G. Entéo, dado x € G, aigualdade
evy <7r (Z i ®g¢>> (v) = Zfi(t)gi(x) =0
i=1 i=1

= Zfl(t)gz =0,Vt € G.
i=1

Como {g;}"_, é linearmente independente, temos que f;(t) = 0,
n

para todo ¢ e para todo t € G. Logo f; = 0,Vi. Logo > fi®g; =0e
i=1
segue que 7 é injetora.

Vejamos agora a sobrejetividade de 7. Seja f € R(G x Q).
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Entao f(z,y) = f((x,e)(e,y)). Pelo Lema existem
fi»9: € R(G x G), tais que

f(x’y) = Zfi(xve)gi(evy)'

Como cada uma dessas fungoes pertence ao conjunto R(G x Q)
existem, para cada i, (®*, V), (U*, W;) representacoes, v; € V;, w; € W;
e funcionais lineares ¢; € V,*, 1, € W;*, tais que

fila,y) = @@, ) (00) © gilay) = (W, (w),

para todo (z,y) € G x G.
Considere as seguintes aplicagoes:

oM. ¢ — GLV)
r — ®i(x,e)
v ¢ — GLV)
r — Wile,x)

Note que essas fungoes sao homomorfismos de grupo. Além disso,
1
filw,e) = pi(@{ (@)(v)) (2.1)

gile.y) = 0i(T () (wi)). (2.2)

Defina

fi: G — k
—  fi(z,e)

8]

y — giley)

Po e temos que fz e g; pertencem ao conjunto R(G), para

todo 1.
Finalmente,
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Dessa forma concluimos que 7 é um isomorfismo entre algebras. [

Observacao 2.38. O resultado anterior se estende para uma quanti-
dade finita de produtos tensoriais de R(G).

Com este utimo resultado, podemos definir uma estrutura de coal-
gebra em R(G). Defina

e: R(G) —
}H

k
f f(e)

que é claramente linear, e considere a seguinte aplicagao
C: R(G) — R(G x GQ) dada por C(f)(x,y) = f(zy).

Veja que

Claf +g)(z,y) = (af +9)(zy)
= af(zy) + g(zy)
= (aC(f) + C(9))(x,y).

Dessa forma, C' é uma transformacao linear, e entao a aplicagao
A:=r1"10C:R(G) — R(G) ® R(G) também ¢ linear.

Afirmacao 2.39. (R(G),A,€) é uma codlgebra.

Demonstragao. Sejam z,y,z € G e f € R(G). Entao

(A®Id) o A(f)(x,y,2) = foyo) (@) fay@) W) fo)(2) = f(zyz) e
(Id@A) o A(f)(x,y, 2) = fy(®) fi2) 1)(y)f 2)2)(2) = flxyz),
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logo, (A®Id)o A = (Id® A) o A e o diagrama da coassociatividade
comuta.
Seja f € R(G). Entao

(Id®e) o A(f) = fa) ® fiz)(e)
= fayfz)(e)
=f®1,
pois
fay(@) fe)(e) = flze) = f(z), Vo € G
donde f(1)f(2)(e) = f.
Analogamente, (¢ ® Id) o A(f) = 1® f, para toda f € R(G). Por-

tanto o diagrama da counidade também comuta, concluindo assim que
(R(G), A, €) é uma coalgebra. O

Afirmacao 2.40. (R(G), p,n, A, €) € uma bidlgebra.

Demonstragao. Para mostrar que (R(G), u,n, A, €) é bidlgebra, vamos
mostrar que A e € sao homomorfismos de algebra.
Dadas f,g € R(G), temos que

logo € é homomorfismo de algebras.
Veja que,

C(fg)(z,y) = fg(zy)
= f(zy)g(zy)
=C(f)(z,9)C(g)(z,y)
=C(f)C(9)(z,y),

para todos (z,y) € G x G. Como ja tinhamos visto que C ¢é linear, isso
mostra que é homomorfismo de algebras.
Sendo A = 77! o C e m homomorfismo de algebras, concluimos que
A é também homomorfismo de élgebras.
O

Definimos agora a seguinte aplicacao:
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S: R(G) — R(G)
o — S(f)

Entao, dados a € R, f,g € R(G) e x € G tem-se

; onde S(f)(x) = f(z7).

S(af +g)(x) = (af +g)(=")
=af(@z™) +g(@™)
= asS(f)(z) + S(g)(z)
= (aS(f) + S(9)) (@),
0 que mostra que S é linear.
Proposigao 2.41. (R(G),u,n,A,€,S) € uma dlgebra de Hopf.

Demonstragao. Vamos verificar que S x ldgg) = Idrg) * S =noe
Sejam f € R(G) e z € G. Entéo:

(S * Idpa) (f)))(x) = (S(f)) f2) (@)
= fay (e ") fz)(x)

(g * ) () (@) = fay(@) fy(@™)
= flzaz™")
= f(e)L(z)
=n(e(f)) ().

Logo S * Idr(q) = noe = Idpg) * S, e com isso, S é a antipoda de

R(G).

Segue das afirmagoes anteriores que (R(G), u,n, A€, S) é uma al-

gebra de Hopf.

Um resultado interessante sobre as fungoes representativas envolve

a coalgebra (kG)°.

Seja G um grupo. Considere o espaco vetorial de todas as fungoes de
G para k, que denotaremos por F(G, k). Este espaco ainda tem estru-
tura de algebra comutativa com unidade, com as operagoes pontuais.

Defina:
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G)

¢: F(Gk) — (k
— ¢(f)

f

onde
f) (Z O‘g‘sg) = Z g f(9)
geG geG

Afirmagao 2.42. A aplicacao ¢ acima € um isomorfismo de espagos
vetoriais.

Demonstracao. ¢ é linear:
Sejam f1, fo € F(G, k) e A € k. Entao

oA f1+ f2) (Z% ):Zag(Afl"'_]%)(g)

geG geG

=Y Aagfig) + agfa(g)

g€eG
=AD_agfil9)+ D agfg)
geG geG

= Ao(f1) (Zag >+¢f2 (Zag )
geG geG
= (\é(f1) + ¢(f2)) (Zag )

geaG
¢ é injetora:

Seja f € F(G, k) tal que ¢(f) = 0. Entao ¢(f)(d,) = 0, para todo
g € G, ou seja, f(g) =0 para todo g € G. Logo f é a fungdo nula.

¢ é sobrejetora:

Seja ¢ € (kG)*. Considere a fungéo @ : G — k dada por $(g) =
©(dg). Assim,

$(3) (Z agag) =Y a,8(9)

geG geG
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= Z ag(dg)

geG
= Z gy
geG
- Logo ¢(9) = ¢.
Concluimos que ¢ é um isomorfismo de espagos vetoriais. O

Consideremos o subespago vetorial ¢~1((kG)°) C F(G,k). Seja
f € ¢7Y((kG)°). Entdo ¢(f) € (kG)° e, pelo Teorema sabemos
que existem f/, fI' € (kG)*, com i € {1,--- ,n} tais que

Zfl N(Sh

Aplicando ¢! em ¢(f) e em cada f/, f/’ obtemos

n

fgh) = Z o (SN () (FI) (R).

Assim,

¢ ((KG)°) = {f € F(G, k) : 3f}, f{' € F(G, k), Zf

Afirmamos que f € ¢~ 1((kG)°) é representativa. Para mostrar isto,
vamos usar o item (i7) da Proposi¢ao

Considere o espago vetorial gerado pelo conjunto {f(_h) : h € G}.
Sejam g, h € G. Entao

F(_h)(g) = Flgh) = 3" Li(9) S (h) = (Z f{’(h>f{> (9)

onde, para cada f! temos que f/ = f/(_e). Logo a dimensdo deste
subespago tem que ser menor ou igual a n, concluindo que f é repre-
sentativa.

Isso mostra também que ¢! ((kG)°) C R(G).

Seja f € R(G), pelo Lematemos que f € o1 ((kG)°).

Portanto,
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R(G) = ¢ ((kG)°)
Da discussao acima nés provamos o seguinte teorema:
Teorema 2.43. Seja G um grupo e k um corpo. Entao
R(G) = (kG)°.

Sejam G um grupo e k um corpo. Entao, G age em R(G) de duas
maneiras:

1. Acao r definida por r,(f)(z) = f(zg), para todo x,g € G, cha-
mada de acao por translagao a direita.

2. Agao definida por l4(f)(z) = f(¢~'x), para todo z,g € G, cha-
mada de acao por translacao a esquerda.

E facil ver que

rg(f1f2) =rg(f1)re(f2)
para quaisquer f1, fo € R(G).

ro(fif2) = rg(f)re(f2)
para quaisquer f1, fa € R(G).

Definicao 2.44. Dizemos que uma subéalgebra B C R(G) é um G-
submoédulo de com respeito & translagao a direita se ry(B) C B, para
todo g € G.

As dois resultados a seguir serao muito importantes para os teore-
mas principais do trabalho. Eles dizem respeito & propriedades topolo-
gicas da algebra de funcoes representativas de um grupo quando este é
um grupo compacto.

Proposigao 2.45. Seja G um grupo compacto e B um G-submddulo de
R(G) com respeito & agao por translagao o direita. Entio B € fechado
pela topologia da norma do supremo.

A demonstragio deste resultado pode ser consultado em [I8], pagina
126, Proposicao 1.4.

Teorema 2.46 (Peter-Weyl). Sejam G um grupo topoldgico compacto,
R(G) a dlgebra das fungoes representativas de G com wvalores reais,
C(G) a dlgebra das fungdes continuas de G em R. Entdo R(G) é denso
em C(G).

A demonstracao desse teorema pode ser vista na pagina 134 de [18].
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2.4 Mobdulos e Comodulos

Quando estudamos teoria de modulos, geralmente vemos médulos
sobre um anel. Nesta sessdo vamos restringir ao caso em que este
anel é uma 4algebra com unidade e ver a acao desta algebra como a
comutatividade de certos diagramas, assim conseguiremos (invertendo
as flechas), definir a estrutura de um comodulo.

Definicao 2.47. Seja (A, u,n) uma k-algebra. Um A-moédulo a es-
querda é uma par (X, ), onde X é um k-espago vetoriale vy : A X —
X é uma transformagao linear que satisfaz a comutatividade dos dia-
gramas abaixo.

AoAe X B8 Agx A®X
n®Idx
pRIdx vy /
koX v
AR X A
o]
X

Aqui ¢ é o isomorfismo canoénico.
Analogamente definimos um A-moédulo & direita.

Exemplo 2.48. Seja (A4, ,n) uma k-algebra. Entao (A, p) é um A-
modulo & esquerda e a direita sobre si mesma.

Exemplo 2.49. Seja (A, u,n) uma k-algebra, entdao A™ é um A-moédulo
a esquerda e direita.

Demonstrag¢ao. Defina v : A ® A" — A™ por v(a ® (a1, - ,a,)) =
(aay, - ,aa,). Entdo v é linear e dados (ai, - ,a,) € A" a,b € A
temos

7o (Ida®1)(@®b® (01, ,an)) = 70 ® (ar, -, ban)
(a(bay),- - ,a(bay)
= ((ab)ay,-- -, (ab)an)
= (ula®@b)ay,- -, ula@b)(an))
=7(ula®@b) ® (ar,- -+ ,an))
=70 (p®ldan)((a®b) ® (a1, ,an))



(n(Nax, -~ n(Nan)

= (u(n(A )®a1) (A @ an)
= (A ®a), -, p(A©an))
=pan(A @ (ar, -+, an))

o(n@Idan)(A® (ar, - ,an)) =

Logo A™ é um A-mo6dulo & esquerda. Analogamente A™ é um A-moédulo
a direita. |

Exemplo 2.50. Seja (H,u,n, A, €, S) uma k-algebra de Hopf. Entao
podemos definir uma estrutura de H-moédulo a esquerda para H da
seguinte maneira:

v(h @b) = h(1)bS(h(2))

para todos h,b € H.
Sejam a,b,c,h € H e A € k. Entao,

vo(p®Idy)(a®@b®c) =v(ab® c)
= (ab)1)cS((ab)2))
bycS(a@)be)
a()ba)eS(b(2))S(a2)
Y(a® (v(b®c)))
=7yo(ldg ®7)(a®b®c)

o(n®@ldy)(A®@h)=~y(n(A) @ h)

(MN@yhS(n(A)2)
A@)hS(n(A2))
(MRrS(1m)
(n(\) @ h)
P(A® h)

Ui
Ui
Ui
"

Isso mostra que H é um H-moédulo & esquerda com a agao . Esta
acao é chamada de acao adjunta.

Exemplo 2.51. Seja (A, p,n) uma k-algebra. Entdo A* é um A-
modulo & esquerda com a agao dada por
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Y(a® f)(b) = f(ba).

Sejam a,b,c € A e )\ € k. Entéo

o(ldg@7)(a®@b® f)(c) =~

Logo A* é um A-modulo a esquerda.

Exemplo 2.52. Sejam (H, i, n, A, €, S) uma k-algebra de Hopf, (M, vas),
(N,~vn) H-moédulos a esquerda. Entdo o espago vetorial de todas as
transformacoes lineares entre M e N, Homy (M, N) é um H-modulo a
esquerda com a agao dada por

Yhom (h @ T)(m) = n (hay @ (Yar (S(h(2)) @ m)).

Sejam h,k € H, T € Homy(M,N), n € N, A € k. Entao

“Yhom © (Idhom ® "Yhom)(h ®k® T) (m) =
= Yhom (P @ Yhom (k ® T))) (m)

= Y (ha) @ Yhom(k @ T)(var(S(h2)) ® m))

= (b @ (k) @ T(var(S(k(2)) @ 1ar(S(h2y) ®@ m)))

= 'YN(h(l) @ YN (kay ® T(yar o Idg @ var)(S(k2)) ® S(hez)) @ m))))
= (b @ v (ka)y @ T(var o (p® 1d)(S(ke2)) ® S(hea)) @ m))))
= n(ha) @ N (k) @ T(vm(S((hk)(2)) ® m)))

= o (p®ldy)(ha) ®kay @ T(vm(S((hk)@2)) ® m))

= v ((hk)a) @ T(ym (S((hk)2)) @ m))

Yhom (hk @ T)(m
= Yhom © (1 ® Idphom)(h ® k @ T')(m).
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Assim, Homy (M, N) é um H-moédulo a esquerda.

Com esta defini¢go de A-modulo, podemos pensar na dualizagao.
Vamos agora definir um comoédulo sobre uma coalgebra.

Definicao 2.53. Sejam (C, A, ¢) uma coalgebra. Um C-comoddulo a
esquerda é um par (M, p), onde M é um k-espaco vetorial e p : M —
C ® M é uma transformacao linear que satisfaz a comutatividade dos
diagramas abaixo.

p

M——CQM M
P
P Idc®p \
P Mk
CeM Ao CeCeM
Id s ®e
MC

Aqui 9 é o isomorfismo candnico.

Exemplo 2.54. Seja (C, A, €) uma k-coalgebra. Entao (C,A) é um
C-comddulo a esquerda. Segue diretamente da comutatividade dos
diagramas de coassociatividade e counidade.

Analogamente, C' é uma coalgebra a direita.

Exemplo 2.55. Considere C' a codlgebra de matrizes n x n sobre um
corpo k. Entao k" é um C-comédulo & direita com p: k" — k" @ C

dada por
o)=Y e; @ F
J
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n
onde {e;}]_; ¢ a base candnica de k™ e {E;;}7';_; é a base canonica
do espaco vetorial de matrizes.
A estrutura da coalgebra de matrizes que estamos considerando é
dada por

A(Eij) = Z Eip @ Ep;

p=1

€(Eij) = 6ij

Seja e; € k™. Entao

(Idir ® A) 0 ple;) =Idin @A D e; @ By
j=1

e
ie © By 0 E

p=1

I
M:

<.
Il
—

[
M=

Il
-

J

Por outro lado,

(p®Idc)ople;) = p@lde (Z ep ® Eﬂ)

p=1



=€ ® ].
= 1/)(61'),

e assim, (Idg» ® €) o p = 9.

Como os dois diagramas de comddulos comutam, (k™, p) é um co-

modulo & direita sobre a coalgebra de matrizes.

Exemplo 2.56. Seja H uma algebra de Hopf sobre um corpo k. Con-
sidere a seguinte aplicacao

coad: H — H®H
h > he) @ S(ha))hs)-

Afirmamos que (H,coad) é um H-comoédulo a direta.
De fato, seja h € H. Entao

(coad @ Idfr) o coad(h) = (coad @ Idg)(h(2) ® S(h(1))h(s))
= coad(h(g)) X S(h(l))h(3)
=he ® S(h(g))h(4) ® S(h(l))h(5).

Por outro lado,

(Idg ® A) ocoad(h) = (Idyg ® A)(h(g) ® S(h(l))h(g,))
= he) @ A(S(ha))hs))
= h(zy @ S(h(2))hy @ S(hay)he)

(Idg ® €) o coad(h) = h(z) ® (e(S(h(1))h(s)))
= h) @ e(S(h()))e(hs)
— b @ e(hy)elhiz)
= e(h())e(hez))h@) @1
=h®1.

Com isso, mostramos que (H,coad) é um H-comodulo a direita

sobre H.

Definicao 2.57. Sejam (A, u,n) uma k-algebra, (M,yur), (N, yn) A-
modulos & esquerda. Um morfismo de A-moédulos entre M e N é uma
transformagao f : M — N que satisfaz a comutatividade do diagrama
abaixo:
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Ida®f

A M AR N .

M TN
M——— N

Definicao 2.58. Sejam C uma k-coalgebra, (M, prr), (N, pn) C-coméddulos
a esquerda. Um morfismo entre M e N é uma transformagao linear
f: M — N que satisfaz a comutatividade do diagrama abaixo:

f

M— N
PM PN
C@MWC(@N

Considere A uma algebra, (M,~ys) A-modulo a esquerda e m € M.
Entao podemos definir a funcao

pm: A — M

a — yula®@m). (2:3)

p € um morfismo de A moédulos, pois dados a,b € A, entao:

Ppm © (@ @ b) = pp,(ab)
=y (ab®m)
:ryMo(u@IdM)(a@b@m)
=m0 (Ida ® ym)(a®@b®@m)
=m(a @y (b®m))
= 'YM(CL & pm(b))
=m0 (Ida ® pp)(a ®b).

O proximo teorema mostrara uma condigao necessaria e suficiente
para que uma algebra seja uma bialgebra. Este serd o teorema funda-
mental das bidlgebras. Para prova-lo precisamos de alguns resultados
que faremos a seguir.

Sejam (N, yy) um A-moédulo a esquerda e n € N. Entao, através
do produto tensorial de espagos vetoriais podemos definir a aplicagao p

como acima, para o médulo N e ainda temos o seguinte homomorfismo
de A-moédulos

86



Pm@pn: ARA — MRN
a®b — pn(a) ® palb).

Suponha agora que A ® A também é um A-mo6dulo com uma agao
~. Entao podemos definir

A: A — ARA
a — Y(a®1ls®1a).

Entao A é linear, uma vez que v também é. Como A(a) € A® A,
podemos dizer que y(a) = a1y ® a(a).

Lema 2.59. Sejam (M,~vur), (N,vn) A-mddulos. Entao
Ymen(a®@m@n) =yu(aq) @ m) @ yn(ag) @n)
para todos a € A, m € M, n € N, onde Yymygn € a agcdo de A em
M ® N, eagny®ap) = Aa), com A definido acima.
Demonstra¢ao. Sejam m € M,n € N. Considere os morfismos p,, pn
como em 2.3l Entdo
Y (a@) ® m) @ yn(a@) @ n) = pm(aq)) @ pnlae)
= pm ® pnlag) ® az))
= pm @ pn(A(a))
= pm @ pn(Y(a® 14 ® 14))
= Ymen(a® (pm @ pn)(1a ® 14))

= ’YM@N(G & pm(lA) X pn(lA)
=Ymen(@®@men).

O

Teorema 2.60 (Teorema Fundamental para Bidlgebras). Seja (H, p,n)
uma k-dlgebra. Entao H é uma k-bidlgebra se, e somente se, k € um
H-mddulo & esquerda e, para todos (M,~vynr), (N,yn) mddulos sobre H
a esquerda, M ® N também é um H-modulo a esquerda.

Demonstra¢ao. = Seja H uma bialgebra. Defina

h@m®n +— ’7M(h(1)®m)®'7N(h(2)®n)

Sejam h,k € Hm®n € M & N, € k. Entao,
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Ymen © (Idy @ ymen)(h®@k®@m®n) =
= Yuen(h®y(kay @ m) @ yv (k) ®@n))
Y (h(y @ var (k) @ m)) @ yn (hiz) @ v (k2) ® 1))
vy o (Idg ® ’YM)(h(l) ® k) ® m) ® vy o (Ildg ® ’YN)(h(z) ® k(2) ® n)
Ym o (o Idar)(hy ® ky @ m) @ ynv o (poldy)(hey ® k@) @n)
Y (haykay ® m) @ yn (hiz)k(2) @ n)
Ym ((hk) (1) ® m) @ yn ((hE)(2) ® 1)
Ymen (hk @ m @ n)
= Yumen o (p@Idugn)(h®@k®@m @ n)

Ymen © (@ Idygn)(A@m @ n) =
= Ymen(mA) @men)
Ym (N(A) 1) ® m) @ YN (n(A)(2) @ n)
Y (n(A) @ m) @ yn(n(1) @ n)
ov(A®@m) @ pn(l@n)
Am®n
= <PM®N(/\ ®mEK TL)

Portanto (M ® N, vmgn) ¢ um H-modulo a esquerda.
Para a estrutura de H-modulo defina:

w: Hok — k
h@A — e(\h)

Sejam h,k € H, A\, \' € k. Entao

Yk o (Idg @ v )(h @ k@ \) = yi(h ® €(Ak))

=(hk @A)
— o (@I (h @ k® )

Yo (@ IdE)(A @ ) = (n(A) @ X)
=€e(A'n(N))
=€(n(\'N))

— N
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=A@ N)

Com isso fica provado que (k, i) € um H-modulo a direita.

< Suponha que (H,p,n) é uma algebra. Entdo (H,p) é um H-
modulo & esquerda. Por hipotese temos que (H ® H,p) e (k,v) sdo
H-moédulos a esquerda. Veja que isso implica também que H @ H ® H
é um H-moédulo, vamos denoté-lo por (H ® H @ H,7).

Defina

— H®H

(H,A,¢) é coalgebra:
Seja h € H entao

(A®Idg) o A(h) = (A®1dg)(ha) @ he))

=plha) @1y @ 1g) @ h)

= p(h(l) R1lg®1ly)® M(h(g) ®1py)
=y(h®1g® 1y ® 1g) (2.4)
= p(h(1) ® 1a) @ p(h2) ® 1y ® 1g) (2.5)
= ha) @ Alh)

(Idg @ A)(A(R))

Em [2.4] usamos o Lema [2.59 para os H-médulos (H®H, p) e (H, p).
Em [2.5| usamos o mesmo lema para (H, ) e (H ® H, p).
Vamos denotar o modulo k ® H por (k ® H, ).

(e®Idy) o A(h) = G(h(l)) ® h(z)
=v(ha) ®1) @ p(he) @ 1g)
=9(h®1®1y)
=1®@uhe1ly)
=1®h,
e analogamente Idy(®¢€) oe(h) = h® 1.

Isso mostra que (H, A, €) é coalgebra.
Sejam h, k € H, entao:
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A(R)AK) = hayka) © bk
= u(hay @ k@) @ plhe) ® k)
= p(h & k(l) ® k‘(2))
=ph@plk®1y @ 1))
=p(hk @1y ®1y)
= A(hk),

e(hk) = V(hk ®

Logo, A e € sdo homomorfismos de algebra e, portanto (H, u,n, A €) é
uma bidlgebra.

O

Sejam C' uma k-codlgebra e (M, p) um C-comoéddulo & esquerda.
Para todo m € M denotamos

Zm ) @ M)

Os elementos da primeira entrada do tensor estdo em M e os da
segunda entrada do tensor estao em C.
Se M é um C-comoddulo & direita com acao v : M — C® M

denotamos
= me ®@mq)

Neste caso, os elementos da primeira entrada do tensor estao em C e
os da segunda entrada estao em M.
Segue da definicao de C-comddulo que

E(M(O))Tn(l) =m.

Podemos estender esta notacao como no caso das coalgebras, e assim
obter
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m(o) ® m(1) @ mzy = (M(0))(0) ® (M0)) (1) ® M1).-

Para mais detalhes sobre essa notagdo o leitor pode consultar [,
capitulo 2, paginas 66 e 67.

Definigao 2.61. Sejam H uma bialgebra e M um k-espago vetorial.
Dizemos que M é um H-moédulo de Hopf a direita se H é um H-
modulo & direita (denotaremos a ac¢do de um elemento h € H em um
elemento m € M por m<h), e M é H-comddulo a direita com a agéo
p: M — M ® H onde, para todos m € M, h € H tem-se

p(m) <h=p(m< h) = myp) < h(l) ®@ myy) < h(g) .

Definigao 2.62. Sejam H uma bialgebra, M, N H-Hopf moédulos a
direita, e f : M — N uma transformagao linear. Dizemos que f é
um morfismo de modulos de Hopf se f é um morfismo de modulos e

comodulos, ou seja,
Fmah) = f(m)<h

(f(m)) oy ® (f(m)) 1y = f(m)) @ m)

Definigao 2.63. Sejam H uma algebra de Hopf e M um H-moddulo de
Hopf a direita, com estrutura de como6dulo dada por p: M — M ®Q H.
O conjunto

M ={meM:pm)=m®ly}

é um subespago vetorial de M chamado de subespago dos coinvariantes
de M.

Seja f : M — N morfismo de H comodulos, e seja m € MH.
Entao

(f(m)) ) @ (f(m))@) = fm)) @®ma)y = f(m) ®1u

ou seja
Im(f) € N°H. (2.6)

Sejam H uma bialgebra e X um k-espago vetorial. Sabemos que H
é um H-moédulo com a agao dada pela multiplicacao. Entao podemos
definir a aplicacao

v: XQH®H — XQH
r@h®k +— xQ hk.
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Vamos denotar y(z ® h ® k) = (z ® h) <k. Afirmamos que X @ H
é¢ um H modulo a direita.
De fato, sejam = € X, h, k,w € H. Entao

vo(dxer @)z @h®@k®w) =7(r®h® kw)
=z ® h(kw)
=z ® (hk)w
= (z Q@ hk)<w
=((z®@h)<k)<w
=7(y(z®@h®k)®@w)
=qo(yoldy)(zRh®k®@w).

Seja A € k, entao

yo(ldxen @n)(T@h@N) =v(r@h® Alg)
=z ®Ah
= Az ®h).

Logo, X ® H tem estrutura de H-mdédulo a direita.
Defina p = Idx ® A. Entao (X ® H, p) é um H-comddulo a direita,
pois

(Idxgr ® A)op(z®@h) =z® hay ® A(h(g))

= ® h(l) & h(g) X h(3)
= (p®@Idu)op(z®h),

(Idxgr ®@€)op(z @ h) =2 ® h(1) @ e(h))
=rQ® h(l)e(h(g)) ®1
=r®@h®1.

Dada H uma biédlgebra, podemos construir uma categoria onde os
objetos sao os espagos vetoriais que sao H-moédulos e H-comddulos a
direira e os morfismos sao as transformagoes lineares que sao morfismos
de comédulos e moédulos. Esta categoria serd denotada por ..

Podemos criar dois funtores:

(el — Vecty
M Mool
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_®H: Vecty —» //IPII{
X — X QH

Dados H-modulos e de H-comodulos (f)°" = f; . (que esta
bem definida pela equacio e f® H=f®Idy que é morfismo de
H-comédulos e H-mddulos.

Teorema 2.64. Seja H uma bidlgebra. Entdo o funtor _®H € adjunto
a esquerda do funtor ().

Demonstragdo. Queremos mostrar que para cada X € (Vecty)® e M €
()0 existe um isomorfismo natural

Vecty (X, M) = 4] (X @ H,M)

Para isso, vamos definir duas transformacgoes naturais e verificar que
uma é inversa da outra. Defina

q)X,M5 j/g(X@H,M) — VeCt]k(X,MCOH)
f — Pxm(f)

onde

@X,M(f)Z X — MCOH
x — flzx®1g).

Vejamos que ®x js estd bem definida, ou seja, vamos verificar que
®x . (f)(x) € M para todo # € X. Denote por pys a coagio de H
a direita de M, pxgm a coacao & direita de H em X ® M. Entao

pm (x,0m(f)(2)) = pur(f(z ® 1m))
=(f®ldy)opxgu(z®1y)
=(foldy)(z®1g ®1g)
=flz®1ly)®@1ly
=ox m(f)(2) @ 1g.

Defina
\IJX’M: VeCt]k(X,MCOH) — %g(X@I‘LM)
g — Ux m(9)
onde

\I/X,M(g): XM — M
x®h +— g(x)<h.
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Vejamos que ¥y p(g) € morfismo de H-modulo a direita e H-
comodulo & direita. Sejam x € X e h,k € H. Entao

Ux,m(9)((z @ h)<k) = Wx n(g)(x @ hk)
= g(x) < hk
= (9(x)<h) <k
=Ux m(z®h)<k,

logo ¥x ar(g) € morfismo de H-modulos.

pu(Ux 0 (9)(z @ h)) = pu(g(x) <h)
= (9(2))(0) <h) ® (9(x)) 1) Th2)
=g(x) <hn) ® 1y <hg)
=Wx m(9)(x®ha)y) @ hea
= (Ux,nm ®Idn) o pxeu(z ®h),
e assim, ¥x a(g) é um morfismo de H-como6dulos. Com isso vemos

que ¥x pr estd bem definida.

Vamos mostrar agora que Wx s é inversa de ®x ps. Sejam x €
X,h € h. Entao

(Uxar 0 Px,a0)(9)(z @ h) = Vi n(Px,01(9))(x @ D)
= Oxm(9)(x) <h
=gz ®@1g)<h
=g(z®h).
Portanto (¥ x a0 ®x ar)(g) = g, para todo g € A#H (X @ H, M).
Resta ver que ®x s € natural. Sejam X e Y k-espacos vetoriais e

f: X — Y transformacao linear. Queremos mostrar que o diagrama
abaixo comuta.

Px M

MEY @ H M)

Vecty (Y, MeH) .

_o(f®ldn) of

M (X @ H M) Vecty (X, MeoH)

Y,M

Sejam z € X e g € A4 (Y ® H, M). Entao

(Lo M) (Pyum(9)(x) = Pya(9)(f(2))
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=g(f(z)®1g)
=go(f@ldy)(z®1)
=®xm((_of@Idy)(g))(x).

Por dltimo, vamos mostrar que ®x s é natural em M. Seja f :
M — N morfismo de médulos e comodulos. Vamos denotar f .

por f. Queremos mostrar a comutatividade do seguinte diagrama:

MH(X © H, M) Vecty (X, MeoH)

e F.

M (X ® H N) Vecty (X, N°H)

X,N

Sejam g : X ® H — M morfismo de médulos e comodulos e x € X.
Entao

Fu@xn(9)(@) = (f o ®x n(9))(w)
(9(z ® 1u))
)

f

flg(z @ 1)
filg

L)

)@ ®1m)
x,n (fe(9))(2).

Com isso, ®x »s € também natural em M e, portanto o isomorfismo é
natural. O

Seja H uma bialgebra. Da mesma forma que definimos a agao e
coacao de H em X ® H, para X um k-espago vetorial, nés podemos
definir a acdo e coacdo de H em H ® H. A tunica diferenca que teremos
é que a acao serd a multiplicagao a esquerda, e nao a direita como
tinhamos feito antes. Denotaremos esta agao a esquerda por .

Defina

Can: HR®H +— H®H
hek hk(1)®k(2)

Proposigao 2.65. A aplicacao Can definida acima é wm morfismo de
H-mddulos a esquerda e de H-comddulos a direita.
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Demonstra¢ao. Claramente, Can é linear. Sejam h, k,w € H. Entao

Can(w >h® k) = (wh)k(l) & k(2)
= w(hk(l)) 29 k(g)
=wp (Can(h @ k))

(Can®1Idy) o p(h ® k) = Can @ Id (h ® k(1) ® k(2))
= hk(l) ® k(g) ® k(3),

por outro lado

= hk(l) & k(g) & k(g).

Portanto, Can é um morfismo de H-mo6dulos & esquerda e de H-comddulos
a direita. 0

Seja H uma bidlgebra. Considere 5 Hom? (H® H,H® H) o espago
vetorial das aplicacoes lineares f que sao morfismos de H-modulos a
esquerda e H-comodulos a direita. E facil ver que esse conjunto é
uma algebra com a operacao de composicao. Sabemos também que
Homy (H, H) é uma algebra com o produto de convolugao.

Lema 2.66. Seja H uma bidlgebra. Entao
Homy (H, H) =y Hom" (H ® H,H @ H)°P

Demonstracao. Defina

U : Homy(H,H) — gmHom®(H® H,H® H)
f — U(f)
onde

U(f): H®H — HQ®H
h®k +— hf(k(l))®k(2).

Primeiramente vejamos que V¥ esta bem definida. Sejam h, k,w € H
e f: H — H uma transformacao linear. Entao

U(f)(he (k@ w)) =¥ (f)(hk @ w)
= hk‘f(w(l)) ® w(2)
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=h> (kf(wa) @we))
=h>¥(f)(k®w)

p(U(f))(h@k)=p(hf(ka)) @ ke))
= hf(k(l)) ® k(g) ® k(3)

(V(f)@ldy)op(h@k) = (¥(f) @ 1du)(h® k) ® k)
(U(f)(h®Fkay)) @ k)

hf(k?(l)) & k’(g) & ]{?(3).

Com isso fica provado que ¥(f) é morfismo de modulos a esquerda e
comodulos a direita.
Sejam f,g € Homy(H,H) e h,k € H, entdo

U(f*xg)(h®@k)=h(f*g)(ka) @ k)
= hf(kay)9(kay2) ® ko)
= hf(k))g(k@) @ k@)

U(g) o V(f)(h@k)=W(g)(hf(k)) @ k2)
= hf(kw)9(k@)a) © k) o)
= hf(ka))g(k@e) ® k),
isso mostra que ¥ é anti-morfismo de algebras.
Para mostrar que W é bijetora nés vamos definir uma inversa. Defina
®: pHom”(H® H H® H) — Homy(H,H)
f — ®(f)
onde
®(f)(h) = (Idy ® €)(f(1n @ h))
Sejam f €y Hom® (H @ H, H ® H), h,k € H, entdo

(To@)(f)(h® k) =hd(f)(kq)) ® k@)
=h{Idg @ €)(f(lm @ k) @ k)
=ho ((Idg @ €)(f(1r @ k))) ® k(2))
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((Idp ® e®1dg)(f(1a ® k) @ k@)))

(Idg ®@ e@1dg)(f @ Idu)p(1 @ k))

(1dg @ e @ Idg)(f @ 1dg)(Idy © A)(1 @ k)
(Idg @ Idg)f(1 @ k))

flek)

(h& k).

>
>
>
>
>

|
- >

Observagao 2.67. Sejam H uma bialgebra e h € H, entao

®(Can)(h) = (Idg ® €)(Can(ly ® h))
=Idyg ® 6)(h(1) ® h(g))
= haye(h(z)
=h
=Idg(h),

isso significa que ®(Can) = Idg.

Teorema 2.68 (Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf). Seja
H uma bidlgebra. Sao equivalentes:

(1) H é Hopf.
(i) A adjungao vista no Teorema € equivaléncia categorica.

(iii) Can : H® H — H ® H, dada por Can(h ® k) = hk) @ k(2) €
bijetora.

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha H Hopf. Entéao existe S : H — H
tal que S xIdy = Idy * S = noe. Defina, para cada M € (A} as
aplicagao:
Cu: MeH@H — M
m® h — m<dh.

Vejamos que () é um morfismo de H-modulos e H-comddulos a
direita.
Sejam m € MH h k€ H. Entao

Cu((m®h)<k) =y (m @ hk)
=m < (hk)
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= (m<h)<k
=(u(m®@h)<k

(v @ Idp) o py(m @ h) = (m<h()) ® hez)
= pm(m<h)
= pu (G (m ® h)).

Logo (s é um morfismo em 4.
Considere a seguinte funcao:

Ev: M — MeHgoH
m — m®aSmM)em®.

Aqui vamos colocar os indices da notagao de Sweedler para como-
dulos na parte superior do elemento, para que nao haja confusao com
o indice na parte inferior que se refere a aplicagdo A.

Vejamos que £y estd bem definida. Seja m € M. Entéo

(pv @ 1dp)En(m) = (ppr @ Idg ) (m (0)45( W) @ m?)
= (MO a(S(mM)) 1)) @ MOV (S(mM) ) @ m™)
(m

=m® 49 g;)(l) ® m(l)S (1))(2) ® m?

0
=m®@ a5 <2>(2>)®m(1) (m{3)1)) @ m®

(m
(m
:m(0)<15( ) EBS( g;)é@m 2)
(
(

=m®qg e(m 8;) (1§)®1H®m(2)

=m® aS(mM)y @1y @ m®.

Afirmamos que £); é a fungao inversa de (.

a0 Gm(m @ h) = Ear(m < h)

(m<h)® aS((m<h)P)® (mah)®
maha)S(hz) @ S(he)he)
=m®e(hm)he)

=m®®h

Car 0 Exr(m) = Cur(m@ « S(mM) @ m®?)
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=m® qa85(mM)ym®
=mDe(mM)

=m.

Resta mostrar que (s é natural em M.
Sejam M,N € 4%, f: M — N morfismo, h € H,m € M
entao

foCu(m®h)= f(mah)
fim)<h
(f(m) @ h)

=¢
— v o (F @ Tdm)(m @ h),

N
N
Com isso fica provado que (j; é um isomorfismo natural entre os
funtores (_ @ H) o ( ) e Id 4.
Vamos agora definir um isomorfismo natural entre os funtores

()Ho(_ ®H) e Idvect,-
Para cada X k-espaco vetorial defina

vy : X — (X ®H)~H
r +— (E®1H

Ox: (X@H)“H — X
dxi®@hy Y e(hy)w;.

Afirmamos que 6 e v sdo transformacoes naturais e sdo inversas uma
da outra.
Veja que vx esta bem definida, pois

plx® 1) =2 ®A(ly)
=r®R1lg®1ly
Claramente vy e 6x sao lineares. Vejamos que vy é natural. Sejam

X,Y k-espacos vetoriais e f : X +— Y transformacao linear. Seja
z € X, entao

feldgovx(z) = f@Idy(x ®14)
= ?(l‘) ® 1y
= vy (f(2)).
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Portanto v é natural. Por ultimo, vamos mostrar que vx e fx sao
inversas uma da outra.
Antes disso veja que, dado > x; ® h; € (X ® H)°H temos

> i @hia) @hig) =Y 2 @hi @1y,

Entao

sz®h —ZJEZ@)G 1(1) 1(2 ZCCZ ) ®1g

Assim,

vx OGX(in ® h;) = vx szf(h )
—Z i) @1y

Seja x € X, entao

Ox o Vx(ZL') = ex(it X ]-h)
=e(lp)x
= .
Com isso, temos que o isomorfismo natural desejado e concluimos
a equivaléncia categérica entre as categorias Vecty, e .71 .
(i4) = (4ii) Primeiramente vejamos que (H ® H)®? = H @ 1y.
Seja > h; @k, € (H® H)COH, entao

Zh ® Ak Zh Qk;® 1y

Assim,

ki = G(ki(l))ki(g) = €(ki)1H7

Zh ® k; —Zhe ) ® 1.

Por outro lado, seja > h; ® 1y, entdo

p(Zhi(g)lH):Zhi@lH@lH

Com isso temos que (H ® H)*°H = H® 1y.

Definindo a bijegao ¢ : H — H ® 1y, dada por ¢(h) = h® 1y,
temos que ¢ @ Idy : H® H — (H ® 1) ® H também é uma bijegao.
Sabendo que (H ® H)®? = H ® 1y podemos aplicar o isomorfismo
natural (ggy. Entao a composicao abaixo é uma bijegao

e dessa forma,

101



HoH 2% (Hely) e H S (He Hol o H 2 He H

e, dados h ® k € H ® H temos que

Cngno (9@ ldy)(h®@k) =(uen(h® 1y ® k)
=(helg)rk
= hk(l) ® k(2)
= Can(h ® k).

Com isso obtemos que Can é uma bijegao.

(#i1) = (i) Se Can é bijetora entdo sabemos que ela possui inversa
pela composi¢ao. Pelo Lema [2.66] e observagao seguinte sabemos que
®(Can) = Idy. Consequentemente Idy possui inversa pela convolugao
e, assim H é Hopf.

O
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Capitulo 3

Teoremas de Dualidade de
Tannaka-Krein

Um importante teorema que inicia nossa abordagem em dualidade é
o teorema da dualidade de Pontrjagin que além da versao para grupos
abelianos localmente compactos tem a versao, que serd apresentada
aqui, para grupos abelianos finitos.

3.1 Teorema de Dualidade de Pontrjagin

Definigao 3.1. Seja G um grupo abeliano. O conjunto dos caracteres
de G, denotado por G é o conjunto de todos os homomorfismos de
grupos de G em T, onde T ={z € C: |z| = 1}.

G = {f:G— T: f éhomomorfismo de grupos}.

Este conjunto é chamado de dual de Pontrjagin do grupo G.

Proposigao 3.2. Seja G um grupo. Entio G é um grupo com a ope-
ra¢ao pontual.

Demonstracao. Sejam f, g, h € G. Entao, para todo z,y € G,

(f- g)(xy) f(xy)g(zy)
() f(y)g(x)g(y)
(f 9)(@)(f - 9)(y),

X

logo a operagao é fechada em G.
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A operagao é associativa:

Tem elemento neutro, o homomorfismo 1(z) = 1 para todo z € G.
Seja f € G. Defina g : G — T dada por g(z) = f(z)~!. Entdo g
¢ um homomorfismo de grupos:

g(zy) = flay)™
=flz)" fly)~!
=g(x)g(y),

para todo z,y € G e g é o inverso multiplicativo de f, pois para todo
x € G temos:

(f-9)(@) = f(z)g(x)

O

Exemplo 3.3. Counsidere o grupo (Z,+). Afirmamos que Z =T. Pri-
meiramente, observe que dado f € Z ele esta unicamente determinado
pela escolha de sua imagem em 1, uma vez que Z é um grupo ciclico
gerado pelo 1.

Defina a seguinte funcao:

P .

- N

— T
—

fa) -
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® é um homomorfismo de grupos:

O(f1- f2) = (f1- f2)(1)
= fi(1) f2(1)
= O(f1)2(f2)-

® ¢ injetora:

Sejam fi, fa tais que ®(f1) = ®(f2). Entao fi(1) = f2(1). Apli-
cando indugdo sobre n, temos que f1(n) = fa(n) para todo n € Z, e
portanto os homomorfismos sao iguais.

® ¢é sobrejetora:

Seja €’ € T. Definindo f(1) = €% temos que fp(n) = ™. Entao,
para todo 0 < 8 < 27 temos que fy € Z. Assim, ¢ sobrejetora.

Segue que 7 ~T.

Veremos agora o teorema da Dualidade de Pontrjagin. Para prova-
lo utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 3.4. Sejam G um grupo abeliano finito e H C G um subgrupo.
Entao um caracter de H pode ser estendido a um caracter de G de
[G : H] maneiras.

Seja G um grupo abeliano finito, com n elementos. Aplicando o
lema acima para H = {e} concluimos que o unico caracter de {e} que
é a fungao que associa e a 1 pode ser estendida a um caracter de G de
n maneiras. Logo existem n caracteres/\de G. Analogamente existem n

caracteres de G, ou scja, |G| = |G| = |G|

A demonstragio do lema acima pode ser vista em [3].

Teorema 3.5 (da Dualidade de Pontrjagin). Seja G um grupo abeliano
finito. Entao a aplicagdo

Q»

ev: G —
T > evy

onde, para todos [ € GexzeG

evﬂ?(f) = f('r)f

€ um isomorfismo de grupos.
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Demonstra¢ao. Veja que ev é um homomorfismo de grupos. Sejam
z,y € G. Entao

eVay(f) = evay(f)
= f(zy)
= f(=)f(y)
= eva(f)evy(f)

= evzevy(f).
ev é injetora:

Seja x € G, ¢ # e. Entdo (x) é um subgrupo ciclico de G e podemos
definir a fungao:
fo (=) T

—
271
2k — e

onde n é a ordem de x que é maior do que 1, pois z # e. Além disso,
f é um homomorfismo de grupos.

Pelo Lema [3.4] podemos estender f a um caractere F de G e, por
construcao:

evo(F)=F(z) = f(z) = e #1.
Assim x # e implica ev, # 1, e segue a injetividade desejada.

Como G eG tém a mesma quantidade de elementos, segue que ev é
injetora.
O

3.2 Teoremas de Dualidade de Tannaka-Krein

Os proximos resultados serdo utilizados para provar os Teoremas de
Dualidade de Tannaka-Krein. Utilizaremos resultados de topologia e
analise real que serao mencionados no apéndice.

Primeiramente, considere (H, u,n, A, €, S) uma R-algebra de Hopf
e o conjunto

G(H)={¢: H— R: ¢ éhomomorfismo de algebras}.

Coloquemos em G(H) o produto de convolugao, ou seja, para a € H

¢1 % p2(a) = pr o (¢1 @ ¢2) 0 Aa)
= ¢1(aq))92(ac))
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onde pp indica a multiplicagdo de R. Usando o isomorfismo R®R = R
ainda podemos escrever esse produto de convolugao como

¢1 % Pp2(a) = (¢1 ® ¢2) 0 A.
Com esta operacao G(H) é um grupo. Sejam ¢1, ¢ € G(H), entao:

(¢1 * p2)(ab) = ¢1((ab)(1)(ad)(2))
= ¢1(an)) o) (b)) d2(a))d2(b2))
= (¢1 * d2)(a)(¢1 * ¢2)(b),

0 que mostra que a operagao x é fechada em G(H).
O elemento neutro desse grupo é ¢, pois dados ¢ € G(H) e a € H:

(¢ x€)(a) = d(aq))e(ac))
¢(a<1>€(a<2)))

e também

(¢ * (¢ 05))(a) = ¢a))o(S(a))
= ¢laq)S(az))
=¢opo(ldg ® S)oA(a)
=¢o(Idg *S)(a)
— ponoc(a)
= ¢(a),

((po8)*p)(a) = d(S(ag)))9(ac))
= ¢(S(aq))a))
=¢opo(S®Idy)oAla)
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=¢o (S*xIdy)(a)
=g¢onoec(a)
= ¢(a).

Agora, para cada a € H, defina a aplicagdo

E,: GH) — R
¢ o)

Proposigao 3.6. Dada H uma dlgebra de Hopf, G(H) € um grupo topo-
légico com a topologia inicial associada & famdlia de fungoes {Eq}ach -

Demonstragao. Para mostrar que G(H) é um grupo topolégico com a
topologia inicial associada & familia {E, },c g é necessario mostrar que
sao continuas nessa topologia as seguintes aplicagoes:

¢ = ¢=¢08

Para mostrar isso vamos usar nets. Primeiramente lembremos que
a convergéncia de nets nesta topologia é o mesmo que convergéncia
pontual.

Seja {¢px,1x} uma net convergente para (¢,). Entdo, para todo

a € H, (¢x(a),v¥r(a)) — (¢(a),¥(a)) (na topologia usual de R x
R). Isso ocorre se, e somente se, para todo a € H, ¢x(a) — ¢(a) e

¥ala) — ¢(a).
Seja a € H, queremos mostrar que (¢ * ¥y )(a) — (¢ * ¥)(a).
De fato,

h/{n(% *y)(a) = li)f\n oalay)¥ala))
= lim (b)\(a, 1)) li)r\nz/u(a(g))

( )Y(ae))
(¢*¢ﬂ®7

e com isso, * é continua.
Seja {¢x}x net em G(H) que converge para ¢ € G(H). Entéao, para
todo a € H, ¢r(a) — ¢(a). Assim,
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li§n oro0S(a) = li{n oA (S(a))

= ¢(5(a))

= ¢oS(a),
logo ¢ também é continua, o que mostra que §(H ) é um grupo topolégico
com a topologia inicial associada a familia {E, }ecpr- O

Definigao 3.7. Seja H uma algebra de Hopf comutativa e real. Uma
integral & direita de H, positiva e nao degenerada, é um funcional
J:H — R, tal que (J@Idg)oA =noJeJ(a®) >0sea#0. 0
funcional J é chamado de funcional de Haar.

Lema 3.8. Seja (H,p,m,A,¢) dlgebra de Hopf comutativa e real, mu-
nida de uma integral & direita de H, positiva e nao degenerada. Entao
sao verdadeiras:

(i) A fungéo
(,)g: HxH — R
(b,e) +— J(be)
define um produto interno em H.
(11) Para cada ¢ € G(H) tem-se que J = J o (Idy @ ¢) o A
(iii) Dado ¢ € S(H), ¢ = €0 (Idyr @ ¢) o A

Demonstragao. (i) Como H é comutativo, (, ) é simétrico. Sendo .J
um funcional linear, (,); é bilinear. E, por ultimo, a propriedade
J(a?) > 0 se a # 0 garante a positividade da aplicacdo. Assim,
(,)s define um produto interno em H.

(ii) Sejam ¢ € G(H) e a € H. Entao

Jo(ldg ® ¢) o Aa) = J(a)p(ac)))

(a())o(az))

(J (a(l )a(z )
o(J®Idg)A(a)

noJ(a)

)-

Il
K%@%M

(a
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(iii) Sejam ¢ € §(H) e a € H. Entao,

o(ldy ® ¢) o A(a) = e(ayp(a(z))
= e(a@))o(az))
(e(aq))acz))

O

Proposicao 3.9. Seja (H,u,n,A,e,J) dlgebra de Hopf comutativa e
real, munida de uma integral & direita de H, positiva e nao degenerada.
Entao o grupo topoldgico G(H) é compacto.

Demonstragao. Para mostrar que §(H) é compacto, veremos que §(H)
é homeomorfo & um espaco topolégico compacto.
Para cada a € H temos que

a) = Z“i(l) ® a;(2)-
=1

Podemos assumir que {a;(1)," - - @y (1)} ¢ um conjunto ortonormal com
relagao ao produto interno induzido por J.
Seja ¢ € G(H). Como

(Idyr © ¢) 0 Ala Zazu)@qﬁ 2),
entao o subespaco vetorial gerado pelo conjunto

{(Ildgr ® ¢) 0 Ala) : ¢ € §(H)}

tem base {a;(1)}iz;-
Defina o conjunto S, = {¢(a) : ¢ € G(H)}. Pelo Lema[3.8| sabemos
que

é(a) = Z €(a;(1y)0(ai(2))-

Defina
F R"™

—
(@1, @) — e(ai(1))w;

s =

s
Il
-
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Observe que F' é continua, pois a norma em R é a usual.
Usando o Lema [3.8 temos:

J(a*) = Jo (Idg ® ¢) o A(a?)

n

=Jo(Idy ® $)( Y ai1)a;) @ ai2)a;2))
ij=1

= (D ainajodlaie)ae)

4,j=1

= Z J(aiqya;y)dlaiz)a;e))

=1

= Z (b(a?@))

d(aj2)*

<.

<.
Il
_

[
NE

1

<.
Il

Considere B, a bola fechada de R™ com centro em 0 e raio /J(a?).
Como F é continua, F(B,) é compacto também.
Vejamos agora que S, C F(B,). Seja ¢(a) € S,. Considere

z=($lar(z), - Plan())-
Entao

I2l1* = é(aj2)? = J(a®) = z € B,
j=1

Veja que

= ea;1))o(aj2)

j=1
= ¢(a),

logo ¢(a) = F(x) € F(B,) ¢ assim S, C F(B,).
Seja T := [] F(B.) que é compacto pelo Teorema de Tikhonov (
acH
Teorema [A.2)).
Defina
j: SH) — T
¢ > (#(a))acH
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Afirmamos que j é um homeomorfismo sobre sua imagem.
Sejam ¢, € G(H), tais que j(¢) = j(v). Entéao

(6(a))ach = (6(@))acn
~ ¢(a) = (a),Ya € H

= ¢ =1,

o que implica que j é injetora.

Sabemos que j é continua se, e somente se, p, © j é continua para
todo a € H onde p, é a projecao na a-ésima coordenada.

Note que , dado ag € H,

Pao ©J(¢) = Pa, ((#(@))ach)
= ¢(ao)
:an(¢)~

Logo, p, 0 j = €, que é continua para todo a € H, pois a topologia
de G(H) ¢ a topologia inicial associada & familia {E, },c . Concluimos
assim que j é continua.

Para ver que j é um homeomorfismo sobre sua imagem, vamos mos-
trar que j leva fechados em fechados (que é o equivalente a mostrar que
j leva abertos em abertos). -

Seja C' C G(H) subconjunto fechado. Seja (04)q.cr € j(C). Entao
existe ((¢a(a))aecm)r net em j(C) que converge para (0q)acH-

Defina a aplicagao

R

0: H —
a — 0,

Vamos mostrar que 6 € j(C), ou seja, vamos mostrar que § é um
homomorfismo de algebras.
Sejam a,b€ H e a € k.

af(a) +0(b) = alim 6 (a) +lim 61 (b)
= limagx(a) + ox(b)
= lim 61 (a0 + 1)
— blaa+b),

0(adb) = li)r\n o (ab)
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= liin odx(a)dx(b)
= lim ¢x(a) lim ¢ (b)
= 6(a)0(b).

Segue que A é um homomorfismo de algebras. Veja que dizer que

((dx(a))acH ) converge para (0,)qcy ¢ 0 mesmo que dizer que (¢y)x
converge para 0. Como C' é fechado, § € C' e portanto 6 € j(C).
Dessa forma, j é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Por fim, j(G(H)) é fechado em [] F(B,) que é compacto, logo
acH
J(S(H)) é compacto. Como j é homeomorfismo sobre sua imagem

temos que G(H) é compacto. O
Demonstragao. Sejam ¢,,0 € G(H) e f € R(S(H)). Entao
gy (f)(0) = f(0 % (¢ % 1))
= (0% ¢)x¢)
= ay(f)(0* )
= ag(ay(f))(0).
Logo, §(H) age em R(G(H)) pela agao a. O

Veja que na ac@o acima, dado ¢ € G(H), oy preserva o produto de
R(G(H)), pois este é a multiplica¢do pontual de fungoes.

Teorema 3.10 (Dualidade de Tannaka-Krein). Seja (H, u,n, A€, .5)
uma dlgebra de Hopf real, comutativa e munida de wma integral positiva
e nao-degenerada. Entao a aplica¢do

E:H — R(S(H))
definida por
E(a)(¢) = ¢(a), para ¢ € §(H) ea € H,
¢ um isomorfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstracao. Afirmamos que E esta bem definida. De fato, seja h €
H e considere C} a menor subcoalgebra de H que contém h. Defina

7m: G(H) — GL(Cy)
¢ = T

onde
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7y = pg o (Idg ® ¢) o A.

g € linear pois é composicao de aplicagoes lineares.
7 é homomorfismo de grupos:

mp 0 Ty (h) = 7y (h(1y¢' (h(2)))
= ¢'(h2))ms(ha))
= ¢'(h2))hay)¢(ha)2))
= hyo(he2))d' (hs))

por outro lado temos:

Tpngr (1) = ha) (6 % ') (hz)
= hyo(h)1))d (h2y2))
= h(1)¢(h(2))¢/(h(3))

Logo 7 é homomorfismo de grupos e, com isto, (Cp,7) é uma re-
presentagao de G(H).
Agora veja que,

Isto prova que Ej, é representativa para todo h € H.

Além disso, Ej € continua para todo h € H, pois a topologia de
G(H) é a topologia inicial associada a familia {E}, }hen.

Como FEj, é continua e representativa para todo h € H, a funcdo F
estd bem definida.

Sejam a,b € H e ¢ € §(H). Entao



E(A\a+b)(¢) = ¢(Aa + b)
= Ag(a) + ¢(b)
= AE(a)(¢) + E(b)(9)
= (AE(a) + E(b))(¢)-

Claramente Ey,, é a funcdo consntante igual a 1, que é a unidade
de R(S(H)). Logo, E ¢ um homomorfismo de algebras.
Para nao haver confusdo entre as coalgebras de H e de R(G(H)), va

mos denotar a estrutura de coalgebra de R(G(H)) por (R(S(H)), A, )
Sejam a € H, ¢,v € G(H). Entao

Ao E(a)(¢,¢) = E(a)(¢ * 1)
= (¢ *1)(a)
= ¢(aq))¥(ac))
= ¢(a1) ® P(ac))
= E(aq))(¢) ® E(a2)(¥)
= (E®E)oA(a)(p® 1)

Portanto £ é um homomorfismo de coalgebras. Sendo também um
homomorfismo de algebras, £ é um homomorfismo entre algebras de
Hopf. Resta mostrar que E se trata de um isomorfismo.

A injetividade da aplicagao pode ser vista no capitulo 1, Teorema
1.30 de [2].

Para a sobrejetividade, considere ¢,1 € G(H) com ¢ # . Entao
existe z € H tal que ¢(x) # ¢(z), ou seja, Ey(¢) # Ex(¢). Isto mostra
que E(H) separa pontos de §(H). Como E;,, = 1, a fungdo constante
igual a 1 & a unidade de C(G(H),R), temos que E(H) é uma subélgebra
unital.

Assim, pelo Teorema de Stone-Weierstrass temos que

E(H) = C(S(H),R).

Agora vamos mostrar que E(H) é um §(H)-submodulo de R(S(H))
com respeito a translagao a direita.
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De fato, sejam a € H, ¢,v € G(H). Entao

ro(Ea)(¢) = Eq(1h* ¢)
=Y(aq))d(ac)

=(d(ac))aq))

= Eg(ae))an (¥)-
Isso significa que r4(E(H)) C E(H). Pela Proposigao temos

que E(H) é fechado em R(G(H)) pela topologia da norma. Usando o
Teorema [A-4] temos

R(S(H)) = E(H) = E(H)

E portanto, E é sobrejetora. Segue que E(H) = R(S(H)) e, por-
tanto E é sobrejetora.
O

Da teoria de anéalise harmonica, dado G um grupo topologico com-
pacto, existe uma medida chamada Medida de Haar sobre G. Podemos
definir um funcional J : R(G) — R que associa a cada fungdo repre-
sentativa f sua integral de Haar. Neste caso, as seguintes sentencas sao
verdadeiras:

J(ry(f)) = J(f),Vg € G

J(f*) >0,

sempre que f # 0, J(f?) = 0 se, e somente se f = 0.

Considerando a algebra de Hopf real e comutativa R(G) temos que
no J(f) é a fungdo constante igual a J(f). Além disso, dado y € G,
temos

P()(@) = Flag) = 3 gi()hil).
Segue que
J(f) =D J(g)hi

Veja que

(J ®@Idr(e)) o A(f) = (J ®@ Ildg(q)) (Z 9 ® hi)
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= Z‘](gz>h1

= J(f)
=noJ(f).

Portanto, J é um funcional de Haar, ou seja, é uma integral a direita,
positiva e nao-degenerada.

Teorema 3.11 ( Dualidade de Tannaka-Krein). Seja G um grupo to-
poldgico compacto. Entao a aplica¢ao

e: G — S(R(Q)
r — ey

onde ex(f) = f(x), para todo x € G, é um isomorfismo de grupos
compactos.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar que e é um homomor-
fismo de grupos. Sejam z,y € G e f € R(G). Entao f(zxy) =
> filx)gi(y), onde A(f) = > fi ® g;- Lembremos que o produto de
i i

convolucdo entre ¢1, g2 € G(R(G)) é dado por pugo(d1®@¢2)oA. Assim,

exy(f) = flzy)
= IR <Zfi($)®gi(y)>

= (Satnoam)

= g o (e ®ey) 0 A(S)
= €z *ey(f)

Logo, e € um homomorfismo de grupos.

Pelo teorema de Peter-Weyl[A.4] temos que R(G) ¢ denso em C(G),
com isso, R(G) também separa pontos e consequentemente e é injetora.

Como a convergéncia em G(R(G)) é pontual, temos que a aplicagao
e ¢ continua.

Considere agora funcdo E : R(G) — R(G(R(G))) definida no Teo-
rema

Defina

e': R(S(R(G))) — R(G)
F — Foe

Entao e! é uma inversa a direita de E pois
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el o Ef(z) = Ef(ey) = ex(f) = f(x)

e como F é um isomorfismo, e’ também é.
Estendendo e’ para C(G(R(G))) obtemos o isomorfismo

C(G) = C(S(R(G)))-

Pelo Teorema temos que G(R(G)) e G s@o homeomorfos. Em
particular, e é sobrejetora. 0
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Apéndice A
Resultados Topologicos

Apresentamos aqui alguns resultados da area de topologia que foram
utilizados mas que nao foram demonstrados.

Proposigao A.1. Sejam X wm espaco topoldgico compacto e Y um
subespaco fechado de X. Entdo X € compacto.

Teorema A.2 (Tikhonov). Seja (X;,7;) uma familia ndo vazia de

espagos topoldgicos. Entao o produto cartesiano X = [[ X; munido da
iel

topologia produto é compacto se, e somente se, (X;,7;) € compacto para

todo i € 1.

Teorema A.3 (Stone-Weierstrass). Sejam M um espago métrico com-
pacto, A C C(M,R) uma subdlgebra unital da dlgebra das fungoes con-
tinuas de M com valores reais. Entdo A € denso em C(M,R) se, e
somente se A separa pontos.

Teorema A.4 (Peter-Weyl). Sejam G um grupo topoldgico compacto,
R(G) a dlgebra das fungdes representativas continuas e reais de G,
C(G) a dlgebra das fungoes continuas de G em R. Entdo R(G) é denso
em C(QG).

Um corolario deste teorema é:

Corolario A.5. Sejam G um grupo topolégico compacto. Entao, dado
x € G existe uma funcgao f € R(GQ) tal que f(x) # 1.

Demonstragao. Seja x € G. Defina a aplicac¢do e, : C(G,R) — R
dada por e, (f) = f(z). Veja que e, é continua, pois se uma sequéncia
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{fn}n de C(G,R) converge em norma para f entdo o limite pontual
também convergira para f.
Considere a imagem inversa de {1}, e; 1{1} que é fechado. Entao o
conjunto U, = C(G,R)\e; {1} ¢ um subconjunto aberto de C(G, R).
Como R(G) é denso em C(R, @) temos que R(G) N (U,) # 0.
Logo existe f € R(G) tal que f(z) # 1. O

Teorema A.6 (Gelfand-Kolmogorov). Sejam X eY espagos topoldgi-
cos compactos. Entao C(X) e C(Y) sdo isomorfas como dlgebras se, e
somente se, X eY sao homeomorfos. Além disso, todo isomorfismo de
dglgebras T : C(Y) — C(X) é da forma T(f) = foh, ondeh: X — Y
€ um homeomorfismo.

O resultado acima pode ser consultado em [4].
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Apéndice B

Resultados Importantes de
Teoria de Categorias

Definicao B.1. Uma categoria ¥ consiste de:

1. Uma classe de objetos, denotada por €°.

2. Para quaisquer objetos A e B, uma classe de morfismos entre A
e B, denotada por € (A4, B), satisfazendo:

e Para todo objeto A existe um morfismo Id4 pertencente a
classe €(A, A), chamado morfismo identidade.

e Podemos compor morfismos: dados f morfismo em ¢ (A4, B)
e gem € (B, (), existe um tnico morfismo go f em €(A4, C).
Esta composicao é associativa e,

foldy=feldgof=*f.

Se € (A, B) for um conjunto, para todos A e B objetos de ¢, entao
a categoria é dita localmente pequena. Se a classe dos objetos de € for
um conjunto entao a categoria é dita pequena.

Usaremos o simbolo € para indicar a pertinéncia dos elementos as
classes, mesmo que estas nao necessariamente sejam conjuntos.

Alguns exemplos de categorias sao:

e Set: a categoria cujos objetos sao conjuntos e os morfismos sao
fungoes.
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e Vecty: a categoria dos espagos vetoriais sobre um corpo k, seus
morfismos sdo as transformagoes lineares.

e Seja A um anel. Entao podemos considerar a categoria de todos
os A-modulos a esquerda. Os morfismos desta categoria sao os
homomorfismos de A-modulos. Denotamos essa categoria por

A .

Definigao B.2. Sejam % uma categoria e f : A — B um morfismo
em %. Dizemos que f é um epimorfismo se, para todos ¢,¢' : B — C
morfismos em % tais que go f = ¢’ o f acontecer que g = ¢'.

Definigao B.3. Sejam ¥ uma categoriae f : A — B um morfismo em
%. Dizemos que f ¢ um monomorfismo se, para todos g,g' : C — A
tais que fog = fog acontecer que g = g'.

Definicao B.4. Sejam % uma categoria e f : A — B um morfismo
em %. Dizemos que f é um isomorfismo, se existe g : B — A tal que

gof=Idae fog=Idp.
O morfismo g acima é chamado de morfismo inverso de f.

Seja f : A — B um isomorfismo. Sejam g, ¢’ : B — A morfismos
inversos de f.
Entao,

g = geldp
go(fog)
(gofloyg
Idgog’
= g/.

Logo o morfismo inverso de f é tinico e podemos nos referir a ele
como o morfismo inverso de f.

Na categoria Set os monomorfismos sao as fungoes injetoras, os epi-
morfismos sao as fungoes sobrejetoras e os isomorfismos sao as fungoes
bijetoras.

Definigdo B.5. Sejam ¥ uma categoria, A, B € €°, f,g € €(A, B).
Um equalizador para o par (f,g) é um par (E,e), onde E € 6° e
e € 6(F,A) tal que, foe = goe e, para qualquer outro par (T,t) (T
objeto e t € € (T, A)) tal que f ot = got, existe um tinico morfismo
u € € (T, FE) satisfazendo t = e o u. Em diagrama temos:
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lu

Sejam ¢ uma categoria, A, B € €°, f,g € € (A, B). Um coequa-
lizador para o par (f,g) é um par (C,c), onde C € €% e c € €(B,C)
tal que, co f = co g e, para qualquer outro par (T,t) (T objeto e
t € €(B,T)) tal que to f = tog, existe um tinico morfismo u € € (C,T)
satisfazendo t = u o c. Em diagrama temos:

U c
A%B
g

Jlu
T
Definicdo B.6. Sejam % uma categoria e C' € €°. Dizemos que:

e C & um objeto inicial se, para todo A € ¢°, ¢ (C, A) é um con-
junto unitario.

e C ¢ um objeto final se, para todo A € €°, € (4, C) é um conjunto
unitario.
e (' é um objeto nulo se é final e inicial.

e (' é um objeto terminal se é final ou inicial.

Se uma categoria possui objeto terminal entao ele é tinico a menos
de isomorfismo.

Seja. € uma categoria que possua objeto nulo, digamos O € %V.
Seja A € €°. Vamos denotar por 0 o tnico morfismo f € €(C, A).
Denotaremos também por 0 o tnico morfismo g € ¥(A4,C). Faremos
distingao entre esses morfismos somente se houver confusao.

Definigao B.7. Seja ¥ um categoria que possua objeto nulo O. Sejam
A,Be ¢’ e fe%(A B). Entao o kernel de f é o equalizador do par
(f,0) e, o cokernel de f é o coequalizador do par (f,0)
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Definigao B.8. Sejam ¥, Z categorias. Um funtor covariante é uma
fungdo que associa a cada objeto C' € €° um objeto de F(C) € Z e
a cada morfismo f : C — C' em ¥ um morfismo F(f) : F(C) —
F(C"). Satisfazendo as condigoes:

e Para todo C € €° tem-se que F(Id¢) = Idp(c);

e Dados f: A — B, g : B — C morfismos em % tem-se que
F(go f)=F(g)o F(f).

Definigao B.9. Sejam €, % categorias. Um funtor contravariante é
uma fungao que associa a cada objeto C' € €° um objeto de F(C) € 2
e a cada morfismo f: C — C’ em ¥ um morfismo F(f): F(C") —
F(C), satisfazendo as condigoes:

e Para todo C € €° tem-se que F(Id¢) = Idpcy;

e Dados f : A — B, g : B — C morfismos em % tem-se que

Flgo f)=F(f)o F(g).

Exemplo B.10. Seja Ab a categoria cujos objetos sdo grupos abelianos
e os morfismos sdo homomorfismos de grupos. E facil ver que Ab é de
fato uma categoria. Entao a aplicagao U : Ab — Set que associa cada
grupo abeliano & si proprio como conjunto e cada morfismo a si proprio
como funcao é um funtor covariante.

Exemplo B.11. Considere a categoria Vecty e fixe um k-espaco veto-
rial V. Podemos definir o funtor

Hom(V, ) : Vecty — Set

que associa a cada espago vetorial W o conjunto Vect,(V,W) e a
cada morfismo f : W; — W5 a fungao

feo Vecti(V,Wy) —  Vecty(V, Ws)
g — fog.

Sejam W, um k-espago vetorial. Entao Hom(V,Idy ) = Idw , e dado
g € Vecty(V, W) temos

Idw,(9) =Idwog=g
ou seja,

Idw ., = ldvect, (v,w) = ldaom(v,w)-

124



Sejam f : W, — Ws, g : Wo — W3 morfismos em Vecty. Entéo
(g o f)«: Vecty (V, W1) — Vecty (V, Wa).
Seja h € Vecty(V, Wy). Assim,

(g0 f)«(h)

(gof)oh
go(foh)
g« (fu(h))

= (g« 0 f)(h)
= (g0 f)« =g« 0 [

Com isso fica provado que Hom(V, ) é um funtor covariante.

Exemplo B.12. Seja V um k-espago vetorial. Em Vect), podemos
definir um funtor semelhante ao do exemplo anterior:

Hom(_, V) : Vecty — Set.

onde Hom(W,V) = Vect(W,V) e para f : W3 — W, morfismo,
Hom(f,V) = _o f é dada por

_ o f : VeCt]k(WQ, V) — VeCt]k(Wl, V)
g > gof.

Com essa definicdo, Hom( , V') é um funtor contravariante.

Definicao B.13. Sejam ¢, categorias, F,G : € — 2 funtores
covariantes. Uma transformagao natural o : FF = G é uma classe de
morfismos {a¢ : F(C) — G(C)} indexada pelos objetos de € tal que,
para todos C,C" € €° e f € €(C,C") tem-se o diagrama comutativo
abaixo

G(C)
Quando cada um dos morfismos a¢c € um isomorfismo, dizemos que
a é um isomorfismo natural entre os funtores F' e G.

Definigao B.14. Uma categoria € é dita abeliana se satisfaz os se-
guintes itens:

(i) € (A, B) é um grupo abeliano para todos A, B € €.

125



(ii) ¥ possui objeto nulo.

(iii) Todo par de objetos de ¥ possui coproduto.
(iv) Todo morfismo em % possui kernel e cokernel.
)

(v) Todo monomorfismo é um kernel e todo epimorfismo é um coker-
nel.
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