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Resumo

Em otimizacao, os métodos de regiao de confianca a cada iteracao utilizam um modelo
que aproxima localmente a funcao a ser otimizada. Em métodos sem derivadas geralmente
os modelos sao construidos por interpolacao polinomial. Apresentamos a construcao de
modelos de uma func¢ao utilizando vetores suporte, que sdo uma classe de métodos de
aprendizagem de maquinas que podem ser utilizados para a classificacdo de padroes ou
regressao. Apresentamos ainda modificagoes em um algoritmo de regiao de confianca
livre de derivadas e sua prova de convergéncia. Mostramos que os modelos construidos
por regressao via vetores suporte satisfazem as hipdteses necessarias para a convergéncia
do algoritmo e podem ser utilizados como alternativa a interpolacao polinomial. Experi-
mentos numéricos preliminares sao apresentados comparando o desempenho do algoritmo

com modelos construidos por regressao via vetores suporte e por interpola¢do polinomial.

Palavras-chave: Regressao via Vetores Suporte, Regidgo de Confianca, Otimizacao Sem

Derivadas.
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Abstract

In optimization, each iteration of trust-region methods uses a model that locally approxi-
mates the function to be minimized. In derivative-free methods, the models generally are
built by polynomial interpolation. Alternatively, we present function models built by sup-
port vectors, a class of machine learning methods that can be used to pattern classification
or regression. We also propose modifications for a derivative-free trust-region algorithm
and its global convergence proof. We show that support vector regression models satisfy
the assumptions required for the global convergence of the trust-region algorithm. Preli-
minary numerical experiments are presented to compare the performance of the algorithm

using models constructed by support vectors regression and by polynomial interpolation.

Keywords: Support Vectors Regression, Trust-Region, Derivative-Free Optimization.
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Introducao

Métodos de regiao de confianca correspondem a uma classe de algoritmos para resolver
problemas de otimizacao nao linear que se baseiam em modelos para aproximar a funcao
objetivo em uma vizinhanga do ponto corrente [§]. Quando as derivadas da funcao objetivo
estao disponiveis, os modelos podem ser construidos por aproximacgoes pelos polindmios
de Taylor. Neste caso os métodos de regiao de confianga podem ser vistos como uma

estratégia de globalizagdo para o método de Newton [25].

No entanto, algumas vezes calcular as derivadas de uma func¢ao é muito trabalhoso
ou computacionalmente inviavel. Em outras tal calculo é impossivel, uma vez que nem
sempre possuimos a expressao analitica da funcao, quando ela provém de uma simulacao,
por exemplo. Mesmo sem conhecer as derivadas, algumas vezes é desejavel realizar a

otimizacao, e nesses casos utilizamos métodos sem derivadas.

O desempenho pratico de métodos sem derivadas dificilmente supera o de um bom
algoritmo baseado em derivadas, especialmente no que tange ao tempo computacional e
numero de avaliagoes de funcao, uma vez que as derivadas carregam informagcoes impor-

tantes como inclinagdo e curvatura de uma funcao.

Conn, Scheinberg e Vicente em [10] consideram a otimizagdo sem derivadas uma
area aberta e desafiadora muito importante na ciéncia da computacao e engenharia, que
contempla um enorme potencial pratico. A fonte de sua importancia é a necessidade cada
vez maior em resolver problemas de otimizacao definidos por fungoes cujas derivadas
sao indisponiveis ou disponiveis a um custo proibitivo. O aumento da complexidade em
modelagem matematica, a maior sofisticacdo da computacao cientifica e uma abundancia
de codigos relacionados sao algumas das razoes pelas quais a otimizacao sem derivadas é

atualmente uma area de grande demanda.

Os métodos de regiao de confianga sem derivadas tém como pioneiro Winfield [51]
e tém sido estudados por Powell [33, B4, [35], Conn e Toint [12], Scheinberg e Toint
[41], Conn, Scheinberg e Vicente [10], Fasano, Morales e Nocedal [17], Gratton, Toint e
Troltzsch [21], entre outros. Provas de convergéncia para os métodos de regiao de confianga,

sem derivadas para problemas irrestritos sdo discutidas, por exemplo, em [9] 10} [34]. San-



tos, em [39], compila os avangos recentes dos métodos de regiao de confianca e apresenta
ramos de interesse em otimizacdo para os quais métodos de regiao de confianca podem

trazer avancos com a construcao de algoritmos robustos e globalmente convergentes.

Conejo et. al. [7] apresentam um algoritmo de regiao de confianca sem derivadas
globalmente convergente para problemas com restricoes em que o conjunto viavel é con-
vexo e fechado. O algoritmo é bastante geral, pois permite o uso de qualquer técnica para

obtenc¢ao dos modelos, desde que sejam aproximacoes locais da func¢ao objetivo.

Geralmente, em algoritmos de regiao de confianca sem derivadas, os modelos sao
construidos por interpolagdo polinomial. O objetivo deste trabalho é apresentar uma
alternativa a interpolacao construindo os modelos por regressao via vetores suporte e

provar que os resultados de convergéncia propostos em [7] permanecem vélidos.

As maquinas de vetores suporte sao uma classe de algoritmos de aprendizagem de
maquinas motivada por resultados da Teoria de Aprendizagem Estatistica [50]. A apren-
dizagem de maquinas é uma area interdisciplinar que visa a constru¢ao de métodos com-
putacionais que sejam capazes de aprender com dados, no sentido de fazer classificagoes ou
predicoes relevantes, como por exemplo identificar spams entre e-mails, ordenar paginas
de busca da internet, traduzir textos automaticamente, entre outras aplicagbes. A apren-
dizagem de maquinas conta hoje com varios trabalhos publicados por diversos autores
[T, (18, 23, 241, 27, 30, 53).

As méaquinas de vetores suporte formam uma pequena parte desse universo, sur-
gindo para classificacdo de padrdes e posteriormente sendo estendidas para a regressao
de fungoes. As maquinas de vetores suporte recentemente atrairam bastante atencao na
comunidade de aprendizagem de maquinas e de otimizagao devido aos excelentes resul-
tados de generalizagao. Maiores informacoes sobre méaquinas de vetores suporte podem
ser encontradas nos trabalhos de Burges [5], de Schélkopf e Smola [42] e de Vapnik [50].
O trabalho de Pontil, Rifkin e Evgeniou [32] traz um estudo relacionando méquinas de
vetores suporte para a regressao e para classificacdo, onde é mostrado que para uma so-
lugdo do problema de classificagdo existe uma solugao para o problema de regressao que

é equivalente para uma certa escolha de parametros.

Outra classe de algoritmos de aprendizagem de maquinas que tem chamado atencao
sao as chamadas méaquinas de centro analitico (analytic center machines). Raupp e Svaiter
em [37] apresentam uma nova formulagao baseada no método de pontos interiores para
uma maquina de centro analitico. Malyscheff e Trafalis em [26] formulam uma méquina
de centro analitico para regressao, o que sugere uma investigacdo sobre a obtencao de

modelos utilizando essa técnica em métodos de regiao de confianca.

A principal contribuicao deste trabalho consiste em mostrar que as condi¢oes neces-



sarias apresentadas pelos modelos para garantir a convergéncia de métodos de regiao de
confianga sem derivadas sao asseguradas quando os modelos sdo construidos usando ma-
quinas de vetores suporte. Apresentamos ainda uma modificacdo no algoritmo proposto

em [7], bem como a andlise de convergéncia revista para este caso.

O texto esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 sao discutidos os
conceitos de maquinas de vetores suporte e regressao por vetores suporte. O Capitulo
2 é dedicado a aplicacao da técnica de regressao por vetores suporte na construcao de
modelos lineares e quadraticos de uma funcao. Provamos que tais modelos, como os mo-
delos obtidos por interpolagao polinomial, sao boas aproximacoes locais para a funcao, no
sentido que existem limitantes para a norma da diferenca do gradiente da funcao e dos
modelos. No Capitulo 3, discutimos um método de regiao de confianca para minimizagao
de uma funcao restrita a um conjunto convexo e fechado, sem fazer uso de suas deriva-
das. O algoritmo é bastante geral e sua convergéncia global é provada independente de
como os modelos sao obtidos, desde que satisfacam propriedades como as discutidas no
Capitulo 2. Experimentos numéricos preliminares sao apresentados no Capitulo 4. Por

fim, apresentamos algumas conclusoes e possibilidades para trabalhos futuros.

Notacgoes

As seguintes notagoes serao utilizadas durante o trabalho.
x;: i-ésima componente do vetor x.
|| - [|: norma euclidiana, ou seja, || - ||2.
|%]|co: Max1<i<p |7;| onde z € R™.
B(y,0): {x € R" | [lz —y[| < d}.

e: vetor cujas componentes sao todas iguais a 1, com dimensdo dependendo do

contexto.
r<a r;<aparatodoi=1,...,ncomz € R"ea € R.

X): vetor cuja i-ésima componente é f(z') onde z* € X.
f( ] p



Capitulo 1

Maquinas de vetores suporte

Neste capitulo, faremos uma breve revisao da literatura sobre aproximagoes de funcoes
por maquinas de vetores suporte. A primeira parte do capitulo é dedicada a introdugao
a aprendizagem de maquina, a fim de compor um quadro geral dessa area. Em seguida,
falamos sobre maquinas de vetores suporte, uma classe de métodos de aprendizagem
que pode ser utilizada para classificacdo ou regressao. A regressao via vetores suporte

apresenta papel fundamental no nosso trabalho.

Os trabalhos de Alpaydin [I], Flach [I8], Harrington [23], Mohri, Rostamizadeh e
Talwalkar [27], Murphy [30], Sammut e Webb [40] e Winkler, Niranjan e Lawrence [52]
podem ser consultados para maiores detalhes sobre a aprendizagem de maquina. Quanto

as maquinas de vetores suporte, também podem ser consultados os trabalhos de Cristianini
e Shawe-Taylor [I3] e de Scholkopf e Smola [42].

1.1 Aprendizagem de maquina

O advento do computador permitiu armazenar e processar uma grande quantidade de
informagoes, bem como acessé-las de praticamente qualquer lugar através de computado-
res interligados. Com essa grande quantidade de dados surgiu a aprendizagem de maquina
(do termo Machine Learning, em inglés). Seu objetivo é aprender a partir dessa imensa

quantidade de dados.

Aprendizagem de maquina nao é tentar ter uma conversa com programas de com-
putadores, nem mesmo perguntar a um computador qual é o sentido da vida. Para
Harrington [23], a aprendizagem de méquina ndo busca a criagdo de seres conscientes,
mas sim ter uma visao a partir de um conjunto de dados, de modo que o computador

faga predigoes e encontre padroes a partir desses dados. Flach [I8] define a aprendizagem

4



de maquina como tudo que envolve usar as caracteristicas certas para construir o modelo

certo que alcanca o alvo certo.

Em problemas de aprendizagem de maquina, tentamos descobrir uma estrutura nos
dados. Um dos requisitos em problemas de aprendizagem é especificar o que exatamente

queremos alcancar, minimizar, limitar ou aproximar.

A aprendizagem de maquina é uma area interdisciplinar com intersec¢ao entre
Computacao, Estatistica e Matematica e pode ser aplicada a varias outras areas, da

Politica a Geociéncia, passando pela Engenharia, Medicina, entre outras.

Segundo Murphy [30], um objetivo da aprendizagem de méquina é desenvolver
algoritmos e métodos que possam automaticamente reconhecer padroes nos dados, e entao
usa-los para fornecer informacgoes sobre dados futuros. Aqui podemos salientar a diferenca
entre “conhecimento prévio” e “aprendizagem com os dados”. Por exemplo, se quisermos
um método para reconhecer a letra ‘A’ podemos criar um algoritmo no qual dizemos
como a letra ‘A’ se parece (dois segmentos de reta inclinados com um ponto em comum
na parte superior e um segmento de reta horizontal na parte central que liga os dois
segmentos inclinados, por exemplo) e entdo o computador ird classificar uma entrada
futura que se enquadra nessa descricado como uma letra ‘A’. Por outro lado, podemos
tomar 10.000 exemplos de letras ‘A’ e usar algum método de aprendizagem de maquina
para decidir quais sao as regras que fazem um ‘A’ ser um ‘A’. Ou seja, a priori um método
de aprendizagem de maquina nao precisa saber as caracteristicas relevantes para definir

0 que é ou nao a letra ‘A’.

Harrington [23] enumera alguns passos necessarios para aplicar um método de

aprendizagem de maquina a um problema pratico:

1 - Coleta de Dados. E a primeira fase, onde sdo coletadas informacoes julgadas
relevantes para o problema que se pretende resolver: pode ser coletando informagoes por
meio de observacoes, pesquisas ou questionarios; pode ser utilizando um equipamento
que meca a velocidade do vento, a quantidade de glicose no sangue, ou qualquer ente

mensuravel ou classificavel.

2 - Preparacdo dos Dados. Nesta etapa, os dados coletados sao preparados para

que o computador possa entendé-los.

3 - Andlise dos Dados. Essa é uma andlise humana, apenas para verificar se nos
dados ja se consegue encontrar um padrao ou algum dado totalmente discrepante. Essa
etapa pode ser suprimida, quando por exemplo nao se tem muito conhecimento sobre o

objeto de estudo ou quando a quantidade de dados é humanamente intratavel.



4 - Treinamento do Algoritmo. Com posse dos dados computacionalmente com-
preensiveis, é aplicada alguma das técnicas de aprendizagem a um subconjunto dos dados

chamado conjunto de treinamento.

b - Teste do Algoritmo. Uma vez treinado, o algoritmo deve ser testado em dados
para os quais seja possivel avaliar o erro cometido. Caso a quantidade de erros nao seja
adequada, o algoritmo precisa ser treinado novamente com outro conjunto de treinamento

ou com outro método de aprendizagem.

6 - Uso do Algoritmo. Com um algoritmo que apresente poucos erros na etapa

anterior, pode-se supor que, na pratica, também cometera poucos erros.

Murphy [30] divide a aprendizagem de maquina em duas grandes classes, aprendi-
zagem supervisionada e aprendizagem nao supervisionada. Em ambos os casos a énfase
estd nos dados. O que as difere é que na primeira, além de fornecer os dados, também
¢ informado o rétulo com o qual cada dado é classificado. Ja na segunda, o objetivo é

encontrar um padrao apenas com os dados.

Para classificar as letras ‘A’ no exemplo anterior com aprendizagem supervisionada,
sao fornecidas varias letras ‘A’ rotuladas como tal. Ja na aprendizagem nao supervisio-

nada, apenas sao fornecidas letras diversas e o algoritmo deve decidir como rotula-las.

Entre os métodos de aprendizagem supervisionada, pode-se citar o Algoritmo dos
Vizinhos mais Préximos (K-Nearest Neighbors Algorithm) [23], aprendizagem por Arvore
de Decisao (Decision Tree Learning) [23], maquinas de vetores suporte (Support Vector
Machines) [42], entre outros. Ja entre os métodos de aprendizagem nao supervisionada,
pode-se citar o Algoritmo Agrupamento de K-Médias (K-Means Clustering Algorithm)
[23] e o Algoritmo Apriori [23].

1.2 MaAquinas de vetores suporte

As maquinas de vetores suporte s@ao uma classe de algoritmos de aprendizagem super-
visionada motivados por resultados da teoria de aprendizagem estatistica [49]. Esses
resultados foram usados para a classificagdo de padroes, em que encontramos um limi-
tante de representagécﬂ em termos de um subconjunto, geralmente pequeno, do conjunto
de amostra, sendo os elementos desse subconjunto os chamados vetores suporte, que dao

nome & técnica.

INo decorrer do trabalho, ainda usaremos as denominacées classificador e preditor para nomear a
aplicacao a ser utilizada para classificar os dados futuros.



Os vetores suporte sdo assim chamados pois, entre todos os pontos do conjunto
amostral, sao os que possuem papel relevante, no sentido que caso os demais pontos sejam
retirados da amostra, o classificador ndo muda. Ao representar o classificador por meio de
poucos pontos, conseguimos uma certa esparsidade e com isso o trabalho computacional

para classificar futuros dados torna-se menor, uma vantagem bastante importante.

O trabalho de Pontil, Rifkin e Evgeniou [32] traz um estudo relacionando maquinas
de vetores suporte para a regressao e para classificacao, onde é mostrado que para uma
solugdo do problema de classificacao existe uma solucao para o problema de regressao
que ¢é equivalente para uma certa escolha de parametros. Uma consequéncia direta deste
resultado é que o caso para classificagdo pode ser visto como um caso especial do problema

para regressao.

Schoélkopf, Smola, Williamson e Bartlett em [43] propdem uma nova classe de mé-
todos de maquinas de vetores suporte tanto para a regressao quanto para a classifica-
¢ao que possibilita o controle do niimero de vetores suporte. Neste trabalho descrevem
o algoritmo, apresentam alguns resultados tedricos e também trazem alguns resultados

computacionais.

Discutiremos a seguir as técnicas de vetores suporte tanto para classificacao quanto
para regressao para nos aproximar do nosso objetivo, que ¢é utilizar a regressao por ve-
tores suporte para a construcao de modelos em métodos de regiao de confianca livre de

derivadas.

1.2.1 MaAaquinas de vetores suporte para classificagao

Suponha que sao conhecidas duas ou mais classes de objetos. Ao encontrarmos um novo
objeto, gostariamos de decidir em qual classe este deve ser classificado. Esse é essencial-

mente o problema de classificagdo de padroes.

Para resolver esse problema, os objetos sao reduzidos a conceitos abstratos. Sejam
X e Y subconjuntos de espacos vetoriais normados, usualmente R™ e R, respectivamente.
Suponha que é dado algum conjunto de entradas X = {x', 2% ... 2P} C X e seus respec-
tivos rotulos Y = {y', 4%, ..., 9P}, onde y* € Y para todo i = 1,2,...,p, de forma que X
e Y sejam independentes e identicamente distribuidof] de acordo com alguma medida de
probabilidade P(z, y).

Chamaremos X o conjunto de amostra e Y o conjunto de rétulos. Os dados futuros

2Uma sequéncia ou uma colecio de varidveis aleatérias é independente e identicamente distribuida se
cada variavel aleatéria tem a mesma distribuicdo de probabilidade que as outras e todas sdo mutuamente
independentes.



que desejamos classificar devem pertencer ao conjunto X e os rotulos futuros devem

pertencer a ). Nosso classificador sera uma aplicagao h que leva os pontos de X em ).

Classificagao binaria

Na classificacao binaria, os dados podem ser divididos em apenas duas classes, digamos
+1. Assim, neste caso, Y = {—1, 1}. Ou seja, nosso conjunto de amostra contém p pontos
r' € R" e para cada i = 1,...,p conhecemos y' € {—1,1} e queremos classificar futuros

pontos do R™ entre os dois rétulos.

Classificagao binaria perfeitamente linear

Dentro da classificagdo binaria o caso mais simples é a classificagao linear, no qual o
preditor A é um hiperplano. O hiperplano sera nosso limitante de representacao, todos os
dados que estao em um lado pertencem a uma classe e todos os outros pontos que estao

do outro lado pertencem a outra classe.

Se os dados de amostra sao perfeitamente separaveis, precisamos além de encontrar
o hiperplano, definir uma regidao onde nenhum ponto dos dados de amostra estara. Esta

regiao ¢ chamada de margem.

Uma maquina de vetores suporte para classificacao bindria linear busca encontrar
um hiperplano que separe perfeitamente os dados de cada uma das duas classes e cuja

margem de separacao seja maxima, chamado hiperplano 6timo.

Queremos encontrar w € R” e b € R que definem o hiperplano w'z + b = 0, que
por sua vez definird nosso preditor h(z) = w'z+b, de modo que os pontos futuros z € R®

poderao ser classificados na classe +1 caso h(x) > 0 ou na classe —1 caso h(z) < 0.

Note que é possivel encontrar diferentes valores para w e b que definem o mesmo
hiperplano. Para garantir a unicidade sdo impostas algumas condi¢oes. Inicialmente,
exigimos que:

wlat +b>1, para todo i tal que y* = 1

w'z! +b=1, para pelo menos um z! € X

(1.1)

w'a!+b< —1, paratodo i tal que y' = —1

w'2z' +b=—1, para pelo menos um z' € X.



As desigualdades acima podem ser reescritas como y'(w'z® 4+ b) > 1, para todo
ie{l,...,p}.

A distancia de um ponto ' € X ao hiperplano definido por (w,b) é dada por

; w'z' +b  y(wTz +b 1
diwp) (') = | oA ) > ;

]l [l ]l
em que ||.|| = .||z é a norma euclidiana.

Os pontos que satisfazem as igualdades em (|1.1)) definirdo a margem, portanto a

largura da margem sera

Para um método de reconhecimento de padroes ser eficaz, deve apresentar pelo
menos duas caracteristicas:
- boa capacidade de generalizacdo, permitindo que dados semelhantes sejam igualmente
classificados;

- boa capacidade de discriminacao, que assegura a correta separacao entre as classes.

Para que os pontos estejam corretamente classificados e a capacidade de classificar
futuros dados seja alcangada com menos erros, queremos que a margem seja a maior
possivel. Para conseguirmos a margem maxima, basta encontrarmos o vetor w com menor
norma. Isto juntamente com garante a unicidade do hiperplano. Ou seja, precisamos
resolver o seguinte problema de otimizagao,

mir%irr;)izar ||wl|

)

sujeita a  yi(w' 'zt +b) >1, Vie{l,..., p}

Ao minimizar ||w||, certamente as igualdades em (1.1)) serdo atingidas em pelo me-
nos dois pontos da amostra, um ponto para cada classe. O problema anterior é equivalente
ao problema convexo,

o Lo oo
minimizar —||w||
(w,b) 2

sujeita a (w2l +b) >1, Vie{l,...,p},
que é mais facilmente tratavel.

Os pontos da amostra que satisfazem a igualdade nas restri¢des do problema acima
sao os vetores suporte. Se os retirarmos do conjunto de amostra a solucao muda, diferen-

temente dos outros pontos que, caso sejam retirados, o hiperplano separador permanece



O Imesimao.

Na Figura temos um exemplo em R? que mostra duas classes de pontos perfei-
tamente linearmente separadas, o hiperplano étimo e a margem de separacao. Os vetores
suporte sao os pontos que estao nos limitantes da margem, mais precisamente os hiper-
planos w'z +b=+lew'z+b= —1.

Figura 1.1: Classificacao binaria linear para um conjunto perfeitamente separavel.

Geralmente usamos a formulacao dual Lagrangiana para resolver o problema de
otimizagao das maquinas de vetores suporte. Burges em [5] enumera duas razdes para isso.
A primeira é que as restrigoes serao trocadas por restricoes mais simples. A segunda é que
nesta formulacao do problema os dados de amostra aparecem apenas em produto interno
entre vetores, propriedade de fundamental importancia, pois nos permite generalizar o

mesmo procedimento para o caso nao linear.

O problema dual para o caso em que os dados sdo perfeitamente linearmente sepa-
raveis é
p 122 o NT
. . 1 (2
maximizar Z @ =5 Z Z aiogy'y’ (¢) '
=1 i=1j5=1
sujeitaa  0<a;, Vie{l,...,p}

p
Z oy’ = 0.
i=1

10



Maiores detalhes sobre a formulacao dual do problema serao abordados no caso
das maquinas de vetores suporte para regressao. Detalhes sobre dualidade podem ser
encontrados nos trabalhos de Bazaraa, Sherali e Shety [3] e de Fletcher [19], e sobre a
formulacao dual para o problema de classificagdo por vetores suporte nos trabalhos de
Burges [5] e de Scholkopf e Smola [42, [44]. Em [45], Sra, Nowozin e Wrigth fazem uma

leitura da otimizacao aplicada em aprendizagem de maquinas.

Classificagao binaria linear com margem maleavel

Mesmo que os dados de amostra nao sejam perfeitamente separdveis, podemos usar a
classificagao linear se permitirmos que alguns dados do conjunto de amostra sejam classi-
ficados de maneira incorreta. Neste caso queremos que os erros de classificacdo sejam os
menores possiveis no conjunto de amostra. Esse caso é conhecido na literatura como soft

margin, pois permitimos que a margem seja maleavel.

Essa maleabilidade é conseguida acrescentando folgas &; em cada uma das restri¢oes
do problema original e penalizando essas folgas na fungdo objetivo, ou seja, dado C' > 0,

consideramos o problema

minimizar —Hw||2+C’Z§Z
(wb,) —
sujeita a  yi(w 2t +b)>1-¢&, Vie{l,...,p}

O parametro de penalizacao C' faz a ligacao entre a maximizacao da margem e a
minimizagao do erro permitido. Quanto maior o valor de ', menos permitimos erros de

classificacao nos dados de amostra.

Novamente a solu¢gdo do problema é encontrada pela formulacao dual, que nesse

caso é

1 M@

p
.. T j
maximizar a;
h > o'y (
j:

<C, Vied{l,...,p} (1.2)
p

Z al-yi = 0.

i=1

1
2
0<

sujeita a

Apesar de nao apresentarmos os detalhes da formulacao dual, como ja dito, precisa-
mos dessa formulacao para abordarmos o caso em que os dados sao melhores classificados

se utilizarmos separadores nao lineares.

11



Classificacao binaria nao linear

Vamos agora resolver o problema no caso em que os dados sdo separaveis por um classifi-
cador néo linear. No conjunto de amostra da Figura [I.2) podemos ver que néo existe uma,

reta que separe perfeitamente os dados, mas uma quadratica os separam.

Figura 1.2: Classificagao binaria nao linear para um conjunto perfeitamente separavel.

Para resolver o problema nesse caso, levamos os dados a um espago H de dimensao
maior através de uma aplicacao ¢ : X — H. Este espaco é conhecido como espaco de
caracteristicas. Uma vantagem ¢é que o espago de caracteristicas nao precisa ser construido

explicitamente.

Observando a formulagao dual , podemos ver que os dados de amostra apare-
cem apenas na forma de produto interno, e quando mudamos a dimensao dos dados de
amostra nao efetuamos nenhuma mudanga no rétulo. Ou seja, apenas precisamos saber
como calcular produtos internos no espago de caracteristicas. Para esses calculos usamos

as chamadas funcoes kernel.

Definicao 1.1. Dada uma fungio ¢ : X — H com H um espaco com produto interno,

definimos como uma classe de kernels a aplicagio k(x,z") = (p(z), p(z')).

12



Como ja observamos, a chave esta no calculo do produto intern (%) T2?. Vamos
supor, por exemplo, que nossos dados de amostra estdo no R? e queremos levar esses

dados a um espaco de caracteristicas de dimensao trés por meio da relagao
(') = ()% (ah)*, V2aiah) .
Procedemos calculando o produto interno

i T

o) T pla?) = (wha])? + (ahed)? + 2] = (o)),

de onde vemos que nao precisamos explicitamente construir o espaco de caracteristicas.

Podemos simplesmente definir
r(z' al) = ((2")"a?)?
e substituir o produto interno por k(z, 7).

Essas ideias podem ser utilizadas para definirmos kernels polinomiais de qualquer
dimensao, ou seja,
r(a', 2?) = ((#) "), s €N,

Mais ainda, se incluirmos uma constante
k(2 2?) = (%) "27 4 1)°

consideramos os termos de todas as ordens. Por exemplo, seja X = R? e H = RS,

Podemos construir, nesse caso, ¢ da seguinte maneira,
2 2T
gD(I‘) = (17 \/5:1:17 \/5‘7:27 ‘rla \/51‘1.1:2, 'TQ) )
assim

o) oy) = 14 2x1y1 + 220ys + 27y + 221T21Y2 + T3Y5
= (1 + T1Y1 + x2y2)2 = (1 —+ ITy)Q,

e com isso k(x,y) = (1 +zy)>
Dessa maneira, a quadratica

2 2
h(x) = g + @121 + A2T9 + azx] + a4 T1T2 + A5T5

3Estamos interessados no caso em que X é um subespago de R™, com produto interno (z,y) usual
denotado por = Ty. Na definicdo de classe de kernels, produtos internos gerais podem ser utilizados.

13



pode ser construida por um classificador quadratico da forma
h(z) = w'p(x),

-
com w = (ao, a1 /V2, a3 /2, a3, a4/V/2, a5) . Como h ¢ linear em w, podemos, através do
procedimento descrito, separar os dados de amostra no R? por uma quadratica usando as

ideias da separacao linear.

As fungoes kernel nao estao restritas as formas polinomiais. Temos, por exemplo,

o kernel gaussiano
|t — 23|12
A N |z* — 27|
k(z', 2?) = exp — o |
onde o parametro o é conhecido como largura de banda.

Outros exemplos de funcao kernel e também detalhes sobre quais propriedades
uma funcao precisa satisfazer para ser um kernel podem ser encontrados no trabalho de
Scholkopf e Smola [42].

Classificacao nao binaria

Quando a quantidade de classes é superior a duas, cada ponto do conjunto de amostra
pode ser associado a um ou mais entre k possiveis rétulos [I8]. Nesse caso, temos duas

alternativas principais: a técnica um-contra-todos e a técnica um-contra-um.

Na técnica um-contra-todos, usamos a classificacao binaria definindo uma classe
com o rétulo +1 e todas as demais com o rétulo —1. Assim, se tivermos, por exemplo, as

classes (', Cy, (5, Cy e (5, temos k = 5 e precisamos de 4 classificadores:

- Ch versus Cy, C3, Cy e Cs;
- Cy versus (3, Cy e Cf;
- C5 versus Cy e Cf;

- Cy versus Cs.
Logo, para k classes precisamos de k — 1 preditores.

Na técnica um-contra-um, novamente dividimos o problema em varios problemas
de classificagdo binaria, mas nao unimos classes. Por exemplo, para k = 5, fazemos C;
versus C; para todosi=1,...,5ej=1¢+1,...,5. Nesse caso precisamos de k(k —1)/2

preditores.

Como a énfase do nosso trabalho reside no uso das maquinas de vetores suporte para

regressao, nao apresentamos todos os detalhes para a classificagao. Maiores informacoes
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sobre esses resultados podem ser encontrados nos trabalhos de Burges [5], de Scholkopf e
Smola [42] e de Vapnik [50].

1.2.2 Maquinas de vetores suporte para regressao

As maquinas de vetores suporte para regressao diferem da técnica de classificacdo no
sentido de que, enquanto a segunda apenas busca dividir os dados em diferentes classes
e classificar corretamente os dados futuros, a primeira busca encontrar um preditor que
aproxime bem os dados. Na classificacao, os dados podem estar distantes do preditor, ja
as maquinas de vetores suporte para regressao sao construidas para encontrar uma fungao

h: X — )Y que aproxima bem os dados de amostra.

A versao de uma maquina de vetores suporte para regressao foi proposta em 1996
por Drucker et al. em [16]. Nesse caso, o método é chamado de regressdo por vetores

suporte (do inglés, support vectors regression).

Diferentemente do caso para classificagao, no qual partimos de uma ideia intuitiva,
para a regressao vamos partir de alguns conceitos mais formais. Primeiramente, precisa-
mos encontrar um preditor que apresente o menor erro dentre um conjunto de preditores.
Para isso precisamos definir o que é o erro cometido por um preditor e uma medida para
avaliar seu desempenho. Uma maneira natural de mensurar o erro cometido é através de

uma funcao perda, que mede o erro que um preditor comete no conjunto de amostra.

Definic¢ao 1.2. [/2, Defini¢io 3.1] Seja a tripla (x,y,h(x)) € X x Y X Y que consiste de
um padrao x, um rétulo y e a predigio h(x). Entdo uma aplica¢io £ : X xY x Y — [0, 00)
com a propriedade (z,y,y) = 0 para todo x € X ey € Y é chamada de fungao perda.

Um exemplo de fun¢do perda é a funcao perda 0-1, usada para o problema de
classificagdo. Essa é a funcao perda mais simples. Ela recebe o valor 1 se um dado de
amostra ¢ classificado de maneira incorreta ou recebe o valor 0 se um dado de amostra é

classificado corretamente, isto €,

0, sey=h(z)

1, caso contréario.

601<x7 Y, h(l’)) = {

Para o uso em regressdo, a fun¢ao perda geralmente é do tipo ((z,y,h(z)) =
((h(x) — y), com o intuito de medir a discrepancia entre o valor obtido pelo preditor

e o valor o qual deveria assumir.

Uma vez definida a funcdo perda a ser utilizada, conseguimos determinar como
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os erros sao penalizados em cada ponto da amostra. Precisamos agora encontrar uma

maneira de combinar essas penalidades locais e avaliar a qualidade de um preditor.

Uma vez que os dados utilizados sao independentes e identicamente distribuidos de

acordo com alguma medida de probabilidade P(x,y), o valor esperado da fungao perda é

R[ = Elt(x.y.h(@)] = [, t(x.y.h()) dB(z.y).

que é chamado de risco esperado, ou simplesmente 7isco. Minimizando o risco de um

preditor, encontramos o melhor candidato a representar nossos dados.

No entanto, minimizar o risco esperado de um preditor é impossivel, pois nao
conhecemos a medida de probabilidade P(z,y). Para resolver este problema, Vapnik
em sua Teoria de Aprendizagem Estatistica [50] desenvolveu o Principio Indutivo da

Minimizag¢ao do Risco Empirico, no qual o risco é determinado pelo conjunto de amostra.
O principio indutivo da minimiza¢ao do risco empirico pode ser descrito como:

1. Substituir o risco esperado pelo risco empirico

P

R[] = ;Zax",y%h(xi)),

=1

que ¢ a perda média encontrada no conjunto de amostra.
2. Utilizar como preditor a aplicacdo h que minimiza o risco empirico.

Apesar de em um primeiro momento parecer que o principio indutivo da minimi-

zagao do risco empirico resolve o problema, essa técnica sozinha nao é suficiente.

Em [5], Burges discorre sobre o equilibrio para uma dada tarefa de aprendizagem.
Com uma quantidade finita de dados de amostra, o melhor desempenho de generalizagao
sera alcangado com o balango entre a precisao alcangada no conjunto de treino e a “capaci-
dade” da maquina, isto é, a capacidade da méquina para aprender com qualquer conjunto
de treino sem erro. Uma maquina com demasiada capacidade é como um botanico com
uma memoria fotografica que, ao encontrar uma nova arvore, conclui que ela nao é uma
arvore por ter um numero diferente de folhas de qualquer coisa que ele viu antes. Uma
maquina com pouca capacidade ¢ como um irmao preguicoso do botanico, que declara

que se é verde, é uma arvore.

Minimizar o risco empirico pode gerar instabilidades numéricas ou ainda nao al-

cancar uma boa generalizagao [42].

Por exemplo, vamos supor que gostariamos de resolver o problema de regressao
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usando a funcao perda quadratica

Uz, y,h(x)) = (y — h(2))*.

Mais que isso, vamos assumir que estamos trabalhando com uma classe de fung¢oes do tipo

Fo {h(x) _ iaihi(x) com a; € R} ,

em que h; sao aplicagoes do espaco de amostra X em R.

Usar o Método de Minimizacao do Risco Empirico consiste em resolver o problema

2
. ) 1 p ; n ;
min Remp[h] = min ’ ; (?J = jz_:l%'hj(x )) :

Calculando a derivada de R.mylh] com respeito a « e definindo Fj; = h;(27), obte-

mos que o é solugao do problema acima se
F'Fa*=FTy. (1.3)

Se FTF possuir um nimero de condicdo grande, o sistema é numericamente
dificil de resolver para . Nesse caso o sistema é dito mal condicionado [46]. Mais que
isso, se n > p, ou seja, se temos mais fungoes h; na base da classe de fungdes do que dados
de amostra 2, existe uma variedade com dimensdo pelo menos n — p que satisfaz ((1.3).

Tanto do ponto de vista tedrico quanto computacional isso é indesejado.

Segundo Scholkopf e Smola [42], uma maneira de evitar esses problemas é restringir
a classe de solugoes possiveis a um conjunto compacto. Essa técnica foi introduzida por
Tykhonov e Arsenin [47] para resolver problemas inversos e tem sido aplicada em proble-

mas de aprendizagem com bastante sucesso, trabalhando com a funcao risco regularizada.

Suponhamos que o conjunto F dos minimizadores do risco empirico seja um con-
junto compacto. Além disso, assumamos que Ren,[h] é continuo em h. Essa segunda
hipotese é facilmente satisfeita para muitos problemas de regressdao, como aqueles que

usam a funcao perda quadratica, por exemplo.

Com essas hipoteses, a aplicagdo inversa do minimo do risco empirico para seu
minimizador h é continua. E com isso existe uma aplicagao inversa h™! : h(X) — X que

também é continua.

Em geral, nao especificamos o conjunto compacto F e sim adicionamos um termo

de estabilizacdo I'[h] & fungao objetivo original, que em nosso caso é o risco empirico
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Remplh]. Ou seja, consideramos a seguinte classe de risco regularizado
Ryeglh] = Repngli] + AT A,

em que A > 0 é o parametro regularizador que especifica o balango entre a minimizagao do

risco empirico e a simplicidade do nosso preditor, que é alcangado com um I'[h] pequeno.

Outra vantagem de se trabalhar com o risco regularizado é encontrada no Teorema

de Representacao, enunciado abaixo.

Teorema 1.3. [/7, Teorema 4.2] Sejam T : [0,00) — R uma fungdo estritamente cres-
cente, um conjunto X e uma fungdo perda £ : (X x R*)P — R U {oco} arbitrdria. Entdo

todo minimizador h do risco reqularizado admite uma representacdo na forma

Geralmente, escolhemos I'[h] convexo para que um minimizador local do problema

de otimizacao resultante seja um minimizador global.

O problema de classificagao de maximizacao da margem maleavel equivale a utilizar
como funcdo perda ((z,y, h(z)) = max{0,1 — yh(z)} e como termo regularizador §||w]|?,

pois o problema

1 cZ . ‘
mix%irrg)izariﬂwHZ + =Y max{0,1— ¢ (w 2" +b)}
w, P i

é equivalente a

minimizar 1Hw|\2+ Cgp:f
Z 5 — i
(w,b,€) 2 f et

sujeita a  yi(w'axi+b)>1-§&, Vie{l,...,p}
6120, VZG{l,,p}

Para manter a natureza esparsa do problema para classificacao e estender para
regressao as ideias de vetores suporte, Vapnik [50] concebeu a chamada func¢ao perda

e—Iinsensivel

Uz, y, h(x)) = |y = h(z)|e = max{0, |y — h(z)| - e},

a qual nao penaliza erros menores que uma tolerdncia € > 0 escolhida previamente.
Seu algoritmo, e—SVR (e—Support Vector Regression), procura estimar fungdes por um
preditor

h(z)=w'z+b com w,z€R"beR (1.4)
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baseado nos dados X = {z',... 2P} e Y = {y', ... 9P}

Nao penalizar erros menores que uma tolerancia € > 0 significa que o preditor
escolhido deverd estar numa regiao de margem ¢ dos pontos de amostra. Nem sempre isso
é possivel, e por essa razao queremos minimizar o risco empirico regularizado com essa

funcao perda, ou seja, queremos minimizar
e’ +—> 1y = h(a")l. (1.5)
D=

onde £ ||wl||* ¢ o termo regularizador ¢ C' é o pardmetro de regularizagao.

Para o problema de regressao, a interpretacao geométrica de utilizar o regulari-
zador 1|jw|/* é encontrar a fun¢do h mais achatada possivel com suficiente qualidade na
aproximacao, além de capturar a ideia principal da Teoria de Aprendizagem Estatistica de
tentar obter um risco pequeno controlando tanto o erro como a complexidade do modelo
[42].

Nosso interesse reside em aproximar uma funcao f : X € R®™ — R com co-
nhecimento limitado sobre os valores funcionais, ou seja, temos X = {z! ... 2P} e
Y = f(X) = {f(z),..., f(zP)} e queremos encontrar um preditor » de modo que
h(z) =~ f(x) para todo x € X.

Desta maneira, iremos resolver o problema

Y
3

. 1 2 é u 7 )
min JJlull? + < 3 |F() ~ h(a)
P iz
que é equivalente a

Lo P
minimizar —||lw|*+C i+ &
inimizar - jw]| ;(5 &)

sujeita a  f(z') —wTat—b<e+§&  Vi=1,...,p (1.6)
w'z! +b— f(z') <e+ & Vi=1,...,p
§27€;207 Vi:17...,p,

que por sua vez é um problema quadratico convexo, onde C' = C'/p.

Ao considerarmos a tolerancia € > 0, queremos que a imagem de todos os pontos de
amostra pelo preditor estejam a uma distancia no maximo ¢ da fun¢do a ser aproximada.
Isso determina uma regiao chamada e-tubo. No entanto, permitimos que o preditor esteja
fora dessa regiao através das folgas £ e £’. As folgas aparecem também na funcao objetivo
do problema ([1.6)) para que ao resolvé-lo sejam as menores possiveis. A constante C|

escolhida a priori, faz a ligacao entre o preditor e o tamanho das folgas.
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A fungdo Lagrangiana associada ao problema ((1.6) é L : R" x R x R? x RP x R? x
RP x RP x R? — R dada por

p

L(w7b7€7§,7a7’77n77],) :;w—rw + OZ(&Z +§:) + Zai (f(xz) - wai —b—¢e— §Z)
i=1

=1

+Z’Yz (U]—rxi‘|’b_f(lJ — & — ) angz 277;51/
=1

i=1

Note que as restri¢oes do problema (|1.6)) sdo lineares, logo satisfazem uma condigao
de qualificagdo. Das condigoes de otimalidade e complementaridade [22], temos que se

(w,b,&, &) é solugdo do problema (1.6]), existem («v,y,7n,7n’) tais que

p p
(a) VoL =w—> az' + > va2'=0 <= w=P(a—17),

i=1 i=1
(b) VyL = — Zaz—l—Z%—O = ela=ce'y,

() VgL=C—a;—=ni=0 e VgL=C-v—n=0, paratodoi=1,...,p,
(d) a; >0,v%>0,7>0emn, >0, paratodoi=1,...,p,

(e) &i<f(xi)—wai—b—€—£i):0, para todoi=1,...,p,

(f) %( '+ b— f(x )—5—5)—0 para todoi=1,...,p,

(g) & =0eni& =0, paratodoi=1,...,p,
onde
(xl)T Qaq "1 1
) B Y Il A B P
(x?)" o T 1

Substituindo w = PT(a — 7) e reescrevendo a Lagrangiana em forma matricial, com

f(P) € RP o vetor cuja i-ésima componente é f(z'), obtemos

L(w,b,&, € e, y,m, 1) = L(b, €, av,m, 1))

S@ =) PP (@ =)+ (Ce—a—n) €+ (Ce—y—1)¢
+~7"PP T (a—7)—a'PPT(a—7)+b(y e—a'e)
+(f(P) —ee)Ta+ (=f(P) —ee) .
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Usando (b) e (c),
L(w7b7€7§,7a7’777]77],) = E(O{,*}/) = ;(a - V)TPPT(O[ - ’Y) - (O{ - ’Y)TPPT(OC - 7)

+(f(P) —ee) o+ (=f(P) —ee) ',

ou ainda .
La,y) = -3 (aPPTa—a"PPTy —y"PPTa+~"PPTy)

+(f(P)—ee) a+ (—f(P)—ce) 'y,

que pode ser reescrita como

i )__1 o\ [ PPT —pPT a ) [ —f(P)+ee "
IR (VS B N T S T I B J(P) + e v )

Denotando
PPT —PPT
—PP PP

[« R —f(P) +¢ce e aT_|[ € |
v f(P)+ee e
e utilizando (b), (c) e (d), o problema dual de ((1.6)) pode ser escrito como
minignizar ;ZTQZ +ov'z
sujeita a Az =10 (1.8)

0<z<C.

Com posse da solugao dual z = («, ), somos capazes de calcular w e b que definem o

preditor h, como veremos a seguir. Por (a) obtemos

P

w="> (a; —y)z". (1.9)

i=1

Usando as condigoes (c) a (g), segue que para todoi=1,...,p,
e +&—f@)+w2" +0) =0, yle+&+ f@) —w'a"—b) =0,

(C—a)§=0 e (C—y)§=0.

Através dessas condigdes e das restrigoes do problema (|1.6|), podemos calcular o valor de

b. Notemos que, se para algum i € {1,...,p}, 0 < a; < C, temos que

et&—f@) w2 +b=0 e &=0,
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o que implica que

b= f(z") —w'a’ —e. (1.10)
Da mesma forma, se para algum i € {1,...,p}, 0 < ; < C, temos que
b= f(z') —w'2’ +e. (1.11)

Substituindo ([1.9)) em (1.4)), temos a expansao por vetores suporte

p

h(z) =Y (0 —v)(@") 'z +b,

=1

com b dado em (|1.10]) ou (1.11)).

Os vetores suporte sdo os pontos da amostra associados a «a; ou 7; nao nulos.
Sempre que «; e 7y; sao nulos o ponto z* correspondente nao faz nenhuma contribuicao
para o preditor. Isso ocorre para todos os pontos que estdo dentro do e-tubo, uma vez

T

que se «; ou 7; sao nao nulos temos que | f(x) —w 'z’ —b| > . Por isso, podemos remover

os pontos cuja imagem estao dentro do e-tubo e obter o mesmo preditor.

Outra consideragao a ser feita é referente a existéncia de b. Como ele ndao aparece
diretamente na solucao do problema precisamos calcula-lo indiretamente. Se «; e 7;
sao nulos para todo i = {1,...,p}, entdo w;, & e & também sdo nulos. Com isso podemos
escolher b = f(z') para qualquer um dos pontos da amostra que obtemos uma solucao
para os problemas primal e dual. Nesse caso o preditor é simplesmente h(x) = b. Isso

pode ocorrer quando € é muito grande.

Por outro lado, se existe pelo menos um vetor suporte, podemos escolher C' sufici-

entemente grande de modo que «; < C' ou v; < C, o que garante a existéncia do b como

calculado em ([1.10]) ou em ({1.11)).

Para construir um modelo nao linear, do mesmo modo que fizemos para classifica-
¢ao, podemos levar nossos dados a um espago de dimensao maior e construir um modelo

linear nesse espaco.

Por exemplo, se queremos construir um modelo quadratico em um espago de di-

mensao dois, estamos procurando por (w,b) que definem a fungao quadrética
q(z) = wir] + Wo/ 22115 + W3 x5 4 wyr, + WwsTs + b
Nesse caso, cada ponto  é mapeado em

w(x) - (a’?? \/§I1x27 Iga X, x?)—r'
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Queremos encontrar o modelo quadritico definido por ¢(z) = w'p(x) + b tal que para
todoi=1,...,p,
f(a") = (whp(a) + )| < e.

Ou seja, precisamos resolver exatamente o mesmo problema que no caso linear, exceto
que agora os elementos da matriz @ dada em (1.7 sdo definidos por ¢(z%) "¢ (27) em vez

de (2%) 7.

Para o caso em que queremos modelos quadraticos definidos em R"”, fazemos
o) = (22,V2w109, V21113, ..., 22, ... 200 17y, 22,21, 20, ..., 1,) ", de modo que
o) Tp(z?) = (2)) T2 + ((2%)T27)%, o que facilita a construcdo da matriz @ do nosso

problema de programacao quadratica.

Assim, para construirmos um modelo para uma funcao avaliada em alguns pontos,

precisamos resolver um problema do tipo

minimizar 2'Qz +v'z
4
sujeita a Az =0
0<z<C

com () simétrica e semidefinida positiva.

No proximo capitulo vamos formalizar a construcao de modelos lineares e quadra-
ticos de uma fun¢ao usando a técnica de regressao via vetores suporte. Discutiremos
algumas de suas propriedades que serdo fundamentais para garantir, no Capitulo [3 a
convergéncia global de um algoritmo de regido de confianca livre de derivadas. E neste

contexto em que reside a principal contribuicao desta tese.

23



Capitulo 2

Sobre a construcao de modelos

Neste capitulo, vamos discutir dois métodos para construcao de modelos lineares e qua-
draticos de uma funcio diferencidvel f : D C R® — R em torno de um ponto z° € D.
Supomos que D é um conjunto aberto e convexo e que conhecemos os valores funcionais
em um conjunto de amostra R que contém x,. Na primeira se¢ao, discutimos proprieda-
des exigidas pela funcao a ser aproximada. Na segunda secao, discutimos a construcao
de modelos por interpolagao polinomial, método bastante utilizado em otimizacao livre
de derivadas. Na terceira secao, apresentamos nossa contribuicao, que reside na constru-
¢ao de modelos utilizando a técnica de regressao por vetores suporte. Na secao seguinte,
fazemos uma discussao sobre o controle da geometria do conjunto R dos pontos usados
na construgao dos modelos. Tal controle se faz necessario para garantirmos que o modelo
realmente aproxime a fung¢do, no sentido que a norma da diferenca entre o gradiente da
funcdo e o gradiente do modelo seja limitado numa vizinhanca de 2°, o que é mostrado

na ultima secao do capitulo.

Durante todo o trabalho, usamos a nomenclatura erro dos gradientes para designar
a norma da diferenca entre o gradiente do modelo e o gradiente da funcao. Nesse sentido,
o objetivo do presente capitulo é encontrar um limitante para o erro dos gradientes.
Conseguimos também encontrar um limitante para o erro cometido nos valores funcionais,
ou seja, o modulo da diferenga entre o valor do modelo e o valor da funcao. Quando
f é suficientemente suave, é possivel também encontrar um limitante para o erro das

Hessianas.
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2.1 Propriedades da funcao

Em otimizagao livre de derivadas, é comum para propositos tedricos admitir que a fungao é
suficientemente suave, apesar de suas derivadas nao serem utilizadas. Em geral, queremos
que os modelos aproximem o comportamento da fungao original e com isso garantir que

a utilizacdo dos modelos nos permita encontrar um minimizador da funcao.

A seguir, apresentamos hipdteses e resultados sobre a suavidade da funcao, os
quais serao usados no decorrer do capitulo para encontrarmos limitantes para a norma
da diferenca da Hessiana do modelo e da Hessiana da func¢ao, para a norma da diferenca
do gradiente do modelo e do gradiente da fun¢ao e para o modulo da diferenga entre o
valor do modelo e o valor da fun¢do em todos os pontos de uma vizinhanc¢a de um ponto
2° € R™. Tais hipdteses e resultados serdo revisitados no capitulo seguinte no contexto

dos métodos de regiao de confianga livre de derivadas.

A1l. A funcao f é continuamente diferencidvel no conjunto aberto e convexo D e Vf é

Lipschitz com constante Ly, > 0 em D.

Com a Hipdtese All] podemos garantir o préximo resultado, adaptado de [14].

Lema 2.1. [1], Lema 4.1.12] Suponha que a Hipdtese Al| seja satisfeita. Entdo para todo
x €D ed tal que v+ d € D,

7 +d) — () ~ V(@) Td) < 3 L]

Demonstragio. Como f é continuamente diferenciavel, pela forma integral do Teorema do
Valor Médio

flo+d) — fz) = /O1 V(x4 td)Td dt,

sempre que [z,x + d] C D.
Somando e subtraindo V f(z)"d na igualdade acima, obtemos
flx4+d) — fz) =V f(x)"d+ /01 (Vf(x+td) —Vf(z) ddt (2.1)
Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela Hipdtese
’/01 (Vf(z+td)—Vf(z) d dt‘ < /O1 \(Vf(a; +td) — Vf(z))" d\ dt

1
< Lyfd|* [t dt

1
= SLaldl® 22)
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completando a demonstracao. 0O

No caso em que a funcio f é de classe C?, conseguimos um resultado mais forte.

Para isso, consideramos a hipdtese a seguir.

A2. A funcao f é duas vezes continuamente diferencidvel no conjunto aberto e convexo
D e V2f é Lipschitz com constante Ly > 0 em D.

Com a Hipotese podemos garantir que vale o seguinte resultado.

Lema 2.2. [T}, Lema 4.1.14] Suponha que a Hipdtese A@ seja satisfeita. Entdo para todo
x €D ed tal que x + d € D,

Flotd) = fa) = V@) d ~ SV fyd] < cLldl

Demonstragdo. Seja h : R — R uma parametrizagao de f ao longo do segmento [z, z + d],
com h(t) = f(x +td). Seja r(t) = x + td. Entdo pela Regra da Cadeia, para 0 < 6 <1,

dh " Of dr; T
E(9) — Z o (T(Q))E(G) =Vf(x+6d) d,

=1

2 L 62 T 2 " 0 TZ~2
WO = 33 o) (To) S eeie

=1j=1

=

= d'V?f(x + 6d)d.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, dados a,b € R,
a+b
/ R(t)dt = h(a+b) — h(a).

Por outro lado, através de integragao por partes, vemos que

a

/ ) dt = (a+ )R (a + b) — ak'(a) — / ) dt.

a
Com isso e novamente o Teorema Fundamental do Céalculo,

a

+b
h(a +b) — h(a) = (a+b)h’(a+b)—ah’(a)—/ th" (¢) dt

a

— bh(a) + / "0+ B (t) dt — /

a

a

+b
th"(t) dt

= o)+ | ot b— () dt.
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Fazendo a mudanca de variaveis t = a + sb,
1 1
h(a +b) — h(a) — b/ (a) = / (b— sb)A"(a + sb)bds = / b2(1 — s)h"(a + sb) ds.
0 0

Por outro lado,
1 1
SVH (@) = / b2(1 — s)h"(a) ds.
0

Portanto,
h(a+b) — h(a) — bH(a) — ;b2h”(a) -/ LB2(1 = )1 (a + sb) — W'(a)] ds.
Paraa=0eb=1,
/ ]' 1 1 " Vi
(1) — h(0) ~ K(0) — 31(0) = [ (1= 9)IW"(s) ~ K'(0)] ds.

Substituindo h(t) = f(z+td), W' (t) = Vf(x+td)"deh"(t) = d"V? f(x+td)d na igualdade

acima
flx+d)— f(z) =V f(z)' d— ;dTVQf(x)d = /01(1 —8)[d"V?f(x +sd)d—d"V?f(x)d] ds.
Com isso, pela Hiptese
Fa+d) — f(z) = Vi) Td- ;dTVQf(az)d‘ < / (1= 8)dT[V* Sz + sd) — V2 (2))d] ds
< Lalldl® [ (s~ ) ds = SLaldl’,

0 que completa a demonstracao. 0

2.2 Interpolacao polinomial

Esta secao é dedicada a mostrar que modelos de interpolagao aproximam f quando co-
nhecemos seu valor em alguns pontos. Os resultados apresentados sao uma revisao do

conteudo apresentado em [10], com pequenas modificagoes.

Denotamos o espaco dos polinémios definidos em R™ de grau menor ou igual a a

por P¢. Particularmente, os polindomios lineares no R™ sao da forma
m(z) = ag + a1x1 + agxs + -+ + apy Ty,

nesse caso temos dim P! = n + 1. Para os polindmios quadréticos definidos no R™ temos
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dim P2 = (n+1)(n+ 2)/2. Em geral,

(n+a)!
nlal

dim Py =

Considere s = (n + a)!/(nla!) — 1. Uma base ¢ = {¢o(z), p1(x), ..., ¢s(x)} de P
¢ um conjunto de s + 1 polindmios linearmente independentes de grau menor ou igual a

a que gera Pr. Nesse caso dimPp = s + 1.

Qualquer polinomio m € P} pode ser escrito como combinagao linear dos elementos

de uma base ¢ de Py, ou seja,
m(x) =Y uio5(r) = ' o(x),
=0

onde 1 = (g, ji1,- ., )7 € um vetor de R e g() = (do(x), 61(x), .., 64(x))T é o
vetor formado com os elementos da base ¢.

A base ¢ formada por mondmios de coeficiente 1 é a base canonica de P¢. Por

exemplo, se a = 1, a base canonica é
Qb = {Lxlax% ce 7$n}-
Se a = 2, a base candnica é
b= {1 2 2 2 2
= y L1y XLy e vy L, $1, 1T ...,T1Tp, ZL'Q, T2X3,...,T2Tnp, 1'3, T3y, - . . an}.
Uma base bastante importante é a chamada base natural. A base natural ¢ pode ser
convenientemente descrita via o uso de indices multiplos. Seja um vetor 7 = (7y,...,7;,)

chamado de indice multiplo, cujas componentes sao inteiros nao negativos. Para qualquer

x € R", seja 27 definido como

Também, definamos

n n
7| = ZTj e Tl = H(Tj)!.
= j=1

Considere {7% 71, ..., 7%} o conjunto de todos os vetores de indice multiplo, com |7*| < a
para todo @ = 0,...,s. Os elementos da base natural de P sao

_ 1

¢i(r) = —=2", i=0,...,s. (2.3)
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A base natural pode ser escrita como

b=A{1,21,29,...,0,,22/2,2129,...,01%,...,2°"% /(a — 1)!, 2% /a!},

onde cada termo da base canonica é dividido pelo produtério dos fatoriais de cada expo-

ente. Quando n = 3 e a = 2, por exemplo, a base natural é

n 1 2 1 2 1 2
Qb: 1,I1,$2,$3,§I1,$1x27I1x37§x2,$2$3,§x3 .

A base natural é assim chamada por Conn, Scheinberg e Vicente [10] pois surge
naturalmente da expansao por séries de Taylor de uma fung¢ao. Vale ressaltar que para os

polindémios lineares as bases natural e candnica coincidem.

Dizemos que um polinémio m interpola a fungao f em um ponto z se m(z) = f(x).
Se temos um conjunto R = {z°% z',... 2} C R" e m € P? que interpola f nos pontos de
R, entao os coeficientes py, . .., s que definem m em termos de uma base ¢ fixa podem

ser determinados pelas condi¢oes de interpolacao
m(z') = pig;(x') = f(2'), i=0,...,p. (2.4)
§=0

Escrevendo ([2.4) na forma matricial obtemos

M(¢, R)pg = f(R), (2.5)
onde
do(z”) ¢1(2°) - ps(a®) o S
M(6.R) = cbo(.xl) ¢1(.:L'1 .- cbs(le) . u.l c FR) = f(fff1
cbo(‘mp) ¢1(.fcp) cbs(.:r”) u f(;cp)

Dizemos que o conjunto R é posicionado para interpolagao quando o sistema ([2.5))
possui solugdo unica, independente de f. Isto ocorre se, e somente se, p = s e M(¢, R)
é nao singular. Alguns autores chamam um conjunto posicionado para interpolagao poli-

nomial de conjunto unisolvente [36].

Definigao 2.3. [10, Definicio 3.1] O conjunto R = {2° x',... 2P} é posicionado para
interpolagao polinomial em R™ se a matriz correspondente M (¢, R) é nao singular para

alguma base ¢ em Pg.
Como todas as bases em espagos vetoriais de dimensao finita sdo equivalentes, a
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definigao acima vale se M (¢, R) for ndo singular, qualquer que seja a base ¢ de P¢, como

estabelecido pelo lema a seguir.

Lema 2.4. [10, Lema 3.2] Dada uma fungio f : R™ — R e um conjunto posicionado para
interpolacao polinomial R C R™, o polinomio interpolador m € P de f em R existe e é

unico, independentemente da base de P;; usada.

Demonstracio. Como R é posicionado para interpolagdo polinomial, m existe e é tnico
para uma base dada ¢. O que precisamos mostrar é que m nao depende da escolha da
base. Assim, seja 1) = B'¢ uma outra base de P%, onde B é uma matriz (s+1) x (s+ 1),

nao singular e 1 e ¢ estao escritas na forma de vetor. Note que,
M(4, R) = M(B ¢, R) = M(¢, R) B.

Como M (¢, R) e B sao nao singulares, o sistema M (¢, R)u = f(R) admite uma tnica

solugao fuy.

Seja pg a solugao de M (¢, R)p = f(R), assim

ppo@) = (M6, R)f(R) o(x)

= (BB'M 0. R)f(R)) ()
— (BM7' (W, R)f(R
= upBTo(x) = pio

Portanto, m(xz) = p, () = p,, ¢(x). 0

2.2.1 Interpolacao linear

Seja m; € P! um polindmio linear em R™ que interpola f nos n + 1 pontos do conjunto
R = {a° ... 2"}. Considere by = ug e wy = (py, i, .-, ftn) € R™. O polindmio m;
pode ser escrito como

mi(z) = pio + Ty + s + . .. + pT, = by +w; ,

em relagdo & base natural ¢ = {1, 21, 29,...,2,}.
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As condigoes de interpolacao podem ser escritas na forma do sistema linear

Lol a2l \ ([ ko f(a?)
... 1 1
MR- g e | LT o] T

Ao aplicar um passo da eliminagdo Gaussiana a matriz M (¢, R), obtemos a matriz

0 0
1 .’1;‘1 o .. xn
1 0 1 0
I 0 -2y --- =z, —x,
- . ’
n 0 n 0
0 2} —a2y --- x, —x,

que pode ser escrita por blocos como

-(7)
0 L

(xt — 297 ot —29 o a2l —af

em que

Lema 2.5. A matriz L, € ndo singular se, e somente se, o conjunto R € posicionado para

interpolacdo linear.

Demonstragio. Basta ver que L = TM(¢, R), com

1 0 0
~1 1 0
T=|-10 0|,
: 0
~10 - 0 1

det(Ly) = det(L) = det(T) det(M(¢, R)) = det(M(, R)).

O

Considere § > 0 tal que R C B(2°,0) = {x € R" | ||z — 2°|| < §}. Para calcular-

mos o limitante entre o erro da funcio e do modelo linear por interpolagio em B(x°,§),
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usamos a matriz com mudanca de escala

- 1
Lg - SLZ, (26)

que corresponde ao conjunto de amostra com mudanga de escala
R={1"/8,2/6,--- ,2"/6} C B(z"/5,1).

Lema 2.6. [10, Teorema 2.11] Suponha que a Hipdtese seja satisfeita e o conjunto
R = {2°...,2"} € DN B(z°4) seja posicionado para interpolagio polinomial linear.
Entao para todo x € D N B(x°,8) o gradiente Vm; do modelo linear por interpolacdo

polinomial satisfaz

IV () = V()| < k1o,

em que K1 = Ly + %Lg\/ﬁHzg’lH.

Demonstragio. Como m; é um polindmio linear, m;(z) = w] x + by, para algum w; € R®

e algum b; € R. Das condicoes de interpolacao, para todo 2 € R, vale
f@') = f(a®) = my(a") = my(2°) = w] (a' — 2°). (2.7)
Considere i € {1,...,n} arbitrario. Pelo Lema[2.1, com d = z* — 2°,

(@) = f(a%) = V(") (2" — ") < ;Lngi — 2" < S Lyd”.

DN | —

Usando isto, (2.7), a definicio da matriz L, e o Lema , obtemos

V56 il < 1L IEAT F) — i)
< VAL IILAT £ ) )
< Ll

Usando a definicao 1) de Ly, segue que

1 ~
IVF (@) = will < SLov/nll L 10

Considere agora x € DN B(x°, §) arbitrario. Usando a desigualdade triangular, a Hipotese

e o fato de que Vmy(z) = wy, segue que

IV4() = V(@) < V(@) = VIO + V1) - V()]
< (1,4 LVmlE s

N

concluindo a demonstracao. 0O
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O lema anterior estabelece uma limitagao para a norma da diferenca dos gradientes
da funcao e do modelo obtido por interpolagio polinomial na regiao B(x?,§). O préximo

lema estabelece uma limitacao para o valor absoluto da diferenga dos valores funcionais.

Lema 2.7. [10, Teorema 2.12] Suponha que a Hipdtese seja satisfeita e o conjunto
R={a2"2'...,2"} C DN B(2°,0) seja posicionado para interpola¢io polinomial linear.

Entao, para todo x € DN B(x°,5), 0 modelo linear por interpolacio polinomial m; satisfaz
|f(z) —my(z)] < Kod?,
em que Ky = 3L, + %Lg\/ﬁHfFlH.

Demonstragio. Temos que my(z) = w] x+by, entdo Vmy(z) = wy para todo x € B(a?, ).

Assim,
mp(x) = Vm(2°) o + by + mp(2°) — my(2°) = mp(2®) + Vm(a) " (x — 2°).

Logo,
f(a) = mi(z) = f(x) = my(a®) = Vmr(2°) " (z - 2°).

Somando e subtraindo f(z°) + Vf(z°) " (z — 2°) do lado direito obtemos

fl@) =mi(x) = fz) = f(@°) = Vf(@*) " (z = 2% + f(2%) — m(a”) +
+V () (z —2%) — Vm(2®) " (x — ).

Pela desigualdade triangular e a condicao de interpolacao em z°, temos que

-
@) = mi(@)] < |f(x) = f(@) = V") (@ =) + | (V) = Vmi () (- 2")].
Utilizando o Lema [2.1/ e o Lema [2.6] segue que

1 1
17(@) = ma(a)| < 5Lalle — 2 + miblle — a0 < (5L, + 1) 3,

o que conclui a demonstracao. O

2.2.2 Interpolacao quadratica

Para a construcdo de um modelo quadratico unico por interpolacido, precisamos de
(n + 1)(n + 2)/2 pontos distintos nos quais conhecemos o valor da func¢ao a ser apro-
ximada. Se houvesse menos pontos para interpolagao, poderia haver uma infinidade de

modelos interpoladores. Nesse caso, uma possibilidade seria a escolha daquele que tem a

33



Hessiana de norma de Frobenius minima, como sugerido em [10].

Seja m; € P? um polindmio quadritico em R™ que interpola f nos pontos do

conjunto R = {2°,..., 29}, com ¢ = (n? + 3n)/2. Utilizando a base natural
n L, L, L,
¢ = {17 T1,X2,y...,Tn, 51'1, T1X2, X1T3,y ...y X1Tp, 5'172’ vy Tp1Tp, ixn}a (28)

podemos expressar

mi(z) = ﬁ;mm 1T ().

As condigoes de interpolagao, nesse caso, podem ser escritas na forma do sistema

linear
L ogi(a®) - @y(a) o f(a%)
- 1 gu(x') -+ og(zh) fi1 f(ah)
M@ Ru=fR) & |00 =]
1 gy(x9) -+ gg(a?) Hq f(z9)
Para o préximo lema vamos considerar a matriz
(@(a! —2°)"
Lq = : I (29)
(p(x? — 2°))
em que
B 1, 1, 1, T
o(x) = (ZBl, Toy ..y Tp, 5931, T1To, T1X3, . .., 1Ty, 5932, ey Tp_1Tp, 2-%) )

Essa matriz corresponde a matriz do conjunto de interpolagao transladado para a origem
RCB (0,9), excluindo a primeira linha e primeira coluna. Para eliminar a dependéncia

de L, em ¢, vamos considerar a matriz

_ D' 0
Ly =1L, ( g D—l) : (2.10)
62

em que Ds = 01,4, € Ds2 = 52](q_n)x(q_n). Essa matriz corresponde ao conjunto com

mudanca de escala e transladado para a origem R= R/§ C B(0,1).

Podemos notar que se considerarmos o conjunto R C B(z°,d) posicionado para
interpolagao quadratica, o conjunto transladado para a origem RC B(0,6) também sera

posicionado para interpolagao quadratica, consequentemente as matrizes L, e L, sao nao-
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singulares.

Cabe ressaltar que o modelo quadratico m; pode ser escrito na forma

1
m[<$) = §;UTH]I + g;x + b],

com by = g € R, g5 = (p1, flo, ..., i) € R" e H; € R™" uma matriz simétrica cujo
elemento (Hp)ij = pieqjy com £(i,7) = % para todo j > 4. Assim temos que

Vm;(x) = Hrx + gr e my(z") = f(2°) para todo z° € R, i =0,...,q.
Com essas consideragoes em mente, mostraremos o seguinte resultado.

Lema 2.8. [10, Teorema 3.16] Suponha que a Hipdtese A@ seja satisfeita e o conjunto
R = {2°...,27} C DN B(x°4) seja posicionado para interpola¢io polinomial quadrd-
tica. Entdo para todo x € DN B(z°,0) a Hessiana V*m; e o gradiente Vm; do modelo

quadrdtico por interpolagdo polinomial satisfazem

IV2f(2) = V*m()]| < ksd

e
IV f(x) = Vm(z)| < Kad?,
3v2 - 3432 -
em que ks = TLM/QHLq_lH e Ky = TLh\/aHLq_l”-

Demonstragio. Para todo i =0,1,...,q e x € DN B(aY,9),

St ) Hia! — ) + V() (o' — ) =

1, . , 1 ,

= §(xZ)THIx’ — " Hiz' + §$TH]x + (Hiz +g1) " (2* — 2) =

1 . . | . .

= i(xZ)THIx’ — " Hpizt + ixTHﬂ: + o " Hizxt + gITxl —x"Hpx — gITx =
1

Q(xl)THIJZ:Z +g; ot — §xTH1x — g}z =my(z") —my(x).

Ou seja,

my(z) —my(z") + Vmy(z) (2" — 2) + ;(xl — ) Hy(z' —2) = 0. (2.11)

Considerando a Hipdtese A2}, temos que a Hessiana da fungao é Lipschitz e portanto

pelo Lema [2.2] segue que

7)) = VI @) (@ — ) — (o~ ) V@)~ )] < L’ — o
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para todo i = 0,1,...,¢, o que implica que para todo x € B(2°,§) e parai=1,...,q,
i T Lo T2 i 4.
(@) = f(2) = Vf(z) (2" —2) = 5(a" —2) VIf(2)(a" —2)| < SLnd”,
uma vez que ||z" — z|| < [Ja* — 20| + ||2° — z|| < 24.

Utilizando (2.11]) e as condigdes de interpolagao na desigualdade acima, obtemos
para todoi=1,...,q,

mi(z) — f(z) + (Vmi(z) — V() (@' —z)+ %(xi —2)" (Hr = V3 f(x)) (@' - 2)| < %Lh63.
Subtraindo de todas as desigualdades o caso particular ¢ = 0,
i) = F(@)+ (Vi (@) = VI (@0 =) + 50— )T (Hr = (@) (2° — )| < GLad®,
visto que,
Vmg(z)" (2" — z) — Vmg(z) " (2° — z) = Vmg(2) " (z' — 2°)
¢ 1 1
@ =) (Hr = V*f(2)) (@' — 2) e’ —a)T (Hr = V*f(@)) (' — 2) =
%(mz)—r (HI - V2f(x)) -z’ (HI - V2f(x)) x4 %x—r (HI - V2f(x)> x—
%(xO)T (Hr = V2 (@) 2 + 27 (H; — V2f(2)) 2" - %aﬁ (Hi = V2 f(2)) « =
%(xl ol (HI - V2f(x)) (' —a2%) -z’ (HI — sz(:):)> '+
()" (Hr = V2 f(@)) 2® = (2°)7 (Hy = V2f(2)) 2+ 2" (Hr = V2f(2)) 2 =
%(xi — ") (Hy - V*f(@) (& —2) — (o — )T (H; - V2 (2)) (& — 2°),
segue que para todoi=1,...,q,
(eg(x) — B (z)(x — xo))T (" — 2% + ;(xZ — 29T (EH(I)) (" — 2| < th(S?’, (2.12)
em que
9(z) = Viny(z) — V()
e

EH(z) = H; — V*f(x).

Considerando a matriz L, dada em (2.9)), segue de (2.12)) que

Lq(t(m)) Lq(m))
e(x) efl(z)
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em que

t(x) = e9(x) — B¥ (z)(z — 2°) € R" (2.13)
e efl(z) é um vetor do R™"*1/2 que armazena os elementos Eft (z), k =1,...,n e Efi(z),
1</l<k<n.

A desigualdade acima pode ser reescrita como

‘L (Dgl 0 ) ( Djst(x) )
“\ o D) \Dgpef(x)

Usando a definicao da matriz Eq, dada em 1) na desigualdade acima, obtemos

3
< 5Lh\/aéi”.

< -L L 53
‘<D52€H(QZ)) =9 h\/_H ”
e com isso
-1 3 71 13 O T—1) 52
[t(@)[| < | D5 [I1Dst(2)]| < 5 Ln/allLy " [[I1Ds[16° < 5 Liny/all Ly, 7|67, (2.14)
2 2
e

w

_ 3 =_ - ~_
e @)l < 1Dl Dsze™ (@) < 5 Lav/allLg NP0 < SLuv/allLy 'l (2.15)

[\

O erro nas Hessianas é portanto dado por

|Hr = V2 f(@)| < ||H: = V2 (@)]|,, < V2]l (@) < —fL wallLy s,

com isso e (2.13)) o erro nos gradientes é

IVmi(@) = V@I < |[t@)] + | Hr = V2 f@)| Iz - 2

3 - 3v/2 ~
3(1+v2 ~
< MV e,
concluindo a demonstracao. 0O

Lema 2.9. [10, Teorema 3.16] Suponha que a Hipdtese A@ seja satisfeita e o conjunto
R={2°...,27} Cc DNB(2",0) seja posicionado para interpolagio polinomial quadrdtica.
Entdio para todo x € D N B(x°,8) o modelo quadrdtico my por interpola¢ao polinomial
satisfaz

|f(x) —my(z)] < Kk50°
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1 6+9
em que Ky = éLh + \/—Lh\/_HL 1||

Demonstragio. Como o modelo é quadratico, pode ser escrito como
1
mr(x) = m(2°) + Vmy(2°) " (z — 2°) + §(m — 2O Hy(x — 29,

para todo x € D N B(z°,d). Assim,

fla) —ma(e) = f(@) = mia®) ~ V(") (@~ 2°) ~ 3w — ") Hy(w — )
= (@)~ F&) ~ V) (@~ a0) ~ la— ") TVF()( — %) +
F(@) = my(a®) + (V) = Vimg(a®) " (x — %) +
S =) (V) — Hy) (x — %),
para todo x € DN B(z,4).

Utilizando o Lema [2.2] a condicio de interpolacio em 2° e o Lema segue que
Loy 1 3
|f(z) —mi(z)| < 6Lh5 + §H35 + K407,
concluindo a demonstracao. 0O

Para o caso em que a quantidade de pontos de interpolacao ¢ menor do que a
dimensao do espaco P; dos polindmios de grau menor ou igual a 2 no R", a matriz
definida pelas condig¢oes de interpolacao possui mais colunas do que linhas e com isso o
polinémio interpolador nao é tinico. Esse é o caso em que temos um modelo de interpolacao
indeterminado. Uma alternativa nesses casos é construir modelos minimizando a norma
de Frobenius de sua Hessiana. Maiores detalhes podem ser encontrados nos trabalhos de
Conn, Scheinberg e Vicente [10, [11].

2.3 Regressao por vetores suporte

No Capitulo [I| apresentamos as ideias da regressdo por vetores suporte. O objetivo
desta se¢ao ¢ encontrar limitantes semelhantes aos apresentados na se¢ao anterior para a
norma da diferenca do gradiente do modelo e do gradiente da fun¢ao quando construimos
o modelo utilizando regressdo por vetores suporte. A primeira parte da secao trata a

regressao linear, posteriormente apresentamos a regressao quadratica.

Esta é uma das se¢des mais importantes da tese. Estes limitantes serao usados,
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no Capitulo [3, para provar a convergéncia global de um algoritmo de regido de confianca

sem derivadas com os modelos construidos pela técnica de regressao via vetores suporte.

2.3.1 Regressao linear por vetores suporte

Sejam R = {2° 2',... 2} C D C R™ um conjunto de pontos nos quais conhecemos o
valor da fungdo objetivo f, ¢ > 0 a tolerdncia permitida para o erro entre a fungao e o
modelo que desejamos construir e C' > 0 o parametro de regularizagao definido na Sec¢ao
[1.2.2] Considere o problema

minimizar %ZTQZZ +olz
sujeitaa Az =0 (2.16)

0<2<C,

em que Q, € R2+1)x2p+1) ) ¢ R2PH) ¢ 4 € R+ s30 dados por

(29)7
PPT —ppT )T
= onde P = ,
Qe ( _ppT  ppT ) :
(zP) "

—f(R _
v = J(B) + e e Al = ‘. (2.17)
f(R) —ce e
Apresentamos a seguir um algoritmo para construcao do modelo linear da funcao

objetivo f por regressao via vetores suporte a partir do conjunto de amostra R.

Algoritmo 2.1. Modelo linear por regressao via vetores suporte

Dados: R= {2 2! --- 2P}, C >0 ecec > 0.
ENQUANTO bg nao € calculado.

CALCULE z € R2PtD como solucdo do problema (2.16)).
FAGA av = (21,22, , Zps1) | €7 = (Zps2, Zpass - -+ 5 22p41)) | -
DEFINA wg = P (a — 7).
SE o # 0 ou vy # 0,

EscoLHA i tal que 0 < a; < C e calcule bg = f(z') —wlr® —e.

SE IMPOSSIVEL, ESCOLHA i tal que 0 < ~y; < C' e calcule bg = f(z') —wlz® + €.
SE IMPOSSIVEL, AUMENTE C.

SENAO
EscoLHA i € {0,...,p} e calcule bg = f(x*).
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DEFINA mg(z) = wia + bs.

Para a construcao de um modelo linear com regressao por vetores suporte, preci-
samos de pelo menos um ponto na amostra. O teorema a seguir mostra que se o conjunto
de amostra tem pelo menos n + 1 pontos e se conseguimos controlar o erro entre a funcao
e o modelo nos pontos da amostra, conseguimos limitar o erro entre a funcao e o modelo
e também o erro entre o gradiente da fun¢ao e o gradiente do modelo em uma vizinhanca.
Esses limitantes sao importantes para garantirmos a convergéncia de métodos de regiao

de confianga sem derivadas, como sera visto no proximo capitulo.

A tolerancia ¢ > 0 para construir um modelo por regressdo via vetores suporte
representa uma regiao de largura 2¢ sobre a funcao a ser aproximada. Como visto no
capitulo anterior, permitimos que o modelo esteja fora desta regiao através das folgas
£,& > 0. Ou seja, pelas restricoes do problema , para todo?=1,...,p,

f) —w's' —b<e+§ e w'z' +b— f(2') <e+E.
Vamos admitir que € < ¢;6% e &, & < 362, com ¢p, ¢y > 0. Assim,
Ims(a') — f(')] < (1 + ¢2)0°, (2.18)

para todo 2 € R. Com isso conseguimos controlar o erro em uma vizinhanca de um

ponto 2° € D.

O teorema a seguir estabelece a norma da diferenga entre o gradiente da funcao e

o gradiente do modelo linear de regressao por vetores suporte.

Teorema 2.10. Considere o conjunto de amostra R = {z°,... 2"} C DN B(z°,4) de
modo que o conjunto R~ = {x',... 2"} seja linearmente independente e suponha que
a Hipotese seja satisfeita. Se o modelo linear mg(z) = wlx + bg € construido via
regressdo por vetores suporte com margem £ < ¢16% e folgas &,& < ¢30%, com c1, ¢y > 0,

entdo para todo x € DN B(x°,6)
IVf(x) = Vms(2)|| < red,

com kg = Ly + (%Lg +2(c1 + 02)) VallL )

Demonstragio. Considerando a Hipétese All] temos que o gradiente da fungao é Lipschitz,

portanto pelo Lema [2.1] segue que para i =1,...,n

£~ F@) = VI @ — 2] < SLllat — o < L, (219)

N | —

40



Temos que o modelo linear é mg(x) = wix + bg, e portanto Vmg(z) = ws para todo

r € DN B(z°,0) e, consequentemente,
T .
(VF(2°) = Vmg(x)) (2" —2°)

= Vf(a?) (" = 2% + f(2°) = f(a") + f(2') —wga' — bs +wga® + bs — f(a?).

Utilizando a desigualdade triangular, (2.19)) e o controle do erro entre o valor do modelo
e o valor da fungdo nos pontos da amostra (2.18)), segue da igualdade acima que para
1=1,...,n,

‘(v F(a) = V() (27 —a°)

<IVIE) (@ = a%) + f(2°) = f@)] + [f (@) —wga’ = bs| + [wga® +bs — f(a”)]
S ;LQ(SQ + (Cl + 62)52 + (Cl + 62)62.

Novamente definindo a matriz

(! —a%)" T — T, = T
Le pu— = :
(a7 —a%)" Ty — T — T,

obtemos
L0 (v£") - Vms(@)]| < Vi Lo (V") = Fms(@)]| < (520 + 2er +e2)) Vi,
Como L, é nao singular,
|V1@) = Vms(@)| < 1L |Le (V£ %) = Vms(a) )| < (;Lg +2(e1 + cQ>) vl |6
Usando a definicdo de Ly, dada em , para todo x € D N B(2°,d) segue que
IV 7(%) = Vms (@] < (3L, +2er + ) VAL 1o (220)

Considere agora z € D N B(x°,§) arbitrario. Assim, usando a desigualdade triangular, a

Hipotese e , segue que
IVf(z) = Vms(@)| < [[Vf(x) = V)] +[VF(@") = Vms(z)]|

1 ~
< (Lo+ (GLo+ 20 +e)) VAILTN) 6

N

concluindo a demonstracao. 0O

O préximo teorema estabelece o erro dos valores funcionais entre o modelo linear

de regressao por vetores suporte e a fungao a ser aproximada em pontos numa vizinhanca
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que contém o conjunto de amostra.

Teorema 2.11. Considere o conjunto de amostra R = {z°,... 2"} C DN B(z°,4) de
modo que o conjunto R~ = {x' ... 2"} seja linearmente independente e suponha que
a Hipotese seja satisfeita. Se o modelo linear mg(z) = wlx + bg € construido via
regressio por vetores suporte com margem € < ¢,0° e folgas &, & < 02, com ¢1,¢co > 0,
entdo para todo x € DN B(x°,6)

|f(x) = ms(x)] < Krd?,

em que k7 = 3Ly + ¢ + ¢ + (%Lg + 2(e1 + C2)> Vil L.

Demonstragio. Temos que mg(z) = wix + bg, portanto Vmg(z) = wg para todo x €
DN B(2°,6), de onde

mg(r) = Vmg(2°) Tz + bg + mg(2%) — mg(2°) = mg(2°) + Vmg(a®) " (x — 2°).

Logo,
f(z) —mg(z) = f(z) — mg(2”) — Vmg(2®) T (z — 2?).

Somando e subtraindo f(z°) + Vf(z°) " (z — 2°) do lado direito obtemos

flx) —ms(x) = ﬂ@—f@%—vﬂﬁ:@—x%+ﬂﬁwﬂm@%+
(V£(2°) = Vmg(a?)) (z - 2",

Pela desigualdade triangular, da igualdade anterior segue que

|ﬂ@—md@lSIﬂ@—f@%—Vﬂﬁf@—fW+U@%—mdﬁﬂ+
[(V£(°) = Vms(a®)) (x—2°)]. (2.21)

Pelo Lema 2.1 como z € D N B(2°, ),
1
[F(2) = f(2%) = V(") (@ = aO)] < SLg0" (2:22)

Por hipétese, o erro nos pontos de amostra ¢é limitado pela soma da margem e da folga

(2.18)), e com isso
|f(.7)0) — ms($0)| < (C1 + 02)52. (223)

Usando o Teorema [2.10},

!(Vf@%-—Vms@%fW¢—ﬂﬂ\SHVfQ%-—Vms@%MKx—w%HSK@? (2.24)
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Usando ([2.22), (2.23)) e (2.24) na desigualdade ([2.21]), obtemos

1
() = mg(2)] < <2Lg o4t n6> 52,

concluindo a demonstracao. 0O

2.3.2 Regressao quadratica por vetores suporte

Vamos agora considerar o caso em que queremos construir um modelo quadratico. Sejam
R = {2%2',... 2P} C D C R" pontos nos quais conhecemos o valor da funcao objetivo

f e uma aplicagio ¢ : R™ — RY, onde ¢ = n(n + 3)/2, definida por
.
o(zr) = (x%, V2r1 29,V 22135, 22, N 22, z2 xy,. .. ,xn) . (2.25)

A aplicacao ¢ leva os pontos de R” a um conjunto de dimensao maior R? onde o modelo

¢ linear em ¢(z), mas quadratico em = € R™.

A imagem ¢(R) do conjunto de amostra sob a aplicagao ¢ é o conjunto

o(R) = {p(x), p(x!),..., o(a")}.

Analogamente a secdo anterior, considere € > 0 a tolerancia permitida para o erro
entre a funcao e o modelo que desejamos construir, C' > 0 o parametro de regularizacao
definido na Sec¢ao e o problema

minimizar %ZTQZ +olz
sujeitaa Az =0 (2.26)

0<2<C,

onde Q € R2P+1)x2(p+1) & dada por

p(x0)7
MMT —MMT T

Q= ( CMMT MM ) com M = SO(:E ) , (227)
p(xP)’

ev € RXPTD ¢ AT ¢ RM2(PHD estao definidos em ([2.17)).

Apresentamos a seguir um algoritmo para a construc¢ao do modelo quadratico da

fungao objetivo f por regressao via vetores suporte a partir do conjunto de amostra R.

Algoritmo 2.2. Modelo quadrdtico por regressao via vetores suporte
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Dados: R = {a2° z',--- 2P}, C >0 eec > 0.
ENQUANTO bg ndo € calculado.
CALCULE z € R2P*D como solucdo do problema (2.26)).
FAGA oo = (21,22, » 2ps1) | €7 = (2p2s Zpi3s s 22(p11)) | -
DEFINA wg = M " (a — 7).
SE a#0 ou~vy+#0,
ESCOLHA i tal que 0 < oy < C e calcule bg = f(z') — wip(z') — €.
SE IMPOSSIVEL, ESCOLHA i tal que 0 < ~; < C' e calcule bg = f(z') — wlp(z?) +¢.
SE IMPOSS{VEL, AUMENTE C.
SENAO
EscorHA i € {0,...,p} e calcule bg = f(x?).
DEFINA mg(x) = wip(x) + bs.

O modelo quadratico mg : D — R construido por regressao via vetores suporte

pode ser escrito como

1
ms(l‘) = ixTHsli + g:grx + bg,

com Hg = Hj € R™" gs € R" e bg € R. Assim Vmg(z) = Hgx + gs.

Para o teorema a seguir, analogamente a (2.18), vamos admitir que ¢ < ¢16° e
£,& < o3, Ou seja,

ms(2') — f(a')] < (e + c2)8°, (2.28)
para todo 2 € R.
Teorema 2.12. Considere o conjunto de amostra R = {2° ..., 27} C D N B(z )
de modo que o conjunto ¢(R™) = {p(z!),...,p(z?)} seja linearmente independente e

suponha que a Hipétese A seja satisfeita. Se o modelo quadrdtico mg € construido via
regressao por vetores suporte com margem € < ¢10° e folgas £,&" < 263, com ¢y, ca > 0,
entdo para todo v € DN B(2°,4)

IV2f (@) = Vims(2)|| < k50

€
IVf(z) = V()| < r90”,
em que
372 ~ 3+ 3v2 T
K — < \{Lh +2v2(er +CQ)> VALY e kg = ( +2 th +(2+2v2)(ar +c2)> ValLg 'l

44



Demonstragio. Para todo i = 0,1,...,q e para todo x € DN B(zY,4),

1(xz —2) Hg(z" — ) + Vmg(z) " (2' — ) =

1 . , ] ,
— i(xz)THSl‘l_mTHSmZ"“iﬁL'THSl"f‘(HSl‘—’—gS)T(I’Z—ZE) _

1 i\ T i T i 1 T T i T, 4 T T
=5 (@) Her' —ux st+§x Hsr +1x Hgx'+ ggx' —x Hgx — ggw =

1 1 ,
= (") Hga' + gga* — ixTng —gsx =mg(z") — mg(x).

Ou seja,
(2.29)

Vmg(z) " (2" — ) + ;(xZ —2) Hg(z' — x) = mg(2') — mg(x)

para todo i = 0,1,...,q e para todo z € DN B(x,9).

Considerando a Hipétese A2} temos que a Hessiana da fun¢ao é Lipschitz e portanto

pelo Lema [2.2] segue que

< LhHIZ - ZL’H?’,

=

£~ @) = V@)~ ) - 56— ) ) -0

para todo i = 0,1,...,¢. O que implica que, para todo z € DN B(x°,§) e para i = 0,

7 = @) = V@)@ = 0) - 5~ ) V@) - )| < SLd (2.30)
e para todo x € DN B(a2°,6) e parai=1,...,q,
’f(xz) — f(2) = Vf(x) (2" —2) - ;(xl —2)"Vif(z)(z" —2)| < ;th(S?’ (2.31)

uma vez que ||z' — z|| < ||z — 20| + ||2° — z|| < 26.

Subtraindo V f(z) " (2' — )+ (' —2) "V f () (' — ) em ambos os lados de ([2.29),

obtemos que

(Vms(e) ~ Vi(@) (o — 1) + 5o —0)T (Hs — V2 (x)) (& — ) =

ms(a') —ms(x) = V(@) (&' ~ ) — (&' ) P F@)a’ ~ ),

para todo i =0,1,...,q.
Visto que,

Vmg(z)" (2" — z) — Vmg(z) " (2° — z) = Vmg(2) " (z' — 2°)
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;(xi — )" (Hs = V*f(2)) (2" — 2) - ;@0 — )" (Hs = V*f(2)) (2" — z) =
;(a:z — 297 (HS - V2f(a:)) (" — 2% — (" — 2°)7 (HS - V2f(x)) (z — 2°),
subtraindo o caso particular ¢+ = 0 obtemos para todo i =1,...,q,

(Vmg(z) = Vf(x)" (2 —2°) + ;(xz — 20T (HS — V2f(x)) (2" — 2%)—

(@ =) (Hs = V2f(@) (x = o) = ms(a’) = ms(a*) = Vf(2) (" )=

S ) V(@) 2) 4 V@) (0 2) 4 S — ) (@) ) =

ms(fvi)—f(fﬂi)—ms($0)+f(iv°)+f($i)—f(w)—Vf(fv)T(fBi—x)—;(wi—fﬂ)TVQf(x)(xi—x)
—f(2%) + f(z) + Vf(z)" (2" —x)+;($ —2) V2 f(2)(2" - 2).

Utilizando a desigualdade triangular, (2.30]), (2.31)) e a hipdtese que o modelo é
construido com margem ¢ < ¢;6° e folgas &,& < 6%, ou seja vale (2.28)), na igualdade

acima obtemos

‘ (Vms(af) — Vf(z)+ % (Hs = V2f(2)) (2" = 2°) — (Hs = V*f(2)) (= — x0)>T (z' — 20)

< |msa®) — f(a')

- ]f<a:°> - ms<x°>! +

F) = (@) = VI @) (@0 =) = 5 = ) V(@) —x>|

4 1 3
< (1 + )83 + (1 4 ¢2)8° + th63 + 6Lh53 = <2Lh +2(c; + 02)) 53,

Counsiderando a matriz

- 1 2 1 2 1 2 i
QO(LU): .Il,IQ,..-,xn,§$1,$1$2,$1$3,...,Il.rn,§x2,l’2$3,.-.,l’n_ll'n,§l' 9
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segue da desigualdade anterior que
e ()
q H — q
es () es (z)

e4(z) = Vms(z) — Vf(z) - (Hs — V*f(2)) (v — 2°)

(2.32)
e eg (x) é um vetor do R?™" que armazena os elementos (Hg — V*f(x)),,, k =1,
(Hs = V2f(2)p, 1 <l<k<n

0 e

em que

o0

3
< (2Lh +2(c; + Cz)> Vao®,

..,ne
Usando a matriz

- Dyt 0
Lq = Lq ( 0 D_21) )
§

em que Ds = dl,xn € Ds2 = 0°1(q—n)x(q—n), Da desigualdade acima, obtemos

~ [ Dsel
L, ( ses )>H Lh—|—2(01+02)>\/_5
Ds2eH ()
Ou, consequentemente

D 3 ~
665 ) < <Lh + 2(01 + Cz)) \/a‘|L;1H(53
Ds2eH () 2

Assim,
@ <UD Db < (S0t 20es + ) vaIL; 1105 6°
< <2Lh+2(cl+02)> ValE 82, (2.33)
(§]
le§ ()| < [|IDR[||| Dg2ed ()| <

3 = -
(520 +2(er + 2)) VAL I1D56°

3 ~
< (SEat e+ ) valL; s

O erro nas Hessianas é portanto dado por

|Hs — V2 r@)| < |Hs — V5@, < Valel @)

IN

(3\2/_Lh + 2\/_(61 + CQ)) \/(_]Hiq_lﬂ(s
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Com isso, de ([2.32)) e , 0 erro nos gradientes é

IVms(z) = V@) < lleh@)] + |[Hs = V2f(@)| Iz - 2°|

(-

Lyt (24 2V )| VAL
concluindo a demonstracao. 0O

Teorema 2.13. Considere o conjunto R = {2°,... 27} C DN B(z° ) de modo que
o conjunto o(R™) = {p(z'),...,p(x9)} seja linearmente independente e suponha que a
Hipdtese AQ seja satisfeita. Se o modelo quadrdtico mg é construido via regressio por
vetores suporte com margem € < ¢,0° e folgas &, &' < ¢903, com ci, ¢y > 0, entdo para todo
r € DN B2 0)

|f () = ms(2)] < K106°

em que ki = 1Ly + ¢+ o+ (2L, + (24 3\/(2)) (e + ) val L, .

Demonstragao. O modelo quadratico pode ser escrito como
1
mg(x) = mg(z®) + Vmg(2®) " (z — 2°) + 5(1: — 2T Hg(z — 1),
para todo x € DN B(2°,4), entdo

Fa) = ms(x) = Fa) = ms(a®) ~ Vms(a) (1) — S(o 2 Hs(x ~a°)
= (@)~ 6) = VI (=2 = Sl =) A @ - ) +
f(2%) = ms(a) + (V") = Vms(e))  (x —a°) +
1

5(9{: —a%) (VQf(:cO) - HS) (x — 2).

Utilizando o Lema , a hipétese que o modelo é construido com margem ¢ < ¢;6° e

folgas &, & < ¢,0° nos pontos da amostra e o Teorema [2.12], segue que
1 3 L o 3
1f(2) — ms(@)] < (6Lh Fot cg) 5 St + ol
concluindo a demonstracao. 0O

Vamos agora considerar o caso em que queremos construir um modelo quadratico
para uma funcao f que satisfaz a Hipotese mas nao necessariamente satisfaz a Hipotese
ARl Vamos considerar R = {2% 2!,... 29} C DN B(2°,§) em que ¢ = n(n + 3)/2.

Novamente vamos admitir que o modelo é construido com margem e < ¢;62 e folgas
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£,& < 30?, ou seja, para todo x' no conjunto de amostra

Im(2") — f(z")| < (c1 + c2)6% (2.34)

Teorema 2.14. Considere o conjunto de amostra R = {2° ..., 27} C D N B(z )
de modo que o conjunto ¢(R™) = {p(z!),...,p(x?)} seja linearmente independente e
suponha que a Hipdtese seja satisfeita. Se o modelo quadrdtico mg € construido por
regressio via vetores suporte com margem € < 162 e folgas &,&' < 302, com ¢y,cy > 0,
entdo para todo v € DN B(2°,9)

[V2ms (@) < #n

|V f(z) = Vmg(z)|| < K126,

em que

kit = 2v2(c1 + e2 + L) VAl L | e rz = ((2+2v2) (e + e + Ly) ) vallL, |l

Demonstragao. Como o modelo mg é quadratico temos que,
i T Lo T i
mg(x') = mg(x) + Vmg(z) ' (2 —z) + E(x —1z) Hg(z' — x)
para todo i =0,1,...,q e para todo z € DN B(x°,9).

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo i = 0,1,...,q existe y* € [2°,2%] C
B(2°,6) tal que
fa') = f(a°) + Vf(y")T (@' —2).

Com isso temos que

para todoi=0,1,...,q.

Subtraindo de ([2.35]) o caso particular

ms(a) — f(%) = ms(z) + Vms() (2~ 2) + 5(* — ) Hs(a' — ) — f(a),
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obtemos que para todo ¢t =1,...,q vale
ms(z') = f(a') + f(2°) = mg(a®) + Vf(y") T (=" — 2°) =
Vms(z)" (z' —x) — Vmg(x) " (2° —x) + %(a:l —z) Hg(2' — ) — %(xo — ) Hg(z' — ). (2.36)
Por outro lado,

Vmg(z)" (2" — z) — Vmg(2) " (2° — z) = Vmg(2) " (z' — 2°)

S ) THs(o' — ) — (o ) Hs(o' — ) =

1, . , -1 1 1
(2" Hga' — a2 Hga' + ixTHSx — —(2°)THga® + 2" Hga® — ixTHSx =

2 2

1 . ) ) )

§($Z — 2 Hg(z' — 2°) — 2" Hga' + (2) " Hga® — (2°) " Hea + 2" Hga® =
§($Z — 20T Hg(2" — 2% — (2 — 2°) T Hg(z — ).

Substituindo essas igualdades em (2.36]) e subtraindo V f(z)" (2! — 2°) de ambos os lados

obtemos
ms(e') = f(2') + f(2°) = ms(2°) + (Vf(y') = Vf(2)) (2" —2°) =
(Vmg(z) — Vf(x) (2" —2%) + ;(xz —2°) T Hg(z" — 2°) — (2" — 2°) T Hg(x — 2°).
Ou simplificando,

ms(a') — f(@') + f(2") = ms(a®) + (V(y') = V[(2)) " (2" —2”) =

(Vms(x) —Vf(z)— Hs(z — 2°) + ;Hs(xi - x0)> (z' — 29).

Utilizando a desigualdade triangular, a hipotese que o modelo é construido com
margem ¢ < 6% e folgas &,& < 62, ou seja, nos pontos da amostra vale (2.34)) e a

Hipdtese obtemos que para todo x € DN B(z2°,6) e parai=1,...,q,

< 2(c1 + 2+ Ly)d?,  (2.37)

1 . T
|(Vms<x> ~ Vf(z) — Hs(z —2%) + S Hs(a' - x°>) (z' —a°)

visto que ||y* — x| < 2.
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Considerando a matriz

(p(at —2?))
Lq = 5
(p(x7 — a0)) "
em que
i 1, 1, 1T
QD(I’) - <'T17 X2y evvy T, 51’1, T1T2,T1X3,...,T1Tn, 5([)2, ToX3,. .., Tpn—1Tn, an) )

segue da desigualdade anterior que
L (4@ (@)
q H q H
rg () rg ()

ri(x) = Vmg(z) — Vf(z) — Hg(z — 2°)

s

S 2(C1 + Co + Lg)\/a527

o0

<V

em que

H

(2.38)

e rg(x) é um vetor do R?™" que armazena os elementos (Hg)ik, k = 1,...,n e (Hg)ks,

1<l<k<n.

Usando a matriz
- Dy' 0
L,=1L, N
0 Dy

em que Ds = 6l,5, € D52 = 52](q_n)x(q_n), na desigualdade acima, obtemos

~ [ Dsri(x)
L, .
Djrg ()
Ou, consequentemente,

(o)
Ds2eH ()

S 2(01 + (&) + Lg)\/a52

< 2(er+ cp + L) VallLy 16

Assim,

Irg (@) < ID5HIDsré(@)| < 2(er + 2+ Lg)/all Ly |11 D5 | 6°

< 2er+ep + Lo)vallLy |6,

Irg (@)l < 1D I1Dsar (2)ll < 2(ex + 2 + Ly)v/all L | Dyt |16

< 2(er e+ Ly)Val L -

(2.39)



Portanto a Hessiana do modelo é limitada por

IHsll < |[Hsllp < V2rg ()]
< 2V2(er + e+ Ly)Vall L -

Com isso, (2.38) e (2.39)), o erro nos gradientes é

IVms(z) = V(@) < [r&@)] + || Hs|l |z — 2°|
< (24 2vV2) (e + o+ L) Vall L |16,

concluindo a demonstracao. 0O

Teorema 2.15. Considere o conjunto R = {z°,... 27} C DN B(2°,§) de modo que
o conjunto o(R™) = {p(z'),...,p(x9)} seja linearmente independente e suponha que a
Hipotese seja satisfeita. Se o modelo quadrdtico mg é construido via regressao por
vetores suporte com margem € < 102 e folgas &,&' < c90%, com ci, ¢y > 0, entdo para todo
r € DN B(z°,0)

|f(x) —ms(z)| < K130

em que ki3 = 1L, + 1+ o+ (2+3vV2)(Ly + c1 + 02)\/§||E;1||
Demonstracio. O modelo quadratico pode ser escrito como

mg(x) = mg(z®) + Vmg(2®) " (z — 2°) + ;(x — 2% T Hg(x — 1),
para todo x € DN B(x°4). Entao

f@) —ms(@) = f(z) —ms(a") = Vms(a?) " (z - 2") - ;(fﬂ —a°) Hs(w — 2”)
= fl2) = f(") = Vf(a") " (w = 2") + f(2") — ms(2") +
(Vf(xo) - Vms(x0)>T (z —2°) — ;(x — 2 Hg(z — 2°).

Utilizando o Lema , a hipétese que o modelo é construido com margem ¢ < ¢;6% e
folgas &, & < 902 nos pontos da amostra e o Teorema segue que

1 1
f(2) — mg(z)| < <2Lg +o+ c2> 5+ Shnd® + rnad”

concluindo a demonstracao. 0O
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2.4 Controle da geometria

Considere as matrizes Ly e Zq definidas em e , respectivamente. Note que
as constantes k;, com ¢ = {1,...,13}, definidas nas segdes anteriores estao relacionadas
com || LY e HEQ_1H Se assumirmos que essas matrizes sao limitadas por constantes
que nao dependem de §, o erro entre o gradiente da funcdo e o gradiente dos modelos
é pelo menos linear em e o erro entre a funcdo e os modelos é pelo menos quadratico
em 0, dependendo das hipdteses sobre a funcdo. Em geral, essa limitacao é alcangada

controlando a geometria do conjunto de amostra [L1].

Garantir uma boa geometria dos pontos da amostra é uma condi¢ao usual em
métodos de regiao de confianca livre de derivadas quando os modelos sao construidos por
interpolagdo polinomial. Vamos mostrar que as técnicas usadas para controlar a geometria
no contexto de interpolacdo podem ser empregadas quando os modelos sao construidos

por maquinas de vetores suporte.

A definigao a seguir busca controlar o posicionamento do conjunto R, para garantir

limitacdes em || Z; ||l em [|Z; Y.

Definicao 2.16. [10, Definicio 3.6/ Considere ¢ = {¢po(x), p1(2),...,¢4(x)} uma base
para P%. Um conjunto R = {z°,... 29} C D é A-posicionado em B(z°,4) em relagdo
a base ¢, para uma constante A > 0, se e somente se, para todo v € B(z',0), existe
Az) € R tal que

Ai(@)p(a') = ¢(x)  com  [IA(@)]lo < A

q
1=0

Podemos ver a definicao de A-posicionamento como um sistema linear em que a

norma da solugdo A(z) € R?™! é limitada para todo x € B(x°,4), ou seja,
M(¢, R)"Az) = ¢(x) com IN2)]| oo < A, (2.40)

em que

M(¢, R) =

Po(x?)  ¢1(x?)  Pa(x9) - dy(a?)

Considere [I]§ a matriz mudanca de base de uma base ¢4 para uma base ¢p. A
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solugdo A(x) de (2.40) ndo depende da escolha da base, uma vez que

M(dp,R)'Mz) = dp(x) = [[JZM(¢a, R) ' Na) = [[[5da(2).

Os resultados a seguir mostram que a constante A também nao é alterada quando
mudamos a escala ou efetuamos translagoes no conjunto de amostra. O primeiro resultado

trata da mudanca de escala.

Lema 2.17. [10, Lema 3.8] Sejam R = {z°,2',... 2%} um conjunto de pontos e A\(x) €
R a solugdo de (2.40) para R e uma base ¢. Entdo, para qualquer 6 > 0, \(z/d) é
solugdo de |D para R, em que R = {2°/6,21/5, ..., 29/8}.

Demonstragio. Como a solugao A(z) de (2.40) ndo depende da escolha da base, vamos

considerar a base natural ¢. Temos que Ai(z),1=0,...,q, satisfaz
q — . —
Ai(z)o(z') = o(x), (2.41)
i=0
para todo x € B(z°,4).

Se multiplicamos cada x’ e x por 1/6, isto corresponde a multiplicar as linhas do
sistema ([2.41)) por diferente escalares, a saber (1,1/6,1/6% ...,1/§%) os quais dependem
do grau do polindémio da base natural que estd em cada linha. E temos que A(z/0) satisfaz

este novo sistema para R. 0

Segue diretamente do lema anterior o seguinte corolario.

Corolério 2.18. Se R é A-posicionado em B(x°,6), entdo R= R/§ € A-posicionado em
B(2°1).

O proximo resultado mostra que translagoes do conjunto de amostra nao alteram

o A-posicionamento.

Lema 2.19. [10, Lema 3.9] Sejam R = {z°,x',... 2%} um conjunto de pontos e \(x) €
R solugido de (2.40) para x dado. Entdo, para qualquer a € R™, \(z) também é
solugio de (2.40) para R, = {2° +a,2' +a,..., 29+ a} e 2, = 7 + a.

Demonstragdo. A solugao de (2.40) ndo depende da escolha da base. Trabalhando com a
base natural ¢ com a notacio de indice multiplo 1) temos para ¢ =0,...,q,

di(x) = — .xT‘.
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Segue que

ggl(x +a) = L (x + a)Ti

= (2" 2" e+ a" %aP .+ xad”

= dilx)+ > mla)gw(a),

K|k |<| T

1 + aﬂ)

onde x(a) sdo coeficientes que dependem de a mas nao de x. Entao, existe uma relagao
biunivoca entre ¢;(x) e ¢;(z +a), logo ¢ = {do(x+a), ..., ds(x+a)} define uma base em
P2. Novamente usando o fato que a solugao de (2.40) ndo depende da base, temos

> A @) +a) = 3 +a).

concluindo a demonstracao. O

Para o caso da construcdo de modelos lineares, precisamos limitar |L; || e para

isso vamos considerar o seguinte lema.

Lema 2.20. Considere R = {2°, 2 ... 2"} C R™ um conjunto A-posicionado em B(z°,d)

com relagio a uma base ¢ de PL. Entio para todo x € B(z°,6), existe A(z) € R™ tal que

x_xozzxi(x)(xi—xo) com |5\,| <A, i=12,...,n.
i=1

Demonstragio. Temos que ¢ = {1,71,2s,...,2,} ¢ uma base para o espago P! dos

polindémios lineares no R"™, com isso podemos escrever

0 .0 0

1 2y x5 i

11 1

M6 R) = 1 27 3 x,
(6. R) = .

n n n

1 af x5y --- ap

Pela Definigao de A-posicionamento temos que para todo x € B(zY,d),
M(¢,R)" Mz) =(x)  com  [[A(2)]lw <A
Considere B uma matriz invertivel, assim

M (¢, R)T BB~ '\(z) = ¢(x) com IAN2) ]| < A. (2.42)
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Em particular para

1 -1 -1 -1
_ 0 1 0 0
B = ,
0 0 0 1
temos que
1 1 - 1
A1 0 1 O 0
0 0 0 1
Neste caso
1 0 0 0
0 1 0 2 0 n 0
_ ry Tr{—Tr{ T|{—Ty - Xy — Xy 1 0
M(¢,R)"B = _ 7
(@ 5) : : : : ( 2 L] )
a:g x,ll—xg x%—x% xﬁ—xg
e
im0 i)
A
B'\(z) = !
An

1
Substituindo isto em (2.42)) e observando que ¢(x) = ( ), temos que
x

D+ L Nz) =2 = L]Az)=z—2°,

onde X(a:) = {A\1,A2,..., A}, Usando a definigdo da matriz L, segue, para todo = €
B(.CEO, 5)7 que

(@)@t —2°) =2 —2° com ||A(2)]e < A,
1

n
1=

0 que completa a demonstracao. 0O

A defini¢dao a seguir e o Lema [2.22] serdao tteis para conseguirmos uma limitacao
para || L; || quando usamos a defini¢io de A-posicionamento para o conjunto de amostra,
que serd feita no Lema [2.23]

Definigao 2.21. Considere A € R™™. Um vetor v € R™ é dito vetor singular d direita
de A associado a wm valor singular o se existe u € R" tal que Av = ou e ATu = ov.

Consequentemente u € dito vetor singular a esquerda de A.
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Note que o > 0, uma vez que AT A é simétrica e semidefinida positiva e os valores

singulares de uma matriz A sdo raizes quadradas dos autovalores de A" A.

Lema 2.22. [10, Lema 3.13] Considere A € R™™ uma matriz nao singular e v € R"
o vetor unitario singular a direita associado ao maior valor singular de A. Entdo, para

qualquer vetor r € R™,
ot r[[|A]l < [|Ar|.

Demonstragdo. Considere oy o maior valor singular de A. Assim

\UTT\HAH = ollvTr] = \alvTr]. (2.43)

T

Como v é vetor singular & direita, existe v € R" tal que o;v'" = u' A. Consequentemente,

[0 rlIAll = lovw ' r| = |u' Ar| < [lull[|Ar]. (2.44)
Mas como ||A]| = o1 e v é unitario,
1 1
= —||Av]| < —||A =1
lull = —liAvll < iAol = 1.
o que conclui a demonstracao. 0O

Com esses resultados conseguimos agora limitar ||L, | por uma constante que nao

dependa do tamanho da regiao de amostra, desde que o conjunto seja A-posicionado em
B(x,0).

Lema 2.23. Considere R = {2° x',..., 2"} um conjunto A-posicionado em B(x°,§) e

L, a matriz definida em 1) Entao

1L < v/nA.

Demonstragdo. Considere v um vetor unitario singular a direita correspondente ao maior
valor singular o; de L;!. Assim, existe u € R" unitdrio tal que L, 'v = oyu. Consequen-

temente, pela definicao de norma euclidiana de matrizes,

1L oll = ovllull = o1 = | L] (2.45)

" _$0

Pelos Lemas [2.17| e [2.19] segue que o conjunto R= {0, $1E$o’ N } é A-posicionado
em B(0,1). Pelo Lema [2.20] existe A(v) € R™ com [[A(v)]| < A tal que

L(v) = v = Av) = L 'v.

o7



Usando isso, (2.45)) e o fato que o conjunto R é A-posicionado,
1L = IA@)]| < VallA(©)llo < VaA,

concluindo a demonstracao. 0O

Para limitar ||L;l ||, que aparece quando os modelos sdo quadraticos, o resultado a

seguir sera importante.

Lema 2.24. [10, Lema 6.7] Considere q(z) = v' ¢(z) um polinémio quadrdtico, onde

|v]leo =1 € ¢ é a base natural para P?. Entdo

.
>
[ Jhax v ¢(x)| >

NN

Demonstragao. Temos por hipdtese que ||v]|o = 1, logo pelo menos uma das componentes
de v ¢ 1 ou —1. Entao o polinémio ¢(z) = v ¢(z) tem um coeficiente igual a —1, 1, —1 ou
%. Vamos analisar quando esses coeficientes sao positivos. O caso em que sdo negativos

pode ser analisado de modo andalogo.

O maior coeficiente em valor absoluto em v corresponde ao termo constante, ou
a um termo linear z; ou ainda a um termo quadrético z7/2 ou z;x;. Vamos mostrar
que o maximo valor absoluto do polinémio é pelo menos i considerando os 4 casos que
correspondem aos maiores coeficientes.

(i) O primeiro caso é quando ¢(0) = 1, em que trivialmente temos |q(z)| > i.

(ii) No segundo caso fazemos x = e;, com i a componente de v que é igual a 1

correspondente a um termo linear de ¢(z). Neste caso temos
gle) =a/2+ 148 e q(—e)=a/2—1+p,
que implica em max{|q(e;)], |¢(—e;)|} > 1.

(iii) No terceiro caso fazemos x = e;, com i a componente de v que é igual a 1

correspondente a um termo quadrético de ¢(z) do tipo z7/2. Neste caso temos

1

qles) = s +a+ 8, q(—e)=

- S-ath a0)=p.

2

Se |q(e;)] > 1/4 ou |q(—e;)| > 1/4, obtemos o resultado. Por outro lado, se |g(e;)| < 1/4
e |q(—e;)| < 1/4, temos

afed) + a(—e0)] < la(e)| + la(—e)| < 5,
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logo

! +a+ B+ ! + 8| <
2 ¢ 2 ¢ 2

que por sua vez implica em |1 + 23| < 1/2, logo f < —1/4. Como ¢(0) = 3, temos
|(0)] > 1/4.

(iv) No quarto caso, consideramos x = ae;+be;, onde i e j sdo tais que a componente
de v que ¢ igual a 1 correspondente a um termo quadratico de d_)(x) do tipo xpx;. Neste
caso, temos q(ae; + be;) = aa®/2 + Bb*/2 + ab + vya + b + €. Vamos considerar quatro
pontos na bola B(0,1):

V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2

PLS et e T Sy T P T e T G e = e e
Assim,
a  po1 v 0
a [ 1 v )
q(pg)—4+4—2+\/§—\/§+e,
a  Bo1 v )
a B y )
alp) = 3+ 7+ 5 N A

E com isso, tem-se

a(p1) —q(p2) = 1+6V2 e q(ps) —q(ps) = =1+ V2.

Se § > 0, entao q(p1) — q(p2) > 1, o que implica que se |g(p1)| < 1/2, entdo q(p2) < —1/2.
O caso 6 < 0 é andlogo, ao analisarmos ¢(ps) — q(ps) < —1. Logo, existe um ponto
z € B(0,1) tal que |[¢(z)] > 1/2.

Considerando os quatro casos, provamos o lema. 0O

O Lema trata de uma estimativa para o caso em que ||v]|, = 1. Se for dado
v € R7™ com ||9]| = 1, pela equivaléncia de normas, existe 8 € (0,/q + 1) tal que v = 30

satisfaz ||v||.c = 1. Entao,

- 1
= - T > . 2.4
x| 07 o ()| L8 |v ¢(x)] > W T, Dnax 1)I ¢z)] = § TE (2.46)
Com isso podemos mostrar o seguinte resultado.
Lema 2.25. Considere R = {z°,z',... 2%} um conjunto A-posicionado em B(x°,8) com
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relagio a uma base ¢ de P? e Eq a matriz definida em 1) Entao

1L < 4y/ (g + 1)°A.

Demonstragio. Considere R = {0, Ilgxo, cee xqgwo} e ¢ a base natural para P2. Pelo

Corolario e pelo Lema [2.19] R ¢ A-posicionado em B(0,1). Considere M = M (¢, R)
a matriz do respectivo sistema linear ([2.40)).

Note que, como

(p(a? =)'

em que D5 = (5]n><n e D52 = (52[(q_n)x(q_n), entao

e, consequentemente,

Utilizando a definicdo da norma de Frobenius de uma matriz e sua equivaléncia com a

norma euclidiana, seque que

I < L e < IMY|p
< Va+ 1M, (2.47)

T G AR
—L71le Lq—TLq—1

q

uma vez que

Pelo A-posicionamento de E, se A\(z) € R ¢ solucdo do sistema linear associado para

qualquer z € B(0,1), temos que

1 1~
Az Mz)]o = WHA(I)H = ﬁHM o).

Aplicando o Lema comA=MTer= o(z), segue da desigualdade anterior com
x € B(0,1) que maximiza |0 ¢(z)| e de (2.46) que

(Va+T) A= | M o) = o d@)IMT) = 4\/qu\ M|
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portanto
IM7H = M| < 4(g + DA

Com isso e (2.47) temos que
1L < Va+TIM Y < 4y/(g +1)3A,

concluindo a demonstracao. 0O

Considerando o controle de geometria, conseguimos limitacoes para || L; || e ||E(;1 |
que nao dependem do raio ¢ do conjunto de amostra. Consequentemente, junto com os
resultados das Secoes [2.2) e [2.3] obtemos que os limitantes para o erro entre o gradiente da,

funcao e o gradiente do modelo sao pelo menos lineares em 9.

2.5 Limitantes para o erro entre modelos e funcao

Com os resultados das se¢oes anteriores, podemos agora enunciar os resultados que mos-
tram que tanto os modelos construidos por interpolagao polinomial quanto os modelos
construidos por regressao via vetores suporte aproximam a func¢ao e seu gradiente, condi-
¢a0 necessaria para convergéncia dos métodos de regiao de confianga, que sera discutida

no proximo capitulo.

Interpolacgao linear

Teorema 2.26. Considere que o conjunto R = {2°x' ... 2"} € DN B(2°6) seja
A-posicionado em B(z°,6) com relagio a uma base ¢ de P! e suponha que a Hipdtese
seja satisfeita.  Entdo existem constantes positivas K1 e Rg tais que para todo

x € DN B(z°9) valem as sequintes desigualdades

IVf(z) = Vmy(z)| < 516

|f(x) — my(z)| < Rad”.

Demonstragdo. A primeira desigualdade segue dos Lemas e[2.23. A segunda desigual-
dade segue dos Lemas [2.7] e O
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Interpolagao quadratica

Teorema 2.27. Considere que o conjunto R = {2° z',... 29} C DN B(2",0) seja
A-posicionado em B(z°,6) com relagio a uma base ¢ de P? e suponha que a Hipdtese
A3 seja satisfeita. Entdo existem constantes positivas Rs, Ky € Rs tais que para todo

r € DN B(2°6), valem as sequintes desigualdades
IV2f () = Vim|| < Rsd,

IV f(z) = Vmy|| < 7ad®

1f(x) — my(z)| < Rsd°.

Demonstracdo. As duas primeiras desigualdades seguem dos Lemas e[2.25] A terceira
desigualdade segue dos Lemas [2.9)e 0

Regressao linear via vetores suporte

Teorema 2.28. Considere que o conjunto R = {2°x' ... 2"} € DN B(2°6) seja
A-posicionado em B(z°,68) com relagio a uma base ¢ de P} e suponha que a Hipdtese
seja satisfeita. Se o modelo linear mg é construido via regressao por vetores suporte com
margem ¢ < c10% e folgas &,&' < c26%, com ¢y, ¢y > 0, entdo existem constantes positivas

Re € Ry tais que para todo x € DN B(z°,0) valem as desigualdades

IVf(z) = Vms(z)|| < Red

|f(x) — mg(z)| < Rr62.

Demonstragdo. A primeira desigualdade segue do Teorema [2.10] e Lema A segunda
desigualdade segue do Teorema e Lema [2.23] 0

Regressao quadratica via vetores suporte

Teorema 2.29. Considere que o conjunto R = {2° zy,...,29} C DN B(2",0) seja
A-posicionado em B(z°,6) com relagio a uma base ¢ de P? e suponha que a Hipdtese A@
seja satisfeita. Se o modelo quadrdtico mg € construido via regressdo por vetores suporte

com margem € < ¢10° e folgas £, < 903, com c1,co > 0, entdo existem constantes
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positivas Rg, Rg € Rig tais que para todo v € DN B(x°,§) valem as desigualdades
V2 f(2) — VZmg(2)| < Rd,

IVf(z) = Vms(z)]| < Rod?

|f(x) — mg(x)| < Ryob°.

Demonstragao. As duas primeiras desigualdades seguem do Teorema e Lema2.25] A
terceira desigualdade segue do Teorema [2.13| e Lema [2.25]

O

Teorema 2.30. Considere que o conjunto R = {2°...,27} C D N B(2°0) seja
A-posicionado em B(x°,8) com relagio a uma base ¢ de P? e suponha que a Hipdtese
A seja satisfeita. Se o modelo quadrdtico mg é construido via regressao por vetores su-
porte com margem € < ¢162 e folgas £, & < 02, com c1,co > 0, entdo existem constantes

positivas Ri1, Ria € Riz tais que para todo v € DN B(x°,8) valem as desigualdades
[V2ms(2)]| < R,

IV f(z) = Vmg(z)|| < Ri20

|f(.%‘) - mS(fE>| < R1352.

Demonstracio. As duas primeiras desigualdades seguem do Teorema e Lema2.25] A
terceira desigualdade segue do Teorema [2.15] e Lema [2.25] 0

Note que as constantes k;, com i = 1,...,13 independem de § mas dependem do
A-posicionamento. Faz-se importante notar também que para a construcao dos modelos
via regressdo por vetores suporte precisamos que o erro cometido no valor da funcgao e
no valor do modelo nos pontos da amostra seja controlado. O erro € é escolhido a priori,
ja os valores de £ e &' precisam ser controlados. Tal controle dependerd do parametro
de regularizacao C'. Quando o conjunto de amostra é A-posicionado, podemos garantir
que existe um valor de C' grande o suficiente de modo que ||€||w € |||l S€jam menores
que um limitante pré-estabelecido, uma vez que os modelos construidos por regressao via

vetores suporte se aproximariam do modelo construido por interpolacao.

Ainda podemos ressaltar que com o controle do erro nos pontos da amostra e com os

conjuntos A-posicionados os teoremas apresentados nesse capitulo podem ser estendidos
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para outras técnicas, além das aqui discutidas de interpolacao polinomial e regressao via

vetores suporte.
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Capitulo 3

Um método de regiao de confianca

sem derivadas

O objetivo deste capitulo é aplicar as técnicas de construcao de modelos, discutidas nos
capitulos anteriores, na resolucao de problemas de otimizagao sem derivadas por métodos

de regiao de confianca.

Um método de regido de confianca, extensamente discutido em [§], define a cada
iteragdo um modelo da funcao objetivo e uma regiao em torno do ponto corrente na qual
acreditamos que o modelo ¢ confiavel, dita regiao de confianca. Calculamos entao um
minimizador aproximado do modelo na regiao de confianga restrito ao conjunto viavel.
Caso este ponto forneca uma reducao razoavel no valor da funcao objetivo, aceitamos o
iterando e repetimos o processo. Caso contrario, pode ser que o modelo ndo represente
adequadamente a funcao. Neste caso, o ponto é recusado e reduzimos o tamanho da regiao

para encontrar um novo minimizador.

Apresentamos um algoritmo de regido de confianga sem derivadas, fortemente ba-
seado no trabalho de Conejo et al. [7], para minimizagdo de uma fungdo objetivo em
um conjunto convexo e fechado. Embora a funcao a ser minimizada seja continuamente
diferenciavel, o interesse reside no caso em que suas derivadas nao estejam disponiveis ou

que sejam custosas de serem calculadas.

O algoritmo é bastante geral no sentido de que os modelos podem ser obtidos por
qualquer técnica desde que sejam satisfeitas algumas hipéteses razoaveis. Além disso, o
novo iterando pode ser obtido por qualquer algoritmo interno que forneca um decréscimo
suficiente no modelo. O algoritmo apresentado difere do discutido em [7] pela inclusao de
um raio J; que controla a qualidade do modelo. Em [7], o raio A, da regidao de confianga

desempenha ambas as fungoes.
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Quando as derivadas da fungao objetivo estao disponiveis, os modelos sao baseados
em aproximacoes da série de Taylor da funcao objetivo. Caso as derivadas nao estejam
disponiveis, é usual construir os modelos por interpolagao polinomial, como em [2, 10, 17,
211,135, 41]. No capitulo anterior vimos que os modelos podem ser também construidos por
regressao via vetores suporte. A convergéncia global do algoritmo de regido de confianga
¢é garantida quando o modelo é obtido por quaisquer dessas técnicas, como veremos neste

capitulo. Essa é uma das contribuicoes da tese.

3.1 O algoritmo

Considere o problema de programagao nao linear

minimizar  f(x) (3.1)
sujeita a  x € (), '

com f: X C R" — R uma fun¢do continuamente diferenciavel e 2 C D um conjunto
nao vazio, convexo e fechado. KEstamos particularmente interessados no caso em que
as derivadas da funcao objetivo nao estao disponiveis ou estao disponiveis a um custo
proibitivo. Além disso, consideramos que seja facil calcular a projecao de um ponto sobre

o conjunto viavel €.

Como é usual em métodos de regiao de confianca, em cada iteragdo k € IN é

considerado o iterando atual zF € Q e o modelo
1
my(x) :bk+g,j(x—xk)+§(x—xk)THk($—mk), (3.2)

onde b, € R, gp = Vmy(2¥) € R* e H, € R™" ¢ uma matriz simétrica. Quando as
derivadas da fungao objetivo estao disponiveis, o modelo (3.2)) é baseado na aproximagao
de Taylor com b, = f(a%), g = Vf(2*) e H, uma aproximacio da Hessiana ou uma

matriz simétrica satisfazendo alguma hipotese de limitacao.

Considere a medida de estacionariedade do problema de minimizar o modelo sobre

o conjunto convexo e fechado € em z* definida por
M, = || Pa(z" — gr) — 2|,
onde P, denota a projecao ortogonal sobre o conjunto §2.

Note que o ponto z* € () é estaciondrio para o problema original (3.1)) se, e somente
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se,

[Po(e” =V f(z%)) = 2*| = 0.

Dado Aj, > 0, assumimos que as solucdes aproximadas, d* € R", dos subproblemas
de regiao de confianca
minimizar  my (2% + d)
sujeitaa 2% +d e Q (3.3)
]l < A,

satisfazem a condicao de decréscimo
k ko gk . T
— d”) >0 —— Ap, 1 3.4
my(z") — my (2" + d") > 17Tkmln{1+ [Hy ks }, (3.4)

com #; > 0 uma constante independente de k. Supomos que conhecemos um algoritmo que

resolve aproximadamente o subproblema (3.3)), isto é, que seja capaz de a cada iteragao

encontrar dj, satisfazendo (3.4).

Condigoes do tipo (3.4) sao bem conhecidas nas abordagens por regides de confianga
e utilizadas por varios autores em diferentes situagoes. No caso irrestrito, em que €2 = R,
a medida de estacionariedade 7, é simplesmente ||gx|| e o passo cldssico de Cauchy d*

satisfaz a condigao

my(z") — my(z® + d") > 91||gk||m1n{1_|_||HkH,Ak} :
como provado por Nocedal e Wright em [31] no caso com derivadas e por Conn, Scheinberg
e Vicente em [I0] para o caso sem derivadas da fungao objetivo. Condigdes do tipo (3.4)
também aparecem ao longo do livro de Conn, Gould e Toint [§], em diferentes contextos.
Em [20], Gonzaga, Karas e Vanti provam convergéncia global de um método de filtro
para programagcao nao linear, assumindo que as solu¢oes aproximadas dos subproblemas
satisfazem uma condigdo similar a . Para o caso de otimizacao nao linear e sem
derivadas, Troltzsch [48] também assume esta condigdo quando trata o problema (3.1)

com §) sendo uma caixa.

Depois de calculada uma solucdo aproximada do subproblema, analisamos se ela
fornece um decréscimo satisfatorio na funcao objetivo. Como usual em métodos de regiao
de confianca, definimos a reducio predita produzida pelo passo d* como pred = my,(z*)—
my (¥ +d"*) e a redugao verdadeira como ared = f(x*)— f(2*+d¥) e entdo, para pred # 0,

calculamos a razao
ared

Pk (3.5)

- pred
O passo d* serd aceito quando a razdo p;, for maior que uma constante n > 0 dada.
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k+1

Neste caso, definimos z¥*! = 2% + d* e repetimos o processo. Caso contrario, recusamos

o passo d¥, reduzimos o raio A e resolvemos o subproblema ([3.3)) com o novo raio.

A seguir, temos o Algoritmo de regiao de confianca sem derivadas baseado em

7.

Algoritmo 3.1. Algoritmo de regiao de confianca sem derivadas

Dados: 2° € Q, 3>0,00=00>0,0<7 <1<7, 0 €(0,1),0<n<n <n.
Faga k= 0.
REPITA
Obtenha o modelo my,.
SE dy, > fm, ENTAO
Opr1 = T10k, escolha A1 € [0pr1, Agl,
d¥* =0 e 2" = 2~
SENAO
Determine uma solucio d* de que satisfaca .
SE pr > 1, ENTAO
o
SENAO

k+1 _ ok

T
SE pr < 11, ENTAO
Opy1 = T10k € Ay = 1Ay
SENAO
SE pr, > 1y e ||d¥|| = Ay, ENTAO
Opy1 = T2k € Apy1 = Ty,
SENAO
Ops1 = 0 € Apyy = Ayg.
k=Fk+1.

Quando 7 é pequeno, o iterando estd provavelmente perto de uma solucao do
problema de minimizar o modelo dentro do conjunto viavel €2. Por outro lado, se d; é
grande, nao podemos garantir que o modelo representa adequadamente a fungao objetivo,
como veremos neste capitulo. Entao, quando 9, > Bmy, o raio d; é reduzido, objetivando
encontrar modelos mais precisos. Embora possamos tomar § = 1, este pardmetro deve

ser utilizado para balancear a magnitude de 7 e d; de acordo com o problema.

Na Secao [3.2) mostraremos que 6, — 0 quando k — oo, o que serd fundamental nas
provas de convergéncia. Isto sugere também que, dada uma tolerancia € > 0 e parametros

b1, P2 > 0, a combinagao de 9, < [ie e m, < (e pode ser utilizada como critério de
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parada na implementacao do algoritmo.

Pelo Algoritmo , a razao dada em (3.5)) estd bem definida, pois, na iteragao k em

que o algoritmo a calcula, vale 0 < dp < 7. Logo, 7, # 0 e pela condi¢ao de decréscimo

(3.4), temos que
my(x¥) — my (2 + d¥) £ 0.

Outra consideragao referente ao Algoritmo [3.1] é a utilizacdo de um raio de regiao
de confianca A e um outro raio d; que controla a qualidade do modelo, diferentemente de
[7], onde o raio Ay desempenha ambas as fungoes. A inspiragao para tal modificagao foi
o fato que, se do ponto de vista tedrico é necessario que o termo que controla a qualidade
do modelo convirja a zero, do ponto de vista pratico é desejavel que o raio de regiao
de confianca seja o maior possivel a cada iteragdo. A inclusdo do raio J, é uma das

contribui¢oes do presente trabalho.

A seguir, discutimos as hipoteses necessarias para a prova de convergéncia do Al-
goritmo [3.1]

Hipo6teses sobre o problema

Consideraremos a Hipdtese All], ja apresentada no capitulo anterior, e reproduzida abaixo.

H1. A funcao f é continuamente diferencidvel em D e Vf é Lipschitz com constante
Ly>0emD.

Também vamos considerar que a func¢do objetivo é limitada inferiormente no con-

junto viavel.

H2. A funcao f € limitada inferiormente no conjunto Q.

Hipo6tese sobre os modelos

Sobre o modelo, vamos considerar apenas a hipdtese a seguir.
H3. Eziste uma constante k,, > 0 tal que, para todo k € IN,

IVf(z) = Vmg(z)|] < Kmdk
para todo x € DN B(x*, 6).

As hipoteses sobre o problema sdo comuns em analise de convergéncia para algo-
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ritmos de regidao de confianca com e sem derivadas.

A Hipdtese independe da técnica utilizada para a construcao dos modelos em
cada iteracao. A exibicdo de técnicas de construcao de modelos que satisfazem essa
hipétese, feita no capitulo anterior, é uma contribuicao da tese. O préximo teorema
sintetiza condigoes para que a hipotese seja satisfeita. Tais condigoes estao relacionadas
ao controle da geometria do conjunto de amostra Ry, usado em cada iteracao do algoritmo
de regiao de confiancga, e do erro cometido em valores funcionais entre o modelo e a fungao,

tanto para modelos lineares quanto para modelos quadraticos.

Teorema 3.1. Suponha vdlida a Hipétese Hi Considere ¢ uma base para Pg, com a =1
oua=2, R, C DN B(z* &) um conjunto A-posicionado em B(x*, ;) em relagdo a base

¢. Se eziste ky > 0, independente de k, tal que

f(y) — ma(y)] < 50}
para todo y € Ry, entdao existe uma constante Kk, tal que
IV f(z) = Vme(z)|| < Kmdi

para todo x € DN B(xk, 5).

A demonstragdo do Teorema [3.1] segue dos resultados apresentados no capitulo
anterior, levando em consideragao a generalidade requerida, nos moldes do Teorema [2.28

para o caso linear e do Teorema [2.30| para o caso quadratico.

Em [I0] h4 ainda o estudo sobre o caso de modelos por interpolagdo subdeter-
minados, ou seja, com uma quantidade inferior de pontos que garantiriam um conjunto

posicionado para interpolagao polinomial quadratica. Tais modelos também satisfazem a

Hipétese H3|

No trabalho de Conejo et al. [7], os autores consideram duas hipéteses para os
modelos, uma delas é a exigéncia de uma limitacdo para as normas das Hessianas dos
modelos, além de uma versao enfraquecida da Hipdtese HJ| que exige apenas a limitacao

no ponto corrente.

O proximo resultado garante que se considerarmos as Hipoteses e H3|, garanti-

mos que a Hessiana dos modelos sao limitadas.

Lema 3.2. Suponha que as Hipdteses HI| e H3 sio satisfeitas. Entdo existe uma constante
kp > 0 tal que
| Hyl| < K,
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para todo k € IN.

Demonstragao. Considere d € R™ arbitrario com ||d|| = dx. Pela defini¢do do modelo ({3.2]),
utilizando a desigualdade triangular e as hipoteses temos que

[Hedl| = |Vmg(a"* + d) — Vg (aF)]|
< ([Vmg(a® +d) = V@ + d)| + [V +d) = V)| + V(") = Vmgab)]
< 26m0k + Lg||d||
= Knplk,

em que K, = 2K, + L,. Consequentemente,

d 1
H,——|| = — max ||Hpd|| < kp,
| kHdHH Op Idll | Hyd| <

H.|| = max
Il d]|=3, iy

o que completa a demonstracgao. O

Mais do que isso, conseguimos mostrar uma equivaléncia entre as hipdteses consi-

deradas sobre os modelos em [7] com a Hip6tese H3|

Lema 3.3. Suponha que a Hipdtese ¢ satisfeita. Se existem constantes kg e ko tais
que para todo k € IN, ||V f(a*) — Vmy(z%)|| < kodx e ||Hi|| < Ko, entio para todo k € IN
e para todo x € DN B(x*,6;) vale a desigualdade

IVf () = Vme(z)|| < Kmbr,
oM Ky, = Lg + Ko + Kq.
Demonstragao. Pela desigualdade triangular temos que

IV f (@) = V() || < [V f (@) =V f (@) +[V F (@) = Vg (@) ||+ | Vmg () = Ving ()] (3.6)
Considerando a Hipotese temos que
IVf(z) = V(") < Lyllz — ="

Por hipdtese, temos também que

IV f(2*) = V(") < kod.
Pela definicao do modelo, dada em , temos que

IVmi(a*) = Vg (2)]| = [|Hi(x — 2")|| < [ Hyllllx — 2*[| < salle — 2]

71



Considerando as trés desigualdades acima em ({3.6) temos que para todo k € IN e para
todo z € DN B(z*, 6;,)

IV (@) = Vmy(2)[| < (L + Ko + Ka)dk,

o que conclui a demonstracao. 0O

3.2 Analise de convergéncia

Esta secao é dedicada a prova de convergéncia global do Algoritmo , baseada em [7].
Tanto em [7] como neste trabalho, sdo consideradas as mesmas hipéteses sobre o problema,
ou seja, as Hipoteses e Com respeito aos modelos, considera-se em [7] que existe

uma constante fy > 0 tal que, para todo k£ € IN,
IV F(@") = gill < 6244,

e que a sequéncia das Hessianas do modelo é limitada. No entanto, estas duas condi¢oes
sdo consequéncias da Hipétese H3l Usando os fatos de que vale em particular em
r = 2% e que 6, < Ay para todo k, a limitacdo das Hessianas segue do Lema . O Lema
3.3 estabelece o resultado reciproco, ou seja, considerando as hipéteses apresentadas em
[7 conseguimos um resultado semelhante a Hipdtese considerando a diferenca nos

raios.

Assuma, entdo, que valem as Hipdteses H]], e H3le que o Algoritmo 3.1 gera uma
sequéncia infinita {2*} C Q. Baseados em [7], provaremos que todo ponto de acumulagio
da sequéncia {2*} é estacionario. A prova de convergéncia independe da técnica utilizada
para construcao dos modelos da fungao objetivo, desde que a Hipdtese seja satisfeita.
Quando as derivadas da funcao objetivo estao indisponiveis, normalmente os modelos
sdo obtidos por interpolacao polinomial [I0, 17, 21. [35, 41]. Nossa contribuigdo nesse
trabalho é usar maquinas de vetores suporte na construgao dos modelos como alternativa

a interpolagao polinomial, como discutido no capitulo anterior.

Considere os seguintes conjuntos de indices
S={keN|p>n e S={keN|p >m}.
O conjunto S é o conjunto de iteracoes de sucesso e S C S.

O lema a seguir garante que se o raio da regiao de confianca é suficientemente

pequeno, entdao o algoritmo deve executar uma iteracao de sucesso. As constantes 6,
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Ly, kp € kp sdo definidas em (3.4), na Hipétese , no Lema e na Hipodtese ,

respectivamente e kg = 1 4+ Kk, > 1.

Lema 3.4. Suponha vdlidas as Hipdteses e H3. Considere o conjunto

/C:{kE]N| Akgmin{m,(l_mg,ﬁﬂk,l}}, (3.7)

Ry C

K
Ly + o + —L

Z 2 Sekek, entiokeS.
1

em que ¢ =

Demonstracdo. Considere k € K arbitrario. Pelo Teorema do Valor Médio, existe t; €
(0,1) tal que
f@® 4 d¥) = f(z®) + Vf(a* + t,.d¥) " d". (3.8)

Assim, pela definicao de my em (3.2)) e a igualdade ({3.8]),
lared — pred| = |f(z*) — f(z" + d*) — mg(2®) + my (2" + dk)‘

= |f(a") — f(@®) = Vf(@@" + txd®) "d" + gl d* + ;(d’“)Tde’“

= |= (Vf(" + tad") — gk)T d* + ;(d’“)Tdek

= |- (Vf(:ck + td®) — gp — V f(2") + Vf(l‘k))T d* + ;(dk)Tdek

Utilizando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, obtemos
1
jared — pred| < (|[V f(«* + txd®) = V£ ()] + [V £ (") = gill) 14" + S Pl
Pelas Hip6teses HI| e H3| e pelo Lema [3.2] temos
1

lared — pred| < tyLy||d¥||* + kmd||d¥]| + ilithkHQ.

Visto que ||d¥|| < Ag, 6 < Ap, tr € (0,1) e kp = Ky — 1,
lared — pred| < 6,AF, (3.9)
1

em que tp = Ly + Ky, + ZKH.

2

Pela definicao do conjunto K, temos A, < 7 e consequentemente 7, > 0. Pelo
Lema e de (3.4) segue que

pred = my(2*) — myp(2” 4+ d*) > 6,7, min {m, Ay, 1}. (3.10)
RH
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Entao, segue que pred # 0. Portanto pela defini¢ao de py, (3.9)) e (3.10))

ared — pred
ok — 1] —

pred
By A2
0,7, min {ﬂk, Ay, 1}
Ry
cA?

. Tk ’
), min {,Ak, 1}
Ka

fo
com ¢ = —

0,
Pela definicao do conjunto K em (3.7)),

A
Akgmin{ﬂk,Ak,l} e u§1—171.

kH Tk
Logo,
cA?
—1< =k <1
e consequentemente p > 7;. Portanto & € S, completando a demonstracio. O

Com a Hipdtese e Lema podemos notar que, quanto menor J;, melhor o
modelo representa localmente a funcao objetivo. Logo, é razoavel que o raio do conjunto
de amostra convirja para zero. No lema a seguir mostramos que o algoritmo proposto

tem esta propriedade.

Lema 3.5. Suponha vdlidas as Hipoteses b@ 2 h@ Entdo a sequéncia {6y} converge

para zero.

Demonstragio. Se S é finito, entdo pelo mecanismo de atualizacdo do raio do Algoritmo
, existe kg € IN tal que para todo k > kg, dx+1 = 71x. Logo, a sequéncia {d} converge
para zero. Por outro lado, se S ¢ infinito, para qualquer k£ € S, utilizando a definicao de

Pk, & condicao (3.4) de decréscimo necessaria do modelo e o Lema |3.2] temos

. Tk
ﬂﬁwﬁu“ﬂzm@mﬁ%wmﬁ+fnzm&mmmhﬂAm@.

Como k € 8, calculamos p, ou seja 0, < Bm,. Por outro lado, pelo mecanismo do

algoritmo 9, < Ag. Assim

0 0 4] 4]
) — f(aF ) > kain{k,A,1}> Hkmin{k,é,l}.
f(@®) = f( )_7715 Brn k _7716 Brn k

Uma vez que {f(z*)} é ndo crescente e, pela Hipétese H2| limitada inferiormente, o lado
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esquerdo da expressao anterior converge para zero. Entao,

lim &, = 0. (3.11)
keS

Considere o conjunto
U={keN|k¢S}.

Se U ¢é finito, entao por (3.11f) temos que klim 0r = 0.
—00

Agora suponha que U ¢é infinito. Para k € U, defina ¢; o indice da ultima iteracao

em S anterior a k. Pelo mecanismo do Algoritmo , 0, < 20y, 0 que implica

lim o, < 1 limdy, = 7 lim &y, .
ked = — “keu ® 4es "

Por (3.11f), segue que klerg 0r = 0, o que completa a prova. 0O

O préximo lema garante que a sequéncia {7} tem uma subsequéncia que converge

para zero.

Lema 3.6. Suponha que as Hipdteses Fﬁ e I—ﬁ sejam vdlidas. Entdo lilgn inf 7, = 0.
—00

Demonstragao. Suponha por contradi¢do que existem € > 0 e um inteiro K > 0 tais que
m, > € para todo k > K. Defina

A= min{6 C _m)e,ﬁa,l};

Ky c

em que Ky = Ky, + 1, com Ky, a constante do Lema [3.2] ¢ definida no Lema[3.4, n; e 5 > 0
pardmetros dados no Algoritmo [3.1]

Considere k > K. Se A, < A, entdo k € K, com K dado na expressao (3.7). Pelo Lema
, k € S e com isso Ay > Ay Disto segue que o raio somente pode decrescer se

Ay > A, e neste caso, ou & > B, e portanto

Apy1 > g1 = 10y > TP > 1B > TA,
ou 0 < (7, e pelo mecanismo do algoritmo
Ak—i—l = TlAk > TlA.

Em ambas as situagoes, para todo k > K,

A, > min {rlﬁ,AK}. (3.12)
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Considere k > K fixo e suponha que k € S. Utilizando a definicdo de p;, dada em (3.5)),
a condigao ([3.4)), a hipétese de contradigao e (3.12) temos que

f@®) = fE**h = (mk(xk) — mg(zF + d’“))
> 0T min {Wk, Ay, 1}
Rg
> 7]1916 min {8, Ak, 1}
KH
>

171601€ min {5, min {TlA, AK} , 1} .
Rg
Pela Hipotese , a sequéncia {f(z*)} é limitada inferiormente, e como é monétona nao
crescente, f(a*) — f(x¥*1) — 0. Como o lado direito da desigualdade acima é constante,
o conjunto {k > K | k € S|} é finito. Logo, pelo algoritmo, para todo k suficientemente
grande O, > fm; ou pr < my. Porém, pelo Lema [3.5, 6, — 0 e como 7, > € para
todo k > K temos que p, < n; para todo k suficientemente grande, o que implica, pelo

algoritmo, que Agy1 = 1Ay, Consequentemente A — 0, contradizendo (3.12)). 0O

Ao assumirmos um decréscimo suficiente na fungao objetivo definindo n > 0 no
Algoritmo podemos provar que nao somente existe uma subsequéncia de {m;} con-
vergindo para zero como estabelecido no Lema [3.6] mas que a convergéncia é em toda a

sequeéncia.
Lema 3.7. Suponha vdlidas as Hipdteses HZ e Hj e que n > 0. Entdo

lim T = 0.
k—o0

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que para algum £ > 0 o conjunto
N ={keN|m>c} (3.13)
¢ infinito.

Dado k € IN', considere ), o primeiro indice tal que ¢ > ke m, < /2. A existéncia
de ¢} é assegurada pelo Lema [3.6] Assim,

€
T — Tgy, = =

2

Utilizando a definicao de 7y, a desigualdade triangular e a propriedade de contracao das
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projecoes, temos

5 < IPale® —g) = | = | Pae™ = gg,) — 2™
< |[Po(a” — gi) — 2* = Po(a'™ — gg) + 2|
< 2fa* — ]|+ [|gr — ge, I (3.14)

Por outro lado, como d; — 0 pelo Lema [3.5] existe kg € IN tal que para k > kg

€
) —_ 3.15
k< 8k ( )

Se 2% = 2% ou seja, se 2° ¢ S para k < i < £}, temos que

€

IA

2)|2* — 2| + [lgk — e,

= lgx — g0l

< lge = VFEH) + IV F(2%) = go |
< Km0k + dg,),

onde a ultima desigualdade segue da Hipotese . Disso e (3.15)) segue que,

Y

/fm((sk + 5%) > e K;m(CSk + 541@) <

DN ™
W]

o que é impossivel. Portanto, para k > ky e k € IN' o conjunto
¢ nao vazio.

Agora, somando e subtraindo Vf(z*) e Vf(z) em (3.14) e pela desigualdade

triangular, para k € IN' temos que

< 2t — 2™+ lgp = V(") + V(") = V@) + V(@) = gol
20a* — 2| + llgx = V@) + IV f(2") = V@) + [V f(2) = o,

c
2

IN

Utilizando as Hipdteses HI| e H3| tem-se
5
3 < (24 Ly)[|2* — 2| + K (5 + d¢,)- (3.16)
Usando ([3.15)), temos que para k > ko, k € IN

< @+ Ly)le* — 2|+ =,

N ™
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de onde

k_ b £
" —x > —
| = 42+ L,)
Temos entao que
€ : :
it et < Y < Y A, (3.17)
42+ Ly) i< <o,

Por outro lado, como Cj, # () para k > kg e k € IN' temos pela definicao de p;, dada em
(3.5) e por (3.4) que

f@) = fa) = X (fa?) = f(a7)

Jj€Ck

> 3 (mi(a?) = mya? + &)
JEC

> Z nd,m; min {Wj,Aj, 1} )
jECk i

Pela definicao de ¢, temos que 7; > /2 para todo j € Cj. Dessa forma,
k ¢ g€ . € g . B
f(l' )—f(.’L' k)Z Z nelimln 77Aj71 27791*mln YR Z Ajal .
jeon, 2 2Ky 2 2k’ S0

Tendo em vista isso, e a hipétese de que 7 > 0 temos que para k > kg e k € I
f(x*) — f(x%) é uniformemente limitada por uma constante positiva. Por ouro lado,
pela Hipdtese , a sequéncia {f(z*)} ¢é limitada inferiormente, e pelo algoritmo é mo-
nétona nio crescente. Consequentemente f(z*) — f(z%) — 0, o que é uma contradicdo,

completando a prova. 0

Podemos provar agora a convergéncia global a pontos estacionarios de primeira or-
dem. No teorema a seguir, estabelecemos a relacao entre a medida de estacionariedade do
problema original e a medida de estacionariedade dada no Lema |3.7], obtendo o resultado

de convergéncia global.

Teorema 3.8. Suponha que valham as Hipdteses H3 e H3 Entdo
(i) Sen =0, lilggiorolf | Po(z* — Vf(z¥) — 2F|| = 0.
(i) Sen >0, I}Lrgo | Po(z* — Vf(z*)) — 2F| = 0.

Demonstragao. Pela desigualdade triangular, a propriedade de contracao das projecoes e
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a Hipotese H3| temos que

[ Paa" = V f(a*)) — 2| 1Pa(z" = Vf(a")) = Pa(a® — gi) + Pa(z" — gr) — 2|

< |[Pa(a® =V f(2")) = Pa(a" = gi) || + [ Pa(z" — gr) — 2"
< V") = gill + [[Pa(e® = gx) — 2|
S /fmék + k.

Utilizando os Lemas [3.5 e completamos a prova. 0

Do Teorerna concluimos que se n > 0 e o Algoritmo gera uma sequéncia {x*}
com algum ponto de acumulagdo x*, entao o ponto z* é estacionario de primeira ordem
[8, B8]. Uma maneira de garantir a existéncia de um ponto de acumulacdo é supor que o
conjunto de nivel {x € R" | f(x) < f(2°)} ¢ limitado. Note que assim toda a sequéncia

{2*} é limitada e consequentemente possui uma subsequéncia convergente.
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Capitulo 4

Experimentos numeéricos

Este capitulo é dedicado a experimentos numeéricos a fim de discutir o desempenho do
algoritmo de construcdo de modelos de uma fungdo por regressao via vetores suporte e
do algoritmo de regiao de confianca sem derivadas para minimizar uma fungdo com os

modelos construidos por regressao via vetores suporte.

O capitulo é dividido em trés se¢oes. Na primeira se¢ao sao apresentados modelos
de funcoes definidas em R?, com o intuito de visualizar quao bem o modelo de regressao via
vetores suporte aproxima uma fungao. A segunda secao é dedicada a comparar o gradiente
do modelo por interpolagao polinomial e o gradiente do modelo via regressao por vetores
suporte. Para os testes utilizamos a cole¢do de problemas irrestritos organizada por Moré,
Garbow e Hillstrom [28]. Por fim, na tltima se¢do do capitulo resolvemos os problemas

da segunda parte com o algoritmo de regiao de confianga apresentado no Capitulo

Os algoritmos foram implementados em Matlab® em sua versao R2012a. Os testes
foram realizados em um computador portatil com processador Intel® Core' " i5-430M
com 3 MB de memoéria cache, com velocidade do clock de 2.26 GHz e com 4 GB memoria

RAM, com sistema operacional Windows® 8.1 Pro com arquitetura 64-bits.

4.1 Modelos de regressao via vetores suporte

Nesta secao, apresentamos aproximagoes de fungdes por regressao via vetores suporte
com o objetivo de visualizar graficamente tais aproximagoes. Para isso escolhemos as

duas primeiras fungoes da colecio [28], que sao funcoes definidas em R?.

Apresentamos aproximagoes com diferentes valores para o raio ¢ do conjunto dos
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pontos da amostra. A tolerancia escolhida foi e = § x 1072 e o pardmetro de regularizacao,
que balanceia as folgas € e &, foi fixado para todos os casos em C = 10!, escolhido
empiricamente. Nas figuras desta secdo, no lado esquerdo estao plotados os pontos do
conjunto de amostra. Do lado direito temos os valores da fun¢do nos pontos do conjunto

de amostra, o grafico da func¢ao em azul e do modelo em cinza.

Para escolha dos pontos de amostra, a partir do ponto z° = (1,1) foram tomadas as
direcoes coordenadas e as direcoes opostas a elas e escolhidos os pontos nessas dire¢oes que
atingiam a fronteira da bola B(z",d) respeitando o raio § em cada caso. Logo, o conjunto
de amostra é {(1,1),(144,1),(1,1+9),(1—0,1),(1,1—9)}. Tal escolha permite verificar

que mesmo com menos do que (n+ 1)(n+2)/2 pontos podemos obter modelos razodveis.

Funcao de Rosenbrock

A primeira funcao para a qual construimos o modelo por maquinas de vetores suporte é

a funcdo de Rosenbrock f : R? — R definida por
f(z) = (1 —21)* +100(xy — 23)*.
A fungao de Rosenbrock é a fungao nimero 1 da colegao [28].

A Figura mostra a aproximacao da func¢ao de Rosenbrock na vizinhanga do
ponto 6timo (1, 1) com raio § = 0.5. O maior erro em termos de valor funcional nos pontos

de amostra foi observado no ponto y = (1, 1), para o qual | f(y) —m(y)| ~ 5.000003 x 10~%.

1.4 400
300
200

17 100

0.8¢

-100

0.6 1.5

0.4 : : : :
64 06 08 1 12 14 16

05 05

Figura 4.1: Funcao de Rosenbrock numa vizinhanga do ponto (1,1) com raio § = 0.5.

A Figura mostra a aproximagao da funcao de Rosenbrock préxima ao ponto

(1,1) e com raio § = 0.25. O maior erro em termos de valor funcional nos pontos de
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amostra foi observado no ponto y = (1,1), para o qual |f(y) — m(y)| = 2.500014 x 10~*.

1.6

1.4¢ 1 80

1.2¢

0.8f

0.6f

0.4

Figura 4.2: Fungao de Rosenbrock numa vizinhanga do ponto (1,1) com raio § = 0.25.

A Figura mostra a aproximacao da func¢do de Rosenbrock na vizinhanga do
ponto (1,1) com raio § = 0.1. O maior erro em termos de valor funcional nos pontos de

amostra foi observado no ponto y = (1,1), para o qual |f(y) — m(y)| = 1.000090 x 10~%.

1.6

1.4¢ 1 10

1.2¢

0.8f

0.67

0.4

Figura 4.3: Fungao de Rosenbrock numa vizinhanga do ponto (1,1) com raio § = 0.1.

Funcao Freudenstein e Roth

A funcdo de Freudenstein e Roth f : R? — R, definida por
f(@) = (=134 21 4+ (5 — z2)x2 — 2)2)* + (=29 + 21 + (w2 + V)39 — 14)29),

é a fungao ntimero 2 da colecao [2§].

82



A Figura mostra a aproximacao da funcao de Freudenstein e Roth proxima ao
ponto (1,1) e com raio § = 0.5. O maior erro em termos de valor funcional nos pontos de

amostra foi observado no ponto y = (1,0.5), para o qual | f(y) —m(y)| ~ 5.000004 x 10~%.

1.4} 2000
1800
1600
1 1400

1200
0.8

0.6f

05 05

Figura 4.4: Fungao de Freudenstein e Roth numa vizinhan¢a do ponto (1,1) com raio
0 =0.5.

A Figura [4.5) mostra a aproximacao da funcao de Freudenstein e Roth proxima ao
ponto (1,1) e com raio d = 0.25. O maior erro em termos de valor funcional nos pontos de

amostra foi observado no ponto y = (1,0.75), para o qual | f(y) —m(y)| &~ 2.500015 x 10~*.

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

Figura 4.5: Funcdo de Freudenstein e Roth numa vizinhanca do ponto (1,1) com raio
0 = 0.25.

A Figura mostra a aproximacao da funcao de Freudenstein e Roth proximo ao
ponto (1,1) e com raio § = 0.1. O maior erro em termos de valor funcional nos pontos de

amostra foi observado no ponto y = (1,0.9), para o qual | f(y) —m(y)| ~ 1.000090 x 10~%.

As figuras apresentadas nesta se¢ao mostram a aproximacao de duas fungoes defini-

das em R? em que conseguimos visualizar a melhora da qualidade da aproximacio quando
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1.6

1.4} — 1800

1o} 1750

1700
1_

1650
0.8f

0.67 1.2

0.4 : : ' : :
04 06 08 1 12 14 16

0,8 0.8

Figura 4.6: Funcao de Freudenstein e Roth numa vizinhanca do ponto (1,1) com raio
0=0.1.

diminuimos o raio d do conjunto de amostra. Isso sugere que para modelos mais precisos,
precisamos considerar raios cada vez menores. Esse comportamento é semelhante aos

modelos construidos por interpolacdo polinomial.

4.2 Comparacao dos modelos

Nesta secao, faremos comparagoes entre os modelos quadraticos construidos por regressao

via vetores suporte e os modelos quadraticos construidos por interpolacao polinomial.

Os testes aos quais o método foi submetido constituem todos os problemas da
coletanea organizada por Moré, Garbow e Hillstrom [28]. Trata-se de um conjunto de 35
problemas diferencidveis de minimizacao irrestrita, onde as fungoes objetivo sao somas de
quadrados. Isto significa que cada funcao é da forma

m
2
flz) = (fi(x))", (4.1)
i=1
onde f; : R - R, i = 1,...,m, sao fungoes dadas. Para algumas funcoes a dimensao
é fixada, e em outras pode ser escolhida pelo usuario. Implementacdes em Matlab e em
Fortran deste banco de fungbes estao disponiveis em

http://www.mat.univie.ac.at/~neum/glopt/test.html.

Para a construgao dos modelos de regressao via vetores suporte sao considerados
dois valores para o pardmetro C, C' = 108 ¢ C' = 10'2. A tolerancia para a construcao dos

modelos em ambos os casos foi e = 5 x 107°, o que corresponde a ¢ = 0.056? uma vez que
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foi usado 0 = 0.01. O modelo por interpolacao foi construido através dos polindmios de
Lagrange, utilizando para isso o Algoritmo 6.2 de [I0]. Os trés modelos sao construidos
com o mesmo conjunto de amostra para cada um das 35 fun¢oes dadas em [28]. A partir do
ponto inicial 2%, fornecido com a colecdo, sdo tomadas as direcoes coordenadas e as opostas
a elas de modo que os pontos escolhidos estejam na fronteira da bola B(zY, §), conseguindo
assim 2n + 1 pontos, em que n é a dimensao do problema. A partir desse conjunto inicial,
escolhemos novos pontos na bola B(x?,§) para formarmos um conjunto com (n + 1)(n +

2)/2 pontos com o melhor A-posicionamento possivel utilizando o Algoritmo 6.2 de [10].

Consideramos o erro relativo entre o gradiente do modelo e o gradiente da funcao

no ponto inicial 2° fornecido para cada problema, calculado pela férmula

V) - Vi)l

br Vi)

A Figura [4.7] apresenta a comparagdo entre o erro relativo E,. para cada um dos
problemas. Vemos que o erro relativo E, para a construcao dos modelos por regressao via
vetores suporte com C' = 108 é menor do que o erro relativo dos modelos construidos por

interpolagao polinomial em um ntimero maior de problemas.

10 I I I I I I I I I I T T I I I I I I o I I I I I I T T T I I I I I I I
[]
10* - R ¢ -
° : . .
10° | e, Q¢ *e IR . o ® i
° . o ° o ®
o o o o * [ ] ° Q ®
£107° - ¢ ° ¢
g ° ° i : ¢ o ? ¢ ¢
8104 ¢ o 8 ] ¢ ° ¢ |
= ¢ i 4 PR ° ¢ L, 0
. ¢ .
10° | ° |
o P
10° . o SVRC=1E+08 7
¢ SVRC=1E+12
1 0‘1 0 1 | | T .\ Ir]terp‘xola‘gao‘ I | | | | | 1 | 1 |

1 | | | | | | | | | | | | | | |
12 3 45 6 7 8 9 10111213 141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
Problema

Figura 4.7: Erro relativo na norma do gradiente do modelo.

A Figura 4.8 apresenta a quantidade de problemas divididos em 6 intervalos para
o erro F,.. Vemos que a quantidade de problemas com um erro relativo E, nos intervalos
mais baixos ¢ maior quando os modelos sao construidos por regressao via vetores suporte.
Isso sugere que o gradiente dos modelos assim construidos estao aproximando melhor o

gradiente da funcao no ponto inicial z°.
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Figura 4.8: Erro relativo na norma do gradiente do modelo por intervalos.

4.3 O método de regiao de confianca

O objetivo desta secdo é comparar diferentes estratégias para a construcao do modelo
quadratico my no Algoritmo na resolucgao dos 35 problemas da colegdo [28]. Utilizamos
em todas as iteragoes do algoritmo 9, = Aj. Além disso, foram adotados os seguintes

parametros:

50 = ]_, 5 = ]., T = 05, To = 22, n = 0]_, mh = 0.25 (S T2 = 0.75.

O critério de parada adotado, como sugerido em [7], foi o tamanho do raio, ou seja,

o algoritmo para numa iteracao k quando

6] < 1075, (4.2)

Os subproblemas quadraticos (3.3)) foram resolvidos pela rotina trust do Matlab.
Duas técnicas foram utilizadas na construgao dos modelos, a saber, o Algoritmo [2.2 que

constréi os modelos por maquinas de vetores suporte, e interpolagao polinomial.

Independentemente da técnica utilizada, os conjuntos de amostra possuem (n +
1)(n 4+ 2)/2 pontos, onde n é a dimensao do problema. O primeiro conjunto é construido
da seguinte maneira. A partir do ponto inicial 2°, sdo tomados passos de tamanho Jy nas
direcoes coordenadas e opostas a elas, obtendo assim 2n + 1 pontos. Os pontos restantes
sao obtidos pelo Algoritmo 6.2 apresentado em [I0]. Quanto a atualizacdo do conjunto
de amostra, a cada tentativa de um novo iterando do método de regiao de confianca, hé

duas possibilidades: o ponto ser aceito ou recusado. Se o ponto é aceito, ele é incluido
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no conjunto de amostra substituindo o ponto mais distante dele. Caso seja recusado,
verificamos se ele estd mais préximo do iterando atual que o ponto mais distante. Em
caso afirmativo, trocamos o ponto mais distante pelo ponto tentativo. Caso contréario, o

conjunto de amostra permanece inalterado.

Na construcao do modelo m; pelo Algoritmo foi adotado ¢ = 0.0567. Na
resolugao do problema ([2.26)) foi utilizada a rotina quadprog do Matlab. Diferentes valores

para o parametro C foram adotados, a saber, C' = 10%, i = 5, ..., 12.

Quando a técnica considerada é a interpolacao polinomial, os modelos sao obtidos
através do Algoritmo 6.2 de [I0]. Como de uma iteragao para outra do Algoritmo
apenas um ponto interpolador é alterado, uma tnica iteracao do Algoritmo 6.2 é necessaria

para atualizar o modelo.

Em suma, o Algoritmo[3.1]foi testado com as seguintes estratégias para a construgao

dos modelos:

e Cs: Algoritmo 2.2 com C' = 10°.

o (s: Algoritmo com C' = 10°.

e ('7: Algoritmo com C = 107.

o (Cs: Algoritmo [2.2] com C' = 108,

o (y: Algoritmo com C' = 10°.

e (o Algoritmo com C' = 10%,

e (: Algoritmo com C' = 10",

e (5: Algoritmo com C' = 10'2,

e [nt: Interpolagao polinomial [I0, Algoritmo 6.2].

Seja f(x) o valor da funcao objetivo encontrado pelo Algoritmo ao resolver um
problema utilizando a estratégia F. Similarmente ao apresentado por Bueno et al. em

[4], consideramos que o problema foi resolvido pela estratégia E se

(L, S @ o] = 0 (43)

em que f,:, ¢ 0 menor valor da funcao objetivo entre todas as estratégias.

Outro critério de solugao, semelhante ao adotado em [6], usa a solugdo fygu apre-

sentada em [28], no lugar de f,,;n, ou seja,

f(&) = fucw
o (L |F@) are ] = 0 (44)
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4.3.1 Analise de desempenho das nove estratégias

Nas Tabelas sao apresentados os resultados obtidos mostrando o niimero do pro-
blema (cf. [28]), o ntimero de varidveis, a dimensdo m que aparece em (4.1)), o tempo em
segundos gasto para resolver o problema, a solucao encontrada e a solucao apresentada
em [28]. O simbolo ¢ indica que a solu¢do encontrada nao satisfez . O simbolo I

indica que a solugdo encontrada nao satisfez (4.4)).

A Tabela[4.I|mostra o nimero de problemas considerados resolvidos pelo Algoritmo
com cada uma das estratégias, considerando os critérios (4.3)) e (4.4).

Tabela 4.1: Numero de problemas resolvidos do total de 35 problemas.

Estratégia
CI‘itéI‘iO g 05 C@ C7 Cg Cg Cl() Cn 012 IIlt
4.3 25 [ 28 129131130 27 | 25 | 24 | 34
4.4 23126127129 |27 25 | 23 | 22 | 30

Utilizamos o conceito de perfil de desempenho (performance profile) [15], uma
ferramenta para comparar a performance de um conjunto de métodos quando aplicados
para resolver uma coletdnea de problemas. Adotamos o nimero de avaliacoes de fungao

como medida de desempenho na comparacao das estratégias.

A Figurald.9lapresenta o perfil de desempenho para o método de regiao de confianga
com modelos construidos por interpolagao polinomial e modelos construidos via regressao
por vetores suporte com diferentes valores para o parametro de regularizacao C'. Neste
caso é considerado como critério de solucdo. Com base na figura da esquerda e nas
informagoes da Tabela [£.1, vemos que as trés estratégias mais robustas foram: Int, Cg
e Cy. Pela figura da direita, vemos que a estratégia Int foi a mais eficiente, com 40%
dos problemas resolvidos com o menor nimero de avaliacoes de funcao. No entanto, as
estratégias Cg e Cy resolvem esta quantidade de problemas gastando nao mais que 1.1
vezes o numero de avaliagoes de funcao da melhor estratégia. Gastando nao mais que o
dobro do niimero de avaliacoes de fun¢ao da melhor estratégia, Cgy e Cy resolveram 80%

dos problemas, enquanto Int resolve 63%.

Se considerarmos como critério de solucdo, a robustez de todas as estratégias
diminui, o que pode ser inferido também pela Tabela [£.1, A Figura [£.10] apresenta o
perfil de desempenho relativo ao niimero de avalia¢oes de func¢ao considerando como
critério de solucao. Novamente as estratégias Int, Cy e Cy estdo entre as mais robustas
e as mais eficientes. Pela figura da direita vemos que a estratégia mais eficiente foi a
construcao de modelos por interpolagao polinomial, com 37% dos problemas resolvidos

com o menor nimero de avaliagoes de funcao. A estratégia Cy levou aproximadamente
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Figura 4.9: Perfil de desempenho relativo ao nimero de avaliagdes de fungao usando (4.3)).

1.1 vezes o nimero de avaliagdes de funcao da melhor estratégia para atingir essa marca.
A estratégia Cy levou pouco menos do que 1.2 vezes o nimero de avaliagoes de funcao
da melhor estratégia para resolver 37% dos problemas. Com até 2 vezes o ntimero de

avaliacoes de funcao da melhor estratégia, Cyg resolveu 74% dos problemas.

Perfil de Desempenho Perfil de Desempenho — Visdo com zoom

1 1
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Figura 4.10: Perfil de desempenho relativo ao nimero de avaliagbes de funcao usando

[E9).

A Figura apresenta o grafico de perfil de dados [29], considerando como
critério de solucao. A construcdo de modelos por regressao via vetores suporte com o
parametro de regularizacio C' = 10® se mostrou competitiva, pois resolveu 80% dos 35
problemas com pouco mais de 700 avaliagoes de funcao, enquanto o método de regiao
de confianca com modelos construidos por interpolacao polinomial gastou quase 1400

avaliacoes de funcao para resolver esta mesma quantidade de problemas.

A Figura [4.12| apresenta o grafico de perfil de desempenho relativo ao tempo com-
putacional gasto pelas estratégias para a resolugao dos problemas. A figura da esquerda é
o perfil de desempenho considerando como critério de solucao, enquanto na figura da
direita foi adotado o critério . Os resultados obtidos sao semelhantes ao desempenho
considerando o nimero de avaliagoes de fun¢ao. Com isso, podemos inferir que o tempo
para a construcao de um modelo por interpolacao polinomial ou por regressao via vetores

suporte é similar.
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Figura 4.11: Perfil de dados relativo ao nimero de avaliacoes de funcao usando (4.4)).
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Figura 4.12: Perfil de desempenho relativo ao tempo computacional usando critérios (4.3))

e ().

Outra investigacao realizada foi a analise da robustez das estratégias quando me-
lhores solugoes sao exigidas. Ou seja, analisamos a robustez de cada estratégia para

diferentes valores de g4, > 0, considerando que a estratégia encontrou uma solugao se

f(x) — fucn
(L | f @), | farcr]) © (45)

A Figura 4.13| apresenta a robustez de cada estratégia para trés valores de €,,. Quando
levamos em conta uma melhor qualidade na solucao, a robustez de todas as estratégias

diminui, mas as estratégias Int, Cy e Cy continuam entre as mais robustas.

Robustez — Qualidade da Solugéo

_"'05+C6 07"'CB%C9+C|O C‘1-4—C‘2—n—|ntv

0.4
107 107 107°

Figura 4.13: Robustez das estratégias considerando diferentes valores de e4, em ({4.5]).
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4.3.2 Analise de desempenho das trés melhores estratégias

Nesta secdo procuramos analisar o desempenho das trés melhores estratégias entre as
discutidas na secao anterior, ou seja, Cg e Cy, que foram a mais robusta e mais eficiente,
respectivamente, entre as que utilizam o Algoritmo [2.2] e Int, que foi a mais robusta e

eficiente de todas as estratégias.

As Figuras e mostram o decréscimo da funcao objetivo ao longo das
iteragoes do algoritmo considerando cada uma das trés estratégias para minimizacao de
diferentes fungoes da colecao [28]. Infere-se destas figuras que o algoritmo de regido
de confianca com as trés estratégias parece ter o mesmo comportamento em termos da
variacao dos valores da fungao objetivo, mas tem dificuldade em obter progresso a medida

que se aproxima da solucao ou em perceber que é momento de parar.

log f(xk)

o 500 1000 1500 0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.14: Variacao da fungdo ao longo das iteragboes na minimizagao das fungoes 1
(esquerda) e 6 (direita).

1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 %00 o 100 200 300 400 500 600

Figura 4.15: Variacao da fungdo ao longo das iteragoes na minimizagdo das funcgoes 8
(esquerda) e 16 (direita).

Como o valor 6timo fyqag de cada uma das funcoes é conhecido, os testes numéricos
com estas trés estratégias foram refeitos, incluindo um critério de parada adicional a
. O algoritmo de regiao de confianca foi parado prematuramente quando, em alguma
iteracao k,
G = fuen g8 (4.6)
max{1, |f(z")],|fucul}
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Acrescentar esse novo critério de parada evita que o algoritmo fique rodando quando
ja estd proximo da solugao, porém nao impede que o algoritmo pare longe da solugao pelo

critério de parada ({4.2]).

A Figura [4.16| apresenta o grafico de perfil de desempenho em relacdo ao niimero

de avaliagbes de funcao com (4.3) como critério de solucao.

Perfil de desempenho Perfil de desempenho - Visdo com zoom

0.2 [—c 0.2 —cC

Figura 4.16: Perfil de desempenho em relacao ao niimero de avaliagoes de fungao usando
(4.3) e critério de parada (|4.6]).

O método de regiao de confianga com a estratégia de interpolagao polinomial foi
o mais robusto, resolvendo 97% dos problemas, a excecdo foi o problema 21. Por outro
lado, o método com a estratégia Cy deixou de resolver 5 problemas (3, 4, 10, 22 e 25) e

com a estratégia Cy deixou de resolver 6 problemas (3, 4, 10, 11, 18 e 25).

A figura da direita é uma visao ampliada da figura da esquerda, construida para
melhor identificarmos a eficiéncia das estratégias. O método de regidao de confianca com
a estratégia de interpolacdo polinomial foi o mais eficiente em 57.1% dos problemas,
seguido do uso das estratégias Cyg, mais eficiente em 48.6%, e Cy, mais eficiente em 34.3%

dos problemas.

A Figura apresenta o grafico de perfil de desempenho em relagdo ao niimero
de avaliagoes de funcdo com para analise da solucdo. O método com os modelos
construidos por interpolacao resolveu 30 dos 35 problemas. Com a estratégia Cy foram
resolvidos 29 problemas e com a estratégia Cy, 27 problemas. Observe que sdo 0s mesmos
resultados obtidos com o critério de parada original, utilizado na secao anterior. A figura
da direita, com a visao ampliada, mostra que interpolacao polinomial foi mais eficiente
em 45.7% dos problemas. As estratégias Cg e Cy foram mais eficiente em 40% e 31.4%

dos problemas, respectivamente.

A Tabela apresenta o nimero de problemas em que a estratégia parou de acordo

com um dos dois critérios de parada: critério usual (4.2)) ou parada prematura, por causa

de .
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Figura 4.17: Perfil de desempenho em relacao ao niimero de avalia¢oes de func¢ao usando

(4.4) e critério de parada (|4.6]).

Tabela 4.2: Numero de problemas por critério de parada

Estratégia
sl 2 s Cg Og Int
Critério de parada
4.2 21 119 | 12
4.6 14116 | 23

O método de regiao de confianga com modelos construidos por interpolac¢ao polino-

mial foi o mais influenciado pela mudanga no critério de parada, seguido pela construcao

com estratégia Cy. A construgao dos modelos com a estratégia Cg foi menos influenciado

pela mudanca no critério de parada.

Com essa influéncia da escolha do critério de parada, modificamos a precisao do

critério de parada original e refizemos os testes para as trés estratégias, a fim de identifi-

carmos a influéncia do tamanho do raio ao resolvermos os problemas. Com o novo critério

de parada considerado, o método para se

—5
; Perfil de desempenho . Perfil de desempenho - Vis&o com zoom
_—
08l -mm o
: —
06 i —F—
2
04 0.4t
02! —c, 02 —c,
C9 Cs
——Int ——Int
o ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ (=t}
6 12 18 2 30 1 12 14 16 18 2

Figura 4.18: Perfil de desempenho em relagao ao nimero de avaliagoes de fungao, usando
(4.3) e critério de parada (4.7).

A Figura [4.1§ apresenta o grafico de perfil de desempenho em rela¢iao ao ntimero
de avaliagoes de fungao, usando (4.3)) como critério de solugao e (4.7) como critério de
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parada. Os resultados apresentados foram semelhantes aos apresentados com a parada
prematura quando proximo da solugao 6tima fy;qy. Quando o critério de solucao é (4.4]),

os resultados sdo também semelhantes, uma vez que o critério de parada (4.6 engloba o
critério de solucao (4.4)).

No geral, os testes mostram que a construgao de modelos por regressao via vetores
suporte para métodos de regiao de confianca sem derivadas sao uma alternativa razoa-
vel a interpolagao polinomial. Maiores investigacoes, no entanto, sao necessarias para

incorporar melhorias na técnica e com isso melhorar seu desempenho.
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Tabela 4.3: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha | fyvcH

Cs 108.00 | 6533 | 2.2067E—05
Cs 79.70 | 5716 | 1.0222E—-04
Cr 51.30 | 5333 | 2.7177E—-05
Cy 18.10 | 1500 | 5.7195E—05

1122 Cy 1.06 | 123 | 1.5328E—08 0.0000E+-00
Cho 2.44 | 261 | 1.6910E—04
Chi 1.09 | 123 | 2.2877TE—06
Cio 1.16 | 128 | 4.6964E—05
Int 9.13 | 116 | 1.5270E—15
Cs 79.80 | 5567 | 4.8984E+-01
Cs 55.00 | 3643 | 4.8987E4-01
Cr 0.74 88 | 4.8984E+01
Cs 0.92 93 | 4.8984E+01

212 2 Cy 0.79 80 | 4.8984E+01 4.8984E+01
Cho 1.02 80 | 4.8985E4-01
Ch 0.70 88 | 4.8990E+01
Cia 0.47 57 | 5.5034E4+01 | <o I
Int 4.75 60 | 4.8984E4-01
Cs 0.80 | 59 1.3515E—01] o I
Cs 0.88 63 | 1.3518E—-01 | < 1
Cr 0.52 51 | 1.3518E—01 | < i
Cs 0.57 52 | 1.3520E—01 | < i

312 2 Cy 0.53 52 | 1.3520E—01 | ¢ 1 | 0.0000E+400
Cho 0.50 49 | 1.3519E—01 | < i
Ch 0.47 47 | 1.3520E—01 | © i
Cio 0.45 44 | 1.3519E—-01 | < ¢
Int 44.00 | 559 | 2.7110E—11
Cs 1.14| 73| 9.8430E+1L| o |
Cs 100 | 60| 9.8085EL1L| o I
s 0.56 | 48 | 9.7999E+11 | o I
Cs 052 | 43 | 9.7350BE4+11] o |

1123 Cy 059 | 55 | 9.7520E+11 | © I | 0.0000E+00
Cho 0.64 | 47 | 9.7822E+11 | © |
T 0.67 | 69 | 9.8560B+11 | © §
Chs 053 | 63| 9.9767BE+11] o |
Tt 108.00 | 1353 | 3.2492E—06
Cs 7.52 | 581 | 6.5977E—09
Cs 3.55 | 255 | 1.9858E—08
C 1.27 | 115 | 3.7989E—07
Cs 0.63 55 | 8.9304E—-08

5123 Co 0.58 54 | 1.9681E—08 0.0000E4-00
Cho 0.63 55 | 5.8612E—08
Ch 0.64 53 | 5.3492E—-09
C2 0.66 57 | 1.7356E—09
Int 4.23 54 | 1.2893E—16
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Tabela 4.4: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha| fyvaH |
Cs 8.19 | 566 | 1.2436E+02
Cs 6.00 | 415 | 1.2436E+02
Cr 5.50 | 521 | 1.2436E+02
Csg 2.84 | 268 | 1.2436E+02
6 10 Cy 2.79 | 260 | 1.2436E+02 1.2436E+02
Cho 3.53 | 334 | 1.2436E+02
Ch 1.44 | 138 | 1.2436E+02
Cio 1.77 | 166 | 1.2436E+02
Int 4.16 53 | 1.2436E+02
Cs 53.90 | 3267 | 8.2214E—04
Cs 59.10 | 3504 | 4.2400E—04
Cy 25.80 | 2315 | 2.7585E—05
Cs 1.62 | 152 | 9.1626E—07
7 3 Cy 1.63 | 158 | 1.0523E—06 0.0000E+00
Cho 167 | 159 | 5.7110E—07
o 142 | 131 5.0316E—07
Chs 2.05 | 173 | 3.13195—05
Tt 0.22 | 117 | 5.84186—15
Cs 6.84 | 440 | 8.3009E—03
Cs 98.00 | 5022 | 8.3047E—-03
Cr 4.78 | 231 | 9.2063E—03
Csg 3.64 | 167 | 8.8898E—03
8 15 Co 6.70 | 183 | 9.5954E—03 8.2149E—-03
Cho 3.67 | 160 | 8.8955E—03
Chy 3.42| 170 | 8.9058E—03
Cio 3.61 | 155 | 8.8982E—-03
Int 70.1 | 878 | 8.2332E—03
Cs 2.38 | 164 | 1.1404E—-08
Cs 1.30 89 | 1.2038E—08
Cr 0.38 39 | 2.8642E—-08
Cs 0.36 38 | 2.0573E—-08
9 15 Cy 0.33 36 | 2.3534E—08 1.1279E—08
Cho 0.38 36 | 2.2353E—-08
Ch 0.39 36 | 2.1417TE—-08
Cio 0.41 36 | 1.6278E—08
Int 8.30 | 104 | 4.0724E—-08
Cs 149 | 85| 6.9743E106| o |
T 2.14 | 129 | 6.0756B+06 | o I
Cy 1.33 | 107 | 6.9747TE+06 | © I
Cs 179 | 127 | 6.9980E106 | © i
10 16 Cy 0.04| 88| 60797E+06 | o I | 8.7946E+01
Cho 0.78 | 70 | 6.9780E106 | © §
o 0.88 | 94| 6.9334E106 | © §
Cio 0.45 55 | 6.8697TE+06 | © I
Tt 330 | 43 | 6.0151E+06
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Tabela 4.5: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha | fyvaH |
Cs 3.13 | 201 | 3.7404E—-02
Cs 1.20 71| 3.7413E—02
Cy 0.64 62 | 3.7475E—02
Cy 0.63 67 | 3.6908E—02
11 20 Cy 0.40 44 1 2.8634E—-01 | o 1 | 0.0000E4+00
Cho 0.36 39 | 2.8651E—-01 | < 1§
Chy 0.31 39 | 2.8651E—-01 | < i
Cha 0.31 39 | 2.8651E—-01 | < i
Int 16.30 | 204 | 3.6520E—02
Cs 1.27] 85| 3.8250E—03
Ca 93.00 | 728 | 5.1324E—03
C- 0.88 91 | 3.4117E—-03
Cs 120 | 108 | 2.0216E—04
12 20 Cy 1.29 | 113 | 6.0807E—03 0.0000E+00
Cho 1.00| 96 | 1.2234E—02
o 0.97 | 106 | L.O769E—01 | © I
Ch 033 | 41| 9.0741E4102 | o I
Tt 169.00 | 2100 | 4.2190E—05
Cs 9.41 | 505 | 8.8502E—03
Ce 3.47 | 199 | 1.3032E—-02
Cy 2.81 226 | 1.6198E—04
Cy 2.45 | 181 | 3.8508E—04
13 4 Cy 225 177 | 3.3927E—04 0.0000E+-00
Cho 2.11 160 | 3.4930E—-04
Chy 2.92 | 191 | 2.3253E—-04
Cha 2.33 | 153 | 1.7167E—-04
Int 144.00 | 1774 | 1.6475E—08
Cs 10.10 | 553 | 7.8770E+00 | o §
Cs 14,90 | 569 | 7.8303E100 | © I
c, 996.00 | 4880 | 2.4668E—01 | o 1
Cy 10.30 | 435 | 8.6536E—02
14 6 Cy 10.90 | 448 | 1.3712E—04 0.0000E+00
Cho 10.10 | 427 | 8.6133E—06
o 11.20 | 437 | LO455E—05
Ch 11.60 | 455 | 4.2611E—06
Tnt 32.20 | 401 | 1.8806E—14
Cs 3.59 | 235 | 5.3906E—04
Cs 448 | 283 | 4.2876E—04
Cr 1.77 | 149 | 4.3487TE—04
Cy 1.19 97 | 4.0979E—-04
15 11 Cy 1.13 88 | 4.0695E—04 3.0751E-04
Cho 1.81 100 | 4.0925E—04
Ciy 1.56 99 | 4.0466E—04
Cia 1.49 93 | 4.0782E—04
Int 43.80 | 540 | 3.6651E—04
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Tabela 4.6: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha | fyvcH
Cs 21.80 | 996 | 8.5822E+04
Cs 28.00 | 1132 | 8.5822E+04
Cy 9.71 | 569 | 8.5824E+04
Cs 9.31 | 543 | 8.5823E+04
16| 4 |20 Cy 5.87 | 264 | 8.5827E+04 8.5822E+-04
Cho 2.03 | 115 | 8.5827E+04
Ch 1.75 96 | 8.5823E+-04
Cho 1.87 95 | 8.5829E+-04
Int 9.02 | 110 | 8.5822E+04
Cs 49.20 21 | 8.7903E—-01 I
Cs 45.70 21 | 8.7903E—-01 I
Cy 39.60 21 | 8.7903E—01 I
Cs 39.70 21 | 8.7903E—-01 T
1715 |33 Co 39.80 21 | 8.7903E—-01 I 5.4649E—-05
Cho 39.90 21 | 8.7903E—01 T
Ch 39.50 21 | 8.7903E—01 I
Cio 39.40 21 | 8.7903E—-01 I
Int 4.86 60 | 8.7868E—01 I
Cs 154.00 | 952 | 2.8335E—03
Cs 55.40 | 543 | 1.1855E—-02
Cr 8.45 | 266 | 5.2474E—02
Cs 7.67 | 188 | 8.1439E—02
181 6 |13 Cy 5.15 78 | 2.7028E—01 | < 1 | 5.65565E—03
Cho 2.11 55 | 2.7150E—01 | < 1
Chy 3.17 55 | 2.7150E—01 | < i
Cio 2.84 55 | 2.7150E—01 | ¢ 1
Int 101.00 | 1164 | 1.9598E—03
Cs 842 105 ] 2.0934E+00 | 1
Cs 9.05 | 105 | 2.0934E+00 | 1
Cr 6.08 [ 105 | 2.0934E+00 I
Cs 6.10 [ 105 | 2.0934E+00 T
19 | 11 | 65 Cy 15.00 | 105 | 2.0934E+00 i 4.0138E—02
Cho 26.20 | 105 | 2.0934E4-00 T
Ch 35.50 | 105 | 2.0934E4-00 I
Cho 35.60 | 105 | 2.0934E+00 I
Int 12.20 | 129 | 2.0482E400 I
Cs 317 ] 107 ] 1.9459E—0L | o I
Cs 6.68 | 174 | 1.6276E—02
Cy 6.49 | 217 | 1.0345E—02
Csg 11.00 | 321 | 7.9470E—03
20 6 | 31 Co 5.02 | 173 ] 9.5107TE—03 2.287TTE—03
Cho 7.02 | 214 | 1.1567E—02
Ch1 13.30 | 330 | 8.8306E—03
Co 7.27 | 203 | 1.0465E—02
Int 46.40 | 550 | 4.8301E—03
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Tabela 4.7: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha | fyvaH
Cs 13.80 | 165 | 1.6333E+01 | o &
Cs 31.30 | 130 | 1.6429E+01 | ©o =
Cr 62.50 | 611 | 2.8888E—01 | © I
Cs 165.00 | 728 | 7.8389E—02
21| 8 | 8 Cy 219.00 | 712 | 8.2023E—02 0.0000E+-00
Cho 76.00 | 151 | 1.6453E4+01 | © I
Ch1 60.90 | 132 | 1.8457E+01 | ©o I
Cho 19.50 | 79| 3.0821E+01 | © &
Int 19.10 | 220 | 1.6572E+01 | © §
Cs 26.90 | 309 | 2.4470E—01 | o 1
Ce 18.90 | 241 | 7.2595E—03
C 15.80 | 298 | 4.0267TE—03
Cs 26.50 | 340 | 1.0655E—-03
221 8| 8 Cy 46.20 | 460 | 2.8886E—04 0.0000E+-00
Cho 103.00 | 222 | 1.6549E4+01 | © I
Ch 6.97 | 74| 7.1570E+01 | © &
Cia 6.92 76 | 6.6444E+01 | © 1
Int 70.00 | 766 | 4.2657TE—07
Cs 6.94 | 104 | 8.0631E+03 | o I
Cs 215.00 | 592 | 8.6097E—05
C; 58.70 | 545 | 7.8483E—05
Cs 121.00 | 524 | 2.0125E—04
23|10 | 11 Cy 509.00 | 628 | 7.4371E—05 7.0877E—05
Cho 964.00 | 700 | 7.6234E—05
Chy 48.20 | 150 | 3.9509E+04 | < i
s 12.80 | 107 | 522546104 | © I
Int 94.20 | 879 | 7.9822E—-05
Cs 3.63 | 94| 7.2624E+00 | o t
Cs 3.78 | 94| 8.9322E+00 | < i
Cr 48.50 | 372 | 3.4087E—04
Cs 39.30 | 374 | 3.1561E—04
24 [ 10 | 20 Cy 97.40 | 426 | 2.9921E—-04 2.9366E—04
Cho 96.50 | 418 | 2.9868E—04
Ch 88.70 | 444 | 3.0087E—04
Cio 90.00 | 418 | 3.2646E—04
Int 106.00 | 998 | 3.1217E—-04
Cs 6.00 | 94| L.IOOIE+05 | o %
Cs 513 | 94| 6.3565E+04 | o 1
C 14.40 [ 96 | 1.8791E4+05 | © I
Cs 82.80 | 174 | 1.6856E4+03 | < 1
25110 | 12 Cy 731.00 | 490 | 2.9886E+00 0.0000E+-00
Cho 579.00 | 389 | 3.6772E+00 | © §
Ch 539.00 | 365 | 1.2968E+01 | © &
Co 517.00 | 347 | 9.9505E+01 | o I
Int 92.40 | 865 | 2.8720E4-00
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Tabela 4.8: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha | fyvaH |
Cs 2.86 | 93| 7.0758E—-03
Cs 3.64 | 93| 7.0758E—-03
Cr 2.04 | 93| 7.0758E—03
Csg 2.22 | 93| 7.0758E—03
26 |10 | 10 Cy 228 | 93| 7.0758E—-03 0.0000E+4-00
Cho 2.83 | 93| 7.0758E—-03
Ch 3.01 93 | 7.0758E—-03
Cho 3.04 | 93| 7.0758E—-03
Int 813 | 93| 7.0758E—03
Cs 4.69 | 99 | 4.9783E—-10
Cs 6.16 | 99 | 5.4302E—10
Cy 7.00 | 101 | 5.8673E—09
Cs 14.30 | 102 | 1.7373E—09
27110 ] 10 Cy 17.10 | 103 | 3.6262E—-07 0.0000E4-00
Cho 18.00 | 105 | 1.7458E—07
Ch 20.70 | 103 | 1.4652E—10
Cio 23.50 | 103 | 5.8539E—09
Int 873 | 96 | 6.4725E—22
Cs 3.60 | 90 | 7.8852E—04
Cs 2.72 | 90 | 7.8852E—04
Cy 1,03 | 90 | 7.88526—04
Cs 555 | 90 | 7.8%52E—04
28 | 10 | 10 Cy 3.33 | 900 | 7.8%52E—04 0.0000E+00
Cho 167 | 90 | 7.8852E—04
Ci 142 | 90 | 7.8852E—04
Ca 156 | 90 | 7.8852E—04
Tt 7.00 | 90 | 7.8852E—04
Cs 7.31 | 140 | 8.9209E—-07
Cs 6.26 | 131 | 2.5783E—06
Cr 3.90 | 128 | 3.2493E—07
Csg 4.43 | 140 | 7.0304E—-07
29110 | 10 Cy 4.68 | 136 | 2.4964E—07 0.0000E+00
Cho 6.49 | 147 | 1.9985E—07
Ch1 6.91 | 140 | 3.7594E—07
Cho 7.99 | 140 | 1.1849E—07
Int 17.60 | 182 | 1.5848E—04
Cs 3.30 | 105 | 2.1873E—03
Cs 641 | 134 | 9.9939E—05
Cy 6.38 | 112 | 4.1618E—06
Cs 12.00 | 116 | 1.2160E—06
30| 6| 6 Cy 10.70 | 109 | 1.4049E—06 0.0000E+00
Cho T4.00 | 131 | 5.2545E—06
Ch 12.20 | 111 | 4.1633E—06
Co 13.30 | 139 | 5.2906E—06
Tt 13.70 | 164 | 4.0117E—11

100



Tabela 4.9: Resultados Numéricos com (4.2)) como critério de parada

| P | n | m | estratégia | tempo(s) | #f | sol f* | falha| fyvcH |
Cs 7.81 | 242 | 2.9699E—06
Cs 2.91 | 119 | 1.5657E—06
Cr 2.39 | 120 | 1.2691E—-05
Cs 3.15 | 135 | 1.1096E—06
31|55 Cy 3.50 | 147 | 7.8358E—07 0.0000E+-00
Cho 3.73 | 141 | 9.0180E—-07
Ch 3.57 | 139 | 2.1380E—-06
Cio 4.47 | 132 | 2.4532E—-06
Int 11.60 | 143 | 8.7727E—14
Cs 1.03 | 50 | 5.4580BE—10
T 1.02 [ 50| 2.1008E—10
Cy 0.79 1 53| 6.3070E—10
Cs 0.05 | 56 | 4.1272E—09
32|66 Cy 1.0 | 56 | 8.3774E—00 0.0000E+00
Cho 1.87 | 54| 7.4388E—00
o 1.92 | 56 | 2.0826E—09
Cio 1.84 | 55| 1.3241E—08
Int 13.70 | 166 | 3.6722E—12
Cs 1.33 | 58| 1.1538E+400
Cs 183 | 59 | 1.1533E+00
s 0.01 | 51 | 1.1538E+00
Cs 1.29 | 51| L.I538E+00
33|66 Cy 3.08 | 51| LI53SE+00 1.1538E+00
Cho 105 | 52| LI538E+00
Chy 3.68 | 53 | 1.1538E+00
Ch 3.5 | 51| 1.1538E+00
Tt 9.86 | 35 | 1.1533E100
Cs 1.33 | 61 | 2.6667E+400
Cs 1.28 | 55| 2.6667E+00
Cy 1.41 55 | 2.6667E400
Cs 3.70 | 55 | 2.6667TE+00
34|16 6 Cy 4571 55 | 2.6667E+00 2.6667E+00
Cho 5.17 | 55 | 2.6667TE+00
Ch 4.33 | 55| 2.6667E400
Cho 4.36 | 55 | 2.6667E400
Int 2.94 | 36 | 2.6667TE+00
Cs 6.10 | 82 | 2.8383E—02
Cs 5.00 | 82 | 2.8%83E—02
s 358 | 32 | 2.8883E—02
Cs 1710 | 82 | 2.83836—02
35|91 9 Cy 20.20 | 82 | 2.8883E—02 0.0000E+00
Cho 1950 | 82 | 2.8883E—02
o 2050 | 82 | 2.8883E—02
Ch 20.60 | 82 | 2.8883E—02
Tt 6.80 | 32 | 2.8883E—02
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Conclusoes

Em métodos de regiao de confianca sem derivadas, geralmente os modelos sao construidos
por interpolacao polinomial. Nosso interesse foi estudar uma maneira alternativa para
a construcao de tais modelos. Para garantir a convergéncia de métodos de regiao de
confianga, com ou sem derivadas, precisamos garantir a qualidade do modelo, no sentido
que aproxime bem a funcao a ser otimizada. Neste trabalho, estudamos a possibilidade

de construcao dos modelos por regressao via vetores suporte.

Apresentamos uma revisao sobre aprendizagem de maquinas e maquinas de vetores
suporte a fim de familiarizar o leitor com tais conceitos. As maquinas de vetores suporte
sao uma classe de algoritmos de aprendizagem supervisionada e podem ser utilizadas para
a classificacdo de padroes ou para regressdo. Apresentamos também uma revisao sobre
a construcao dos modelos por interpolacao polinomial. Uma das contribuicoes da tese
consiste nos resultados que mostram que os modelos construidos por regressao via vetores
suporte aproximam bem a funcao e satisfazem as hipéteses necesséarias para a convergéncia

de um método de regiao de confianca livre de derivadas.

No Capitulo [3], apresentamos um algoritmo de regido de confianga sem derivadas,
baseado no trabalho de Conejo et al. [7], para a minimizagdo de uma funcdo objetivo
em um conjunto convexo e fechado. Os modelos podem ser obtidos por qualquer técnica
desde que sejam satisfeitas algumas hipdteses razoaveis. O algoritmo apresentado difere
do discutido em [7] pela inclusdo de um raio J; que controla a qualidade do modelo e

mantém um raio A para a regiao de confianca.

O resultados obtidos no Capitulo [2] permitem o uso dos modelos construidos via
regressao por vetores suporte em outros algoritmos de regiao de confianga, como por
exemplo nos Algoritmos 10.1 e 10.3 de [I0]. Tal uso é possivel uma vez que com os
resultados apresentados, os modelos construidos via regressao por vetores suporte sao
plenamente lineares considerando a Hipodtese para a funcao objetivo e sao plenamente

quadraticos considerando a Hipotese para a funcao objetivo.

Por fim, no Capitulo [} sdo compilados experimentos numéricos para ilustrar os
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capitulos anteriores. Os testes mostram que modelos construidos por regressao via veto-
res suporte sao boas aproximagoes para fungoes. Também comparamos o uso de modelos
por interpolacdo polinomial com modelos por regressao via vetores suporte com dife-
rentes escolhas do parametro de regularizagdo. Nos testes preliminares, o método de
regiao de confianca apresentado apresenta desempenho ligeiramente superior quando os
modelos sao construidos por interpolagao polinomial. A técnica de regressao por vetores
suporte apresentou um desempenho similar, o que nos motiva a continuar trabalhando
para aprimora-la em trabalhos futuros. Mais testes sdo necessarios para verificar se existe
uma classe de problemas em que a regressao via vetores suporte se mostre uma alternativa

robusta e eficiente.

O trabalho realizado nos trouxe ainda outros pontos que podem ser respondidos
em trabalhos futuros. Entre esses, estao: andlise da influéncia da quantidade de pontos
no conjunto de amostra para a qualidade do modelo, com a possibilidade de podermos
trabalhar com problemas de dimensao alta; discussao sobre a resolucao de problemas em
que o valor da fungao objetivo é fornecido com ruido, em que modelos de regressao sao
menos afetados do que os modelos de interpolagao polinomial; investigacao referente ao
uso de valores diferentes para o raio da regiao de confianca e do conjunto de pontos de
amostra usados na construcao dos modelos, no algoritmo implementado; discussao sobre
o uso de maquinas de centro analitico para regressao como técnica de construcao dos

modelos.

Podemos concluir que a técnica de regressao via vetores suporte para a construgao
de modelos para um método de regiao de confianga se mostrou uma alternativa razoavel,
com garantia de boas propriedades tedricas mas que exige uma maior investigacao para

ser usada em problemas praticos.
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