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RESUMO

Neste trabalho estudamos o formalismo necessdrio para uma teoria com nu-
cleons interagindo através de campos escalares e pseudoescalares, em que uti-
lizamos o modelo sigma linear. Para este fim, consideramos a representagao
espinorial da equacdo de Dirac e da dlgebra de Clifford.

De forma paralela, estudamos uma forma de quantizar o espaco de fase. Para
isso, utilizamos a fun¢do de Wigner, que é uma fung@o de distribui¢do de
quasi-probabilidade, da forma como ela foi proposta. Como tratamos de um
modelo relativistico, foi necessario adapta-la ao formalismo, e para tanto es-
tudamos a fun¢do de Wigner covariante. Pudemos entdo, a partir da fungdo
de Wigner covariante na aproximagao classica e semicldssica, encontrar uma
equacdo de transporte aniloga a de Vlasov para o modelo sigma linear.

Palavras-chave: Funcdo de Wigner. Funcdo de Wigner Covariante. Equagao
de Transporte. Modelo Sigma Linear.






ABSTRACT

In this work we study the formalism needed for a theory with nucleons inte-
racting through scalar and pseudoscalar fields, and for this we use the linear
sigma model. To this end, we consider the spinor representation of the Dirac
equation and the Clifford algebra.

In paralel, we study a way to quantize the phase space. For this, we use
the Wigner function, which is a quasi-probability distribution function, in the
way that it was proposed. Since we are dealing with a relativistic model, we
must adapt it to the formalism, and therefore we study the covariant Wigner
function. We can then, from the covariant Wigner function in the classical
and semiclassical approximation, find a transport equation analogous to that
of Vlasov for the linear sigma model.

Keywords: Wigner Function. Covariant Wigner Function. Transport Equa-
tion. Linear Sigma Model
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1 INTRODUCAO

O estudo de plasmas relativisticos, mais especificamente o plasma de
quarks e glions (SATZ, 2011), tem sido de fundamental importancia para a
compreensdo dos mecanismos envolvidos nas interacdes hadronicas. Com-
preender este tipo de mecanismo nos permite descrever melhor os fendmenos
observados nos experimentos em laboratérios do LHC (Large Hadron Col-
lisor) (CERN, ), como o ALICE (A Large Ion Collider Experiment), ou la-
boratérios do BNL(Brookhaven National Laboratory) (BNL, ), como o RHIC
(Relativistic Heavy Ion Collider). Tais experimentos t&€m como objetivo com-
preender melhor a estrutura fundamental da matéria, desde a sua formagao no
universo primordial até seu comportamento nos mais variados regimes.

Quarks e glions sdo algumas das particulas fundamentais conhecidas,
que junto com os léptons e outras particulas de calibre formam o modelo
padrdo. A forma como os quarks e os glions interagem, através da forca
forte, para formar hddrons, como prétons e néutrons, é estudada pela Cro-
modindmica Quantica (QCD) (WALECKA, 2004). Nesta teoria, barions sao
formados por tripletos de quarks e mésons por pares de quark-antiquark. As-
sim, para descrever todos os hadrons observados, necessitamos de seis sabo-
res de quarks: up (u) e down (d), que sdo os sabores mais leves; e strange,
charm, top e bottom. Além disso, cada um desses quarks porta outro nimero
quantico, a carga de cor, que pode assumir trés valores, geralmente chamados
de vermelho, azul e verde.

A QCD tem duas propriedades notdveis: o confinamento e a liberdade
assintdtica. Quarks e glions ndo podem ser observados livremente, e estao
sempre confinados no interior dos hddrons, o que caracteriza a primeira pro-
priedade. J4 pela liberdade assintética, a distancias muito pequenas, ou a um
momento muito grande, a for¢a de interagdo entre glions e quarks fica mais
fraca. Isso pode ser visto a partir da magnitude da constante de acoplamento
da QCD, que fica bem definida em dois regimes, o perturbativo e o ndo per-
turbativo. No regime nd@o perturbativo, com energias menores que 1GeV,
as técnicas tradicionais para se obter resultados ndo funcionam, e outros
métodos devem ser explorados. Para este caso, normalmente adota-se a QCD
na rede (GAVAI, 2006) (Lattice QCD) ou os modelos efetivos (NAMBU;
JONA-LASINIO, 1961a)(NAMBU; JONA-LASINIO, 1961b)(CHODOS et
al., 1974)(GASSER; LEUTWYLER, 1984).

A QCD a baixas energias tem varidveis que nao sio relevantes para
este regime, mas que dificultam os célculos necessdrios. Para evitarmos estas
complicacdes, utilizamos modelos efetivos, que contém os principais ingre-
dientes do sistema tratado, o descrevendo de forma mais simples.
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O modelo efetivo tratado neste trabalho é o modelo sigma linear, pro-
posto por Murray Gell-Mann e Maurice Lévy em 1960 (GELL-MANN; LEVY,
1960). Este modelo tinha como objetivo explicar a taxa de decaimento do
pion e envolve nicleons interagindo com pions, além de introduzir o méson
escalar sigma. As grandes vantagens do modelo sigma linear sdo o fato deste
ser renormalizdvel e apresentar a quebra espontinea da simetria quiral.

Uma caracteristica notdvel do modelo sigma linear é a forma como a
massa dos nicleons € gerada através da conservagdo parcial da corrente axial
(PCAC) (MIRANSKY, 1994)(CHENG; LI, 1984). A principal caracteristica
de modelos efetivos quirais, como o sigma linear, € a presenca de correntes
axiais e vetoriais. Se estas correntes sdo conservadas, entdo a simetria quiral
¢é preservada. Entretanto no caso do modelo sigma linear, enquanto a cor-
rente vetorial é conservada, a axial é conservada s6 de forma aproximada,
devido a massa pequena, mas nao nula dos pions. Isto estd diretamente rela-
cionado com a quebra espontinea da simetria quiral, que segundo o Teorema
de Goldstone, implica na existéncia de particulas de massa zero, conhecidas
como bésons de Goldstone, que associaremos aos pions. A quebra espontinea
da simetria quiral acarreta num valor esperado do vacuo diferente de zero para
campo associado ao méson sigma, € como veremos neste trabalho, isto for-
necerd uma massa efetiva para os niicleons do modelo (HOSAKA; TOKI,
2001).

Uma aplicagdo importante do modelo sigma linear é o estudo da transi-
¢do de fase quiral na QCD sob condicdes de temperatura e densidade fini-
tas (PETROPOULOS, 1999), estudos estes que podem ser relacionados ao
plasma de quarks e glions, um novo estado da matéria alcancado recente-
mente pelos aceleradores de particulas citados anteriormente. Porém estima-
se que o plasma de quarks e glions encontra-se fora do equilibrio logo apés a
colisdo de fons pesados, e por isso precisamos de uma teoria que possa tratar
de fendmenos dissipativos (ELZE; HEINZ, 1989). Em principio desejamos
obter uma teoria de trasporte quantica, € como na teoria cldssica de transporte
as correntes estdo conectadas por uma funcdo de distribuic@o f, necessitamos
encontrar um andlogo quantico a essa fun¢do. Entretanto, devido ao principio
da incerteza, o conceito do espaco de fase é problematico, ja que neste pre-
cisamos ter a posi¢do e o momento das particulas bem definidos. Isto é con-
tornado ao utilizarmos uma funcdo de distribui¢do de quasi-probabilidade,
proposta inicialmente por Eugene Paul Wigner em 1932 (WIGNER, 1932).
Embora estas fun¢des ndo sejam densidades de probabilidade verdadeiras,
mas ferramentas matematicas para tratar de estatisticas quanticas, elas permi-
tem que possamos encontrar conexdes entre a mecanica classica e a quantica.
Dentre as fungdes de distribuicdo de quasi-probabilidade (HILLERY et al.,
1984)(LEE, 1995)(BALLENTINE, 2014), escolhemos utilizar a fun¢@o de
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Wigner.

A funcdo de Wigner, da forma como foi proposta originalmente, ndo
é relativistica, ao contrdrio da nossa teoria. Assim, precisamos adapta-la ao
formalismo covariante para que ela se adeque a teoria. Por isso, recorre-
mos a (VASAK; GYULASSY; ELZE, 1987), (ZHUANG; HEINZ, 1996b),
e (ZHUANG; HEINZ, 1996a), que deduzem a fung¢@o de Wigner a partir de
uma matriz de densidade para entdo encontrar a funcdo de Wigner covariante
para tempos iguais. A partir desta funcio é possivel encontrar uma equacio
de transporte andloga a de Vlasov, depois de aplicarmos o limite cldssico e
semiclassico.

O objetivo deste trabalho € encontrar uma equagdo de transporte para
os férmions do modelo sigma.

Para isso, no primeiro capitulo introduziremos a equagdo de Dirac e
a sua dlgebra (GOTTFRIED; YAN, 2013). Como esta € a responsivel por
descrever particulas de spin %, como quarks e nidcleons, que fazem parte do
nosso estudo, é importante entendermos a teoria por trds delas. Além disso, o
grupo de simetria associado a essa equacgao € muito semelhante ao associado a
simetria quiral (HOSAKA; TOKI, 2001), o que nos dard uma boa ferramenta
para entendermos o modelo sigma.

No capitulo dois falaremos sobre simetrias quirais e da quebra es-
pontanea desta, e, de uma forma mais aprofundada, sobre o modelo sigma
linear. Também faremos uma breve revisdo sobre simetrias na Mecénica
Quantica, de forma a fundamentar melhor o resto do capitulo.

O terceiro capitulo tratard da funcdo de Wigner ndo relativistica, ex-
plorando suas principais propriedades, além de estudar a sua dindmica (MAR-
CHIOLLLI, 2002). J4 o quarto capitulo fard a generalizacdo desta funcdo para
o caso covariante(HAKIM, 2011).

Finalmente, no capitulo cinco aplicaremos o que foi estudado até aqui
para derivarmos uma equagdo de transporte andloga a de Vlasov para a la-
grangiana do modelo sigma linear.
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2 EQUACAO DE DIRAC

Como a Relatividade Restrita ja estava bem estabelecida quando a
Mecanica Quantica comegou a tomar forma, em 1925, viu-se que para esta
ser uma teoria fundamental ela deveria ser covariante. Na época, as Unicas
particulas fundamentais conhecidas eram o f6ton, o elétron e o préton. Para
fétons, uma teoria relativistica foi construida a partir da quantizacido candnica
das Equagdes de Maxwell (GOTTFRIED; YAN, 2013).

Dirac propds uma equacdo relativistica para o elétron em 1928 (DI-
RAC, 1928) a partir de suposi¢des que mais tarde se mostraram equivoca-
das. Para Dirac, uma boa equacdo devia seguir os moldes da equagdo de
Schrodinger, ou seja, devia ser uma equacdo de onda para uma particula e
suas equagdes de movimento deveriam ser em primeira ordem no tempo para
preservar a densidade de probabilidade, como veremos mais adiante.

Uma primeira candidata a equacdo vem da relagao

E? = p>+m?. 2.1)
Utilizando a primeira quantizagdo

p—>1.V , E—>i£, (2.2)
i ot

temos a equacdo de Klein-Gordon (MANDL; SHAW, 2010)

(0% +m*) y=0. (2.3)

Como consequéncia da equagdo de Klein-Gordon, as fun¢des de onda
satisfazem a equacdo de continuidade
ap

onde

(2.5)
J=yVy' —y'Vy.

Mas a densidade p ndo € positiva definida, entdo y nao pode ser in-
terpretada como uma amplitude de probabilidade. Dirac acreditava que a
evolucdo de qualquer sistema deveria ser descrita por uma transformacio
unitdria em uma funcio de onda no estado inicial, e por isso a equacdo de-
veria ser de primeira ordem no tempo. Para ser um invariante de Lorentz,

%0 y*
{p—w Wy,
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essa equacdo também deveria ser de primeira ordem no espaco. A equacio
proposta por Dirac satisfazia estas condi¢des ao introduzir uma generalizacio
4 x 4 das matrizes de Pauli. A aproximacdo ndo relativistica desta equagdo
leva a equagdo de Schrodinger para uma particula de spin % Por isso, supds-
se que o spin era uma consequéncia direta ao se introduzir uma Mecanica
Quantica relativistica.

Entretanto, a equagao de Dirac, assim como a equacio de Klein-Gordon,
possui solugdes com energia negativa. Para tentar contornar este problema,
Dirac propds que estas solugdes estavam relacionadas a estados de energia
positivas de pésitrons, particulas com a mesma massa do elétron, mas com
carga oposta. Esta previsdo foi confirmada em 1932 por Carl David Ander-
son (ANDERSON, 1933).

Mais tarde percebeu-se que, apesar das suposicdes equivocadas de Di-
rac, sua equacdo pode ser vista como uma descri¢do para o elétron, ao se
considerar uma teoria para uma particula. Porém, y ndo pode ser interpre-
tado como uma func¢do de onda, mas sim como um operador de campo.

2.1 TRANSFORMACAO DE LORENTZ

As transformagdes de Lorentz sdo dadas pelo grupo de Lorentz .Z,
que € o conjunto de todas as transformacdes lineares que deixam o intervalo
do espago-tempo 2 invariante, onde

2=y -2 (2.6)

O grupo das rota¢des tridimensionais é dado pelo subgrupo de .Z for-
mado pelas transformagdes que deixam ¢ invariante.
Uma transformacdo de Lorentz tem a forma:

X AR XY, 2.7
em que x* é o quadrivetor contravariante:

= (0 x %3 = (1,x,y,2). (2.8)

Por defini¢do, qualquer conjunto de quatro quantidades reais que se
transformam como x* constitui um quadrivetor. Entdo, se V* e WH sdo dois
quadrivetores quaisquer, V,, W* = VOW0 — V. W é um invariante.

As matrizes A 4 X 4 parametrizam os elementos do grupo de Lorentz,
que pode ser dividido em dois subgrupos de acordo com o valor do determi-
nante de A. O primeiro, quando detA = 1, é chamado de préprio e compre-
ende as rotagdes. J4 o segundo, quando detA = —1, é chamado de impréprio
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e inclui a reflexd@o espacial e a inversdo temporal.
2.1.1 Transformacoes de Lorentz de espinores

Podemos atribuir ao quadrivetor x* a matriz Hermitiana (GOTTFRIED;
YAN, 2013):

_( t—z —xtiy\
Xy = <—x—iy 4z )t r-o, (2.9)

cujo determinante é

det(Xy) = (1—2)(t+32)— (—x—ip)(—x+ i),
_ t2—x2—y2—z2,
ou seja,
det(Xy) = 2. (2.10)

Assim, uma transformacéo de Lorentz do quadrivetor x* pode ser re-
presentada por uma transformacdo linear homogénea em X que a mantém
hermitiana e ndo altera o seu determinante. Uma transformacao linear ho-
mogénea mais geral tem a forma:

X| =AX,B, (2.11)

onde A e B sdo matrizes arbitrdrias que nédo sio fun¢des de x*. Para a hermi-
ticidade ser preservada, temos que fazer (X} )" = X/,

(AX,B)" = AX,B,
B'X,AT = AX.B,
isto é,
B=A". (2.12)

Entdo a transformacao fica:

X, =0.x.0, (2.13)

e considerando as propriedades
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detAB = (detA)(detB) e detA” = (detA)*,

podemos fazer

detX| = det(Q+X+Qi),
= detQ, detX, detQ’
= detX, detQ] detQ,

e chegaremos na expressao

detX’, = detX, |detQ, |*. (2.14)

Como ja mencionamos, €2, somente serd uma transformacdo de Lo-
rentz se preservar o determinante de X, ou seja,

detQ. | = 1. (2.15)

Para o subgrupo das rotagdes, a transformagao deve se reduzir ao caso
em que a componente do tempo nao se altera. Mas, utilizando a propriedade
ciclica do trago, temos

TeX, =2t = Tr (X+stz+), (2.16)

entdo Q. realmente € unitdrio para rotacdes.
2.1.1.1 Espinores

O espinor de Weyl € definido de forma similar aos espinores de Pauli

_ (X
X+ = <X2) (2.17)

e o espinor transformado € definido por

X2+ = (X x+) = Qi (X 24)- (2.18)

Entao substituindo (2.13) no lado esquerdo da equacdo, ficamos com
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Q@ x.Q)xh = Q Xz,
oty = .,
e portanto
2= (@) 2 (2.19)

Quando Q. ¢ uma rotagao, e por isso unitario,
I ro—1\-1 o
Xy = Q) X+ = Xy = Qi x- (2.20)

2.1.2 Reflexao Espacial /;

A reflexdo espacial da matriz Xy produz a transformacao

t+z x—iy

15:X+—><x+iy t_z>:t+r-0‘EX_, 2.21)

que tem o determinante

det(X_) (t=2)(t+2)— (x—iy)(x+iy),
P22

que € igual ao determinante de X .
Para que a reflexdo possa ser representada por uma transformagdo
como (2.13), é necessdrio que

Q.0 =1 ¢ Q,00) =-0. (2.22)

Isso pode ser verificado ao igualarmos a defini¢do de X_ com a trans-
formacdo de X

X = Q.x.0,
li4r-c = Q(lt—r-0)Q},
lr+r-6 = Q,Qlr—r-Q,.00%,

para a tultima expressdo ser verdadeira, as igualdades seguintes devem ser
satisfeitas
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Q0! =1,
QJFO'QT =—0.

Multiplicando a segunda expressdo por Q. pela direita:

GQ+ = —Q+G, (223)

podemos notar que ¢ e ., anticomutam.

Entretanto, ndo existe uma matriz 2 X 2 que anticomute com todas as
matrizes de Pauli. Por isso, duas matrizes, Xy e X_, sdo necessdrias para
descrever o quadrivetor x* se reflexdes espaciais representam transformagoes
em espinores.

Uma teoria relativistica para particulas de spin % que seja invariante
por reflexdo ndo pode ser baseada em espinores de Weyl de duas componen-
tes, e necessita da introdugdo do espinor de Dirac de quatro componentes.

Se I; leva um estado representado por x4 a um outro estado contido
na teoria, € necessario introduzir um segundo tipo de espinor de Weyl, x_,
que é a imagem de ). sob I;.

A defini¢do deste segundo espinor é semelhante a defini¢do de x :

_ (X
xX-= (7(2)’ (2.24)

e uma transformagio de Lorentz numa matriz X_ que representa x* é dada
por

X =0 x Qf (2.25)
entdo o espinor transformado fica

2 =@y (2.26)

Podemos agora introduzir o espinor de Dirac mencionado anterior-
mente:

X+
= i 2.27
v (x) (227)
Transformagdes de Lorentz préprias ndo “misturam” y e Y—_, entdo:
(9 0
Q= < 0 Q_)’ (2.28)

e sob reflexdes, os espinores de Weyl sdo trocados, entdo:
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Iy — PPy, (2.29)

0 1
y()(]l 0> (2.30)

€ uma das matrizes de Dirac na representacdo quiral, ou representacdo de
Weyl, que serdo introduzidas apropriadamente mais adiante. Mais detalhes
sobre essas matrizes na representacdo de Weyl sdo dados no Apéndice G.1.

onde

2.1.3 Construindo a Matriz Q

Como qualquer matriz 2 x 2, Q pode ser escrita como:

Q, =(la+ib-0o), (2.31)

onde a e b sdo complexos. Para Q, representar uma transformacio de Lo-
rentz, deve satisfazer a condicdo (2.15). Entdo,

detQ, =a*+b-b=¢?, (2.32)

onde ¢ é real. Verificamos isso escrevendo explicitamente a matriz €

_(a+iby ib1+by
Q+ - (ib] - b2 a— ib3 ) (2'33)

e calculando o determinante

detQ, = (a+ib3)(a—ib3)— (iby +by)(ib1 — b2),
= &b +b3 b3,

ou seja:
detQ, =a*+b-b.
A fase pode ser eliminada sem nenhuma consequéncia fazendo
a—e?a b— e"q’b7

pois ela some quando transformamos um quadrivetor como em (2.13). Entéo,
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1 = a*+b-b,
1
a = +(1-b-b)2. (2.34)
Portanto, uma transformacao de Lorentz prépria pode ser parametri-
zada pelo 3-vetor complexo b, que é formado por seis parametros reais: trés
angulos de rotacdo e o vetor da sua velocidade relativa.

Para uma transformacao de Lorentz arbitraria parametrizada pelo vetor
complexo b temos

Qi=a+ib-c , Q_=a+ib"-0. (2.35)

Quando b é complexo, a transformagao inversa é dada por b — —b.
Podemos ver isso fazendo:

o a+ibs iby+by
“\ibj—=by a—iby )’

. a b . . . ,
Considerando A = (C ) uma matriz 2 X 2 arbitraria, sua inversa €é:

d

Al 1 d —b
detA\—c a )’
entdo a matriz Q fica

O— a—ib3 —ibl —bz
T \—=ib1+b a+ibs )’

Assim,
@H)™! = (a-ib"-6) ' =(@+ib0)=Q_, (2.36)
@) = (a+ib-6)'=(a—ib-6)=Q,. (2.37)

As leis de transformag@o para Y. ficam:

X == @) =2 2, (2.38)
- —=x =@ 'y =0y (2.39)

A seguir introduziremos duas formas de transformacdes de Lorentz
que serdo uteis neste trabalho.
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2.1.3.1 Rotagdes

Neste caso, o vetor b definido acima € o vetor real

b = —fisin (g) , (2.40)

onde fi € um versor no eixo de rotacdo e 6 é o Angulo de rotagdo. Assim,
podemos calcular a pela equagao (2.34)

Aplicando a raiz em ambos os lados

0
= = 241
a = cos ( > > , ( )
e entdo podemos reescrever a matriz Q.
0 0
Q. :COS(Z) —iﬁ-csin(2> (2.42)

Ou, conforme os cédlculos do Apéndice B.1.1, podemos reescrever Q.
como

Q. =exp (—lzeﬁ . 0'> . (2.43)

Ja vimos que para relacionar , com Q_, fazemos b_ =b_*. Como
para uma rotagd@o b é real,

b, = _iﬁsin<z>, (2.44)

€ suas matrizes Q4 sao

1
Qi =exp (—ZiGﬁ-G). (2.45)
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2.1.3.2 Boost

Para construir Q. para um boost, ou seja, para uma transformagao
de coordenadas entre dois referenciais que se movem com uma velocidade
relativa constante, € suficiente considerar a transformacao na dire¢ao z. Entao,
o intervalo 2 fica:

Q=r-=(1-2)(t+2). (2.46)

Apesar da velocidade v parecer a escolha mais 6bvia para a parametri-
zacdo da transformacdo, as leis de adi¢do da velocidade para transformacdes
sucessivas sao muito complicadas. Uma escolha melhor, mais simples, é adi-
tiva, como os angulos de rotacdo sobre o mesmo eixo. 2 € invariante sob

(t—2) = (' —2)=(t—2)e " ; (t+2) = (' +)=(1+2)*, 247

onde { é um pardmetro chamado rapidez. Duas transformagdes sucessi-
vas equivalem a uma que é a soma dessas duas transformagdes, se ) e
£ tém o mesmo eixo, o que torna esse pardmetro uma boa escolha para a
parametrizacdo do boost. E necessdrio encontrar como t e z se transformam.

Somando as duas expressdes em (2.47):

2t (b +e %) +z(ef —eb),

t/ o ; eg +e_c + egfe_g
- 2 A2 )

e, pela defini¢cdo do seno e do cosseno hiperbdlicos,

t' =tcosh{ +zsinh (.

Da mesma forma, subtraindo a segunda expressdo da primeira em
(2.47)

27 = z(b4eC)+1(eb —e b,
’ . eg+e_c +t egfe_g
S ) 2 )

7 = zcosh{ +tsinh{.
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Portanto:

(2.48)

t' =tcosh{ +zsinh(,
7 =zcosh{ +tsinh .

Esta é uma Transformagdo de Lorentz ativa: um ponto em repouso no
referencial K move-se na diregfo positiva de z no referencial K'. Mais adiante
precisaremos da relagdo entre { e a velocidade relativa v, que encontramos ao
comparar (2.48) com as relacdes:

{t’ =¥t +vz); 2.49)

7 =y(z+w),

onde ¥ € o fator de Lorentz (UGAROV, 1977)(LANDAU; LIFSHITZ, 1975),
definido como

1
= . 2.50
mie 220
Assim:
¥ =cosh{ vy =sinh{; (2.51)
sinh {
Y= cosh tanh . (2.52)

Como queremos construir a matriz de transformagdo Q. para um bo-
ost, primeiro escrevemos X da seguinte forma

t—z O
X+1[ZGZ<O t+z>’

para vermos que este se transforma como

, (=7 0\ _ [(t—2)et 0
Xy = < 0 t’—i—z’) B < 0 (t+z)e§>' 2.53)

Esta transformacao € feita pela matriz:

Q, = e 2%, (2.54)

Podemos verificar isso aplicando a transformagdo em X

X, = e*%‘:cz)ﬁre*%gc’Z = e t%(1—z0.),
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mas precisamos antes reescrever € da forma

¢ 5% = cosh{ — o, sinh {, (2.55)

cuja prova estd no Apéndice B.1.2.
Assim, podemos aplicar a transformagdo em X

X, = (cosh{—o;)(t—z0,),
= (tcosh{ +zsinh{) — o;(zcosh{ +¢sinh §),
X, = t+o7.

Para os resultados anteriores se repetirem quando aplicados a X_ =
t + z0,, encontramos a transformag:éo

1

Q_ =259, (2.56)

Generalizando para um boost em uma dire¢do arbitréria, temos

1 1
Q+:exp<—25ﬁ~6> , Q:exp(zijbe). (2.57)
Para essa transformacao, o parametro b, definido em (2.31), € um ima-
gindrio puro
A 1
b, = tifisinh EC . (2.58)

Isto pode ser mostrado se expandirmos €, em uma série de Taylor,
como ja fizemos em (B.1):

0. - eon(§) -aoim(£).

Comparando com (4 = a+ib; - 6), os pardmetros a e b ficam

—

ib, -0 = —ﬁ.osinh(g> =b, ziﬁsinh<g>.

O mesmo pode ser feito com Q._.
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2.2 GRUPO DE LORENTZ E FERMIONS QUIRAIS

Como j4 visto, a transformacdo de Lorentz € dada por (2.7) e a forma
infinitesimal das matrizes de transformagdo A" é dada por
A =8 +¢.", (2.59)

onde €, sdo pardmetros reais antissimétricos. A transformacdo de Lorentz
(2.7) pode ser reescrita na representacao de grupo:

. \%
X, = (1 T ;saﬁM“ﬁ) Xy, (2.60)
u

em que M 2B s30 os seis geradores do grupo de Lorentz, dados pelas matrizes
4x4

(M), " = i(82gPH — 8l ™). 2.61)

Podemos ver M®? como uma extensio quadridimensional dos gera-
dores das rotacdes tridimensionais,

(Mij)lm — ieijk (tk)lm
= ie" e
i(8/87, — 8,,87),

em que (#)m = €um SA0 as representacdes adjuntas de spin 1 dos gerado-
res do SU(2) (HOSAKA; TOKI, 2001). As relagdes de comutagio entre os
geradores M*P podem ser encontradas a partir das matrizes (2.61):

[M“ﬁ ,Myﬂ = (g MPS — @S pBY _ GBS 4 GBOpoTy (2.62)

Definindo os operadores de momento angular J; e de boost K; como

1 .
I = Egijka", (2.63)
K, = MY (2.64)

as relacdes de comutacao entre estes é dada por
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[Ji,./j] = ieiijk
[J,',Kj] = i8iijk
[K,'7Kj] = _igijkjk (2.65)

Definindo os geradores esquerdo L; e direito R;,

1

R, = E(Ji—‘riK[); (2.66)
1

L= UK, 2.67)

e aplicando as relacdes encontradas em (2.65), as suas relagdes de comutacio
ficam:

[Ri7Rj] = iS,‘ijk
[Li, Lj] = iS,'jkLk
Li,R] = 0 (2.68)

Estes operadores formam a dlgebra do grupo de Lorentz, onde os ge-
radores esquerdo e direito satisfazem separadamente a dlgebra de momento
angular, Ainda, na constru¢@o dos operadores R; e L;, utilizamos combinagdes
do tipo J; £iK; onde o fator i na frente dos geradores de boost transforma eles
em geradores de rotacao.

Podemos definir uma operacio de paridade, que age da seguinte forma
nos geradores de boost e de rotagao:

Ki FParidade *Ki i Ji Paridade Ji (269)

e entdo os geradores esquerdo e direito se transformam como

J;+ll(, Paridade J[+i(_I(i),

ou seja,

R, Faridade, ;. (2.70)

A dlgebra do grupo de Lorentz é equivalente a do grupo SL(2,C), um

grupo de transformacdes lineares especiais de dois nimeros complexos, cujos
elementos sdo matrizes 2 X 2 complexas
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a b
A:<c d>’ 2.71)

onde det{A} = 1. Devido a esta restri¢do, A contém seis pardmetros reais que
correspondem aos do grupo de Lorentz.

2.2.1 Covariantes bilineares da teoria de Dirac

Como veremos mais adiante, estamos interessados em combinagdes
de espinores do tipo y;I" op V;, onde %P ¢ uma combinagdo de matrizes 4 x 4
complexas que podem ser decompostas em uma base de 16 componentes.

Definindo as matrizes ¥ como matrizes 4 x 4 que satisfazem a relagio
de anticomutagdo

{r. 7'}y =2¢"", (2.72)

e a condi¢@o de hermiticidade

()" =Py (2.73)
podemos construir estas 16 matrizes I, B 4 x 4, que sdo linearmente indepen-

dentes e sdo comuns nas aplicacdes da teoria de Dirac (BJIORKEN; DRELL,
1964)(ITZYKSON; ZUBER, 2006). Definimos estas matrizes como

=1

Ty =%

Ffw = Ouv

I =1y

Ty =YY (2.74)

Como estas matrizes sdo linearmente independentes, € possivel cons-
truir formas bilineares que se dividem em cinco conjuntos que se transfor-
mam de maneira caracteristica sob transformacdes de Lorentz propria. Tais
conjuntos sao



36

vy Escalar

Uy Pseudoescalar

Uty Se transforma como  Vetor

Uy Yty Pseudovetor

yotVy Tensor antissimétrico de rank 2

Podemos verificar que os covariantes relevantes para este trabalho re-
almente se comportam como o esperado sob transformagdes de boost (2.57),
rotagdo (2.45) e paridade no Apéndice B.3, e a seguir daremos como exemplo

o caso dos escalares.

Escalar

Um escalar é dado por Wy = y'y2y. Reescrevendo em relagio aos

espinores (2.17) e (2.24), ficamos com

VY= +x Xy

A combinacdo Y% ¥+, sob rotagdes, fica

* * 1 -na 1 ‘NAa *
(Xixs) = xiexp (2l9n : G) exp (—zten : 6) X = Xiks
e o escalar fica

Cx-+2x) =X +x %+

Ja sob um boost, a combinagdo x* x+ fica

* / * 1 1 *
(ixs) =xzexp| £5C-0 Jexp{ F50-0 | x5 = xiks,
e o escalar

X+ x) =X +x"x+

Sob paridade, temos x4+ — x—, e entdo

X+ x) =2 +2ix-

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)



37

2.2.2 Representacoes

Vamos considerar as representagdes do grupo de Lorentz ditadas pe-
las relagdes de comutacdo (2.68). Como os geradores L e R formam duas
algebras SU(2) independentes, o grupo é denotado por SU(2)g x SU(2)L,
onde SU(2)g e SU(2),, sdo grupos de spin rotacionais para os férmions de
mao direita e mao esquerda respectivamente. O conceito de quiralidade, ou
seja, diferenciar férmions entre mao esquerda e mao direita, € relacionado ao
autovalor destes espinores quando sujeitos a uma transformacao de paridade,
e estas relagdes serdo exploradas mais adiante. As representa¢des sdo rotu-
ladas com dois valores de spin, (sg,sz), um para o SU(2)g e o outro para o
SU(2)r. As representacdes de dimensdo mais baixa, ou representagdes fun-
damentais, sdo as representagdes de spin (5,0) e (0,1).

Chamamos a representag@o espinorial (%,0) de representacdo funda-
mental de méo direita do grupo de Lorentz SL(2,C). Esta pode ser represen-
tada por um espinor complexo de dois componentes Y

1
AR ~ (2,0>. 2.81)

O gerador R; é representado pelas matrizes de Pauli nesta base

G.
R; ?l’ (2.82)
e por isso os geradores de boost e rotacao sao dados por
Ji = R+L= 5’ =y, (2.83)
Ki = i(—Ri+L)= —’7"" = _is; (2.84)

Assim, os elementos do grupo de Lorentz podem ser representados
como

Ur(a,b) =exp(is-a+s-b), (2.85)

onde a = (aj,ay,a3) e b= (by,by,b3) sdo os parimetros reais para rotagdo
e boost ja vistos anteriormente, porém com uma notagdo diferente. A co-
nexao entre essas notagdes € dada no Apéndice B.2. Estas matrizes agem nos
espinores de mao direita

Xk = Ur(a,b)x. (2.86)
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Da mesma forma, o espinor de méo esquerda é dado por

1
XL~ (07 ) ; (2.87)
2
e suas matrizes de transformacdo sao
Ur(a,b) =exp(is-a—s-b), (2.88)
que agem nos espinores de mao esquerda

x.=UL(a,b)xL. (2.89)

Podemos relacionar as duas representacdes a partir da conjugacdo com-
plexa:

R:-F = *(J,'-i-l'Ki)*
R} = L. (2.90)

N —

Outra forma de ver isso € tomando o complexo conjugado da equag@o
(2.89)

()" = Uilab)x
= exp(—is*-a—s"-b)y;. (2.91)

Definimos o tensor antissimétrico como

0 1
e — <1 o)’ (2.92)

e l=¢l. (2.93)

com

Multiplicando a equacdo (2.89) pelo tensor antissimétrico (2.93) pela
esquerda, ficamos com

(ex;) = exp(—ies'e '-a—es'e ' b)(ex})
= exp(is-a+s-b)(ex;) (2.94)

Disto podemos notar as correspondéncias
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EXI ~XR . EXR™ AL (2.95)

Os férmions de mdo direita e mio esquerda xz ~ (%,0) e x. ~ (0,3)
sao conhecidos como férmions quirais.

2.2.2.1 Escalares de Lorentz

Nesta teoria, escalares de Lorentz sdo formados por biespinores com
o tensor antissimétrico € inserido, em que ¢g € um espinor qualquer, ou seja,

S ~ (exr)"¢r
= xr€ &

onde na segunda linha utilizamos a propriedade do trago do produto de duas
matrizes (AB)” = BTAT. Como €7 = —¢, entio,

S~ —xtepp. (2.96)

E, da mesma forma,

S ~ _XZg(pL (2.97)

A invariancia destas quantidades j4 foi mostrada anteriormente. Da
equacdo (2.95) podemos obter mais dois escalares de Lorentz

()0 e (xr)0r. (2.98)

Podemos verificar isso fazendo
(xe) 0r = (x1)" 0r = (" XR) 9% = AR €O (2.99)

2.2.2.2 Quadrivetores

A regra para criar um quadrivetor a partir de espinores é

VH ~ xh ot g, (2.100)

onde o* = (1,0).
Transformagdes do SL(2,C) em espinores dadas por (2.86) e (2.89)
dao transformacdes de Lorentz familiares para quadrivetores, como ja vimos.
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Usando a propriedade (2.95), podemos encontrar outros tipos de quadriveto-
res

xieTotor . xhoted; . xle"otedy. (2.101)

A ultima combinag¢d@o pode ser escrita como

(xie"otep))" = (97) ("ot e)" (x])" = ¢, 6" x1. (2.102)
em que

6" = (eTote)! = (1,-0).

Podemos relacionar as formas biespinoriais dos escalares de Lorentz
e dos quadrivetores para ¢ = } como

Escalares | xTexe | 27 e" 2L | 2/ 2r XL
Vetores | xnotxr | 216" xe | xfeTotxx | x) 6% €T 1}

Tabela 1 — Escalares e quadrivetores de Lorentz

2.2.2.3 Representacdo de Weyl

Como j4 vimos, necessitamos de ambos yr € ) para descrever um
espinor massivo em uma teoria relativistica. Assim, podemos combinar estes
dois espinores em um de quatro componentes Y:

V=Yrty= (xR) : (2.103)
XL

_ (xR . _(0
‘I/R—<0> ; WL_(XL) (2.104)

Também definimos o espinor adjunto ¥ = ¥ ,. Com isso, podemos
escrever

onde

gr=(0 xt) ; wm=(x o). (2.105)

Se definirmos a matriz 5 como
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=it = (g O). 2.106)

entdo podemos escrever os férmions de mdo direita e esquerda como autoes-
tados de 75

Y5YrR=VrR ., YsYL=—VYL. (2.107)

Estes férmions sdo projetados pelos operadores de projecao

14y L1 0\, (1 0\]_ /1 o)
= 53l )l )]G o) e
-y 1[/1 0\ (1 0 00
no= 556 D)6 H)]-609) e

que obedecem as relagdes

Pr+P =1
Pa=P, , PP=P , PPL=0 (2.110)

2.2.3 Paridade

Se quisermos transformar um espinor de mio esquerda em um de mao
direita, usamos a transformacio de paridade. Entdo temos

AR(X) <> NYL(X), (2.111)

com x = (t,x) e X = (t,—x), onde N = £1 é uma fase que determina o auto-
valor da paridade. Entretanto, na representagdo de Weyl esta transformacao
sozinha ndo € suficiente, pois

Yr(x) = (XRO(X)> . <m%(i)>. 2.112)

O componente de mao esquerda deveria estar na parte inferior do es-
pinor de quatro componentes. Para isso, multiplicamos a equacdo acima por
%, ou seja,
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o= (47) (0 () ()

Por isso, ndo € possivel formar um autoestado da paridade de yg ou
vy, sozinhos. Na representacdo de Weyl, este é dado por

y(x) = (ﬁfg) . (%’;8) — (). (2.114)

2.3 A EQUACAO DE DIRAC DA PARTICULA LIVRE

Vamos derivar a equacdo de Dirac para uma particula livre de massa
m. Considerando inicialmente um estado puro arbitrdrio em repouso no re-
ferencial K, que pode ser representado por um espinor de Pauli £. No re-
ferencial K’, definido pelas transformacdes (2.48), o estado tem momento
(GOTTFRIED; YAN, 2013):

&:yvz:sinhé_f. (2.115)
m

A transformacio de K para K’ pode ser feita tanto por £, quanto por
Q_ para um boost, que definem dois espinores de Weyl distintos, mas com
mesmo momento. Estas transformagdes sio:

1

X (p) =e35%E g (p) =e 280 2.116)

Eliminando &:

2-(p:) = %1 (p2), (2.117)
que é a Equacdo de Dirac para uma particula livre. Para escrever a equagdo
em notacdo padrdo, temos que

me %% = m(cosh{ — o,sinh ) = E — o.p., (2.118)

entao

{(E —0:p2) X+ () = my—(p2), (2.119)

(E+0:p2)x—(pz) = mx+(pz)-

Como a direcao z ndo é privilegiada, pois a equacdo deve ser invariante
sob rotagdes, pode-se escrever a equagdo para um p arbitrério:
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{(E —6-p)x+(p) =mx-(p), (2.120)

(E+0-p)x-(p) =mx+(P),
que € a equagdo de Dirac para uma particula livre no espago dos momentos.

Para uma particula de massa nula, ndo ha acoplamento entre os dois espinores
de Weyl:

{(Ea-p)1+(p) :8a (2.121)

(E+o-p)x-(p)=0.

Estas sao as Equacdes de Weyl no espaco dos momentos. Quando
m=0e |p| =E, estas equacdes ficam:

{(1—o-ﬁ>X+<p>=o,

(1+0-p)x-(p) =0 2122

Como %f) - 0 ¢ o operador de helicidade, que é definido no Apéndice
F, a partir dessas expressdes € possivel ver que os operadores de Weyl sdo
autoestados do operador de helicidade no limite para massas nulas. Por isso,
se particulas de spin % com massa zero existissem, elas poderiam ser descritas
por um unico dos dois espinores de Weyl.

Fazendo a substituicio

p——iV , E—id, (2.123)
é possivel encontrar as equagdes de Dirac no espaco das coordenadas:

(01— 6 V)@, (1,1) + img_(1,1) =0,
(d+0-V)o_(r,t)+ime,(r,t) =0,

t
t (2.124)

onde ¢ (r,) sdo as transformadas de Fourier dos espinores do espago dos
momentos dadas por

Pu(r,1) = / & pe ety (p). (2.125)

Estes espinores satisfazem a equag@o de Klein-Gordon:

(*+m*) xe =0 (2.126)

A equacio de Klein-Gordon apenas codifica a relagio cinematica E2 —

p?c? = m*c*, mas nido relaciona o spin e seus problemas com as transformagdes

de Lorentz.
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Nio é necessario provar que a equagdo de Dirac é covariante, pois
ela ja foi construida assim. Podemos reescrever as equacgdes (2.124) de uma
forma covariante mais explicita. Para isso, reescrevemos o espinor de Dirac:

P+1 Vi
o2 | _ | V2
= = . 2.127
v 91 W3 ( )
o2 L2
Se tomarmos a matriz 70 , dada por (2.30), e definirmos a matriz Y
i_(oi O .
Y= (0 —Gi) , 1=1,2,3 (2.128)
entdo é possivel escrever uma tnica equagdo para y:
d : d
Zoayi T o4y =0 2.129
(aﬁ axz+‘m70)"’ : (2.129)

ou, escrevendo na forma matricial,

26636 B P

Como m € invariante, podemos reescrever a equacao (2.129) multipli-
cando por 7° pela esquerda:

{Vogﬁyoilaaﬂﬂm(yo)z} y=0. (2.130)
Como (1/0)2 =1, entdo
0 ;0 .
P P ] v =0, 2131)

As outras trés matrizes de Dirac podem ser definidas por:

Y =% = (2,. _(;’i> = (2.132)

Algumas propriedades das matrizes de Dirac sdo dadas no Apéndice
G, sem demonstragao.

Como ﬁ =dy = (0, V), entdo é possivel reescrever a derivada par-
cial da equacdo (2.131) como
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Y+ Y = vy, (2.133)

e entdo chegamos na forma mas familiar da Equagao de Dirac

(iy" 9y —m)y = 0. (2.134)

A equagdo de Dirac € invariante sob a transformagdo

v Zy , Y oEpreEl (2.135)
onde = é uma matriz 4 x 4 qualquer com elementos constantes. Ou seja,
qualquer forma de representar a matriz de Dirac é igualmente boa.

Uma nota¢do comum na literatura é dada ao definirmos
A=71"Ay, (2.136)

onde Ay € um quadrivetor qualquer. Chamamos A de “A slashed”. Assim,
outra forma de escrever a equacao de Dirac é

(id —m)y =0, (2.137)
com ¢ = y"9,.

2.4 DENSIDADE DE CARGA E CORRENTE

Ainda é necessdrio verificar se existe alguma lei de conservagdo da
densidade de probabilidade para a teoria de Dirac andloga a teoria de Schrodin-
ger. Estas envolvem combinagdes bilineares da func¢do de onda e seu com-
plexo conjugado. Reescrevendo a equacao de Dirac, temos

o, = —ioc-Vo,+mo_, (2.138)
ido- = ic-Vo_+mo,. (2.139)

E necessario encontrar os complexos conjugados destas equacdes. Con-
siderando ® um vetor complexo n-dimensional com componentes ¢q, X =
1,...,n, ¢ M uma matriz n X n qualquer, temos

(MD);, = My 05 = D5 (M) g = (M) g, (2.140)

€ como no nosso caso M = 6 = 6, entdo
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*

(60)y=(9"0)a. (2.141)

Assim, os complexos conjugados das equacdes (2.138) e (2.139) sao

—i09ly = iV-(Q10)g+me’y, (2.142)
—i0 9 y, = —iV(p’G), +mel,. (2.143)

Ap6s algumas manipulacdes algébricas, como podemos ver no Apéndice
B.4 ficamos com as equagdes

8,<<p+q>+) = V(<p+6<p+)+lm(q> P+ — QLo-), (2.144)
A9 ) = V(¢ 0¢_) —im(¢* . —plo_).
Somando elas, temos
A (PLo++0 9 )=-V-(9l0p, +9 00¢), (2.145)
e definindo a densidade p e a corrente j
P = QLo +0le; (2.146)
i = ¢ioo.to o0, (2.147)
chegamos na equacgdo de continuidade
dp
av.i= .
5 +V.j=0 (2.148)

Entdo, vemos que a densidade p € positivo-definida, como Dirac esti-
pulou.

A densidade e a corrente tém duas propriedades notaveis. Nao existem
termos misturando os espinores de Weyl, propriedade importante na interagao
eletromagnética e na interacdo fraca; e a corrente ndo tem termos com deri-
vada espacial. Como queremos uma teoria relativistica, p e j devem formar
um quadrivetor, o que s6 € possivel se os dois tém uma forma parecida.

Como a equagdo de Dirac é covariante e as derivadas da equagdo de
continuidade formam um quadrivetor, a quadricorrente deve ser:

=(p.J), (2.149)



47

e a equacgdo de continuidade fica:

duj* =0. (2.150)

Precisamos ainda mostrar como o quadrivetor de corrente j* é escrito
na representacio de Weyl. Entio, como (Y°)> = 1, o termo j* = p é

p = Wy=y"YYy,

P = QLo+ 0.
O termo j' é
I =y =v"YvYv.
Assim,
J'=0ic9,— 0 oo,

e entdo o quadrivetor de corrente fica:

H=(p.J)=vry. (2.151)
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3 MODELO SIGMA LINEAR

3.1 SIMETRIAS NA MECANICA QUANTICA

Why should we be concerned with symmetry? In the first place,
symmetry is fascinating to the human mind, and everyone likes
objects or patterns that are in some way symmetrical. It is an
interesting fact that nature often exhibits certain kinds of sym-
metry in the objects we find in the world around us. Perhaps the
most symmetrical object imaginable is a sphere, and nature is
full of spheres?stars, planets, water droplets in clouds. The crys-
tals found in rocks exhibit many different kinds of symmetry, the
study of which tells us some important things about the structure
of solids. Even the animal and vegetable worlds show some de-
gree of symmetry, although the symmetry of a flower or of a bee
is not as perfect or as fundamental as is that of a crystal.
(...)
First, what is symmetry? How can a physical law be “symme-
trical”? The problem of defining symmetry is an interesting one
and we have already noted that Weyl gave a good definition, the
substance of which is that a thing is symmetrical if there is so-
mething we can do to it so that after we have done it, it looks the
same as it did before.

(The Feynman Lectures on Physics, Ri-
chard P. Feynman (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2006))

A teoria de campos é usualmente escrita na formulacdo lagrangiana.
Para encontrarmos as equa¢des de movimento do sistema, utilizamos o principio
de Hamilton, que diz que a variacdo da ag@o

(5]
s= [ aLl.a
Jt

1

deve ser nula:

65 =0, 3.
o que nos leva a equagdo de Euler-Lagrange (MANDL; SHAW, 2010)

doL dL

Wi 90 (3.2)
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Se queremos uma teoria de campos, entdo substituimos as coordena-
das g pelos campos ¢ (x,1):

g — ¢(x); (3.3)

99 (x1) G.4)

qﬁazaxu

A lagrangiana agora é dada por:

L= /d3x$(¢(x,t),8u¢(x,t),t) (3.5)

onde .Z(¢(x,1),du¢(x,1),7) é a densidade de lagrangiana, que por simplici-
dade chamaremos de lagrangiana de agora em diante. Entdo, a acdo é

S = /dtL:/d4x.§f(¢(x,t),8u¢(x,t),t) (3.6)

Pela invariancia de Lorentz, S, e consequentemente %, se transfor-
mam como escalares de Lorentz. As equacdes de movimento dos campos
podem ser obtidas por um principio variacional andlogo ao principio de Ha-
milton da mecanica (MANDL; SHAW, 2010), ou seja, a variacdo de S deve
ser nula. Esta ¢ realizada por uma variagdo dos campos

o — ¢+06¢; 3.7
o — I +6(duo), (3.8)

onde

0(dy) = (9 +60)—dud =du(69).

Além disso, 0 ¢ deve ser nulo na fronteira da regido considerada. Entéo,
se Q ¢ a drea de integracdo e I'(Q2) a sua fronteira,

88 = /d4x6.§€ /d“{ 50+ a(aaci) (au¢)]. (3.9)

Assim, ap6s algumas manipulacdes, como podemos ver no Apéndice
C.1, a agdo fica

y 0.L B
58 = /d { o <3(9M)]5¢0' (3.10)
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Como 8¢ é arbitrério, temos que

2. a<a$>0’

29  0x#\9(du9)

que ¢é a equagdo de Euler-Lagrange. Se estivermos lidando com mais de um
campo, ¢;, as equacdes de movimento t€ém a mesma forma que a equagdo
anterior, mas um indice é adicionado para rotular os campos distintos:
A d ( % )
8(])[ 8)6“ 8(8,@,)
Para quantizar os campos, podemos impor rela¢des de comutagdo candnicas
de tempo igual entre estes e seus momentos candnicos conjugados, dados por

3.11)

(3.12)

27

Estas relacdes de comutagdo sio:

[¢(x’t)7¢(xl’t)] =0
[H(xvt%H(le)} :0;

[M(x,1),0(x',1)] = —i&> (x—x'). (3.14)

No caso dos férmions, os comutadores sao substituidos por anticomu-
tadores devido as suas propriedades de antissimetriza¢do, como podemos ver
com mais detalhes em (MANDL; SHAW, 2010)

Pelo teorema de Noether (NOETHER, 1918), a invariancia da lagran-
giana sob uma transformag@o continua resulta numa quantidade conservada,
uma corrente. Assim, considerando a transformagdo do campo:

o— ¢ =¢+89. (3.15)

A variagdo da lagrangiana é dada por (GREINER; REINHARDT, 2013)
d <

53(9#‘(3(8“(}5)5(]))’ (3.16)

como podemos ver no Apéndice C.2. Se .Z ¢ invariante sob a transformacio
(3.15),

0.7 =0, (3.17)

entdo temos a corrente conservada Ju
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0¥
Jy==——-00, (3.18)
K (o)
com 9*J, =0.
Consideraremos a transformagao unitaria genérica do campo

0= 9] = 0, 10°T50);. (3.19)

onde ©“ corresponde ao angulo de rotagdo e 7;; ¢ uma matriz conhecida como
o gerador da transformacdo. O indice a indica que existe mais de um gera-
dor associado a transformagao de simetria, ja que neste trabalho utilizaremos
transformagdes quirais, que sdo deste tipo. Esta tltima equagdo corresponde
a expansdo para pequenos angulos da transformagdo geral

¢ — exp(—i0°T) ¢, (3.20)

na qual @ é um vetor para indicar as varias componentes do campo ¢. Da
equacdo (3.18) encontramos a expressdo para as correntes conservadas

0%

Jy= —imTﬁc‘Pk, (3.21)

que dividimos pelo angulo ®“. Esta € comumente chamada de corrente de
Noether. Uma corrente conservada leva a uma carga conservada

0= / dPxJo(x), (3.22)
com
do
3 =0 (3.23)

Adicionando um termo de quebra de simetria pequeno a lagrangiana,
temos

L =L%+A4, (3.24)

onde %) é simétrico em relagdo a simetria dada e .Z)} € o termo que quebra a
simetria. Como consequéncia disso, a variacdo da lagrangiana é dada por

54 =84, (3.25)

Notemos que pela equacdo (3.16), a variag@o da corrente pode ser ex-
pressa como a divergéncia da corrente, ou seja,
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5.4 = oMy (3.26)

Como 6.4 # 0, entdo a corrente néo é conservada, € com isso po-
demos ver como a ndo conservagdo de uma corrente estd relacionada com a
quebra de simetria em uma lagrangiana.

3.2 SIMETRIA QUIRAL

Como ja vimos, existem duas representacdes do grupo de Lorentz para
espinores que nio sdo equivalentes. Enquanto algumas quantidades, como
o termo cinético da lagrangiana, ndo misturam essas duas representagoes,
outras, mais especificamente o termo de massa, misturam. Assim, na auséncia
do termo de massa, muitas teorias de campo possuem uma simetria adicional,
chamada de simetria quiral (MIRANSKY, 1994). Estudaremos esta simetria
nas préximas segoes.

3.2.1 Lagrangiana

No capitulo 1 estudamos como algumas quantidades de nosso inte-
resse se comportam sob transformacdes de Lorentz. Podemos construir uma
lagrangiana . relacionando estas quantidades ao impormos as condigdes:

1. Ela deve ser hermitiana, ou seja, L=
2. Deve ser invariante de Lorentz;

3. O ndmero de férmions deve ser conservado.

Levando em conta estas condi¢des, podemos construir a lagrangiana
termo a termo.

Termo Cinético

Este termo deve conter a derivada dy do quadrivetor, e pode ser con-
traido com outro quadrivetor. Assim, o termo cinético da lagrangiana pode
ser

Lk = ix,ic”&uxR+x26“auxL. (3.27)
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Termo de Massa

O termo de massa deve ser um escalar. Entdo um candidato que pre-
serva o nimero de férmions € dado por
L = m(] AR+ Xp)s (3.28)
que € o chamado termo de massa de Dirac.
Assim, a lagrangiana pode ser escrita como
Z:ixgo“au)aq+ix£6'“8”XL+m(xsz+x;xL). (3.29)

Podemos reescrever a lagrangiana (3.29) na representacdo de Weyl
como

L =iy oy +myy, (3.30)

Note que se aplicarmos as equacdes de Euler-Lagrange (3.11) para
esta lagrangiana, obteremos a equag@o de Dirac dada por (2.134).

3.2.2 U(I)R X U(I)L

No limite de massa nula da lagrangiana (3.30), esta tem simetrias sob
transformacdes de fase internas de Wy e Yy, separadamente. Ou seja,

wr — exp(iBr)Wr ., WL — exp(ibr)yr. (3.31)

Entdo as correntes sdo conservadas independentemente:

MR, =0 , ML, =0, (3.32)

onde
Ry = WRYu Wk = XixOuXr (3.33)
Ly = WLy Ve = X, 0us (3.34)

Pela conservacdo das correntes, as cargas sdo constantes de movi-
mento:

Or = / d*xRy , 0= / d*xLy (3.35)
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A simetria associada a duas transformacdes de fase independentes é
chamada de simetria quiral, e € representada pelo grupo U(1)g x U(1).

Para férmions massivos, estas simetrias ndo sio exatas, € temos So-
mente uma simetria residual na parte diagonal das transformagdes, onde os
elementos sao parametrizados como

GRZGLEG‘/.

Assim, os férmions de mao direita e de mao esquerda se transformam
da mesma forma:

W — exp(i6y)y = (Zﬁggﬁggz’z) (3.36)

Esta simetria também é conhecida como simetria vetorial. Podemos
mostrar que o termo de massa da equacgdo (3.30) € invariante sob essa trans-
formacao:

Ly = (mypy)
= myy

L =Ly
Podemos definir outra transformacgao, que é independente da trans-
formacdo vetorial, a transformacao axial:
GL = —GR = GA, (337)
cuja transformacdo para y é

exp(i6a) YR
exp(—ieA)wL>' (3.38)

Sob esta transformacao o termo de massa (3.30) ndo € invariante, mas
precisamos antes saber como Y se transforma:

v —exp(ifays) W = (

v o= vin— ylexp(—ibars)n
= yiypexp(ibays)
U = wexp(ifays). (3.39)

Na segunda linha, utilizamos a propriedade de anticomutacdo de 5 e
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Y, 5% = —YYs- Assim, o termo de massa fica

Ly = (myy)
Ly = Wexp(ibays)¥ # Lu (3.40)

Entdo, podemos definir a corrente vetorial

e a corrente axial

Ay =Ry —Ly,=YyWyv. (3.42)

Para o caso massivo, s a corrente vetorial € conservada. Entdo a
carga vetorial, também chamada de nimero fermidnico, é uma constante de
movimento:

Qv =0r+0L= / Ex(xbar+ ) 10)- (3.43)

Ja a carga axial

01=0r— 0L = / Ex (e — xia) (3.44)

s6 € uma constante de movimento quando o férmion tem massa nula.
323 SUQ2)r xSU(2)L

A simetria quiral U(1)g x U (1), pode ser estendida para uma simetria
U(N)gr xU(N)L, onde N > 2 é o nimero de sabores leves. Agora considera-
remos o caso do isospin, ou seja, o caso de dois sabores.

Neste caso, os férmions formam um isoespinor de dois componentes

v= (Z) (3.45)

que € a representagdo fundamental do isospin no SU(2). Os componentes u
e d sdo espinores de quatro componentes. Na representacao de Weyl eles sdo
dados por

U= Uup+urp, (3.46)

em que
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u O
g = (’3?) C o= <x£>7 (3.47)

onde xp e x; sdo espinores de dois componentes. Para a componente d as
relacdes sdo semelhantes. Assim, o isoespinor pode ser escrito como

Xk
UR +uy, xr
= = = . 3.48
V=Yr+yL (dR+dL> Y (3.48)
xi
A lagrangiana livre dos férmions é
L =y(id —m)y, (3.49)
em que m € a matriz de massa 2 x 2 no espago de isospin
_(my O
m= < 0 md) . (3.50)
Transformagdes quirais do SU(2)g x SU(2),, sdo rotagdes do isospin
para
__ [ URr _ (UL
WR_ (dR) ’ WL_ (dL), (351)
assim,
yr =exp(ir)yg ., wr=exp(il)yg, (3.52)
onde
r=t.r , I=t-l, (3.53)

P (3.54)

séo os geradores do SU(2), onde T sdo as matrizes de Pauli. As correntes de
isospin sdo definidas por

R = PRyt Wr = X4Out“Xr (3.55)
LY = WLyt v = X 6ut“ XL, (3.56)
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em que

X X
- T 3.57
e (xfé) H (ﬁ’) 427

sdo os espinores isodubletos de dois componentes. Entdo, as correntes de
isospin axial e vetorial sdo

Vi=Ry+L=wyt'y (3.58)
Ay =Ry — L, = ynyst'y (3.59)

No limite sem massa, as duas correntes sao conservadas sob as transfor-
macdes vetorial e axial:

exp(iv)ug + CXP(iV)“L> (3.60)

v exp(iv)y = (exp(iv)dR +exp(iv)dr

exp(ia)ug —eXP(ia)“L> (3.61)

¥ — exp(iays)y = (exp(ia)dk — explia)dy

onde

v=t-v e a=t-a. (3.62)

sdo os pardmetros vetorial e axial v e a respectivamente. Para massas fini-
tas, as duas correntes nao sio conservadas. Ja quando m, = m,, somente a
corrente vetorial é conservada.

Propriedades de transformagdo das correntes

Sob uma transformacao infinitesimal

Yr — exp(ir)yg = (L+it - r)yg; (3.63)
Wk — Whpexp(—ir) = (1l —it-r), (3.64)

a corrente direita tem a variacio
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R, — Wr(l—it-r)yt(1+t-r)yg
~ (y?Ryut“—il,T/Rt-ryut”)(l —l—it-r)l[/R
= l[_/R'}/”tal[/R — il[_/Rt . r}/ﬂt‘ll//R —+ l'l/_/R}/,J[at ryr+ ﬁ((t . r)z) .
Como a transformacao € infinitesimal, termos de ordem maior ou igual
a dois sdo descartados. Usando a relacdo de comutacio (HOSAKA; TOKI,
2001)
[z‘ar”} — gt (3.65)
temos
Ry = WRYuI“Wr+iWRYL[t", 1 - r]WR
= VR VR + iWR Y (i€apct 1) Wi
RZ — RZ — sabchl. (3.66)

Da mesma forma, considerando as transformacdes infinitesimais

v —exp(il)yr = (14it-1)yy; (3.67)
WL — v wexp(—il) = yr.(1—it-1), (3.68)

a variacao da corrente esquerda fica

Ly — LY, — £ap "L (3.69)

Estas transformacdes podem ser convertidas na transformacio veto-
rial e na axial. Adicionando (3.66) e (3.69), e definindo [ = r = v, temos a
transformagao vetorial

Vﬁ - (RZ - SachbRZ) + (LZ - gabcvaiL)

Vi = Vi — eV (3.70)

Da mesma forma, subtraindo (3.66) de (3.69),
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AL = (R — eapeV"R) — (LY — €ape"L)

Al o AL — e PASL (3.71)

Agora, para a transformacdo axial, definimos r = —/ = a. Somando
(3.66) e (3.69),

Vﬁ - (RZ - gabcabRZ) + (LZ + gabcabLfL)
Vi = Vi —ewedAS, (3.72)

e subtraindo (3.66) de (3.69),

AL = (RS — aped’RS) — (LY, + €apea’Ly)

AL A — eV (3.73)

Assim, € possivel encontrar as relacdes de comutacdo das cargas que
correspondem as transformagdes acima. Primeiro € necessdrio encontrar as
relacGes entre as correntes de isospin direita e esquerda, dadas por (3.55) e
(3.56). Por isso, pela definicao (3.35) da carga e pela relagdo de comutacdo
(3.65),

[Q;“«Q?e} - / & x Wr0 [t“,tb} VR
= / Bx UrY0 (i€apet) Wi
[Q?«QZ} = i€peQf- (3.74)
Da mesma forma,
01,01 = iewes (3.75)
[QZ,Q?J = 0. (3.76)

Pode-se notar que as relacdes de comutacdo entre a carga direita e a
esquerda sdo fechadas entre cada setor. Esta dlgebra e a simetria associada
a ela é conhecida como simetria quiral SU(2)g x SU(2)r. A partir destas
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relagdes € possivel encontrar as relagdes de comutacdo entre a carga axial e a
vetorial

09.00] = w0y,
05.00] = iew0s.
03.04] = w0y (3.77)

Ou seja, transformacdes axiais e vetoriais se misturam entre Si.
3.3 QUEBRA ESPONTANEA DA SIMETRIA QUIRAL

Se o estado fundamental de um determinado sistema nao € invariante
sob um determinado grupo de transformac@o, dizemos que ocorre uma quebra
espontanea da simetria deste grupo ITZYKSON; ZUBER, 2006).

No limite da Cromodindmica Quantica (QCD) com quarks de massa
nula, a simetria quiral € uma simetria exata. Entretanto, no mundo real ela
acontece apenas aproximadamente, devido a massa pequena mas nio nula
dos quarks. Entdo, essa simetria € boa para o setor de sabor leve s, e, princi-
palmente, u e d.

Uma primeira suposicio € a de que a simetria da lagrangiana deveria
levar a simetria das particulas. Na simetria quiral, como a transformacao s
relaciona estados de paridade positivos e negativos, estes deveriam aparecer
como particulas degeneradas, mas na realidade isso ndo acontece. Experi-
mentos mostram que barions e mésons de paridades opostas ndo t€ém a mesma
massa (PATRIGNANI et al., 2016).

A simetria do sistema implica que a hamiltoniana ¢ invariante sob a
transformacao de simetria U

UHU' =H. (3.78)

Considerando dois estados, |A) e |B), relacionados a transformagéo U,
que sdo criados pelos operadores de criacio a' e b':

|A) =da"10) , [B)=b"]0). (3.79)

Assim, U relaciona a e b através da expressao

UaUT = b. (3.80)
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Consequentemente, a transformag@o do estado |A) é

lA) — UJA) =Ud'UTU|0), (3.81)
= b'U|0). (3.82)

Intuitivamente, supomos que se o vicuo ¢ invariante

Ul0) =10y, (3.83)

entdao

Ex= (AIH|A) = (BIUHU'|B) = (BIH|B) = Es,  (3.84)

ou seja, |A) e |B) sio degenerados.

Se a simetria da hamiltoniana também € simetria do estado, entio esta
acontece explicitamente, o que chamamos de modo de Wigner-Weyl. Ja se a
simetria da hamiltoniana nao € realizada nos estados, a simetria é quebrada
espontaneamente, o que chamamos de modo de Nambu-Goldstone.

Figura 1 — Potencial Quiral (KOCH, 1997)

Uma forma de entender melhor isso é tomando-se o andlogo da meca-
nica classica (KOCH, 1997). Considerando a figura (1), onde temos dois
potenciais que sdo rotacionalmente invariantes. O primeiro, da parte de cima
da figura, que corresponde ao modo de Wigner-Weyl, tem o estado funda-
mental no centro, no ponto de minimo da fun¢do. Assim, o potencial somado
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ao estado fundamental continua invariante sob rotagdes. Entretanto, se con-
siderarmos o potencial da parte de baixo da figura, que corresponde ao modo
de Nambu-Goldstone, temos o minimo da fun¢do numa distancia finita do
centro, formando um continuo de estados fundamentais distintos, enquanto
o centro é um ponto de maximo local. Neste potencial, se escolhermos um
estado como estado fundamental, selecionamos uma dire¢éo preferencial, e a
simetria rotacional é espontaneamente quebrada.

3.3.1 Teorema de Goldstone

A quebra espontinea de uma simetria continua implica na existéncia
de particulas de spin e massa zero. Isto foi estudado inicialmente por Nambu
em 1960 (NAMBU, 1960) e mais tarde por Goldstone em 1961 (GOLDS-
TONE, 1961) (GOLDSTONE; SALAM; WEINBERG, 1962). Estas particu-
las escalares sdo chamadas de bésons de Nambu-Goldstone, ou simplesmente
bésons de Goldstone.

Um estudo mais aprofundado deste teorema pode ser encontrado em
(CHENG; LI, 1984), (HOSAKA; TOKI, 2001) e
(ITZYKSON; ZUBER, 2006).

3.3.2 PCAC

A quebra esponténea da simetria quiral SU(2)g x SU(2);, implica que
deveriam existir trés bdsons pseudoescalares de Goldstone (MIRANSKY,
1994). Entretanto, na natureza nao existem hadrons de massa nula, e os
hadrons mais leves sdo os pions, com a massa my ~ 140MeV. Assim, a
corrente axial ndo é conservada. Considerando a equagao

<0 n’ (q)> = —frquée ", (3.85)

onde os indices a e b sdo os rétulos do isospin e u indica um vetor de
Lorentz (CHENG; LI, 1984)(ITZYKSON; ZUBER, 2006). Experimental-
mente, o valor de fr, que é a constante de decaimento do pion, é fr ~
93MeV(ITZYKSON; ZUBER, 2006)(KOCH, 1997). Tomando a divergéncia
da equagdo anterior, temos

Al

<0‘8“A” (x)‘?th(q)> = fo PSP = P 5 (3.86)

Entretanto, como a massa dos pions é muito menor que a massa de ou-
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tros hadrons, pode-se dizer que eles s@o “quase” bosons de Goldstone, ou seja,
o fato dos pions terem massa muito pequena € diretamente relacionado com a
conservagdo parcial da corrente axial. Por isso dizemos que a transformacao
axial é uma simetria aproximada. Isso é conhecido como a conservagdo par-
cial das correntes axiais (Partial conservation of the axial current, PCAC).
Pelas relacdes acima, ainda é possivel encontrar uma expressdo para a cor-
rente axial carregada por um pion

A;ll,pion = fn’au¢a(x)a (3.87)

na qual @ (x) é o campo do pion.
3.3.3 Relacao de Goldberger-Treiman

Existem mais evidéncias para a conservagdo parcial da corrente axial
(KOCH, 1997). Considerando a corrente axial de um nicleon, dada por

a

Az,nuclean = 8a l/_/NYIl ¥ ? UN, (3.88)

onde Yy € um isoespinor que representa prétons e néutrons, e g, € o fator de
renormalizacdo, que é encontrado experimentalmente. Como a massa My do
nucleon é grande, ndo esperamos que a corrente axial seja conservada

Pela equacdo de Dirac livre para o nicleon

(i — My) Yy = 0, (3.89)

é possivel mostrar que

a”Az,nucleon = i8aMNUNYs ¢ YN 7£ 0. (3.90)

que s6 € zero caso a massa do nicleon seja zero. A prova desta tltima equacio
estd no Apéndice C.3. Sabemos que o niicleon interage fortemente com o
pion, entdo a corrente axial é a soma das contribui¢des do pion e do nicleon.
Assim, utilizando a relacdo PCAC (3.87) e a corrente do nucleon (3.88), te-
mos

a Ta
Al =ga‘l/NVu757V’N+fn3u¢“- (3.91)
Se a corrente total é conservada,

IMAY = IHAS + f20" 9,99 =0 (3.92)

W,nucleon
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e por isso,

M,
Yoyt (3.93)
fr

que é a equacdo de Klein-Gordon para um béson de massa nula acoplado
a um nucleon. Por isso, o pion ndo deve ter massa para a corrente axial ser
conservada. Se permitirmos que o pion tenha uma massa finita, entdo teremos
a equacdo de Klein-Gordon para um pion acoplado a um nicleon

auaﬁl‘Pa = —&al

My _
(00 +m3) 9 = fgaif—’v N5 TN, (3.94)
T

em que a constante de acoplamento pion-niicleon é dada por (KOCH, 1997)

gavy = 8uX 12,6, (3.95)
fr

Esta dltima equacao é conhecida como relacao de Goldberger-Treiman
(GOLDBERGER; TREIMAN, 1958). Experimentalmente, esta constante de
acoplamento, extraida de experimentos de espalhamento pion-nicleon
(KOCH, 1997), é

g2 =13,4. (3.96)
3.4 MODELO SIGMA LINEAR

Construiremos agora um modelo efetivo simples que é um invariante
quiral e envolve pions e nicleons, que chamamos de modelo sigma linear.
Este modelo foi proposto por Gell-Mann e Levy em 1960 (GELL-MANN;
LEVY, 1960).

Usaremos dimensdes para denotar as representacdes das simetrias de
isospin do SU(2). Assim, o singleto tem dimensdo 1, a representagdo fun-
damental tem dimensao 2, a representac@o adjunta tem dimensdo 3, e assim
por diante (HOSAKA; TOKI, 2001). Entdo, representa¢des do grupo qui-
ral SU(2)g x SU(2), sdo denotadas por um conjunto de dois inteiros (m,n),
onde m é a dimenséo das representa¢des do SU(2)g e n é a dimensdo das
representacdes do SU(2) .. Considerando apenas um férmion, a representagdo
fundamental dos férmions de mao direita e de mao esquerda é

(2,1) ~ 2 = (ﬁgd) 3.97)
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(1,2) ~x1 = (i%) ; (3.98)

e estas sdo sujeitas as leis de transformacao

(2,1) : xr — [exp(it - )]ap (XR)> = RXRS (3.99)
(1,2) : x — [exp(it - D]ap(XL)p = gLXL- (3.100)

A transformacdo de paridade, dada em (2.70), fica

XR <> NXL ou (2a 1) s (172)7 (3101)

onde n = +1. Assim, Y ou ) sozinhos nio sdo autoestados da paridade.
Em vez disso, suas combinacdes lineares sdo

In=EXR+XL — NAL+2AR) =NXns (3.102)
X-n=Xr—XL — NQAL—2ArR) =—NMXn, (3.103)

que sdo denotados por (2,1)+ (1,2).
Também € importante vermos a representacdo do quadrivetor quiral:
(2,2) ~xh=U ou xry, =UT. (3.104)

Como SU(2) ¢é real, do ponto de vista da teoria de grupos ndo ha
distingdo entre XL?C}; e XRXZ~ As suas leis de transformacao siao

U=xxp — () (xisy) = 8rUsk;

Ut = XRXZ - (gRXR)(XZgD = gRUng- (3.105)

Podemos relacionar o bilinear de quarks xLx); com um quadrivetor
By:
Bo = Tr ity = XkTaXL, (3.106)

onde as matrizes de isospin 7 formam um quadrivetor

To = (1,71, T2, 13). (3.107)

Esta combinac¢do é um quadrivetor no espaco de isospin quiral, mas
no espaco-tempo é um escalar de Lorentz.
As regras de transformagdo bésicas de um quadrivetor sob SU(2)g x



67

SU(2)L sdo
Vetorial: By — By
B —- B+vxB
Axial: By — Bp+ia-B
B — B+iaBy. (3.108)

onde v e a sdo os parAmetros para transformacgdes vetoriais e axiais definidos
em (3.62).

O quadrivetor By ndo é um autoestado da paridade, o que podemos
verificar fazendo

Bo = xhtain 24 v vk = BY,. (3.109)

Combinagdes com uma paridade definida sdo dadas por

Paridade Positiva: oy = %Z TaXR + x;gra AL = VTaV;
Paridade Negativa: 7w, = xz TaXR — x,ira XL =1iWUTq s Y3.110)

Entdo temos dois quadrivetores quirais de escalares e pseudoescalares
de Lorentz. Suas leis de transformagao sido dadas por

Oop — Op
(e} — O X O
Vetorial Ty (3.111)
T — M
T —T+VXT

o)y —O0p+a-Tm
(o3 — O

Axial tam (3.112)
Ty —T—a-o

T — T —aoy

Destas transformagdes, temos dois invariantes na forma quadrética:

oj+n* e nm3+ol (3.113)

Podemos verificar que estas expressdes sao invariantes fazendo, para
a primeira,
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(1> — (6+vx0)(6+Vvx0)
= m+r-(vxm)+(vxx)-T+O(V),

mas como v ¢ infinitesimal, os termos de ordem maior que dois sdo descon-
siderados. Lembrando da propriedade do produto vetorial

a-(BxC)=B:(Cxa)=C-:(axB),

temos

(m)> — ()’ +v-(AxE)+ (B XTIV
n> — 7
Para oy, a relagdo € direta, e temos que
of +m* = of +

O outro invariante quadratico pode ser verificado da mesma forma.
Estes invariantes podem ser vistos como o comprimento de dois quadrivetores
independentes:

(00,®) e (m,0) (3.114)

Como experimentalmente ja foram observados trés pions pseudoesca-
lares, entdo utilizamos a combinacgao

(o4 + &%) — (00, 7). (3.115)

Considerando um nimero pequeno de poténcias nas derivadas e nos
campos, é possivel escrever a lagrangiana do modelo sigma linear com os
campos dos pions e do sigma

L= %[(%6)2 +(Ium)?] —V(c* +m?), (3.116)
e definindo ¢ = (o, 7),

& = %@l«p)tv((pz). (3.117)

Assumimos que o potencial deve ser de quarta ordem em ¢:
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2
R G.118)

Podemos notar que o termo quadratico tem a forma familiar do termo
de massa do campo escalar, e o coeficiente p? pode ser positivo ou negativo.
Ja o coeficiente do termo qudrtico A deve ser positivo para garantir a estabi-
lidade da teoria. O potencial deve ser par para garantir que a lagrangiana seja
invariante sob transformagdes de paridade (QUIGG, 2013). Poténcias mais
altas que a quarta sdo desconsideradas para que a teoria seja renormalizavel.

Precisamos agora investigar a estrutura do vacuo e verificar como a
simetria quiral acontece no modelo sigma. Podemos encontrar a hamiltoni-
ana do modelo a partir da equagdo (3.117), realizando uma transformada de
Legendre

1 1
H = 5pg+5(0i6a)’ +V(07), (3.119)
onde definimos o0 momento candénico como
0. .
= — = 0@q. 3.120
Pa aq)a 0o ( )

Desta forma, o vacuo deve ser estatico, pois py = 0, e uniforme, por-
que 0;¢q = 0. Portanto os pontos de minimo do potencial determinam o
vacuo, ou seja,

v(9)
¢
Temos duas possibilidades para o minimo do vicuo. Quando u? > 0,
o potencial tem um tnico minimo em ¢, = (0, ) = 0, que corresponde ao
estado de vacuo. Este € o potencial de cima da figura (1), que ja vimos, e
equivale ao modo de Wigner. Este ponto é um invariante quiral, € podemos
expandir o campo ao redor dele em pequenas flutuagdes que determinam a
massa das particulas, que tém massas iguais: mg = my = L.
Ja quando p? < 0, temos a quebra da simetria, como ja vimos no po-
tencial de baixo da figura (1), e o minimo do potencial estd em

2
|¢|=\/—“7. (3.122)

Este minimo é degenerado infinitamente, e por isso o vicuo pode es-
tar em qualquer ponto de minimo. Se hd um componente que ndo some na
direcdo do pion, entdo o vacuo ndo tem paridade definida, o que contradiz a

=0. (3.121)
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natureza. Entretanto, podemos transformar esse ponto em

2

oy = _“T =0 (3.123)

Ao redor deste campo podemos introduzir flutuacdes do tipo ¢y =
(0p+ 0, ®). Entdo as massas dessas flutuagdes sdo

me=+/—2u2 e my=0. (3.124)

Assim, neste caso, que corresponde ao modo de Nambu-Goldstone,
temos pions sem massa.

J4 introduzimos a parte da lagrangiana que descreve os mésons, mas
nossa teoria também tem nucleons. Por isso, precisamos introduzir o campo
fermidnico na nossa lagrangiana. Isso pode ser feito de forma analoga ao que
fizemos para mésons.

Férmions, tanto quarks quanto nicleons, pertencem a representacao
fundamental linear

V=xr+xL~(2,1)+(1,2). (3.125)

Queremos construir uma lagrangiana de interacdo para férmions e
mésons. A representacdo correspondente para férmions da relacdo (3.115)
¢é dada por:

s = Xxr+xha
pi = i Tar—xgTiaL) (3.126)

A combinag¢do de mésons e férmions que € um invariante quiral é

SC+p-7, (3.127)
que pode ser reescrito como
SCHP-T = y oxr+xpoxL+i(X T WAR— XGT-TXL)
SO+p-T = YOY+IiYT-TTYY. (3.128)

Este € o termo de interacdo no modelo sigma linear. Incluindo o termo
cinético e o de massa, a lagrangiana do modelo sigma linear é
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Lsp = P(id —mo)y — gW (0 +iT- 7YY
1 2 A
+5[(3u0)? + (3um)?) - %(62 +at)-L(ct A (3129)

onde g € uma constante de acoplamento.

J4 vimos que um termo de massa do tipo mo Yy nao € invariante quiral,
o que é uma propriedade desejada para o modelo sigma. Por isso, reescreve-
mos a lagrangiana (3.129) para mg = 0,

Lsp = 1Yy —gp(o+iT-mYys) Y
1 2 A
+5[(0u0)? + (9um)?] - %(62 +at) = 2(P A (3.130)
Para deixar este trabalho mais claro, esta lagrangiana serd dividida em

Lo = LF +$+$M, (3.131)

onde % é o termo fermidnico, .%; € o termo de interagdo e %)y é o termo
mesdnico, cujas definicdes sdo

Lr=iydy (3.132)
L= —gy(o+it-my)y (3.133)

2
u

Lia = 3[0u0P +@umP) = B (0P 20 - (P 2 (13

A lagrangiana (3.130) € invariante sob as transformagdes vetoriais do
SU(2) (CHENG:; LI, 1984)

o —0
T —SR+VXT (3.135)
Y =Y —iv-ty.

J4 construimos a parte mesonica desta lagrangiana para ser invariante,
mas ainda precisamos mostrar que o termo fermidnico e o termo de interacio
sdo invariantes, o que serd feito a seguir.

Considerando os termos da lagrangiana
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Lr1 =YY —gW(0o +it-mps)y = ¥lid —g(o +it-mp)]y. (3.136)
Substituindo por (3.135)

L= +iv-1)id —g(o+it- (+vxm)p)|(1—iv-t)y, (3.137)

e fazendo as devidas manipulagdes algébricas, lembrando que termos com
ordem maior ou igual a 2 em v sdo desprezados, ja que temos uma transfor-
magao infinitesimal, chegamos em

iy = Wlid —glo+it-m%) |y = Lrir. (3.138)

As correntes conservadas sdo dadas por

_ 1
Vi= u/yu?q/—i—(nx&un)“ (3.139)

e as cargas sao dadas por

0 = / dxJg (x). (3.140)
A lagrangiana (3.136) também € invariante sob as transformagdes axi-
ais
c —»o0+ta-xm
m —AT—ac (3.141)
v o ytia-3ny

Da mesma forma que a transformacdo vetorial, 0os termos mesdnicos
da lagrangiana ja foram construidos para serem invariantes sob a transfor-
magdo axial. Assim, sé precisamos verificar a invaridncia dos termos fer-
midnicos e de interacdo. Isso € feito ao substituir (3.141) na expressao
(3.136):

L, = 1,7(1 tia- gy;) {id—gl(c—a-m)+it-(x—ac)y)}

x <1+ia- %)@) V. (3.142)

Depois de manipular algebricamente, lembrando novamente que a trans-
formacao € infinitesimal e por isso devemos desprezar os termos de ordem
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maior ou igual a 2 em a, chegamos em

L1 =Lry (3.143)
A corrente conservada é dada por
4
Ay =W~ Y+ (9uo)n’ — (9un)o, (3.144)

e a carga associada a essa simetria é

Q¢ = /d3xA8(x). (3.145)

Estas cargas geram a dlgebra do SU (2)gr x SU(2):

[Qa7 Qb} _ l-gachc;
|:Qa7 Qsza} —  jgibegie (3.146)
[ 0%, QSb} —  igege,

Como ja discutimos, a quebra espontinea da simetria acontece para
u? < 0, e o minimo do potencial estd em

o’ 4w’ =f2, (3.147)
onde
2
fr= _“T' (3.148)

Se escolhermos (0|7|0) = 0, teremos

(0]610) = f. (3.149)

Entdo se definirmos o campo deslocado como ¢’ = ¢ — f, e rees-
crevermos a lagrangiana (3.129), vemos que os pions ficam ndo massivos, e
apresentam-se como os bésons de Goldstone da teoria.

Com isso, a massa do férmion dada por

My =my+gfx. (3.150)

é inteiramente gerada com a quebra espontinea da simetria quiral, e a equagdo
(3.150) recupera a relacdo de Goldberger-Treiman. Assim, podemos reescre-
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ver a lagrangiana (3.130) fazendo a substitui¢io ¢ = ¢’ + fz:

1 /
Ly = 1YY — (0’ + fu+iT- Y)W+ 3 [(0u0")> + (Ium)?]

o+ o 7 -

2 &[(G/+fn:)2+ﬂ-'2]2. (3.151)

4

As equacdes de movimento desta lagrangiana, que podemos encontrar
através das equagdes de Euler-Lagrange (3.12), sdo

idy—g(o'+ fetit-wys)y =0, (3.152)
idy+gp (o' + fr+it-wy) =0, (3.153)
{a”a” +ul+ A [(o’+fn)2 + nz} }7r+ig1/7'cy51// —0,  (3.154)

2
[0,0" + 12+ A (6 + 7)) 6" + gy + %fn 0. (3.155)
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4 FUNCAO DE WIGNER

Como a posi¢do e o momento de uma particula ndo podem ser simul-
taneamente medidos, ndo € possivel definir uma distribui¢do de probabilidade
no espago de fase. Entretanto, funcdes que t€ém alguma semelhanga com uma
distribuicdo de probabilidade do espaco de fase, conhecidas como funcdes
de quasiprobablilidade, mostram-se tteis no estudo de sistemas quanticos.
Elas sao dteis ndo s6 como ferramentas matematicas, mas também para aju-
dar a entender as conexdes entre a mecanica cldssica e a quantica, e ainda, é
possivel expressar médias quanticas de forma semelhante a médias cldssicas.

Aqui utilizaremos a fun¢do de Wigner, a primeira funcdo de distri-
bui¢do a ser proposta em 1932 por Wigner (WIGNER, 1932). Boa parte dos
estudos deste capitulo é baseada em (MARCHIOLLLI, 2002).

4.1 PRELIMINARES ALGEBRICOS

Inicialmente, consideraremos um sistema quantico de uma tnica parti-
cula de massa M destituida de spin executando um movimento em uma di-
mensdo. Seus operadores de posi¢do e momento sdo respectivamente Q e P,
e estes obedecem as relagdes de comutagio:

[Q)Q] = [PvP] = [Q,l] = [Pa 1} =0,
[Q,P] = inl, .1

onde 1 € o operador identidade. Os autovetores que correspondem a esses
operadores sdo definidos pelas equagdes de autovalores:

Plp)=plp) . Qlg)=qlq),
lp)=Ip) . 1llg=lg). 4.2)

As bases dos autovetores {|p)} e {|¢)} satisfazem as rela¢des de com-
pleteza

/de|p><p| =1 /idQIqXQ\ =1, (4.3)

e ortonormalizagdo
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(plp)=8(p—p")  (dd)=8(a—d). “4)
A partir da transformacdo de Fourier
< dq i
= — , 4.5
0= ew(ira) 0 @)

é possivel encontrar o produto escalar:

1 i

4.1.1 Formulacao de Weyl-Wigner da Mecanica Quéantica no espaco de
fase

Considerando F, um operador arbitrario, é possivel escrevé-lo como

FE[wdp/dpl/dq/dé]//’q//><6]//|p//><p”|F|p/><p/|61/><6]/|,

e, utilizando as relagdes (4.6) e (4.4),

dP dp”dq dq" "o iy 1" ANAY
F= / T ep(h exp( —5p'd | (P"[F|p')|a")d|. @D

Pela mudancga de varidveis dadas no Apéndice D.1, podemos reescre-
ver (4.7)

_ [~ dpdgdudy i u u %
F_/ 27 eXp[h(p”q”)K“z’F’p 2>"’+2><q 2l @8

Definindo a transformada de Weyl como

f(p.q) :/iduexp(;qu) (p+5[Flp-3), (4.9)

e a base de operadores no espaco de fase

A(p,q) = /Zdvexp(épv) ’q+ §><q_%

, (4.10)
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o operador F pode ser escrito como

F= [ L f(p.0A(p.0) (“.11)

Ou seja, o operador F foi decomposto numa base de operadores cujos
elementos sdo as componentes A(p, q).

Esta forma de mapear o operador F nao é tinica. Também podemos
fazer

F = ‘/_oodpldp/ldq/dq// |p/> <p/|q/> <ql| F |q/l> <ql/ p/l> <p//| )

entdo a transformada de Weyl e a base de operadores A(p,q) ficam:

flp.q) = /ZdveXp<;pV> <q—f‘F’q+ > (4.12)

A(p,q) = /_iduexp<;;qu>‘p;><p+;‘. (4.13)

A partir destas expressdes, juntamente com (4.9) e (4.10), é possivel
encontrar os projetores de posicdo e momento

il = [ e pula- @) =8a-Qs @14
el = [ e po-p| = 8(p-p. @iy

Precisamos encontrar uma forma simétrica para o operador A(p,q),
pois as formas definidas até agora privilegiam uma varidvel ao escolhermos
a ordem dos conjuntos. Partindo de (4.10), e lembrando que como (LEAF,
1968)

i
exp( 3P l9) = g+

entao

exp(—;Pv> ‘q—%>:‘q+%>. (4.16)

Esta expressao € verificada no Apéndice D.2. Substituindo (4.16) em
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A(p,q) temos

o i v v
A(p.q) /_wdvexp[hv(pP)] a=2) a2 @1
Pela relacdo (4.14), o projetor pode ser reescrito como
la—2)a-3| = I (¢-2-Q)
TN T L2 P R ’

[ ool 0o

|
o
>
o
|
S~
=
NI
N——

Assim,

. wdr T . .
Apg)= | S exp{%v(p—P)} exp{%u(q—Q)} exp(—%%). (*.18)

Pela relagao de Baker-Hassdorff simplificada (GREINER; REINHARDT,
2013), se os operadores A e B, que ndo comutam, satisfazem

[A’ [AvBH = [B> [A7B]] =0,
entao
ATB — A B,3AB] _ BoA,[AB] (4.19)

e finalmente chegamos a forma simétrica de A(p, q):

> dud j
Apg)= | S exp{;[u(q ~Q)+v(p- P)]}. (420)
Podemos verificar que os operadores satisfazem as condigdes dadas
em (4.19) no Apéndice D.3.
A partir do que j4 foi visto, é possivel encontrar a forma compacta da
transformada de Weyl

f(p,q) =Tr[FA(p,q)], 4.21)

cuja prova é dada no Apéndice D.4.

E possivel encontrar um método alternativo para se encontrar o ope-
rador F a partir de sua transformada de Weyl. Para tanto, consideremos o
operador A(p, q) escrito da forma
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D . .
Mpa)= [ Serese | uta- @) x| 1vp-P) | exp (35 ). @22

onde utilizamos o lado direito da relacdo de Baker-Haussdorff 4.19 na forma
simétrica de A(p,q). Apds algumas manipulacdes algébricas, que fazemos
no Apéndice D.5, encontramos uma nova expressio para A(p, q)

ho 92

Agora podemos reescrever a expressao para F

2

o h o
F=1mdpdqf(p,q) [exp<2i81)aq>5(q—Q)5(P—P)} (4.24)

e, pela propriedade do Delta de Dirac

[ avr| gsn] = o L B
_ (—1)"1/:dx [d'gr(nx)} 5(x), (4.25)

finalmente temos

> hoo?
F:/_mdpdq {"XP<21~M)f(p,q)}ﬁ(q—Q)a(p—P). (4.26)

Para encontrarmos o operador F a partir de uma transformada de Weyl
f(p,q) arbitréria, primeiro devemos calcular

ho 9?
eXp(Zi M)f(ﬁﬂ)
e depois substituir as varidveis g e p pelos operadores Q e P, lembrando

de sempre escrever os operadores de posi¢do a esquerda dos operadores de
momento.
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4.1.2 Propriedades para A(p,q)

A seguir apresentaremos algumas propriedades para a base de opera-
dores A(p, q) que serdo importantes no restante do trabalho. A dedugdo destas
propriedades estd no Apéndice D.6.

0 (g18(p.9)4" = explip(d ~a")]3 (s~ 137);

.o : / 1/
(i) (p'|A(p,q)|p") = exp[—5a(p'—p")]8 (p - %) ;
Nestas duas propriedades, se considerarmos ¢” = ¢’ e p’ = p”, estas se
reduzem a

(d|A(p,q)|d"y=6(a—4q) e (P'|A(p.q)|p")y=8(p—p'). (427)
(i) (¢'|A(p,q)|p) = V2rhexp(;p'd) eXp(Z, a%q) 8(g—4")8(p—p');
(V) [, 22A(p,q) = |g)ql:
V) [7. 24 A(p,q) = |p)(pl;
(vi) Tr[A(p,q)] =1
(vil) Tr[A(p1,91)A(p2,92)] = 2716 (p1 — p2)S(q1 — 92);

(viil) Tr[A(p1,q1)A(p2,92)A(p3,93)] =
=2%exp{¥[(q1 — q3)(p2 — p3) — (22— q3)(p1 — p3)] };

4.2 RELACOES DE COMUTACAO E ANTICOMUTACAO NO FORMA-
LISMO DE WEYL-WIGNER

Antes de ver as relagdes de comutacdo e anticomutac@o, precisamos
entender como o traco atua em operadores arbitrarios no formalismo de Weyl-
Wigner.

Para um operador arbitrario A:

= dpd
A= [ T la(p.g). (428)

e, para dois operadores arbitrarios A e B,
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= dpdq
—w 2Th

Podemos verificar o cdlculo destes tracos no Apéndice D.7. Preci-
samos também saber como ¢é a transformada de Weyl do produto AB. A
representacdo integral deste operador é

Tr[AB] = a(p,q)b(p,q) = Tr[BA]. (4.29)

= dp;dgydp,d
AB = / wa(pl7q1)A(p17q1)b(p2,q2)A(p27q2)
—w  (27h)
>~ dpdg
o [P 9)AP,q). (4.30)

Como a forma compacta da transformagdo de Weyl é f(p,q) =
Tr[ABA(p,q)], substituindo AB, apds os célculos dados no Apéndice D.8,
podemos reescrever f(p,q) como

hf{ac9b 999?
f(p,q)=e><pl2i (ap 30 24 ap )]a(nq)b(p,q)- (4.31)

onde os indices indicam em que funcdo a derivada é tomada. A partir deste
resultado, podemos notar que a transformada de Weyl do produto de dois
operadores € diferente do produto das transformadas de Weyl destes (GRO-
ENEWOLD, 1946). Com isso, agora podemos encontrar a transformada
de Weyl das relacdes de comutacdo e anticomutacio de dois operadores ar-
bitrarios (a deducdo pode ser encontrada no Apéndice D.9):

. |nfo*a? a%a?
[A,B] = 2isin lz (85] a—p — % a—q )] a(p,q)b(p,q). (4.32)

b
3q 9p 9p 9q ))MPJI)MP#])- (4.33)

Devemos lembrar que nestas expressdes, 0 seno e o cosseno devem ser
entendidos como a série de Taylor correspondente a cada um deles. Tomando
o termo de ordem mais baixa de cada série:
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[o% 9t o999t
[A,B] ﬁlh(&q o 9p 9q )a(P’II)b(Pﬂ)a (4.34)
{A,B} = 2a(p,q)b(p,q). (4.35)

Nota-se que a série de Taylor associada a transformada de Weyl de
[A,B] estd relacionada aos parénteses de Poisson das transformadas de Weyl
de A e B, assim como a série associada 2 transformada de Weyl de {A,B}
esta relacionada ao produto das transformadas de Weyl de A e B.

Tomando o limite cldssico (7 — 0), podemos ver como algumas gran-
dezas se comportam:

o AB—— a.(p,q)ba(p,q)
Cldss
e {A,B} macz(p,q)bcz(p,q)

da. db,, da, db,,
o IAB] o S

A prova destas equacdes pode ser encontrada no Apéndice D.10. A
partir destes resultados, € possivel perceber que a transformada de Weyl do
produto de dois operadores tende ao produto das transformadas de Weyl no
limite cldssico, assim como a transformada de Weyl do anticomutador en-
tre dois operadores. J4 o limite para a transformada de Weyl do comuta-
dor entre dois operadores tende aos parénteses de Poisson. Estes resultados
nos estimulam a verificar se existe algum limite para o andlogo quantico da
equagdo de Liouville, para que possamos verificar se a dindmica quantica
tende a dinamica cldssica.

4.3 DINAMICA QUANTICA

Considerando um sistema descrito pelo operador densidade:

p(1) = ¥(0)(¥()], (4.36)

onde |¥(r)) representa um estado puro do sistema. O valor médio de um
operador F ¢ obtido usualmente através de

(F) = (Y[F|®), @37)
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e, no formalismo de densidade,
(F) =Tr[p(t)F]. (4.38)
Pelo que ja obtivemos na equacdo (4.21), esta dltima expressao fica
(F) = [ dpdq f(p,q)pw (p.q:1), (4.39)
onde pw(p,q;t) é a funcdo de Wigner para um ¢ arbitrdrio. Apresentaremos

algumas formas de expressar essa funcdo, cujas dedugdes estdo no Apéndice
D.11.

1. A partir de (4.12)

> dv i % N v
pr(vain = [ e ) wia- F0v @+ 5. @40

2. Ou, a partir de (4.9)

oo d .
owipg) = | wzyfhexp(;qu)mp%;rm*(pg;r» 4.41)

3. Usando a forma compacta da fun¢do de Wigner (4.21) e a equacdo
(4.23)

2

h o j
pw(p.q;t) = V2ﬂhexp(5 m) {(P (p;t)w*(q;t)eXp(épqﬂ . (442)

Como p é hermitiano, pw (p,q;t) é real, entdo podemos reescrever esta
ultima equagdo como:

2

h
pw (p,q;t) = v27rheXp<

5 m) {cp* (p:t)W(g:t) exp (%pq):l . (443)
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4.3.1 Propriedades de py (p,g;?)

Wigner (YOURGRAU; MERWE; LANDE, 1979) prop6s um con-

junto de propriedades que deviam ser satisfeitas por fungdes de distribuig@o,
e demostrou que a distribui¢do (4.40) era a unica a satisfazer estas propri-
edades. Mais tarde, O’Connell e Wigner (O’CONNELL; WIGNER, 1981)
consideraram um outro conjunto de oito propriedades que também levavam a
expressao (4.40). Estas serdo listadas a seguir como dadas em (HILLERY et
al., 1984) e (GALETTI, 1986) e mostradas no Apéndice D.12.

1.

pw(p,q;t) é real e normalizada, mas ndo € positiva definida, ou seja,
pw (p,g;t) ndo é uma distribui¢do genuina.

Normalizacao
Posi¢ao

| _apputp.g:0 = lvig:l” (4.44)
Momento: -

| dapw(p.ait) = 16(pin) . 445)
Total:

| _dpdapup.ain = 1. (4.46)

pw (p,q;t) deve ser invariante sob transformagdes de Galileu, ou seja,
se Y(g;t) = y(g+ast), entdo py (p,q;t) = pw(p,q +a;t).

pw (p,q;t) deve ser invariante sob reflexdes espaciais e temporais.

No caso sem forgas, a equacdo de movimento € a equagao cldssica:

dpw p Ipw
oew _ PP 4.47
ot m dq (@47
Se py(p,q:t) e pe(p,q;t) sdo distribuicdes que correspondem aos es-
tados W(g;7) e ¢(g;t), entdo

2

‘ [ dgy*(g:0)(q;t)| =2ah /7 dgdppy(p,a:t)pe(p:¢;1).  (4.48)
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Esta propriedade tem duas consequéncias interessantes. Se fizermos

0(q;t) = w(g;t), entdo

‘/ dg y*(q:1)y(q:t) —2ﬂh/ dgdp [pw (p,q:1))?,
e como [7_dqy*(q;t)y(g;t) = 1, entdo
/Wd dglow (prq1)? =~ (4.49)
= paq |pw P, q; = 2h .

Isso implica que pw (p,q;t) ndo tem picos muito altos, o que descarta
distribui¢ées do tipo pw (p,q;t) = 8(¢ — Q)5 (p — p), que ndo seriam
possiveis classicamente.

Também podemos escolher y e ¢ ortogonais, o que resultaria em

/_ dpdqpy(p,q:t)pe(p,q;t) = 0.

Isso indica que pw (p, ¢;t) ndo pode ser sempre positiva.

. Simetria p — g

A partir da transformada de Fourier

< dg ] i
/me(q,I)eXP< hPQ),

¢ possivel escrever a equacdo (4.41) a partir da expressao (4.40).

. 1
Com essa desigualdade, podemos notar que a funcio de Wigner € dife-
rente de zero numa regido cujo volume no espago de fase € menor ou
igual a wh. Por isso, a funcdo de Wigner traz embutida a informacio
bésica do principio da incerteza.

. O operador densidade associado a um estado puro é um operador de
projecdo. Ou seja,

Consequentemente,
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Tr[p] = 1= Tr[p?] = 1.

10. A cada fungéo de onda ¥(¢) corresponde uma dnica fungdo de Wigner,
e a inversa também ¢ verdadeira.

4.3.2 A equacao de von Neumann-Liouville

A evolugdo temporal da funcido de Wigner sai como consequéncia ime-
diata da equag@o de von Neumann-Liouville (PATHRIA, 2016):

ap 1
&= Hp0), (4.50)

onde H ¢ hamiltoniana do sistema independente do tempo. Tomando a trans-
formada de Weyl da equagdo:

) 2  (nfa"aP a"ar
atpW(pvq’t)mmn(z (aq 87]7 _5 aiq >>h(Pa‘1)pW(P,f]st)7 (451)

sendo h(p,q) a transformada de Weyl da hamiltoniana. Definindo o operador
de Liouville quintico como

2 . (nfo"aP otoPr
L(P,f])hSHl(Z <<9q 9 9p 9g ))h(P,Q)a (4.52)

a equacdo (4.51) pode ser reescrita como:

0
gpw(p,q;t) = —iL(p,q)pw(p,q:1), (4.53)

e a sua solugdo formal é

pw (p,q:t) = exp[—iL(p,q)(t —to)lpw (p. q:10)- (4.54)
Se a forma mapeada do operador hamiltoniano é

p2
h(p.q) =7 +V(a), (4.55)

a funcdo de Wigner obedece a equacio
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Jd p IV(g) .
(c9t+m_8q pw(p,q;t)

) )k B 2k d2k+1 a2k+1
Z:: 2k+1 <) dq2k+1V(Q)ap2k+lpw(p,q;t), (4.56)

que € deduzida em (SCHLEICH, 2011). Quando 7 = 0,

Jd p JIV(g _
(8t+_8q>p (p,q;t) =0, (4.57)

m

que € a equacdo de Liouville da mecanica estatistica cldssica. Podemos veri-
ficar isso no Apéndice D.13.

A
Agora iremos analisar o limite # — 0 de L. Definindo o operador A
como

e
© d d Jd d
A= ————— (4.58)
dqdp dpadq’
e introduzindo o parametro adimensional & no operador de Liouville:
2i . (ho
La(p,q) =+ Sln(2A> h(pq). (4.59)

Se h(p,q) ndo depende de h, podemos tomar o limite @ — 0 na ex-
pansdo do operador

ho< 1 [ 2i
La<p,q>[2A3,(ha> Kt |npa. @60
. .(—>
lim Lo (p,q) = iAh(p,q) = Lo(p,q), (4.61)
a—0

onde Lo € um operador cldssico. Assim, a evolugio temporal (4.53) fica

pwo(p.q:t) = exp[—iLo(p,q)(t —t0)]pw (P, q;t0)- (4.62)

Esta equag@o descreve a evolugio cldssica do objeto quéntico pw (p, g;t).
Finalmente, queremos encontrar a derivada temporal do valor esperado de um
observével F. Pela equacdo (4.39),
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d dpd d
S = [ ) S ewpas),
= dpd
= i) T )Lp.gpw(p.ain)].  463)

Devemos lembrar que o operador L esta derivando pw (p,¢;t). Inte-
grando por partes:

=)

d (F), = —i/: %[L(lﬂﬂ)f(p,q)]l)w(p,q;t) +ow(p,a:)f(p,q)|

B = dpdg d"d F_ ool )
= h e Sn< (aq 3 9p 9q h(p,a)f(p,q)pw (p,q;t). (4.64)

Em particular, considerando os operadores de posicdo e momento, te-
mos

dP), ~ dpdg 8h

a . 2mh 9gPv\P e ); (4.65)
d(Q), B dpdq oh _

@ = | omn gt Pat) (4.66)

que sdo as transformadas de Weyl das equagdes de Ehrenfest da formulagdo
usual da Mecanica Quantica. Podemos verificar estas equagdes a partir de

h F h F
APy, _ 2 [~ dpdg g ( (a 97 970 >>h(17-,q)ppw(p,q;t),

dt Th)ow 27th

2k+1
2~ dpdg & (=D)F [nfaar oator ,
h/m i ;)(Zkﬂ)! 232 35 — 3, 32 h(p,q)ppw (P, q;t)-

O tnico termo ndo nulo é quando k = 0, entdo

d<P>t 2 dpdqh p] h 9P .
dt ) 27h 2 (aq ap h(p;q)ppw (P, q31)

d(P), _ _/ dpdg dh

w 27h a pW( aq;t)7
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que € a expressdo que queriamos chegar. A deducio para a posicdo é seme-
Ihante.

Como o limite cléssico de pw (p, ¢;¢) é dado por (GROOT; SUTTORP,
1972)

pe(p,q;t) = 8(p—po)d(q—qo), (4.67)

entdo podemos encontrar o limite cldssico da equagao (4.64)

S, [ dpdalio(p.a)fup.4)5(p— p0)8(a— a0).

d
o (F), v Lo(po,q0)fe1(Po,q0),

lembrando que L é dado pela equacido (4.61) e pode ser reescrito como

_.[9h(p,q) @ dh(p.q) I
LO(panO)l|: ap aq aq 8p .

Assim, o limite cldssico para a derivada temporal é

d

d
E 7f£l(p07q0)7 (468)

—
" class dt

(F)

e entao

9hei(po,q0) 9fei(Po,q0) — hei(Po.90) 9.fei(Po.q0)
Ipo 9qo 9q0 Ipo

d
L (po,q0) = . (4.69)

que correspondem aos parénteses de Poisson cldssicos. Para o caso dos ope-
radores de momento e posi¢do, ficamos com

% = —;qohcz(lﬂo,CIo);djto = ;qohcl(l’o,cm), (4.70)
que sdo as equagdes classicas de Hamilton (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO,
2002)(LEMOS, 2007)(JOSE; SALETAN, 1998). Assim, conseguimos re-
cuperar a mecanica cldssica e as equacdes fundamentais que governam a
evolucdo temporal de valores médios de observdveis fisicos através de um
limite formal, o que nos permitiu encontrar uma descricao do espaco de fase
classico a partir de um espago de fase quantico.
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5 FUNCAO DE WIGNER COVARIANTE

5.1 FUNCAO DE WIGNER COVARIANTE PARA PARTICULAS DE SPIN
1
2

O operador da fun¢do de Wigner covariante ¢ dado por (HAKIM,
2011)

1 ' R R
Wa(x,p) = G /d4Rexp(—ipR)lfl(x—|— 2) ® l//(x— 2), (5.1)

e a func¢do de Wigner covariante é a sua média quantica:

Wi(x, p) = (Wa(x, p)) = Tr[pWa(x, p)]

_ (2;)4 / d4Rexp(—ipR)<l/7(x+§> ®w<x—§)>. (52)

A fungéo de Wigner covariante Wy(x, p) é uma matriz nos indices es-
pinoriais. Escrevendo isso explicitamente,

1 R R
Wiap(x,p) = oy /d4Rexp(fipR) VB <x+ 2) Yo <x 2) (5.3)

Note que os indices aparecem em posicdes invertidas na integral. Tam-
bém temos a férmula inversa

W)@ w0) = [ apenplipts-yWa (St ), G

que € util para muitos célculos envolvendo a fungao de Wigner covariante.
Podemos expandir a funcdo de Wigner covariante para uma particula
na base das 16 matrizes de Dirac, dadas por

i

{maciz 16= (IaY”vGuv = Z[Y”’YV]J’S,YSV“) (5.5)

como
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1 ,
Walx,p) = 7 [F (x, p)I +iP(x,p)¥s + V* (x, p) Yu

—A(x, p) VsV + %S#V(x’ P)O'uv} ) (5.6)
com
F(x,p) = Tr[Wa(x,p)]
P(x,p) = —lTr[W4(xp)}’5}
VE(x,p) = Tt[Walx,p)y"]
A(ep) = Te[Walr.p)r’ ¥
S (x,p) = Tr[Wa(x,p)o¥] = —S""(x,p) (5.7

5.1.1 Equacoes Basicas

Vamos agora ver as equacdes obedecidas pela funcdo de Wigner, con-
siderando apenas particulas ndo interagentes. O campo fermidnico y satisfaz
as equacdes de Dirac

{w-a—m} w(x) =
Y(x)[iy-0 +m] =

e ao manipularmos estas equagdes, chegamos em

0
X (5.8)

)

{[iy-§>+2(y-p—fn)]W4(xap) =0 (5.9

Wa(x, p)liy- @ —2(y-p—m)] =0

A 1ultima passagem pode ser verificada em (PASSOS, 2014)

Podemos notar que temos duas equagdes para Wa(x, p), que juntas re-
presentam a camada de massa da particula e a equacdo de transporte do sis-
tema. Para o caso ndo quantico, teriamos também duas equagdes, a equacio
de Liouville e a equagao da camada de massa.

E possivel expandir Wy (x,p) nas matrizes ¥4 da dlgebra de Dirac.
Para isso, manipulamos as equacdes (5.9), as multiplicamos pelas matrizes
Y4 apropriadas e tomamos o traco, para obter 32 equagdes:
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mF = pHV“ (5.10)

oySHY + pHF —mVH 0 (5.11)
%Q”VV—ZmS”V—pAAPS‘M”V =0 (5.12)
A" u—2mP = 0 (5.13)

P —2p, etPVES,, —2mAF = 0 (5.14)
GVh = 0 (5.15)

OMF +4p, S = 0 (5.16)
%alA,,ePMVer“VV =0 (5.17)

puAt = 0 (5.18)

N SpvePVH L 2pHP = 0 (5.19)

E possivel resolver estas equagdes para P, V* e S, em primeira or-
dem em 7, e obtém-se

L3

P o= SloMAu (5.20)
p h
Vy = Z”F—ﬁs”mﬁp“amﬁ, (5.21)
/] £
Sy = —m(pva#—pu&,)F—%aﬁpaAﬁ. (5.22)

E essas 16 componentes ndo sdo independentes nesta aproximagao.
Assim, s6 precisamos de 5 componentes, f € Ay para construir a funcdo de
Wigner. Os célculos destas equacdes sdo resolvidos em (PASSOS, 2014).
A partir destes célculos é possivel encontrar uma equagdo de transporte para
uma dada lagrangiana ., mas isso também € possivel utilizando-se um méto-
do parecido, dado em (VASAK; GYULASSY; ELZE, 1987), (ZHUANG;
HEINZ, 1996b), (ZHUANG; HEINZ, 1996a), que serd delineado a seguir.
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6 EQUACAO DE TRANSPORTE PARA O MODELO SIGMA
LINEAR

Para elucidarmos a importancia de uma teoria de transporte, primeiro
daremos alguns argumentos para a construcdo de uma teoria de transporte
classica, para entdo partirmos para uma formula¢do quantica e relativistica
desta. Tais equacgdes sdo importantes para a compreensdo de fendmenos
de transicdo fora do equilibrio, como os eventos que ocorrem em colisores
de particulas ou no interior de estrelas de néutrons, além de fendmenos nos
estagios iniciais do universo.

6.1 EQUACAO DE TRANSPORTE

Considerando um sistema cldssico de muitos corpos, as interagcdes en-
tre seus constituintes e vinculos externos definem quais as propriedades deste
sistema. Por isso, queremos expressar as propriedades macroscépicas do sis-
tema, que sdo funcgdes das coordenadas do espaco tempo, em funcdo das
varidveis macroscoOpicas de estado, como a densidade de particulas e a tem-
peratura; e dos pardmetros microscopicos do sistema (GROOT; LEEUWEN;
WEERT, 1980).

Quando este sistema estd fora do equilibrio, podemos utilizar a teo-
ria cinética dos gases para descrevé-lo. Isso € possivel ao utilizarmos uma
descricdo estatistica através de uma fun¢do de distribui¢do, que pode ser in-
terpretada como a média do nimero de particulas com um determinado mo-
mento e em um dado ponto do espaco-tempo. Esta funcdo de distribuicio
pode ser encontrada a partir de uma equagao cinética, que pode ser postulada
ou derivada, e que é frequentemente chamada de equacgao de transporte. Esta
equacdo d4 a taxa de variagdo da fungdo de distribuicao no espago e no tempo
devido as interacdes entre as particulas.

Como esse trabalho aborda sistemas quanticos, precisamos de uma
equacdo de transporte adequada. Sabemos que em teoria de campos, num pas-
sado infinito o conjunto de possiveis estados do sistema consiste em estados
de nenhuma, uma, duas particulas livres com massa e carga definidas, e as-
sim por diante, que é uma forma do postulado da completeza assintética. Com
isso, € possivel especificar o estado inicial em termos de particulas que se mo-
vem livremente e ndo interagem (GROOT; LEEUWEN; WEERT, 1980). Esta
formulagao € adequada para descrever o espalhamento de poucas particulas,
mas para um sistema de muitas particulas ndo temos informagdes suficientes
para determinar o estado inicial. Isso pode ser contornado ao utilizarmos a
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teoria cinética dos gases, onde derivamos uma equacéo que prediz a evolucio
temporal do sistema somente a partir do estado presente, e baseada na funcio
de distribui¢@o de uma particula. Assim, depois de um longo tempo, os deta-
lhes do estado inicial sdo irrelevantes. Como ja mencionamos, uma fungao de
distribuicdo quantica é problemdtica devido ao principio da incerteza. Para
tanto, necessitamos encontrar uma ferramenta matematica que contorne este
problema, o que é possivel quando utilizamos a fun¢io de Wigner, que pode
ser considerada a mais simples andloga quantica da funcdo de distribuicio
classica.

6.1.1 Historico

A primeira tentativa de formular uma versao relativistica da teoria
cinética dos gases, originalmente desenvolvida por Bernoulli, Clausius, Max-
well e Boltzmann (BRUSH, 2003), foi feita por Jiittner em 1911 (J UTTNER,
1911), ao derivar uma generalizacao relativistica da distribuicdo de Maxwell-
Boltzmann (GROOT; LEEUWEN; WEERT, 1980). Jiittner também encon-
trou uma forma relativistica para a fungdo de distribuicdo no equilibrio para
bosons e férmions em 1928 (JUTTNER, 1928). Uma equagio cinética rela-
tivistica foi proposta por Walker em 1935 para o caso sem colisdes (WAL-
KER, 1935), e uma generalizagdo para a equagdo de Boltzmann completa, ou
seja, para o caso com colisdes, foi proposto inicialmente por Lichnerowicz e
Marrot em 1940 (LICHNEROWICZ; MARROT, 1940).

No fim de 1950, comegou a surgir o interesse nesse tipo de formulagao
para se explicar a fus@o nuclear (HAKIM, 2011). Assim, em 1956 Titeica (S.,
1956) encontrou uma forma covariante da equagdo de Vlasov. Visando ex-
plicar a producdo mdltipla de particulas, Carruthers e Zachariasen foram os
primeiros a utilizar a fungcdo de Wigner covariante em 1976 (CARRUTHERS;
ZACHARIASEN, 1976)(CARRUTHERS; ZACHARIASEN, 1983). Este es-
tudo foi estendido para férmions e outras formas invariantes de calibre em
1986 por Elze, Gyulassy e Vasak (ELZE; GYULASSY; VASAK, 1986b)
(ELZE; GYULASSY; VASAK, 1986a).

6.2 EQUACAO DE TRANSPORTE PARA O MODELO SIGMA LINEAR

Com a utiliza¢do da funcdo de Wigner covariante, desejamos derivar
equagdes cinéticas para um sistema composto de prétons e néutrons intera-
gindo através de campos escalares e pseudoescalares. Para tanto, iremos de-
rivar o célculo na fun¢do de Wigner de tempo igual para posteriormente, num
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limite semicldssico, encontrar uma equagao de transporte andloga a de Vla-
sov para plasmas da mesma forma que foi feito em (VASAK; GYULASSY;
ELZE, 1987)(ZHUANG; HEINZ, 1996b)(ZHUANG; HEINZ, 1996a), consi-
derando o caso sem campos magnéticos. O modelo Sigma Linear apresentado
no Capitulo 2 serd o modelo efetivo utilizado, seguindo a lagrangiana (3.151):

Lo =Wy —gP(6’ + fr+iT- Ty ¥
2

% (940" +(0um)?] = (0" + fo)? + 7%) %[(c’ﬂn)z +7°)%,(6.1)

que tem como equacdes de movimento para a parte fermidnica as equacdes
(3.152) e (3.153):

idy—Myy—g(c' +it-mys) Y =0, (6.2)
idy+Myy+gw(o’ +it-mys) =0, (6.3)

onde My = gfr é a massa efetiva do nicleon.
Como visto em (ZHUANG; HEINZ, 1996b), podemos escrever o ope-

rador de Wigner covariante W4 (x, p) como uma transformada de Fourier da
matriz de densidade covariante ®4(x,y)

Wy(x,p) = /d“yeip’yq)z;(x,y)7 (6.4)
onde
@a(xy) =y (x+3 ) ¥ (x3). (6.5)

para entdo encontrar uma equacao cinética para o sistema.
Os calculos relevantes para este capitulo estdo feitos com mais deta-
lhes no Apéndice E.

6.3 EQUACAO DE EVOLUCAO DA FUNCAO DE WIGNER

Como queremos descrever a dindmica de um conjunto de particulas
interagindo, devemos encontrar as equacdes de movimento para a funcio de
Wigner (VASAK; GYULASSY; ELZE, 1987). Para tanto, ao derivarmos a
matriz de densidade ®4(x,y) em relacdo a x e y, substituirmos a equagio
de movimento (6.2) e realizarmos uma transformada de Fourier na equacio
resultante, chegamos na equag@o de evolucdo da fun¢do de Wigner, como
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visto em (ZHUANG; HEINZ, 1996a)

{yﬂl{ﬂ PKs — }W4xp) 0, (6.6)
onde definimos que
ih
K, = H”JrED”, 6.7)
Ks = TIls+iDs, (6.8)
M = M —M,, (6.9)
e
Uy = pu, (6.10)
Dy = dy, (6.11)
h
II; = gsin(2A>T-7r(x), 6.12)
h
Ds = gcos(2A>T-7r(x), (6.13)
h /
My = My+gcos EA o' (x), (6.14)
. (h '
M, = gsin EA o' (x), (6.15)
A = 00, (6.16)

Para permitir a discussio da expansdo semicldssica, escrevemos expli-
citamente os termos em 7 nas equacgdes anteriores e nas proximas equagoes.

6.4 DECOMPOSICAO ESPINORIAL

Como no nosso caso a fun¢do de Wigner é uma matriz complexa 4 x 4,
¢ possivel decompd-la num conjunto de equacdes acopladas para as compo-
nentes de W,. E conveniente escolher as 16 matrizes I'; dadas pelas equacdes
(2.74) como a base da expansdo da fun¢do de Wigner no espago de spin
devido as propriedades de transformacdo caracteristicas destas matrizes sob
transformacgdes de Lorentz (VASAK; GYULASSY; ELZE, 1987). Assim,
considerando a decomposic¢io espinorial (5.6):
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1 :
W4(xap) = Z [F(xap)1+lp<x>p)y5+V”(X7P)YH
1
_A“ (xvp)’ySYIl + Esuv(xap)o-[lv ) (617)

podemos dividir a equagdo (6.6) em cinco equagdes:

K V* — iKsP — MF =0, (6.18)

KyA* — KsF —iMP =0, (6.19)

KMF —iK,S*Y + KsA* — MVH =0, (6.20)
1

iK"P+ 5I(Ve*”‘"l%i,m +KsVH — MA* =0, 6.21)

i[K'VH — KYVH] + Koqe®P A
— %8“"0"31(5&15 _MSHY =0, (6.22)

em que

F(x,p) = Tr[Wa(x,p)],
P(x,p) = —iTr{W4(x7p)ﬂ,
VE(x,p) = Tr[Wa(x,p)¥"],
AMrp) = Te[Walxp)rr,
S¥(x,p) = Tr[Wal(x,p)ot’] = —=S""(x,p). (6.23)

Como os momentos da fun¢do de Wigner sao reais, mas os operadores
Ky, K5 e M sdo complexos, a parte real e a imagindria das equagdes ante-
riores devem ser satisfeitas separadamente. Entdo, separando cada uma das
equagdes, chegamos nas dez equacdes cinéticas
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I,V +DsP—MF =0, (6.24)
A" —TIsF — MyP =0, (6.25)

h
T*F + 5 DyS*Y 4 TIsAM — MyVH =0, (6.26)
L 1
S D! P = TIPS 5+ TIsVH 4 M1 AM =0, (6.27)
h
D!V —D'VH] + e P A,

1
+5Dse" P Sup —MiSHY =0, (628)

hDyVH* —2TIsP + 2My F =0, (6.29)
hDyA* —2DsF —2M|P =0, (6.30)
gD“F — T, 8" + DsA* + MyVH =0, (6.31)

h
P+ ZDVE“"“ﬁSaﬁ +DsVH + MoA* =0, (6.32)

h
MYVE —TI*VY] + EDaeo‘“VﬁAB

1
- §H5sﬂvaﬁsaﬁ +MoS*Y = 0. (6.33)

6.5 MEDIA NA ENERGIA

De maneira semelhante ao que foi feito em (ZHUANG; HEINZ, 1996a),
é possivel encontrar a fun¢do de Wigner de tempo igual W3 (x, p) ao fazermos
a média na energia da fungdo de Wigner covariante Wy (x, p). Assim, temos

i) = Jave (s 3w (s-30)
= [apoWatx. o). (6.34)

e, ao substituirmos Wy por sua decomposi¢do espinorial (6.17), ficamos com
a expressdo para W (x,p)



1
Ws(x,p) = 1 {fo(x,p) +15/1(x,p) —iN ¥ f2(x,p) + W0./3(x,P)
+757-go(x,p) + WY - 81 (x,p) —iY-g2(x,p) — ¥57-g(x,p)},

em que definimos

foep) = [dpoV(p),
fwp) = — [dpoa’(p).
fep) = [dpoPlxp),

fiep) = [apFep),
shxp) = — [dpodiCep),
gi(xp) = / dpoV'(x.p),
bep) = — [aps(xp)
g(xp) = %8’7"’“ / dpo Sk (x,p).
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(6.35)

(6.36)
(6.37)
(6.38)
(6.39)
(6.40)
(6.41)
(6.42)

(6.43)

Da mesma forma, podemos encontrar as médias das equagdes ciné-

ticas integrando-as em pg. Assim, ficamos com as oito equagdes

h[D, fo+D-gi] =2gm f2 — 2800 /3,

hD,fi +D-go] = —2¢7. f3 — 2(Mn + g0¢) f2,

hD, f> + 211 g3 = 2(My + g0) fi — 2870 fo,

hD, f3 — 211 - g = 287, f1 — 28T fo,

hD;go +Dfi] — 2l X g; = —2g00g3 — 2¢Mogy2,

hDyg1 +Dfo] +2I1 x gy = —2gm.g3 — 2(My + g0, ) g2,
hD;g> +D x g3] +2I1f3 = 2(My + 0, )g1 + 2870 Lo,
h[D,g3 — D x go] — 201> = —2gm.g1 + 28008,

e com as oito equagdes de vinculo

(6.44)
(6.45)
(6.46)
(6.47)
(6.48)
(6.49)
(6.50)
(6.51)
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/ dpo poF —

h
51) -8 — g f1 = (My + g0%) fo,

h
/dpopoP+ ED - g3+ 8T fo — goof1 =0,

/dPoPoVo —II-g|+gm.fo = (My +g0e) f3,

h
/dpopoV - ED x go — I fo +gmogs — googr = 0,

/dPoPvo +1I1-go —gmof3 —goof2 =0,

h
/dpopoA—i- ED x g —IIf; —gm.g = (My +go.)gs,

. h
[ apopos+ S0 +TUx g5 — 20 + 250081 =0,

/dpo PoSjxe’tie; +nDf> + 2T x g +2gmog,

na qual definimos

Ce

Op

=2(My +g0.)go,
o,
v,
po,
P,
h
cos EV vV, |t-m(x),
. (h
sin EV vV, |t -®m(x),
h /
cos EV vV, |o'(x),

2.
=
NSt

<
<
<
~_
Q\
=

(6.52)
(6.53)
(6.54)
(6.55)
(6.56)
(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)
6.61)
(6.62)
(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)
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6.6 APROXIMACAO SEMICLASSICA

Segundo (ZHUANG; HEINZ, 1996a), no limite classico, ou seja,
quando 7 = 0, as equagdes cinéticas tém solugdes da forma

Wit (x, p) = Wi (x,p)8 (po F Ep), (6.68)

e entdo podemos fazer

1 .
W4i(x7p)5(p0 :FEP) = Z [F(x,p)IJrlP(x,p)}g+V“(x,p)7u

1
—A* (x, p) Vs + 5 (x. P)Ouv | 8(po F Ep). (6.69)
Levando isso em conta, podemos calcular as integrais das equacdes

de vinculo, e considerando % = 0, podemos encontrar os vinculos para os
componentes espinoriais cldssicos e para a energia E:

oL
o= ipEgO, ©7
P
Vit
fzi _ IF%» (6.71)
P
My +V,
N pfy
. | 6.73
; L 6.73)
+ +
i P Xgy —Vzg;
B T aive o
g o e Ej(My +Vo)gy — (My+Vo)p(p-gy) FEpVa(P X &) (6.75)
3 Ep(m*)z
Ey = p+(m) ©70

onde definimos

Vi=gt-® , Ve=go'(x) , (m")>=My+Ve)>+V2.  (6.77)

E interessante notar que como as equagdes de vinculo (6.52) a (6.59)
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ndo se anulam quando 7 vai a zero, o nimero de componentes espinoriais
que conseguimos é apenas cinco: uma da densidade de carga fj e quatro da
densidade de spin gy. Assim, a relagdo de dispersdo £, vem naturalmente
dos vinculos, ao contrdrio do que acontece em outros métodos, como (SHIN;
RAFELSKI, 1995).

6.7 EQUACAO DE TRANSPORTE

A equagdo de transporte cldssica para a densidade de carga vem da
equagdo (6.44) com /i em primeira ordem (ZHUANG; HEINZ, 1996a):

dify +d-gf =(F+7-V,)fy +(Fs-V,)f5, (6.78)
com
d; = 0, (6.79)
d=V, (6.80)
F,=—¢gV[t-m(x)] (6.81)
Fs = —gVo'(x). (6.82)

Definimos as densidades de carga para particulas e antiparticulas como

flx,p) =1 (xp) . flxp)=fy (x,—p), (6.83)

e usando os vinculos (6.71), (6.72) e (6.73), podemos chegar em uma equacio
de transporte do tipo da de Vlasov para f:

(MN +V0')Fg - Vﬂ-Fn-
EI’

Of+(V-v)f— .V, f=0, (6.84)

onde

v= Eﬁ (6.85)
P
€ a velocidade do fluxo de transporte classico.

Assim, conseguimos desenvolver uma teoria cinética quiral a partir
das interacdes escalares e pseudoescalares, o que pode ser de grande ajuda na
compreensdo da dinamica das colisdes relativisticas de fons pesados. Con-
siderando que o modelo sigma linear pode descrever a fisica hadrénica de
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baixas energias e a transi¢@o de fase quiral para altas temperaturas e densida-
des, o estudo das equagdes cinéticas desenvolvido aqui pode ser importante na
compreensao das consequéncias dinamicas das propriedades quirais da QCD.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho conseguimos encontrar equacdes cinéticas para os fér-
mions do modelo sigma linear. Isto nos dd uma ferramenta para entender
melhor a dindmica das colisdes de {ons pesados, o que pode nos permitir des-
crever melhor os fendmenos que ocorrem nos grandes colisores de particula.
Isto € possivel devido ao fato de que o desenvolvimento de uma teoria cinética
quéntica pode nos fornecer resultados a respeito de propriedades dindmicas
do sistema.

Para conseguir chegar nesse resultado, primeiro fazemos uma revisao
tedrica de toda fisica envolvida, ndo s6 para dar embasamento para o trabalho
e deixa-lo autoconsistente, mas também com o objetivo de que ele sirva de
material de apoio para estudantes ou pesquisadores que queiram se aprofun-
dar nos assuntos aqui abordados. Por isso, tentamos deixar os cdlculos bem
detalhados e rigorosos, de uma forma ndo muito comum na literatura que
temos até agora.

O primeiro passo foi estudar a Equagdo de Dirac, tentando construi-
la a partir das propriedades da transformagdo de Lorentz. Assim, pudemos
ndo s6 estudar as propriedades dos fermions, particulas descritas por essa
equacdo, como também pudemos ter uma ideia de como o grupo de Lorentz e
os férmions quirais, que sio elementos da simetria quiral, estdo relacionados.
Outro tépico importante foi o estudo dos bilineares da teoria de Dirac, que
estdo profundamente ligados as correntes das simetrias.

O passo seguinte foi estudar as simetrias quirais, depois de uma breve
revisdo sobre a simetrias na Mecanica Quéntica. E interessante notar a co-
nexao entre a dlgebra da teoria de Dirac e a dlgebra da simetria quiral. Apds
isso, a partir de toda a teoria estudada, montamos a lagrangiana do modelo
sigma e discutimos suas propriedades.

Paralelamente a isso, iniciamos o estudo das fun¢des de distribuigao,
e, mais especificamente, da funcdo de Wigner. Estas fun¢des sdo importantes
para estabelecer a conexao entre a Mecénica Quantica e a Cldssica, além de
permitir uma teoria estatistica quantica. Como o nosso modelo ¢ um modelo
efetivo para a QCD, que é relativistica, para conseguirmos estudar a fungado de
Wigner aplicada a esse modelo, precisamos de uma versdo covariante desta
fun¢do. Por isso, no capitulo quatro fizemos uma breve introducdo da funcéo
de Wigner covariante para particulas de spin %, para finalmente no quinto
capitulo conseguir encontrar uma equagao cinética e uma equagao de trans-
porte para os fermions do modelo sigma linear.

A QCD de baixas energias estd num regime ndo perturbativo, e por
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isso ndo € possivel utilizar as técnicas usuais da QCD. Teorias efetivas sdo
uma boa alternativa pois oferecem solugdes simples para este problema. De-
vido a sua simplicidade em relacao a outros modelos efetivos, o modelo sigma
linear ¢ um bom candidato para descrever a matéria nuclear na escala de ener-
gia em que a aproximacdo semicldssica € vélida. Outra vantagem deste mo-
delo € o fato dele ser renormalizavel, ao contrario de outros modelos como o
Nambu—Jona-Lasinio ou o modelo sigma nio linear.

A partir desse estudo, podemos estender os cdlculos para um sistema
sujeito a condicdes extremas, como altas temperaturas e densidades, e tam-
bém para um sistema sujeito a campos magnéticos externos.
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Neste texto adotamos a notag@o de unidades naturais

h=c=1, (A1)

onde 7/ € a constante de Planck e ¢ € a velocidade da luz, exceto quanto
€ necessdrio explicitar a dependéncia das equagdes em 7 para evidenciar a
quantizacao.

Um comutador é denotado por

[A,B] = AB — BA, (A.2)

enquanto um anticomutador € denotado por

{A,B} =AB+BA (A.3)
A.1 METRICA

Utilizamos a métrica de Minkowsky, dada por

1 0 0 0
0 -1 O 0
g‘uv = gllV = O 0 71 0 ) (A'4)

o 0 0 -1
onde indices gregos sdo definidos como t,v =0, 1,2,3 e indices latinos como
i,j=1,2,3. Vetores contravariantes sdo definidos como
= (%) = (1,x,3,2), (A5)

enquanto os vetores covariantes sdo dados por

Xy = guvxv = ()C(), 7X) = (t’ —-X, =Y, 71)' (A.6)

O produto escalar entre dois quadrivetores ¢ dado por

ab = a"by = guya*'b’ = a’b’ —a-b, (A7)

onde utilizamos a nota¢do de Einstein, em que indices repetidos indicam uma
soma implicita em relacdo a estes. A generalizacdo quadridimensional da
derivada espacial é, para o caso em relacdo a um quadrivetor contravariante,
em que a derivada é covariante,

9 (a2 2 3
K= g = (aoaxlaxzas) A8
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Ja a derivada contravariante, que ¢ uma derivada em relacio a um qua-
drivetor covariante, é

d d 0 0 0
u— < (< _“ _“ _“
o= dxy (on’ ox;’ dxp’ 8x3>' (A-9)

Assim, o D’ Alambertiano € definido como

&z—aa“—az v? A.10
= 0uot =55V (A.10)

Para denotar uma fung@o em relagdo a um quadrivetor, utilizamos a
seguinte notagdo:

fx) = £(t,x). (A.11)

A.2 MATRIZES DE PAULI E DE DIRAC

As matrizes de Pauli o, ou indicadas por T quando estdo relacionadas
a simetrias de isospin, sdo dadas por

Gl:((l) é) , 02:<? 0’) , c3=<(1) _01) (A.12)

As matrizes de Dirac 7y estdo na representacdo quiral, denotada por

R R (s S

e suas propriedades estdo dadas no Apéndice G
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B.1 EXPANSAO DAS EXPONENCIAIS (2.43) E (2.55)

B.1.1 Exponencial (2.43)

Note que se expandirmos uma exponencial do tipo e *2™% temos

Mas como (fi-6)* =
expressdo acima como

J4 os termos fmpares ficam

Yol ((9.6)T C ey D (L)
A k1) 2 - & k1) 2
= —ifi-Osin o
= I3 2 y
pois
(h-0)** = [(h-6)(h-6)=i-0.
Ento:

i0 ] ” . (0
exp _711.0 = COS 5 —m- 0 Ssin 5 .

B.1.2 Exponencial (2.55)
Podemos expandir a exponencial numa série de Taylor
(B.1)

- |
Er= Y p-to
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e, separando os termos pares dos impares,

o 2k 2k+1
—(o. —{o.

[haft, Lo ®2)

e v = k:zo (26)! 2k+1)!

Sabemos que as matrizes de Pauli se comportam como

{(oﬂ = (a2 =1;

entdo podemos reescrever (B.1)

67CGZ — Z _ 2y

&0 k)
cosh{ — o;sinh §.

] L
(B.3)

B.2 RELACAO ENTRE AS NOTACOES DA TRANSFORMACAO
DE LORENTZ

Considerando as transformagdes (2.45) e (2.57) para rotacdes e boosts,
podemos definir uma transformacdo que é um boost e uma rotagdo fazendo

Uiy = Uyror X Uspoost
1 1
= exp(—zieﬁ-o) exp(—zéﬁ-a),

e juntando as exponenciais:

Uy = expE(—C —ie)ﬁ-o} .

Podemos definir
(B.4)

€
(B.5)

Portanto, podemos reescrever U :
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U, (a,b) =exp(is-a+s-b). (B.6)

Da mesma forma, para U_,

U- = U—or XU _poost
1 1
= exp (—zieﬁ-o) exp(z(:ﬁ-c)
1 SN
= exp {Z(Cze)n-c],

e substituindo a= —0fi e b= —{ii,

U_(a,b) =exp(is-a—s-b). (B.7)
B.3 COVARIANTES BILINEARES
Pseudoescalar

O pseudoescalar > v = ¥ y2y> y pode ser reescrito em termos dos
espinores (2.17) e (2.24) como

IrV=0.0-—0 0, (B.8)
Ja vimos como a combinacdo ¢ ¢+ se transforma sob rota¢des e bo-

osts. Assim, sabemos que para ambas as transformacdes, o pseudoescalar se
comporta como

(Plo-—9 0.) =0i0 —0 @, (B.9)

Sob paridade, o pseudoescalar fica
(FYw) =0 0, —9lo_ =—yPy. (B.10)
Vetor

Para escrever o vetor ¥y* v em termos dos espinores (2.17) e (2.24),
€ necessario dividi-lo entre a parte temporal e a espacial. Por isso, ficamos
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com
gty = (5 v, ') (B.11)

Entdo, a parte temporal do vetor pode ser reescrita como

VPV =010 +9 0, (B.12)

onde utilizamos a propriedade (y°)? = 1. A parte espacial do vetor fica

VYW =0 60— G, (B.13)

Para rota¢des, podemos ver como a combinagdo ¢ ¢4 se comporta e
teremos a transformacg@o da parte temporal do vetor. Assim,
* / * 1 . A 1 . A *
(proy) = @iexp Ezen- G | exp —Ezen- clor=0lp. (B.14)
Por isso,

(P1o+ +0 0-) =0l +0 ¢ (B.15)

Para a parte espacial, o cdlculo € um pouco mais extenso. Por simpli-
cidade, calcularemos como o termo @3- 6@, se transforma, para entdo en-
contrar a transformacao do vetor. Substituindo @', e @ pelas suas defini¢des,

. . 0 . 6
(pif-0¢.) = @} exp (12n~ 6) (fi- 6)exp (—12n~ 0'> O

Ja vimos que € possivel escrever a exponencial como

0 0 0
exp (iizﬁ . G) = cos (2> +ifi- O'sin (2> ,

entdo podemos substitui-la na equacio anterior

* A / * 0 7N . 0 A 9 N
(pifi-00L) =01 {cos(§> —Hn-csm(z)} (n-O‘)exp(—zEn-O‘) O,
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Aplicando a propriedade distributiva, ficamos com a expressdo

(pih-c0s) = @f {(ﬁ - 0)cos? <g) —i(f-0)? sin(%) cos <g)
+isin(§) cos (g) —i?(fi- @) sin’ (gﬂ O,
e cancelando os termos repetidos, finalmente chegamos em

(oii-0p.)[eos? (5 ) +sin? (5 ).

(pifi-09s) = (pifi-00s).

(pifi-c¢s)

Por isso, a parte espacial do vetor se transforma como

(@l0ipr — 9 0i9-) = @l0ip — ¢  Gip- (B.16)

Entdo, sob rotacdes o vetor fica

(Uy'y) =gty (B.17)

Para um boost, na parte temporal vamos ver como o bilinear ¢} ¢ se
tranforma:

(919+) = ¢Lexp(£Ch-0) s, (B.18)
e expandindo a exponencial,
exp(+{i-6) =cosh{ +i-osinh{.

Assim, os bilineares se transformam como

(0LoL) = @Lpicoshl £h- @ o@.sinh{, (B.19)

e finalmente temos que

7y) = (9ier) +(9 0,
= @ @ coshl+Hhi-¢@ 6@, sinh{
+¢*@_cosh{ —fi-¢*oc@_sinh{.
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Colocando as fungdes hiperbdlicas em evidéncia

(TPv) = (9791 + @ ¢_)cosh + (9169, — ¢* 6¢_)sinh{,

e, substituindo pelas componentes do vetor

(¥’ y) = ¥y’ wcosh{ + Y wsinh {.

J4 a parte espacial se transforma como

(Fy'w) = wy'ycosh + Yy’ ysinh .

Isso pode ser verificado se calcularmos (@ffi- 6@. )’ sob um boost:

(o0 = [orexp(£50-0) | @-3)[exp (5000 ) e .

Substituindo as exponenciais por (2.144),

(oo = ot foosn(§ ) a-gsinn( 5 )] -3
Jow(5ao)e]
— gt |(@eeosn(§ ) & @-psin (5
Jeon(£) e on(£)] o
¢ aplicando a propriedade distributiva,

(o100 = gt | (8- cos( 5 ) (-7 cosn 5 ) sinn 5 )

(5 () (]

fi-j) {cosh2(§> + sinh? (g)} iZcosh(i) sinh(g) }(pi.

Pelas propriedades das func¢des hiperbdlicas

|
s,
—N
=



127

sinh? (x) + cosh?(x) = cosh(2x);
2sinhxcoshx = sinh(2x),

finalmente chegamos em

(pifi-00L) = @i(f-0)pscosh{+@lgssinh(.

Entéo a parte espacial pode ser reescrita como

*

(ry) = [@i(h-0)@,coshl+@Le,sinh(]
—[@* (- 6)¢_cosh{ — ¢ @_sinh{]
= - (¢lo¢, — 9 o9 _)cosh{ + (@Les + ¢ ¢_)sinh{
(W) = yYwcosh{+yy ysinh{

Ou seja, sob um boost, o vetor se transforma como

(¥7°y) = ¢y’yeosh{ + (yy'y)sinh § (B.20)
(WYw) = WY wcosh{ + yy’wsinh §
Sob paridade, o vetor se transforma como, na parte temporal
(F7y) =0 o-+ Lo, =1y (B.21)
e a parte espacial
(V7v) =9 019 — @Loip. = Y1y (B.22)

B.4 CALCULO DAS EQUACOES (2.144)

Fazendo ¢} ;,(2.138)—(2.142)@ o:

i[0100r +(99L)] = —i[@10- Vo, +V(9i0) . +m(—9 e )],

e aplicando a regra do produto e multiplicando por —i:

9(@1ps) = -V (@i0Q,) +im(¢ pr —@l¢-)
Da mesma forma, fazendo ¢* ,(2.139)—(2.143)¢_q:



128

(@ o )=V (p*00_) —im(¢* ¢, —@lo_).

Assim ficamos com as equagdes

{&(¢+¢+) V(¢+0¢4)+*”“¢ ¢+~ 010-), (B.23)

o(p* 9 )=V (p 69 ) —im(¢* 9, — i)
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C.1 CALCULO DA ACAO (3.10)

Como

d

o segundo termo da integral pode ser reescrito como

07 % d
3(029)° 0 = 3(5,9) a7

e, aplicando a regra da cadeia,

A 0 0.7 d R4
33u9) ) = G (aw)&”) ‘Maxﬁt(a(aﬂm)'

Substituindo isso em (3.9),

35 = [ d's { 3x”< 9(0u0) )]‘””/ < 8u¢>6¢>

e usando o teorema da divergéncia de Gauss no tltimo membro da equacio,

/g:d4xaiu< 9(9u0) > /S &,m 0

que € igual a zero devido a condi¢do de 8¢ ser nulo na fronteira de Q. Assim,

a acdo fica
5= <[5~ (s ) o=

C.2 CALCULO DA VARIACAO DA LAGRANGIANA (3.16)

0.7 R4 RA 0%
0¥ =—95 o(0 ) _
30 20" 300,070 0 = 5500 T 55,9

e, pela regra do produto,

0
ﬁ(&i’)’ (C.1)
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8.Z 0 0% 0 0.7
0% = ) — 5
Era axu(a@um) ‘“axﬂ( 2(3n0) "’)

PAA d 0% d PAA
= MW(M@)F"”M( @«p)“’) €2

Note que o primeiro termo da equagao € a equagdo de Euler-Lagrange.

Por isso,
0 0
o (Mm ) ©

C.3 CALCULO DA EQUACAO (3.90)

A lagrangiana de Dirac é dada por

Zp = Yn(iyuo" — My)wy, (C.4)

e os isoespinores dos nucleons se transformam como as equacdes (3.38) e
(3.39), e expandindo essas transformacdes temos

vy — exp(it-ays)yn

= (1 +i7yst - a) YN (C.5)
Uy —  Wyexp(it-ays)
= Un(l+ipt-a) (C.6)

Aplicando estas transformagdes na lagrangiana, ficamos com

L' = yn(l+ipt-a)(ipd" —My)(1+iyt -a)yy
= Un(iyud" —My)yn + Yiyst - a(iyu o — My)yn
+Pn (iypd" — My)iyst -ayy + 0(2)
= ZL+Pt-aP (Yt nys)ot yy
+ia- Py (ystMy + vstMy), (C.7)

e utilizando a propriedade Y5y = —7¥. %5, 0 segundo termo se anula. Como
t = %, finalmente chegamos em
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<z :$+iMNl[_/N}/5Tal[/N. (C.8)
Pelas equagdes (£ = £+ 6.L) e (0.Z = d*Jy), conseguimos

JHAS = iMNPNYsT YN (C9)

W,nucleon
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D.1 MUDANCA DE VARIAVEIS DA EQUACAO (4.7)

Partindo de

dp'dp”dq' dg" ‘ ’
Pe | T P(%P”q")exp(_%l”q’) (p"[F[p")]d" )|, @D

introduzimos as novas variaveis

2p=p/+p” 2q=c/+q”
I/tzp”—pl v:q//_q/’

e obtemos as expressoes

1

P =p+

SENIIN
RS
I
S
+

P P_E q9=9—

O expoente fica

I

P'q" —p'qd = pv+aqu,

com 0 jacobiano

/ i / /!
dp'dp”dq' dg" = J{M}J[q k| } dpdgdudv
pu q,v
dpdgdudv.

D.2 PROVA DA EQUACAO (4.16)

Partindo de

exp(—éPv) ‘q—%>=‘q+%>, D.2)

se multiplicarmos os dois membros da equagéo por (p|:



Ofe3) = {e(-1)lo-2)
= ool ol

onde atuamos o operador P em (p| no lado direito da equacdo. Utilizando o
produto (4.6):

e ar(ees)] = mer(—he) e[ -ir(a-5)]
1 i 1 i u
\/me"p{ h”(‘”z)] = \/ﬁeXp[_hp(Q+2)]'

D.3 PROVA DE QUE OS OPERADORES OBEDECEM AS CONDICOES
(4.19)

Calculando [$v(p—P), fu(q— Q)]

w((p—P),(¢—Q)],
_ 7%{[17’5]}f[p,Q}—[P,q}Jr[PaQ]}a

- My
h

(p—P), 2ula~Q)

onde utilizamos as relacdes de comutagdo (4.1). Assim,

u2
[Aa[AvBH = 2?[‘] Ql]
2 P

B,[A,B]] iZL;V [p—P,1] =0.

D.4 PROVA DA EQUACAO (4.21)

Considerando
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f(p.q) = Tr[FA(p,q)]. (D.3)

ao se substituir A(p, g) na expresséo anterior:

Tr[FA(p,q)] = Tr [F/:o dvexp (;lpv) ’qu §><q - ;H . (D4

Calculando o trago

V9
/)

\%
Flgt3) (-5
1t5)\47 3

aplicando a propriedade de ortonormalizagao (4.4)

TFA(p.g) = | Zdvdq'exp(,;pv) {d

TFA(p.g) = | idvdq'exp(;pv) {d

14 1%
Fla+3)8(d—a+3)
51+2 q CI+2

e integrando em v, chegamos na expressao (4.21)
* i Y \%
Tr[FA(ILq)]:/_ dvexp{ 5 pv <q—§‘F‘q+§>:f(p7q)-

D.5 PROVA DA EQUACAO (4.26)

Podemos verificar que a partir da igualdade

% 818712961 {exp [;u(q - Q)] exp [;lv(p - P)] }
L. {iu(q— Q)} exp {;lv(p —P)} : (D.5)

podemos encontrar
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ilizgtimpuwwiﬂﬁmuﬂp—m}

a dltima expressao pode ser escrita como

B T

:exp(i’?) exp[;u(q—Q)} exp[;v(p—P)]. (D.7)

Notemos que o lado direito desta equacdo € igual ao integrando da
equagdo (4.22). Assim, podemos substitui-la nessa expressao

B 92  dudy i i
A(PvQ):eXP<Zm> Lmﬁexp{ﬁu(ﬁ?—(})} CXP{%V(P—P)]’ (D.8)

e, pela defini¢do do delta de Dirac dado por (4.14) e (4.15), encontramos uma
nova expressdo para A(p, q)

2

h
A(p,q) =2mhexp (21 Ipdq

)6@—@8@—m. D.9)
D.6 DEDUCAO DAS PROPRIEDADES PARA A(P, Q)

() (¢/1A(p.9)la") = exp[ (' 4] 8 (q— 5L );

Substituindo A(p, q) pela defini¢do (4.10) e em seguida aplicando a relagdo
de ortonormalizagado (4.4), obtemos
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(d'|A(p.q)|d") /idveXp<;pV> <q’ q+ §> <q— % q”> 7

[ )o(a-a-3)a(a-5 )

Fazendo a substituicdo v =2y

<‘]/|A(P,CI)|‘]”> = /_mdyexp<;12py) 26(q’ _q_y)(s(Q_q// _y)’

e resolvendo a integral, temos

(d'|A(p.q)|d")

i
exp [hﬂ(q’ - 61)} 28(q—4"—4q +q),

— e 10024 ~20)| 2800~ "+ )

Como ad(x) = §(2), entdo

!

q//+q)
2 .

(d'|A(p,q)|q") = exp [;p(Zq’ - 261)] 8(q—

Finalmente, substituindo 2g = ¢’ + ¢”” na exponencial, chegamos na ex-
pressdo desejada

/ /! j / 1/ /+ i
(d'|A(p,q)|q >=exp[;p(q —q )}5(q—qzq>- (D.10)

Gi) (¢ |A(p.)|p") = exp[~ a(p’ — p")]8 (p— 52" ):
A prova é semelhante a propriedade anterior.

(ii)) (¢'|A(p,q)|p") = V2mhexp(£P'q) eXp(% %;q) 8(g—4")8(p—p');

Substituindo A(p,q) pela expressdo (4.23) e em seguida multiplicando
pela relag@o de completeza (4.3),
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<q'|A(17,q)|p’>:27rhe><p<2 997 ><q} )8(p—P)|p'),

ho9?
:2nhexp<2 3 3q>/ dg" (| 8(qa—Q)|a"Xd"|8(p—P)|p").

Mas 8(q¢ —Q)|q") = 6(¢—4")|q"), entao

h 9% .
<q'|A(p,q)|p/>:2ﬂheXP<ém> /mdq”S(qfq”)S(pfp’)<q'|q”><q”|p’>,

— Zﬂh h az / ~ 1 " ! 1 i n_r
ﬁeXp<Zm>5(P—P)Awdq 8(q—q")8(d —q )eXp(ﬁq p)-,

onde utilizamos o produto (4.6) e a relacdo de ortonormalizacdo (4.4) na
tltima linha. Integrando em ¢”, chegamos na expressao desejada

(d'|A(p,q)|p") = V2mhexp (;p’q/)

ho9? ) ,
XCXP(ZI.(W)5(9—‘1)5(P—P)- (D.11)

d
(V)% 725 A(P. @) = la)al;
Substituindo A(p, g) pela defini¢éo (4.10),

< dp [ dp [ i v
2P = /mm/wdv"“xp(ﬁf"’) la+3)a 5]

Note que a integral destacada abaixo € a defini¢do do delta de Dirac.
Assim,

)

[sva =[] ool oo
/dv6 ‘q—i— Wa—2),
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e, integrando em v, finalmente chegamos em

| a9 =laal (D.12)

d
W 325A(p,9) = [P)p
A prova é semelhante a prova da propriedade anterior.

()Tr[A(p,q)] = 1
Aplicando o trago

TrlA(p,q)] = /_ _dq' (d|A(p.9)|d),
e, pela propriedade (i),
Tr[A(p,q)] =[wdq’5(q—q’) = 1. (D.13)
(Vi Tr[A(p1,q1)A(p2,92)] = 2718 (p1 — p2)0(q1 — q2);

Calculando o trago e em seguida multiplicando pela relacdo de comple-
teza (4.3),

Tr[A(p1.q1)A(p2,92)] = /_qu' (q'|A(p1,91)A(p2.92)|q)

= /,mdq/d‘lﬁ (d|A(p1,a1)|d") (q"|A(p2,q2)|d")

e, utilizando o produto (4.6),

o i
Tr[A(p1,91)A(p2,92)] = L dg' dg" exp [hpl (¢ — q”)}

. ! 1 ! 1!
i q+q qd+q
XeXp[hpz(q”—q’)} 5(611 - >5<612— 5 )

Substituindo as variaveis

q/+q// — Z.X] q/_q// =x:
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e calculando o jacobiano desta substituicdo,

7

q,q
dq/dq//zf{ : ]dxldxzzwldm,

'xl 7'x2

conseguimos

Tr[A(p1,q1)A(p2,92)]
= [wM1 dxa exp [;XZ(PI —Pz)] 0(q1 —x1)6(q2 —x1).

Integrando em x| e x;, finalmente chegamos em

Tr[A(p1,91)A(p2,q2)] = 2778 (p1 — p2)6(q1 — q2)- (D.14)

(vii) Tr[A(p1, 41)A(P2,42)A(p3,93)] =
=2%exp{ #[(q1 —43)(p2— p3) — (2 — q3) (p1 — p3)] }:

Calculando o trago e multiplicando pela relagdo de completeza,

Tr[A(p1,91)A(p2,92)A(p3,93)]
= [ ad (|1 00)A P2 08P 03)] )

= /_ dq'dq" dq" {q'|A(p1,q1)|q")

< (q"|A(p2.42)|q") (4" |A(p3,q3)|d) -

Pela propriedade (i)
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Tr[A(p1,q1)A(p2,92)A(p3,43)]

/
f/ dg’ dq”dq’”eXp{h (-4 } ( )
// ///
XeXp|: /_q///} (qz )
//
Mcn )
/ dqdq//dqllla(ql 2 >
//+ /+ 11
oo o)

x eXp{ % [Pi(d —d") +p2(d" —4")+p3(d" — )] } (D.15)

/N

xexp{

1

Fazendo ¢’ +q" = 2x1, 4" +¢
pressoes

= 2x, ¢"" + ¢ = 2x3, chegamos as ex-

qg = X1—X2+x3
"= xtw -
" —X1 + X2 +X3;
e, para os expoentes,
d—q" = 2x3—x);
q//_q/// — 2(x1—X3),
q//l_q/ — 2()C2-X1)

O jacobiano fica
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/ /" "
dq/dq//dq”/ _ J[Q7q q ]dxldxzdx37
X1,X2,X3
1 -1 1
= |1 1 —1|dqdunds,
-1 1 1
dg' dg"dg" = 2%dx;dxpdxs.

Voltando a integral (D.15)

Tr[A(p1,91)A(p2,92)A(p3,3)]
:Lwdxlwzw35(q1—x1)6(q2—x2)5(q3—x3)

X exp{;[m()@ —x2) + pa(x1 —x3) + p3(x2 —m)]},

podemos organizar o expoente
P1X3 — P1X2 + p2Xi — pax3 + paxa — p3xi + (p3xs — p3x3) =
(x1 —=x3)(p2 — p3) — (x2 —x3)(p1 — p3)-
Entio, integrando em x1, x; e x3, finalmente temos

TrlA(p1,91)A(p2,42)A(p3,q3)] =
= LdeI dxydx3 8(q1 —x1)8(g2 —x2)8 (g3 —x3)

X exp{;[xl —x3)(p2—p3) — (2 —x3)(p1 —Ps)]},

2| X - @)= p) - @ - o) -pll ). ©16
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D.7 TRACO DE DOIS OPERADORES ARBITRARIOS A E B

D.7.1 Traco de um operador A

* dpd
(Al =Tr| [ La(p,q)Alp.q)|, (D.17)
— 2Th
onde a(p,q) é a transformada de Weyl para A. Como o trago atua somente

em operadores

> dpd

(Al = | fnhqa(p,q)Tr[A(nq)],
< dpdqg

Tr[A] = - EQ(P;Q)-

Na tltima expressao, utilizamos a propriedade (vi).

D.7.2 Traco de dois operadores A e B

* dpdgdp’dq
Ti{AB] = Tr{ /_ Wa(p,q)A(p,q)b(p',CI')A(p',q') :

B /°° dpdqdp’dq

e (270)? a(p,q)b(p',q') Tr[A(p, 9)A(P . 4)].

Pela propriedade (vii),

Tr[A(p1,91)A(p2,q2)] = 2hS (p1 — p2)6(q1 — 92),

entao,

= dpd.
Tr[AB] = | %a(p,q)b(nq) = Tr[BA] (D.18)

D.8 CALCULO DA EQUACAO (4.31)

Partindo de
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< dp;dgdp,d
AB = / LA P22 p22 L a(p1,a)AP1,a1)b(p2,32)A(p2,42)
oo (2nh)
< dpdg
- A . D.19
o [P 0)AP:9) (D.19)

Como a forma compacta da transformacao de Weyl é
f(p,q) = Tr[ABA(p, q)], substituindo AB nesta expressio ficamos com:

a(p1,q1)A(p1,q1)b(p2,92)A(p2,92)A(p,q) |

Fpea) T { /’“ dpydq dprdgy

e (27R)2

_ /°° dpydgidpadgn

T a(p1,q1)b(p2,92) Tr[A(p1,q1)A(p2,92)A(p.q)],

e, utilizando a propriedade (viii),

= dpi1dg1dp2dgy
f(l%q):/_ W“(Plﬂl)b(m,@)

2i
X {22 exp{ + @1 =a)(p2=p) — (a2~ 4)(p1 —p)] } } (D.20)
Realizando a troca de variaveis
p=p2—p qg=q>—q,

f(p,q) pode ser reescrito como:

= dpydg; dpdg o
flpg)=2° /7 %a(p1,q1)b(p+p7q+q)

XeXp{zhi[ﬁ(ql —q)—q(p1 —p)}}- (D.21)

Expandindo b(p2,¢2) em uma série de Taylor, obtemos:

_ _ > 1/_0 _0
b(p+p,g+q) = nzbn!<p@+qaq>b(p,q),

0 0
= exp (ﬁap +q'aq>b(p,q)- (D.22)
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Tomando a parte do integrando

2i 0 d
—1p(q1—9) —q(p1 — p—+q— |b D.23
ew{ o 1P(a1—a) —4(pr p)]}ew (pap +qaq) (p.q), (D.23)
se considerarmos que no desenvolvimento de (GALETTI, 1986)

<1+ﬁ8+ﬁ282+ )b(pq)
35t P gt b2,

0s termos em p podem ser vistos como se tivessem originado de derivacdes

do tipo
—Z;q{ p{if[ﬁ(m —q)—4(p —p)}}}v

entdo pode-se fazer a substitui¢do na segunda exponencial
— —
hd - hd
2iag 17 2i9p
onde a seta indica que as derivadas atuam a esquerda. Assim, podemos rees-
crever f(p,q)

P =

f(p,q)=2* /_i %a(m,ql)em{%[ﬁ(m —q)—q(p1 fp)]}

e R
X exp 7. ii*ii b(p7q)7
2i\dpdq dqdp

2 (7 e dpdg 2 _ .
=2 /7mdP1dq1a(P17QI)/7m(2nT)2€xp E[p(ql_q)_q(pl_p)]

=

h{od d d d

Xexp|:21 (&p&q_(%](?pﬂb(p’q)' (D.24)
Resolvendo a segunda integral
_ (" dpdg 12 2i _

/ (2mh)? {hp(cn ‘1)] exp[ 5 a1 p)},

e realizando a mudanga de varidveis
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2_ / — / 2— / P h !
Zp=p >dp==d ZG=q >dg=-d
Zp=p = dp p 2d=q —dg=5dq,
temos
1 = f 2i
I = ——— —dy’ “Zd (g —
27th2/ 3 peXp{hq(ql q)}

/ dlep[—hq(m p)}
= 25(41 q)8(p1—p).

Entdo, voltando a f(p,q), obtemos

1(0.9)= 2 [~ dpidarator.a0)3(a1 ~ )01 )
(57 T,
2i dpdq dqap P-4

e resolvendo as integrais em p; e g,

— e
0 d Jd o
f(p,q) =a(p,q) eXp[ <3paq - 861@)] (p,q) (D.25)
Mudando a notacdo,
Afo*ab o9%9?
f(p,q) =exp 2l.<ap 30 24 ap ) a(p,q)b(p,q). (D.26)

D.9 TRANSFORMADA DE WEYL DAS RELACOES DE COMUTACAO
E ANTICOMUTACAO ENTRE DOIS OPERADORES ARBITRARIOS

D.9.1 Comutacao

Como
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[A,B] = AB—BA,

entao

F(AB]) = fas(p.q)— fea(p.q),

nfo%dt 929t
—eXp[—Zi<ap 90 94 o )]}a(p,q)b(p,q)

Expandindo as duas exponenciais em uma série de Taylor

=1 [nfova? aea"\]"
F(AB) = {ZHMapaq ‘aqapﬂ

k=0
k
=1 f d %90 b 249 b
_]{Z()H[_%<@ 99 9q ap )1 }a(p,q)b(p,q),
e separando os termos pares e impares de cada série
2%
= 1 |afa%d" 999t
o\ L (% )

nfacat aar\]*
el

=1
‘k;)@kﬂ)!

nlacat acan\1*
_2i<8p a*q _&T] % )1 a(p,q)b(p,q),

0s termos pares se cancelam, assim



152

' Al 990 b 299 b
[A,B]‘:Zimn(z (aq 9 9 9 ))a(p,q)b(p,q)~

D.9.2 Anticomutaciao

Como

{A, B} =AB+BA,
entao

(D.27)

(D.28)



153

D.10 LIMITE CLASSICO
D.10.1 Produto AB

Utilizando a definicdo (4.31),

AB — limfAB(p7q)7
h—0

. A au(;b 8aah
= %ﬂ%{e"plzi (ap 90 24 ap )]a(p,q)b(p,q)},

e aplicando o limite, chegamos na expressao inicial

AB —— ac(p,q)ba(p,q)- (D.29)

Cldss

D.10.2 Anticomutaciio {A,B}

Pela defini¢do (4.33) da transformada de Weyl do anticomutador,

1 f({AB))
3 1A B} = Jim ===,

e cnEafacar ol * .
7;‘1%5 27(216)! ) Biq % —5 a*q a(p,q)b(p.q) ¢

k=0

Todos os termos da somatéria sdo iguais a zero, exceto k = 0. Logo o
limite fica

lim @ =a(p,q)b(p,q)-

Ou seja;

{A,B} Ve ac(p,q)ba(p,q) (D.30)
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D.10.3 Comutacio [A,B]
Utilizando a defini¢do da transformada de Weyl do comutador (4.32),
i . i
7%[A7B} %%%7£f([A7BD7
2%k+1
R - S N Y A e
_rlzl—lf%){,;)(z}c—f—l)! 2(81] % *% 8711 a(p,q)b(p.q) ¢-

Apenas o termo onde k = 0 € ndo nulo, logo

Bl oy 30 ap  ap 9q (D:3D)

D.11 CALCULO DAS FORMAS DE EXPRESSAR A FUNCAO DE WIG-
NER py (P,0;T)

1.A partir de (4.12)

/_ZdveXp(,;pV> <q— %‘P(p,q;t)‘qﬂL %>
[ wesn(30) (a3 on #ola 3,

© dy i vy
ﬁw me"p(hpv) ¥(g—5:0¥ (g +5:1)(D-32)

pw(p.q:t)

Na tdltima linha, utilizamos a relagdo (g|¥(¢)) = w(g;t).

2.0u, a partir de (4.9)

u

pw(p,q:t) = /_ZdueXp(;lqu)<p+;‘P(p,q;t)‘p—2>,

- /ZdueXp(;qu) (p+5|O)EOIp-3)-

Na representacéio de momentos, (p|¥(r)) = ¢(p;t). Entio,
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oo

d
pw(p,q:t) = zzheXp< >¢(P+;;t)¢*(p—;;t)- (D.33)

3.Usando a forma compacta da funcdo de Wigner (4.21) e a equagdo
(4.23)

2

h d
27rhTr[pexp(2i 8p8q)8(q_Q)8(p_P) )

2

mexp(;al‘jaq)Tr[pa<q_Q>s<p_p>].

pw(p,q;t)

Substituindo p por (4.36),

2
pv(p.ait) = 2mesp 550 ) (0 (¥(0)la) (alp) o1

e aplicando o trago,

pw (P q3t)
2 oo
—omnexp( 357 ) [ o (900) (20 o) (o)

Como jd vimos, o produto (g|p) é dado pela equacéo (4.6), e o produto
(p|p’) por (4.4). Assim,

. 27h ho9? o
pr(pain) = iexp( 550 ) [~ ap'o(wow e
XGXP(;PQ)5(P—P/)~

Finalmente, integrando em p/,

2 .
pw(p,q:t):vhhew(; aaaq){aﬁ(p;t)w*(q;t)exr)(%pq)} (D.34)
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Como p é hermitiano, pw (p,q;t) é real, entdo podemos reescrever esta
ultima equagdo como:

2

hoo j
pw(p,g;t) = v2ﬂhexp(27 apaq) {CP*(p;t)‘P(q;t)exr)(%pq)} (D.35)

D.12 PROPRIEDADES DE py (P, Q)

L.pw(p,q;t) é real
Como ja vimos, pw (p,q) é dada por

pw(p,q) = (YIF(p,q)|w)

onde F é um operador auto-adjunto. Entdo, tomando o complexo con-
jugado de pw (p.q),

pw (P:q) ((y[Fly))",
= (y[F|y),
= (y|Fly),

pw(p.a) = pw(p,q)-

Ou seja, pw(p,q) é real. A normalizacdo e o fato dela néo ser positiva
definida serdo apresentadas em outras propriedades.

2.Normalizagdo
Posicao:

Utilizando a defini¢éo (4.40) de pw (p, ¢;t), temos

[ dppw (p,q;t)

> dpdv i v . v
= | S exp<hpv) l//(q—i,t)y/ (q+2,t),

0 Vo v < dp i
—Lwde(q—i,t)w (a+5:0) | ZnheXp<th)’
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e, integrando em p,

*° * v " %
| _dppwpan) = [ dvwla= 2w g+ 5:08(0)

Integrando em v, finalmente chegamos em

[ dppw(p,q;t) = w(g:) ¥ (g:1),

e entao

| _dppwipasn) = vl (D.36)

Momento:

Agora, utilizando a defini¢do (4.41) para pw (p,¢;t),

/_ dgpw(p,q:t)

> dgdu i U | o u.
- [ e ot 500 0 S

oo

o0 U o, u, dg. i
_[mdu¢(p+§,t)¢ (p=35:0) | zyrhe"p(hq”)'

Integrando em ¢ e depois em u, ficamos com

[ dapwip.ai) = [ duotp+ 500" (= 5:)3(0).
9 (ps1)¢" (p3t),

e, finalmente,

_[qupw(nq;t) = (ps1). (D.37)

Total:
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= dpd = dpd
[ lewng) = [ T A9,

w 2THh
dp
/qur{/ o Ap, },

e utilizando a propriedade (iv) na integral em p,

[ Lotva=sp [~ aalaal]

Como a integral € a relacdo de completeza (4.3), entdo

> dpd
T ow(p.q) = Telp] (D.38)

Mas, pela condi¢do de normalizagdo do operador densidade, Tr[p] =1,
entao

” dpdg
=1. D.
| lowpa) (D39)

3.pw(p,q;t) deve ser invariante sob transformagdes de Galileu. Podemos
verificar isso fazendo

P (p,g;t) 2h/ dvv/ ) (q+2 )eXp(;lPV),

e, substituindo y e y*,

pw (P, g;t)
= 5n _mV‘I’q a ok Vi\g+a ok exp hPV-
Assim,

pw(p,q:t) = pw(p,q+a:r). (D.40)
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Ou ento, se W(g:1) — "1y (g:1), entdo pjy (p.¢:t) = pw (p— P, 4:1).
Verificamos isso fazendo

Pw (s q31) =5 h/ 61—* l)lll (q+;;t)exp<;lpv).

Substituindo ¥’ e y'™*, ficamos com

Pév(l’aq;f)zz%mfiidvl//*(q—k%;t) exp[—;p’(qq-;)}
xexp[ép’(cl_;)}w(q_;;z)exp<;pv>,
27rh/ avy*(a+ 50 v (e 557)
XCXP{;[ ( CI—*—H] )—l—pv}}
i

:Zjlm/o;de*<q+;;t>w(q—;;t)eXp[h(P p') }

ou seja,

pw(p.g;t) = pw(p— P q;t). (D41)

4.pw (p,g;t) deve ser invariante sob reflexdes espaciais e temporais.

Reflexao espacial:

Se w(gir) = Y(—qst), entio py (p,git) — pw (—p, —git). Verifica-
mos isso através de

=y (e e
m/ (a=3)u]v[=(a+3)x
xexp[;<—p><—v>}

— o [+ v (—a= S e £ (0.
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Substituindo v por —v, temos

/ ._L/* oV (g i
pW(p7q’t)_2ﬂ:h 7°°de< q Z’I)II/( q+27t)exp h( p)V,
ou seja,

pw(p,q:t) = pw(—p,—q:t). (D42)

Reflexao temporal:

Se w(g;t) — w*(g;t), entdo pw(p,q;t) — pw(—p,q;t). Isso pode ser
confirmado se fizermos

pw (P, q:t) = %/:dvv/(q— g;t) 78 (q+ g;t) e><p<;pV)7
= —Zlﬁ. :de(ﬁ g;t) v’ (q— %zt) eXp[;(—p)(—V)}

Substituindo v por —v, temos

/ .fL/“’ Yt (o Y L
pw(p.a@it) = 5~ dew(q 2,;)1// <q+2,t)eXp 5 (=pvi,
ou seja,

pw(p,q:t) = pw(—p,q:t). (D.43)

5.Como essa propriedade é desnecessdria para a continuidade do traba-

lho, ela fica apenas exposta, sem nenhuma prova.

6.Se py(p,q;t) e pe(p,q;t) sao distribuigdes que correspondem aos es-

tados y(g;7) e @(g;t), entdo

2 n00
= 27rh/7 dgdppy(p,q;t)pe(p,q;t).
(D.44)

‘/Z dgy*(g:1)e(q:1)




161

Podemos confirmar esta expressao inserindo a defini¢do de pw (p,q;1?)
no lado direito desta:

27rh/w dgdppy(p,4:1)pe(p.g:t)

B )
Ao (o )elo-z) e )

= / dgdvav'y* (q+3)v(a-3)
><<P*<q+2/>¢<q—2){/_mdpeXp[;lp(v+V')]}-

Integrando em p, temos

2t [~ dqdppy(p.qit)p(p.q:1)
1 © ' v v
Tnh/,wdqudv vi(a+3)v(a-3)

x o (a3 )o(o- )1Cano0 )L

e substituindo v — 2y e v — 2y/, lembrando que §(ax) = Tal L§(x),

2nh /ﬁ dgdppy(p,q:t)pe(p,q;t) =

4 « * *
5[ dgdydy v*(g+y)w(qg—y)0* (g+y)elg—y)8(y+).

Integrando em y/,

2ﬂh[ dgdppy(p,q:t)pe(p.q:t) =

2/:dqdydy’ Vi (g+y)v(g—y)e (g—y)o(g+y).
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Fazendo a substitui¢do

q+y=x

. q-y=x"
cujo jacobiano é
11
J 9y | _ ? jl :1
x’,x” 5 bl 2’

a nossa expressao fica

Zﬂh/_ dqdppy(p,q:t)pe(p,qst) =
2 oo o0
| [avwinewn| | [~ acwiier o).

Como x' e X" sdo varidveis mudas, podemos substitui-las por g. Assim,

27!"!/_ dgdppy(p.q;t)pe(p,qit) =

[/_qu w*(q;t)fp(q;t)} {/_idq ‘l’(q;f)(P*(q;t)} '

Finalmente chegamos na expressao desejada

2

‘/ dgv*(q:t)9(q:1) =2ﬂh[ dgdppy(p,q;t)pe(p,q:t).

7.Simetria p — g

A partir da transformada de Fourier

< dqg i
_ ﬁ‘l’(fl,f) exp <—hPfI> )

é possivel escrever a equagdo (4.41) a partir da expressao (4.40).
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D.13 CALCULO DA EQUACAO (4.57)

Queremos mostrar que

2 p 9V(g) N

m

quando 7 = 0. Fazendo

d
EPW(PM]J) = [h(Pa‘LPW(quJ)}Pa
em que [h(p,q,pw(p,q;t)]p é o paréntese de Poisson. Entdo, utilizando a

sua definicdo (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002)(LEMOS, 2007) e apli-
cando as derivadas convenientes,

z ( 'l) — ___¥w _ -
o PV =\ 505, T 3p ag

dV(g) dpw  p Ipw
dg dp m dq |

chegamos em

9 ., p_9V() S
(at+ - aq pW(p7q’t)_O'

m
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APENDICE E - Cilculos do Capitulo 5
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E.1 EQUACAO CINETICA (6.6)

Partindo da matriz de densidade covariante (6.5)

a(xy) =y (43 )W (x—3). E.1)

ao derivarmos esta expressdao em relagdo a x e y, obtemos

1
<2ﬁf + 8y’“‘)¢>4(x,y)

- ot lvle el 3] o vl ) oo )

e, ao aplicarmos a regra do produto:

(32 ot )oueen = ot (x )] 9(x-3)
#av(e ) [atw (- 3)]
(e oleg) rvler ) [v(-3))

Derivando cada campo, ficamos com

1
<23f + 3;!)@4()@)

=3[0 v (e )l 3) 43w 3) [ v (- 3)]
Falov e )l 3) - v 5) [ v (- 3)
=[v(er))ol3)
e substituindo o lado direito pela equacdo de movimento (6.2)

idy(x) = [My+g(0'(x)+it-m(x)y5) ] W(x), (E.2)

ficamos com



168

it (;ay - 8_#><I>4(x7y)
— |:MN+g(G/ (x+ %) +it- n(x+ %)Ys)}%(ﬁw)

Note que se expandirmos ¢’ (x + %) em torno de x obtemos

/ y o / aO'/(x)y laZGl(x) )2
I(xt3) = dWH I e (3)
= exp <§y8x> o'(x),

Y
e, da mesma forma, para & (x+ 3),

Jt(x+ %) = exp(gyax> 7 (x).

(E.3)

Entdo, se substituirmos as equacdes anteriores em (E.3), esta fica

1
ip" <29)¢‘ +8y“>¢>4(x,y) =

{MN+g[exp(§y8x> '(x) +iexp(§y8x)’c-7t(x)y5} }CI)4(x, »).

Realizando uma transformada de Fourier na dltima equacio, temos

{y“ (’za;‘ —l—p’") —igexp(—?axa,,) T 2T

—My — gexp (— Zl&ﬁp) o'(x) } Wy (x,p) =0

Precisamos reescrever os termos de ¢’(x) e (x) para simplificar a

equacdo, mas antes precisamos definir
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HIJ = p[.h
Du = 8“',
. (R
;s = gmn(zA)T 7(x),
h
Ds = gcos(zA)T z(x),
h /
M, = My+gcos EA o' (x),

Assim, temos, para T

igexp (—Z’axa,,> T-7m(x) =ig [cos (ZA) - isin(iA)} T-7(x)
h
2

— {gsmga)r-n(x)] +i{gc05< A)’F'ﬂ(x)]

=15 +iDs,

€ para ¢’,

My + gexp (—faxa,,) o'(x) =My +g |:COS <§A> — isin(

= [MN +gcos GA) G'(x)} —i [gsin(

=M —iM,.

NSt NS
>

N———
[

Entdo a equagdo cinética para Wy (x, p) fica

{y“ {n“ + ’;‘Du} — P[5 +iDs] — [My — iby)] }me) =0 (E4H

E, definindo
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ih

Ky = Ty+2Dy, (E.5)
Ks = TIls+iDs, (E.6)
M = M;—M, (E.7
finalmente temos
(VK — 7'Ks — M| Wa(x,p) = 0, (E8)

E.2 DECOMPOSICAO ESPINORIAL
E.2.1 Equacoes complexas
Equacdo (6.18)
Fazendo Tr[(E.8)]:
Tr{(y“[(u YKs — >W4 x p)] 0

Tr[y* Ky Wa(x, p)] - Tr [fK5W4 (x, p):| — Te[MW; (x, p)] = 0.

Como o trago ndo atua nos operadores Ky;, K5 € M, entdo

Ky Tr[y*Wy(x, p)] — Ks Tr {J’SW4(X7P)} —MTe[Wy(x, p)] = 0.
Considerando as defini¢des (5.7), chegamos em

Ky V* —iKsP—MF =0 (E.9)
Equacdo (6.19)

Fazendo Tr[(Y°E.8)]:
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Tr[)/5 (y“K“ YKs — )W4 X p)} =0
Tr [ysy“KuW4(x, p)} ~Tr [y5y5K5W4(x, p)} ~Tr [fMW4(x, p)] —0.

Lembrando que (y°)* = 1, entdo

Ko Te [Py Wa(x, p)| — Ks Te{Wi (x, p)] = MTe [ Wi, p)| =0,
e, pelas defini¢des (5.7), temos

Ky A" —KsF —iMP =0 (E.10)
Equacdo (6.20)

Fazendo Tr[y*(E.8)]:

Tr{ ( YKy — 7 Ks — >W4 X p)] =0
T3y Ky Wa(x,p)] = Te [0 Kswa (v, p) | = e[y MW (x, p)] =0

Lembrando das propriedades da matriz y:

P =gt it e PP = (PP,

ficamos com

Kyg" Tr[Wy(x, p)] — iKy Tr[c*Y Wy (x, p)]
K Te [P Wy, p) | — MY Wa(x, p)] = 0

e, pelas definigdes (5.7),

K*F —iK,S*Y + KsA* —MVH* =0 (B.11)
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Equacgdo (6.21)

Fazendo Tr[yY’y* (E 8)]:

Te[ Y7 (¥'Ky = ¥'Ks = M) Wa(x,p)| =0
[ySy“ VKyWa(x, p ] —Tr[YSV“stwét(va)}
~Tr [ysy“MWz;(x,p)} =0

Lembrando das propriedades das matrizes Y citadas anteriormente e
de que

Yohv = s“v"‘ﬁc B>

temos

iKug"" Te [ Walx, p)| - EK V€Y T (6,5 Wi (x, p)]
+Ks TP Wa (x,p)] - MTe [ 7P Wa(x,p)| =0

Aplicando as defini¢des (5.7), finalmente temos
1
iK!P+ S Kye! P S o + KsVH — MAK =0 (E.12)
Equacdo (6.22)
Fazendo Tr[c"" (E .8)]:
Tr {o“v (y"‘Ka —¥Ks —M) W4(x,p)} -0
Tt[o* Y* Ko Wi (x, p)] — Tr [G“VYSK5W4(X, p)} ~Te[o*Y Wy (x, p)] = 0

Pela propriedade da matriz y

OHYY = ifg P — ghep] — PR s,

temos
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iKag"" Tr[y* Wy (x, p)] — iKag" " Tr[y" Wa(x, p)]
—KqePrve Tr[yysWa(x, p)] — %ngyvaﬁ Tr[0xgWa(x, p)]
—MTr[c"YWy(x, p)] =0,

e, pelas defini¢des (5.7), ficamos com
iKYV — KMVY] 4 Kue™ P Ag — %eﬂvaﬁlgsaﬁ _MS*V =0 (E.13)

E.3 MEDIA NA ENERGIA

Mostraremos apenas a solu¢do das médias na energia para as equagdes
relevantes para encontrarmos a equagdo de transporte cldssica, lembrando das
defini¢des

Dt = al‘a

D =V,

HO = Po,

I P,
h

T, = cos EV-V,, T-7(x),
h

T = sin EV-VI, T ;(x),
h /

6. = cos EV'VP o'(x),

. h /
op = sin EV V,)o'(x)

Equacdo (6.44)

Tomando a média na energia da equacio (6.29), temos

h/dpoD“VI'l—2/dpoI_I5P-i-2\/dp()]\/ng:07
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Dividindo a primeira integral no termo temporal e no espacial ficamos
com

. . h
h{Do/dpoVO—FDi/deV’} —2gsin<2V~Vp>1:~7t(x)/dpoP
. h / "
+2gsin EV'VP o (x)/dpoF:O.

Resolvendo as integrais em pg, lembrando das defini¢des (6.38) e
(6.39), temos

hD: fo+D-gi] =2gm f3 — 2800 f2- (E.14)
Equacgdo (6.52)

Tomando a média na energia da equagao (6.26), com y = 0, ficamos
com:

h
/deHoF+g/dpoDvSO"+/dpoH5A0—/dpoM1V0:O.

Ao dividirmos a segunda integral entre o termo temporal e o espacial,
ficamos apenas com o espacial, pois $% = 0:

/dPOPOF* zDi</dpoSOi>
. (h 0
—gsin EV'VP T-7(x) f/dpoA
h ! 0
— | My +gcos §V-Vp o' (x) /deV =0.

Resolvendo as integrais possiveis em pg, chegamos em

" h
/dpopoF - ED g2 — gm0 f1 = (My +g0.) fo- (E.15)



175
Equacgdo (6.53)
Fazendo a média na energia da equagao (6.32) para u = 0, temos

h o n n
/dp0H0P+ Z/dpoDVSOVOCﬁSaﬁ +/dp0D5v0+/dpoM2A0 =0

Fazendo v = i, @ = j e B = k no segundo termo, ficamos com

h 1
/dp()p()P-l- iDi |:28ijk/dp05jk]

h
+gcos <2V . Vp> T-7(x) /dpoVO

—gsin(ZV-Vp> o’ (x) (—/dpoAO) =0,

e integrando tudo, chegamos em
h
/dPoPoP+ ED'gs + 8% fo —800f1 =0 (E.16)
Equagdo (6.55)
Partindo da equacgdo (6.33), com u =0e v =i, temos
iv70 oyi I a0if
dpoIT'V" — [ dpoIT'V —1—5 dpoDg€ Aﬁ

1 . )
7§/dp0H5SOlaBSaﬁ +/dp0M2501 =0.

Multiplicando tudo por —1
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/ dpo poV' — T / deVO—ZDjso”k(— / dpoAk>

h 1
+gsin<2V-V,,>1:-7r(x) [zg’fk/dponk]

. <2V : Vp> ' (x) < /dp0S0i> —0.

Integrando em py chegamos em
h
/dPOPOV*ED x go — I fo + gmgs — goog> = 0. (E.17)
E.4 COMPONENTES ESPINORIAIS CLASSICOS

Novamente, deduziremos apenas as equagdes relevantes para o calculo
da equag@o de vinculo. Precisamos antes expandir o,, Oy, 7, € Ty para i = O:

o, = cos(ZV-Vp>G’(x):G’(x) (E.18)
o) = sin(iV-Vp>6’(x):O (E.19)
T, = cos(iV-V,,)‘r-?r(x):‘r-n'(x) (E.20)
P sin<zV~V,,>0 (E21)

Vinculo fzjE

Partindo da equacéo de vinculo (6.53), temos, para o limite classico

/ dpo P* (x,p)8(po F Ep) + g fif = 0.

Integrando em pg, ficamos com

iEpfzjE =—gT- 7[()6)]‘0i
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Definindo V; = g7 - &(x), temos

VafiE
=7 ”EO ) (E.22)
P

Vinculo f3jE

A partir da equacdo de vinculo (6.52), chegamos em

[ dpoF= (x.)8(p0 7 Ey) = (My + 800015
Resolvendo a integral em pg, ficamos com

£y = [My+g0'(x)]fy

Definindo V5 = go’(x), finalmente chegamos em

fi= + My +Ve), (E.23)
3 Ep

Vinculo gf

Pela equacdo de vinculo (6.55), temos

[V p)8 (0T Ey) s = 0.

Integrando e isolando g, chegamos em

Pl

+
=+ . E.24
g E, (E.24)

E.5 EQUACAO DE TRANSPORTE

Tomamos a equagdo (6.44) com 7/ em primeira ordem

hDify +D g | =2gmfy —2g00f5 -

Em primeira ordem em %, 7y e 6y ficam
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sin (ZV . Vp) o'(x) = —;V -V,0'(x),

Th, =
h fi
op = sin| V-V, |=—=V.V,7.7(x).
2 2
Entao,
ofy +V-gi = —g[Ve-n(x)] -V, iy +¢[Vo' ()], (E.25)
e definindo
dy = 81
d=V,
Fp,=—gV[t-m(x)]
Fs = —gVo'(x),
temos
dify +d g = (F+7-V,)fy + (Fo-V,)f3" (E.26)

Considerando as densidades de carga para particulas e antiparticulas,

f(x’p):f(;r(x7p) P f_(xvp):f(;(x’_p)v

e usando os vinculos (6.71), (6.72) e (6.73), chegamos na equacdo de trans-
porte classica para f

(MN + VG)FO' - VnFn

Of+(V-v)f— E
p

V,f=0. (E.27)



APENDICE F - Helicidade
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Estudaremos agora as solug¢des para a equagdo de Dirac livre escrita
da forma

81// R, d d d A N
at |: ( (9 1—|—062a2—|-063a3>+ﬁm:|l[/=Hfl[I, (F.1)
onde

~ (0 o 5 (1 0

a=(2 7)< - (1 0) ")
s@0 as matrizes ¥ que ja vimos escritas em outra representacio (BROMLEY;

GREINER, 2013).
Reescrevemos a equagdo (F.1) como

. d - oA A
Y = fy = (& p+mob)v, (3)
e seus estados estaciondrios sdo encontrados com o ansatz
y(x,t) = y(X)exp (— ;er) . (F4)

Assim, (F.3) fica

. d i A i
lhE {l]/(x) exp (—het)] = Hyy(x)exp (—het),
ih%el//(x) exp(%et) = Hpy(x)exp (;_let), (E5)
e, simplificando a equagao

ey(x) = Hyy(x), (E.6)

onde € descreve a evolugdo temporal do estado estaciondrio y(x). Por con-
veniéncia, separaremos este espinor de quatro componentes em dois de duas
componentes

Y1
') ¢
p— p— 5 F.7
v={v|=(9) E7)
Ya

com
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_ (W _ (¥
() e

A equacio (F.6) fica

((5)=(a () () o

ou entdo, multiplicando as matrizes,

(e}

Py +mo
‘Po—my (F.10)

£Q
X

[}

Estados com momento definido p sao

Py _ (%0 i,
(%) = (%0) exp(hp X)7 (F.11)

e podemos reescrever as equagdes (F.10) como

(e-m)lgy—6-pxo = 0
—6-ppo+(e+m)yo = O. (F.12)

Esse sistema linear homogéneo sé tem solucdes ndo triviais quando o
determinante a seguir € igual a zero

(e-m)l —6-p

_&-p  (e+m)l =0. (F.13)
Resolvendo o determinante temos
(e—m)(e—m)1—(6-p)(6-p)=0, (F.14)

e pela propriedade das matrizes de Pauli

(6-A)(6-B)=A-B+ic-(AxB),

ficamos com

e =m?+p’. (F.15)

Entao
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e=+E, , E,=+\/p>+m. (F.16)

Os dois sinais para € correspondem aos dois tipos de solug@o para a
equacdo de Dirac, chamadas de solucdes positivas e solucdes negativas.
Para um € fixo, a equagdo (F.12) fica

Xo=———. (E17)
m=¢
Se escrevermos ¢ na forma
U
=U= , F.18
% (U2> (F18)
com
U'U=UjU +UsU, =1, (F.19)

entdo o conjunto completo de solucdes positivas e negativas da equacdo de
Dirac é

(F.20)

xpli(p-x— A
‘Pp,x(x,t)—N< o )ep[h(f/ﬁ Ept)]’

m+AE,
onde A = =+ representa as solugdes positivas e negativas, e N é um fator de
normalizagdo, que € encontrado pela condi¢ao

/d3x‘I’;)L (X,0)¥ o (x,1) = S 8(p— ). (F.21)

Assim, depois de algumas manipulacdes algébricas, chegamos em

_ [m+AE,
Nﬂlm. (F.22)

Podemos notar que todos os estados (E.06) sdo autofun¢des do mo-
mento:

f’lppl =p¥(x,1) (F.23)

Para cada momento p existem dois tipos de solucdes, os com A = 1,
ou seja, € = E,; e 0s com A =—1,0useja, €= —E,. Outro niimero quéntico,
chamado de helicidade, pode ser utilizado para classificar os estados de uma
particula livre.

Se levarmos em conta o operador
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o« . (6 0\ .
2-p=<0 6>-p7 (F.24)

podemos notar que ele comuta com a hamiltoniana livre de Dirac H f

A =a&-p+mp (F.25)
ou seja,
[ﬁfj:.f)] —0, (E.26)
€ Consequentemente
[f),ﬁ‘.-f)] —0. (F27)

Isso quer dizer que £. p.De H r sdo compativeis, ou seja, podem ser
diagonalizadas juntas. O operador de helicidade, definido por

~ h~ D ~ D
LS P - (F28)
27 |pl b’
com
N h o~
§-3%. (F.29)

também comuta com a hamiltoniana e com p. Por isso, podemos interpretar
a helicidade como a projecdo do spin na dire¢do do momento.

F.1 ESTADOS DE HELICIDADE

Os autoestados da energia, tanto positiva quanto negativa, momento e
helicidade satisfazem

(E.30)
(E31)

(p—m)u(p,h) =
(p+m)v(p,h) =

onde u representa as solucdes de energia positiva e v as de energia negativa.
As solucdes para estas equagdes sdo dadas por

0
0
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E+ 1
u(p,h) = \/ Tm <a-p>Xh§ (F.32)
E+m
JE+m (22
v(p,h) = SE (EJ{m)th (F.33)

onde Y, € o espinor quantizado na direcdo de p. Se escolhemos o momento

na direcdo de z, temos
E+m/ 1
u(p,+) =/ ZE( o, >%+7 (F.34)
E+m

onde x+ = (1,0). No limite sem massa m=0,

) (F.35)

1
0
u(p,+) = |

0

que é um autoestado de y5 com autovalor +1. Da mesma forma, u(p,—) é
um autoestado de 75 = —1. Ou seja, no limite de massa nula os estados de
helicidade coincidem com os férmions quirais.
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APENDICE G - Propriedades das matrizes y
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Consideraremos a equacdo de Dirac

P
iyt (;’;(;) ~my(x) =0, G.1)

onde as matrizes de Dirac y* obedecem 2 relacéo

{r'. v} =2¢" (G.2)

e as relacdes de hermiticidade

P=p e f = G

Podemos combinar as relacdes de hermiticidade em uma Unica re-
lagdo:

()" =1y (G.4)

Outra propriedade, que € consequéncia direta da relacdo de comutagdo
(G.2),¢é

PY=0 e ¥=-71. (G.5)

A matriz y° é definida como

v =iy, (G.6)

e tem como propriedades

{r.r}=0 G.7)

ryr=1 . )=y (G.8)

As matrizes de spin oY sdo dadas por

o = Z[r.7"), G9)

e obedecem a

(c")T =PtV (G.10)

Considerando

o= (c5,0,6"), (G.11)
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temos

o'l = —i’ P, (G.12)

onde i, j,k=1,2,3, em ordem ciclica. Podemos definir as matrizes covarian-
tes correspondentes como

Yu = 8guv?", (G.13)

e a matriz s é

i
¥ = prEuvaY YV =7 (G.14)
G.1 REPRESENTACAO

Neste trabalho, utilizamos as matrizes ¥ na representacdo de quiral.
Assim, as matrizes Y° e ¥ sdo definidas como

0 1 (0 —o
70:(11 0) ’ 7’lz(cr,‘ o>’ (G.15)

e a matriz J° como
1 0
Py = <0 _]>. (G.16)

G.2 IDENTIDADES DE CONTRACAO

As matrizes de Dirac y* obedecem as seguintes identidades de con-
tracao

iyt =4

i)y Yyt = —29"

i)y Y2 yP vt = 4g*P

Ry YP Yyt = =2y P ™
NPV Y =2 Py + P yP)

Considerando que A, B, ... sdo quadrivetores arbitrarios, com A = Y%A,
entdo
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indy* =—

(i) ABY* = 4AB

(i) ABEY = —2¢BA

(V) ABCDY" = 2(DABE + CBAD)

G.3 TRACOS

O Te[y*yP..y4y ] = 0, onde temos um nimero impar de matrizes gama.
(i)Tr[c*P] =
(iii) Tr [y* yﬁ} =4g%B
T [P yy°] = 4[(e%Pe?) — (g*78P0) + (g*%4P7)]
(V)Tr[AB] = 4(AB)

(vi)Tr[ABCD] = 4(AB)(CD) — (AC)(BD) + (AD)(BC)
(vil) Tr [y ] Tr[y .. v¥]
(Vi) Tr [ 45.. 42;;] Tr[Ay,... 44, ]

Te[P] = Te[Py] = e[y ] = Te [Py y7] =0



