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RESUMO 

 

Este trabalho tem como objetivo estudar as aplicações do mínimo tempo 

de evolução em sistemas quânticos não relativísticos e relativísticos. 

Inicialmente, analisa-se a dinâmica de um elétron em um campo 

magnético uniforme, encontrando uma relação entre a transição de tais 

estados e o deslocamento espacial médio do elétron. Utilizando uma 

descrição relativística através da equação de Dirac verifica-se que o 

deslocamento espacial do elétron nunca se dá a velocidades maiores que 

a velocidade da luz no vácuo no menor intervalo de tempo que 

caracteriza a transição entre os estados inicial e ortogonal. Enquanto que 

utilizando uma descrição não relativística do sistema através do 

Hamiltoniano de Pauli, o elétron pode atingir velocidades maiores que a 

velocidade da luz no vácuo para campos magnéticos muito intensos. Tal 

resultado permite que seja estabelecida uma conexão entre o espaço 

abstrato de Hilbert e o espaço das coordenadas espaço-temporais, além 

de delimitar a teoria mais adequada para o tratamento deste sistema 

físico. Na segunda parte desse trabalho, utiliza-se o QSL de uma 

maneira diferente da usual, buscando prever o tempo real da evolução de 

um processo físico, a partir do critério de Mandelstam-Tamm estendido 

para estados puros de sistemas dependentes do tempo e de dinâmica 

unitária. Propõe-se um método baseado na ação de uma transformação 

unitária que permite descrever o sistema quântico em outro referencial 

onde a incerteza de energia é menor,  e portanto, a rapidez da evolução é 

mais lenta. Por conseguinte, a aplicação do critério Mandelstam-Tamm 

estendido no novo referencial permite obter previsões mais próximas do 

tempo real da evolução. A fim de testar a validade do método proposto, 

compara-se o seu poder de previsão com o tempo de evolução do spin 

nuclear 1/2 de um átomo de Fósforo da molécula acido o-fosfórico e do 

spin nuclear 3/2 de um átomo de sódio da molécula dodecil sulfato de 

sódio. Em geral, este tipo de sistema é descrito por hamiltonianos 

altamente oscilantes no referencial do laboratório de modo que no 

referencial girante esse é descrito por um hamiltoniano independente do 

tempo. Nos exemplos aqui delineados, as previsões obtidas para um 

determinado estado inicial puderam ser melhoradas até quatro ordens de 

grandeza.  

 

Palavras-chave: Mecânica Quântica, Informação Quântica, Quantum 

Speed Limit.  

 

 



 

 

ABSTRACT 

 

This work aims to study the application of the minimum evolution time 

in quantum systems not relativistic and relativistic. Initially, we analyze 

the dynamics of an electron in a uniform magnetic field, finding a 

relationship between the transition of these states and the average spatial 

displacement of the electron. By using a relativistic description by Dirac 

equation it can be seen that the spatial displacement electron never 

occurs at speeds greater than the speed of light in vacuum in the shortest 

time interval that characterizes the transition between the initial and 

orthogonal states. While using a non-relativistic description of the 

system through the Hamiltonian Pauli, the electron can achieve greater 

velocities than the speed of light in vacuum for strong magnetic fields. 

This result allows a connection to be established between the abstract 

Hilbert space and the space of space-time coordinates, and define the 

most suitable theory for the treatment of this physical system. In the 

second part of this work, we use the QSL in a different way from usual, 

trying to predict the real-time evolution of a physical process, from 

Mandelstam-Tamm extended bound to pure states of time-dependent 

and dynamic systems unit. We propose a method based on the action of 

a processing unit that allows describing the quantum system into another 

frame in which the uncertainty of energy is smaller, and hence the speed 

of change is slower. Therefore, the application of Mandelstam-Tamm 

extended bound in the new framework allows for closer to the real-time 

evolution forecasts. In order to test the validity of the proposed method, 

compares their predictive power with the time evolution of the nuclear 

spin 1/2 of a phosphorus atom of the phosphoric acid molecule and the 

nuclear spin 3/2 of an atom of sodium dodecyl sulphate molecule. In 

general, this type of system is described by highly oscillating 

Hamiltonian in the reference laboratory so that the rotating frame that is 

described by a time-independent Hamiltonian. In the examples outlined 

here, the predictions obtained for a given initial state might be improved 

by up to four orders of magnitude. 

 

Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Information, Quantum 

Speed Limit. 
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Caṕıtulo 1

Introdução

O computador é uma máquina eletrônica que faz parte de
nosso dia a dia, capaz de realizar um sem número de propósitos dada a
possibilidade de poder ser programado para resolver processos lógicos
de maneira automática. Esse acha-se constitúıdo por diferentes peças
externas e internas, sendo duas dessas peças as mais importantes por
demarcar o poder da máquina: a unidade de armazenamento de dados
(memória) e a unidade de processamento (processador). Naturalmente,
sabe-se que o funcionamento de todas as classes de máquinas e dispo-
sitivos estão diretamente relacionado às leis da F́ısica, pois essa atua
como um órgão legislador que determina o que se pode realizar e o que
não se pode.

Por exemplo, sabe-se pela tecnologia atual que a quantidade
de dados digitais que pode ser armazenada na superf́ıcie dos discos
magnéticos por unidade de área, acha-se limitada pela sensibilidade
magnética do próprio disco e da precisão da cabeça magnética para
organizar as orientações dos domı́nios magnéticos associados a uma
unidade de informação, um bit. Por um lado, a máxima densidade de
informação que se pode armazenar nos sistemas f́ısicos estaria limitada
pela entropia ou pelo critério de Bekenstein [1]. Esse estabelece um
limite superior para a entropia S, ou para a informação I, que pode
estar contida dentro de uma determinada região finita do espaço, que
tem uma quantidade finita de energia.

Além disso, a capacidade de processamento da informação me-
diante o uso das unidades de processamento (CPU), tem mostrado um
aumento de desempenho ao longo dos anos, apresentando um compor-
tamento de crescimento exponencial desde 1978, como pode ser visto

1
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na Figura (1.1). Do mesmo modo, tem-se visto um aumento da capaci-
dade de armazenamento da informação por unidade de área. Esses dois
fatos de performance tecnológica aconteceram em um peŕıodo médio de
dezoito meses, onde se evidenciou um aumento do poder computacional
em um fator de dois. Tal fenômeno é conhecido como Lei de Moore.
Por essa razão, de continuar esse mesmo comportamento, não haveria
motivo algum pelo qual a lei de Moore não pudesse continuar vigente
sem preocupação alguma, pois essa é uma lei da genialidade humana
e não propriamente da natureza. Portanto, existirá algum momento
onde essa lei falhará? E quando isso acontecerá?

Figura 1.1: Comportamento do poder de processamento de informação
nos CPUs, em relação ao número de transistores, encadeamento simples de
execução, frequência de processamento, potência t́ıpica e núcleos lógicos.

Efetivamente, as respostas para essas perguntas poderão ser
achadas por meio da aplicação das leis da F́ısica nos processos da com-
putação [2–6]. Se continuar o comportamento de crescimento expo-
nencial das unidades de processamento, nas próximas duas décadas ou
mais, resultará um computador com a capacidade de processamento
equivalente à escala atômica individual. Na atualidade existem alguns
protótipos de computadores quânticos capazes de armazenar e proces-
sar a informação sob alguns poucos átomos individuais [7–17], sendo
esses átomos tratados como unidades fundamentais de processamento,
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comumente conhecidas na F́ısica quântica como q-bits1. Por enquanto,
tudo parece indicar que não há nada proibido nas leis da f́ısica para a
construção de um computador nessa escala capaz de operar com um
número cada vez maior de átomos [18].

Recentemente surgiu um grande interesse em determinar quais
são as leis da F́ısica que delimitam o poder da computação. Imagina-
se que os limites f́ısicos da computação estejam relacionados essenci-
almente às constantes fundamentais: a velocidade da luz no vácuo,
c = 2, 9979×108m s−1; a constante reduzida de Planck, � = h/2π =
1, 0545×10−34J s; a constante gravitacional, G=6, 673×10−11m3 kg−1
s−2; e a constante de Boltzmann, kB = 1, 3805×10−23J K−1. Achar
e compreender os limitantes f́ısicos, fornecerá um maior entendimento
da capacidade de armazenamento e da taxa de processamento da in-
formação. Do mesmo modo, na f́ısica quântica cada um desses limites é
interpretado da seguinte maneira: o primeiro, como o número de esta-
dos ortogonais que possui um sistema quântico sujeito a qualquer classe
de v́ınculo f́ısico. O segundo, com o número máximo de estados ortogo-
nais que o sistema quântico pode atingir por unidade de tempo, ou em
outras palavras, o mı́nimo tempo necessário por um sistema quântico
evoluir entre dois estados distingúıveis.

Uma primeira abordagem quântica para tentar calcular o li-
mite f́ısico da taxa do processamento de informação veio da relação de
incerteza de Heisenberg [19] entre o tempo e a energia, inicialmente dis-
cutida por Bohr [20] usando a analogia clássica da análise de Fourier de
tempo-frequência. Essa relação de incerteza foi interpretada em termos
de duração de um processo de perturbação ou preparação e a incerteza
correspondente na energia do sistema. Essa interpretação não apresen-
tou grande interesse, pelo fato do tempo ser um parâmetro e não uma
variável dinâmica que caracteriza a evolução do sistema quântico em
relação a sua energia.

Tentando responder melhor o significado dessa relação de in-
certeza em particular, Leonid Mandelstam e Igor Tamm em 1954 [21],
acabaram por abordar o problema da máxima taxa de processamento
de informação. Eles generalizaram a relação de incerteza de Heisenberg
entre o hamiltoniano Ĥ e um operador hermitiano R̂ qualquer,

ΔHΔR ≥ �
2

�����
∂�R̂�
∂t

����� , ΔO=

�
�Ô2�−�Ô�2, (1.1)

onde �Ô�= �ψ|Ô|ψ� é o valor esperado do observável Ô. Redefiniu-se
1Abreviação do inglês quantum bits.
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o conceito f́ısico da grandeza Δt na relação de incerteza ao associá-la
ao mı́nimo tempo necessário para que o valor médio da grandeza f́ısica
representada pelo operador R̂ evolua até apresentar uma mudança no
seu valor esperado equivalente a sua própria incerteza, ver apêndice A.1.
No caso particular onde o operador hermitiano é o operador projeção,
e calculando o tempo de transição de um estado quântico com uma
incerteza de energia definida para um outro estado, eles definiram a
grandeza Δt como o mı́nimo tempo necessário para que um sistema
quântico fechado com incerteza da energia definida, possa evoluir do
seu estado inicial até um estado ortogonal e assim distinguir um estado
do outro perfeitamente. Este pode ser considerado como o primeiro
critério do mı́nimo tempo de evolução quântico, em inglês Quantum
Speed Limit (QSL),

T
(MT )
mı́n ≥ π�

2ΔH
. (1.2)

Com o passar dos anos, alguns outros trabalhos surgiram com o propósito
de oferecer uma maior compreensão do mı́nimo tempo de evolução
quântico [22–26]. Sendo em 1990 Jeeva Anadan e Yakir Aharonov [27]
propuseram, mediante fundamentos geométricos, a descrição do mı́nimo
tempo de evolução de estados que apresentam uma dinâmica unitária
gerada pelo hamiltoniano de um sistemas quântico dependentes do
tempo, ver apêndice A.3. Eles obtiveram uma generalização do critério
MT nessa classe de sistemas quânticos, onde o estado inicial evolui até
atingir um determinado valor de fidelidade quântica,

TMT ≥ � arccos(
√
Ft)

ΔHt

, ΔHt =
1

t

t�

0

ΔHt�dt
�, (1.3)

onde Ft = |�ψ0|ψt�|2 é a fidelidade entre estados puros. O critério
MT estendido tem recebido2 uma grande aceitação devido ao signifi-
cado geométrico apresentado pelas grandezas f́ısicas envolvidas [28–31],
pois segundo a métrica de Fubini-Study definida para estados puros no
espaço de Hilbert, o numerador corresponde à curva geodésica que liga
o estado inicial com o estado evolúıdo [32]. Além disso, a incerteza
da energia pode ser interpretada como sendo a rapidez instantânea
apresentada pela evolução do estado, assim, o denominador do critério
interpreta-se como a rapidez média da evolução. Segundo esse critério,
a saturação da desigualdade implica que a dinâmica acontece ao longo

2Usa-se a noção de estendido no sentido de abranger estados quânticos que não
são perfeitamente distingúıveis, apresentando uma fidelidade diferente de zero.
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do menor caminho posśıvel, em consequência, o tempo previsto pelo
critério é equivalente ao gasto pelo estado segundo a dinâmica quântica.
Na maioria das vezes o tempo previsto é menor que o tempo requerido
pela evolução do estado quântico para atingir um determinado valor de
fidelidade, sendo esse tempo tão menor quanto maior for a incerteza da
energia apresentada pelo estado do sistema.

Entretanto, quase meio século depois de ter surgido o critério
MT, em 1998 Norman Margolus e Lev B. Levitin [33], ao analisar a taxa
de leitura de bits na comunicação, notaram que um sistema quântico
fechado pode exibir ΔH suficientemente grande mas com o valor fixo de
energia média �Ĥ�. Então acharam mais um critério do mı́nimo tempo
necessário para um sistema evolua do seu estado inicial até um outro
estado ortogonal, ver apêndice A.2, sendo esse tempo inversamente
proporcional à energia média do sistema menos o valor da energia do
estado fundamental E0,

T
(ML)
mı́n ≥ π�

2
�
�Ĥ�−E0

� . (1.4)

Devido à definição dos dois critérios anteriores para o mı́nimo tempo
de evolução em um sistema quântico fechado, atualmente esses dois
critérios são considerados fundamentais para a mecânica quântica, com
aplicações em metrologia quântica [34], na formulação dos limites f́ısicos
dos sistemas computacionais [35], no desenvolvimento de algoritmos
quânticos através do controle ótimo [36], desempenhando um papel fun-
damental na termodinâmica quântica [37]. Portanto, o mı́nimo tempo
de evolução para uma dinâmica quântica unitária entre estado ortogo-
nais, escreve-se de maneira resumida na literatura como sendo [38],

Tmı́n = max

�
π�
2ΔH

,
π�

2
�
�Ĥ�−E0

�
�
. (1.5)

Segundo a expressão anterior o critério de Mandelstam-Tamm (MT) é
assumido quando

�
�Ĥ�−E0

�
>ΔH, e o critério de Margolus-Levitin

(ML) no caso contrário [39]. Além disso, quando o estado quântico for
definido através de uma superposição homogênea entre dois autoestados
do hamiltoniano [40], haverá uma equivalência entre ambos critérios
devido a �Ĥ�−E0=ΔH.

A maioria dos estudos anteriores se concentraram na dinâmica
unitárias de sistemas quânticos isolados, enquanto, todos os sistemas
estão inevitavelmente acoplado a seus ambientes. Portanto, torna-se
necessário determinar o mı́nimo tempo de evolução para sistemas aber-
tos. Recentemente, Taddei et al. [30] desenvolveram um método para
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investigar o problema do mı́nimo tempo de evolução em sistemas aber-
tos descritos por mapas não unitários positivos através da utilização
da informação quântica de Fisher para a estimativa do tempo. Logo
depois, del Campo et al. [41] empregaram o conceito de pureza relativa
para derivar um critério anaĺıtico e computável para sistemas aber-
tos submetidos a uma evolução positiva que preserve o traço, podendo
ser vinculado facilmente a dinâmica não-markoviana. Recentemente,
Deffer e Lutz [42] formularam um critério para o mı́nimo tempo de
evolução para um sistema quântico aberto, e mostraram que efeitos
não-markovianos podem acelerar a evolução quântica. No entanto, o
critério obtido não pode ser aplicado diretamente quando o estado ini-
cial do sistema for um estado misto. Portanto, motivados pelos estudos
anteriores, Zhang et al. [43] através da definição alternativa de fideli-
dade, propuseram um critério computável que pode facilmente explicar
as situações em que os estados iniciais são mistos. Através de uma
abordagem inteiramente geométrica, Pires et al. [31], obtiveram uma
generalização para o critério do mı́nimo tempo de evolução dependendo
da métrica no espaço de estados do sistema, o qual se aplica para esta-
dos iniciais mistos e sistemas quânticos abertos.

A maior parte dessas generalizações obtidas do problema do
mı́nimo tempo de evolução concorda que a expressão correta no caso
de evoluções unitárias e estados iniciais puros seja dada pela eq.(1.3).
Diante desse resultado, optou-se por estudar duas aplicações do QSL.
Na primeira delas, procura-se investigar efeitos relativ́ısticos no QSL.
Na segunda aplicação, apresenta-se um método para melhorar a pre-
visão do tempo de evolução entre dois estados com fidelidade definida
F , uma vez que quando utilizado com este significado, a eq.(1.3) pode
fornecer previsões bastante inferiores ao tempo real da evolução.

Para abordar os problemas mencionados acima, inicia-se no
caṕıtulo 2 apresenta-se a dedução da teoria de Dirac e a exploração de
algumas das suas propriedades. No caṕıtulo 3, apresentam-se inicial-
mente a descrição da dinâmica de um elétron em um campo magnético
uniforme segundo a descrição não relativ́ıstica da mecânica quântica
de Schrödinger e a relativ́ıstica da teoria de Dirac. Em virtude da
noção obtida pelos critérios do mı́nimo tempo de evolução quântico,
no caṕıtulo 4 determina-se o mı́nimo tempo de evolução quando o es-
tado do elétron é definido como uma superposição entre dois de seus
autoestados com a mesma probabilidade. Com base nesses resultados,
analisa-se a rapidez média com que o elétron se desloca espacialmente
entre as posições médias definidas pelos estados inicial e final, sendo esse
último caso uma maneira de poder relacionar duas classes de espaços
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f́ısicos próprio a cada sistema quântico em particular: o espaço de Hil-
bert e o espaço das coordenadas espaço-temporal.

Depois de se ter estudado vários autoestados em superposição,
notou-se que não é qualquer classe de superposição que fornece uma mu-
dança da distância radial média do elétron, somente a classe das super-
posições onde os dois autoestados possuem o mesmo momento angular
e a mesma orientação de spin. Deste modo, apresenta-se a análise não
relativ́ısticas de três casos diferentes de superposição, seguida de uma
análise relativ́ıstica do primeiro caso, observando especificamente que
a descrição relativ́ıstica é a mais proṕıcia quando o elétron se encontra
em um campo magnético extremamente forte. Pois este não poderá
apresentar um deslocamento da sua posição radial média mais rápido
entre dois pontos do espaço que a velocidade da luz no vácuo.

Posteriormente, observa-se que os estados quânticos iniciais
formados através da superposição de dois autoestados com rótulos
quânticos vizinhos e momento angular nulo, são os que fornecem a
maior rapidez média da variação da distância radial média do elétron.
Por causa disso, analisa-se numericamente vários casos do estado ini-
cial em superposição segundo a equação de Dirac quando o campo
magnético externo for extremamente forte, conseguindo-se assim uma
estimativa da máxima rapidez posśıvel em que a distância radial média
do elétron pode mudar.

Além disso, propõe-se a análise de um caso de superposição
cujo estado inicial está associado diretamente à mecânica quântica re-
lativ́ıstica, pois esse envolve dois autoestados desse ente, correspon-
dentes a ńıveis energéticos de sinal diferente. Desejando estimar a
máxima rapidez posśıvel com que a posição radial média do um elétron
pode se deslocar na direção perpendicular ao campo magnético ex-
terno, analisa-se analiticamente e de maneira geral a superposição en-
tre quaisquer dois autoestados, achando assim, que a maior rapidez
apresentada pela variação da distância radial média do elétron acon-
tece por autoestados com rótulos quânticos vizinhos, momento angular
nulo e mesma orientação de spin. Ademais, observa-se que o máxima
variação da distância radial média para essa classe de superposição,
acontece quando o momento linear do elétron na direção do campo é
da mesma ordem que a raiz quadrada do campo magnético, sendo essas
duas grandezas f́ısicas muito maiores em relação à massa de repouso do
elétron [44].

No caṕıtulo 5 apresenta-se uma maneira de se poder fazer pre-
visões do tempo de evolução de um processo para sistemas quânticos
dependentes do tempo sob uma dinâmica unitária, mediante o uso
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do critério de Mandelstam-Tamm generalizado. Através da imple-
mentação de uma transformação unitária a ser achada, descreve-se o
sistema quântico em um novo referencial, onde a incerteza da ener-
gia seja menor em relação a sua contrapartida no referencial do labo-
ratório. Devido à importância que apresenta a incerteza da energia
para o critério MT estendido e segundo seu significado geométrico,
a implementação de um transformação unitária sobre essa condição
permitiria uma dinâmica quântica menos rápida, e portanto, a razão
entre a distância geodésica e a rapidez média do critério MT esten-
dido não seria tão pequena. Com base nesse racioćınio, propõe-se o
seguinte método quando for analisado o critério MT estendido no novo
referencial, estimando a fidelidade do estado quântico nesse referencial
em função da fidelidade apresentada pelo estado no referencial do la-
boratório. Além disso, estabelecendo a saturação da desigualdade do
critério MT estendido no novo referencial, e transformando-o em uma
equação transcendente, tem-se que as diferentes ráızes denotam os ins-
tantes nos quais a dinâmica do estado quântico cruza a geodésica que
liga o estado inicial com o estado ortogonal. Considerando as primei-
ras ráızes cronológicas em relação à fidelidade quântica do estado no
referencial do laboratório, poder-se-á obter uma previsão do tempo de
evolução mais próxima ao tempo real da evolução do estado do sistema
quântico, em relação aquela obtida segundo o critério MT estendido.

Aplicando o método proposto no contexto de ressonância magnética
nuclear (RMN) no caso de spin 1/2 e 3/2, obtém-se um sistema quântico
de dois e quatro ńıveis, respetivamente. Devido a uma grande mu-
dança apresentada pelo hamiltoniano com respeito a diferentes ins-
tantes, nesse contexto, implementa-se uma transformação unitária de
rotação ao longo do eixo de simetria do campo magnético externo, e
dessa forma, consegue-se um referencial girante onde a incerteza da
energia apresentada pelo estado quântico torna-se menor que sua con-
trapartida no referencial do laboratório. Além disso, estima-se a fi-
delidade quântica do estado evolúıdo nesse referencial em função da
fidelidade que apresenta o estado do sistema no referencial do labo-
ratório.

Conjuntamente, implementou-se a dinâmica experimental de
um estado quântico inicial de spin nuclear 1/2 e 3/2 no contexto de res-
sonância magnética, com o intuito de comparar a dinâmica de um sis-
tema quântico real e a dinâmica obtida mediante a solução da equação
de Schrödinger. Usar-se-á o conhecimento da incerteza da energia no
referencial do laboratório com o objetivo de realizar uma comparativa
justa entre o método proposto, a equação transcendente, e o critério
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MT estendido. Resolvendo numericamente a equação transcendente
do método proposto quando forem assumidas as primeiras ráızes cro-
nológicas para os valor de fidelidade do estado no referencial do labo-
ratório, obtém-se uma melhor previsão3 do tempo de evolução para a
dinâmica quântica do estado, em relação das previsões tão prematuras
obtidas segundo o critério MT estendido.

Finalmente, no caṕıtulo 6 são apresentadas as conclusões e
perspectivas desse trabalho.

3Nesse contexto, a previsão faz alusão ao tempo que deve ser esperado para que
o estado do sistema quântico evolua até atingir uma determinada fidelidade.
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Caṕıtulo 2

Teoria de Dirac

Sabe-se que na mecânica quântica não relativ́ıstica de estados puros, a
dinâmica das part́ıculas são descritas pela equação de Schrödinger. Não
obstante, a generalização da equação de Schrödinger veio mediante a in-
trodução dos operadores quânticos na relação de energia relativ́ıstica de
uma part́ıcula livre, obtendo primeiramente uma equação responsável
pela descrição de algumas part́ıculas fundamentais da f́ısica, caracteri-
zadas por possuir spin nulo. Essa equação é chamada de equação de
Klein-Gordon. Embora, muita das part́ıculas envolvidas nos fenômenos
do dia a dia possuem spin diferente de zero, sendo as mais comuns, o
nêutron, o próton e o elétron. Essas três part́ıculas apresentam uma ca-
racteŕıstica em comum, o spin fracionado 1/2. Portanto, nesse caṕıtulo
será apresentada a dedução da equação de Dirac e a exploração de al-
gumas das suas propriedades. Como primeira tentativa, parte-se da
relação energia e momento relativ́ıstico,

E2 = p2c2 +m2
0c
4. (2.1)

Substituindo a energia e o momento linear pelos operadores da mecânica

quântica Ê→ i�
∂

∂t
e p̂→−i�∇ e introduzindo a função de onda ψ as-

sociada a uma part́ıcula tem-se,

− �2
∂2

∂t2
ψ = −�2c2∇2ψ +m2

0c
4ψ, ou

�
�2 −

�m0c

�

�2�
ψ = 0.

(2.2)
Obtém-se assim a equação de Klein-Gordon para uma part́ıcula livre
de spin zero. De forma compacta a equação poderá ser expressa medi-
ante o uso do operador escalar d’Alembertiano �2, valendo a pena ser

11
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ressaltado nessa equação a segunda derivada no tempo e no espaço, isso
é mostra da equivalência existente entre o espaço e o tempo na relati-
vidade. Esse fato é a principal diferença com a equação de Schrödinger
onde só há uma primeira derivada temporal, além do termo de massa de
repouso. Introduzindo a notação relativ́ıstica do quadrivetor momento
linear,

pµ = (E/c,−�p) = i�
�
1

c

∂

∂t
,∇

�
, (2.3)

pode-se escrevê-lo de maneira compacta como,

pµ = i�∂µ, sendo ∂0 =
1

c

∂

∂t
, ∂1 =

∂

∂x
, ∂2 =

∂

∂y
, ∂3 =

∂

∂z
.

(2.4)
Então a equação de Klein-Gordon pode ser reescrita como,

�
pµpµ −m2

0c
2
�
ψ = 0. (2.5)

A idéia básica proposta por Dirac foi fatorar a equação de Klein-
Gordon, reduzindo assim a ordem da derivada temporal e espacial com
objetivo de obter uma melhor interpretação da estat́ıstica1 da função
de onda ψ.

pµpµ −m2
0c
2 =

�
ηνpν +m0c

��
γλpλ −m0c

�
,

=
�
η0p0 − η1p1 − η2p2 − η3p3 +m0c

�

×
�
γ0p0 − γ1p1 − γ2p2 − γ3p3 −m0c

�
,

= ηνγλpνpλ −m0c
�
ην−γν

�
pν −m2

0c
2.

(2.6)

Precisa-se anular o termo linear para manter a igualdade anterior, im-
plicando assim ην=γν ,

pµpµ = γνγλpνpλ. (2.7)

1O principal dificuldade de interpretação da equação de Klein-Gordon é o
carácter imaginário apresentado pela densidade de probabilidade, definida posi-
tivamente e as soluções de energia negativa. A reinterpretação feita por W. Pauli e
V. Weisskopf (1934) tratando a equação como uma equação de campo quantizado
segundo o formalismo da teoria quântica de campos, definiu a equação de Klein-
Gordon como a equação relativ́ıstica das part́ıculas de spin nulo, sendo os estados
de energia negativa interpretados como antipart́ıculas.
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Expandindo a expressão toda,

�
p0

�2−
�
p1

�2−
�
p2

�2−
�
p3

�2

=
�
γ0

�2�
p0

�2
+

�
γ1

�2�
p1

�2
+

�
γ2

�2�
p2

�2
+

�
γ3

�2�
p3

�2

+
�
γ0γ1+γ1γ0

�
p0p1 +

�
γ0γ2+γ2γ0

�
p0p2

+
�
γ0γ3+γ3γ0

�
p0p3 +

�
γ1γ2+γ2γ1

�
p1p2

+
�
γ1γ3+γ3γ1

�
p1p3 +

�
γ2γ3+γ3γ2

�
p2p3.

(2.8)

Implicando (γ0 = 1) e (γ1 = γ2 = γ3 = i), mesmo assim isso não é
suficiente para anular os termos cruzados. Em alternativa Dirac teve
a brilhante idéia em assumir cada γ como se fossem matrizes que não
comutam e satisfazem as seguintes condições,

�
γ0

�2
= 1,

�
γ1

�2
=
�
γ2

�2
=
�
γ3

�2
=−1,

γµγλ+γλγµ = 0, para µ �= λ
(2.9)

Mostrando que a menor dimensão matricial posśıvel é 4×4, sendo essa
consistente com a dimensão do espaço-tempo. Será usada a convenção
de Bjorken e Drell na qual uma matriz 4×4 que obedece a condição
(2.9) pode ser constitúıdas por blocos de matrizes base de dimensão
2×2,

γ0 =

�
�̂2×2 0

0 −�̂2×2

�
, γi =

�
0 σ̂i

−σ̂i 0

�
, (2.10)

onde σ̂i são as matrizes de Pauli,

σ̂x =

�
0 1
1 0

�
, σ̂y =

�
0 −i
i 0

�
, σ̂z =

�
1 0
0 −1

�
.

(2.11)
Dessa maneira a fatorização da equação de Klein-Gordon resulta ser,

�
pµpµ −m2

0c
2
�
=

�
γνpν +m0c

��
γλpλ −m0c

�
= 0. (2.12)

A priori qualquer dos dois termos pode ser nulo, por convenção é esco-
lhido o termo com o sinal negativo na massa, sendo esse similar à ex-
pressão compacta apresentada na eq.(2.2). Indiferentemente da eleição
do fator, a análise resultará a mesma.

γµpµ −m0c = 0. (2.13)
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Atuando sob uma função de onda ψ e fazendo uso de pµ= i�∂µ, obtém-
se a equação de Dirac,

i�cγµ∂µψ −m0c
2ψ = 0. (2.14)

O estado do sistema estará representado através de um vetor de quatro
componentes chamado espinor de Dirac, onde as suas duas primeiras
componentes estão associadas à autofunções da part́ıcula de energia
positiva e as últimas duas à autofunções da part́ıcula de energia ne-
gativa. Dessa maneira observa-se que o espinor descreve em si mesmo
uma superposição de part́ıculas com energia de sinal diferente,

ψ =




ψ1
ψ2
ψ3
ψ4


 . (2.15)

Resumindo a escrita do espinor a só duas componentes com sinal de
energia diferente tem-se,




i�
∂

∂t
−m0c

2 −cσ̂ ·�̂p

cσ̂ ·�̂p −i� ∂
∂t

−m0c
2




�
ψA
ψB

�
= 0,

ψA =

�
ψ1
ψ2

�
, ψB =

�
ψ3
ψ4

�
.

(2.16)

Mudando o sinal da primeira linha sem alterar o resultado e multipli-
cando a expressão toda pela velocidade da luz no vácuo tem-se,




−i� ∂
∂t
+m0c

2 cσ̂ ·�̂p

cσ̂ ·�̂p −i� ∂
∂t

−m0c
2




�
ψA
ψB

�
= 0. (2.17)

Nota-se que o operador energia agora acha-se multiplicado pela matriz
identidade. Em virtude àquilo, reescreve-se a equação de Dirac da
seguinte maneira,

i��̂2×2
∂

∂t

�
ψA
ψB

�
=

�
m0c

2 cσ̂ ·�̂p
cσ̂ ·�̂p −m0c

2

��
ψA
ψB

�
(2.18)

Portanto o hamiltoniano de Dirac para uma part́ıcula livre resulta ser,

ĤD = cα·p̂+ βm0c
2, (2.19)
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onde α e β são duas matrizes hermitianas que satisfazem (αx)
2 =

(αy)
2=(αz)

2=β2=�4×4,

α =

�
0 σ̂
σ̂ 0

�
, β =

�
�̂2×2 0

0 −�̂2×2

�
. (2.20)

Em śıntese, a equação de Klein-Gordon e a equação de Dirac admi-
tem soluções de energia negativa. Em 1930, Dirac propôs uma maneira
para superar a dificuldade da interpretação dos autoestados de ener-
gia negativa. Ele interpretou esses estados como um mar cheio só de
elétrons de energia negativa. Segundo o prinćıpio de exclusão de Pauli,
cada um dos elétrons pode ocupar de maneira individual cada estado.
Uma transição de um estado de energia negativa para um estado de
energia positiva é posśıvel mediante a interação eletromagnética com
energia superior a 2m0c

2, deixando no mar de elétrons uma ausência
de carga elétrica negativa, podendo ser vista como uma part́ıcula de
carga positiva e de energia positiva. Isso foi interpretado como uma
part́ıcula chamada pósitron. Por causa dessa interpretação Dirac pre-
disse a existência da antipart́ıcula do elétron, posteriormente sendo des-
coberta em 1933 por C. D. Anderson. Certamente, isso é considerado
um dos grandes triunfos dessa teoria quântica relativ́ıstica.

2.1 Part́ıcula livre

Partindo da equação de Dirac (2.18), e notando a independência na
posição �r e no tempo t do hamiltoniano de Dirac, pode-se procurar uma
autofunção que seja comum ao operador energia e o operador momento
linear de maneira simultânea. Essa classe de solução é chamada de
onda plana, sendo expressa de maneira geral como,

ψ(�r, t) = A U exp
�
i(�p·�r − Et)/�

�
, (2.21)

onde A é uma constante e U é o espinor quadridimensional indepen-
dente do espaço e do tempo,

U =




u1
u2
u3
u4


 . (2.22)
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A ação do operador energia e de momento linear sobre essa solução
resulta no autovalor de cada operador respetivamente,

Ê = i�∂t → E = �ω,

p̂ = −i�∇ → �p = ��k.
(2.23)

Ao substituir a função (2.21) na equação de Dirac resulta em,
�
cα·�p+ βm0c

2
�
U = E U. (2.24)

Para o caso no qual a part́ıcula não apresenta movimento algum (�p=0),
a equação de Dirac fica,

�
m0c

2
�̂2×2 0

0 −m0c
2
�̂2×2

�
U = EU, (2.25)

apresentado os autovalores E+ = m0c
2 e E− = −m0c

2, ambos sendo
duplamente degenerados. Além disso, quatro espinores linearmente
independentes,

U (1) =




1
0
0
0


 , U (2) =




0
1
0
0


 , U (3) =




0
0
1
0


 , U (4) =




0
0
0
1


 ,

(2.26)
sendo os dois primeiros associados à part́ıcula de energia positiva e os
outros dois à part́ıcula de energia negativa. Por outro lado, o caso de
maior interesse é aquele donde a part́ıcula apresenta movimento (�p �=0).
Nesse caso é realmente útil rescrever o espinor de maneira reduzida a
só duas componentes,

U =

�
U (+)

U (−)

�
, onde U (+) =

�
u1
u2

�
, U (−) =

�
u3
u4

�
.

(2.27)
Dessa maneira a equação de Dirac (2.24), escrita de maneira matricial
fica,

�
m0c

2
�̂2×2 cσ̂ ·�̂p

cσ̂ ·�̂p −m0c
2
�̂2×2

��
U (+)

U (−)

�
= E

�
U (+)

U (−)

�
. (2.28)

obtendo duas equações,

m0c
2U (+) + cσ̂ ·�̂pU (−) = E U (+), (2.29a)

cσ̂ ·�̂pU (+) −m0c
2U (−) = E U (−). (2.29b)
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Isolando U (+) da eq.(2.29a) e U (−) da eq.(2.29b), obtém-se,

U (+) =
cσ̂ ·�̂p

E −m0c2
U (−), U (−) =

cσ̂ ·�̂p
E +m0c2

U (+). (2.30)

Portanto,

U (+) =
cσ̂ ·�̂p

E −m0c2
cσ̂ ·�̂p

E +m0c2
U (+). (2.31)

Simplificando e organizando os termos,

c2
�
σ̂ ·�̂p

�2
= E2 −m2

0c
4, (2.32)

onde, �
σ̂ ·�̂p

��
σ̂ ·�̂p

�
= �̂p·�̂p+ iσ̂ ·

�
�̂p× �̂p

�
= p2, (2.33)

obtém-se as energias associadas à part́ıcula, sendo cada uma delas du-
plamente degeneradas,

E± = ±
�
c2p2 +m2

0c
4. (2.34)

Com base nas duas energias obtidas, as duas primeiras componentes
dos espinores dos autoestados de energia positiva podem ser expressos
na base das orientações do spin2, obtém-se,

U (1) = N




1
0

cσ̂ ·�p
E+ +m0c

2

0


 , U (2) = N




0
1
0

cσ̂ ·�p
E+ +m0c

2


 .

(2.35)
Onde N é a constante de normalização. Similarmente, representa-se os
espinores correspondentes à part́ıcula de energia negativa,

U (3) = N




cσ̂ ·�p
E− −m0c

2

0
1
0


 , U (4) = N




0
cσ̂ ·�p

E− −m0c
2

0
1


 .

(2.36)

2O estado de uma part́ıcula de spin 1/2 é representada através da combinação

linear de

�
1
0

�
e

�
0
1

�
.
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A seguir se exemplifica a ortogonalidade dos espinores,

U (1)†U (3) = N2

�
α2

cσ̂ ·�̂p
E− −m0c

2 + α2
cσ̂ ·�̂p

E+ +m0c
2

�
,

= N2α2c
�
σ̂ ·�̂p

�� 1

E− −m0c
2 +

1

E+ +m0c
2

�
,

E+ = +|E|
E− = −|E|

= N2α2c
�
σ̂ ·�̂p

�� E+ +m0c
2 + E− −m0c

2

E−E+ −m2
0c
4 + E−m0c2 − E+m0c2

�
= 0.

(2.37)

2.2 Spin e Helicidade

Com base nos resultados anteriormente obtidos, nota-se que cada valor
de energia está associada a dois espinores, porém cada ńıvel energético
é duplamente degenerado. Esse fato implica na existência de mais uma
grandeza f́ısica representada por um operador capaz de comutar com
o hamiltoniano de Dirac, onde seus autovalores são os responsáveis de
fornecer mais uma caracteŕısticas associada a cada um dos espinores.
Com o fim de achar esse operador, em primeira instância se introduz o
operador spin quadridimensional,

Ŝ =
�
2
Σ̂ =

�
2

�
σ̂ 0
0 σ̂

�
. (2.38)

De maneira geral o operador Σ̂ é a representação quadridimensional
de cada uma das matrizes de Pauli Σ̂ ≡ (Σ1,Σ2,Σ3), com as mesmas
propriedades. Por exemplo: a relação de comutação e anticomutação,
além do quadrado das matrizes ser igual à identidade. A ação do ope-
rador spin quadridimensional em um certo estado quântico ψ resulta
ser,

Ŝ2ψ = s(s+ 1)�2ψ, s =
1

2
. (2.39)

Analisando a comutação do operador spin quadridimensional com o
hamiltoniano de Dirac de uma part́ıcula livre tem-se,

�
Ĥ, Ŝ

�
=

�
2

�
cα̂·�̂p+ βm0c

2, Σ̂
�
=

�c
2

�
α̂·�̂p, Σ̂

�
,

=
�c
2

�
0

�
(σ̂ ·�̂p), (σ̂ ·�̂2×2)

�
�
(σ̂ ·�̂p), (σ̂ ·�̂2×2)

�
0

�
,

(2.40)
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onde,

(σ̂ ·�̂p)(σ̂ ·�̂2×2) = �̂p·�̂2×2 + iσ̂ ·
�
�̂p×�̂2×2

�
,

(σ̂ ·�̂2×2)(σ̂ ·�̂p) = �̂2×2 ·�̂p+ iσ̂ ·
�
�̂2×2×�̂p

�
,

�
→

�
(σ̂·̂�p), (σ̂·̂�2×2)

�
= 2i�̂2×2·

�
σ̂×�̂p

�
.

(2.41)
Obtém-se finalmente,

�
Ĥ, Ŝ

�
= i�c

�
0 �̂2×2 ·

�
σ̂ × �̂p

�

�̂2×2 ·
�
σ̂ × �̂p

�
0

�
= i�c

�
α̂× �̂p

�
. (2.42)

Esse resultado mostra que o operador Ŝ não é uma contante de movi-
mento. Ainda sendo o caso no qual o spin acha-se orientado em uma
direção privilegiada, mostra-se que a relação de comutação continua
sendo diferente de zero,

�
Ĥ, n̂·Ŝ

�
= −i�c α̂·

�
n̂× �̂p

�
. (2.43)

Significando assim que as autofunções de Ĥ em geral não são auto-
funções de Sn = n̂ · Ŝ. Além disso, os autovalores de Ŝ dependem da
orientação espacial (θ, ϕ). Voltando na equação anterior e orientando
o operador spin na mesma direção do momento linear êp, nesse caso a

relação de comutação resulta ser nula, pois êp×�̂p=0,
�
Ĥ, êp ·Ŝ

�
= 0. (2.44)

Obtém-se dessa maneira uma constante de movimento, nesse caso o
operador êp ·Ŝ é chamado de operador helicidade. Facilmente se pode
mostrar que a comutação anterior é satisfeita no caso de uma part́ıcula
livre, implicando assim a comutação entre êp · Ŝ com p̂ = −i�∇. Por
outro lado, os autovalores do operador helicidade estão dados por λ�,
sendo λ um número quântico conhecido como helicidade. No caso parti-
cular quando λ=+1/2 diz-se que o elétron tem uma helicidade positiva
e λ=−1/2 uma helicidade negativa. Portanto, para qualquer momento
linear do elétron, existem dois espinores associados a caracterizar os
autoestados de energia positiva e dois para os autoestados de energia
negativa, sendo cada um desses correspondente a uma helicidade dife-
rente.

Em particular e sem perca de generalidade, há um caso de
grande interesse, esse é quando o momento linear possui uma compo-
nente �p = (0, 0, p). Obtendo como consequência os quatro espinores
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seguintes,

U (1) = N




1
0
cp

E+ +m0c
2

0


 , U (2) = N




0
1
0

−cp
E+ +m0c

2


 ,

(2.45)

U (3) = N




cp
E− −m0c

2

0
1
0


 , U (4) = N




0
−cp

E− −m0c
2

0
1


 ,

(2.46)
Expressando a energia positiva e negativa como E±=±|E|, a constante

de normalização dos espinores resulta ser N =

�
|E|+m0c

2

2|E| . A ação

do operador helicidade nos espinores fornece o seguinte resultado,

�
êp ·Ŝ

�
U (r) = λ� U (r), λ =

�
+1/2, r = 1, 3.
−1/2, r = 2, 4.

(2.47)

Com base na análise anterior, deseja-se examinar o mı́nimo tempo de
evolução quântica para a definição do estado inicial do elétron como
uma superposição de dois autoestados de energias diferentes, dessa
forma não haverá uma discussão sobre qual dos dois critérios é o melhor,
pois ambos se toram equivalentes. Dessa forma, tem-se

ψ(z, t) =
A√
2

�
U (1) exp[i(pzz−E+t)/�] + U (4) exp[i(pzz−E−t)/�]

�
.

(2.48)
Calcula-se as gradezas necessárias para a análise dos critérios,

�Ĥ� = 1

2

�
E+ + E−

�
= 0, (2.49a)

�Ĥ2� = 1

2

�
E2+ + E2−

�
= m2

0c
4 + c2p2, (2.49b)

ΔH =
�
m2
0c
4 + c2p2,

�
�Ĥ� − E0

�
=

�
m2
0c
4 + c2p2. (2.49c)

Portanto o mı́nimo tempo de evolução necessário para realizar a transição
do estado inicial até o estado final é,

Tmı́n =
π�

2
�
m2
0c
4 + c2p2

. (2.50)
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Fazendo uso das unidades naturais, ver apêndice C, as grandezas f́ısicas
podem ser expressadas como, c = � = 1, a massa do elétron é (m0 =
0, 5110MeV), o tempo possui unidades de (1eV−1=6, 5823 × 10−16s),
isso é feito com o fim de simplificar de simplificar as contas numéricas,

Tmı́n(pz) =
π

2
�
m2
0 + p2z

[eV−1]. (2.51)

Na figura (2.1) à direita, visualiza-se o comportamento apresentado
por Tmı́n em função do momento linear. Nota-se que o mı́nimo tempo
de transição é indiferente ao valor da helicidade do estado inicial e do
estado final do elétron livre. Isso deve-se ao fato que a helicidade é
uma caracteŕıstica da orientação do spin em relação à direção do mo-
mento linear, sendo similar à projeção de spin em um campo magnético
uniforme, pois a diferença principal se encontra no fato que a helici-
dade não está associadas a ńıveis energéticos diferente, contrariamente
à projeção do spin em um campo magnético uniforme.
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Figura 2.1: Mı́nimo tempo de evolução para o elétron relativ́ıstico com
momento linear pz.



Caṕıtulo 3

Dinâmica de um elétron
em um campo magnético
uniforme

Com o objetivo de aplicar de maneira concreta os critérios do mı́nimo
tempo de evolução de MT e ML a um estado quântico simples, define-se
o estado inicial do sistema como uma superposição de igual probabili-
dade entre dois autoestados do hamiltoniano. A interação do spin com
o campo magnético uniforme seria o candidato mais simples em ser
analisado. Mas as autofunções que caracterizam os dois autoestados só
apresentam grau de liberdade de spin e não espaciais. Por outro lado,
se o elétron apresenta movimento na presença de um campo magnético
uniforme, evidencia-se como consequência que os autoestados estão des-
critos por componentes tanto espaciais como de spin. Nesse caṕıtulo se
apresenta inicialmente a descrição da interação do spin com o campo
magnético, seguida de uma descrição completa da mecânica quântica
não relativ́ıstica para o elétron em movimento na presença de um campo
magnético uniforme. Com base nessa descrição, finalmente se realiza a
descrição relativ́ıstica de Dirac para mesmo sistema quântico anterior.

3.1 Interação spin-campo magnético

Considera-se o caso do elétron em repouso na presença de um campo
magnético externo uniforme. Desprezando qualquer força externa, o
hamiltoniano que descreve o elétron fica em função só da interação do

23



24 CAPÍTULO 3. ELÉTRON EM UM CAMPO MAGNETICO

momento magnético do elétron �µ com o campo magnético externo �B,

�µ = −
�

e

m0

�
Ŝ, (3.1)

onde Ŝ é o operador de spin e o módulo da carga elétrica fundamental
(e=1, 6021× 10−19C). O hamiltoniano da interação se expressa como,

Ĥ = −�µ· �B =
e

m0

�B ·�S. (3.2)

Por simplicidade será assumido o campo magnético orientado ao longo
da direção ẑ,

Ĥ =
e�
2m0

�B ·σ̂ = e�
2m0

Bσ̂z =
e�
2m0

B

�
1 0
0 −1

�
. (3.3)

Os autovalores são,

E± = ±�ω, ω =
eB

2m0
(Frequência de Larmor), (3.4)

e os autovetores são,

|+� =
�
1
0

�
, |−� =

�
0
1

�
. (3.5)

Com base nesses resultados e desejando analisar o mı́nimo tempo de
evolução para esse sistema, define-se o estado do elétron como a super-
posição entre os dois autoestados,

|ψ� = 1√
2

�
|+�+ |−�

�
. (3.6)

As grandezas f́ısicas precisadas para o cálculo de cada um dos critério
do mı́nimo tempo de evolução quântica são,

�H� = 0, �H2� = �2ω2.
ΔH = �ω,

�
�H� − E0

�
= �ω.

(3.7)

Nota-se que os dois critérios resultam ser equivalentes para essa super-
posição em particular,

Tmı́n =
πm0

eB
. (3.8)

A demostração da equivalência entre o critérios de MT e ML para essa
classe de superposição é apresentada no apêndice A. Quando se tem
um campo magnético cuja intensidade é (B=10T), a massa do elétron
(m0=9, 1×10−31kg) e a carga elétrica (e=1, 6021×10−19C), obtém-se
o mı́nimo tempo igual a (Tmı́n=1.784× 10−12s=1.784ps).
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3.2 Elétron em movimento em campo magnético
uniforme: descrição não relativ́ıstica

Seja um elétron em movimento localizado em uma região onde há um
campo magnético externo uniforme �B. Assumindo as transformações de
gauge1 de Landau2, expressa-se o potencial vetor da seguinte maneira,

�A(�r) =
1

2

�
�B × �r

�
. (3.9)

Escrevendo o operador momento linear segundo a transformação canônica
(p̂→ p̂ − q �A), a carga do elétron (q=−e), o hamiltoniano do sistema
resulta ser,

Ĥ =
1

2m0

�
p̂+ e �A

�2
+

e

m0

�B ·�S,

=
−�2

2m0
∇2 +

e2A2

2m0
− ie�
2m0

�
∇· �A+ �A·∇

�
+

e

m0

�B ·�S.
(3.10)

O segundo termo do hamiltoniano é dado por,

e2A2

2m0
=

e2

8m0

�
�B × �r

�2
=

e2

8m0
B2r2 sin2(θBr) =

e2

8m0

�
B2r2 − ( �B ·�r)2

�
,

(3.11)
usando a definição de θBr como sendo o ângulo entre o campo magnético
e o vetor posição do elétron, obtém-se o resultado anterior. Os termos
cruzados serão calculados com ajuda de uma função escalar φ,

∇·
�
�Aφ

�
=

�
∇· �A

�
φ+ �A·∇φ. (3.12)

O primeiro termo da expressão anterior é,

�
∇· �A

�
φ =

1

2
∇·

�
�B × �r

�
φ =

1

2

�
∇× �B

�
·�rφ− 1

2

�
∇× �r

�
· �Bφ = 0. (3.13)

1Usualmente denominado em português como calibre.
2O gauge de Landau fornece a simetria evidenciada classicamente quando o

elétron no campo magnético homogêneo realiza uma trajetória helicoidal.
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Esse resultado mostra que o gauge de Landau satisfaz o gauge de Cou-
lomb. Prosseguindo o cálculo de maneira similar para o segundo termo,

�A· ∇φ = 1

2

�
�B × �r

�
·∇φ,

=
1

2

�
zBy−yBz , xBz−zBx , yBx−xBy

�
·∇φ,

=
1

2

�
zBy∂x − yBz∂x + xBz∂y − zBx∂y + yBx∂z − xBy∂z

�
φ,

=
1

2

�
Bx

�
y∂z−z∂y

�
+By

�
z∂x−x∂z

�
+Bz

�
x∂y−y∂x

��
φ,

=
1

2
�B ·

�
�r ×∇

�
=

i

2�
�B ·

�
�r × P̂

�
φ =

i

2�
�B ·L̂φ.

(3.14)

Eliminando a função φ dos resultados anteriores, tem-se que o hamil-
toniano (3.10) fica,

Ĥ =
−�2

2m0
∇2 +

e2

8m0

�
B2r2−( �B ·�r)2

�
+

e

2m0

�B ·
�
L̂+2Ŝ

�
. (3.15)

Por simplicidade, supõe-se que o campo magnético esteja ao longo do
eixo ẑ. Em consequência o hamiltoniano fica,

Ĥ =
−�2

2m0
∇2 +

e2B2

8m0

�
x2 + y2

�
+

eB

2m0

�
L̂z + 2Ŝz

�
,

=
−�2

2m0

∂2

∂z2
+

−�2

2m0

�
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

�
+
e2B2

8m0

�
x2 + y2

�
+

eB

2m0

�
L̂z + 2Ŝz

�
.

(3.16)

Resultando fácil notar as três naturezas diferentes dos termos do hamil-
toniano, part́ıcula livre na direção ẑ, oscilador harmônico bidimensional
isotrópico no plano (x−y) e finalmente a interação do momento angular
orbital e de spin com o campo magnético. Seja ψ(�r, σ) a função de onda
associada ao sistema, a equação de Schrödinger fica escrita como,

�
−�2

2m0

∂2

∂z2
+

−�2

2m0

�
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

�
+
e2B2

8m0

�
x2+y2

�

+
eB

2m0

�
L̂z+2Ŝz

�
�
ψ(�r, σ) = Eψ(�r, σ).

(3.17)
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Pode-se expressar a função de onda como o produto de funções segundo
a natureza própria de cada uma delas,

ψ(�r, σ) = F (x, y) exp(ipzz/�)Γ, Γ =

� �
1
0

�
, ms = +1/2�

0
1

�
, ms = −1/2 .

(3.18)
Dessa maneira, analisa-se isoladamente o movimento bidimensional que
acontece em volta do eixo ẑ, obtém-se assim a equação de Schrödinger
correspondente ao oscilador harmônicos bidimensional,

�−�2

2m0

�
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

�
+
1

2
m0ω

2
�
x2+y2

��

� �� �
H �
xy

F (x, y) = E� F (x, y), (3.19)

onde ω= eB
2m0

. A priori, sabe-se que a energia do oscilador harmônico
quântico é,

E� = �ω(nx + ny + 1) = �ω(n+ 1), n≥0. (3.20)

Nota-se que cada um dos ńıveis de energia E�
n, acha-se associados (n+1)

autoestados degenerados,

Fnx=n,ny=0 , Fnx=n−1,ny=1 , · · · , Fnx=0,ny=n, (n+1 vezes). (3.21)

Em visto à degenerescência evidenciada, procura-se mais uma grandeza
f́ısica capaz de caracterizar melhor cada uma dos estados pertencentes
a certo ńıvel de energia. Notando a simetria do potencial harmônico bi-
dimensional sob rotações entorno ao eixo ẑ, introduz-se L̂z como sendo
a componente do operador momento angular orbital orientada no eixo
ẑ,

L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x. (3.22)

Sejam os respectivos operadores algébricos de aniquilação e criação,
para cada uma das coordenada cartesianas, que satisfazem a seguinte
relação de comutação [âx, â

†
x]=[ây, â

†
y]=1,

âx =
1√
2

�
x̂β + i

P̂x
β�

�
, â†x =

1√
2

�
x̂β − i

P̂x
β�

�
, β =

�
mω

�
,

ây =
1√
2

�
ŷβ + i

P̂y
β�

�
, â†y =

1√
2

�
ŷβ − i

P̂y
β�

�
,

(3.23)
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onde β é a constate rećıproca ao comprimento do oscilador. Expressa-se
x̂, ŷ, p̂x, p̂y, em função dos operadores algébricos,

x̂ =
1

β
√
2

�
âx + â†x

�
, P̂x = −i �β√

2

�
âx − â†x

�
,

ŷ =
1

β
√
2

�
ây + â†y

�
, P̂y = −i �β√

2

�
ây − â†y

�
.

(3.24)

O operador momento angular fica reescrito como,

L̂z = i�
�
âxâ

†
y − â†xây

�
. (3.25)

Igualmente o hamiltoniano do oscilador,

Ĥ �
xy = �ω

�
â†xâx + â†yây + 1

�
. (3.26)

Calculando a comutação entre o momento angular com o hamiltoniano,

�
Ĥ �
xy, L̂z

�
=

�
�ω

�
â†xâx + â†yây + 1

�
, i�

�
âxâ

†
y − â†xây

��
,

= i�2ω

�
�
â†xâx, âxâ

†
y − â†xây

�
+

�
â†yây, âxâ

†
y − â†xây

�
�
,

= i�2ω
�
− âxâ

†
y + â†xây + â†yâx − âyâ

†
x) = 0,

(3.27)

mostra-se dessa maneira que L̂z é uma constante de movimento, a qual
possui um conjunto de autofunções que são comuns com Ĥ �

xy. Por
tal motivo, deseja-se expressar o fenômeno em relação à simetria axial
evidenciada no sistema. Certamente, as coordenadas ciĺındricas são as
mais adequada para caracterizar o sistema. Introduzindo o conceito
de operadores quânticos algébricos circular à direita âR, e circular à
esquerda âL, definidos

3 como,

âR =
1√
2

�
âx − iây

�
, âL =

1√
2

�
âx + iây

�
, (3.28)

a ação dos operadores âR (ou âL) sob o estado Fnx,ny
, gera um estado

quântico que é uma combinação linear de Fnx−1,ny
e Fnx,ny−1, obtendo

assim, um estado estacionário de um quantum �ω de energia menor.

3A esfera de Poincaré é a maneira geométrica de representar a polarização da
luz por meio dos vetores de Jones, com base na polarização circular definem-se os
operadores quânticos algébricos circulares.
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Contrariamente, a ação de â†R (ou â†L) geram um estado quântico de
um quantum de energia maior. A atuação dos operadores algébricos
circulares sobre o autoestado Fnx,ny é interpretada como a destruição
ou criação de um quantum circular à direita ou à esquerda, respectiva-
mente.

A relação de comutação entre os operadores (âR, âL, â
†
R, â

†
L), é:

�
âR, â

†
R

�
=

�
âL, â

†
L

�
= 1. (3.29)

Além disso,

â†RâR =
1

2

�
â†xâx + â†yây + i(âxâ

†
y − â†xây)

�
,

â†LâL =
1

2

�
â†xâx + â†yây − i(âxâ

†
y − â†xây)

�
.

(3.30)

Com base nisso, Ĥ �
xy e L̂z podem ser expressos,

Ĥ �
xy = �ω

�
N̂R + N̂L + 1

�
, L̂z = �

�
N̂R − N̂L

�
, (3.31)

onde N̂R = â†RâR, e N̂L = â†LâL são os operadores número de quanta
à direita e esquerda respectivamente. Quando eles atuarem no estado
Fnx,ny

fornecerão os números quânticos (nR, nL), valores inteiros mai-
ores ou igual a zero que caracterizam melhor o sistema ao levar em
conta o ńıvel de energia e o momento angular próprio a cada estado
degenerado. Definindo o estado fundamental F0,0 como aquele estado
que apresenta ausência de quanta circulares, com base nesse estado será
posśıvel expressar qualquer autoestado através da ação consecutiva dos
operadores de criação de um quantum circular,

FnR,nL
=

1�
(nR)!(nL)!

(â†R)
nR(â†L)

nLF0,0, (3.32)

onde FnR,nL
é uma autofunção tanto do Ĥ �

xy como do L̂z, fornecendo
os autovalores �ω(n+1) e ml�, respectivamente. Dessa maneira o par
de números quânticos (n,ml) será definido em função do par (nR, nL),

n = nR + nL, ml = nR − nL. (3.33)

Dado que nR e nL são números inteiros maiores ou iguais a zero, há
(n+1) estados degenerados para cada valor de energia como foi mostrado
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na eq.(3.21), apresentando a seguinte relação,

nR = n ; nL = 0
nR = n− 1 ; nL = 1,

...
nR = 0 ; nL = n.

(3.34)

Observando no caso particular (n=0, 1), os autovalores da componente
do momento angular na direção ẑ, ml�,

n = 0 ⇒
�
nR = 0 , nL = 0 → ml = 0

n = 1 ⇒
�

nR = 1 , nL = 0 → ml = +1
nR = 0 , nL = 1 → ml = −1

(3.35)

De maneira geral para um valor n fixo, há um conjunto de valores de
ml,

ml = n , n− 2 , n− 4 , · · · , −n+ 2 , −n. (3.36)

Expressando o autoestado FnR,nL
através do par (nR, nL), tem-se,

F
nR=

n+ml
2 ,nL=

n−ml
2

. (3.37)

Dado que o oscilador harmônico bidimensional no plano (x−y) apre-
senta simetria de rotação entorno do eixo ẑ, faz-se uso das coordenadas
polares para realizar uma descrição mais proṕıcia do fenômeno que está
acontecendo. Seja,

x = � cosϕ
y = � sinϕ

, � ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π. (3.38)

Em relação à mudança de coordenadas, precisa-se expressar os opera-
dores âR e âL em função das coordenadas polares, para fazê-lo se inicia
decompondo âR,

âR =
1√
2

�
âx − iây

�
,

=
1

2

��
x̂β + i

Px
β�

�
− i

�
ŷβ + i

Py
β�

��
,

=
1

2

�
β
�
x̂− iŷ

�
+

i

�β
�
P̂x − iP̂y

��
,

=
1

2

�
β
�
x− iy

�
+
1

β

�
∂

∂x
− i

∂

∂y

��
.

(3.39)
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Em relação à definição das coordenadas polares � =
�
x2+y2 e ϕ =

arctan (y/x), verifica-se que,

�
x− iy

�
= �

�
cosϕ− i sinϕ

�
= �e−iϕ. (3.40)

e os diferenciais ficam expressos,

∂

∂x
=

∂

∂�

∂�

∂x
+

∂

∂ϕ

∂ϕ

∂x
= cosϕ

∂

∂�
− 1

�
sinϕ

∂

∂ϕ
,

∂

∂y
=

∂

∂�

∂�

∂y
+

∂

∂ϕ

∂ϕ

∂y
= sinϕ

∂

∂�
+
1

�
cosϕ

∂

∂ϕ
,

(3.41)

�
∂

∂x
− i

∂

∂y

�
=

�
cosϕ− i sinϕ

� ∂
∂�

− 1

�

�
sinϕ+ i cosϕ

� ∂

∂ϕ
,

= e−iϕ
�
∂

∂�
− i

�

∂

∂ϕ

�
.

(3.42)

Finalmente o operador âR e â
†
R ficam expressados da seguinte maneira,

âR =
e−iϕ

2

�
β�+

1

β

∂

∂�
− i

β�

∂

∂ϕ

�
, â†R =

eiϕ

2

�
β�− 1

β

∂

∂�
− i

β�

∂

∂ϕ

�
.

(3.43)
Pode-se obter da mesma maneira,

âL =
eiϕ

2

�
β�+

1

β

∂

∂�
+

i

β�

∂

∂ϕ

�
, â†L =

e−iϕ

2

�
β�− 1

β

∂

∂�
+

i

β�

∂

∂ϕ

�
.

(3.44)
A ação de âR ou âL sobre o estado fundamental do oscilador FnR=0,nL=0,
(n=ml=0), resulta em,

âRF0,0 =
e−iϕ

2

�
β�+

1

β

∂

∂�
− i

β�

∂

∂ϕ

�
F0,0 = 0. (3.45)

Portanto o estado fundamental (nR = 0, nL = 0) normalizado é,

F0,0(�, ϕ) =
β√
π
e−β

2�2/2. (3.46)

Ao aplicar nR-vezes o operador â
†
R sob o estado F0,0(�, ϕ), está-se cri-

ando nR quanta à direita sob o estado fundamental resultando assim,

FnR,0(�, ϕ) =
β�

π(nR)!

�
β�

�nR
e−β

2�2/2einRϕ. (3.47)
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Analogamente, a ação de nL-vezes o operador â
†
L sob F0,0(�, ϕ) resulta,

F0,nL
(�, ϕ) =

β�
π(nL)!

�
β�

�nL
e−β

2�2/2e−inRϕ. (3.48)

Para um determinado ńıvel de energia En=�ω(n+1), a função (3.47)
corresponde ao valor máximo da projeção do momento angular na
direção ẑ ml = n, e a função (3.48) corresponde ao valor mı́nimo
ml=−n.

A ação consecutiva do operador â†L nL-vezes sobre a auto-

função FnR,0 ou â†R nR-vezes sobre a autofunção F0,nL
permite obter

a função FnR,nL
(�, ϕ) para qualquer par de valores nR, nL. Após de

ter calculado uma grande quantidade de funções pela ação dos dois
operadores de criação, observou-se que as funções obtidas são pro-
porcionais aos polinômios de Laguerre generalizados denotados por

L
(α)
n (x) [45, 46]. De maneira geral qualquer função de onda associada

ao estado quântico (n=nR+nL) com momento angular (ml=nR−nL)
é escrita da seguinte maneira,

Fn,ml
(�, ϕ) =

(−1)
�

n−|ml|
2

� �
n− |ml|

2

�
!

�
π

�
n+ |ml|

2

�
!

�
n− |ml|

2

�
!

β
�
β�

�|ml|

× L
|ml|�

n−|ml|
2

�(β2�2)e−β
2�2/2eimlϕ,

(3.49)

onde os polinômios de Laguerre generalizados são,

L
|ml|�

n−|ml|
2

�(β2�2) =

�
n−|ml|

2

�

�

i=0

(−1)i



�
n−|ml|

2

�
+ |ml|�

n−|ml|
2

�
− i




�
β�

�2i

i!
.

(3.50)
Na tabela (3.1) apresenta-se as funções de onda do oscilador harmônico
quântico bidimensional para os seis primeiros ńıveis de energia n. Uma
vez obtidas as autofunções Fn,ml

(�, ϕ), volta-se para a equação de
Schrödinger (3.17) com motivo de expressá-la em coordenadas ciĺındricas4

(�, ϕ, z),

�
Ĥ �
ρϕ +

p2z
2m0

+ �ω
�
Lz + 2Sz

��
Fn,ml

(ρ, ϕ) exp(ipzz/�)Γ

= E Fn,ml
(ρ, ϕ) exp(ipzz/�)Γ.

(3.51)

4A particularização das coordenadas ciĺındricas a um plano com simetria axial é
equivalente às coordenadas polares.
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n ml Fn,ml
(ρ, ϕ)

0 0 F0,0 =
β√
π
e−β

2ρ2/2

1 ±1 F1,1 =
β√
π
(βρ)e−β

2ρ2/2e±iϕ

2 ±2 F2,2 =
β√
2π
(βρ)2e−β

2ρ2/2e±i2ϕ

0 F2,0 =
β√
π

�
(βρ)2 − 1

�
e−β

2ρ2/2

3 ±3 F3,3 =
β√
6π
(βρ)3e−β

2ρ2/2e±i3ϕ

±1 F3,1 =
β√
2π

�
(βρ)3 − 2(βρ)

�
e−β

2ρ2/2e±iϕ

4 ±4 F4,4 =
β

2
√
6π
(βρ)4e−β

2ρ2/2e±i4ϕ

±2 F4,2 =
β√
6π

�
(βρ)4 − 3(βρ)2

�
e−β

2ρ2/2e±i2ϕ

0 F4,0 =
β√
4π

�
(βρ)4 − 4(βρ)2 + 2

�
e−β

2ρ2/2

5 ±5 F5,5 =
β

2
√
30π

(βρ)5e−β
2ρ2/2ei5ϕ

±3 F5,3 =
β

2
√
6π

�
(βρ)5 − 4(βρ)3

�
e−β

2ρ2/2ei3ϕ

±1 F5,1 =
β√
12π

�
(βρ)5 − 6(βρ)3 + 6(βρ)

�
e−β

2ρ2/2eiϕ

Tabela 3.1: Autofunções do oscilador harmônico quântico bidimensio-
nal isotrópico.

A energia total resulta ser,

E =
p2z
2m0

+ �ω
�
n+ml + 2ms + 1

�
, ω =

eB

2m0
. (3.52)

Considera-se importante notar que as energias assumem valores E ≥
0, sendo nulas quando o elétron apresenta momento linear nulo e se
encontra no estado n com a mı́nima projeção do momento angular na
direção ẑ e a orientação de spin oposta ao campo magnético. Além
disso dada a paridade do estado em questão n, os posśıveis valores de
momento angular ml serão de mesma paridade, ou seja, a soma desses
dois sempre será um número par indiferente da paridade do autoestado.
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Figura 3.1: Componente discreta da energia dos autoestados em
múltiplos de (eB�/m0), dado o número quântico principal n=2.

Portanto,

n+ml + 2ms + 1 = 2r, r = 0, 1, 2, 3, . . . (3.53)

Dessa maneira se faz a introdução de mais um número quântico, r,
chamado de ńıvel de Landau. Vale a pena ser ressaltado que o ńıvel
de Landau é um ótimo número quântico para caracterizar os ńıveis de
energia de um sistema quântico degenerado, mas não é o melhor para
distinguir os autoestados que pertencem a cada ńıvel de energia,

E =
p2z
2m

+ �ω
�
2r

�
, r = 0, 1, 2, 3, . . . . (3.54)

Com certeza é importante fazer menção dos ńıveis de Landau, embora
r não seja um bom rótulo quântico para distinguir os diferentes auto-
estados pertencentes a cada ńıvel de energia. Por exemplo, na figura
(3.1) se visualiza os ńıveis de energia para o caso n= 2, expressando
as autofunções através da notação de Dirac |n,ml,ms�, observa-se a
existência de dois ńıveis de energia duplamente degenerados correspon-
dendo a r=1, 2. Por esse motivo, decide-se voltar à expressão de energia
(3.52) para poder distinguir a energia pertencente a cada autoestado.
Na tabela (3.2) se mostra para cada valor de n, o número de ńıveis de
energia em relação a ml e ms=±1/2,
Por outro lado, apresenta-se o cálculo da posição radial média do elétron
em relação a origem do sistema de coordenadas para cada uns dos au-
toestados em função do campo magnético externo,

���n,ml
=

∞�

0

2π�

0

F ∗
n,ml

�Fn,ml
� d� dϕ. (3.55)
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Figura 3.2: Densidade de probabilidade radial do elétron do estado fun-
damental e dos cinco primeiro estados em relação ao número quântico
principal n.

n ml Energia [�ω] #n

0 0 2,0 2
1 -1,1 4,2,2,0 3
2 -2,0,2 6,4,4,2,2,0 4
3 -3,-1,1,3 8,6,6,4,4,2,2,0 5
4 -4,-2,0,2,4 10,8,8,6,6,4,4,2,2,0 6
5 -5,-3,-1,1,3,5 12,10,10,8,8,6,6,4,4,2,2,0 7

Tabela 3.2: Dado o número quântico n, o número de ńıveis de energia
#n associados a esse rótulo quântico.
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Nota-se que a integração apresenta um comportamento padrão quando
se faz a substituição de variáveis β=

�
eB/2 e x=β�,

1

β

∞�

0

xne−x
2

dx =
Γ
�
n+1
2

�

2β
. (3.56)

A densidade de probabilidade radial pertencente ao autoestado n,ml

é,

Dn,ml
(�) = 2π�

��Fn,ml
(�, ϕ)

��2. (3.57)

Na figura (3.2) visualiza-se as distribuições radiais dos seis primeiros
estados quântico em relação ao número quântico principal n.

3.3 Equação de Dirac para o elétron em
campo magnético

Nessa seção se analisará a equação de Dirac para um elétron na presença
de um campo magnético uniforme �B. Seja o espinor ψ(�r, t) associado
ao elétron, a equação de Dirac fica escrita,

i�
∂

∂t
ψ(�r, t) =

�
cα̂· �̂Π+ βm0c

2
�
ψ(�r, t), �̂Π = �̂p+ e �A, (3.58)

onde �̂Π é o momento linear do elétron sobre a ação do vetor poten-
cial magnético �A. Dada a independência temporal do hamiltoniano de
Dirac, o espinor do elétron no tempo t pode ser expresso como,

ψ(�r, t) =

�
φ
χ

�
exp

�
− iEt/�

�
, (3.59)

onde φ e χ são duas funções que representam as duas primeiras e as
duas últimas componentes do espinor, associadas à energia positiva e
negativa, respectivamente. Substituindo a função (3.59) na eq.(3.58),
e usado a notação matricial tem-se,

�
m0c

2
�̂2×2 cσ̂ ·(−i�∇+ e �A)

cσ̂ ·(−i�∇+ e �A) −m0c
2
�̂2×2

��
φ
χ

�
= E

�
φ
χ

�
. (3.60)

Obtém-se assim duas equações,

m0c
2φ+ cσ̂ ·(−i�∇+ e �A)χ = Eφ (3.61a)

cσ̂ ·(−i�∇+ e �A)φ−m0c
2χ = Eχ. (3.61b)
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Ao isolar φ de (3.61a) e χ de (3.61b) se obtém, respectivamente,

φ =
cσ̂ ·(−i�∇+ e �A)

E −m0c2
χ, χ =

cσ̂ ·(−i�∇+ e �A)

E +m0c2
φ. (3.62)

Substituindo χ em φ ou vice-versa resulta em,
�
E2 −m2

0c
4
�
φ = c2

�
σ̂ ·(−i�∇+ e �A)

��
σ̂ ·(−i�∇+ e �A)

�
φ,

= c2
�
(−i�∇+ e �A)·(−i�∇+ e �A)

�
φ

+ iσ̂ ·
�
(−i�∇+ e �A)× (−i�∇+ e �A)

�
φ.

(3.63)

Sendo o primeiro termo do lado direito da eq.(3.63) é igual a,
�
(−i�∇+ e �A)·(−i�∇+ e �A)

�
φ = −�2∇2φ+ e2A2φ− ie�

�
∇· �A+ �A·∇

�
φ.

(3.64)
O segundo termo do lado direito da eq.(3.63) é igual a,

iσ̂·
�
(−i�∇+ e �A)× (−i�∇+ e �A)

�
φ = e�σ̂·

�
(∇× �A)+ ( �A×∇)

�
φ, (3.65)

onde,
�
∇· �A+ �A·∇

�
φ =✟✟✟

(∇· �A)φ+ �A·∇φ+ �A·∇φ =
�
2 �A·∇

�
φ,

�
(∇× �A) + ( �A×∇)

�
φ = (∇× �A)φ− �A×(∇φ) + �A×(∇φ) = (∇× �A)φ.

(3.66)

Com base nos resultados (3.64-3.66) a eq.(3.63) fica,
�
E2−m2

0c
4
�
φ = c2

�
−�2∇2+e2A2−2i�e( �A·∇)+e�σ̂·(∇×�A)

�
φ, (3.67)

onde foi utilizado o gauge de Coulomb ∇· �A=0 e ∇× �A= �B. Fazendo
a seguinte simplificação sem ter perca de generalidade f́ısica, assume-
se o campo magnético na direção ẑ no referencial do laboratório, e
expressa-se o vetor potencial magnético através do gauge de Landau,

�A =
1

2
�B×�r = 1

2

�
− yB, xB, 0

�
. (3.68)

Substituindo o vetor potencial (3.68) na eq.(3.67) e dividindo por 2m0c
2

tem-se,
�
E2 −m2

0c
4

2m0c2

�
φ

=

�−�2

2m0
∇2 +

e2B2

8m0

�
x2 + y2

�
− i�eB
2m0

�
−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y

�
+
eB�
2m0

σ̂z

�
φ,

=

�−�2

2m0

�
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

�
+
e2B2

8m0

�
x2 + y2

�
− �2

2m0

∂2

∂z2
+

eB

2m0

�
L̂z + 2Ŝz

��
φ.

(3.69)
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Observa-se que os dois primeiros termos da direita correspondem ao
hamiltoniano do oscilador harmônico simples bidimensional, o terceiro
ao hamiltoniano de uma part́ıcula livre na direção ẑ. Portanto, a função
de onda espacial pode ser expressa através do produto das autofunções
do oscilador harmônico bidimensional obtidas na seção anterior, vezes
a função de onda de uma part́ıcula livre na direção ẑ,

φ(�r) = Fms
(x, y) exp[ipzz/�]. (3.70)

Sabe-se que o operador de spin Ŝz na eq.(3.69) fornece duas soluções
independentes, cada uma delas associada a uma orientação do spin
diferente (ms=±1/2). Do mesmo modo, como foi discutido no caṕıtulo
anterior, as duas primeiras componentes do espinor do elétron estão
associadas a orientações de spin diferentes,

F+(x, y) =

�
F (x, y)
0

�
, F−(x, y) =

�
0

F (x, y)

�
. (3.71)

A ação do operador de spin nas componentes de energia positiva do
espinor resulta em,

ŜzF+(y) = +
�
2
F+(y), ŜzF−(y) = −�

2
F−(y). (3.72)

Reescrevendo de maneira resumida,

ŜzFms
(y) = �msFms

(y), ms =

�
+1/2
−1/2 . (3.73)

Segundo a definição do operador spin, nesse casso, nota-se que o hamil-
toniano do oscilador bidimensional comuta com a projeção do momento
angular na direção ẑ, L̂z, autofunções do oscilador harmônico bidimen-
sional resultam ser as mesmas para a projeção do momento angular Lz.
Portanto,

L̂zFms
(x, y) = �mlFms

(x, y), (3.74)

onde ml é o número quântico da projeção do momento angular na
direção ẑ, ver eq.(3.36). Ao substituir (3.70) na eq.(3.69) resulta,

�
E2−m2

0c
4

2m0c2

�
Fms(x, y)=

�
−�2

2m0

�
∂2

∂x2
+

∂2

∂x2

�
+
1

2
m0ω

2
�
x2 + y2

�

+
p2z
2m0

+�ω
�
ml+2ms

�
�
Fms

(x, y).

(3.75)
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Reorganizando a equação anterior, obtém-se,

�−�2

2m0

�
∂2

∂x2
+

∂2

∂x2

�
+
1

2
m0ω

2
�
x2+y2

��
Fms(x, y)

=

�
E2−m2

0c
4

2m0c2
− p2z
2m0

−�ω
�
ml+2ms

��
Fms

(x, y),

(3.76)

onde ω=eB/2m0 é a frequência do oscilador. Observa-se que o Hamil-
toniano da esquerda corresponde ao oscilador harmônico bidimensional,
então o termo da direita deverá ser igual a sua autoenergia,

�
E2 −m2

0c
4

2m0c2
− p2z
2m0

− �ω
�
ml + 2ms

��
= �ω

�
nx + ny + 1

�
. (3.77)

Isolando a energia total da expressão anterior tem-se,

E = ±
�
m2
0c
4 + p2zc

2 + eB�c2
�
n+ml + 2ms + 1

�
,

�
n = nx + ny.
ml=n, n−2, n−4, · · · ,−n+2,−n.

(3.78)

Nota-se que os valores positivos e negativos da energia como foi discu-
tido no caṕıtulo anterior, a energia positiva correspondem ao elétron e
a negativa à antipart́ıcula do elétron ou pósitron.

Descrevendo o processo quântico nas coordenadas ciĺındricas
as autofunções serão as mesmas obtidas na expressão (3.49), a principal
diferença que surge está dada pela teoria de Dirac mediante a noção
do espinor (3.59). Se inicialmente é estabelecido a part́ıcula de energia
positiva ou negativa, então se terá conhecimento de duas das quatro
componentes do espinor onde cada uma dessas está associada a uma
orientação de spin diferente (3.71). Portanto, precisar-se-á da relação
(3.62) para obter o espinor completo associado a determinado estado
quântico.
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Caṕıtulo 4

Análise do Mı́nimo
Tempo de Evolução

Nesse caṕıtulo apresenta-se duas classes de análises realizadas para um
elétron em um campo magnético uniforme segundo as duas descrições
da mecânica quântica expostas no caṕıtulo anterior. Com o intuito de
não discutir qual dos critério do QSL é o melhor, apresenta-se uma
primeira análise, a qual consiste em determinar o mı́nimo tempo de
evolução para o elétron no estado inicial, definido como uma super-
posição de dois autoestados do hamiltoniano com igual probabilidade e
correspondentes a ńıveis de energia diferentes, para chegar a um estado
ortogonal respeito ao estado inicial. Para essa definição particular do
estado do elétron, o critério de MT resulta ser equivalente ao critério
de ML. A segunda análise está relacionada com a rapidez média com
que o elétron se desloca espacialmente do estado inicial até o estado
ortogonal1.

Depois de se ter estudado vários autoestados em superposição,
notou-se que não é qualquer classe de superposição que fornece um
deslocamento espacial radial médio entre os estados inicial e final, mas
somente a classe das superposições onde os dois autoestados possuem
a mesma projeção de momento angular e a mesma orientação de spin.
Deste modo, apresenta-se as análises não relativ́ısticas de três casos di-
ferentes de superposição de dois autoestados que são vizinhos próximos,
possuem orientação do spin positiva, e a projeção do momento angular

1Continuar-se-á utilizando a expressão MT para o caso relativ́ıstico, uma vez
que a estrutura da equação de Schrödinger é equiparável a da equação de Dirac.
Contudo, agora o gerador da dinâmica é o hamiltoniano de Dirac.

41
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orbital na direção ẑ dada por: i) ml=0, ii) ml=1 e iii) ml=9. Nota-
se em cada um desses casos que a rapidez média com que o elétron
se desloca radialmente é diretamente proporcional à raiz quadrada do
campo magnético, assim esse pode atingir uma rapidez média igual ou
superior à velocidade da luz no vácuo. Tendo em vista a esse resul-
tado, apresenta-se uma análise relativ́ıstica do primeiro caso de super-
posição, observando especificamente que a descrição relativ́ıstica é a
mais proṕıcia quando o elétron se encontra em um campo magnético
extremamente forte.

Posteriormente na descrição relativ́ıstica, ao procurar por su-
perposições iniciais que forneçam uma maior rapidez no deslocamento
espacial do elétron entre os estados inicial e final, observa-se que as
superposições de autoestados vizinhos com momento angular nulo são
as que fornecem a maior rapidez média. Com base nesse resultado,
analisa-se numericamente vários casos de superposição segundo, conseguindo-
se assim um estimativa da variação máxima posśıvel em um campo
magnético extremamente forte. Finalmente, propõe-se a análise de um
caso de superposição de dois autoestados com sinal de energia diferente.
Após ter-se estudado diferentes autoestados em superposição, notou-se
que as mesmas condições limitantes anteriores devem ser satisfeitas pe-
los autoestados para a estimativa da máxima rapidez média com que o
elétron nessa superposição pode se deslocar.

4.1 Elétron não relativ́ıstico

4.1.1 CASO 1

Nesse primeiro caso de superposição se define o estado do elétron no
tempo inicial t=0, como uma superposição de dois autoestados de igual
probabilidade, próximos energeticamente, mesma projeção do momento
angular na direção ẑ, ml e igual orientação de spin ms=1/2. Com es-
sas condições garante-se que o elétron mudará sua posição média ao
ir do estado inicial para o estado final. A análise e discussão que será
apresentada nesse caṕıtulo, será feita mediante o uso das unidades natu-
rais para simplificar os dados numéricos e facilitar a sua interpretação.
Inicia-se a análise com a escrita das autofunções associadas com o confi-
namento harmônico bidimensional de cada autoestado da superposição
e de sua correspondente distribuição de densidade de probabilidade ra-
dial, onde β=

√
m0ω=

�
eB/2 [eV],
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F0,0(�, ϕ) =
β√
π
e−β

2�2/2. (4.1)

F2,0(�, ϕ) =
β√
π

��
β�

�2 − 1
�
e−β

2�2/2.

(4.2)

Para simplificar a escrita das autofunções durante a análise toda, opta-
se por denotar os autoestados através da sua correspondente autofunção
espacial associada ao confinamento harmônico bidimensional, dessa ma-
neira a superposição no tempo inicial fica escrita como,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
F0,0(�, ϕ) + F2,0(�, ϕ)

�
. (4.3)

As energias dos respectivos autoestados são,

E0,0,1/2 =
eB

m0
[eV], E2,0,1/2 = 2

eB

m0
[eV]. (4.4)

As grandezas necessárias para calcular cada um dos dois critérios do
mı́nimo tempo de evolução quântica são,

�H� = 3

2

�
eB

m0

�
[eV], �H2� = 5

2

�
eB

m0

�2
[eV2].

ΔH =
1

2

�
eB

m0

�
[eV],

�
�H� − E0

�
=
1

2

�
eB

m0

�
[eV].

(4.5)

Nesse caso particular de superposição o mı́nimo tempo de evolução
resulta ser,

Tmı́n =
πm0

eB
[eV−1]. (4.6)

A seguir prossegue o cálculo da distância radial média no instante inicial
t=0 e posteriormente no instante Tmı́n. Repare-se que os autoestados
envolvidos na análise apresentam o mesmo valor de momento angular
com o propósito de garantir o deslocamento espacial do elétron, de tal
forma que o termo cruzado no cálculo será diferente de zero,

���0 =
1

2

�
�0, 0|�|0, 0�+ �2, 0|�|2, 0�+ 2�0, 0|�|2, 0�

�
. (4.7)
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Fazendo uso da integração da eq.(3.56), calcula-se cada um dos termos
da expressão anterior,

�0, 0|�|0, 0� = 2π

π

∞�

0

�
β�

�2
e−β

2�2d�,

=
2

β

∞�

0

x2e−x
2

dx =
Γ(3/2)

β
=

√
π

2β
.

(4.8)

�2, 0|�|2, 0� = 2π

π

∞�

0

�
β�

�2��
β�

�2 − 1
�2
e−β

2�2d�

=
2

β

∞�

0

�
x6 − 2x4 + x2

�
e−x

2

dx,

=
1

β

�
Γ(7/2)− 2Γ(5/2) + Γ(3/2)

�
=
7
√
π

8β
.

(4.9)

�0, 0|�|2, 0� = 2π

π

∞�

0

�
β�

�2��
β�

�2 − 1
�
d�,

=
2

β

∞�

0

�
x4 − x2

�
e−x

2

dx,

=
1

β

�
Γ(5/2)− Γ(3/2)

�
=

√
π

4β
.

(4.10)

Obtém-se assim a distância radial média do elétron no instante inicial
com relação à origem do sistema de coordenadas,

���0 =
√
π

2β

�
11

8
+
1

2

�
=
1.6616

β
[eV−1]. (4.11)

De acordo com a independência temporal do Hamiltoniano e segundo
a representação de Schrödinger, o estado inicial evolui até um tempo
posterior t sobre a ação de uma dinâmica unitária expressa da seguinte
maneira,

ψ(�r, t) = e−iĤtψ(�r, 0),

=
1√
2

�
F0,0(�, ϕ)e

−iEt + F2,0(�, ϕ)e
−i2Et

�
, E = eB

m0
.
(4.12)
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Com esse resultado, pode-se calcular a distância radial média do elétron
em relação à origem do sistema de coordenadas para qualquer instante
de tempo,

���t =
1

2

�
�0, 0|�|0, 0�+ �2, 0|�|2, 0�+ �0, 0|�|2, 0�e−iEt + �2, 0|�|0, 0�eiEt

�
,

=
1

2

�
�0, 0|�|0, 0�+ �2, 0|�|2, 0�+ 2�0, 0|�|2, 0� cos

�
Et

��
,

=

√
π

2β

�
11

8
+
1

2
cos

�
Et

��
.

(4.13)

No instante Tmı́n a distância média do elétron resulta ser,

���Tmı́n
=

√
π

2β

�
11

8
− 1

2

�
=
0.7754

β
. (4.14)

Calcula-se o módulo do deslocamento médio do elétron do instante
inicial até o tempo Tmı́n em relação à origem do sistema de coordenadas,

�����Tmı́n
− ���0

�� = 2
����0, 0|�|2, 0�

��� =
√
π

2β
. (4.15)

Portanto, a rapidez média com que o elétron se desloca nesse intervalo
de tempo resulta ser,

V̄ =

�����Tmı́n
− ���0

��
Tmı́n

=
β

m0
√
π
=

1

m0

�
eB

2π
[c]. (4.16)

Nota-se que a rapidez é diretamente proporcional à raiz quadrada do
campo magnético, porém existirá algum campo magnético suficiente-
mente forte que forneça uma rapidez igual à velocidade da luz. Isso
acontece quando,

1

m0

�
eB

2π
= 1, → B = 2πm2

0

√
137,

= 1.920×1013 [eV2],
= 2, 772×1010Tesla.

(4.17)

Vale a pena reparar que o elétron, por ser uma part́ıcula massiva, não
poderia viajar com velocidade maior ou igual a c. Por outro lado,
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Figura 4.1: Densidade de probabilidade radial correspondente à super-
posição de estados F0,0 e F2,0, no tempo inicial t = 0 e no tempo Tmı́n.
A área cinza mostra o quão superpostas estão estas densidades de probabili-
dade, correspondendo a 26.42% do valor total.

calcula-se as distribuições de probabilidade radial do elétron no tempo
t=0 e Tmı́n,

D(�, 0) = 2π�

2

���F0,0(�, ϕ)
��2 +

��F2,0(�, ϕ)
��2 + 2F †

0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ)

�
,

= β2�
�
β�

�4
e−β

2�2 .

(4.18)

D(�, Tmı́n) =
2π�

2

���F0,0(�, ϕ)
��2 +

��F2,0(�, ϕ)
��2 − 2F †

0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ)

�
,

= β2�

��
β�

�4−4
�
β�

�2
+4

�
e−β

2�2 .

(4.19)

A priori, sabe-se que as distribuições de densidade de probabilidade
radial do elétron são normalizadas, portanto, calcular a área em su-
perposição da distribuição no tempo Tmı́n em relação a distribuição
no tempo inicial, quantifica a similaridade das distribuições radiais de
probabilidade, que é de 26.42% correspondendo a área cinza da figura
(4.1).
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4.1.2 CASO 2

Do mesmo modo que a análise anterior, define-se no instante inicial o
estado de superposição de dois autoestados que não sejam tão próximos
energeticamente, de mesmo momento angular ml=1 e igual orientação
de spin ms=1/2. As funções dos autoestados relacionadas ao confina-
mento parabólico são,

F1,1(�, ϕ) =
β√
π

�
β�

�
e−β

2�2/2eiϕ. (4.20)

F5,1(�, ϕ) =
β√
12π

��
β�

�5−6
�
β�

�3
+6

�
β�

��
e−β

2�2/2eiϕ.

(4.21)

Define-se o estado de superposição no instante inicial,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
F1,1(�, ϕ) + F5,1(�, ϕ)

�
. (4.22)

As energias dos respectivos autoestados são,

E1,1,1/2 = 2
eB

m0
[eV], E5,1,1/2 = 4

eB

m0
[eV]. (4.23)

Calculando as duas grandezas necessárias para a análise de cada um
dos critérios,

�H� = 3
eB

m0
[eV], �H2� = 10

e2B2

m2
0

[eV2],

ΔH =
eB

m0
[eV],

�
�H� − E0

�
=

eB

m0
[eV].

(4.24)

O mı́nimo tempo de evolução quântica resultam ser,

Tmı́n =
πm0

2eB
[eV−1]. (4.25)

Calcula-se a distância média do elétron no instante inicial e no instante
Tmı́n. Dado ao fato que os autoestados envolvidos na análise apresen-
tam a mesma projeção de momento angular, tem-se que �1, 1|�|5, 1�=
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�5, 1|�|1, 1�, dessa maneira,

���0 =
1

2

�
�1, 1|�|1, 1�+ �5, 1|�|5, 1�+ 2�1, 1|�|5, 1�

�
. (4.26)

Fazendo uso da integral eq.(3.56), calcula-se cada um dos termos da
expressão anterior,

�1, 1|�|1, 1� = 2π

π

∞�

0

β2�2
�
β�

�2
e−β

2�2d�,

=
2

β

∞�

0

x4e−x
2

dx =
Γ(5/2)

β
=
3
√
π

4β
.

(4.27)

�1, 1|�|5, 1� = 2π√
12π

∞�

0

β2�2
�
β�

��
(β�

�5 − 6(β�
�3
+ (β�

��
e−β

2�2d�,

=
2√
12β

∞�

0

�
x8 − 66 + 6x4

�
e−x

2

dx,

=
1√
12β

�
Γ(9/2)− 6Γ(7/2) + 6Γ(5/2)

�
= −

√
3π

32β
.

(4.28)

�5, 1|�|5, 1� = 2π

12π

∞�

0

β2�2
�
(β�

�5 − 6(β�
�3
+ (β�

��2
e−β

2�2d�,

=
1

6β

∞�

0

�
x12 − 12x10 + 48x8 − 72x6 + 36x4

�
e−x

2

dx,

=
1

12β

�
Γ(13/2)− 12Γ(11/2) + 48Γ(9/2)− 72Γ(7/2) + 36Γ(5/2)

�
,

=
321

√
π

256β
.

(4.29)

A distância radial média do elétron no instante inicial em relação à
origem do sistema de coordenadas é,

���0 =
√
π

2β

�
513

256
−

√
3

4

�
,

=
1.6799

β
.

(4.30)
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O estado inicial do elétron evoluirá até um tempo posterior t através
de uma dinâmica unitária da seguinte maneira,

ψ(�r, t) = e−iĤtψ(�r, 0),

=
1√
2

�
F1,1(�, ϕ)e

−i2Et + F5,1(�, ϕ)e
−i4Et

�
, E = eB

m0
.

(4.31)

O valor da distância radial média do elétron em relação à origem do
sistema de coordenadas no tempo t é,

���t =
1

2

�
�1, 1|�|1, 1�+ �1, 1|�|5, 1�e−i2Et + �5, 1|�|1, 1�ei2Et + �5, 1|�|5, 1�

�
,

=
1

2

�
�1, 1|�|1, 1�+ 2�1, 1|�|5, 1� cos

�
2Et

�
+ �5, 1|�|5, 1�

�
,

=

√
π

2β

�
513

256
−

√
3

16
cos

�
2Et

�
�
.

(4.32)

A distância radial média do elétron em relação à origem do sistema de
coordenadas no tempo mı́nimo em Tmı́n é,

���Tmı́n
=

√
π

2β

�
513

256
+

√
3

16

�
=
1.87185

β
. (4.33)

Calculando o módulo do deslocamento do instante inicial até o tempo
Tmı́n,

�����Tmı́n
− ���0

�� =
����1, 1|�|5, 1�

�
cos

�
2ETmı́n

�
− 1

���� =
√
3π

16β
. (4.34)

Seguindo com a análise, calcula-se a rapidez média com que o elétron
se desloca,

V̄ =

�����Tmı́n
− ���0

��
Tmı́n

=

√
6eB

8m0
√
π
[c]. (4.35)

Analogamente ao caso anterior, calcula-se quão forte deve ser o campo
magnético para se obter uma rapidez igual à velocidade da luz,

√
6eB

8m0
√
π
= 1, ⇒ B =

32m2
0π

√
137

3
[eV2],

= 9,80×108[eV2],
= 1, 42×1011[Tesla].

(4.36)
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Figura 4.2: Densidade de probabilidade radial do elétron correspondente à
superposição de estados F1,1 e F5,1, no tempo inicial e no tempo de ortogo-
nalidade. A área cinza mostra o quão superpostos estão estas densidades de
probabilidade, correspondendo a 35.02% do valor total.

Finalmente, calcula-se as distribuições de probabilidade radial do elétron
tempo t=0 e Tmı́n.

D(�, 0)

=
2π�

2

���F1,1(�, ϕ)
��2 +

��F5,1(�, ϕ)
��2 + 2F †

1,1(�, ϕ)F5,1(�, ϕ)

�
,

= β2�

�
(β�)2+

1

12

�
(β�)5−6(β�)3+6(β�)

�2

+
2√
12

�
(β�)6−(β�)4+(β�)2

��
e−β

2�2 .

(4.37)

D(�, Tmı́n)

=
2π�

2

���F1,1(�, ϕ)
��2 +

��F5,1(�, ϕ)
��2

+ 2F †
1,1(�, ϕ)F5,1(�, ϕ) cos

�
2ETmı́n

��
,

= β2�

�
(β�)2+

1

12

�
(β�)5−6(β�)3+6(β�)

�2

− 2√
12

�
(β�)6−(β�)4+(β�)2

��
e−β

2�2 .

(4.38)
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Na figura (4.2) mostra-se o gráfico de D(�, 0) e D(�, Tmı́n) e compara-se
o quão superpostas estão estas distribuições de probabilidade, corres-
pondendo ao valor de 35.02% do total.

4.1.3 CASO 3

Nesse terceiro caso de análise, são escolhidos dois autoestados energe-
ticamente próximos, com o máximo valor de momento angular posśıvel
para ambos e mesma orientação de spin +1/2. As duas funções relaci-
onadas ao confinamento parabólico dos autoestados escolhidos são,

F9,9(�, ϕ) =
β√
9!π

�
β�

�9
e−β

2�2/2ei9ϕ.

(4.39)

F11,9(�, ϕ) =
β√
10!π

��
β�

�11−10
�
β�

�9�
e−β

2�2/2ei9ϕ.

(4.40)

Define-se o estado de superposição no instante inicial,

ψ0(�r, 0) =
1√
2

�
F9,9(�, ϕ) + F11,9(�, ϕ)

�
. (4.41)

As energias dos respectivos autoestados são,

E9,9,1/2 = 10
eB

m0
[eV], E11,9,1/2 = 11

eB

m0
[eV]. (4.42)

Calculando as grandezas necessárias para a análise do mı́nimo tempo
de evolução,

�H� = 21

2

�
eB

m0

�
[eV], �H2� = 221

2

�
eB

m0

�2
[eV2],

ΔH =
1

2

�
eB

m0

�
[eV],

�
�H� − E0

�
=
1

2

�
eB

m0

�
[eV].

(4.43)

O mı́nimo tempo de evolução resulta ser ,

Tmı́n =
πm0

eB
[eV−1]. (4.44)
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No cálculo da distância radial média do elétron em relação à origem
do sistema de coordenadas no instante inicial, observa-se que os termos
cruzados são simétricos �9, 9|�|11, 9�=�11, 9|�|9, 9�, resultando em,

���0 =
1

2

�
�9, 9|�|9, 9�+ 2�9, 9|�|11, 9�+ �11, 9|�|11, 9�

�
. (4.45)

Fazendo uso da integral (3.56), calcula-se cada um dos três termos
anteriores,

�9, 9|�|9, 9� = 2π

9!π

∞�

0

β2�2
�
β�

�18
e−β

2�2d�,

=
2

9!β

∞�

0

x20e−x
2

dx =
Γ(21/2)

9!β
=
3.1230

β
.

(4.46)

�9, 9|�|11, 9� = 2π

π
√
9!10!

∞�

0

β2�2
�
β�

�9��
β�

�11 − 10
�
β�

�9�
d�,

=
2√
9!10!β

∞�

0

�
x22 − 10x20

�
e−x

2

dx,

=
1√
9!10!β

�
Γ(23/2)− 10Γ(21/2)

�
=
0.4938

β
.

(4.47)

�11, 9|�|11, 9� = 2π

10!π

∞�

0

β2�2
��
β�

�11 − 10
�
β�

�9�2
e−β

2�2d�,

=
2

10!β

∞�

0

�
x24 − 20x22 + 100x20

�
e−x

2

dx,

=
1

10!β

�
Γ(25/2)− 20Γ(23/2) + 100Γ(21/2)

�
=
3.3572

β
.

(4.48)

A distância radial média do elétron no instante inicial t=0 é,

���0 =
3.7339

β
. (4.49)
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Figura 4.3: Distribuições de densidade de probabilidade radial do elétron
correspondente à superposição de estados F9,9 e F11,9, no tempo inicial e
no tempo de ortogonalidade. A área cinza mostra o quão superpostos estão
estas densidades de probabilidade, correspondendo a 20.87% do valor total.

A função de onda no tempo t posterior é expressa como,

|ψ(t)� = e−iĤt|ψ0�,

=
1√
2

�
e−i10Et|9, 9�+ e−i11Et|11, 9�

�
, E = eB

m0
.

(4.50)

A distância radial média do elétron no tempo t é,

���t =
1

2

�
�9, 9|�|9, 9�+ �9, 9|�|11, 9�e−iEt + �11, 9|�|9, 9�eiEt + �11, 9|�|11, 9�

�
,

=
1

2

�
�9, 9|�|9, 9�+ 2�9, 9|�|11, 9� cos

�
Et

�
+ �11, 9|�|11, 9�

�
,

=
1

β

�
3.2401 + 0.4938 cos

�
Et

��
.

(4.51)

O módulo do deslocamento médio do elétron durante o intervalo de
tempo t=0 até Tmı́n é,

�����Tmı́n
− ���0

�� =
����9, 9|�|11, 9�

�
cos

�
ETmı́n

�
− 1

���� = 0.9876

β
. (4.52)

A rapidez média com que o elétron se desloca radialmente no intervalo
de tempo t=0 até Tmı́n é,

V̄ =

�����Tmı́n
− ���0

��
Tmı́n

=
0.6287β

m0
, β =

�
eB

2
[eV]. (4.53)
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Para obter uma rapidez média igual à velocidade da luz, o valor do
campo magnético deve ser,

0.6287β

m0
= 1, ⇒ B =

2m2
0

√
137

0.62872
[eV2],

= 1,28×1013[eV2],
= 2,13×1010[Tesla].

(4.54)

Na figura (4.3) se visualiza as densidade radias de probabilidade do
elétron no tempo inicial e no tempo Tmı́n, correspondendo a 20.87% de
superposição destas duas distribuições.

4.2 Elétron relativ́ıstico

4.2.1 CASO 1

O primeiro caso de superposição a ser analisado através da mecânica
quântica relativ́ıstica de Dirac é baseado nos resultados obtidos no pri-
meiro caso de superposição anterior. Sejam as funções associadas com
o confinamento parabólico pertencentes aos respectivos autoestados,

F0,0(�, ϕ) =
β√
π
e−β

2�2/2, β =

�
eB

2
[eV].

(4.55)

F2,0(�, ϕ) =
β√
π

��
β�

�2 − 1
�
e−β

2�2/2.

(4.56)

Desejando simplificar a escrita referente aos autoestados do hamiltoni-
ano de Dirac, usa-se as funções anteriores, visto que essas descrevem o
comportamento radial e angular do elétron, importante para a análise
que será apresentada. Define-se o estado inicial como a superposição
de dois autoestados de igual probabilidade,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
U0,0(�, ϕ) + U2,0(�, ϕ)

�
. (4.57)
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Seja a massa em repouso do elétron m0 = 0,5110[MeV], as expressões
das autoenergias são,

E0,0,1/2 =
�
m2
0 + p2z + 4β

2[eV],

E2,0,1/2 =
�
m2
0 + p2z + 8β

2[eV], β2 =
eB

2
[eV2].

(4.58)

Calculando as grandezas requeridas para efetuar a análise dos critérios,

�H� = 1

2

��
m2
0 + p2z + 4β

2 +
�
m2
0 + p2z + 8β

2

�
[eV], (4.59a)

�H2� =
�
m2
0 + p2z + 6β

2
�
[eV2], (4.59b)

ΔH =

�
m2
0

2
+
p2z
2
+ 3β2 − 1

2

�
(m2

0 + p2z + 4β
2)(m2

0 + p2z + 8β
2)[eV].

(4.59c)

ΔH =
1

2

��
m2
0 + p2z + 8β

2−
�
m2
0 + p2z + 4β

2

�
=

�
�H�−E0

�
. (4.60)

Por causa da equivalência entre as gradezas calculadas para os dois
critérios para o mı́nimo tempo de evolução, obtém-se,

Tmı́n =
π�

m2
0 + p2z + 8β

2 −
�
m2
0 + p2z + 4β

2
[eV−1]. (4.61)

Observa-se que o mı́nimo tempo de evolução na abordagem relativ́ıstica
é inversamente proporcional à raiz quadrada do campo magnético,
Tmı́n ∼ 1/

√
B e não inversamente proporcional ao campo magnético,

como foi o caso não relativ́ıstico. Por outra parte, as funções associadas
com o confinamento parabólico do elétron correspondente a cada auto-
estado, serão usadas para construir o espinor próprio a cada autoestado.
Devido ao carácter positivo das energias, pois se deseja descrever um
elétron, as duas primeiras componentes dos espinores são as mais fáceis
de serem expressas,

U
(+)
0,0 (�, ϕ) =

�
F0,0(�, ϕ)

0

�
eipzz, U

(+)
2,0 (�, ϕ) =

�
F2,0(�, ϕ)

0

�
eipzz.

(4.62)
Segundo a teoria de Dirac, as outras duas componentes do espinor
associada à part́ıcula de energia negativa ou “antipart́ıcula” são obtidas
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em função das componentes de energia positiva da seguinte maneira,

U (−) =
σ̂ · [−i∇+ e �A]

E +m0
U (+). (4.63)

Implementando as coordenadas ciĺındricas na expressão anterior devido
à simetria evidenciada no sistema, primeiramente será constrúıdo o
espinor pertencente ao estado (n= 0,ml = 0). Sendo assim, a relação
entre os versores das coordenadas cartesianas e polares está dada por,




x̂
ŷ
ẑ


 =




cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1







�̂
ϕ̂
ẑ


 . (4.64)

Portanto, o vetor potencial do campo magnético fica expresso da se-
guinte maneira,

�A =
B

2

�
− y, x, 0

�
,

=
B

2

�
− � sinϕ

�
�̂ cosϕ− ϕ̂ sinϕ

�
+ � cosϕ

�
�̂ sinϕ+ ϕ̂ cosϕ

��
,

=
B�

2
ϕ̂.

(4.65)

O laplaciano em coordenadas ciĺındricas é,

∇ = �̂
∂

∂�
+
ϕ̂

�

∂

∂ϕ
+ ẑ

∂

∂z
. (4.66)

O vetor das matrizes de Pauli fica,

σ̂ = σxx̂+ σyx̂+ σz ẑ,

=

�
0 e−iϕ

eiϕ 0

�
�̂+

�
0 −ie−iϕ

ieiϕ 0

�
ϕ̂+

�
1 0
0 −1

�
ẑ.
(4.67)

Dessa maneira o termo da eq.(4.63) usado para calcular as componen-
tes espinoriais associadas à part́ıcula de energia negativa fica expresso
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como,

σ̂ ·
�
− i∇+ eB�

2
ϕ̂
�

E+m0

=
1

E+m0




−i ∂
∂z

−ie−iϕ
�
∂

∂�
− i

�

∂

∂ϕ
+
eB�

2

�

−ieiϕ
�
∂

∂�
+
i

�

∂

∂ϕ
− eB�

2

�
i
∂

∂z


 ,

=
1

E+m0




−i ∂
∂z

−2iβâR
2iβâ†R i

∂

∂z


 ,

(4.68)

onde â†R e âR são os operadores de criação e aniquilação de um quantum
circular à direita (3.43). Por conseguinte, as duas componentes espi-
noriais correspondentes à energia negativa para o estado caracterizado
pelos números quânticos (n=0,ml=0) são,

U (−)(�r) =
1

E+m0




−i ∂
∂z

−2iβâR
2iβâ†R i

∂

∂z




�
F0,0(�, ϕ)

0

�
eipzz,

=
1

E+m0

�
pzF0,0(�, ϕ)
2iβF1,1(�, ϕ)

�
eipzz.

(4.69)

Com base na eq.(4.62) e o resultado da eq.(4.69), obtém-se o espinor
de forma completa,

U0,0(�r) = N0,0




F0,0(�, ϕ)
0

pzF0,0(�, ϕ)

(E0,0+m0)
2iβF1,1(�, ϕ)

(E0,0+m0)



eipzz,

N0,0 =

�
1 +

p2z
(E0,0+m0)2

+
4β2

(E0,0+m0)2

�− 1
2

,

(4.70)

onde N0,0 é a constante de normalização do espinor. Dado o resultado
anterior, calcula-se a densidade de probabilidade radial do elétron nesse
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autoestado,

D0,0(�) = 2π�N2
0,0

��
1 +

p2z
(E0,0+m0)2

� ��F0,0(�, ϕ)
��2

+
4β2

(E0,0+m0)2
��F1,1(�, ϕ)

��2
�
.

(4.71)

Efetuando o mesmo procedimento anterior para o estado denotado por
(n=2,ml=0), obtém-se o seguinte espinor,

U2,0(�r)=N2,0




F2,0(�, ϕ)
0

pzF2,0(�, ϕ)

(E2,0+m0)
2iβ

√
2F3,1(�, ϕ)

(E2,0+m0)



eipzz,

N2,0=

�
1+

p2z
(E2,0+m0)2

+
8β2

(E2,0+m0)2

�− 1
2

.

(4.72)

Sendo a densidade de probabilidade radial do elétron desse autoestado,

D2,0(�)=2π�N
2
2,0

��
1+

p2z
(E2,0+m0)2

���F2,0(�, ϕ)
��2+ 8β2

(E2,0+m0)2
��F3,1(�, ϕ)

��2
�
.

(4.73)
Segundo a mecânica quântica relativ́ıstica, o estado de superposição no
instante inicial (4.57) resulta ser,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
U0,0(�, ϕ) + U2,0(�, ϕ)

�
eipzz. (4.74)
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A seguir, mostra-se que os dois espinores (4.70) e (4.72) são ortogonais,

2π�

0

∞�

0

U†
0,0(�, ϕ)U2,0(�, ϕ) �d�dϕ

= 2πN0,0N2,0

�
1 +

p2z
(E0,0+m0)(E2,0+m0)

� ∞�

0

F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ) �d�

� �� �
= 0

+
8
√
2πβ2N0,0N2,0

(E0,0+m0)(E2,0+m0)

∞�

0

F †
1,1(�, ϕ)F3,1(�, ϕ) �d�

� �� �
= 0

= 0.

(4.75)

A densidade de probabilidade radial do estado de superposição (4.74)
é,

D(�, 0) =
2π�

0

�
��ψ(�r, 0)

��2dϕ = 2π�

2

���U0,0
��2 +

��U2,0
��2 + 2U †

0,0U2,0

�
.

(4.76)
Com esse resultado, nota-se uma vez mais a importância de ter assu-
mido o mesmo momento angular para os dois estados que compõem a
superposição, pois se fossem diferentes, o terceiro termo da distribuição
seria nulo pela integração da função sinusoidal em um ciclo completo.
Sabe-se que os dois primeiros termos equivalem às expressões (4.71) e
(4.73), respectivamente, o terceiro termo é,

DS(�) = 2π�U †
0,0(�, ϕ)U2,0(�, ϕ),

= 2π�N0,0N2,0

��
1+

p2z
(E0,0+m0)(E2,0+m0)

�
F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ)

+
4
√
2β2

(E0,0+m0)(E2,0+m0)
F †
1,1(�, ϕ)F3,1(�, ϕ)

�
.

(4.77)

Dessa maneira a densidade de probabilidade radial do elétron eq.(4.76)
fica,

D(�, 0) = 1

2

�
D0,0(�) +D2,0(�) + 2DS(�)

�
. (4.78)
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Dada a independência temporal do hamiltoniano do elétron, pode-se
expressar o estado de superposição para um tempo posterior t qualquer
como,

ψ(�r, t) =
1√
2

�
U0,0(�, ϕ)e

−iE0t + U2,0(�, ϕ)e
−iE2t

�
, (4.79)

onde E0 e E2 são as energias (4.58) dos respectivos autoestados.

Regime 1: Baixas velocidades e campo magnético fraco

Não sendo fácil analisar a distribuição de probabilidade radial, eq.
(4.78), devido à dependência do momento linear e do campo magnético,
decide-se em primeira instância estudar seu comportamento no regime
de baixas velocidades e campo magnético fraco. Em outras palavras,
a massa de repouso do elétron será a grandeza f́ısica caracteŕıstica do
fenômeno. Nesse caso se expandem as expressões das energias através
da série de Taylor2, como,

E0,0,1/2 =
�
m2
0 + 4β

2 = m0

�
1 +

4β2

m2
0

≈ m0

�
1 +

2β2

m2
0

�
= m0 +

2β2

m0
,

E2,0,1/2 =
�
m2
0 + 8β

2 = m0

�
1 +

8β2

m2
0

≈ m0

�
1 +

4β2

m2
0

�
= m0 +

4β2

m0
.

(4.80)

Observa-se que o segundo termo da aproximação anterior é (eB/m0),
equivalente à energia de cada autoestado obtido na análise não rela-
tiv́ıstica. Com base no resultado anterior, as constantes de norma-
lização de cada espinor ficam reduzidas,

N0,0 ≈
�
1 +

4β2m2
0�

2m2
0 + 2β

2
�2

�− 1
2

≈ 1, N2,0 ≈
�
1 +

8β2m2
0�

2m2
0 + 4β

2
�2

�− 1
2

≈ 1.

(4.81)

2Seja a expansão em série de Taylor
√
1 + x ≈ 1+ 1

2
x− 1

8
x2+· · · , para x→0.
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Dessa maneira a densidade de probabilidade de cada autoestado torna-
se,

D0,0(�) ≈ 2π�

�
1 +

4β2m2
0�

2m2
0 + 2β

2
�2

�
��F0,0(�, ϕ)

��2 ≈ 2π�
��F0,0(�, ϕ)

��2,

D2,0(�) ≈ 2π�

�
1 +

8β2m2
0�

2m2
0 + 4β

2
�2

�
��F2,0(�, ϕ)

��2 ≈ 2π�
��F2,0(�, ϕ)

��2.

(4.82)

Nesse regime de análise as distribuições de probabilidade de cada auto-
estado resultam ser as mesmas do caso não relativ́ıstico. Realizando a
mesma sequência de aproximações sob a função DS , chega-se à mesma
distribuição de probabilidade não relativ́ıstica no tempo inicial (t=0),

D(�, 0) = π�
���F0,0(�, ϕ)

��2 +
��F2,0(�, ϕ)

��2 + 2F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ)

�
.

(4.83)
Para um tempo t posterior,

D(�, t) = π�
���F0,0(�, ϕ)

��2+
��F2,0(�, ϕ)

��2+2F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ) cos

�
(E2−E0)t

��
.

(4.84)
Nesse regime de análise, o mı́nimo tempo evolução resulta ser,

lim
pz→0

Tmı́n =
π

m0

�
1 + 8β2/m2

0 −m0

�
1 + 4β2/m2

0

,

≈ π/m0�
1 + 4β2/m2

0

�
−

�
1 + 2β2/m2

0

� = πm0

eB
.

(4.85)

Obtendo a mesma expressão para o mı́nimo tempo de evolução em
relação à análise não relativ́ıstica, eq.(4.6). A distribuição de probabi-
lidade no tempo Tmı́n é,

D(�, Tmı́n) = π�
���F0,0(�, ϕ)

��2 +
��F2,0(�, ϕ)

��2 − 2F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ)

�
.

(4.86)
Com base nas distribuições de densidade de probabilidade no tempo
inicial e no tempo de ortogonalidade, pode-se calcular facilmente as
duas distâncias médias do elétron � e obter o máximo deslocamento
espacial médio entre o estado inicial e final do elétron nesse caso de
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superposição,

�����Tmı́n
−���0

��=
�����2π

∞�

0

�2F †
0,0F2,0d�

�
cos

�
(E2−E0)Tmı́n

�
−1

������≡2
�����

∞�

0

�DS(�)d�

�����,

=4π

∞�

0

β2�2

π

�
(β�)2−1

�
e−β

2�2d� =
2

β

�
Γ(5/2)−Γ(3/2)

�
=

√
π

2β
.

(4.87)

Portanto, a rapidez média com que o elétron desloca-se da sua posição
inicial até a posição final resulta ser,

V̄ =

�����Tmı́n
− ���0

��
Tmı́n

=
β

m0π
=

1

m0

�
eB

2π
[c]. (4.88)

Esse resultado recupera o caso não relativ́ıstico analisado anterior-
mente.

Regime 2: Campo magnético extremamente forte

Nesse segundo regime de análise relativ́ıstica, deseja-se calcular se há al-
gum valor de campo magnético capaz de fazer o elétron se deslocar com
uma rapidez média maior que c. Então, assume-se o campo magnético
como sendo a grandeza f́ısica dominante do sistema (β�pz,m0). Em
consequência, as energias dos autoestados podem ser expressas como,

E2,0 = lim
β→∞

�
m2
0 + p2z + 8β

2 = 2
√
2β

�
1 +

p2z
8β2

�
1 +

m2
0

(p2z + 8β
2)
,

≈ 2
√
2β

�
1 +

p2z
16β2

��
1 +

m2
0

2(p2z + 8β
2)

�
≈ 2

√
2β.

(4.89)

E0,0 = lim
β→∞

�
m2
0 + p2z + 4β

2 = 2β

�
1 +

p2z
4β2

�
1 +

m2
0

(p2z + 4β
2)
,

≈ 2β

�
1 +

p2z
8β2

��
1 +

m2
0

2(p2z + 4β
2)

�
≈ 2β.

(4.90)

O mı́nimo tempo de evolução nesse regime de análise resulta ser,

lim
β→∞

Tmı́n ≈ π

2(
√
2− 1)β

. (4.91)
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Figura 4.4: Densidade radial de probabilidade do elétron no regime (β→∞).
No gráfico da esquerda observa-se a diferença entre as distribuições rela-
tiv́ısticas e não relativ́ıstica (N.R.). À direita, a área de cor cinza representa
a máxima superposição entre as duas distribuições.

Por outro lado, as constantes de normalização dos espinores nesse re-
gime ficam,

N0,0 =

�
1 +

p2z
(E0,0 +m0)2

+
4β2

(E0,0 +m0)2

�− 1
2

,

≈
�
1 +

✓
✓✓
p2z
4β2

+
4β2

4β2

�− 1
2

,

≈ 1√
2
.

(4.92)
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N2,0 =

�
1 +

p2z
(E2,0 +m0)2

+
8β2

(E2,0 +m0)2

�− 1
2

,

≈
�
1 +

✓
✓✓
p2z
4β2

+
8β2

8β2

�− 1
2

,

≈ 1√
2
.

(4.93)

Consequentemente a densidade de probabilidade radial do elétron nos
autoestados e a função DS resultam ser,

D0,0(�) ≈ π�
���F0,0(�, ϕ)

��2 +
��F1,1(�, ϕ)

��2
�
, (4.94a)

D2,0(�) ≈ π�
���F2,0(�, ϕ)

��2 +
��F3,1(�, ϕ)

��2
�
, (4.94b)

DS(�) ≈ π�
�
F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ) + F †

1,1(�, ϕ)F3,1(�, ϕ)
�
. (4.94c)

Nota-se que as distribuições de probabilidade de cada autoestado e
a função DS apresentam um termo a mais relacionado a um autoes-
tado excitado. Isso é uma consequência direta do forte confinamento
efetuado pelo campo magnético sob o elétron mediante o potencial
harmônico bidimensional, localizando dessa maneira o elétron em uma
região da mesma ordem que seu comprimento de onda de Compton.
Em virtude disso, um dos dois termos associados à part́ıcula de ener-
gia negativa no espinor de cada autoestado, torna-se relevante para a
descrição, resultando em uma mistura entre duas part́ıculas de sinal
de energia diferente e estados diferentes no mesmo espinor. Para um
melhor entendimento, ver apêndice E.

Segundo os resultados anteriores, apresenta-se na figura (4.4)
as densidades de probabilidade radial no tempo inicial t=0 e no tempo
Tmı́n. Observando um aumento da superposição para 31.02% entre a
distribuição final em relação à inicial, em comparação com a descrição
não relativ́ıstica que é de 26.42% conforme mostra a figura (4.1).

Calculando o máximo deslocamento espacial médio experi-
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mentado pelo elétron no intervalo de tempo t=0 até Tmı́n, tem-se,

�����Tmı́n
−���0

��=2
�����

∞�

0

�DS(�)d�

�����,

=

����� 2π
∞�

0

�2F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ)d�

� �� �
I1(β)

�����

+

����� 2π
∞�

0

�2F †
1,1(�, ϕ)F3,1(�, ϕ)d�

� �� �
I2(β)

�����.

(4.95)

Calculando isoladamente cada integração,

I1(β) = 2π

∞�

0

β2�2

π

�
(β�)2−1

�
e−β

2�2d�,

=
1

β

�
Γ(5/2)− Γ(3/2)

�
,

=

√
π

4β
.

(4.96)

I2(β) = 2π

∞�

0

β2�2

π
√
2

�
(β�)4−2(β�)2

�
e−β

2�2d�,

=
1√
2β

�
Γ(7/2)− 2Γ(5/2)

�
,

=
3
√
π

8
√
2β

,

(4.97)

obtém-se,
�����Tmı́n

−���0
�� =

√
π

4β

�
1 +

3

2
√
2

�
. (4.98)

Dessa maneira a rapidez média com que o elétron se desloca é,

V̄ =

�����Tmı́n
−���0

��
Tmı́n

=

�√
2−1

�

2
√
π

�
1+

3

2
√
2

�
= 0,240782965 . . . [c].

(4.99)
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Figura 4.5: Comparação da rapidez média da distância média do elétron
segundo as duas descrições quânticas, observando o valor limite descrito pela
teoria de Dirac.

Esse resultado mostra que uma descrição relativ́ıstica do elétron sob o
efeito de campos magnéticos extremamente intensos prevê o seu deslo-
camento radial com uma rapidez média inferior a c durante a transição
entre os estados inicial e final, mostrando assim a principal diferença
entre as duas descrições quânticas. Na figura (4.5) visualiza-se os dois
comportamentos da rapidez média segundo as duas descrições quânticas
em função do campo magnético sem realizar aproximação alguma.

Regime 3: Altas velocidades e campo magnético fraco

Esse último regime de análise é caracterizado por não possuir uma con-
trapartida na mecânica quântica não relativ́ıstica, devido à alta veloci-
dade do elétron na direção ẑ, sendo essa muito próxima da velocidade
da luz, ou seja (pz →∞) o momento linear é a grandeza f́ısica domi-
nante nessa situação. A seguir são apresentadas as expressões para a
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energias aproximadas segundo esse regime de análise,

E0,0 =
�
m2
0 + p2z + 4β

2 = pz

�
1+

m2
0 + 4β

2

p2z
≈ pz +

m2
0+4β

2

2pz
,

(4.100a)

E2,0 =
�
m2
0 + p2z + 8β

2 = pz

�
1+

m2
0 + 8β

2

p2z
≈ pz +

m2
0+8β

2

2pz
.

(4.100b)

Dessa maneira o mı́nimo tempo de evolução resulta ser,

Tmı́n ≈ πpz
2β2

. (4.101)

Nesse regime de análise onde o valor do momento linear do elétron na
direção ẑ é muito grande, tem-se, em consequência Tmı́n → ∞. Vale
a pena mencionar que esse intervalo de tempo é medido por um ob-
servador localizado em um referência em repouso ou laboratório. Para
entender o porquê da tendência ao infinito de Tmı́n, apresenta-se uma
análise heuŕıstica na seção (4.3), com a qual se entenderá a necessidade
de um tempo infinito para evidenciar a transição entre os estados do
elétron na superposição.

Segundo as aproximação realizadas, as constantes de norma-
lização pertencentes ao espinor de cada autoestado ficam,

N0,0 = N2,0 ≈
1√
2
. (4.102)

Cada um dos termos pertencentes à densidade do elétron da super-
posição resultam ser,

D0,0(�) ≈ 2π�
��F0,0(�, ϕ)

��2,
D2,0(�) ≈ 2π�

��F2,0(�, ϕ)
��2,

DS(�) ≈ 2π�F †
0,0(�, ϕ)F2,0(�, ϕ),

(4.103)

obtendo a mesma densidade de probabilidade radial em relação à análise
não relativ́ıstica, ver eq.(4.18) e eq.(4.19). Para entender o porquê
disso, vale a pena reparar que, na descrição relativ́ıstica, além do espi-
nor de cada autoestado descrever o próprio elétron de energia positiva,
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Figura 4.6: Distribuições de probabilidade do elétron no tempo T0 e Tmı́n

no caso de forte confinamento do campo magnético com pequeno e grande
momento linear.

também descreve o elétron de energia negativa nos seus últimos dois
termos, sendo esses dois termos cruciais para a descrição quântica em
dois casos particulares. O primeiro desses é: quando há um forte con-
finamento sob o elétron, dessa maneira a part́ıcula de energia negativa
é descrita por um autoestado excitado, tal como foi apresentado no re-
gime anterior. O segundo desses é: quando o momento linear do elétron
é uma grandeza f́ısica da mesma ordem ou superior a massa em repouso
do elétron, resultando na descrição da part́ıcula de energia negativa no
mesmo autoestado.

Na figura (4.6) visualizam-se as distribuições de probabilidade
no tempo inicial e Tmı́n, segundo os dois casos discutidos anteriormente,
representados de acordo com as desigualdades entre o momento linear e
β. Finalmente, a rapidez média com que o elétron percorre a distância
radial entre os estados inicial e final resulta ser,

V̄ =

√
π/2β

πpz/2β2
=

β√
πpz

→ 0. (4.104)

Significando assim a ausência da rapidez média com que o elétron se
desloca espacialmente do estado inicial até o final nessa superposição,
como consequência da grande velocidade de deslocamento do elétron
na direção ẑ ser muito próxima da velocidade da luz do vácuo, o tempo
necessário para realizar a transição torna-se infinito.
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4.2.2 Caso geral

A seguir se apresenta de maneira geral a análise do tempo mı́nimo
de evolução quântica segundo a teoria de Dirac, quando o estado do
elétron é definido como uma superposição de dois autoestados de igual
probabilidade, mesmo momento angularml e mesma orientação de spin
ms=1/2. A energia relativ́ısticas de cada um dos autoestados é dada
por,

Ei =
�
m2
0 + p2z + 2β

2(ni +ml + 2), onde

�
i=1, 2
E1 < E2, n1<n2

.

(4.105)
Nesse caso o mı́nimo tempo de evolução quântica escreve-se como,

Tmı́n =
π

E2 − E1
. (4.106)

O espinor de cada um dos autoestados quânticos na descrição rela-
tiv́ıstica da teoria de Dirac são,

Uni,ml
(�r)=Nni,ml




Fni,ml

0
pz

Ei+m0
Fni,ml

2iβ

�
ni+ml

2 +1

Ei+m0
Fni+1,ml+1



eipzz,

Nni,ml
=
�
1+

p2z
(Ei+m0)2

+ 2β2(ni+ml+2)
(Ei+m0)2

�− 1
2

i=1, 2
,

(4.107)

onde Fni,ml
são as autofunções do oscilador harmônico bidimensional,

sendo expressas por meio dos polinômios de Laguerre (3.49). No ins-
tante inicial o estado de superposição é escrito como,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
Un1,ml

(�r) + Un2,ml
(�r)

�
eipzz. (4.108)

As densidades radiais de probabilidade no instante inicial e no tempo
Tmı́n são,

D(�, 0) =
1

2

�
Dn1,ml

(�) +Dn2,ml
(�) + 2DS(�)

�
. (4.109a)

D(�, Tmı́n) =
1

2

�
Dn1,ml

(�) +Dn2,ml
(�)− 2DS(�)

�
, (4.109b)
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onde a distribuição de probabilidade própria a cada autoestado e a
função DS são,

Dni,ml
(�)=2π�N2

ni,ml

��
1+

p2z
(Ei+m0)2

� ��Fni,ml

��2

+
2β2(ni+ml+2)

(Ei+m0)2
��Fni+1,ml+1

��2
�
, i=1, 2.

(4.110)

DS(�)=2π�Nn1,ml
Nn2,ml

��
1+

p2z
(E1+m0)(E2+m0)

�
F †
n1,ml

Fn2,ml

+
2β2

√
n1+ml+2

√
n2+ml+2

(E1+m0)(E2+m0)
F †
n1+1,ml+1

Fn2+1,ml+1

�
.

(4.111)

O máximo deslocamento espacial na direção radial sentido pelo elétron
desde o instante inicial até o tempo Tmı́n é,

�����Tmı́n
−���0

�� = 2

�����

∞�

0

�DS(�) d�

�����. (4.112)

Com base nas expressões gerais que descrevem o fenômeno f́ısico de in-
teresse, poder-se-á analisar qualquer par de autoestados e superposição
no regime desejado. Então inicia-se realizando as aproximações perti-
nentes ao regime de campo magnético extremamente forte (β → ∞),
uma vez que nesse regime evidenciou-se o maior deslocamento radial
médio na direção radial do elétron. Prossegue as respectivas apro-
ximações das energia relativ́ısticas de cada autoestado,

lim
β�pz

Ei =
�
m2
0+p

2
z+2β

2(ni+ml+2),

=
�
2(ni+ml + 2)β

�
1+

m2
0+p

2
z

2β2(ni+ml + 2)
,

≈
�
2(ni+ml + 2)β

�
1+

m2
0+p

2
z

4β2(ni+ml + 2)

�

≈
�
2(ni+ml + 2)β, i=1, 2.

(4.113)

Portanto, o mı́nimo tempo de evolução quântica é,

Tmı́n ≈ π�√
n2+ml+2−

√
n1+ml+2

�√
2β

. (4.114)
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ml n1 n2 Distância(β−1) Tmı́n(β
−1) Rapidez(c) S.Estados(%) S.Tempo(%)

0 0 2 0.913106 3.792238 0.240783 54.6736 31.0247
2 4 1.253738 4.942141 0.253683 62.0343 27.4695
4 6 1.517319 5.862292 0.258827 64.9082 28.0117
6 8 1.740446 6.654000 0.261564 66.4786 27.4867
8 10 1.937563 7.360057 0.263254 67.4816 27.4448
10 12 2.116129 8.003586 0.264398 68.1836 27.4654
12 14 2.280592 8.598819 0.265222 68.7054 27.3626
14 16 2.433861 9.155272 0.265843 69.1100 27.4167
16 18 2.577962 9.679683 0.266327 69.4291 27.3466
18 20 2.714372 10.177036 0.266715 69.6390 27.2546
20 22 2.844210 10.651140 0.267033 69.4574 26.9811

1 1 3 0.949677 4.942141 0.192159 54.6750 26.6979
3 5 1.305385 5.862292 0.222675 60.2857 26.7999
5 7 1.572565 6.654000 0.236334 63.0648 26.6826
7 9 1.796126 7.360057 0.244037 64.7658 26.6826
9 11 1.992547 8.003586 0.248957 65.9258 26.8734
11 13 2.169982 8.598819 0.252358 66.7723 26.8399
13 15 2.333160 9.155272 0.254843 67.4197 26.9368
15 17 2.485113 9.679683 0.256735 67.9311 26.9509
17 19 2.627923 10.177036 0.258221 68.3303 26.9321
19 21 2.763093 10.651140 0.259418 68.5218 26.8289

2 2 4 0.964340 5.862292 0.164499 53.9749 24.8623
4 6 1.331446 6.654000 0.200097 59.0380 25.6530
6 8 1.604641 7.360057 0.218020 61.7325 25.7571
8 10 1.831476 8.003586 0.228832 63.4726 26.1390
10 12 2.029690 8.598819 0.236043 64.7059 26.2276
12 14 2.208068 9.155272 0.241180 65.6318 26.3712
14 16 2.371676 9.679683 0.245016 66.3552 26.4915
16 18 2.523739 10.177036 0.247984 66.9330 26.5344
18 20 2.666455 10.651140 0.250345 67.3611 26.5605

Tabela 4.1: Resultado do cálculo numérico de diferentes autoestados
em superposição. As últimas duas colunas representam a porcentagem
de superposição entre as densidades de probabilidade radial de cada
uma das autofunções e do estado em superposição no tempo Tmı́n em
relação com o instante inicial, respectivamente.

Consequentemente a constante de normalização de cada espinor fica,

Nni,ml
= lim

β�pz

�
1+

p2z
(Ei+m0)2

+
2β2(ni+ml+2)

(Ei +m0)2

�− 1
2

,

≈
�
1+

✘✘✘✘✘✘✘✘p2z
2β2(ni+ml+2)

+
2β2(ni+ml+2)

2β2(ni+ml+2)

�− 1
2

,

≈ 1√
2
, i=1, 2.

(4.115)
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De maneira similar, a densidade radial de probabilidade de cada auto-
estado e a função DS resultam ser,

Dni,ml
(�) ≈ π�

���Fni,ml

��2 +
��Fni+1,ml+1

��2
�
, i=1, 2. (4.116a)

DS(�) ≈ π�
�
F †
n1,ml

Fn2,ml
+ F †

n1+1,ml+1
Fn2+1,ml+1

�
. (4.116b)

O máximo deslocamento médio do elétron na direção radial é,

�����Tmı́n
−���0

�� = 2

�����

∞�

0

�DS(�) d�

�����. (4.117)

Realizou-se o cálculo numérico de três conjuntos diferentes de estados
iniciais que possuem a projeção do momento angular na direção ẑ, a
saber, ml=0, 1, 2 e projeção de spin �/2 no referencial do laboratório.
Tais estados iniciais são formados pela superposição de autoestados
que são vizinhos próximos com respeito aos rótulos quânticos. Com
os dados obtido na tabela (4.1), observou-se uma maior rapidez média
do deslocamento radial do elétron quando o momento angular dos au-
toestados da superposição é nulo. Em virtude disso, estende-se essa
análise para descobrir quais são os estados iniciais de superposição que
fornecem um deslocamento radial do elétron mais rápido.

As superposições mais rápidas

Seja inicialmente o estado do sistema uma superposição entre dois auto-
estados próximos em relação ao número quântico principal n de carácter
par, momento angular (ml=0) e mesma orientação de spin 1/2. Por-
tanto, o estado inicial do elétron em superposição é definido como,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
Un,0(�, ϕ) + Un+2,0(�, ϕ)

�
eipzz, (4.118)

onde Un,0 e Un+2,0 são os espinores descritos na eq.(4.107). Conside-
rando a análise apresentada anteriormente para valores muito grande de
campo magnético e as aproximações realizadas, expressa-se o mı́nimo
tempo de evolução e a função DS como,

Tmı́n ≈ π�√
n+4−

√
n+ 2

�√
2β

, (4.119)

DS(�) ≈ π�
�
F †
n,0(�, ϕ)Fn+2,0(�, ϕ) + F †

n+1,1(�, ϕ)Fn+3,1(�, ϕ)
�
.

(4.120)
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O máximo deslocamento médio do elétron na direção radial eq.(4.95)
é,

�����Tmı́n
−���0

��= 2

�����

∞�

0

�DS(�) d�

�����,

=

����� 2π
∞�

0

�2F †
n,0(�, ϕ)Fn+2,0(�, ϕ) d�

� �� �
I1(β)

�����

+

����� 2π
∞�

0

�2F †
n+1,1(�, ϕ)Fn+3,1(�, ϕ) d�

� �� �
I2(β)

�����.

(4.121)

Dada a expressão geral do espinor Un,ml
com orientação de spin 1/2 for-

necida pelas expressões (3.49), (3.50) e (4.107), resolve-se cada integral
isoladamente, sendo a primeira dessas igual a,

I1(β) =
2π(−1)n
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2
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!
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(4.122)

Após certas simplificações e saber que a integral de um polinômio é
igual que a soma das integrais de cada um dos monômios então,

I1(β) =

= 2(−1)n+1
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2 )�
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�
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(4.123)
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Fazendo o mesmo procedimento para a segunda integração obtém-se,

I2(β) =
2π(−1)n
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(4.124)

I2(β) =
(−1)n+1
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� �
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(4.125)
Portanto, o deslocamento radial máximo apresentado pelo elétron du-
rante o intervalo t=0 até Tmı́n resulta ser,
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(4.126)

Dadas as expressões obtidas anteriormente eq.(4.119) e eq.(4.126), calcula-
se a rapidez média com que o elétron se desloca entre os estado inicial
e final,

V̄ =

�����Tmı́n
−���0

��
Tmı́n

. (4.127)

Dada a enorme dificuldade de poder avaliar a expressão anterior de
maneira anaĺıtica para os diferentes casos, decidiu-se implementar um
cálculo numérico que permitisse realizar os respectivos cálculos, com
o objetivo de analisar mais casos de superposição e generalizar o com-
portamento assintótico da rapidez quântica apresentada anteriormente.
Por razões de exigência numérica somente conseguiu-se calcular até
a superposição entre os dois autoestados (n = 132,ml = 0) e (n =
134,ml = 0) com projeção de spin �/2. Para a realização do cálculo
numérico, usou-se a eq.(4.121) para calcular a máximo deslocamento
radial do elétron distância percorrida pela distância média do elétron,
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embora precisa-se calcular numericamente a integral, isso oferece me-
nos exigência na computação em comparação à expressão anaĺıtica
eq.(4.126).

Na figura (4.7) mostram-se todos os casos de superposição
analisados, observando um comportamento assintótico da rapidez máxima
a medida que se aumenta a energia dos autoestados envolvidos na su-
perposição. Aplicando uma regressão de decaimento exponencial para
os dados obtidos, estima-se a máxima rapidez média com que o elétron
pode se deslocar radialmente em um campo magnético externo muito
forte. A expressão implementada para regressão numérica e os respec-
tivos valores são,

y = A1 exp

�−x
B1

�
+A2 exp

�−x
B2

�
+A3 exp

�−x
B3

�
+ y0. (4.128)

A1 = -0.01483338 A2 = -0.00281596 A3 = -0.00804731 y0 = 0.26981491
B1 = 2.59634329 B2 = 44.10952840 B3 = 9.61065822

Tabela 4.2: Coeficientes da regressão.

Figura 4.7: Limite assintótico da rapidez com que o elétron se des-
loca na direção radial. O estado inicial é uma superposição igual de
dois autoestado vizinhos próximos em relação aos rótulos quânticos, de
energias positivas e de projeção de momento angular nulo.
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4.3 Estado inicial de superposição formado
por autoestados com sinal de energia
diferentes

Nessa seção é definido o estado inicial de um sistema como uma su-
perposição puramente relativ́ıstica, onde os dois autoestados envolvi-
dos apresentam o sinal energia diferente. Essa seção possui fins pura-
mente matemáticos, sem qualquer interpretação f́ısica Adicionalmente,
assume-se que a mesma orientação de spin ms=1/2 para ambos auto-
estados,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
Un1,ml1

+ Un2,ml2

�
. (4.129)

Daqui para frente, usa-se o rotulo 1 para o autoestado de energia ne-
gativa e o 2 para o autoestado de energia positiva. A energia de cada
autoestado é,

E1 = −
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n1+ml1+2),

E2 =
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n2+ml2+2).
(4.130)

De maneira geral, o espinor de energia negativa com a projeção de spin
�/2, é constrúıdo a partir das duas componentes do espinor associadas
à energia negativa,

U
(−)
↑ (�r) =

�
Fn1,ml1

(�, ϕ)
0

�
eipzz. (4.131)

As duas correspondente componentes associadas à part́ıcula de energia
positiva dos espinores serão calculadas segundo a seguinte relação,

U (+)(�r) =
1

E1−m0




−i ∂
∂z

−2iβâR
2iβâ†R i

∂

∂z


U (−)(�r). (4.132)

Obtendo assim,
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(4.133)
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onde E1 é a energia negativa e Nn1,ml1
é a constante de normalização

do espinor,

E1 = −
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n1+ml1+2),
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(4.134)

O espinor associado ao estado de energia positiva com a orientação de
spin (+1/2) é,

Un2,ml2
(�r) = Nn2,ml2
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=
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(4.135)

A densidade de probabilidade radial para a superposição no instante
inicial é,

D(�, 0) =

2π�

0

��ψ(�r, 0)
��2� dϕ,

=
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2π�
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U†
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Un2,ml2
+ Un1,ml1

U †
n2,ml2

�
dϕ

�
,

(4.136)

onde D1(�) e D2(�) são as densidades de probabilidade radial perten-
centes aos autoestados de energia negativa e positiva, respectivamente.
O terceiro termo da distribuição é denotado por 2DS(�)

3, e representa

3O fator 2 usa-se simplesmente para levar a mesma sequência algébrica da análise
realizada nos diferentes casos anteriores.
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os termos cruzados,

DS(�) = �N↑
n1,ml1

Nn2,ml2
pz

�
1

E1−m0
+

1

E2+m0

� 2π�

0

F †
n1,ml1

Fn2,ml2
dϕ.

(4.137)
Devido à importância da função DS no cálculo do máximo desloca-
mento espacial médio do ente do sistema na direção radial entre o
estado inicial e final, estabelece-se a condição ml1 =ml2 , implicando
fisicamente uma transição que não seja capaz de realizar mudança al-
guma da projeção do momento angular na direção ẑ, sendo matemati-
camente equivalente dizer que a integral da eq.(4.137) seja diferente de
zero. Nota-se que o número quântico principal dos autoestados têm que
ser diferentes n1 �= n2, do contrário o termo entre colchetes será nulo.
Da mesma maneira que a análise anterior, nota-se que o maior deslo-
camento espacial médio desse ente acontece quando o rótulo quântico
dos autoestados apresentam a relação (n2 = n1+2), além da projeção
do momento angular na direção ẑ ser nula.

DS(�) = 2π�N↑
n1,0

Nn1+2,0pz

�
1

E1−m0
+

1

E2+m0

�
F †
n1,0

Fn1+2,0.

(4.138)
Por causa da grande dificuldade de poder analisar a densidade de pro-
babilidade e mais exatamente a função DS , a seguir apresenta-se três
diferentes regimes de análise para o cálculo da rapidez média com que o
ente do sistema se desloca espacialmente do estado inicial até o estado
ortogonal, nessa classe de superposição.

Regime 1: Baixas velocidade vz → 0 e campo magnético fraco

Nesse primeiro regime de análise assume-se a massa de repouso do
ente como a grandeza f́ısica que caracteriza o sistema, dessa maneira a
energia dos autoestados fica aproximadamente,

E = ±
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n+2ms+1),

= ±m0

�
1 +

p2z + 2β
2(n+2ms+1)

m2
0

,

≈ ±m0

�
1 +

✓
✓
✓p2z

2m2
0

+
✓
✓
✓2β2

2m2
0

(n+2ms+1)

�
= ±m0.

(4.139)
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Com base nas energias dos autoestados, calcula-se ΔH≡
�
�H�−E0

�
=

1
2

�
E2−E1

�
, assim o mı́nimo tempo de evolução é,

Tmı́n =
π

2ΔH
=

π

2m0
=3,07396×10−6eV = 2,02337×10−21s. (4.140)

Observa-se que o mı́nimo tempo de evolução é π vezes aquele obtido a
partir da relação de incerteza de Heisenberg. Além disso, a função DS

é nula, implicando que o ente não se deslocará entre os estados inicial
e final.

Regime 2: Campo magnético extremamente forte

Quando o campo magnético é extremamente forte temos β→∞, como
consequência, o ente por causa do potencial harmônico bidimensional,
acha-se fortemente confinado em uma região da mesma ordem que o seu
comprimento de onda de Compton. Nesse regime de análise as energias
de cada autoestado são aproximadamente dadas por,

E1 = −
�
2β2(n1 + 2), E2 = +

�
2β2(n1 + 4), (4.141)

e o mı́nimo tempo de evolução resulta ser,

Tmı́n =
π�

2β2(n1 + 4) +
�
2β2(n1 + 2)

. (4.142)

Os correspondentes espinores dos autoestados serão aproximados por,
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(4.143)

Nesse caso a função DS resulta ser nula. Portanto, a rapidez média
com que o ente do sistema se desloca espacialmente é nula. Para tentar
entender o porquê da rapidez ser nula nesse regime de análise, a seguir
apresenta-se uma análise geral desse caso de superposição, assumindo
as contribuições do momento linear pz e do termo β maiores que a
energia de repouso.
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Regime 3: Casos geral

Sem impor regime algum sob o sistema f́ısico, se poderá observar de
maneira mais detalhada a dependência da função DS que descreve a
rapidez radial média com respeito às grandezas β e pz respeito ao re-
ferencial do laboratório. Quando for assumido qualquer valor de beta
e de momento linear muito maiores que a energia da massa de repouso
(pz ∼ β �m0). Dessa maneira, para a superposição

�
U0,0+U2,0

�
/
√
2

com projeção de spin �/2, pode-se evidenciar uma rapidez radial média
do ente atingindo o seu máximo valor quando o valor do momento li-
near é da mesma ordem que o termo β, como pode ser visto na figura
(4.8). As curvas que iniciam da origem são as correspondentes à rapi-
dez radial média na superposição de autoestados com sinal energético
diferente. As outras três curvas superiores são as correspondentes à su-
perposição de autoestados de energia positiva. O valor máximos dessas
três últimas curvas mencionadas corresponde à máxima rapidez obtida
anteriormente na eq.(4.99).

Observando o comportamento decrescente da rapidez radial
média em relação ao aumento do momento linear axial na superposição
de estados positivos, a seguir apresenta-se uma explicação não rigo-
rosa para esse fenômeno mediante a noção da dilatação temporal. O
momento linear do elétron na direção ẑ visto por um observador no re-
ferencial de laboratório e o intervalo temporal de qualquer evento que
acontece no plano x�−y� que viaja no referencial onde o elétron está em
repouso é4,

pz =
m0vz�
1− v2z

, Δt =
Δt��
1− v2z

, (4.144)

onde Δt� é o intervalo de tempo próprio medido por um observador
no plano x�−y� do elétron e vz é a velocidade do elétron na direção
axial com relação à origem do sistema de coordenadas. Expressando a
velocidade em função do momento linear,

vz =
pz�

p2z +m2
0

, (4.145)

pode-se expressar o tempo medido por um observador no referencial do
laboratório em função do momento linear axial,

Δt = Δt�
�
1− p2z

m2
0+p

2
z

�−1/2
. (4.146)

4No plano x�−y� o elétron se comporta como um oscilador harmônico bidimen-
sional, cujas velocidades médias ao longo dos eixos x� e y� são nulas.
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Figura 4.8: Comparação da rapidez com que o ente se desloca radi-
almente considerando como estado inicial de superposição dois auto-
estados de energia positiva-positiva (linha sólida) e o ente do sistema,
superposição negativa-positiva (linha tracejada).

Isso significa que o elétron realiza transição do estado inicial ao final
no seu próprio referencial em um intervalo de tempo igual a Δt�=T �

mı́n,
mas para o observador em repouso no referencial de laboratório, o
tempo de transição (Tmı́n) estará dilatado como mostra a eq.(4.146),
onde o tempo T �

mı́n é aquele calculado na eq.(4.106) quando pz = 0.
Não só se considera a dilatação temporal como a responsável da dimi-
nuição da rapidez radial média, também se levará em conta mas com
menos relevância as mudanças da densidade de probabilidade radial do
elétron no estado inicial e final quando esse apresenta o momento li-
near pz maior ou menor que o valor de β, pois essas densidades mudam
seus formatos como pode ser visto na figura (4.6). De maneira geral o
máximo deslocamento espacial médio do elétron apresenta dependência
com o valor do campo magnético e com o momento linear pz. Portanto,
a rapidez média com que o elétron se desloca radialmente com respeito
à origem do sistema de coordenadas é,

V̄ =

�����Tmı́n
−���0

��
T �
mı́n

�
1− p2z

m2
0+p

2
z

. (4.147)

Em face a esse resultado, será apresentada uma expressão heuŕıstica
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Figura 4.9: As linhas tracejadas mais finas representam a aproximação
heuŕıstica que reproduz razoavelmente bem o comportamento da rapi-
dez na superposição de estado de energia positiva.

que inclui a dependência do campo magnético externo no estado em su-
perposição, parecendo ser uma ótima aproximação do comportamento
da descrição do comportamento apresentado pela rapidez média como
consequência da dilatação temporal,

V̄ =

�����Tmı́n
−���0

��
T �
mı́n

�
1− p2z

(E20,0+E
2
2,0)/2

,
E20,0+E

2
2,0

2
= m2

0+p
2
z+6β

2.

(4.148)
O que está se fazendo ao introduzir essa correção heuŕıstica é expres-
sar o fator gama da teoria da relatividade restrita em função da ener-
gia quadrática média do sistema, que por sua vez depende do campo
magnético. Embora não haja uma dedução rigorosamente f́ısica para a
expressão anterior, essa fornece uma explicação plauśıvel ao comporta-
mento da rapidez média com que o elétron se desloca espacialmente do
estado inicial até o ortogonal na superposição de autoestados de energia
positiva visto na figura (4.9). Embora a análise heuŕıstica apresentada
anteriormente corresponde à descrição do elétron livre no eixo axial
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mediante uma onda plana com momento linear bem definido, essa des-
crição faz com que o elétron não apresente uma localização definida em
uma região finita do espaço, já que esse possui igual probabilidade de
ser achado em qualquer lugar do espaço dentro do cone de luz. Devido
a esse importante argumento, se considera que isto não corresponde a
uma análise rigorosamente f́ısica ao dizer que o elétron está se deslo-
cando no eixo axial no plano x�−y� com momento linear pz. Ou seja,
o problema é a noção de localização do elétron no eixo axial. Não obs-
tante, a maneira mais simples de poder aplicar a análise heuŕıstica e
considerar a localização espacial do elétron no eixo axial é realizar a des-
crição do elétron livre mediante um pacote de onda de perfil gaussiano,
definindo assim a densidade de probabilidade axial a uma região finita.
No apêndice F se realiza a análise completa do elétron livre com perfil
gaussiano através da mecânica quântica não relativ́ıstica e relativ́ıstica,
mostrando assim a validade da expressão heuŕıstica ao reproduzir razo-
avelmente o comportamento relativ́ıstico da velocidade axial do pacote
em função do momento linear axial no caso quando o elétron é descrito
pelo estado em superposição, obtendo a mesma expressão para o fator
γ da relatividade restrita modificado para o estado em superposição
e responsável por reproduzir a diminuição da rapidez radial média do
elétron para grandes valores de momento linear axial médio do pacote
gaussiano explicado através da noção da dilatação temporal do obser-
vador no laboratória em relação ao grande momento linear axial médio
apresentado pelo elétron.

Voltando para a superposição entre estados de sinal energético
diferente, sabe-se que o espinor é um vetor de funções de quatro compo-
nentes, duas dessas componentes estão associadas à part́ıcula de energia
positiva e as outras duas à part́ıcula de energia negativa. Por exem-
plo, o espinor do elétron de energia positiva e projeção de spin �/2,
quando esse se acha confinado o termo β�m0 ou apresentando altas
velocidades de deslocamento, pz � m0, as duas componentes do es-
pinor associadas à part́ıcula de energia negativa, tornam-se relevantes
para a descrição, gerando assim uma superposição entre a part́ıcula e
a antipart́ıcula no mesmo espinor [47–50]. Igualmente acontece com o
espinor que descreve o ente de energia negativa e seus termos associados
à part́ıcula de energia positiva. Dessa maneira se analisa os seguintes
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casos limites,
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Na figura (4.10) visualiza-se as distribuições de probabilidade para os
casos anteriores. Quando o momento linear da part́ıcula é realmente
grande (pz � β) a função DS apresentará o seguinte comportamento
assintótico dado pelo termo,

lim
pz→∞

pz

�
1

E1−m0
+

1

E2+m0

�
→ 0,

��E1
�� ≈ E2. (4.150)

Figura 4.10: Densidade de probabilidade radial do ente no caso de forte
confinamento do campo magnético com pequeno e grande momento linear.
Em ambos casos as densidade de probabilidade nos tempos T0 e Tmı́n são
iguais, dessa maneira o deslocamento da distância radial média do ente é
nula.

Com base no comportamento apresentado pela rapidez nesse caso de
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superposição, evidencia-se um valor máximo quando o momento linear
é comparável ao valor de β, como pode ser visto na figura (4.8). As-
sumindo que pz e β são grandezas maiores que a massa em repouso do
elétron, enxerga-se com mais clareza as mudanças estabelecidas pela
teoria relativ́ıstica de Dirac nas distribuições de probabilidade. Dese-
jando analisar mais casos de superposição entre autoestados com si-
nal energético diferente, implementa-se numericamente o cálculo do
máximo deslocamento radial do ente nessa classe superposição. Adici-
onalmente observa-se que a maior distância percorrida acontece quando
os autoestados são vizinhos próximos e apresentam o momento angu-
lar nulo5. Na figura (4.11) observa-se que os resultados numéricos têm
o mesmo comportamento assintótico evidenciado na análise anterior.
Repara-se que a principal diferença está no valor do momento linear
pz, sendo esse comparável com β para poder apreciar o máximo deslo-
camento espacial do ente na direção radial durante o intervalo de tempo
Tmı́n.

Figura 4.11: Comportamento assintótico do deslocamento espacial
médio apresentado pela superposição de estados pares com sinal
energético diferente. A linha fina é a curva da regressão.

A causa do comportamento apresentado pela rapidez média
nesse caso de superposição é devido à competição existente entre o

5Como foi analisado no caso de superposição de estados positivos, aqueles esta-
dos que apresentam um maior deslocamento da distância radial média do ente na
superposição, são os autoestados com ml = 0.
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forte confinamento parabólico e a alta velocidade do deslocamento do
ente no eixo ẑ, ambas grandezas fazem com que os termos associa-
dos à antipart́ıcula no espinor sejam relevantes para a descrição. No
entanto, quando há um forte confinamento a autofunção associada à
antipart́ıcula é uma unidade superior em ambos números quânticos
(n,ml). Isso significa que a antipart́ıcula acha-se descrita por um auto-
estado excitado, implicando uma distribuição espacial mais aberta ou
menos confinada, pois as autofunções do oscilador harmônico isotrópico
apresentam uma maior probabilidade de achar as part́ıculas nas bordas
do oscilador na medida que aumenta a energia do autoestado.

Pelo contrário, quando há um alto momento linear, a anti-
part́ıcula acha-se descrita pela mesma autofunção da part́ıcula, conse-
quentemente a distribuição de probabilidade continua sendo a mesma
segundo a descrição não relativ́ıstica. Só que quando o valor de pz∼β
há uma contribuição relevante dos dois termos da antipart́ıcula no es-
pinor, obtendo dessa maneira o máximo valor da função DS , resultado
assim no máximo deslocamento radial do ente e portanto a máxima
rapidez média.

4.3.1 Orientação de spin oposta

Finalmente, apresenta-se uma análise quando o estado do ente é defi-
nido como a superposição de dois autoestados de sinal energético dife-
rente e orientações de spin diferentes. O espinor de energia negativa e
projeção de spin −�/2 é,

Un1,ml1
(�r) = Nn1,ml1
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−1
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eipzz, (4.151)

onde o coeficiente de normalização é,

Nn1,ml1
=
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1+

p2z
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+
2β2(n1+ml1)

(E1−m0)2

�− 1
2

. (4.152)

O estado em superposição no instante inicial t=0 é definido como,

ψ(�r, 0) =
1√
2

�
Un1,ml1

+ Un2,ml2

�
. (4.153)
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A energias de cada autoestados são,

E1 = −
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n1+ml1), E2 =
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n2+ml2+2).

(4.154)
O mı́nimo tempo de evolução nesse caso de superposição é,

Tmı́n =
π�

m2
0 + p2z + 2β

2(n2+ml2+2) +
�
m2
0 + p2z + 2β

2(n1+ml1)
.

(4.155)
Mostra-se que nesse caso o valor de Tmı́n é muito menor em comparação
à análise anterior eq.(4.106). A causa disso é a maior diferença de
energia existente entre os dois autoestados nessa classe de superposição.
A densidade de probabilidade radial do ente no instante inicial é,
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(4.156)
onde D1(�) e D2(�) são as densidades de probabilidade pertencente ao
autoestado de energia negativa e positiva, respectivamente. Denotando
o terceiro termo por DS(�), tem-se,
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(4.157)

Nesse caso a função DS(�) = 0 sem importar os rótulos quânticos dos
autoestados envolvidos na superposição. Em consequência, o desloca-
mento médio do ente na direção radial é nulo, de modo que esse caso de
superposição é insignificante para a análise da rapidez do deslocamento
espacial.
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Caṕıtulo 5

Estimativa do tempo
real de evolução entre
dois estados puros via
transformações unitárias

Inicialmente, a pergunta do problema do mı́nimo tempo de evolução
(QSL), foi respondida por Mandeltam e Tamm (MT) ao analisar a
relação de incerteza entre o tempo e a energia para sistemas quânticos
independentes do tempo, obtendo um critério capaz de prever o mı́nimo
tempo necessário para que um estado quântico inicial evolua até se
transformar em um estado ortogonal em relação ao estado inicial. Pos-
teriormente, alguns trabalhos propuseram mediante fundamentos geométricos,
uma extensão do critério MT para estados puros de sistemas quânticos
dependentes do tempo, evoluindo unitariamente até atingir um deter-
minado valor de fidelidade quântica. Assim, o critério MT estendido
tem recebido uma grande aceitação devido ao significado geométrico
apresentado pelas grandezas f́ısicas envolvidas, pois o numerador cor-
responde à curva geodésica que liga o estado quântico inicial com o es-
tado evolúıdo e a incerteza da energia pode ser interpretada como sendo
a rapidez instantânea apresentada pela evolução do estado quântico. A
saturação da desigualdade implica uma dinâmica do estado quântico
ao longo do menor caminho posśıvel, em consequência, o tempo pre-
visto pelo critério é equivalente ao tempo gasto pelo estado segundo a
dinâmica quântica. Na maioria das vezes o tempo obtido é menor que

89
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o tempo requerido pela evolução do estado quântico para atingir um
determinado valor de fidelidade, sendo esse tempo tão menor quanto
maior for a incerteza da energia apresentada pelo estado do sistema.

Certamente, tem-se usado os critérios do QSL com o intuito de
obter o menor tempo de evolução entre dois estados distingúıveis, em-
bora esses resultados não necessariamente têm que ser próximos quando
forem comparados com o tempo real da evolução quântica. Recente-
mente, tem havido uma tendência na procura por expressões do QSL
que sejam mais justa, estreitas ou em inglês “tight”, segundo as re-
ferências [34, 35, 37, 39, 42, 60]. Portanto, nesse trabalho se considera
importante a obtenção de previsões de tempo mais justas em situações
particulares, por exemplo, para estimar o tempo de computação de um
sistema f́ısico dado o estado inicial, o hamiltoniano e a fidelidade que
deseja ser atingida com o estado final.

Por esse motivo, nesse caṕıtulo apresenta-se um método para
melhorar as previsões fornecidas pelo critério MT estendido mediante
a ação de uma transformação unitária sobre o sistema quântico, for-
necendo a descrição do sistema em um novo referencial onde a incer-
teza da energia do estado quântico resulte ser menor. Isso implica na
diminuição da rapidez com que evolui o estado quântico nesse novo
referencial.

5.1 Transformação Unitária e Método Trans-
cendente

Suponha-se que no referencial do laboratório exista um sistema quântico
descrito pelo hamiltoniano dependente do tempo Ĥt, atuando no espaço
de Hilbert de dimensão n. A equação de Schrödinger dependente do
tempo nesse referencial é,

i�|
•
ψt� = Ĥt|ψt�. (5.1)

Quando for aplicado sobre o sistema uma transformação unitária1 ÛR(t),
o estado quântico será expresso como,

|ψt� = ÛR(t)|φt�, (5.2)

de modo que |ψ0� = |φ0�. Sendo |φt� o estado do sistema quântico
expresso em um novo referencial. Em consequência, a equação de

1Sendo o sub́ındice R associado a uma transformação de rotação, como será
explicado posteriormente nesse trabalho.
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Schrödinger dependente do tempo nesse referencial é,

i�|
•
φt� = ĤG|φt�, ĤG = Û†

R(t)ĤtÛR(t)−i�Û†
R(t)

•

ÛR(t), (5.3)

onde ĤG é o hamiltoniano do sistema quântico no novo referencial
2. De

acordo com algumas razões que serão explicadas posteriormente, esse
novo referencial é nomeado referencial girante. O objetivo é encontrar
um novo hamiltoniano ĤG cuja variância seja menor que a de Ĥt. Para
mostrar esse fato, calcular-se-á a variância da energia apresentada pelo
estado quântico no referencial do laboratório, e compara-se com sua
contrapartida no referencial girante. Assim, o valor médio da energia no
referencial do laboratório escrito em termos das grandezas no referencial
girante é,

�ψt|Ĥt|ψt� = �φt|ĤG|φt�+ i��φt|Û†
R(t)

•

ÛR(t)|φt�. (5.4)

Adicionalmente, a energia quadrática média é dada por,

�ψt|Ĥ2
t |ψt� = �φt|Ĥ2

G|φt� − �2�φt|
�
Û †
R(t)

•

ÛR(t)
�2|φt�

+ i��φt|
�
ĤG, Û

†
R(t)

•

ÛR(t)
�
|φt�.

(5.5)

Portanto, a variância da energia do estado quântico no referencial do
laboratório pode ser expressa como,

ΔH2
t = ΔH2

G − �2
�
ΔÛ †

R(t)
•

ÛR(t)
�2

+ i��φt|
�
ĤG, Û

†
R(t)

•

ÛR(t)
�
|φt� − 2i��φt|ĤG|φt��φt|Û†

R(t)
•

ÛR(t)|φt�.
(5.6)

Vale a pena ser mencionado que os primeiros termos representam a
variância da energia do estado quântico no referencial girante e a variância

do produto i�Û†
R(t)

•

ÛR(t), respectivamente. Além disso, o significado
f́ısico dos outros termos poderá ser compreendido quando essa análise
for aplicada em um sistema quântico em particular. Por exemplo, no
caso de ressonância magnética nuclear de um spin 1/2, pode ser mos-
trado através da transformação unitária de rotação em torno do eixo
ẑ, que a incerteza da energia do estado quântico no referencial girante
torna-se menor que sua contrapartida no referencial do laboratório.
Em consequência, a dinâmica apresentada pelo estado desse sistema

2Sendo o sub́ındice G associado ao referencial girante, sendo esse obtido poste-
riormente nesse trabalho.
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quântico no referencial girante acontece com uma menor rapidez3 em
relação à dinâmica do estado no referencial do laboratório.

Além disso, considera-se a relevância que apresenta a incerteza
da energia como grandeza f́ısica chave na abordagem geométrica do pro-
blema do mı́nimo tempo de evolução quântico para sistemas quânticos
fechados, sendo o critério MT estendido,

t ≥ tMT (t) =
� arccos

�
F (t)

ΔHt

, ΔHt =
1

t

� t

0

ΔHt�dt
�, (5.7)

onde ΔHt é a média temporal da incerteza da energia até o instante t.
A saturação da desigualdade implica que a dinâmica quântica acontece
ao longo da menor percurso que liga o estado quântico inicial com o
estado quântico evolúıdo no espaço de Hilbert, percorrendo a curva
geodésica. Em geral, esse critério estabelece uma previsão menor que o
tempo necessário para que o estado quântico evolua e atinga um certo
valor de fidelidade, sendo esse tempo tão menor quanto maior for a
incerteza da energia do estado quântico.

Devido a esse fato, a atuação de uma transformação unitária
sobre o sistema quântico, forneceria a descrição do sistema no referen-
cial girante onde a incerteza da energia do estado quântico resulte ser
menor que sua contrapartida no referencial do laboratório. Isso implica
na diminuição da rapidez com que evolui o estado quântico nesse novo
referencial. Em virtude disso, a implementação do critério MT esten-
dido no referencial girante permitiria obter previsões mais próxima à
escala de tempo da evolução quântica real. Em relação a isso, propõe-se
a transformação do critério em uma equação transcendente4 segundo
a igualdade entre o tempo de evolução e o tempo previsto. Dessa ma-
neira, tem-se,

0 = arccos
�
FG(t)−

ΔHG t

�
. (5.8)

Fisicamente, as ráızes dessa equação transcendente estão associadas a
cada um dos instantes em que a dinâmica do estado quântico cruza a
curva geodésica existente entre o estado inicial e seu ortogonal. Sendo
o interesse principal nessa parte do trabalho, prever o mı́nimo tempo
necessário pelo estado de um sistema quântico evolua unitariamente

3Segundo o trabalho de Anandan e Aharonov [27], esse fato implica uma
dinâmica do estado quântico no referencial girante menos rápida em relação à
dinâmica no laboratório.

4Uma equação transcendente é uma equação que contém alguma função que
não é redut́ıvel a uma fração entre polinômios e cuja solução não pode ser expressa
através de funções elementares.
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até atingir uma dada fidelidade. Por esse motivo, só será considerada
a primeira raiz cronológica para cada valor de fidelidade.

Em relação ao racioćınio anterior, apresenta-se uma maneira
de poder estimar a fidelidade quântica apresentada pelo estado no refe-
rencial girante em função da fidelidade do estado evolúıdo no referencial
do laboratório. Para isso, inicia-se mediante a definição da fidelidade
quântica de um estado puro no referencial do laboratório,

F (t) = |�ψ0|ψt�|2, ⇒
�
F (t) =

���ψ0|ψt�
��. (5.9)

De acordo com essa definição, o estado evolúıdo pode ser expresso
através de uma combinação linear de estados que compõem uma base
completa em relação à dimensão n do espaço de Hilbert ao qual per-
tence o sistema quântico,

|ψt� =
�
F (t)|ψ0�+

n−1�

j=1

aje
iϕj |ψ⊥

j �, (5.10)

onde |ψ⊥
j � é o conjunto de estados ortogonais ao estado inicial. Além

disso, cada um desses estados apresenta uma fase relativa dependente
do tempo ϕj , em relação a |ψ0�, e um conjunto de constantes aj , res-
ponsáveis por satisfazer a condição de normalização do estado evolúıdo.
Sabendo que a fidelidade do estado quântico no referencial girante pode
ser expressa como FG= |�ψ0|Û†

t |ψt�|2, tem-se,

FG =
���
�
F (t)�ψ0|Û †

t |ψ0�+
n−1�

j=1

aje
iϕj �ψ0|Û †

t |ψ⊥
j �

���
2

. (5.11)

Vale a pena mencionar que o conjunto de n−1 estados ortogonais poderá
ser obtido através do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt
sobre o estado inicial e o conjunto de n−1 estados da base canônica
correspondente à dimensão do espaço de Hilbert. Além disso, para um
certo valor de F (t), torna-se necessário varrer sobre todo o conjunto
da valores de ϕj e aj para calcular a primeira raiz cronológica. Desta
forma, para cada valor de fidelidade do estado quântico no referencial
do laboratório, poderá ser obtida uma previsão do mı́nimo tempo re-
querido pelo estado quântico inicial no referencial do laboratório para
atingir um determinado valor de fidelidade quântica. Exemplificando
a praticidade do método, a seguir será analisado um sistema quântico
altamente oscilante no contexto de RMN, de dimensão dois e quatro
associados à interação do spin nuclear 1/2 e 3/2, respectivamente. Com
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o intuito de realizar uma comparativa entre os resultados a serem obti-
dos através do método da equação transcendente, usa-se o critério MT
estendido, sendo assumido o conhecimento completo da incerteza da
energia apresentada pelo estado quântico em cada um dos referenciais
mediante a solução da equação de Schrödinger e assim obter o valor da
fidelidade F (t) para todo tempo t da dinâmica. Dessa forma, pode-se
afirmar que, embora o QSL não foi definido com o proposito exposto
nesse caṕıtulo, os tempos obtidos mediante a solução da equação trans-
cendente resultam ser bem mais próximos ao tempo gesto pelo dinâmica
do estado quânticos, em relação aos tempos obtidos pelo critério MT
estendido.

5.2 Breve Introdução à Ressonância Magnética
Nuclear

5.2.1 Interações

Quando um núcleo atômico é colocado em um campo magnético, o
estado fundamental será dividido em diferentes ńıveis de energia pro-
porcionais à força do campo magnético . Esse efeito é conhecido como
efeito Zeeman. A interação Zeeman é útil para a identificação de dife-
rentes tipos de núcleos colocados em campos magnéticos externos, pois
esse termo é diretamente proporcional à energia do campo. Além disso,
a informação da dinâmica estrutural pode ser obtida mediante a consi-
deração de acoplamentos de outras interações magnéticas e eletrônicas
com o núcleo. Essas interações são perturbações em relação à interação
de Zeeman. Dessa forma, o hamiltoniano completo em ressonância
magnética nuclear pode ser expresso como,

Ĥ = ĤZeeman + ĤJ + ĤCS + ĤDD + ĤQ + Ĥmeio, (5.12)

onde ĤZeeman é a interação Zeeman, ĤJ é o acoplamento escalar relaci-
onado à interações hiperfinas entre o núcleo e os elétrons vizinhos, ĤCS

é o desvio qúımico associado à frequência de ressonância de um núcleo
relativamente a um campo magnético padrão, ĤDD é o acoplamento
dipolar referido à interação direta entre dois dipolos magnéticos, ĤQ é o
acoplamento quadrupolar referente à distribuição de carga não esférica
quando o spin nuclear é maior a 1

2 e finalmente Ĥmeio corresponde à
interação fraca entre o núcleo com outro núcleos, outros campos, po-
dendo ser desprezado na maioria das vezes dentro de certa escala de
tempo. Na tabela 5.1 são apresentadas as magnitudes relativas dessas
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interações, mostrando que a interação Zeeman é a mais relevante para
a descrição quântica, seguido da interação quadrupolar, além do desvio
qúımico e o acoplamento dipolar, e finalmente o acoplamento escalar
sendo a mais fraca de todas. Certamente, algumas interações são mais
pronunciadas que outras [58].

Interação Magnitude (Hz)
Zeeman 108

Quadrupolar 106

Desvio qúımico 103

Dipolo 103

J 101

Tabela 5.1: Magnitude das diferentes interações em ressonância magnética
nuclear (�=1).

No caso geral da ressonância magnética nuclear, as interações sentidas
pelo spin nuclear são de diferentes naturezas e magnitudes. Por esse
razão, somente bastaria aplicar a transformação unitária necessária
para remover a dependência temporal do termo mais contribuinte, o
termo Zeeman. Em consequência, obteria-se a descrição do sistema
quântico em um referencial onde sua dinâmica seria mais lenta.

5.2.2 Processos de medida

À temperatura ambiente, o formalismo teórico que descreve o estado
quântico de qualquer sistema de spin nuclear é dado pela aproximação
do estado térmico, tomando-se apenas os termos de ordem dominante
[61]

ρ̂ ≈ 1

Z �̂+
β�ωL
Z Îz, (5.13)

onde β =1/kBT e Z = Tr
�
e(−βĤRMN)

�
é a função de partição, T é a

temperatura, kB é a constante de Boltzmann, � é a constante de Planck
reduzida e ωL é a frequência de Larmor do spin nuclear. Dessa forma,
o fator de polarização é �= β�ωL

2Z , sendo um leve desvio da ordem 10−5

na matriz identidade, e a matriz Îz associada ao spin ao longo do eixo
ẑ, representando o desvio da matriz densidade. Nesse caso, o estado
térmico da eq. (5.13) pode ser escrito como,

ρ̂ ≈
�
1− �

Z

�
�̂+ �ρ̂0, (5.14)

onde ρ̂0 representa a parte pura da matriz densidade com traço unitário.
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Processo de tomografia do estado quântico

A parte pura da matriz densidade é tomografada e reconstrúıda usando
rotações globais [62]. Nesse sentido, a técnica de RMN deteta a mag-
netização ao longo do eixo x̂ e ŷ, correspondendo à primeira ordem
de coerência da matriz densidade, sendo essa caracteŕıstica explorada
dentro de outras ordens de coerência. Por esse motivo, apresenta-se
uma breve descrição para spin I = 1/2, e um processo análogo é es-
tendido para spin I = 3/2, para maiores detalhes recomenda-se as re-
ferências [62, 67].

Com o propósito de aplicar o processo em tomografia de um
sistema de spin I = 1/2, identifica-se o elemento de coerência de ordem
zero e um na matriz densidade. Dessa forma, devemos usar rotações
adequadas para transferir as intensidades de ordem zero de coerências
em primeira ordem. Em virtude disso, o operador densidade para um
qubit é representado por operadores de dimensão 2 × 2. Considera-
se como exemplo a reconstrução da matriz densidade do spin nuclear
no estado fundamental, | ↑�. Dessa forma, os elementos da matriz
densidade são expressos como,

ρ̂0 =

�
x1 x2 + ix3

x2 − ix3 x4

�
, (5.15)

notando que a hermiticidade do operador densidade é satisfeita. A
seguir, apresenta-se um protocolo, o qual pode ser resumido em três
estágios:
Primeiro estágio: Os observáveis na RMN são as projeções do operador
spin nuclear Îx e Îy, sendo que esses correspondem à magnetização ao
longo do eixo x̂ e ŷ, respectivamente. Segundo a mecânica quântica,
para qualquer matriz densidade ρ̂0, a eq. (5.15), mostra que,

Mx (ρ̂0) = Tr
�
Îxρ̂0

�
= x2, (5.16a)

My (ρ̂0) = Tr
�
Îyρ̂0

�
= x3, (5.16b)

obtendo assim, as informações da parte real e imaginária dos elementos
ρ|↑��↓|, e também seus complexos conjugados ρ|↓��↑|.

Segundo estágio: Transforma-se ρ̂0 aplicando o operador R̂y

�
π
2

�
e cada

elemento da matriz densidade transformada pode ser representado por,

ρ̂� =
1

2

�
x1 + x4 − 2x2 x1 − x4 + 2ix3
x1 − x4 − 2ix3 x1 + x4 + 2x2

�
. (5.17)
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Figura 5.1: Espectro de RMN do núcleo de 31P para a detecção do
estado quântico inicial |↑� representado pela matriz densidade ρ̂0. Uma
janela espectral de 120 Hz é estabelecida para a medida da magne-
tização: (a) ao longo do eixo x̂ com Mx (ρ̂0), (b) eixo ŷ, com My (ρ̂0),

(c) eixo x̂, com Mx (ρ̂
�), onde ρ̂� = R̂y

�
π
2

�
ρ̂0R̂

†
y

�
π
2

�
e (d) eixo ŷ, com

My (ρ̂
�).

Figura 5.2: Tomografia de estados quânticos. Apresenta-se a corres-
pondente matriz densidade do estado ρ̂ = |↑� �↑|, sendo as barras da
esquerda as componentes reais e da direita as componentes imaginárias.

Após da detecção do sinal de RMN é detetada, a magnetização ao longo
do eixo x̂ e ŷ correspondem à parte real e imaginária dos elementos
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ρ�|↑��↓|, resultando ser,

Mx (ρ̂
�) = Tr

�
Îxρ̂

�
�
=

x1 − x4
2

, (5.18a)

My (ρ̂
�) = Tr

�
Îyρ̂

�
�
= x3. (5.18b)

Além disso, usa-se uma propriedade da matriz densidade, a qual esta-
belece seu traço unitário x1 + x4 = 1. Então, o conjunto de equações
gerado pelo processo anterior é completo.
Terceiro estágio: A fim de reconstruir a matriz densidade, precisamos
identificar cada uma das equações dos estágios anteriores com seus qua-
tro espectros, como pode ser visto na Fig. 5.1. Nesse sentido, o espetro
da Fig. 5.1a e 5.1b representam a magnetização Mx (ρ̂0) e My (ρ̂0),
as quais são quantificadas pela eq.(5.16a) e (5.16b). Similarmente, os
espectro nas Fig.5.1c e 5.1d representam a magnetização depois de uma
rotação π

2 , gerando ρ̂
�. Nesse caso, usa-se e aplica-se a magnetização

Mx (ρ̂
�) = 0.5 (cujos valores são aproximados com uma casa decimal

nesse exemplo). Dessa forma, resume-se o processo a,

x2 = 0,

x3 = 0,

x1 − x4 = 1,

x1 + x4 = 1,

e resolvendo-os, obtém-se a matriz densidade.

ρ̂0 =

�
1 0
0 0

�
. (5.19)

A sua contrapartida experimental é apresentada na Fig. 5.2, na qual
a barra da esquerda(direita) corresponde à parte real(imaginária) da
contribuição de ρ̂0. Portanto, usa-se um procedimento similar para a
reconstrução da matriz densidade de outros sistemas quânticos.

5.3 Spin 1/2 em RMN

Nessa seção será descrito um sistema quântico relativamente simples,
composto pela interação entre o spin nuclear e um campo magnético
externo que apresenta um movimento harmônico de precessão. Ape-
sar da simplicidade, sua análise é capaz de fornecer uma grande in-
formação para o propósito do seguinte trabalho, pois a solução anaĺıtica
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da equação de Schrödinger será obtida com o intuito de comparar as
previsões do mı́nimo tempo de evolução quântico que serão obtidas pos-
teriormente. Dessa forma, inicia-se expressando a interação do spin nu-
clear com o campo magnético através do operador momento magnético
�̂µ. Assim, o hamiltoniano da interação é expresso,

Ĥ = −�̂µ · �B + Ĥmeio, (5.20)

onde �̂µ = −γ�̂I, sendo γ o fator giromagnético do núcleo e
�̂
I=��̂σ/2 o

operador de spin nuclear. Segundo a escala de tempo utilizada para
a análise, a interação do spin com o meio pode ser desprezada devido
a suas fracas contribuições. Adicionalmente, o campo magnético é ex-
presso de maneira que apresente um movimento de precessão harmônico
com frequência ωp em torno do eixo ẑ,

�B = B0 cos(ωpt+ϕ)x̂+B0 sin(ωpt+ϕ)ŷ +B1ẑ. (5.21)

Consequentemente, o hamiltoniano resulta em,

Ĥt=γ
�̂
I · �B,

=γ
�
B0Îx cos(ωpt+ϕ) +B0Îy sin(ωpt+ϕ) +B1Îz

�
,

=
�
ω0Îx cos(ωpt+ϕ) + ω0Îy sin(ωpt+ϕ) + ω1Îz

�
, ωi≡γBi, i=0, 1.

(5.22)

Além disso, será desprezado qualquer fase inicial apresentada pelo campo
magnético, dado por ϕ=0. Dessa maneira, o hamiltoniano no referen-
cial do laboratório é dado por,

Ĥt =
�
2

�
ω1 ω0e

−iωpt

ω0e
iωpt −ω1

�
. (5.23)

Devido ao movimento de precessão do campo magnético em torno do
eixo ẑ, a descrição do estado quântico no referencial do laboratório
pode ser árdua como consequência da dependência temporal apresen-
tada pelo hamiltoniano, uma vez que esse não comuta consigo mesmo
para tempos diferentes. Em relação a esse fato, pode ser assumido um
referencial que acompanhe o tempo todo o movimento de precessão do
campo externo, sendo esse denominado referencial girante. Natural-
mente, esse referencial está diretamente relacionado com o referencial
do laboratório mediante uma transformação unitária de rotação em
torno do eixo de simetria apresentado pelo campo magnético. Deno-
tando |ψt� o estado do sistema descrito no referencial do laboratório e
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|φt� o estado do sistema descrito no referencial girante. Desse modo, os
estados quânticos nos dois referenciais estão relacionados da seguinte
maneira,

|ψt� = ÛR(t)|φt�, ÛR(t) = e−iσ̂zωpt/2. (5.24)

Assim, a equação de Schrödinger descrita por um observador no refe-
rencial girante é dada por,

i�|
•
φt� = ĤG|φt�, ĤG=Ĥ0 − σ̂z

�ωp
2

, (5.25)

onde Ĥ0 é o hamiltoniano no instante inicial. Portanto, obtém-se o
hamiltoniano girante,

ĤG=
�
2

�
Δ ω0
ω0 −Δ

�
, (5.26)

onde Δ≡ω1−ωp corresponde à dessintonia entre a frequência precessão
do campo magnético e a frequência de Larmor do spin. Com base nesse
hamiltoniano, tem-se os autoestados girantes, os quais serão denotados
segundo a projeção do spin com respeito ao campo magnético, e dado
que o campo magnético apresenta uma direção constante definida pelo
o ângulo polar χ. Tem-se que,

|φ+�=
�
cos(χ2 )
sin(χ2 )

�
, |φ−�=

�
sin(χ2 )

− cos(χ2 )

�
. (5.27)

Particularmente, o ângulo χ está relacionado com as grandezas f́ısicas
do sistema através das seguintes relações trigonométricas: sinχ=ω0/Ω,
cosχ = (ω1−ωp)/Ω, sendo Ω =

�
ω20 + (ω1−ωp)2, com a energia de

cada autoestado dada por E±=±Ω�/2. Em virtude da independência
temporal do hamiltoniano no referencial girante, a evolução do estado
pode ser expressa através da seguinte transformação unitária,

|φt�=e−iĤGt/�|φ0�. (5.28)

Portanto, o estado quântico evolúıdo no referencial do laboratório pode
ser escrito como,

|ψt� = e−iσ̂zωpt/2e−iĤHt/�|ψ0�. (5.29)

Em geral, o estado quântico inicial de um sistema quântico bidimen-
sional, pode ser definido mediante a sua representação geométrica na
esfera de Bloch. Assim, qualquer estado quântico puro é representado
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como uma combinação linear da base computacional {|0�, |1�} mediante
dois parâmetros angulares, os ângulos polar e azimutal. Dessa forma,
o estado quântico inicial pode ser expresso da seguinte maneira,

|φ0� = cos( θ2) |0�+ eiϕ sin( θ2) |1�, |0�=�
1
0

�
, |1�=�

0
1

�
. (5.30)

Por um lado, quando se projeta do estado quântico inicial na base
completa dos autoestados girantes eq.(5.27), obtém-se,

|φ0� = c+|φ+�+ c−|φ−�, (5.31)

onde os coeficientes complexos pertencentes a cada um dos autoestados
girantes são dados por,

c+ =
�
cos(χ2) cos( θ2) + eiϕ sin(χ2) sin( θ2)

�
, (5.32a)

c− =
�
sin(χ2) cos( θ2)− eiϕ cos(χ2) sin( θ2)

�
. (5.32b)

Em virtude da representação do estado quântico inicial, a dinâmica
quântica no referencial girante é expressa mediante a adição de uma
fase local proporcional à energia de cada autoestado. Dessa forma, o
estado evolúıdo no tempo t é escrito como,

|φt�=c+e−iΩt/2|φ+�+ c−e
iΩt/2|φ−�. (5.33)

A partir da eq.(5.24), o estado quântico evolúıdo no referencial do la-
boratório pode ser expresso,

|ψt� =
�
e−iωpt/2

�
e−iΩt/2c+ cos(χ2) + eiΩt/2c− sin(χ2)

�

eiωpt/2
�
e−iΩt/2c+ sin(χ2)− eiΩt/2c− cos(χ2))

�
. (5.34)

Após de alguns passos algébricos, tem-se que o produto interno entre o
estado quântico inicial com o estado evolúıdo até o instante t é,

�ψ0|ψt� = cos(ωpt
2 )

�
cos(Ωt2 )− i sin(Ωt2 )

�
cosθ cosχ+ cosϕ sinθ sinχ

��

− i sin(ωpt
2 ) cosχ

�
cos(Ωt2 )

�
cosθ cosχ+ cosϕ sinθ sinχ

�
− i sin(Ωt2 )

�

− i sin(ωpt
2 ) sinχ2Re

�
c∗+c−e

iΩt/2
�
.

(5.35)

Analisando isoladamente o último termo obtido anteriormente, tem-se,

2Re
�
c∗+c−e

iΩt/2
�
= cos(Ωt2 )

�
cosθ sinχ−cosϕ sinθ cosχ

�
+sin(Ωt2 ) sinθ sinϕ.

(5.36)
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Portanto, pode-se concluir que o produto interno entre os estados re-
sulta em,

�ψ0|ψt� = [cos(ωpt
2 ) cos(Ωt2 )−cosχ sin(ωpt

2 ) sin(Ωt2 )]

− i
�
cosθ cosχ+cosϕ sinθ sinχ

�
[cos(ωpt

2 ) sin(Ωt2 ) + cosχ sin(
ωpt
2 ) cos(Ωt2 )]

− i sin(ωpt
2 ) sinχ

�
cos(Ωt2 )

�
cosθ sinχ−cosϕ sinθ cosχ

�
+ sin(Ωt2 ) sinθ sinϕ

�
.

(5.37)

Com base nesse resultado, a fidelidade quântica no referencial do labo-
ratório para qualquer instante é expressa como,

Ft = [cos(ωpt
2 ) cos(Ωt2 )−cosχ sin(ωpt

2 ) sin(Ωt2 )]
2

+

��
cosθ cosχ+cosϕ sinθ sinχ

�
[cos(ωpt

2 ) sin(Ωt2 ) + cosχ sin(
ωpt
2 ) cos(Ωt2 )]

+ sin(ωpt
2 ) sinχ

�
cos(Ωt2 )

�
cosθ sinχ−cosϕ sinθ cosχ

�
+ sin(Ωt2 ) sinθ sinϕ

��2
.

(5.38)

Em particular, quando o estado inicial de spin for definido como sendo
um dos autoestado girantes, por exemplo |ψ0�= |φ+� correspondendo
aos parâmetros de Bloch θ=χ e ϕ=0, pode-se mostrar que a ação do
campo magnético após meio ciclo de precessão T/2 = π/ωp, a fidelidade

acaba sendo
���ψ0|ψT/2�

��2=cos2χ. Dessa forma, mostra-se que a fideli-
dade no referencial do laboratório dependente da orientação efetiva do
campo magnético no referencial girante, ver Figura 5.3.

Calculando no referencial do laboratório algumas quantidades
f́ısicas necessárias para o cálculo da incerteza da energia do estado
quântico nesse referencial, o valor médio da energia é,

�ψt|Ĥt|ψt� = �φt|ĤG|φt�+
�ωp
2

�φt|σ̂z|φt�. (5.39)

A energia quadrática média é,

�ψt|Ĥ2
t |ψt� = �φt|Ĥ2

G|φt�+
�2ω2p
4

�φt|σ̂2z |φt�+
�ωp
2

�φt|
�
ĤG, σ̂z

�
|φt�.
(5.40)

Portanto, a variância da energia no referencial do laboratório é escrita
da seguinte maneira,

ΔH2
t = ΔH2

G +
�2ω2p
4

�
Δσ̂z

�2
+

�2ωpΔ
2

− �ωp�φt|ĤG|φt��φt|σ̂z|φt�.
(5.41)
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Figura 5.3: Estado inicial e o estado evolúıdo no instante de meio peŕıodo
de precessão do campo magnético.

Figura 5.4: Comparação entre as incertezas da energia em ambos referencias.

Consequentemente, quando os parâmetros do campo magnético externo
com relação à frequência de Larmor do spin nuclear são ωp≈ω1, então
|Δ| ≈ 0, e ω1 � ω0, conclui-se que a incerteza da energia do estado
quântico no referencial girante é menor que sua contrapartida no refe-
rencial do laboratório ΔHt > ΔHG. Para corroborar essa afirmação,
será calculada a incerteza da energia no referencial girante, a qual é
constante e, portanto, pode ser calculada mediante o cálculo de algu-
mas grandezas prévias,

�φ0|ĤG|φ0� =
�Ω
2

�
cosχ cosθ+cosϕ sinχ sinθ

�
, �φ0|Ĥ2

G|φ0� =
�2Ω2

4
.

(5.42)
Portanto, a incerteza da energia para o estado quântico nesse referencial
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acaba sendo independente do tempo,

ΔHG =
�Ω
2

�
1−

�
cosχ cosθ+cosϕ sinχ sinθ

�2
. (5.43)

Com base na análise anterior, apresenta-se na Figura 5.4 a incerteza da
energia nos referenciais do laboratório e girante para o estado quântico
inicial definido pelos parâmetros de Bloch θ = 24, 48◦ e ϕ = 4, 02◦.
De acordo com a montagem experimental efetuada nesse trabalho, o
campo magnético externo é estabelecido na condição de ressonância,
caracterizado pelos parâmetros ω0=2π × 22.727, 0 rad/s, e ω1=2π ×
161.975.424, 8 rad/s. Devido à alta frequência de precessão do campo
magnético em torno do eixo ẑ no referencial do laboratório, nota-se
que a incerteza da energia nesse referencial é aproximadamente quatro
ordens de grandeza maior que sua contrapartida no referencial girante,
em consequência, a dinâmica do estado nesse último referencial é mais
lenta.

5.3.1 Problema do mı́nimo tempo de evolução quântico

Para realizar uma comparativa justa do critério MT estendido e o
método da equação transcendente, sendo essa ser escrita como,

0 = arccos
�
FG(t)−

ΔHGt

�
, (5.44)

decide-se assumir o conhecimento completo da incerteza da energia
apresentada pelo estado quântico em cada referencial eq.(5.41) e eq.(5.43).
Em contraste, apresenta-se uma estimativa da fidelidade quântica do
estado evolúıdo no referencial girante em função da fidelidade atingida
pelo estado evolúıdo no referencial do laboratório. Dessa foram, o es-
tado evolúıdo pode ser expresso mediante uma combinação linear entre
o estado inicial e o estado ortogonal ao inicial, incluindo um termo
de fase relativa ϕ0 entre os dois estados. Dado que esses dois estados
quânticos compõem uma base completa para o sistema quântico de dois
ńıveis, o estado evolúıdo normalizado pode ser expresso como,

|ψt� =
�
F (t)|ψ0�+

�
1−F (t)eiϕ0 |ψ⊥

0 �. (5.45)

Com base nesse resultado, pode-se expressar a fidelidade quântica no
referencial girante mediante a transformação unitária sobre o estado
no referencial do laboratório, obtendo assim FG(t)= |�ψ0|Û†

t |ψt�|2. Por
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Figura 5.5: Molécula de ácido o-Fosfórico (H3PO4). Núcleo de fósforo é o
principal da interação.

conseguinte, ou seja,

FG(t) =
���
�
F (t)�ψ0|Û†

t |ψ0�+
�
1−F (t)eiϕ0�ψ0|Û †

t |ψ⊥
0 �

���
2

. (5.46)

Essa estimativa mostra que FG(t) depende da fidelidade no referencial
do laboratório F (t), da fase relativa ϕ0 entre o estado ortogonal res-
peito ao inicial, igualmente da transformação unitária e da definição do
estado quântico inicial |ψ0�. Por exemplo, na ressonância magnética
nuclear, sabe-se que o gerador da transformação unitária é um ob-
servável quântico, assim, se o estado inicial for definido como sendo um
dos autoestados desse observável, então, a fidelidade quântica nos dois
referenciais resultam ser iguais.

Através de uma colaboração experimental com o prof. Dr.
Ruben Auccaise da Universidade Estadual de Ponta Grossa, foi posśıvel
medir a evolução temporal do spin nuclear dos átomos de fósforo na
molécula de ácido Fosfórico de spin 1/2, ver Figura 5.5. O objetivo
de tal colaboração é de se ter acesso aos dados experimentais para
compará-los com as previsões do mı́nimo tempo de evolução segundo o
critério MT estendido e da solução da equação transcendente. Ao final
faz-se uma comparação entre essas duas previsões respeito à dinâmica
real.

Algumas das caracteŕısticas do experimento implementado são:
um campo magnético com movimento de precessão em torno do eixo ẑ,
apresentando na direção axial a frequência de Larmor de ressonância
do núcleo de Fósforo ω1=2π×161.975.424, 8 rad/s, e uma frequência
de Larmor na direção perpendicular de intensidade ω0=2π×22.727, 0
rad/s. A partir dessas frequência ω1 � ω0, pode-se inferir a alta os-
cilação do sistema quântico.
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Figura 5.6: Dinâmica do vetor de Bloch no referencial girante até o instante
t= 32, 96 µs. A seta azul representa a direção efetiva do campo magnético
nesse referencial. Dado que ω0 � ω1, a dinâmica do estado no laboratório
resulta ser muito rápida, assim como se pode visualizar no v́ıdeo em YouTube.

Figura 5.7: Gráfico comparativo entre os diferentes resultados obtidos se-
gundo o método da equação transcendente pontos azuis, e o critério MT
estendido linha vermelha, segundo a dinâmica teórica e experimental do es-
tado quântico no referencial do laboratório. Devido à alta precessão do campo
magnético a fidelidade quântica do estado no referencial no laboratório é re-
presentada mediante uma faixa preta, mas ao fazer um zoom, nota-se sua
dinâmica oscilatória.
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Devido a uma dinâmica quântica em ressonância, onde a frequência
de precessão do campo magnético é ωp≈ω1, os diferentes dados experi-
mentais são obtidos no referencial girante, por esse motivo, representa-
se na Figura 5.6 a evolução teórica do vetor de Bloch no referencial
girante do estado quântico inicial definido mediante os parâmetros de
Bloch θ = 24, 48◦ e ϕ = 4, 02◦. Além disso, os diferentes dados expe-
rimentais podem ser expressos no referencial do laboratório mediante
a ação da transformação unitária ÛR(t)=exp{−iσ̂zω1t/2}. Na Figura
5.7 apresenta-se a comparação entre a dinâmica experimental do estado
quântico no referencial do laboratório em relação à dinâmica teórica
eq.(5.34), igualmente são apresentadas as previsões do mı́nimo tempo
de evolução segundo o critério MT estendido e as diferentes ráızes da
equação transcendente para a definição do estado inicial nesse sistema
quântico. Quando o estado evolúıdo torna-se ortogonal (i.e. fideli-
dade zero) o critério MT estendido prevê um tempo aproximadamente
104 vezes menor em relação à dinâmica do estado, contrastando com o
tempo previsto pela equação transcendente.

Em consequência da alta oscilação do sistema quântico no
referencial do laboratório, algumas poucas ráızes resultaram em tem-
pos sutilmente maiores à própria dinâmica quântica, esse fato pode ser
atribúıdo a certos erros numéricos obtido no processo computacional
implementado para resolver a equação transcendente no lapso da pri-
meira metade do peŕıodo de precessão do campo magnético.

Caso Particular
Com o fim de comparar os resultados obtidos através do método da
equação transcendente e as previsões do critério de MT estendido den-
tro da mesma escala de tempo, define-se o estado inicial do spin nuclear
mediante os parâmetros θ = π/6 e ϕ = π, interagindo com o campo
magnético fora da ressonância ωp = ω1−ω0/

√
3, sendo os parâmetros

do campo ω0 = 2π×1.250, 0 rad/s, ω1 = 2π×16.000, 0 rad/s. Dessa
forma, o campo magnético apresenta uma direção efetiva χ= π/3 no
referencial girante. Na Figura 5.8 apresenta-se a dinâmica oscilatória
do estado quântico no referencial do laboratório e a parte positiva da
equação transcendente para diferentes fases relativas ϕ0 apresentadas
pelo estado ortogonal respeito ao estado inicial.

Calculando as primeiras ráızes cronológicas da equação trans-
cendente para os valores de fidelidade do laboratório F (t), obtém-se
uma previsão mais próxima em relação ao critério MT estendido, se-
gundo a dinâmica que apresenta o estado do sistema quântico no refe-
rencial do laboratório, ver Figura 5.9. Além disso, para tempo muito
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Figura 5.8: Visualização da parte positiva da equação transcendente em
relação ao tempo, à fidelidade do laboratório e em cada um dos gráficos a,
b, c, d, aos diferentes valores do ângulo ϕ0. Clicar em transcendente para
visualizar o v́ıdeo em YouTube.

pequenos as duas previsões são muito próximas entre si à dinâmica do
estado, pois a distância percorrida pelo estado é aproximadamente à
curva geodésica. Por um lado, as descontinuidades apresentadas pelo
critério se devem ao cálculo da média temporal da incerteza da energia
segundo o tempo gasto em atingir por primeira vez um determinado
valor de fidelidade quântica.

5.4 Spin 3/2 em Ressonância Magnética Nu-
clear

Nessa seção apresentar-se-á a análise da interação de um spin nuclear
3/2 com um campo magnético de módulo constante que apresenta um
movimento harmônico de precessão em torno do eixo ẑ, além da in-
teração com um gradiente de campo elétrico,

Ĥt = ω1Îz+
ωQ
6

�
3Î2z − Î2

�
+ω0

�
Îx cos(ωpt+δ0) + Îy sin(ωpt+δ0)

�
+Ĥmeio.

(5.47)
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Figura 5.9: Comparativa entre o método da equação transcendente e o
critério de Mandelstam-Tamm estendido segundo a dinâmica do estado
quântico no referencial do laboratório.

Esse sistema quântico é denominado como ressonância magnética nu-
clear de um sistema quadrupolar, onde o primeiro termo do hamilto-
niano está associado à interação do momento magnético nuclear com o
campo magnético forte alinhado ao longo do eixo ẑ, denotado mediante
a frequência de Larmor ω1. O segundo termo está relacionado à in-
teração do momento magnético quadrupolar do núcleo com o gradiente
interno de campo elétrico, sendo ωQ a intensidade desse acoplamento,
a qual para a presente análise satisfaz a desigualdade ωQ�ω1. O ter-
ceiro termo representa a dependência temporal externa com o campo
magnético de radio frequências, sendo sua intensidade B0=ω0/γ, onde
γ é a razão giromagnética e ω0 � ω1. Finalmente, o quarto termo
corresponde à interação fraca entre o núcleo quadrupolar com outro
núcleos, elétrons e outros campos, por esse motivo é denotado como o
hamiltoniano do meio ambiente, podendo ser desprezado devido a sua
fraca contribuição dentro de certas escalas de tempo.

Por outro lado, na realização experimental foi assumido a
frequência de precessão do campo magnético externo próxima da condição
de ressonância, levando à descrição do sistema quântico do referencial
do laboratório para o referencial girante, obtendo o seguinte hamilto-
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niano,

ĤG = (ω1−ωp) Îz+
ωQ
6

�
3Î2z − Î2

�
+ω0

�
Îx cosϕ0 + Îy sinϕ0

�
+Ĥmeio,

(5.48)

onde �̂I = ��̂Σ/2 é o operador de spin nuclear, sendo Σx, Σy e Σz as
matrizes associadas a cada uma das orientações do momento magnético
de spin para esse sistema quadridimensional no espaço de Hilbert,

Σ̂x=




0
√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0


 , Σ̂y=




0 −
√
3 0 0√

3 0 −2 0

0 2 0 −
√
3

0 0
√
3 0


 ,

Σ̂z=




3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3


 .

(5.49)

Naturalmente, os estados quânticos em cada um desses dois referenciais
estão relacionados entre si através da transformação unitária de rotação
ao longo do eixo axial ÛR(t) = exp{−iÎzωpt/�}, mediante a seguinte
relação |ψt� = ÛR(t)|φt�, denotando |ψt� e |φt� aos estados quânticos
no referencial do laboratório e girante, respetivamente. Em relação à
montagem experimental, tem-se Δ≈ |ωp−ω1| e Δ≈ 0. Assumindo a
fase inicial do campo magnético δ0=0, obtém-se,

ĤG =
�
2




0
√
3ω0 0 0√

3ω0 0 2ω0 0

0 2ω0 0
√
3ω0

0 0
√
3ω0 0


 , (5.50)

Mediante o processo de diagonalização do hamiltoniano no referencial
girante, obtêm-se os quatro autoestados girante,

|V0�=
1

2
√
2




1√
3√
3
1


, |V1�=

1

2
√
2




−
√
3

−1
1√
3


,

|V2�=
1

2
√
2




√
3

−1
−1√
3


, |V3�=

1

2
√
2




−1√
3

−
√
3

1


.

(5.51)
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Além das correspondentes energias,

E0 =
3�ω0
2

, E1 =
�ω0
2

, E2 =
−�ω0
2

, E3 =
−3�ω0
2

. (5.52)

Em consequência, o operador de evolução temporal do estado quântico
no referencial girante pode ser expresso como,

Ût = exp
�
−iÎxω0t/�

�
. (5.53)

Adicionalmente, os autoestados da matriz Σ̂z correspondem aos estados
que compõem a base computacional nessa dimensão,

|0� =




1
0
0
0


 , |1� =




0
1
0
0


 , |2� =




0
0
1
0


 , |3� =




0
0
0
1


 . (5.54)

Em particular, o estado quântico inicial é definido como sendo um es-
tado do tipo coerente atômico para spin total j=3/2, sendo esse estado
expresso na base computacional mediante os parâmetros angulares θ e
ϕ, analogamente ao vetor de Bloch,

|φ0(θ, ϕ)� = C0|0�+ C1|1�+ C2|2�+ C3|3�, (5.55)

onde os sub́ındices dos coeficientes estão associados às projeções m do
spin j sobre o eixo axial ẑ, assim {0,1,2,3}→{32 , 12 ,− 1

2 ,− 3
2},

Cm =
(−e−iϕ tan θ/2)j+m
(1 + tan2 θ/2)j

�
(2j)!

(j+m)!(j−m)! . (5.56)

Com o intuito de poder compreender facilmente o comportamento dos
coeficientes do estado coerente atômico, apresenta-se na Figura 5.10 o
módulo de cada coeficiente em relação ao ângulo polar. Dessa forma,
nota-se que essa definição do estado inicial é incapaz de poder represen-
tar todos os estados da base computacional, pois só dois desses podem
ser representados quando θ for igual a 0 ou π. Alternativamente, pro-
jetando o estado quântico inicial na base completa dos autoestados
girantes normalizados, obtém-se,

|φ0(θ, ϕ)� =
�

3�

i=0

|Vi��Vi|
�
|φ0(θ, ϕ)�. (5.57)
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Figura 5.10: Comportamento do módulo do coeficientes do estado atômico
coerente em relação ao ângulo polar θ.

Denotando di como o coeficiente complexo associado à projeção do
autoestado girante Vi sobre o estado inicial,

di = �Vi|φ0(θ, ϕ)�,
= C0v

(1)
i + C1v

(2)
i + C2v

(3)
i + C3v

(4)
i ,

(5.58)

onde o conjunto v
(k)
i , k=1, 2, 3, 4, representa cada uma das componen-

tes normalizadas do autoestado girante |Vi�. A partir disso, o estado
quântico inicial é expresso como,

|φ0(θ, ϕ)� = d0|V0�+ d1|V1�+ d2|V2�+ d3|V3�. (5.59)

Em virtude da representação do estado inicial na base dos autoestados
girantes, pode-se expressar facilmente a evolução do estado no referen-
cial girante mediante a ação do operador unitário de evolução temporal
Ût. Dessa forma, obtém-se,

|φt� = d0e
−iE0t/�|V0�+d1e−iE1t/�|V1�+d2e−iE2t/�|V2�+d3e−iE3t/�|V3�.

(5.60)
Por conseguinte, o estado evolúıdo no referencial do laboratório pode
ser expresso mediante a ação da transformação unitária ÛR(t) sobre o
estado evolúıdo no referencial girante como,

|ψt(θ, ϕ)� =




e−i3ωpt/2 φ
(1)
t

e−iωpt/2 φ
(2)
t

eiωpt/2 φ
(3)
t

ei3ωpt/2 φ
(4)
t


 , (5.61)
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onde o conjunto φ
(i)
t , i= 1, 2, 3, 4 são as respetivas componentes do es-

tado |φt� na base computacional. Com base nessa descrição teórica, ex-
perimentalmente foi implementada a dinâmica quântica do estado ini-
cial definido de acordo com os parâmetros do estado coerente quântico
θ=0 e ϕ=0, sendo esse equivalente a um dos estados da base compu-
tacional,

|φ0� =




0
0
0
1


 . (5.62)

Iniciando a descrição quântica do estado no referencial girante, e dada
a condição experimental de ressonância entre a precessão do campo
magnético externo com a frequência de Larmor de precessão do spin
nuclear, implicando Δ≈0, tem-se que o estado quântico evolúıdo pode
ser expresso,

|φt� =
1

2
√
2

�
e−3iω0t/2|V0�+ e−iω0t/2

√
3|V1�+ eiω0t/2

√
3|V2�+ ei3ω0t/2|V3�

�
.

(5.63)
Por outro lado, expressando o estado evolúıdo no referencial do labo-

ratório mediante relação |ψt�=e−iΣ̂zω1t/2|φt�, obtém-se,

|ψt� =
1

8




−ie−i3ω1t/2 (sin (3ω0t/2)− 3 sin (ω0t/2))√
3e−iω1t/2 (cos (3ω0t/2)− cos (ω0t/2))
−ieiω1t/2 (sin (3ω0t/2) + sin (ω0t/2))
ei3ω1t/2 (cos (3ω0t/2) + 3 cos (ω0t/2))


 . (5.64)

A partir disso, calcula-se o produto entre o estado inicial e o estado
evolúıdo no referencial do laboratório. Dessa maneira, tem-se,

�ψ0|ψt� =
ei3ω1t/2

4

�
cos

�
3

2
ω0t

�
+ 3 cos

�
1

2
ω0t

��
. (5.65)

Portanto, a fidelidade do estado quântico evolúıdo no referencial do
laboratório em relação ao estado inicial é expressa como,

F (t) =
1

16

�
cos

�
3

2
ω0t

�
+ 3 cos

�
1

2
ω0t

��2
. (5.66)

Por outro lado, deseja-se analisar a incerteza da energia no referencial
do laboratório. Inicia-se calculando o valor médio da energia nesse
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referencial,

�ψt|Ĥt|ψt� = �φt|Û †
R(t)ĤtÛR(t)|φt�,

= �φt|ĤG|φt�+
�ωp
2

�φt|Σ̂z|φt�.
(5.67)

Seguidamente, a energia quadrática média é,

�ψt|Ĥ2
t |ψt� = �φt|

�
Û †
R(t)ĤtÛR(t)

�2|φt�,

= �φt|Ĥ2
G|φt�+

�2ω2p
4

�φt|Σ̂2z|φt�+
�ωp
2

�φt|
�
ĤG, Σ̂z

�
|φt�.
(5.68)

Em virtude dessas duas grandezas f́ısicas e de acordo à condição de
ressonância Δ≈0 , a variância da energia no referencial do laboratório
pode ser expressa como,

(ΔHt)
2 = (ΔHG)

2 +
�2ω21
4

(ΔΣz)
2 +

�2ω0ω1
4

�φt|
�
Σ̂x, Σ̂z

�
|φt�. (5.69)

Segundo esse resultado, os dois primeiros termos correspondem no re-
ferencial girante à variância da energia, e a variância da projeção do
spin no eixo ẑ, respectivamente. Devido a ω1�ω0, então, pode ser ga-
rantido que a incerteza da energia no referencial do laboratório é muito
maior que incerteza no referencial girante.

Para contrastar esse resultado, calcula-se o valor médio da
energia no referencial girante �φ0|ĤG|φ0� = 0, devido à definição do
estado inicial na base dos autoestados girante, onde é uma super-
posição homogênea entre autoestados com o mesmo módulo de ener-
gia eq.(5.59). Além disso, a energia quadrática média �φ0|Ĥ2

G|φ0� =
3�2ω20/4. Por conseguinte, a incerteza da energia do estado quântico
no referencial girante é,

ΔHG =

√
3

2
�ω0. (5.70)

Portanto, pode-se afirmar que a incerteza da energia do estado quântico
no referencial girante é muito menor que sua contrapartida no referen-
cial do laboratório ΔHG � ΔHt. Isso se deve principalmente à alta
taxa de precessão apresentada pelo momento magnético no referen-
cial do laboratório, sendo esse movimento removido através da trans-
formação unitária de rotação ÛR(t). Dessa forma, consegue-se uma
dinâmica quântica com menor rapidez no referencial girante.
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Figura 5.11: Primeiro octante da esfera de raio
�

1−F (t).

5.4.1 Problema do mı́nimo tempo de evolução quântico

Desejando realizar uma comparativa justa das previsões obtidas através
do critério MT estendido e do método da equação transcendente, sendo
essa escrita como,

0 = arccos
�
FG(t)−

ΔHGt

�
, (5.71)

será assumido o conhecimento completo da incerteza da energia apre-
sentada pelo estado quântico em cada referencial eq.(5.69) e eq.(5.70).
Em contraste, ignorar-se-á o conhecimento da dinâmica do estado quântico
no referencial girante, pois resolveria a dinâmica completa do estado
quântico no referencial do laboratório. Por esse motivo, apresenta-se
uma maneira de estimar a fidelidade quântica do estado evolúıdo no re-
ferencial girante em função da fidelidade atingida pelo estado evolúıdo
no referencial do laboratório. O estado evolúıdo pode ser expresso
mediante uma combinação linear de estados que compõem uma base
completa respeito à dimensão do hamiltoniano do laboratório. Dessa
forma, tem-se,

|ψt� =
�
F (t)|ψ0�+ a eiα|ψ1�+ b eiβ |ψ2�+ c eiγ |ψ3�, (5.72)

onda α, β e γ são as fases relativas com respeito ao estado inicial. De
acordo com a condição de normalização do estado, tem-se a seguinte
expressão F (t) + a2 + b2 + c2=1, podendo ser interpretada geometri-
camente como a equação de uma esfera de raio

�
1−F (t). Em vir-

tude disso, os valores de a, b e c podem ser parametrizados em relação
às variáveis u, v ∈ [0, π/2], como apresenta a Figura 5.11, através das
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Figura 5.12: Gráfico comparativo entre os diferentes resultados obtidos se-
gundo o método da equação transcendente e o critério de Mandelstam-Tamm
estendido, segundo a dinâmica teórica e experimental do estado quântico no
referencial do laboratório.

relações,

a =
�
1−F (t) sinu cos v,

b =
�
1−F (t) sinu sin v,

c =
�
1−F (t) cosu.

(5.73)

Em relação ao estado quântico inicial, os outros três estados ortogonais
podem ser obtidos mediante o processo de ortogonalização de Gram-
Schmidt, assumindo quaisquer três vetores da base computacional de
dimensão 4 para completar o conjunto de quatro vetores a serem ortogo-
nalizados. Devido que o estado quântico no referencial girante pode ser
expresso como |φt�= Û †

R(t)|ψt�, então a fidelidade do estado quântico
no referencial girante em função da fidelidade do estado do sistema no
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referencial do laboratório pode ser expressa da seguinte maneira,

FG =
���
�
F (t)�φ0|Û†

t |φ0�+ a eiα�φ0|Û†
t |φ1�

+ b eiβ�φ0|Û †
t |φ2�+ c eiγ�φ0|Û†

t |φ3�
���
2

.
(5.74)

Essa estimativa de FG mostra a dependência com a fidelidade no re-
ferencial girante, dos estados ortogonais, seus coeficientes e as fases
relativas associadas a cada um desses em relação ao estado inicial.
Em consequência, desejando calcular a primeira raiz cronológica da
equação transcendente para um determinado valor de fidelidade do la-
boratório, é preciso realizar uma varredura sobre o conjunto completo
de parâmetros que compõem a estimativa da fidelidade no referencial
girante. Repetindo o mesmo processo para todos os valores de F (t),
consegue-se representar na Figura 5.12 as previsões do mı́nimo tempo
de evolução segundo o método da equação transcendente, e compará-las
com o critério MT estendido, sendo que esse último prevê um tempo
aproximadamente 104 vezes menor para o estado ortogonal, em relação
à dinâmica teórica do estado quântico e dos diferentes dados experi-
mentais obtidos no referencial girante da evolução do estado quântico
inicial de spin 3/2 do núcleo de 23Na presente em sulfato de dodecilo de
sódio em um cristal ĺıquido liotrópico, preparado com 21,3% em peso
de sulfato de dodecilo de sódio, 3,7% em peso de decano, e 75% em peso
de água deuterada [57]. Em virtude do bom controle experimental res-
peito à coerência quântica do estado e da precisão na sua evolução,
pode-se afirmar que a transformação entre os referenciais é unitária
dentro da escala de tempo da evolução. Além disso, os parâmetros do
campo magnético ω0=15.000, 0 rad/s e ω1=105.850.000, 0 rad/s.

Finalmente, apresenta-se na Figura 5.13 uma representação
geométrica de um sistema quântico de quatro ńıveis com o objetivo
de visualizar a dinâmica do estado do sistema no referencial girante.
Podendo ser apreciado o percurso feito pela dinâmica do estado inicial,
e notando que essa difere do menor caminho posśıvel até seu estado
ortogonal de maior energia.
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Figura 5.13: A curva lilá corresponde à dinâmica teórica do estado no refe-
rencial girante, e a linha tracilhada cinza com pontos representam os diferen-
tes dados experimentais, visualizados nessa representação geométrica de um
sistema quântico de quatro ńıveis, denominada Tetrapous, cujo significado do
grego é quatro patas. Cada vetor da base canônica pertence à calota esférica
de raio unitário. Clique aqui para ver o v́ıdeo em YouTube.



Caṕıtulo 6

Conclusões e
Perspectivas

De acordo com a análise apresentada para um elétron em um
campo magnético uniforme e segundo a definição do seu estado inicial
como sendo uma superposição entre dois autoestados de igual proba-
bilidade pertencentes a ńıveis energéticos diferentes, pode-se concluir
uma maneira de conectar dois espaços f́ısicos próprios desse sistema
quântico: o espaço de Hilbert e o espaço das coordenadas espaço-
temporal. Isso foi posśıvel mediante o cálculo da posição média do
elétron pertencente a cada estado quântico e o cálculo do mı́nimo tempo
de evolução necessário pelo sistema para transicionar do estado inicial
até o estado ortogonal.

Adicionalmente, afirma-se de modo geral, não qualquer caso
de superposição entre autoestados fornece mudanças na distância ra-
dial média do elétron com relação à origem do sistema de coordena-
das. Apenas aqueles casos de superposições em que os autoestados
apresentam a mesma projeção de momento angular orbital na direção
ẑ e a mesma orientação de spin. Observando em primeira instância
que a rapidez média apresentada pelo deslocamento radial do elétron
aumenta na medida em que os autoestados da superposição possuem
números quânticos mais próximos, sendo as superposições que apresen-
tam a maior rapidez quando os autoestados são vizinhos próximos.

Depois de ter analisado quanticamente vários casos de super-
posição entre autoestado do elétron quando esse acha-se sobre a apre-
sença de uma campo magnético muito forte, pode-se afirmar que a
descrição mais correta para a dinâmica dessa part́ıcula é a estabelecida

119
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pela teoria de Dirac, devido a levar em consideração os efeitos rela-
tiv́ısticos relevantes para a análise nos casos extremos de um campo
magnético forte, um momento linear do elétron grande, e a energia da
massa em repouso do próprio elétron.

Além disso, permite obter um comportamento assintótico ou
limitante superior para a rapidez com que a posição radial média do
elétron se desloca, sendo essa menor à velocidade da luz no vácuo,
no lapso do menor tempo dessa transição obtido mediante o uso do
mı́nimo tempo de evolução quântico, sendo esse um limite natural bem
aceito para a evolução de um sistema quântico independente do tempo.
Por um lado, esses resultados contrastam fortemente com a descrição
realizada via equação de Schrödinger, onde a rapidez média pode atingir
valores superiores a esse limite relativ́ıstico.

Por outro lado, desejando obter previsões mais próximas do
mı́nimo tempo de evolução para o estado de um sistema quântico de-
pendente do tempo e de dinâmica unitária, nesse trabalho apresentou-se
uma maneira de melhorar as previsões do critério MT estendido medi-
ante a aplicação de uma transformação unitária, sobre a condição que
essa permita a descrição do sistema quântico em um novo referencial
onde a incerteza da energia seja menor em relação a sua contrapartida
no referencial do laboratório. Devido à importância que apresenta a
incerteza da energia para o critério MT estendido e segundo seu signifi-
cado geométrico, a implementação de um transformação unitária sobre
essa condição permitiu obter uma dinâmica quântica menos rápida e,
portanto, a razão entre a distância geodésica e a rapidez média do
critério MT estendido não resultou ser tão pequena. Com base nesse
racioćınio, analisou-se o critério MT estendido no novo referencial, es-
timando a fidelidade do estado quântico nesse referencial em função
da fidelidade apresentada pelo estado no referencial do laboratório.
Estabelecendo a saturação da desigualdade do critério MT estendido
no referencial girante, propôs-se transformá-lo em uma equação trans-
cendente. Dessa forma, quando essa equação for resolvida somente
ao considerar as primeiras ráızes cronológicas em relação à fidelidade
quântica do estado no referencial do laboratório, pôde-se obter uma
previsão do mı́nimo tempo de evolução do estado inicial puro até o es-
tado evolúıdo com um dada fidelidade muito mais próxima ao tempo
gasto pela evolução real, em relação às previsões prematuras obtidas
no referencial do laboratório.

Portanto, pode-se concluir que o método da equação trans-
cendente fornece um aperfeiçoamento da previsão do mı́nimo tempo de
evolução para sistema quânticos dependentes do tempo e de dinâmica
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unitária.
Algumas das perspectivas de trabalho a serem desenvolvidas

são: a análise da influência da métrica do espaço-tempo no problema
do mı́nimo tempo de evolução, e a utilização de hamiltonianos efetivos
para a determinação do mı́nimo tempo de evolução, podendo ser essa
uma maneira mais fácil de poder estimar a incerteza da energia [59,60].
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Apêndice A

Critérios do Mı́nimo
Tempo de Evolução
Quântico

O quão rápido pode evoluir um sistema quântico? Essa é a pergunta
essencial em diferentes áreas da f́ısica quântica na procura do mı́nimo
tempo de duração de certo processo em particular. Nesse caṕıtulo
apresenta-se a obtenção anaĺıtica do mı́nimo tempo que precisa um
sistema quântico fechado para evoluir desde um estado inicial por meio
de uma dinâmica unitária até atingir um estado ortogonal ao inicial.

A.1 Critério de Mandelstam-Tamm

Partindo da relação de incerteza entre o operador de posição q̂ e o
operador momento linear p̂,

ΔqΔp ≥ �
2
,

Δq =
�
�q̂2� − �q̂�2,

Δp =
�
�p̂2� − �p̂�2.

(A.1)

Onde Δq e Δp são as respetivas incertezas. Podendo considera-se na
mecânica quântica uma relação similar entre a energia e o tempo sendo
essa uma situação completamente diferente pelo fato que o tempo é
considerado um parâmetro caracteŕıstico na dinâmica própria de todo
sistema f́ısico. Tentando obter uma expressão mais geral do prinćıpio
de incerteza no formalismo de Schrödinger, parte-se do conhecimento
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que a energia total de um sistema f́ısico isolado é um valor constante
e bem definidos, isso é simplesmente consequente à lei da conservação
da energia na mecânica quântica. Seja no caso geral onde tem-se duas
grandezas f́ısicas representadas pelos operadores hermitianos R̂ e Ŝ. A
relação de incerteza entre eles é,

ΔSΔR ≥ 1

2

���
�
[Ŝ, R̂]

����, ΔS =

���
Ŝ − �Ŝ�

�2�
. (A.2)

Em relação à equação de movimento de Heisenberg para o operador R̂,

∂R̂

∂t
=

1

i�
[R̂, Ĥ]. (A.3)

Onde Ĥ o hamiltoniano independente do tempo do sistema em questão.
Definindo Ŝ ≡ Ĥ na eq.(A.2) e usando a equação anterior obtém-se,

ΔHΔR ≥ 1

2

���
�
[Ĥ, R̂]

����, ∂R

∂t
=

i

�
[Ĥ, R̂]. (A.4)

Portanto a relação de incerteza resulta ser,

ΔHΔR ≥ �
2

�����
∂�R̂�
∂t

����� . (A.5)

Essa relação de incerteza geral fornece a conexão entre a incerteza da
energia total do sistema isolado ΔH, em relação à incerteza de uma
grandeza dinâmica ΔR através da sua própria taxa de variação tem-
poral. Em alguns casos é conveniente definir Δt como o tempo que
lhe leva ao valor médio de cada grandeza mudar em uma quantidade
igual à sua incerteza. Por tal motivo Δt poderia ser chamado como
“incerteza do tempo”. Com base àquilo muda-se R̂ → t,

ΔHΔt ≥ �
2
,

�
ΔH �= 0,
ΔH �=∞.

(A.6)

Consequentemente poder-se-á dizer que uma grandeza dinâmica não
apresenta mudança se a sua incerteza permanece igual a zero (i.e. es-
pectro discreto), mas se o seu valor médio não é constante, significa
que valores pequenos de Δt, a incerteza ΔR mudará mais rápido que
ela mesma R̂.

Exemplo:
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Seja um sistema quântico qualquer caracterizado por apresentar as suas
linhas espetrais com largura igual a ΔH. Desejando calcular a evolução
temporal da população dada a condição inicia: o estado do sistema
|ψ0� inicialmente acha-se totalmente populado. Denotando o operador
projeção do estado inicial como L̂. Seja |ψ� o estado em um tempo
posterior, define-se a população no estado inicial da seguinte maneira,

L̂|ψ� =
�
|ψ0��ψ0|

�
|ψ�, �ψ0|ψ� =

�
ψ∗
0ψ dx. (A.7)

Conhecendo as propriedades que caracterizam ao operador projeção1

e os seus valores próprios, onde só um desses valores próprios é igual
a um, com isso poder-se-á calcular o valor médio do operador �L̂�,
significando dessa modo a probabilidade de achar o sistema no estado
inicial |ψ0�, evidentemente 0 ≤ �L̂(t)� ≤ 1. A incerteza do operador
projetor é,

ΔL =

�
�L̂2� − �L̂�2 =

�
�L̂� − �L̂�2. (A.8)

A relação de incerteza (A.5) entre o operador projeção e o hamiltoniano
resulta da seguinte maneira,

ΔH

�
�L̂� − �L̂�2 ≥ �

2

�����
∂�L̂�
∂t

����� . (A.9)

Dado que a desigualdade só depende de uma variável, e sendo assumida
a condição inicial �L̂(0)�=1, pode-se obter,

2ΔHdt

�
≥ d�L̂��

�L̂�
�
1− �L̂�

,
�
similar à derivada do arcsin(x)

�
.

(A.10)
Onde,

d

�
�L̂� = d�L̂�

2

�
�L̂�

, → d�L̂� = 2

�
�L̂� · d

�
�L̂�. (A.11)

Substituindo e integrando,

t�

0

2ΔH

�
dt ≥

�L̂(t)��

1

2

�
�L̂� · d

�
�L̂�

�
�L̂�

�
1−

�
�L̂�

, (A.12)

1O operador satisfaz as seguintes propriedades: i) Operador hermitiano L̂†= L̂,

ii) Idempotência L̂2= L̂.
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Obtendo assim,

ΔH · t
�

≥ arcsin

��
�L̂(t)�

�
− π

2
, 0 ≤ t ≤ π�

2ΔH
. (A.13)

Aplicando o cosseno na equação anterior,

cos

�
ΔH · t

�

�
≥ cos

�
arcsin

��
�L̂(t)�

�
− π

2

�
=

�
�L̂(t)� (A.14)

Resulta em,

cos

�
ΔH · t

�

�
≥

�
�L̂(t)�, → �L̂(t)� ≥ cos2

�
ΔH · t

�

�
.

(A.15)

Essa última expressão é somente valida no intervalo 0 ≤ t ≤ π�
2ΔH

.

Portanto o mı́nimo tempo que tardará o sistema em atingir um estado
ortogonal em relação ao inicial é,

Tmı́n =
π�
2ΔH

. (A.16)

A.2 Critério de Margolus-Levitin

Desde o ponto de vista energético, as evoluções temporais na mecânica
quântica são constrúıdas fora da superposição de componentes de frequências
(i.e. evolução unitária). Seja Emáx o valor máximo de energia perten-
cente a certo sistema, espera-se que a frequência na qual esse sistema
possa mudar de um estado inicial até um estado ortogonal final seja,

ν⊥ ≤ Emáx
h

. (A.17)

Assumindo a energia do estado fundamental E0=0, já que a diferença
energética entre os diferentes estados é o realmente relevante para a
evolução. Será discutido mais na frente o caso caracterizado através
valor médio da energia �Ĥ� �=Emáx, existe um limite similar,

ν⊥ ≤ 2E

h
, E0 = 0. (A.18)

Essa expressão pode ser relacionada ao valor da energia de um sistema
macroscópico sendo igual ao número máximo de estados ortogonais que
o sistema acessará por unidade de tempo. Consequentemente essa será
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a taxa máxima que pode ser suportada ao longo da evolução temporal.

Contrariamente ao limite de velocidade quântica obtida por Mandelstam-
Tamm, onde o estado quântico possui o valor médio fixo de energia
�Ĥ�, e incerteza da energética ΔH. Ele apresenta o mı́nimo tempo de
transição entre estados ortogonais dado pela expressão t ≥ π�/2ΔH.
Assumindo um sistema quântico fechado no instante inicial t=0 acha-se
no estado |ψ0�, expressado através de uma combinação linear de todos
os posśıveis estado acesśıveis de energia En com função própria |En�.
Sendo a energia média do sistema quântico,

�Ĥ� =
�

n

|cn|2En. (A.19)

Com base àquilo o estado inicial trás a evolução temporal fica expresso,

|ψt� =
�

n

cne
−iEnt/�|En�. (A.20)

A superposição do estado evolúıdo em relação ao estado inicial é,

S(t) = �ψ0|ψt� =
∞�

n=0

|cn|2e−iEnt/�. (A.21)

Procurando o mı́nimo tempo que lhe leva o estado inicial evoluir até se
transformar em um estado ortogonal a si mesmo, implica S(Tmı́n)=0.
Analisando a parte real de S(t), nota-se que,

Re(S) =

∞�

n=0

|cn|2 cos
�
Ent

�

�
,

≥
∞�

n=0

|cn|2
�
1− 2

π

�
Ent

�
+ sin

�
Ent

�

���
,

≥ 1− 2�Ĥ�t
π�

+
2

π
Im(S).

(A.22)

Onde foi usada a desigualdade2 cosx ≥ 1 − (2/π)(x + sinx), valida
para valores de x≥0. Se para um tempo posterior t, o estado obtido é

2Seja a desigualdade trigonométricas de Kober cos(x)≥1−2
π
x, valida no intervalo

[0, π/2]. Ao substituir x→ x+sin(x), cos(x)≥ cos(x+sin(x))≥ 1 − 2
π
(x+sin(x)),

http://arxiv.org/abs/1105.0859v1.
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ortogonal ao estado inicial, significa que S(t)=0, portanto a parte real
e imaginaria de S(t) são nulas simultaneamente.

0 ≥ 1− 2�Ĥ�t
�

. (A.23)

Portanto o mı́nimo tempo para que isso aconteça é obtido na última li-
nha da eq.(A.22). De maneira geral sem assumir a energia fundamental
nula tem-se,

Tmı́n =
π�

2
�
�Ĥ�−E0

� . (A.24)

A.3 Critério de Mandelstam-Tamm Esten-
dido

Anteriormente, apresentou-se a dedução do critério MT mediante a
relação de incerteza entre a energia e o tempo. Nesse caso, será con-

siderado ao quadrado da rapidez instantânea
•
L2 associada à menor

distância que ligas dois estado quânticos no espaço de Hilbert. Se-
gundo a métrica de Fibini-Study, o ângulo de Bures define a distância
entre dois estados quânticos L=arccos(

�
F (ρ̂0, ρ̂t)), onde a fidelidade

de Uhlmann é,

F (ρ̂0, ρ̂t) =

�
tr

���
ρ̂0ρ̂t

�
ρ̂0

��2
. (A.25)

Para o caso particular de estados quânticos puros ρ̂0= |ψ0��ψ0| e ρ̂t=
|ψt��ψt|, a fidelidade resulta ser a probabilidade de superposição entre
os dois estados F = |�ψ0|ψt�|2. De acordo com Braunstein e Caves [32],
a distância de Bures entre dois estado quântico infinitesimalmente e
estat́ısticamente distantes ρ̂ e ρ̂�= ρ̂+dρ̂ pode ser expressa como,

•
L2 = tr

�
dρ̂R−1

ρ (dρ̂)
�
, (A.26)

onde o superoperador R−1 para um operador Ô, dado o operador den-
sidade ρ̂=

�
i pi|i��i| é,

R−1(Ô) =
1

2

�

j,k

�j|Ô|k�
(pj+pk)

|j��k|. (A.27)

Definindo uma dinâmica quântica unitária, a equação de movimento de
von Neumann permite expressar,

i�
•
ρ̂t =

�
Ĥt, ρ̂t

�
=

�
Ĥt−�Ĥt�, ρ̂t

�
=

�
ΔĤt, ρ̂t

�
, (A.28)
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onde ΔĤt define a variação do operador hamiltoniano respeito de seu
valor médio, sendo esse último um número real positivo. Dessa forma,
combinando a eq.(A.28) na eq.(A.26), obtém-se,

•
L2 = tr

�
dρ̂R−1

ρ (dρ̂)
�
=

1

2�2
�

j,k

(pj−pk)2
pj+pk

���j|ΔĤt|k�
��2,

≤ 1

2�2
�

j,k

(pj+pk)
2

pj+pk

���j|ΔĤt|k�
��2,

=
1

2�2
�

j,k

(pj+pk)
���j|ΔĤt|k�

��2

=
1

�2
�
(ΔĤt)

2
�
.

(A.29)

Segundo esse resultado, a variação instantânea da distância entre os
estados vê-se limitada superiormente pela variança da energia do sis-
tema quântico. Em relação à desigualdade, quando for aplicada a raiz
quadrada, tem-se,

•
L ≤

�� •
L
�� ≤ 1

�

��
(ΔĤt)2

�
. (A.30)

Resolvendo a desiguldade segundo as condições iniciais e finais mediante
a integração, obtém-se,

1

t

L(ψ0,ψt)�

0

dL ≤ 1

t�

t�

0

��
(ΔĤt�)2

�
dt�, (A.31)

Dessa forma, obtém-se a seguinte desigualdade,

t ≥ � arccos(|�ψ0|ψt�|)
ΔH

, ΔH =
1

t

t�

0

�
�Ĥ2

t��−�Ĥt��2dt�, (A.32)

onde ΔH é a média temporal da incerteza da energia apresentada pelo
estado quântico no instante t. Portanto, essa desigualdade corresponde
ao critério de Mandelstam-Tamm estendido para Hamiltonianos depen-
dentes do tempo, sendo o estado evolúıdo definido mediante uma valor
de fidelidade diferente à ortogonal.
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Apêndice B

Posição Quadrática
Média

A idéia principal nesse apêndice é provar a equivalência ao expressar as
funções de onda nas coordenadas polares e nas coordenadas cartesianas
no cálculo da distância quadrática média (i.e. ��2�, �x2�, �y2�). Seja o
número quântico principal do oscilador (n=2), há três posśıveis valores
de momento angular (ml=2, 0,−2). As autofunções associadas a (ml=
−2) e (ml=2) só diferenciam-se por um fator de fase. A implementação
das coordenadas polares leva a caracterizar o autoestado através dos
números quânticos (n,ml), em contrapartida (nx, ny) nas coordenadas
cartesianas. A relação entre as duas notações é: (n=nx+ny) e (ml=
nx−ny). Portanto a autofunção F2,0(�, ϕ) é equivalente a F1,1(x, y), e
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F2,2(�, ϕ) é equivalente a F2,0(x, y).

��2�2,0 =
2π�

0

∞�

0

β√
π

�
(β�)2 − 1

�
e−β

2�2/2 �2
β√
π

�
(β�)2 − 1

�
e−β

2�2/2 � d� dϕ,

= 2

∞�

0

β2�3
�
(β�)2 − 1

�2
e−β

2�2d�,

=
2

β

∞�

0

(β�)3
�
(β�)4 − 2(β�)2 + 1

�
e−β

2�2d�,

=
2

β

∞�

0

�
(β�)7 − 2(β�)5 + (β�)3

�
e−β

2�2d�,

=
1

β2
�
Γ(4)− 2Γ(3) + Γ(2)

�
=

3

β2
.

(B.1)

Sendo a função em coordenadas cartesianas ψ1(x) =

�
β

2
√
π
e−β

2x2/2 2(βx).

Nesse caso o função em x e em y são iguais, só calcula-se,

�x2�1 =
+∞�

−∞

β

2
√
π
e−β

2x2

4(β2x4)dx,

=
2

β2
√
π

+∞�

−∞

�
βx

�4
e−β

2x2

dx,

=
2

β2
√
π
Γ(5/2) =

3

2β2
= �y2�1.

(B.2)

Portanto, ��2�2,0 = �x2�1 + �y2�1 .
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De maneira similar,

��2�2,2 =
2π�

0

∞�

0

β√
2π

�
β�

�2
e−β

2�2/2e−i2ϕ �2
β√
2π

�
β�

�2
e−β

2�2/2ei2ϕ � d� dϕ,

=

∞�

0

β2�3
�
β�

�4
e−β

2�2d�,

=
1

β

∞�

0

�
β�

�7
e−β

2�2d� =
1

2β2
Γ(4) =

3

β2
.

(B.3)

Sendo ψ2(x) =

�
β

8
√
π
e−β

2x2/2
�
4(βx)2−2

�
, ψ0(y) =

�
β√
π
e−β

2x2/2.

�x2�2 =
+∞�

−∞

βx2

8
√
π
e−β

2x2�
16(βx)4 − 16(βx)2 + 4

�
dx,

=
1

8β
√
π

+∞�

−∞

�
16(βx)6 − 16(βx)4 + 4(βx)2

�
e−β

2x2

dx,

=
1

8β2
√
π

�
16Γ(7/2)− 16Γ(5/2) + 4Γ(3/2)

�
=

5

2β2
.

(B.4)

�y2�0 =
+∞�

−∞

βy2√
π
e−β

2x2/2dy,

=
1

β
√
π

+∞�

−∞

�
βy

�2
e−β

2y2dy =
1

β2
√
π
Γ(3/2) =

1

2β2
.

(B.5)

Portanto, ��2�2,2 = �x2�2 + �y2�0 .
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Apêndice C

Unidades Naturais

O sistema internacional de Unidades SI baseado nas unidades MKS,
são realmente úteis para mesurar as grandezas f́ısicas na maioria das
aplicações pertencentes aos fenômenos macroscópicos. Quando deseja-
se analisar processos da f́ısica quântica ou na elatividade, as unidades
do SI não são as mais apropriadas para expressar os resultados, devido
a expressar as constantes f́ısicas sendo números muito grandes ou muito
pequenos. Em visto que as constante f́ısicas fundamentais como a ve-
locidade da luz (c=2,99792458×1010kg s−1) e a constante de Planck
(�=6,6260693×10−34kg m2 s−1) diferem enormemente em escala, se
introduz a noção de um sistema de unidades onde essas constantes fun-
damentais sejam (c = � = 1), isso foi bem aceitado na área da f́ısica
atômica, nuclear, f́ısica de part́ıculas, astrof́ısica e mais outras, dado
a sua simplicidade na análise dimensional devido a expressar todas as
grandezas f́ısicas em termos de uma quantidade só (elétron-volt eV).
Esse sistema de unidades é chamado de Unidades Naturais.

Na análise realizada expressou-se as grandezas f́ısicas na uni-
dades naturais pela sua simplicidade numérica, a seguir apresentam-se
algumas relações entre o Sistema Internacional de unidades e as Uni-
dades Naturais,

c = 2.99792458× 108
�
m/s

�

� = 1.054571726(47)× 10−34
�
kg m2/s

�

1eV = 1.602176565(35)× 10−19
�
kg m2/s2

�

�c = 3.161525× 10−26 [kg m3/s2] = 197.327053 [MeV fm].

(C.1)
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Unidade Valor Métrico Derivação

1eV−1 de comprimento 1.9747× 10−7 [m] =(1eV−1)�c
1eV do massa 1.7825× 10−35 [kg] =(1eV)/c2

1eV−1 unidade de tempo 6.5823× 10−16 [s] =(1eV−1)�

O campo magnético expresso nesse sistema de unidade é,

|B| = (1eV)2

(�c)3/2
=

(1eV)2

(197.327053 MeV fm)3/2
,

= 3.607615× 10−13
�
eV1/2

fm3/2

�
×

�
1.602176× 10−12

�
gm cm2

s2 eV

��1/2
×

�
10−13

�cm
fm

��

= 14.440269 [gauss] = 1.444026× 10−3 [T].
(C.2)

Assim, 1eV2=1.444026×10−3 [Tesla].



Apêndice D

Resultados Numéricos

Dada a superposição estre dois estados próprios expressos através dos
espinores,

ψ(�r) =
1√
2

�
Un,0(�, ϕ) + Un+2,0(�, ϕ)

�
eipzz.
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n Rapidez n Rapidez n Rapidez
0 2.407829E-01 46 2.687545E-01 92 2.694617E-01
2 2.536831E-01 48 2.688125E-01 94 2.694770E-01
4 2.588266E-01 50 2.688660E-01 96 2.694917E-01
6 2.615626E-01 52 2.689156E-01 98 2.695058E-01
8 2.632509E-01 54 2.689616E-01 100 2.695193E-01
10 2.643923E-01 56 2.690043E-01 102 2.695323E-01
12 2.652138E-01 58 2.690443E-01 104 2.695448E-01
14 2.658330E-01 60 2.690816E-01 106 2.695568E-01
16 2.663167E-01 62 2.691166E-01 108 2.695684E-01
18 2.667055E-01 64 2.691494E-01 110 2.695796E-01
20 2.670250E-01 66 2.691803E-01 112 2.695904E-01
22 2.672921E-01 68 2.692094E-01 114 2.696008E-01
24 2.675184E-01 70 2.692369E-01 116 2.696109E-01
26 2.677124E-01 72 2.692629E-01 118 2.696206E-01
28 2.678801E-01 74 2.692876E-01 120 2.696300E-01
30 2.680266E-01 76 2.693109E-01 122 2.696390E-01
32 2.681555E-01 78 2.693331E-01 124 2.696479E-01
34 2.682699E-01 80 2.693542E-01 126 2.696555E-01
36 2.683721E-01 82 2.693742E-01 128 2.696644E-01
38 2.684640E-01 84 2.693934E-01 130 2.696691E-01
40 2.685471E-01 86 2.694116E-01 132 2.696784E-01
42 2.686225E-01 88 2.694291E-01
44 2.686914E-01 90 2.694458E-01

Tabela D.1: Superposição entre estados próprios de energia positiva.
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n Rapidez n Rapidez n Rapidez
0 1.168295E-01 46 1.337390E-01 92 1.343886E-01
2 1.232688E-01 48 1.337913E-01 94 1.344029E-01
4 1.263600E-01 50 1.338396E-01 96 1.344168E-01
6 1.281688E-01 52 1.338845E-01 98 1.344300E-01
8 1.293555E-01 54 1.339262E-01 100 1.344428E-01
10 1.301941E-01 56 1.339652E-01 102 1.344551E-01
12 1.308184E-01 58 1.340017E-01 104 1.344669E-01
14 1.313011E-01 60 1.340358E-01 106 1.344783E-01
16 1.316857E-01 62 1.340679E-01 108 1.344893E-01
18 1.319991E-01 64 1.340981E-01 110 1.344999E-01
20 1.322597E-01 66 1.341266E-01 112 1.345101E-01
22 1.324797E-01 68 1.341535E-01 114 1.345200E-01
24 1.326680E-01 70 1.341789E-01 116 1.345295E-01
26 1.328308E-01 72 1.342030E-01 118 1.345388E-01
28 1.329732E-01 74 1.342258E-01 120 1.345477E-01
30 1.330986E-01 76 1.342475E-01 122 1.345564E-01
32 1.332100E-01 78 1.342682E-01 124 1.345649E-01
34 1.333096E-01 80 1.342878E-01 126 1.345731E-01
36 1.333992E-01 82 1.343066E-01 128 1.345794E-01
38 1.334802E-01 84 1.343245E-01 130 1.345891E-01
40 1.335538E-01 86 1.343416E-01
42 1.336209E-01 88 1.343579E-01
44 1.336825E-01 90 1.343736E-01

Tabela D.2: Superposição entre estados próprios com sinal energético
diferente.



140 APÊNDICE D. RESULTADOS NUMÉRICOS



Apêndice E

Pacote de Onda
Relativ́ıstico

A equação de Dirac fornece um conjunto completo de autofunções de
energia positiva e negativa. Sendo o caso de uma part́ıcula em repouso,
as soluções negativas são associadas à energia da massa em repouso
negativa. Os estados de energia negativa são interpretados de maneira
diferente, esses possuem energia cinética de carácter negativo, o movi-
mento da part́ıcula é oposto em relação à part́ıcula de energia positiva,
a carga elétrica da part́ıcula é de sinal oposta à carga da part́ıcula. Com
todas essas caracteŕısticas parece ser que aqueles estados não se conse-
guem evidenciar de maneira natural, mas sem esses a interpretação da
equação de Dirac não estaria completa.

Em relação à analise da helicidade do elétron, nota-se que
aqueles espinores correspondentes aos autoestados de energia positiva
descrevem a part́ıcula com o mesmo sinal energético nas suas duas
primeiras componentes e uma part́ıcula de sinal energética oposta nas
últimas duas componentes. Analogamente e de maneira inversa, estão
expressos os espinores correspondentes aos autoestados de energia ne-
gativa.

Com motivo de analisar as contribuições da part́ıcula com
sinal energético oposto na descrição quântica relativ́ıstica, define-se
no instante inicial (t0 = 0) um pacote de onda com perfil gaussiano
composto por espinores que só apresentará componentes associadas
à part́ıcula de energia positivas, fazendo uso das unidades naturais,
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expressa-se o pacote como,

ψ(�r, 0) =
1

�
2πd2

�3/4 e
−r2/4d2ei�p0·�rU(�p0), U(�p0) =

�
φ
0

�
. (E.1)

Onde d caracteriza a largura do pacote de onda. Por outro lado, de ma-
neira geral representa-se a superposição de espinores de energia positiva
e negativa como,

ψ(�r, 0) =

�
d�p

(2π)3

�

i

�
Ai(�p)ui(�p)e

i�p·�r +Bi(�p)vi(�p)e
−i�p·�r

�
. (E.2)

Onde Ai é o coeficiente da expansão pertencente ao espinor positivo
ui e Bi ao espinor negativo vi. Para construir a superposição de um
pacote de onda gaussiano, primeiro se expressa esse nas coordenada do
momento linear por meio da transformada de Fourier, usando a integral� +∞
−∞ e−ax

2−bxdx=
�

π
a e

−b2/4a, tem-se,

ψ(�p, 0) =

+∞�

−∞

1
�
2πd2

�3/4 e
−r2/4d2e−i(�p−�p0)·�rU(�p0)d�r,

=
�
8πd2

�3/4
e−(�p−�p0)

2d2U(�p0).

(E.3)

Dessa maneira resulta fácil associar o perfil gaussiano com o estado em
superposição mediante uma série,

�
8πd2

�3/4
e−(�p−�p0)

2d2U(�p0) =
�

i

�
Ai(�p)ui(�p) +Bi(�p)vi(�p)

�
(E.4)

Desejando calcular as amplitudes da série, multiplica-se a equação an-
terior por u†i (�p) ou por v

†
i (�p), em visto que os espinores constituem um

conjunto ortonormal entre si, obtém-se assim,

Ai(�p) =
�
8πd2

�3/4
e−(�p−�p0)

2d2U(�p0)u
†
i (�p),

Bi(�p) =
�
8πd2

�3/4
e−(�p−�p0)

2d2U(�p0)v
†
i (�p).

(E.5)

Nota-se que os coeficientes apresentam um perfil gaussiano. Para com-
preender as consequência de assumir esse tipo de pacote de onda, será
analisado fora da simplicidade �p=0 o caso onde apresenta-se as prin-
cipais modificações, �p �=0. Em visto à definição de U na eq.(E.1) asso-
ciado aos espinores de part́ıculas livres ui e vi, tem-se dessa maneira a
razão entre os coeficientes da expansão,

Bi(�p)

Ai(�p)
∝ |�p|

E +m0
, E =

�
m2
0 + p2. (E.6)
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Com base à expressão obtida, nota-se que a contribuição dos termos
de energia negativa no pacote do onda gaussiano tornam-se irrelevantes
quando |�p|�m0, então Bi(�p)�Ai(�p). No caso contrário, se os termos
de energia negativa são relevantes para a descrição quântica, tem-se
|�p|�m0, então Bi(�p)≈Ai(�p). Analisando as duas condições anteriores
em relação à largura do pacote e o comprimento de onde de Compton
do elétron λC =1/m, pode-se entender melhor sob quais condições os
termos de energia negativa são relevantes para a descrição quântica. Em
particular, se a largura do pacote é muito maior que o comprimento de
Compton e escrevendo os rećıprocos dessas grandezas d−1�m0. Essa
condição se pode expressar como |�p|� d−1 �m0. Por outro lado, se
a largura do pacote é muito menor que o comprimento de Compton,
tem-se d−1 �m0. Isso implica que |�p|� d−1 �m0. Portanto, pode-
se concluir que as contribuições dos termos de energia negativa são
relevantes para a descrição quântica em dois casos, quando o pacote de
onda apresenta um momento linear muito grande ou quando o pacote
acha-se fortemente confinado. Caso contrário, as contribuições desses
termos serão irrelevantes.
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Apêndice F

Pacote de Onda
Gaussiano

Apresenta-se a análise do um elétron livre descrito mediante um pacote
de onda de perfil gaussiano, ver figura F.1. O motivo principal dessa
descrição é compreender melhor a localização espacial da part́ıcula em
contraste com a aproximação de onda plana. Dessa maneira se pode
apreciar o deslocamento da posição média do elétron no transcorrer do
tempo.

Assumindo o movimento unidimensional do elétron livre ao
longo da direção ẑ, define-se no instante inicial t=0 o pacote de onda
com momento linear médio p0 como,

ψz(z) =
1

�
2πd2

�1/4 e
−z2/4d2eip0z/�. (F.1)

Fazendo uso do sistema de unidades naturais para facilitar os
cálculos que serão aprestados (� = c = 1), deseja-se analisar a com-
posição do pacote gaussiano em relação às componentes de momento
linear axial, para aquilo expressa-se o pacote no espaço do momento
linear mediante a transformada de Fourier,

φz(pz) =
1

√
2π

�
2πd2

�1/4

+∞�

−∞

e−z
2/4d2eip0ze−ipzzdz,

=
1

√
2π

�
2πd2

�1/4

+∞�

−∞

e−z
2/4d2e−i(pz−p0)zdz.

(F.2)
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Figura F.1: Densidade de probabilidade do pacote de onda de perfil
gaussiano.

Dada a integração gaussiana definida,

I0
� +∞�

−∞

e−ax
2−bxdx =

�
π

a
eb

2/4a, (F.3)

obtém-se assim,

φ(pz) =
1√
2π

�
8πd2

�1/4
e−(pz−p0)

2d2 . (F.4)

Vale a pena enfatizar que o espaço do momento linear corresponde
ao espaço rećıproco do espaço das coordenadas espaciais, implicando
assim que, uma forte localização espacial da part́ıcula está associado um
grande desconhecimento do momento linear exato que essa possui, isso
está diretamente relacionado ao prinćıpio de incerteza de Heisenberg.
Em contrapartida a onda plana estabelece o total desconhecimento da
localização da part́ıcula, mas um conhecimento exato do seu momento
linear.

Já tendo a expressão do pacote gaussiano no espaço do mo-
mento linear, a equação de Schrödinger para uma part́ıcula livre no
espaços do momentos é,

p̂2z
2m0

φ(pz) = i�
∂φ(pz)

∂t
. (F.5)

Em consequência se pode expressar o pacote gaussiano no espaço do
momento linear em função do tempo, mediante a ação do operador
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unitário de evolução temporal sendo esse uma fase associada à energia
cinética da part́ıcula,

φ(pz, t) = φ(pz)e
−i p2z

2m0
t. (F.6)

Em relação àquilo, o valor da energia média do elétron no tempo t é,

�Ĥz� =
1

2m0

+∞�

−∞

φ∗(pz, t) p̂
2
z φ(pz, t)dpz,

=
(8πd2)1/2√
2π2m0

+∞�

−∞

p2ze
−2(pz−p0)2d2dpz.

(F.7)

Rearranjando os termos da exponencial tem-se,

�Ĥz� =
d√
2πm0

e−2p
2
0d

2

+∞�

−∞

p2z e
−2d2p2z+4p0d2pzdpz. (F.8)

Dada a integração gaussiana definida,

I2
� +∞�

−∞

x2 e−ax
2−bxdx =

√
π(2a+b2)

4a5/2
eb

2/4a, (F.9)

obtém-se assim a energia cinética média do elétron,

�Ĥz� =
1

8m0d2
+

p20
2m0

. (F.10)

Realizando a transformada de Fourier inversa ao pacote obtido na
eq.(F.6), consegue-se expressar o pacote gaussiano no espaço da posição
em função do tempo,

ψz(z, t) =
1√
2π

+∞�

−∞

φ(pz) exp

�
i

�
pzz −

p2z
2m0

t

��
dpz,

=
(8πd2)1/4

2π

+∞�

−∞

e−(pz−p0)
2d2 exp

�
i

�
pzz −

p2z
2m0

t

��
dpz,

(F.11)
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Organizando os termos da função exponencial segundo às suas potências,

ψz(z, t) =
(8πd2)1/4

2π

+∞�

−∞

exp

�
−

�
d2 +

it

2m0

�2
p2z + (2p0d

2 + iz)pz − p20d
2

�
dpz,

(F.12)
fazendo uso da integrais gaussianas eq.(F.3) e (F.9), obtém-se assim o
pacote de onda gaussiano espacial para qualquer instante de tempo t,
posterior ao tempo inicial,

ψz(z, t) =
(8πd2)1/4e−p

2
0d

2

2
√
π
�
d2 + it

2m0

�1/2 exp





−z2 + 4p0d2(p0d2 + iz)

4
�
d2 + it

2m0

�



.

(F.13)
Calculando a densidade de probabilidade axial do elétron,

��ψz(z, t)
��2 = d e−p

2
0d

2

√
2π

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2 exp





−z2d2 + 4p0d2
�
p0d

4 +
zt

2m0

�

2

�
d4 +

t2

4m2
0

�




,

(F.14)
nota-se que essa apresenta dispersão no tempo, em outras palavras, a
part́ıcula inicialmente localizada espalha-se até achar-se completamente
deslocalizada em um tempo muito grande.

A seguir, prova-se a normalização da densidade de probabili-
dade do elétron livre descrito pelo pacote de onda gaussiano,

+∞�

−∞

��ψz(z, t)
��2dz = d e−p

2
0d

2

√
2π

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2

+∞�

−∞

exp





−z2d2 + 4p0d2
�
p0d

4 +
zt

2m0

�

2

�
d4 +

t2

4m2
0

�




dz,

=
d e−p

2
0d

2

√
2π

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2 ·

√
2π

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2

d
exp





p20d
4t2

m2
0

�
d4 +

t2

4m2
0

�

= e−p
2
0d

2

exp





2p20d
6 +

p20d
2t2

2m2
0�

d4 +
t2

4m2
0

�




= e−p

2
0d

2

exp





2p20d
2

�
d4 +

t2

4m2
0

�

�
d4 +

t2

4m2
0

�





(F.15)
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Finalmente se apresenta na figura(F.2) o perfil do pacote gaussiano em
diferentes instantes de tempo a cada 50eV−1, podendo ser observado
claramente a dispersão da densidade de probabilidade axial do elétron.

Figura F.2: Perfil do pacote de onda gaussiano para tempos diferentes, o
tempo está expresso em eV−1.

Cálculo da posição média do elétron

Com base à analise apresentada anteriormente, deseja-se conhecer a
dinâmica do elétron para aquilo será calculado a seguir a sua posição
média para qualquer instante de tempo,

�z�t =
+∞�

−∞

z
��ψz(z, t)

��2dz,

=
d e−2p

2
0d

2

√
2π

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2

+∞�

−∞

z exp





−z2d2 + 4p0d2
�
p0d

4 +
zt

2m0

�

2

�
d4 +

t2

4m2
0

�




dz.

(F.16)
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Organizando os termos exponenciais segundo a potência da variável z,

�z�t =
d e−p

2
0d

2

exp

�
2p20d

6
�
d4 + t2

4m2
0

�−1/2�

√
2π

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2

+∞�

−∞

z exp





−d2

2
z2 +

p0d
2t

m2
0

z

�
d4 +

t2

4m2
0

�1/2




dz.

(F.17)
Fazendo uso da seguinte integral gaussiana,

I1
� +∞�

−∞

x e−ax
2+bxdx=

√
πb eb

2/4a

2a3/2
, (F.18)

obtém-se após de alguns passos algébricos,

�z�t =
p0t

m0
e−2p

2
0d

2

exp





2p20d
6 +

p20d
2t2

2m2
0�

d4 +
t2

4m2
0

�




,

=
p0t

m0
exp





−2p20d2
�
d4 +

t2

4m2
0

�
+ 2p20d

6 +
p20d

2t2

2m2
0�

d4 +
t2

4m2
0

�




=

p0t

m0
.

(F.19)

Portanto, a posição média do elétron no eixo ẑ resulta apresentar um
comportamento linear em função do tempo,

Descrição Relativ́ıstica

Seja o espinor associado ao estado do elétron quando esse acha-se na
presença do campo magnético uniforme ao longo do eixo ẑ, com os
seguintes número quântico n, ml e ms=1/2. Definido no tempo t0=0
o elétron com perfil de onda gaussiano na direção axial, o espinor resulta
ser,

Un,ml
(z, t0)=N




Fn,ml

0
p̂z

(En.ml
+m0)

Fn,ml

2iβ
�

n+ml

2 + 1

(E+m0)
Fn+1,ml+1



ψ(z), (F.20)
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N=

�
1 +

p2z + 2β
2(n+ml+2)

(E+m0)2

�−1/2
, E=

�
m2
0 + p2z + 2β

2(n+ml+2).

(F.21)
O terceiro termo do espinor atuando na função axial resulta ser,

p̂z
(E+m0)

ψ(z) =
−i∂z

(E+m0)

e−z
2/4d2eip0z

(2πd2)1/4
=

�
p0 +

iz
2d2

�
�
E+m0

� ψ(z). (F.22)

Assim o espinor fica da seguinte maneira,

Un,ml
(z, t0) = N




Fn,ml

0�
p0+

iz
2d2

�
�
E+m0

� Fn,ml

2iβ
�

n+ml

2 + 1

(E+m0)
Fn+1,ml+1



ψ(z) (F.23)

Expressando o espinor no espaço de momento linear mediante a trans-
formada de Fourier,

Ûn,ml
(pz, t0) = N




Fn,ml
φ(pz)
0

p0Fn,ml
φ(pz)

(E+m0)
+

i Fn,ml

2d2(E+m0)

1√
2π

+∞�

−∞

z ψ(z)e−ipzzdz

2iβ
�

n+ml

2 + 1

(E+m0)
Fn+1,ml+1φ(pz)




.

(F.24)
Fazendo uso da integrais gaussianas definida anteriormente, analisa-se
isoladamente a integração do terceiro termo do espinor,

+∞�

−∞

z exp

�
− z2

4d2
− i(pz−p0)z

�
dz = −4i√π(pz−p0)d3 e−(pz−p0)

2d2 .

(F.25)
Após de alguns passos algébricos obtém-se,

Ûn,ml
(pz, t0) = N




Fn,ml

0
pz

(E+m0)
Fn,ml

2iβ
�

n+ml

2 + 1

(E+m0)
Fn+1,ml+1



φ(pz). (F.26)
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A energia média do pacote gaussiano relativ́ıstico é analisada no espaço
do momento linear considerando todas as componentes de momento
linear que contribuem para a construção do pacote, infelizmente não
há uma expressão pronta para essa integração,

�E�n,ml
=

+∞�

−∞

�
m2
0 + p2z + 2β

2(n+ml+2)
��Ûn,ml

(pz, t0)
��2dpz =

�
Integração Numérica

(F.27)
Onde,

��Ûn,ml
(pz)

��2 = N2

���Fn,ml

��2
�
1 +

p2z
(E+m0)2

�
+
2β2(n+ml+2)

(E+m0)2
��Fn+1,ml+1

��2
� ��φ(pz)

��2

(F.28)
Após de integrar na coordenada radial e no ângulo polar obtém-se,

��Ûn,ml
(pz)

��2 = N2

�
1 +

p2z + 2β
2(n+ml+2)

(E+m0)2

� ��φ(pz)
��2. (F.29)

Portanto a densidade de probabilidade no espaço do momento linear
axial resulta ser,

��Ûn,ml
(pz)

��2 =
��φ(pz)

��2 (F.30)

Assim a energia média do estado (n,ml) é,

�E�n,ml
=

+∞�

−∞

�
m2
0 + p2z + 2β

2(n+ml+2)
��φ(pz)

��2dpz. (F.31)

Numericamente pode ser mostrado que a energia média do estado do
elétron é igual à expressão de energia relativ́ıstica quando o comporta-
mento de part́ıcula livre é descrito mediante uma onda plana de mo-
mento linear médio p0, isso deve-se ao carácter simétrico do pacote de
onda gaussiano no espaço de momento linear,

�E�n,ml
=

�
m2
0 + p20 + 2β

2(n+ml+2). (F.32)

Aplicando o operador unitário de evolução temporal, introduz-se uma
fase que é proporcional à energia relativ́ıstica de cada uma das com-
ponentes que constituem o pacote. Voltando para o espaço da posição
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axial mediante a transformada de Fourier inversa obtém-se,

Un,ml
(z, t)=

1√
2π




Fn,ml

+∞�

−∞

Nφ(pz)e
i(pzz−E t)dpz

0

Fn,ml

+∞�

−∞

Npz
(E+m0)

φ(pz)e
i(pzz−E t)dpz

2iβ

�
n+ml

2
+1 Fn+1,ml+1

+∞�

−∞

N

(E+m0)
φ(pz)e

i(pzz−E t)dpz

(F.33)
Calculando a densidade de probabilidade espacial do elétron,

��Un,ml
(z, t)

��2 =
��Fn,ml

��2

2π

������

+∞�

−∞

Nφ(pz)e
i(pzz−E t)dpz

������
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������
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Npz
(E+m0)
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������

2

+
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��Fn+1,ml+1

��2
������

+∞�

−∞

N

(E+m0)
φ(pz)e

i(pzz−E t)dpz

������
(F.34)

Dada a densidade de probabilidade espacial do elétron, pode-se ob-
ter facilmente a densidade de probabilidade axial ao não depender do
estado radial do elétron,

Dz(z, t) =
1

2π

������

+∞�

−∞

Nφ(pz)e
i(pzz−E t)dpz

������

2

+
1

2π

������

+∞�
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Npz
(E+m0)
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2

+
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2

,

(F.35)
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Resulta muito complicado analisar o comportamento da densidade de
probabilidade axial do elétron em função do tempo devido à grande
dificuldade anaĺıtica de calcular os valores das integrações. Realizando
as integrações numericamente obtém-se o efeito da dispersão da pro-
babilidade, além de um fenômeno puramente relativ́ıstico associado à
tremida do valor médio da velocidade axial, conhecido na literatura
como zitterbewegung.

Análise Heuŕıstica

A construção de uma expressão heuŕıstica que possa reproduzir de ma-
neira confiável os resultados da rapidez do deslocamento radial ao levar
em consideração a dilatação temporal e o deslocamento axial do elétron
quando esse é definido como a superposição homogênea de dois esta-
dos de energia positiva ψ = (Un,0+Un+2,0)/

√
2, é o foco central da

seguinte análise. Partindo da definição do pacote gaussiano em função
do tempo,

ψ(z, t) =
1√
2π

+∞�

−∞

φ(pz)e
i(pzz−E(pz)t)dpz, E =

�
m2
0 + p2z. (F.36)

A velocidade com a qual o centro do pacote desloca-se é,

vg =
dE(pz)

dpz

����
p0

=
p0�

m2
0 + p20

. (F.37)

Nota-se que esse resultado é idêntico à expressão da relatividade restrita
para a velocidade das part́ıculas em função do momento linear,

pz =
m0vz�
1− v2z

−→ vz =
pz�

m2
0 + p2z

. (F.38)

Voltando para a velocidade de grupo, nota-se que o denominador é a
própria energia do elétron, decide-se mudar o denominador por uma
expressão que possua as mesmas unidades de energia e leve em consi-
deração o estado em superposição. A raiz quadrada da energia quadrática
média é a melhor opção para reproduzir de maneira muito similar a de-
pendência da velocidade de grupo axial em função do valor médio do
momento linear axial,

vg =
p0�

�E2�
��
p0

=
p0�

m2
0 + p20 + 2β

2(n+3)
, (F.39)
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onde n representa o número quântico principal do estado quântico de
menor energia. Portanto, a dilatação temporal do mı́nimo tempo de
evolução resulta ficar expressa de maneira geral,

Tmı́n =
T �
mı́n�
1−v2g

= T �
mı́n

�
1− p20

m2
0 + p20 + 2β

2(n+3)

�−1/2
. (F.40)

A rapidez radial média do elétron em função do momento linear axial
médio é,

V̄ =
|���mı́n−���0|

T �
mı́n

�
1− p20

m2
0 + p20 + 2β

2(n+3)
. (F.41)

No caso particular da superposição do caso 1 onde n= 0, as rapidez
axial calculada numericamente e a expressão heuŕıstica eq.(F.39) são
comparadas no seguinte gráfico. A grande similaridade da expressão
heuŕıstica para reproduzir os resultados numéricos da velocidade axial
média do elétron mostra que o fator gama modificado heuristicamente,
consegue explicar o comportamento decrescente da rapidez radial média
a medida que aumento o momento linear axial médio do elétron como
consequência da dilatação temporal.

Figura F.3: Rapidez axial média do pacote em função do momento linear
médio e a curva heuŕıstica.
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