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”(O que observamos nao é a natureza em

si mesma, mas sim a natureza exposta ao

nosso método de questionamento.”
(Werner Karl Heisenberg)






RESUMO

Neste trabalho, estuda-se a aplicagao do Método de Elementos Finitos
Generalizados (MEFG) a placas laminadas. Para tal, sdo adotados os
modelos de placa de Kirchhoff-Love e Reissner-Mindlin. Para gran-
des deslocamentos transversais, em ambos os modelos, consideram-se
as hipéteses de von Karmén, levando a uma condicao de nao linea-
ridade geométrica. E realizada uma discretizagao do problema para
aplicacao numérica via MEFG e o cédigo computacional é desenvol-
vido em ambiente MATLAB®. Para o MEFG, funcées continuas e
nao continuas sao usadas como base para Partigdo da Unidade (PU),
com fungoes de borda exponenciais, e realiza-se a variacao do grau dos
polinémios de enriquecimento. A malha é composta por elementos tri-
angulares de trés nés e uma regra de integragao triangular é utilizada.
Por fim, realizam-se simulagoes em placas quadradas com carregamento
distribuido uniforme em materiais lineares no regime elastico e os re-
sultados sao comparados com a literatura.

Palavras-chave: funcoes de aproximacao regulares. método generali-
zado de elementos finitos. grande deformacao de von Karméan. placa
laminada.






ABSTRACT

This work addresses the application of the Generalized Finite Element
Method (GFEM) to laminated plates. To this end, the Kirchhoff-Love
and Reissner-Mindlin plate models are adopted. For large transverse
displacements, in both models, one considers the hypotheses of von
Kéarmén, leading to a condition of geometric nonlinearity. A discre-
tization of the problem is performed via GFEM and a computational
code is developed in MATLAB® environment. For GFEM, continuous
and non-continuous basis functions are used for partition of unit (PoU),
with exponential edge functions, and is performed the variation of the
degree of enrichment polynomials. The mesh is composed by three no-
ded triangular elements and a numerical integration rule for triangle.
Finally, simulations on square plates are carried out considering uni-
form distributed load and linear materials inside the elastic range and
the results are compared with the literature.

Keywords: continuous approximation functions. generalized finite
element method. von Karman’s large deformation. laminated plate.
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1 INTRODUCAO

As placas e cascas sao elementos estruturais utilizados extensi-
vamente em muitos setores da industria, como em equipamentos, em
dutos ou vasos de pressao, na industria aeroespacial muitas vezes sob
forma de compostos laminados, em navios, pontes e muitos outros. Esta
aplicacao é justificada pelo fato de que nestas estruturas o carregamento
é suportado principalmente por tensoes coplanares ao plano ou casca em
duas dimensoes, resultando em uma geometria muito compacta, mas
ao mesmo tempo rigida (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001). Assim, ca-
racteristicas como baixo peso, alta capacidade de carga e economia sao
combinadas. Do ponto de vista fisico, podem-se criar modelos que sao
simplificacées de partes sélidas em sistemas coordenados de duas di-
mensoes. O processo consiste em aproximar campos de deslocamentos
tridimensionais a partir da combinacao de campos incégnitos de duas
dimensoes com hipoteses cinematicas. Entao, reduz-se a complexidade
e o nimero de varidveis do problema a ser resolvido.

Sob a dtica matematica, os modelos de placas e cascas apre-
sentam um desafio interessante por diversos fatores, por exemplo: (1)
seja pelo acoplamento das equagoes diferenciais que surgem com nao
linearidades geométricas, como quando se assume as hipdteses de von
Karmén; (2) pelo surgimento de problemas numéricos, a notar o trava-
mento por cisalhamento (GARCIA et al., 2000); (3) pela exigéncia de alta
regularidade das fungbes de aproximagdo (BARCELLOS; MENDONCA;
DUARTE, 2009) que néo sdo providas naturalmente pelo Método de
Elementos Finitos (MEF) . Assim fica claro o grande interesse, tanto
industrial quanto académico, em estudar, analisar e poder prever o
comportamento destas estruturas.

Ao longo dos anos, diversos modelos foram propostos tentando
superar deficiéncias dos resultados de desclocamento ou de tensdo (LEE;
PLAN, 1978; HUGHES; TAYLOR; KANOKNUKULCHAI, 1977; REDDY, 1984,
1989), conforme o interesse de cada drea. Na andlise estrutural estatica,
o campo de tensoes é o foco dos calculos, pois esta diretamente ligado
ao nivel de solicitacao que a estrutura suporta e assim relacionado a
falhas estdticas por meio de critérios de falha.

Nos diversos modelos de placa existem hipdteses referentes as
relages cineméticas do movimento que levam a importantes conse-
quéncias matematicas. Uma destas consequéncias, comum a vAarios
modelos, é o requisito da existéncia e continuidade das derivadas de
ordem superior. Neste grupo, um modelo usado largamente para placas
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delgadas é o modelo de Kirchhoff-Love ou Teoria Cléssica de Placas
(VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001; REDDY, 2006), em que, entre outras
caracteristicas, as funcdes de aproximacdo precisam ser de classe C*.
Ou seja, estas fungoes precisam ter a primeira derivada continua. Isso
ocorre pois a formulagao envolve derivadas de até segunda ordem.

Neste contexto, o Método de Elementos Finitos Generalizados
(MEFG) (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000) se aplica muito bem, pois
é possivel utilizar fungdes de aproximacao de regularidade arbitraria

(DUARTE; KIM; QUARESMA, 2006). Com isso, esta formulagao apre-
senta grande vantagem em relagao ao uso de elementos hibridos como
realizado por Veiga, Niiranen e Stenberg (2007). Ela nao requer a
aproximagao dos campos derivados usando fungoes de forma como em
Reddy (2006), pois o préprio campo tem diferenciabilidade suficiente,
o que ird produzir campos de tensao continuos nas interfaces entre ele-
mentos. E uma caracteristica natural do método proporcionar refino
adaptativo , evitando a necessidade de remalhamento. De fato, al-
guns trabalhos ji existem neste sentido (GARCIA et al., 2000; BARCEL-
LOS; MENDONCA; DUARTE, 2009; MENDONCA; BARCELLOS; TORRES,
2011), usando a metodologia de MEFG na implementac¢ao de modelos
de placa.

Um avanco recente na utilizagao da metodologia de MEFG propoe
combinar funcoes de aproximacio lagrangianas de continuidade C° com
funcoes de continuidade arbitraria C* apenas para os campos incégnitos
que requerem derivadas de alta ordem (MENDONGCA; BARCELLOS; TOR-
RES, 2013). Desta forma, hd uma redugdo do numero de graus de
liberdade no elemento, mas mantendo a formulagao que permite en-
riquecer as fungoes lagrangianas e mantendo as vantagens do método
MEFG j4 citadas.

O objetivo deste trabalho é implementar os modelos de placa de
Kirchhoff-Love e Reissner-Mindlin em laminados, usando o MEFG com
funcoes de aproximacdo de classes C° e C*, incluindo as hipSteses de
nao-linearidade de deformacao de von Karméan, de modo a capturar com
maior precisao grantes rotacoes e deslocamentos transversais, mas ainda
com pequenas deformagoes. Finalmente, visa-se usar a implementacao
para investigar os campos de deslocamentos, a continuidade dos cam-
pos de tensao e a sensibilidade da solugao a malhas grosseiras. Para tal,
foi utilizado o ambiente MATLAB®, que é uma plataforma com diver-
sas ferramentas de programacao e bibliotecas numéricas para céalculo
de matrizes. Muitas das rotinas utilizadas ja estavam disponiveis no
Grupo de Anilise e Projeto Mecanico , dedicado ao desenvolvimento e
utilizagao de ferramentas de simula¢ao nimerica.
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2 METODO DE ELEMENTOS FINITOS
GENERALIZADOS

O Método de Elementos Finitos Generalizados é uma combinacao
de conceitos e técnicas de métodos sem malha e o tradicional Método de
Elementos Finitos, onde uma malha é utilizada para definir Partigoes da
Unidade (PU) e um dominio para a integragdo numérica. A PU tem
funcdo de garantir a continuidade entre elementos e pode ser combi-
nada com fungoes para melhorar a qualidade da aproximacao na regiao
de suporte da funcao PU. Isso é feito incluindo graus de liberdade a
formulacdo do MEF. Assim, amplia-se o espago de procura na discre-
tizagao pelo Método de Galerkin.

Torres (2008) faz uma revisdo muito clara de como vérios con-
ceitos se fundiram e deram origem a implementagao a ser usada neste
trabalho, desde os trabalhos prioneiros de Babuska e Melenk (1995)
e Duarte e Oden (1996), passando pelo uso de fungoes lagrangianas
e mais recentemento funcdes de regularidade arbitraria C* (BARROS;
BARCELLOS; DUARTE, 2007; DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000).

O Método de Elementos Finitos Generalizados utilizado neste
trabalho baseia-se em uma malha triangular linear que é utilizada para
definir uma PU e o dominio para a integragao numérica, sobre o qual
serad realizado um enriquecimento sobre as fungoes PU. O desenvolvi-
mento matematico do MEFG pode ser resumido em duas etapas:

1. Criagao numérica das Fungoes PU: a PU em cada né é construida
numericamente com base nas coordenadas do nd, tamanho do
elemento e principalmente influéncia dos nés no mesmo elemento.
Esta influéncia, por sua vez, depende da nuvem, w, que é um
subdominio formado pela uniao dos elementos que contém aquele
no.

2. Enriquecimento: cada grau de liberdade é enriquecido pela mul-
tiplicagao da PU por um conjunto de fungbes previamente es-
colhido. De forma pratica, criam-se novos graus de liberdade
atrelados aqueles da formulacao tradicional de MEF.

2.1 PARTICAO DA UNIDADE E FUNCOES DE APROXIMACAO

A Particao da Unidade se caracteriza por ser um conjunto de
fungoes cuja soma dos valores é igual a unidade em qualquer ponto
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de seu suporte. As funcoes de aproximagao ¢, (x) associadas aos nés
a=1,2,..., Nnos, se caracterizam por serem nao nulas apenas dentro
de uma regiao de suporte compacta.

A propriedade da funcao PU explorada em MEFG é que qual-
quer funcdo ¢(x) pode ser localmente reproduzida, dentro do suporte
da PU, com ou sem perda da continuidade, dependendo da minima con-
tinuidade entre PU e ¢(x). Neste caso, a PU com fungbes polinomiais
de enriquecimento formam o subespago de aproximagao (BELYTSCHKO;
GRACIE; VENTURA, 2009).

Para construir as fungoes de aproximagao de MEFG, pode-se
considerar a superficie média de uma placa como um dominio aberto,
Q C N2, a qual possui uma malha de elementos triangulares de ares-
tas retas com Nel elementos K. , {Ke}évze{, N noés com coordenadas
{xo})_;. Cada um destes nés é associado a uma nuvem, w,, para
a=1,...,N, a qual é formada pela uniao dos elementos triangulares
adjacentes a este né o (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009).

Na implementacao deste trabalho, Sy representa a cobertura
aberta deste dominio. Na Figura 1, é possivel ver duas nuvens, w;
e wy, sendo w; um exemplo de nuvem convexa, formada pela uniao
dos elementos {a,b,c,d,e} e wy um exemplo de nuvem nao-convexa,
formada pela unido dos elementos {c,d, g, h, k,l,m}.

&

Figura 1 — Exemplo de nuvem convexa e nao-convexa em um malha
triangular arbitraria

A criagao das nuvens deve ser tal que o dominio §2 esteja todo
contido na unido dos fechamentos destas nuvens (W, )

(Wi, QcUil, @ (2.1)

RN
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Considerando o conjunto de fungdes {p,(x)}Y_; tendo como su-
porte compacto a correspondente nuvem w,, Babuska, Banerjee e Os-
born (2004) definem PU como um conjunto de fungdes formadas de tal
forma que:

1. A soma de seus valores é igual & unidade em qualquer ponto de
suporte.

N
Y ealx)=1, V(x)eQ (2.2)

2. Todo subconjunto compacto de € intersecciona apenas um nimero
finito de suportes.

3. A fungdo ¢, é diferente de zero apenas sobre sua respectiva nu-
vem, wy, € possui diferenciabilidade requerida dentro da nuvem
de pelo menos k derivadas continuas.

Pa(x) € Cf(wa), k>0 (2.3)

Assim, o conjunto de fungdes {@.(x)}2_; pode ser considerado
como uma PU subordinada a cobertura Sy.

O Método de Elementos Finitos Generalizados com fungoes con-
tinuas (MEFG-C*) baseia-se no emprego de uma Particdo da Unidade
suaves que fornecam k derivadas continuas sobre . As fungoes de
forma sao construidas pelo produto da particao da unidade de Shepard
com funcdes de enriquecimento. J4 o MEFG-C? baseia-se no emprego
de funcdes PU que sdo as préprias funcoes de forma C° do MEF tradi-
cional.

2.1.1 Particao da Unidade com Elementos Finitos Padrao

Como as funcgoes de forma do MEF tradicional sao consideradas
uma PU, pode-se adotar o caso em que a nuvem w, ¢ a uniao dos ele-
mentos que compartilham o mesmo né x, como vértice de elementos
de uma malha triangular linear, onde a fungao ¢, ¢é a prépria funcao
de forma global do MEF. Estas fungoes tem um custo computacio-
nal baixo e sao facilmente integraveis por quadratura numeérica, porém
sua continuidade é limitada a C°. (MENDONGA; BARCELLOS; TORRES,
2011)



32

2.1.2 Particao da Unidade de Shepard

Para problemas que exigem derivadas continuas dos deslocamen-
tos, como o caso da TCP, a PU utilizando as fungoes de forma do MEF é
inadequada, sendo dificil atingir a continuidade desejada. Desta forma,
parte-se para a solugdo proposta por Shepard (1968) e empregada por
Barcellos, Mendonga e Duarte (2009), Mendonga, Barcellos e Torres
(2011).

Seja uma funcdo W, : R? — R com um suporte compacto, we,
pertencente ao espaco CF(w,), a fungdo peso em cada nuvem, w,, da
cobertura aberta S do dominio 2. Entao, a PU de Shepard subordi-
nada & cobertura Sy é definida como:

Wa

=S PR EDIME#0, 2y

Pa(x)

onde a regularidade ¢,,(x) depende apenas da regularidade das fungoes
peso. Logo, resta definir as fungdes peso (ou ponderagio) com a regu-
laridade necessaria.

2.2 FUNCOES PESO

Algumas consideragdes devem ser levadas em conta na esco-
lha das funcdes peso. Elas precisam ter, no minimo, a continuidade
desejada e serem, juntamente com suas derivadas, razoavelmente in-
tegrdveis (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009). Para construgio
da particao da unidade de Shepard sao necesséarias fungoes pesos, em
que para o caso de nuvens convexas utilizam-se as fungoes peso pro-
postas por Edwards e descritas em Duarte, Kim e Quaresma (2006).
Neste método, define-se uma coordenada normal & aresta do contorno
da nuvem

§j(x) =nq; - (x—ba;), (2.5)

onde b, ; ¢ um ponto na fronteira que ¢ selecionado para ser o ponto
central da aresta j, e n, ; é o vetor normal & aresta apontando para o
interior da nuvem.

A funcao de aresta da nuvem ¢é escolhida como uma fungao que
possui valor positivo dentro da nuvem e valor zero fora do suporte da
nuvem. Foram escolhidas as fungoes com continuidade C*° seguindo
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Barcellos, Mendonga e Duarte (2009):

G0 =cay =] €7 0SS (2.6)
€ai &5 (X)] = €aj = , .
B “d 0 ,caso contrario
onde v é uma constante real positiva.

As fungbes peso irao determinar qual a influéncia de cada né
dentro de um mesmo elemento e sao definidas por:

M,
Wa(x) =e™ H5a,j (EJ) ’ (27)

sendo ¢, um parametro de escala que garanta W, = 1 no né X,.
As fungoes de particao da unidade de Shepard sao definidas por:

Wa

ST PR EL W20 (28

Po (X>

Estas fungoes (cada né da malha tem a sua), como observado
por Duarte, Kim e Quaresma (2006), tem diferenciabilidade C>° para
nuvens convexas. Por isso, diz-se que a regularidade é arbitraria. Adi-
cionalmente, a implementagao pode usar qualquer ordem de derivada
que a formulagao requisitar. E além disso, é possivel utilizar regulari-
dades diferentes para cada campo incégnita por meio do uso combinado
de fungdes CY e C* (MENDONCA; BARCELLOS; TORRES, 2013).

Para evitar grandes variagoes de nuvem para nuvem, é preciso
que a fungédo tenha valor méximo unitédrio (2.2). Para isso, sdo definidos
ha,j que representa um comprimento caracteristico da nuvem

ha,j = €j(x) = n4j(x — ba,j) (2.9)
e § um parametro para controlar a taxa de decaimento das fungoes de
aresta das nuvens
R,
€a,j (T)
— -/ (2.10)

€ayj (Paj)

Devido as restrigoes citadas acima, sao acrescentados dois novos
parametros, A e B, a fungao de aresta, que é entao redefinida como

£ 7
Eaj [§(X)] = Eaj = { Aemm s 0 <y (2.11)

0 ,caso contrario
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onde,

127 1/~ ]OgE B 1/
A= et B = haots

Os valores dos parametros sao escolhidos como v =0.6 e 8 =0.3
conforme Barcellos, Mendonga e Duarte (2009).

2.2.1 Fungoes peso para nuvens nao convexas

Considerando a Figura 1, é possivel notar que na nuvem wy as
funcoes de borda (eq,;) formadas nos elementos ! e m, precisariam ter
coordenadas negativas para algumas partes de wy, definindo assim uma
nuvem hao-convexa.

Entao as funcoes W, de Eduards nao podem ser usadas para
casos nao convexos. Duarte, Kim e Quaresma (2006) propoem o uso
de fungoes-R ou fungoes com dois argumentos, f1 e fo, denotados como

(f1 V§ f2).
(AVER)=(A+ R+ \R+E)E+HE (212

onde o nimero integral positivo k é o grau de suavidade desejado.
Considerando os lados m e [ como lados nao convexos na nuvem
W, uma funcao combinando €4 m € €4, é definida como:

ene (X) _ 5Otﬂn(x) \/’5 EO&J(X)

e (x) = . 2.13
ot Ea,m(xa) \/}8 Ea,l(xa) ( )

Essa fungao de borda combinada é usada para formar uma fungao
peso O para ser usada em lugar da equacio (2.6).

Neste trabalho, a utilizagao da malha é sempre de nuvens con-
vexas.

2.3 ENRIQUECIMENTO DAS FUNCOES DE APROXIMACAO

O enriquecimento tem por objetivo aumentar a qualidade dos
resultados numéricos, por meio da expansao do espago de aproximacgao,
feito na pratica pelo aumento do nimero de graus de liberdade em cada
direg@o. Isso pode ser feito multiplicando as fungoes PU por fungoes
polinomiais, harmonicas ou parte da solu¢ao (BARCELLOS; MENDONGA;
DUARTE, 2009). Por exemplo, no caso da mecénica da fratura, pode-se
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utilizar como enriquecimento uma fungao que possui uma singularidade
ou outra caracteristica da solucao previamente conhecida.

Para fungoes PU, ¢,, o procedimento de enriquecimento utili-
zando polinomios ird gerar uma familia de fungoes S%;, mostrado es-
quematicamente em (2.14).

v1Lo1  w2Lo2 -+ ¢nLon
o1l w2liz -+ NIy

S e (214)
p1Llpt walpa - onLpN

onde N é o nimero de nuvens e p é a ordem do maior polinémio da
familia QL. L;; sdo fungoes de enriquecimento para (i = 0,1, ,p) e
(.] = 1727"' vN)

Se Lg é um conjunto de polindmios do tipo:

LS:{L07L1aL27"' aLp}7 (215)

e o conjunto I%; ¢ o espago de procura do Método de Galerkin, formal-
mente definido como:

S = Hea(@)} U{pa(@)Lai(z)} 0<a <N, 0<i<p, p>k}
(2.16)
Para os elementos da PU e do enriquecimento pertencerem ao
conjunto I%;, estes elementos necessitam idealmente ser linearmente in-
dependentes entre si. (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009). Por
este motivo, deve-se tomar cuidado na escolha das fungoes de enri-
quecimento quando ambas - fungoes PU e de enriquecimento - forem
polinémios, pois o sistema de equacoes gerado se torna positivo semi-

definido. (FREITAS et al., 2015)

Por exemplo, sao mostrados conjuntos de funcoes de enriqueci-

mento representando polinémios de graus 1, 2 e 3, respectivamente:

Ls = {Lzp (217)
Ls = {1,7,7,7%,75,9%} (2.18)
LS = {1157?7T2»Ty»?2»f3a52@@2»?3}3 (219)
onde
_ T — Ty — Y —Ya
— = 2.20
= U= (2.20)

em que (Zq,Yo) sdo as coordenadas do né x, e hy é um raio represen-
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tativo da nuvem wy,.

Prova-se que a base formada pela PU C* enriquecida pelos mon6mios
(2.17)(2.18)(2.19) é linearmente independente (BARCELLOS; MENDONCA;
DUARTE, 2009).

Torres (2008) apresenta um imagem (Figura 2) onde a PU é mul-
tiplicada por uma funcao de enriquecimento linear, formando funcao de
aproximagao.

partigao da unidade

0.8

08 ‘.Né )
HO
b

PR
RS
!,";‘o‘o‘o‘o‘:"“ N

0.2-

fungao de enriquecimento 1

partigao da unidade X fung@o de enriquecimento 1

Figura 2 — Combinacao da PU com uma funcdo de enriquecimento.
Fonte: (TORRES, 2008)
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3 PLACAS LAMINADAS

Uma placa é um sdélido tridimensional com uma geometria ca-
racteristica que pode ser descrita como dois planos paralelos, chamados
faces, separados por uma espessura h. Paralela as faces, é considerado
uma superficie de referéncia €2, geralmente localizada na metade da
espessura. A placa possui uma unica normal n e, pelo fato de ser
plana, esta é constante em todo ponto da placa. Devido a sua pequena
espessura em relagao as outras dimensoes (comprimento e largura), fre-
quentemente nao é necessario utilizar Equacoes de Elasticidade 3D, po-
dendo ser gerada uma formulagao simplificado 2D. Quando laminada,
a placa possui subdivisoes através da espessura chamadas de laminas,
que podem possuir caracteristicas mecanicas diferentes entre si.

3.1 TEORIA CLASSICA DE PLACAS

A Teoria Cldssica de Placas (TCP) é uma extensao do Teoria de
Vigas de Euler-Bernoulli para placas, também conhecida como modelo
de placa de Kirchhoff-Love, por fazer uso das hipoteses propdstas por
Kirchhoff em 1850, com base no trabalho de Sophie Germain, em que
obteve-se uma equagao governante para o deslocamento transversal e
duas condicoes de contorno independentes em placas homogéneas, iso-
trépicas, eldsticas e submetidas a esforgos perpendiculares ao plano
médio. Este capitulo sobre placas tem como base tedrica os livros de
Mendonga (2005), Reddy (2006), Ventsel e Krauthammer (2001).

3.1.1 Hipdteses cinematicas

As hipoteses propostas por Kirchhoff sao:

1. Ha apenas cargas na dire¢io z e/ou momentos nas diregdes x e
Y;
2. Os deslocamentos sao pequenos (w < h/2);

3. Estado Plano de Tensoes, tensao na direcao z desprezivel se com-
parada com outras diregoes (o, = 0);

4. As fibras normais a {2 permanecem normais apds a deformacao;

5. As fibras normais a ) permanecem retas apés a deformagao;
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6. As fibras normais &  ndo mudam de comprimento (g, = 0).
3.1.2 Campos de deslocamentos

Devido as hipdteses assumidas, os campos de deslocamentos do
modelo de flexao de Kirchhoff para placas delgadas sao definidos por:

0
Uy (x,y,z) = U (x7y)_zail: ($7y)

0
uy (x,y,z) = o (il?,y) _Z£ (x,y) (31)
uz (z,y,2) = w(w,y),

onde up e vy sao as componentes de deslocamentos na direcao = e
Yy, w é o deslocamento transversal na direcao do eixo z, além de que
% e %—Z’ sao as rotagoes em relagao aos eixos y e x, respectivamente.
Adicionalmente, as fungoes ug, vg € w sdo em relagao a superficie média

z=0.
3.1.3 Hipé6teses de von Karman e campo de deformagoes

O campo de deformagao parte da simplificagao do Tensor de
Deformagao de Green-Lagrange (E), em que as componentes na forma
cartesianas, em notagao indicial, assumem o seguinte formato:

(311@ 8uj c’)uk 8uk>
+ L+ —=.
8l‘j 81‘1 8l‘i 8a:j
Utilizando hipéteses de pequenas deformacoes e pequenos deslo-
camentos, por meio da consideragao de que as deformacgoes no plano
(up e vg) s@o pequenas, os termos quadrdticos tornam-se desprezdveis.
Por outro lado, quando as hipdteses nao lineares de deformacgao de
von Karmén sao utilizadas para pequenas deformagoes e moderadas
rotagoes (entre 10° e 15°), os termos nao lineares relativos as rotagoes
sa0 pequenos porém nao desprezaveis, o que exige a permanéncia dos

IMeSmMos
ow\? () owow
Ox "\ 9y T Oz Oy’

1
Eij =

5 (3.2)
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Estes termos sao os responsaveis pela chamada nao linearidade
geométrica. Devido & manutencao destes termos quadraticos, a 2?
hip6tese do Secao 3.1.1 pode ser desconsiderada. Isso ocorre pelo fato
de que os deslocamentos transversais sao considerados como grandes,
w/h > 0.2 (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001), porém nao arbitrari-
amente grandes a ponto de serem comparaveis as outras dimensoes
(largura e comprimento) da placa.

Aplicando o campo de deslocamentos referentes ao modelo de
Kirchhoff-Love (3.1) ao Tensor de Deformagao de Green-Lagrange (3.2)
juntamente com as hipdteses de von Karmaéan, obtém-se o seguinte
campo de deformagoes no plano:

_ (Omo 10wy _ (0w
Cow = or 20z * Ox?
_ Oug  10w? 9w
e te. — (%0 0w Owdw\ [ Pw
e Oy Ox Oz Oy Ox0y
e transversais
— faiw + aﬂ — 0
Yoz = or  Or )
ow Ow
= (-=—=+=F—)= 4
€., = 0.

Nota-se que as deformacoes transversais sao nulas para o modelo
de Kirchhoff e, portanto:

Yzz = Vyz = €2z = 0.

Em notagdo matricial, as equagoes (3.3) sdo habitualmente es-
critas como

€(z,y,2) = e (z,y) + z6(z,y) (3.5)
U 1 (0w)?2
Ern e T3 (7)2
E=NCuw (= %;0 + 3 (%‘;) (3.6)
C LA £
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8w
Raa géﬁ
w
K=Ky (=9 a2 (> (3.7)
2
Fay _288:1:5}31

onde € é a deformagao de membrana e k é a mudanca de curvatura
devido a flexao. A deformacao de membrana & pode ainda ser de-
composta em duas parcelas, uma linear €° e outra ndo linear eV% da
seguinte formas:

e=el+ el (3.8)
onde )
o) 1 (0w
ﬁ 2 (8:5 ) 9
0 _ dug . NL _ \
€ = oy ’ € - %(%Z) (39)
duo | ug ow dw
ox oy e

3.1.4 Equacgoes de Equilibrio

A derivagao das equagoes de equilibrio (ou equagdes do movi-
mento) pode ser feita de véarias formas. Mendonga (2005) parte do
equilibrio de forma fraca. Enquanto que Reddy (2006) aplica direta-
mente as hipéteses do modelo de placas no Principio dos Trabalhos
Virtuais . Em todas as formas, as equagoes sao:

ONgz  ONy 0
ox dy
ONgy — ONy,
—_— 4 —== 1
o+ 0 (3.10)
0? M, N 232sz 9*M,, N
Ox? 0xdy Oy>?
0*w 0w 0w
NZY yoN, ZY N, 2V _—
T 022+ Y 0zy TNy oy? T 0

onde q é um carregamento transversal distribuido, N e M sao forcas e
momentos por unidade de comprimento, que serao definidos na préxima
Segao.

Assim, tem-se um conjunto de trés equagoes diferenciais parci-
ais, nao-lineares, acopladas e com coeficientes constantes. FEstas trés
equagoes surgem das deformagoes no plano ug e vg, € do deslocamento
transversal w que é acoplado aos demais devido as rotagoes nao serem
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pequenas. Além disso, o modelo nao captura cisalhamento transversal,
apenas cisalhamento no plano.

3.1.5 Forma Fraca

Pode-se obter a forma fraca aplicando residuos ponderados as
equagoes do equilibrio, ou substituir as hipdteses diretamente no Prin-
cipio dos Trabalhos Virtuais, onde define-se que a soma da variagdo da
energia de deformacdo interna com o trabalho virtual externo é nula.
Na forma de equacao, isso fica:

0 == (SW = 5W1m§ + 5Wemt~ (311)

Considerando-se a placa com um carregamento distribuido apli-
cado na diregao z na superficie inferior z = —h/2. O dominio é definido
pela unido do interior com o contorno = {Q X [—%, %]} U T onde
Q € R2 é a parte do dominio no plano zy.

De forma compacta genérica, tem-se (ZIENKIEWICZ; TAYLOR;

TAYLOR, 2000)

//tJ’-(SoEdZdQ—&-(—//b-éudde—/tﬁudI’):07 (3.12)
QJz QJz r

onde o primeiro termo representa a variacao do trabalho interno (6Wi,¢),
os termos entre parénteses a variagdo do trabalho externo (dWey:),
du= {dug, dvo, 6w}T sao funcoes peso, o = {Jm,ayy,Tmy}T Sao as
componentes de tensdo, b é o vetor de forcas de corpo e t sao tracoes
atuando no contorno.

Lembrando que o modelo de placa busca simplificar sélidos 3D
para estruturas esbeltas em 2D, pode-se definir os esforcos generaliza-
dos. As forcas por unidade de comprimento sdo escritas como:

Nyo b Ozx
N = Ny, :/ Oyy ¢ dz (3.13)
h
Ngy 2 | Tay

e os momentos por unidade de comprimento por

Mgy L e
M = ¢ My, —/ Oyy ¢ % dz. (3.14)
h
My, T2 | Tay
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Ambas as equagoes resultam da integragao analitica das tensoes
no eixo z. Nota-se que a equagdo (3.14) possui termos multiplicando
z. As tensoOes cisalhantes transversais (Twz,Tyz) sao desconsideradas,
porque na teoria de Kirchhoff estas componentes sao nulas, equagao
(3.4).

Substituindo os esforgos no PTV (3.12) e realizando as inte-
gragoes por partes, tem-se:

SWine = /Q{{gz}t{l\ljl}}dg (3.15)

h/2
Wyt = — / {qodw}dQ —/ / {onndun + opsdus + opdw} dzdl.
Q rJ_n/2
(3.16)

Pode-se definir ainda esforgos generalizados, que agora atuam no

contorno
N n
nn _ Onn
{N} -/ {}d (3.17)

2

h
My, _ 2 fopn
{Mns} _/_h{ans}ZdZ (3.18)

2

|

e o esforgo transversal no contorno
h
2

Qn :/ Onz dz, (319)
h
-2

onde n e s sdo, respectivamente, coordenadas na direcao normal e tan-
gente num ponto da condigao de contorno.

Substituindo as defini¢ées (3.17), (3.18) e (3.19) em (3.16) tem-
se:

Wept = — /q0§w ds) f/{NnnéunqLan(Sus
Q T
oow ddw
- M,,—— — M,,.—— . 2

Com as equagbes (3.15) e (3.20) substituidas na equacao (3.11)
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chega-se a formulacdo fraca para um dado elemento de placa.

0= W;ﬂt + W:xt (321)

0= / {Ngz0€zz + MyzOkizg + Nyydeyy + Myydkyy + Nupydvyay
Q

+ Myy0kzy — qéw}dQ
dow ddw

— N, N, —Myy,— — M, s—— . .22
/1"{ nn(sun + nséus nn 3un ns auS + Qn(SUJ}dS (3 )

3.1.6 Condigoes de contorno

As relacoes entre as diregoes no contorno e direcoes coordenadas,
sendo uma delas a relagao entre coordenadas x,y,z e n,r,s

T cos) —send O n Ny —ny 0 n
yp=|senfd cosd Of¢rp=|n, n, 0|7, (3.23)
z 0 0 1 s 0 0 1 s

onde o angulo 6 é medido no sentido horario a partir da parte positiva
do eixo z. Para os deslocamentos, tem-se:

Ug Ny ny 0 Un,
Vo p=|ny ng O Ug ¢, (3.24)
w 0 0 1 w

a relagao entre as derivadas
W, — Ny _ny Wyn (3 25)
W,y Ny Ny W,

e a relagdo para carregamentos no contorno e os esforgos internos vem

de:
Onn n2 n? 2n.n Tz
fod o[ ma [l

Ons —NzNy  NgNy Ny — Ny

N, n? n? 2ngn *
{N } - [—nxny n 7?{@ n2 i 732] Nyy ¢ (327)
ns T T T y
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2 2
2
{Mnn}:[ N KNG ARG T (3.28)

No caso do modelo de Kirchhoff, as equagdes de equilibrio (3.10)
envolvem derivadas de deslocamentos até 4* ordem , em que para um
placa retangular, necessita-se que duas condigoes de contorno sejam
satisfeitas para cada borda. Porém, no ultimo termo da forma fraca
(3.22), tem-se cinco termos. E preciso entao encontrar uma solugao
para esta inconsisténcia. Uma discussao completa pode ser encontrada
nos trabalhos de Mendonga (2005) ou Ventsel e Krauthammer (2001).
O que se faz é considerar o momento torsor que pode estar atuando no
contorno como uma forga cisalhante extra a ser adicionada a prépria
forca cisalhante, na seguinte forma:

OMy,
Os

sendo entao chamada de for¢a cisalhante efetiva ou condigdo livre de
) . ~ . oM,

Kirchhoff, quando arestas adjacentes sao fixas ou livres —+* = 0. Caso

contrario, hé o surgimento de uma forca na extremidade com valor igual

a M,,. Agora, pode-se resumir as condi¢oes de contorno como:

V,=Qn+ (3.29)

9w
on
ou impor forgas generalizadas : X,Y,V,,M,. (3.30)

Impor deslocamentos generalizados : wug, vg, w,

Nota-se que, no caso de placa retangular, o alinhamento dos eixos
de coordenadas com a diregao normal da placa facilita a aplicagao das
condigoes de contorno.

3.1.7 Equacgoes Constitutivas

No presente caso, considerados materiais ortotrépicos homogéneos
e no regime eldstico, pode-se relacionar suas tensoes e deformagoes nas
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direcoes principais do material por meio da Lei de Hooke.

o11 Quu Q12 Qi3 0 0 0 €11

022 Q21 Q22 Q23 O 0 0 €22

o3| _ [@31 @2 Q33 0 0 0 €33 (3.31)
723 0 0 0 Q44 0 0 Y23 ’
T13 0 0 0 0 Qs O Y13

T12 0 0 0 0 0 Qes]| |2

Para esse caso de TCP em que as deformagoes transversais sao
nulas (Eq. (3.4)), utiliza-se apenas a relacdo:

o1 Qu Q12 0 €11
022 0= |Qza1 Q22 0 €22 ¢ (3.32)
T12 0 0  Qes| |2

Para casos em que as diregoes principais do material nao coin-
cidem com as direcoes dos eixos coordenados, é feita uma operacao na

matriz material [Q], transformando-se em [Q]. Para esta finalidade
define-se uma matriz transformacao [T]

nﬁ n;’ 2ngmny
T]=| n ny  —2ngn, (3.33)
—Ngny ngn, ni— ni

Através de transformacoes demonstradas mais detalhadamente
em Mendonga (2005), chega-se a seguinte matriz material rotacionada

[Q] = [T [QJ[T] ™7, (3.34)

obtendo assim a relagao entre tensces e deformactes no plano nas
diregoes dos eixos coordenados xyz

Ozx Ql 1 glz QIG Crx
Oyy ¢ = | Qa1 Qa2 Qo Cyy ( - (3.35)
Tay Qo1 Qo2 Qo €xy

Decompondo o campo de deformacoes, na parcela de deformacao
de membrana e flexdo (ver (3.5)), obtém-se:

Ozx Qll le Qw Eaa Ka
Oyy ¢ = |Qa1 Qa2 Qo6 Eyy ¢t 24 Ky : (3.36)
Tey Qe1 Qg2 Qoo Yoy Kzy
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Aplicando-se (3.36) as defini¢oes dos esforgos generalizados (3.13)
e (3.14), tem-se:

Nig niz | Qu Q2 @i Caa Ka
Nyy ¢ = / Qo1 Ry Qo Eyy (T 24 Ky dz
Nay 2 Qs Qo2 Qes Vay Kay
(3.37)
Mey h/2 Qi Qi Qi Ezz Kg
My, o> = / z| @ Qay Qg Eyy ¢ T 24 Ky dz
My —h/2 Qe1 Qo2 Qs Ty Kay
(3.38)
a partir das quais pode-se definir matrizes A, B, D como:
A h/2 1
Bl / (Q]] - b (3.30)
D —h/2 22

Aplicando a equagao (3.39) para laminado com vérias camadas,
realiza-se a soma de integrais individuais na espessura de cada camada.
Assim, cada camada poderd possuir um material diferente e/ou com
diferentes orientagoes em relacao aos eixos de coordenadas, o que causa
o surgimento de k matrizes materiais [Q], sendo necessério dividir a
integral no intervalo [—h/2, h/2] em um somatdria de k partes, ficando

da seguinte forma:

Nlam Z Ze
(N} = Z( @]k{e}der/ [Q]kz{n}dz>

k=1 Zy—1 Zy—1
{N} = [Al{e} +[B]{x}. (3.40)

O mesmo se aplica aos momentos generalizados

Nlam Zr A Zy, k
{M} Z < Q] z{e}dz+ /Z Q] 2* {k} dz)

k=1 Z—1
(Bl {e} + [D]{~x}, (3.41)

{M}

onde Nlam é o numero de laminas, Zj, é a cota em z superior da lamina
k e Zx_1 a cota inferior desta mesma lamina, como mostrado na Figura
3.

Ao substituir as equagoes (3.40) e (3.41) nas defini¢oes de Es-
forgos Generalizados, tem-se a relacao entre esforcos e deformagoes,
normalmente apresentadas na seguinte forma matricial
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AZ
, T ® 7 i
P | 1
] \
5 — ) \
X = zk_‘{
el —mme et
[ 1
Y T
[[ 2 % 7“*
\ 1) ] Z Y

Figura 3 — Divisao e cota transversais em um laminado. Fonte: adap-
tado de (KUBIAK, 2013)

=16 o] {5} i

onde a matrix A é conhecida como matriz rigidez ertensional, a matriz
D como matriz rigidez flexional e a matriz B representa o acoplamento
entre deformacgao de membrana e de flexdo.

Habitualmente, para facilitar a representacao, a Matriz consti-
tutiva do laminado é representada como:

C= [g g} . (3.43)
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3.2 TEORIA DE PLACAS DE REISSNER-MINDLIN

A Teoria de Reissner-Mindlin é também conhecida por Teoria
de Deformagao Cisalhante de Primeira Ordem (do inglés First Or-
der Shear Deformation Theory)(FSDT). Essa teoria necessita apenas
funcdes de aproximacdo de classe C°, o que facilita a implementacio
computacional, que junto com a possibilidade de analisar placas pla-
cas mais espessa que a TCP, a torna uma ferramenta bastante usada
para aplicagoes académicas e em softwares comerciais (ABAQUS, 2013).
Porém, as implementacoes numéricas do MEF podem apresentar pa-
tologias numéricas como o travamento em cisalhamento para placas
delgadas (GARCIA et al., 2000).

3.2.1 Campos de deslocamentos

O campo de deslocamentos suposto é analogo ao da teoria classica
de placas, com hipéteses semelhantes, exceto pela 4* hip6tese da Secao
3.1.1, a qual exige que as fibras normais ao plano médio permanegam
normais: aqui permite-se rotagoes arbitrarias. Na pratica a nao exigéncia
da normalidade permite utilizar o modelo para placas mais espessas
permitindo incluir algum efeito das tensoes cisalhantes transversais.

Tem-se o campo de deslocamentos dados por

Ug (m,y,z) = Uo (xvy)"i_zel (m,y)
uy (z,y,2) = wvol(x,y)+ 20y (2,9) (3.44)
uz (2,y,2) = w(z,y).

Para relagoes grandes de comprimento por espessura, (a/h) >
50, os valores das rotacoes 6 se aproximam as derivadas do deslocam-
neto transversal, em seus respectivos eixos x ou y. De forma prética,
para obter novamente a TCP basta trocar os termos de curvatura 6,
na equagao (3.44) por
ow ow

=_— =_——. 4
=5 t="% (3.45)
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Aplicando as hipéteses de von Kérmén nas equagoes (3.44), obtém-
se as seguintes equagoes que descrevem o campo de deformagoes planas

(O 10wty (o0,
Cow = ox 2 Ox i ox
dug 1 0w? 90,
_ el -y A4
w = (G35 )= (%) (340
b L (Ow B owow) (00, o0,
Coy TCyz = oy or  Ox Oy dy ox
e transversais
ow
ow
R o
€., = 0.

Assim como na teoria de Kirchhoff, o campo de deformagoes para
o modelo de Reissner-Mindlin pode também ser expresso na forma ma-
tricial. Porém, devido ao cisalhamento transversal nao ser nulo, surge

um novo vetor, representado neste trabalho por

Assim, as deformacoes nao nulas séo

81(11 Hfl;fl?
Eyy Fyy
€ = ’ny +z K/Iy
’YCEZ l{/mz
Vyz Ryz
Buo ow
+3 ( ox )
avg +1 (
= ’Uo Buo aw ow
+ + o Dy
Para fins

cis

= {'7:82 » Yyz }T'

(3.48)

(3.49)

5,
oy

+ 2 60;_’_%1
0
0

de implementacao numérica, o campo de deformacoes
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é dividido nos seguintes termos

) 1 (9w
on 2 (E)z ) 9
&0 — S : eNL — 1 (%ﬂ) : (3.50)
Oy | dug PN
ox oy ow dw
Jxr Oy
00,
v, o [SE+0,
oy ox
0 NL

Vale ressaltar que os termos de membrana €” e €¥* sao os mes-
mos da TCP (3.9) e nota-se que, na equacao (3.49) as deformagoes de
cisalhamento transversal sao constantes ao longo da espessura do la-
minado, o que geralmente leva a necessidade de um fator de correcao
para os esforgos cortantes (REDDY, 2004b; MENDONGCA, 2005).

3.2.3 Forma Fraca

Com uma dedugao analoga a da Secao 3.1.5, obtém-se a for-
mulacao fraca para placas de Reissner-Mindlin

0= / (Nuwbews + Maabring + Nyydeyy + MyySry,+
Q
+ Nuy0Vay + MyyOkipy + Qudkiz. + Qyoky, — gow}dQ
— /{Nnnéun + NpsOus + My 60, + M, 5005 + Qnowlds, (3.52)
r

onde 6,, e 8, sao rotagoes ao longo, respectivamente, de diregoes normais
transvesais sobre os eixos s e —n. Além de Ny, Nyy, Nuy, Myg, Myy, Myy
jé definidos nas equagoes (3.13) e (3.14), é de interesse definir forgas
transversais por unidade de comprimento

{82} - /h; {%}dz (3.53)

Como visto, as deformagoes transversais (Vz»,7y-) sdo conside-
radas constantes através da espessura do laminado, o que geralmente
leva a uma discrepancia dos valores reais e de representacao das tensoes
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transversais (7., 7y.) para a Teoria de Reissner-Mindlin. Por esta
razdo, é utilizado um coeficiente de corregao transversal, K, (REDDY,
2004b). Assim, a equagdo acima fica:

h

{83} =K /_i {:Z}dz (3.54)

2

3.2.4 Equacgoes Constitutivas

Para um laminado que utiliza o modelo de Reissner-Mindlin,
além das relagbes para os esforgos N e M ja definidas em (3.42) para
o modelo de Kirchhoff, é acrescentada uma nova relacao entre es-
forgos e deformagoes, devido a Q (3.54). Ao utilizar a relagao entre
as tensoes cisalhantes transversais e suas correspondentes deformacoes
da Eq. (3.31) este termo tem a seguinte forma:

Qz _ % Trz _ % Q44 0 Yz
{Qy} -k [ {Tyz}dz—Ks/_g { : Q%] {%Z}dz (3.55)

2

Ao realizar a integracio ao longo da espessura obtém-se os coe-
ficientes A4y e Ass

=K, 3.56
{Qy ) 0 A55 'Vyz ( )
ou na forma simbdlica: ‘ ‘

Q — 00157018. (3.57)

3.2.5 Recuperagao das tensoes por integragao

Como caracteristica a teoria de Reissner-Mindlin considera a de-
formagao cisalhante transversal com valor constante ao longo da espes-
sura da placa. Uma forma mais precisa de estimar as tensoes cisalhantes
é pela integragao das equagoes diferenciais de equilibrio local sem com-
ponentes de inércia, apresentada por Chaudhuri (1986) e Mendonga
(2005), apresentada abaixo.
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0oy  OTzy  OTys

b, = 0
or dy + 0z +
OTzy  Ooy 0Ty,
L+ —= : b, = 0
Ox Oy * 0z + 0y
8Tg;z aTyz+80z+bz — 0. (358)

Oox dy 0z

Uma vez que se considera as tensoes no plano como conhecidas,
apds a andlise por elementos finitos, as componentes transversais sao
obtidas integrando (3.58) em z:

s = [ (FEe T

_ 2k )

e = - [ (G2 Grn)e
Zk—1

, SR i 7 orl,

o,y 2) = - / S Y2 4 h, | de, (3.59)
zkl(@x dy

para zx_1 < z < 2z, onde k é a lamina a qual estd sendo realizada
a integracao e o indice i representa tensoces obtidas por integragao,
enquanto que as outras tensoes foram obtidas por relagao constitutiva.

E uma integracao simples, pois o integrando € linear em z, como
pode ser visto na equagao (3.32). Essas integracoes sdo realizadas a
cada lamina, resultando em N, equagoes, onde N, é 0 niimero de
laminas na placa.

Utilizando 7, como exemplo, surgem Ny, tensoes 72 (z,y, zx—1)
com valores desconhecidos, que podem ser determinados pelas condigoes
de contorno

h
Tzlz($7 Y, _5) =0 (360)

N h
Tpdem(x, y,—|—2) =0 (3.61)

e da continuidade interlaminar
m* (z,y,20) = TF N (2, y, 2) para k=1,2,3,--+ , Nigm — 1, (3.62)

onde h é a espessura total do laminado.
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Geralmente, parte-se da lamina k£ = 1, tendo como condigao
de contorno (3.60) e incénita 7., (z,y, 2), repetindo o processo para as
outras laminas. Porém, em geral a condi¢ao de contorno (3.61) néo serd
satisfeita, por limitagoes na aproximagao da MEF/MEFG. Na Segao 5.2
é apresentado um teorema que identifica condigao suficiente para que
(3.61) seja satisfeita ao final do processo de integracao.
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3.3 ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Estruturas esbeltas como barras, placas e cascas compartilham
de um fenémeno indesejavel quando estao sob esforcos compressivos,
conhecido como flambagem.

O método do equilibrio adjacente, como apresentado em Men-
donga (2005) é uma das formas de se formular o problema de estabi-
lidade. Considera-se uma placa sob a acdo de forcas coplanares Xg
e Yq. Inicialmente ndo hé carregamento transversal. Faz-se entdo o
carregamento crescer proporcionalmente

X(z,y) = AXo (3.63)

Y(x,y) =AYy, (3.64)

onde A > 1, constante. Como estd no regime elastico, as deformagoes
também crescerao proporcionalmente. O valor de A levado até o ponto
em que a estrutura tenha uma configuracao diferente, porém também
em equilibrio, a configuracao flambada. Neste ponto, a carga é conhe-
cida como carregamento critico de flambagem, e o valor de A é o fator
critico de flambagem. As duas configuragoes podem ser indentificadas
pelo findice o indicando original e f indicando flambada

uf = uf + ut (3.65)
vl = Mg + ol (3.66)
w! = \w’ 4 w?, (3.67)

entao tem-se uma condi¢ao conhecida, onde os deslocamentos ja foram
calculados (indice o), e uma condi¢do a ser determinada (indice 1).
Com estas duas condigoes, determinar o valor de A e os respectivos
deslocamentos torna-se um autoproblema.
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4 DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo busca-se encontrar um forma discretizada e matri-
cial do problema para utilizagao em um algoritmo de Elemento Finitos
Generalizados.

4.1 MODELO DE KIRCHHOFF-LOVE
4.1.1 Discretizacao dos deslocamentos e deformacgoes

Propoe-se aproximar um campo de deslocamentos incégnitos (u®)
no elemento por:

nnoe nfu;
ui (z,y) = Z pij(,y) {uij + Z Lijk(x,y)bijk} =NU", (41)
j=1

k=1

onde, nnoe é o nimero de nés no elemento, ¢; as fungdes PU associadas
ao né j, i é a direcao de cada grau de liberdade e k£ o niimero de
monomio enriquecedor. No caso da TCP, u = {uo,vo,w}T. E nfu
¢ o numero de fungoes enriquecedoras associadas ao né j, Lj, sao as
funcgoes de enriquecimento associadas a esse mesmo né e b, o coeficiente
de cada fungao Ly do nd j.

Na formulagao tradicional de elementos finitos para TCP, tem-
se cinco campos incégnitos, ug, vg, W, % e %—7;. Esta abordagem era
escolhida, pois possibilitava aproximar os campos derivados usando as
préprias fungoes de forma, contornando a exigéncia da continuidade
C! quando formulado em termos de ug,vo,w somente (BARCELLOS;
MENDONGA; DUARTE, 2009; REDDY, 2004a). Porém, na formulacao
proposta, as funcdes de forma usadas para aproximar o campo de des-
locamento transversal w tem diferenciabilidade suficiente, de forma que
os campos incégnitos podem ser apenas ug, vg, w. De forma detalhada,
(4.1) fica:

w11Lo1 0 0 ©w11Lo2 0 0
N°¢ = 0 w21 Lo1 0 0 021 Lo2 0
0 0 w31Lo1 0 0 w31Lo2

(4.2)
Para o caso onde as fun¢oes de enriquecimento, Ly, sdo os termos
de um polinémio, utilizando os conjuntos da equagoes (2.17) (2.18)(2.19)
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e uma notagao mais didatica para os parametros de U€, pode ser re-
presentado como:

(UE)T = {ulvvlawlvuxlvvzlvwzlauyla cee }

Assim a aproximagao para o campo de deslocamentos generali-
zados, no elemento, fica da seguinte forma:

ug u1(01) + U1 (Tp1) + gyt (1) + ug2r (T2p1) -+ -
+uz(p2) + Uea(T2) + uy2 (Tp2) + up20(T202) -+ (4.3)

+us(p3) + U3 (Tps) + uys(Teps) + ug2z(T203) - -

vg = (1) + va1(Te1) + vyr (Top1) + ve21 (T01) - -
+02(p2) + Va2(Tpa) + vy2(Top2) + vy20(T20) -+ (4.4)
+03(p3) + Vo3 (T3) + vy3(Teps)va23(T203) - - -

w = wi(p1) + wer(Tpr) + wyr (Y1) + waer (F2p1) - -

Fws(p2) + Wa2 (T2) + wy2 (Yepa) + W20 (T2 p2) -+ (4.5)
_2

+w3(p3) + was(Tes) + wys(Yps) + we23(T p3) - -+
Por conveniéncia, os parametros nodais no elemento wu;;, bj, sao repre-
sentados apenas pelos termos U} e as fungoes ;; L, representadas por
Ny, para l =1, ...,ngle, tal que:

ngle
uf = > Nij(w,y)Uf = N°U, (4.6)
j=1
Uy
ug Ny 0 0 - Nuyu O 0 Us
w=<{vEb=(0 N, 0 -+ 0 Ny O Us
we 0 0 N -~ 0 0 Nnju :
Us,gle
(4.7)

onde o subindice ngle representa o nimero de graus de liberdade do
elemento.

E interessante definir vetores das fungoes de aproximacao asso-
ciadas a cada uma das componentes de deslocamento ug, vg ou w, onde
cada vetor representa uma linha da matriz N® em (4.7) no elemento:
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N“ = [NtOO|[Ny00|-| Npp, 00] (4.8)
N = [ON;O]ON20]|--]0 Nppy 0] (4.9)
NY = [00N;|OON2|---]00 Nypy |- (4.10)

Assim, a aproximacao para cada componente de deslocamento
fica representada por:

us = NUU° (4.11)
W€ = N'U® (4.12)
wt = NUU° (4.13)

As variagoes dos deslocamentos sao:

sug = NUU® (4.14)
sve = NUGU® (4.15)
sw = Nv§U°. (4.16)

Para fins de simplificar discretizacao e a implementagao compu-
tacional, as aproximagoes das deformagoes sao separadas em parcelas
linear e nao linear, levando em consideracao a parcela da mudanca de
curvatura k em € e a inexistencia da mesma parcela em ™V

[ e (o) )

dug 1 (@)2
0 ox NL 2 \ Oz
Exx 3”0 Exx 2
565” duo + dUo ?/:\?:L 2 Jy
L_ ) Yay \ _ 2 NL _ )Ty \ _ ) dwow
g = = _Q*w € = = = s
Rz " 9a? 0 Y
2
Ryy — % W 0 0
Ky Y 0 0
v _9 3w 0
0x0y
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onde a matriz B® tem o seguinte formato

Ny, 0 0 -+ Npfu 0 0
0 Ni,y 0 0 N fusy 0
BOZ Nl,y Nlmc 0 anu7y anumc 0
0 0 *vaxr e 0 0 “IVnfuszx
0 0 —Niyyy - 0 0 —Nnfusyy
0 0 —2Nya --- O 0 —Nufuay
(4.19)

A aproximagao da parcela linear da deformagao de sua variacao
vem da aproximagao dos deslocamentos, o que resulta em

el =B'U (4.20)

set = BY%U. (4.21)

Zienkiewicz e Taylor (1991) utilizam matrizes auxiliares para de-

finir a deformagao nao-linear, que foram adaptadas para a discretizacao
em MEFG

ow
ox 0
0 9w
oy
ow  oJw
A?=|0y Oz (4.22)
0 0
0 0
0 0
ON™
G=|" (4.23)
= | one | .
dy

Com as matrizes auxiliares A% e G definidas, pode-se montar o
vetor  referente as rotagoes das normais a placa e sua variacao 66,

ow ON™
_ ) o=z ox
oy oy

560 = G§U. (4.25)

Ul

~GU (4.24)

UNgl

Assim, pode-se definir o vetor de deformagbes nao-lineares de
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(3.9) em fungao da matriz A% e do vetor 6

- 27

Q
g

(%)2 gu
(8w> 0 %w
By g )
1 1 [%w dw ow 1 1
NL _ = |90wow| _ - |35 Oz z \ _ T AZQg — _AZ
€ 5 S%y 3 Oy 0 {%5} 2A0 2AGU.
0 0 0
o0 | 0 0

(4.26)

Pode-se facilmente mostrar (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 1991) que a

variacao da deformacdo nao linear pode ser representada num formato
alternativo mais conveniente para programagao, isto é:

1 1 1
5Nt = 6(§A20) = 55Azo + 5Az(se = A%60 = A*GJU. (4.27)

Definindo BV' = A%G, tem-se:

eVl = %BNL(U)U (4.28)
eVt = BNE(U)sU. (4.29)

4.1.2 Variagao do Trabalho Interno

Partindo da variagdo da forca interna (3.12) e utilizando a relagéo
da eq. (3.5), tem-se

h T
2 [ e o
SWint = /Q [ , { 5,-;} {Za}dz o (4.30)

em que a dependéncia em z fica no termo de tensoes, sendo possivel
assim realizar a integragao em 2z separado e usar a relagdo vista na
equagao (3.42) mostrada novamente a seguir

[{oe- (-8 B

Aplicando a definicao acima na variagao do trabalho interno
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(4.30), tem-se a seguinte forma matricial:

5Wmt=/9{§i}T {g ]]:ﬂ {z} o (4.31)

B 560+ 5eNE\T [A B] [0 +eNL
OWine = /Q { Sk B D o dQ (4.32)

Utilizando a construgao (4.17)
0" [A B] [\ | [6e°" [A B] [N
e [ o o[ {5} [8 0] {70 )
5eNI\ T [A B] [e° 5eNL\T [A B] [eNL
Aot ol U B Bl o fe o
Aplicando as equagoes (4.20), (4.21), (4.28), (4.29) e (3.43) em

(4.33), tem-se a seguinte forma matricial para a Variagdo do Trabalho
Interno:

Wint = /Q su” (B°)" cB°U +6UT (BY)" C%BNLU
+5UT (BM)T €BU + 6U” (BVH)T C%BNLU. (4.34)
Colocando os vetores U e U em evidéncia obtém-se:
Wine = /Q(SUT {(BO)T CB’ + (BY)" C%BNL

+ (BM) B 4 (BVE)T C%BNL U dQ. (4.35)

4.1.3 Matriz de Rigidez

B possivel particularizar dW;,,; para um elemento. Assim a va-
riacdo do trabalho interno para este elemento é denotada por dW}/,,
dada por

SWE, = (UTFS,,. (4.36)

K2

E possivel definir a Matriz de Rigidez do elemento K¢ tal que

F¢, = KU, (4.37)

int
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onde (colchetes de (4.35))
e _ T 0 T ~1laN
K _/Q[(B) CB’ + (BY) C3B
+ (BNL)TCB°+(BNL)TC%BNL dQ. (4.38)

O préximo passo é aplicar uma regra de quadratura para realizar
a integragdo numérica da equagdo (4.38). No presente trabalho foi
usada a regra de integragao triangular de Wandzura (WANDZURA; XIAO,
2003), escolhida devido a propriedade de ser simétrica no tridngulo.

4.1.4 Matriz de Rigidez Tangente

Genericamente, tem-se um sistema algébrico global de equagoes
que, neste caso, devido as nao linearidades geradas pela utilizagao das
hip6teses de von Karmaén, a propria matriz de rigidez do sistema de-
pende do vetor solugao, o que pode ser explicitado como

K(U)U=F. (4.39)

Pela caracteristica nao linear do sistema de equagoes, necessita-
se de um método iterativo para resolvé-lo. No presente trabalho é
usado o Método de Newton-Raphson completo. De forma simplificada,
nomeia-se os vetores F;,; e F,; que representam as forgas internas e
externas, respectivamente, e define-se um vetor de residuo R como

Fint (U) - Fext =R. (440)

A partir de uma estimativa inicial, Uk, calcula-se o residuo e sua
derivada em relacao ao vetor solugao, a qual é nomeada como Matriz
de Rigidez Tangente (K7%) e escrita como:

_ OR _ 8Fint — Feut _ 6Fint o aFe:ct

TG _ 9
K= U ouU U U

(4.41)

No presente trabalho tem-se que F.,; ¢ independente de U, de
forma que % = 0. Entao,
- oU 90U

KT¢ . (4.42)
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Essa matriz KT¢ é utilizada para resolver um sistema linear de
equagoes e assim chegar a um incremento AU que deve ser adicionado
a estimativa inicial, Uk, de forma que se obtenha uma estimativa cor-
rigida para o vetor solugao U**L.

Como a Matriz de Rigidez Tangente se torna mal condicionada
quando enriquecida por polindmios de alta ordem é necessario um
método capaz de solucionar esse sistema linear de equagoes descrito
em (b). Neste trabalho utiliza-se o procedimento de Babuska descrito
em (STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS, 2000; DUARTE; BABUSKA; ODEN,
2000) que necessita da definicao de uma constante €,5 ¢ uma tolerancia
tol..

O processo é o seguinte:

(a) Definir €, e tol., adotado neste trabalho como €,s = 1076 e
tol, < 107Y;

(b) Resolver o sistema K¢ (AU) = —R para AU;
(c) Corrige U*+! = U* + AU.

No préximo passo, apés encontrar U¥H1, deve-se refazer os célculos
do vetor for¢a F;,:(U) com U* = UF! ¢ reiniciar os calculos na
equagcao (4.40) até que as tolerancias abaixo sejam satisfeitas

[AU*]]

IR 6 6
<1070 ¢ == <107 (4.43)
|IFeat| TR

Partindo da equagdo (4.41), na forma indicial, para encontrar a
Matriz de Rigidez Tangente, tem-se

aRz a[(ant)z - (Fea:t)z] a(ant)z a(Fezt)z a(ant)z

KTG _ = = — = —0.
o ouU, oU, ouU, oU,. ouU, 0
(4.44)
Como F/" = K;;U; (4.37), entao
OK,;;U; 0K, ou,;, 0K,
A ﬁ = BU: Uj + ”87(]1 = 8U: Uj + Kijdjr
0K
= 8UZ Uj + Ky (4.45)

e aplicando a equagao (4.38) ao primeiro termo da equagao (4.45), tem-
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se

oKij . 0
ou,. 7 oU,

|:/ (BmiCmanj + BinLCmanj
Q

U;. (4.46)

BN_L BN_L

Para desenvolver a equagao (4.46), é interessante usar a definigdo
da matriz BV na forma

BV = A%G. (4.47)

Derivando ambos os lados da equacao tem-se

oBNL 9 (A*G) 0 (A?) ,0(G)
50 - a0 -~ 30 G+ A T (4.48)
Como % =0, ver (4.23), tem-se
oBNL 9 (A%)
T o (4.49)

Para resolver a derivada da matriz A* em relagao a U, é necessario
ainda definir a derivada do deslocamento transversal w em relagao a
U.
Para isso, utiliza-se a notagao indicial
ow 9 (NPU) 9 (Uy)

S = e = N = Nis, = N (4.50)
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e deve-se resolver usando (4.22)

W 0 NY ., Uy 0
0wy 0 N2, Uy
6(Ail) _ 0 Wyy Wiy | _ 0 N]évay Uk N]su,m Uk
ou,  oU,. | 0 0| ouU, 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
_G(Ngz}jUk) 0 7 Nﬁ“,w 0
0 B(Néf’[}yUk) 0 N,
_ a(NgU,ZUk) a(Né;UU,EUk) _ Ng,y N;(’)J,z = A (451)
0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Para facilitar a representacao das equagoes da Matriz Tangente
utiliza-se a notacao abaixo

Apés a definicio da derivada da matriz BYE, pode-se escre-
ver termo a termo da equacdo (4.46), sendo apresentadas abaixo as
dedugoes dos termos da eq. (4.46)

% (BmiCmanj) = O; (452)
0 OBNE
8UT ( mi C J) 8UT C J
9 (A2 Gri)
8Ur Cmn nj

= ArmkrGriCmnBnj; (4.53)
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= Bmzcmn§ 8[3;

10(A7:Grj)
"2 0U,

_ 10 (A%k)
= Bmzcmn 2 3UT Gk]

1
= Bmszn §Arnkerj§ (454)

BN-L) 1 8BNL

B, 1 oBNL 1 N

0 (kaAzz) 1 z . z 10 (A:rZLlGlj)
8UT Cmn ZAanlj + ka ]ﬂCmn 2 8UT

1 1
= kaATkirCmn§AleGlj + ka zicmn§Arnerlj- (455)
A juncao das equagbes (4.53) a (4.55) ao segundo termo da
equacao (4.45) forma a Matriz Tangente utilizada pelo Método de

Newton-Raphson. A Matriz Tangente na forma indicial é apresentada
abaixo.

1
K;J;G = Kir + ArmkeriCmanj + Bmszn §Arnk'erj
1 1
+ kaArkirCmniAzlGlj + ka iiCmngArnerlj. (4.56)

4.2 MODELO DE REISSNER-MINDLIN

A discretizacao para o modelo de placa de Reissner-Mindlin
é andloga ao de Kirchhoff-Love com algumas poucas mudancgas para
adapté-lo ao modelo matematico.
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4.2.1 Discretizacao Deslocamentos e Deformacoes

Devido ao graus de liberdade referentes as rotacoes 0, e 0, a
representagao da aproximacao dos deslocamentos fica com o seguinte
formato:

ngle
uf =Y Nyj(z,y)Uf = N“U° (4.57)
j=1
ué Ny 0 0 0 0 U1:
s 0 Ny 0O 0 0 Us
w={uwb=l0 0 N 0 0 Us L. (458)
GI 0 0 0 Ny 0 :
0, 0 0 0 0 N >
ngle

Em relagao as deformagoes, a equacao (4.6) sofre mudanca na
parcela relativa & curvatura (k) e acrescenta-se o termo relativo ao
cisalhamento transversal (v**), as parcelas de deformagao ficam como

() e, )

a matriz BY assume o formato de

N1,z 0O 0 0 0
0 N,y 0 0 0
N N 0 0 0
0 __ 1y 1rx
B = 0 0 0 Ni, 0 (4.60)
0 0 0 0 Niy
0 0 0 N1 'y Nla:r
e a matriz BY referente & deformacao transversal fica
00 N 10
C _ 1rx
B* = 00 Ny 01 , (4.61)
tal que '
~¢ = BU (4.62)

enquanto a matriz BVY é a mesma do Modelo de Placa de Kirchhoff.
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4.2.2 Matriz de Rigidez

Para a variacdo da energia de deformacdo (variagdo da forga
interna), basta acrescentar o termo relativo ao cisalhamento transversal
a equagao (4.31), como mostrado abaixo

5Wmt=/9{gi}T [C] {Z} dQ+/Q{6w'S}T [Ces] {7is} de.
(4.63)

De modo semelhante & discretizagao para placas finas, chega-se
a seguinte equagao

- T T 0 T 1 NL NINT 0
6Wmt—/ﬂ(5U [(B) CB’ + (BY) C3B + (B"")" CB
+ (BMY)T C%BNL +(B9)" CC“BC] UdQ  (4.64)
e a Matriz Rigidez para o Elemento fica
K :/ [(BO)TCB0+ (BO)TC%BNL—k (BM)" cB®
Q

+ (BNH)" C%BNL +(BY)" cciSBC] dQ.  (4.65)

4.2.3 Matriz de Rigidez Tangente

Como os termos nos quais hé alteragao de valor estao na parcela
linear de rigidez, K;. da equagdo (4.65), a Matriz de Rigidez Tan-
gente para o Modelo de Reissner-Mindlin fica no mesmo formato que a
equagao (4.56), repetida abaixo.

1
KZZG = Ky + ArmkeriCmanj + BniCimn §Arnkerj

1 1
+ kaArkirCmn iAleGlj + kaAiszn §Ar71erlj-
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4.3 ESTABILIDADE E MATRIZ GEOMETRICA

Para a estabilidade incial de placas laminadas por elementos fi-
nitos parte-se da expressao da forma fraca e utilizando os conceitos da
Segdo 3.3, a equagao dada por Mendonga (2005) é

/Q {gZ}T €] {2} i+ /Q {oyeis} T [C] {757} d2

T
N, N,
- /\/ {5‘”“} { v ””-’f] {w”} dQ =0. (4.66)
o 0wy Nzy Ny | |wiyy
Adotando a discretizagao para os termos ndo lineares utilizada
neste capitulo para o ultimo termo da equacao acima, tem-se:

T
LY e
qe | dwy N., Ny W1,y

A(BU)T / G7 vaw ]X]y] GTdQSU® = ASUY)TKE 5U°, (4.67)

Yy Yy

e

onde (K%)¢ é chamada Matriz Geométrica do elemento. Considerando
a configuracgao inicial como plana, os termos nao lineares da Equacao
(4.65) podem ser desconsiderados. Desta forma, obtem-se

K* = /Q [(B°)" cB + (BY)" c*BC] a0 (4.68)

Utilizando as Equagoes (4.67) e (4.68) na Equacao (4.66), tem-se
(UST K — AKE U = 0. (4.69)

Ao sobrepor as matrizes elementares obtém-se as matrizes glo-
bais.
[K - AK€]U =0. (4.70)

Ao realizar uma andlise com a Equagdo (4.70) essa andlise é
chamada de andlise de instabilidade inicial, a qual é um problema de
autovalores, em que o maior autovalor \ serd considerado como carga
critica.
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5 RESULTADOS

Este capitulo abrange os resultados referentes as comparacoes
entre o c6digo em linguagem MATLAB® utilizado neste trabalho e
exemplos numéricos presentes em Reddy (2004a) de mesmo modelo
cinematico com distintos métodos MEF, formulagao conforme e nao
conforme. Porém a formulagdo matemaética utilizada em ambos os ca-
sos é a mesma. Sao realizadas também comparacoes entre teorias de
placas de Reissner-Mindlin e Kirchhoff-Love utilizando as hipéteses de
von Karman, assim como entre MEFG com PU lineares (C°) ou com
continuidade arbitraria (C*).

Para anélise da convergéncia nao linear do deslocamento maximo
com o modelo de placa de Reissner-Mindlin, utiliza-se um caso estudado
por Levy (1942) de uma placa fina de liga de aluminio, submetida a uma
pressdo e engastada nas bordas. Apds, visando verificar e comparar os
resultados obtidos no cédigo de teste, foram replicados trés exemplos de
Reddy (2004a) onde as placas estdo simplesmente apoiadas. O primeiro
e o segundo casos correspondem, respectivamente, a uma placa espessa
e uma placa fina, ambas feitas de material isotrépico, enquanto que no
terceiro caso utiliza-se um material ortotrépico. Por final, um laminado
é testado e comparado com um modelo no software de elementos finitos
Abaqus®.

5.1 PLACA DE ALUMINIO HOMOGENEA E ENGASTADA

Neste exemplo, uma solucao da literatura (LEVY, 1942) para
placa fina, isotropica e engastada é comparada com o Modelo de Placa
de Reissner-Mindlin, que é testado utilizando MEFG-C° ou MEFG-C*
e variando os graus de enriquecimento e com uma simulacao realizada
em Abaqus®. Este exemplo numérico também é utilizado para analisar
a convergéncia para um caso nao-linear, além dos efeitos do refino da
malha e do numero de pontos de integragdo numérica para diversos
graus de enriquecimento.

Os valores obtidos para comparagao envolvem a deflexao méxima
e de tensdo de membrana (o,) no centro da placa quadrada e no
ponto médio de sua borda respectivamente, ambos na superficie in-
ferior. Considera-se uma placa de liga de aluminio com os seguintes
parametros geométricos e de material:
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a,b = 254 mm (comprimento e largura);

h = 1,27 mm (espessura);

E = 68,947 GPa (médulo de elasticidade);

v = 0,316 (coeficiente de poisson);

qo = 0,0138 MPa (carga uniformemente distribuida na superficie
superior).

As condigoes de contorno aplicadas sao mostradas abaixo.

Engaste
emx=a/2: w=vg=w==0,=60,=0
emy=>5b/2: w=v9=w==0,=60,=0 (5.1)
Condi¢ao de Simetria
emx=0: ug =06, =0
emy=0: vo=10,=0 (5.2)

No caso que utiliza MEFG, é importante definir como as condigoes
de contorno serao impostas pois, devido ao maior grau polinomial das
fungoes utilizadas nao basta impor impor valor zero apenas nos coe-
ficientes relativos a particao da unidade, assim como ocorre no MEF
tradicional. E necessdrio restringir os coeficientes referentes as fungoes
enriquecidas, para os coeficientes que nao se anulam naturalmente na
regiao com condi¢ao de contorno. Por exemplo, escrevendo a funcao
para deslocamentos transversais de forma préxima a equagao (4.5), pag.
56, porém apenas para um né «, com grau 3 de enriquecimento, tem-se
a seguinte expressao:

w(z,y) = walp) +w.(Tp) + wy(@p)
FWg2 (5290) + Way (Ty‘p) + Wy2 (?290) (5'3)
Fwys (T20) + a2y (T2F) + Wy (TY20) + wys (T0).

E importante frisar que para MEFG-C* com PU exponencial, a
base de aproximagao possui o mesmo grau p do enriquecimento. En-
quanto que para MEFG-C? com PU de funcoes lineares de MEF, a base
resultante é de grau p + 1.

Seguindo o trabalho de Mendonga, Barcellos e Torres (2011),
para nés em linhas de contorno com x =constante, tem-se a coordenada
escalada T = 0. Entao, para impor w = 0 neste né basta impor valor
zero em coeficientes que nao estejam multiplicados por T, da seguinte
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forma:
Wo = Wy = Wy2 = Wys =0 (5.4)

e de forma analoga para nés que estao em regices da fronteira onde
y =constante, basta que:

Wo = Wy = Wy2 = Wes = 0. (5.5)

Essa forma de impor condigao de contorno mostrada em (5.4) e
(5.5) é repetida para todos os graus de liberdade u, v, w, 6, 0, dos nés
com condigao de contorno essencial.

A malha escolhida é composta por elementos no formato de
triangulo retangulo, onde o niimero de elementos compondo uma borda
denomina a malha. Por exemplo, a Figura 4 mostra malhas com 1, 4
e 8 divisdes em cada borda, denominadas respectivamente, M1, M4 e
MS.

YA YA YA

=Y
M\
=Y

(a) (b) ()

Figura 4 — Malhas triangulares (a) M1; (b) M4 e (c) M8.

No grafico da Figura 5 observa-se a tendéncia de convergéncia do
deslocamento transversal, w, localizado no centro da placa para andlise
nao linear, com o valor de referéncia wrpr = 1,7272 mm (LEVY, 1942),
utilizando MEFG-C° com 7 pontos de integracio numérica para regra
de tridngulo de Wandzura e Xiao (2003), que integra até polinomio de
grau 5, mas na Matriz de Rigidez ha produtos de derivadas, que exigem
maior atengao quanto ao numero de pontos de integragao.

A parametrizacao da carga é feita através da relacio P = qoa*/Eh*.
Neste caso resulta em P = 320, essa magnitude de carga resulta em um
caso com uma nao linearidade forte para os deslocamentos transversais,
jd que a relagdo w/h é de aproximadamente 1,7, enquanto que casos
lineares sdo considerados para w/h < 0, 5.

E interessante notar que enriquecimentos com polinémio de grau
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w/wWrEFR

100 1000 10000
Graus de liberdade

Figura 5 — Relacao entre o deslocamento transversal pela referéncia
(w/wrgr), no centro da placa para MEFG-C® com refino da malha
para varios graus de enriquecimento, npi = 7 pontos de integracao de
triangulo e P = 320.

4 possui um desempenho aparentemente inferior aos outros enriqueci-
mentos em relagao ao nuimero de graus de liberdade, porém, essa de-
fasagem se deve principalmente a dois fatores. O pequeno ntmero de
pontos de integracao para o elemento causa uma sub-integragao, ja que
a base gerada representa até um polindmio de grau 5. Adicionalmente
apesar do primeiro ponto da curva p=4 possuir 300 graus de liberdade,
a malha da placa possui apenas 2 elementos (M1), o que representa
um efeito negativo na precisdo do resultado, pricipalmente pela predo-
minancia dos efeitos das condigoes de contorno para essa malha. Por
outro lado, nota-se o efeito claro do travamento no caso sem enriqueci-
mento (p=0) das fun¢oes PU.

A Figura 6 mostra os deslocamentos transversais utilizando 25
pontos de integracio. Observa-se que para MEFG-C com enriqueci-
mento até grau 2, o aumento no nimero de pontos de integragao nao
tem efeito muito significativo. Para p > 2, o efeito do nimero de ponto
é perceptivel para malhas com poucos elementos, pois a medida que
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aumenta a quantidade de elementos o efeito do niimero de pontos de
integragdo diminui, mesmo para bases formadas de grau 4 ou 5.

. Abagus
08 " ¥

K :' ————P=0
M1 .ul ssssdfssss P=1
i 06 .-" —em-deeo- P=2
:;: ——p=3
= ——P=4
= 04
0.2
M
0
100 1000 10000

Graus de liberdade

Figura 6 — Relacdo w/wrgr, no centro da placa para MEFG-C° com
refino da malha para varios graus de enriquecimento, npi = 25 e P =
320.

O MEFG com fungoes PU suaves é mais sensivel a variacao do
numero de pontos de integracao. A Figura 7 mostra a variacdo do des-
locamento transversal para varias malhas (M4, M8, M10, M16) com
7, 25 e 54 pontos de integracio para o caso de MEFG-C* com enri-
quecimento p=1 e p=2. Ja a Figura 8 mostra a variagao do deslo-
camento para as malhas (M4, M5, M8, M10) para 7 a 54 pontos de
integracao, com p=3. Para maiores graus de enriquecimento o efeito
da sub-integracao é ainda maior, chegando a causar a nao convergéncia
no Método de Newton-Raphson em muitos casos, por exemplo enri-
quecimento de grau 4 com 7 pontos de integracao. Nota-se claramente
neste caso como uma integracao numérica adequada é importante ao
MEFG com funcgoes continuas, mesmo para uma base de aproximacao
de grau 1 (p = 1), pois a dificuldade de integracio para MEFG-C* esta
na derivada da PU suave C*. Enquanto que para MEFG-C?, 7 pontos
de integracao sao suficientes para representar mesmo uma base de grau
5 (p = 4) para uma malha M4 ou superior.
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110
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1,00
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035 F
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w/wrEp

0.75 —¥— M1D, p=2

—k— M16, p=2

0,70

0,65

0,60

0,55

0,50

045 —&— M4, p=1

0,40 —— M2, p=1
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—k— M16, p=1

0,30

0,25

w/WrErp

0,20

015

0,10

v
v

0,05

0,00
712 17 22 27 32 37 42 41 B2
Niimero de pontos de integragao

Figura 7 — Relagdo w/wrEer, no centro da placa para MEFG-C* com
vérias malhas e enriquecimento p = 1 (parte inferior) e p = 2 (parte
superior) com P = 320.

O grafico da Figura 9 mostra a tendéncia do deslocamento, w/wrpr,
no centro da placa, para varios graus de enriquecimento com o acréscimo
do nimero de graus de liberdade do modelo. Como ja comentado sobre
a sensibilidade do MEFG-C* & sub-integracio, para enriquecimentos
de grau 1 e 2 foram utilizados 25 pontos de integragao, ja para enri-
quecimentos de grau 3 e 4 foram utilizados 54 pontos.
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17
16 —— M4, p=3
—— M5, p=2
15
—— M, p=3
14
! —— M10, p=3
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Niimero de pontos de integracao

Figura 8 — Relagdo w/wgrgr, no centro da placa para MEFG-C* com
varias malhas e enriquecimento p = 3 com P = 320.

1
0.8
Abagus
06 cemedPanes P=1 npi =125
L,J [ o—
= meeedfpenne P=2 Api =125
‘:?._ —a——pP=2 npi=34
= 04 —m——p=4 npi =54
M1
0,2 ‘_.-’,
20
_______ MS'"'-‘
M2 y
IS FRRRLELL -
100 1000 10000

Graus de liberdade

Figura 9 — Relacao w/wgrgr, no centro da placa para 1\_/IEFG—Ck com
refino da malha para varios graus de enriquecimento e P = 320.
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Na Figura 9 é possivel perceber que a aproximacao feita com base
de grau 1 (p=1) mostrou sinais de travamento por cisalhamento, assim
como MEFG-C° de mesma base (p=0), conforme indica a Figura 6.
Ap6s esse levantamento de dados, analisando principalmente as Figuras
6 e 9, optou-se por utilizar, preferencialmente, uma malha M8 com
enriquecimento p=2 com 7 pontos de integracio para MEFG-C? e p=3
com 25 pontos de integracio para MEFG-C*, ambos representando
uma base de fungoes de aproximacao cubica.

A Tabela 1 apresenta alguns valores de tensao e deslocamentos
obtidos por Levy (1942) e pelo software Abaqus® comparados com dois
casos de MEFG. Um ponto a ser destacado é que a tensao maxima o,
no centro da placa ocorre na superficie inferior enquanto que, para o
ponto médio da borda, o, (a/2;0), esta ocorre na superficie superior da
placa. Ambas as tensoes sao trativas.

Tabela 1 — Resultados de deslocamento transversal, w/h e tensdo

G, = 0.a°/Eh?, para ¢y = 0.0138 MPa (P = 320), placa isotrépica
e engastada.

Fonte w/h(0;0) | 7,(0;0; —h/2) | T4(a/2;0;+h/2)
Lovy (1942) 1,720 22.080 65,300
ABAQUS 1,694 21,840 65,240
MEFG-C M8 p=2 | 1,684 22,268 65,572
MEFG-CF M8 p=3 | 1,692 19,604 63,302

H&4 um problema para a imposicao de condicoes de simetria ao
MEFG-C*, que serd melhor abordado na préxima secdo. Por este mo-
tivo, na Tabela 1 acima, ha valores marcados com asterisco (*), pois
as tensoes foram obtidas pela simulagao da placa completa, utilizando
uma malha M10 e enriquecimento p=3 com 54 pontos de integragao
apenas para o calculo das tensoes para MEFG continuo.

Observou-se que, este erro na imposigao de simetria afeta apenas
as tensoes, enquanto que os deslocamentos apresentam resultados de
acordo com a literatura, com a magnitude do erro menor que 5%.

A Figura 10 é uma ilustracdo do campo de tensoes o, da su-
perficie inferior da placa, obtidas pelo software Abaqus® e pelo cédigo
MATLAB®, enquanto que a Figura 11 mostra as tensdes Try Dara a
mesma regiao da Figura 10.
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Figura 10 — Figuras ilustrativas com escala do campo de tensoes o
[MPa] na superficie inferior utilizando software Abaqus® (acima) e
MEFG-C* com malha M10, enriquecimento p = 3 e npi = 54 (abaixo),
para P = 320.
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+1.173e+01
+9.772e+00
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Figura 11 — Figuras ilustrativas com escala do campo de tensoes cisa-
lhantes 7, [MPa] na superficie inferior utilizando software Abaqus®
(acima) e MEFG-C* com malha M10, enriquecimento p = 3 e npi = 54
(abaixo), para P = 320.
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As Figuras 10 e 11 ndo sdo uma comparagao rigorosa entre os va-
lores obtidos, pois ambos os modelos ( Abaqus® e MEFG), simulados
sao diferentes em relacao a varios aspectos, como a formulagao ma-
tematica, ja que o software comercial utiliza o Tensor de Deformacao
de Green completo (ABAQUS, 2013), a quantidade e tipo de elementos,
além do numero de graus de liberdade por né. Para a simulacao em
Abaqus® utilizou-se o elemento de casca quadrangular com funcdes de
forma quadraticas sob o cédigo S8R, totalizando 1600 elementos e 4961
ndés, com carga incremental inicial de 10% e maximo de 20%. Mesmo as-
sim, essas figuras sao uteis para observar os comportamentos e padroes
globais das tensoes, ja que os resultados em Levy (1942) se restringem
a valores pontuais. Nota-se desta forma que o comportamento glo-
bal das tensoes o, e 7., tem tendéncias e valores préximo ao software
Abaqus®. J4 a Figura 12 mostra a representacdo dos deslocamentos
transversais para MEFG-CF.

- -0.2
' Edos

- 0.8

F 12

F 14

-1.6

-1.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/a

Figura 12 — Deslocamento transversal, w [mm)], vista superior e vista
lateral (detalhe) para MEFG-C¥*, enriquecimento p = 2, npi = 54 e
P = 320.
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5.2 PLACA ESPESSA

Neste exemplo é reproduzido o caso encontrado em Reddy (2004a),
que considera uma placa espessa, quadrada, isotrépica com Modelo de
Placas de Reissner-Mindlin e com os seguintes parametros:

a,b = 254 mm,;

h =254 mm; a/h=10;
K, =5/6;

E = 53,779 GPa ;

v =0,3.

Duas condigoes de contorno de placa simplesmente apoiada sao
utilizadas, denominadas por Reddy (2004a) como SS-1 e SS-3 (do inglés
simply supported), como mostrado na Figura 13 para SS-3 fazendo con-
sideracbes de simetria ao longo dos eixos z e y (ver Eq. (5.2)). As
condigoes de contorno SS-1 e SS-3 sao mostradas abaixo.

SS—1
emz=a/2: vpo=w==0,=0
emy=">b/2: w=w=0,=0 (5.6)
55 -3
emx=a/2: ug =vg=w =20
emy=>b/2: ug=vg=w=0 (5.7)
Y
A uw=vp=w=0
SS —3
T upg=rvp=w=0
/

Cole—
\

b/2 Simetria
emzr=0: u=60,=0
emy=0: va="fy=0
F— af2 —+— a/2 —»I

Figura 13 — SS-3 Placa simplesmente apoiada com rotagoes livres nas
bordas.
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Os resultados obtidos por Reddy (2004a) sao a deflexao no centro
da placa W = w/h e as tensdes normalizadas 7, = 0,(a?/Eh?) no
ponto (6,25;6,25; —h/2) para uma malha uniforme com 16 elementos
quadrangulares de nove nés (4x4Q9) e carga uniformemente distribuida,
onde o parametro de carga é P = qoa*/Eh*. Para MEFG utilizou-se
malha M8, fomando uma malha com 128 elementos e 81 nds, como
mostrado na Figura 4. Os enriquecimentos das func¢oes PU foram feitos
para formar uma base de aproximagao de grau 3. Ou seja, para MEFG-
C? enriquecido com polinémios de grau 2 e MEFG-C* enriquecido com
polinémios de grau 3. Os valores obtidos nas simulagoes, juntamente
com os valores de referécia, para as condigoes de contorno SS-1 e SS-3
sao mostrados, respectivamente, nas Tabelas 2 e 3.

Tabela 2 — Valores de deslocamento transversal (w) e tensdo cooplanar

normalizada (7,) para vérias cargas (P) com condigbes de contorno
SS-1.

Reddy(2014) | MEFG—C° | MEFG—CF
P w Tu w Tu w Tx
6,25 | 0,2812 | 1,780 | 0,2812 | 1,790 | 0,2677 | 1,698
12,5 | 0,5185 | 3,398 | 0,5185 | 3,421 | 0,4976 | 3,313
25 0,8672 | 5,885 | 0,8673 | 5,930 | 0,8419 | 5,808
50 | 1,3147 | 9,165 | 1,3150 | 9,232 | 1,2888 | 9,127
75 | 1,6237 | 11,465 | 1,6243 | 11,542 | 1,5983 | 11,452
100 | 1,8679 | 13,308 | 1,8691 | 13,392 | 1,8431 | 13,311
125 | 2,0746 | 14,889 | 2,0758 | 14,977 | 2,0498 | 14,901
150 | 2,2550 | 16,290 | 2,2572 | 16,386 | 2,2311 | 16,313
175 | 2,4168 | 17,567 | 2,4204 | 17,670 | 2,3940 | 17,599
200 | 2,5645 | 18,748 | 2,5697 | 18,860 | 2,5429 | 18,789
225 | 2,7009 | 19,854 | 2,7080 | 19,974 | 2,6808 | 19,903
250 | 2,8279 | 20,898 | 2,8374 | 21,028 | 2,8096 | 20,898

Para ilustrar o comportamento do deslocamento transversal no
centro da placa e tensao na direcao x, para o ponto z,y = 15,875 mm,
com o aumento da carga, sao utilizadas as Figuras 14 e 15, as quais
representam, respectivamente, as plotagens W e o, para MEFG-C? e
Reddy (2004a).
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Tabela 3 — Valores de deslocamento transversal () e tensao cooplanar

normalizada (7,) para vérias cargas (P) com condi¢oes de contorno
SS-3.

Reddy(2014) MEFG - C° MEFG - CF
P w Tu w Tu w Tu
6,25 | 0,2790 1,861 0,2790 1,872 | 0,2668 1,800
12,5 | 0,4630 | 3,305 | 0,4630 | 3,327 | 0,4487 | 3,236
25 0,6911 5,319 | 0,6910 | 5,360 | 0,6771 5,264
50 0,9575 | 8,001 | 0,9574 | 8,067 | 0,9447 | 7,962
75 | 1,1333 | 9,983 | 1,1332 | 10,069 | 1,1211 | 9,952
100 | 1,2688 | 11,634 | 1,2687 | 11,736 | 1,2568 | 11,606
125 | 1,3809 | 13,085 | 1,3808 | 13,201 | 1,3691 | 13,058
150 | 1,4774 | 14,398 | 1,4773 | 14,529 | 1,4658 | 14,373
175 | 1,5628 | 15,608 | 1,5627 | 15,756 | 1,5512 | 15,585
200 | 1,6398 | 16,743 | 1,6398 | 16,903 | 1,6283 | 16,718
225 | 1,7102 | 17,812 | 1,7102 | 17,986 | 1,6987 | 17,788
250 | 1,7752 | 18,831 | 1,7752 | 19,092 | 1,7637 | 18,805

18

16

14
=1,
s
g 1
g 1
= _ W = qpa
208 nw=— = —
e h Eht
&
o 06

04 m T MEFG-C°

— | Inear
0.2 — Reddy(2014)
0
0 50 100 150 200 250

Parametro de earga, P

Figura 14 — Deslocamento transversal para referencia e MEFG-C? com
enriquecimento p = 2 e npi = 25 utilizando SS-3.
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— Reddy(2014)
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Parametro de carga, P

Figura 15 — Tensao parametrizada &, para MEFG-C° com enriqueci-
mento p = 2 e npi = 25 utilizando SS-3.

Como observado nas Figuras 14 e 15, os resultados apresentados
nas Tabelas 2 e 3 sdo muito préximos para serem diferenciados nas
figuras mencionadas. Por este motivo, apresenta-se nas Figuras 16 e
17 a diferenga relativa entre os resultados obtidos apresentados nas
tabelas.

X — XRe
(XmEeFG R ddy)' (5.8)

Diferenca Relativa =
XReddy

Nas Figuras 16 e 17 é possivel notar que para MEFG-C° em ambas
as condigoes de contorno, os deslocamentos transversais mostraram-se
praticamente os mesmos que os obtidos pela referéncia, enquanto que
as tensoes observadas se mantém dentro da margem de 1%.

J4 para MEFG-C*, nota-se que os resultados se aproximam &
medida que reduz o efeito da parcela linear da Matriz de Rigidez Global
sobre o sistema de equagoes. Tem-se como possivel explicacao para
tal, que os resultados de deslocamento calculados de forma linear para
MEFG-C* tem comportamento mais rigido em relacdo a MEFG-C? ,
a diferenga entre MEFG-C? (w = 0,2916) e MEFG-C* (w = 0, 2763)
é de 5,54%.
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Figura 16 — Diferencga relativa entre MEFG e referéncia da Tabela 2
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Figura 17 — Diferencga relativa entre MEFG e referéncia da Tabela 3

A Figura 18 mostra a variagao da tensao normalizada o, para
caso linear e nao linear, ambos para a carga de P = 250. Utiliza-se qua-
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tro pontos através da espessura, com z/h = (-0, 5; —0, 17; 40, 17; +0, 5)
ao longo do eixo x, partindo do ponto central da placa em direcao a
borda (a/2,0). Adicionalmente, a Figura 19 mostra a variagao de o
através da espessura para alguns pontos sobre o eixo x. Em ambos os
casos (Figuras 18 e 19), a condi¢do de contorno SS-3 é utilizada para
MEFG-C° com enriquecimento de grau 2 e 25 pontos de integracao.

21 .2

18 O = ‘7rm

15 Nao Linear

TS o - 2 /h=-05
S —— 2/h=—017
g ° - 2/h=+017
g = 2/h=+0,5
= 3 Linear
— z/h=-05
0 — 2/h=+017
-3 — z/h=+40,5

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 18 — Tensao o, em 4 pontos da espessura ao longo do eixo x
para MEFG-C?, p = 2 utilizando SS-3 ¢ P = 250.

A Figura 18 apresenta a variagdo de 7, para pontos através da
espessura ao longo do eixo x. A linha referente a z/h = —0, 17 para o
caso linear foi omitida por questdo estética, para melhor visualizacdo
da variaco de @, ndo linear para a superficie superior da placa (z/h =
+0,5). Os resultados para a linha omitida sao semelhantes ao de z/h =
40,17, porém com sinal oposto.

Como esperado, as tensoes lineares tém a tendéncia de ser apro-
ximadamente zero na borda, pois é um caso de placa simplesmente
apoiada e o momento é nulo na borda.

Observa-se que a partir da regiao central da placa até apro-
ximadamente z/(a/2) = 0,6 as tensdes o, ndo lineares se mantém
com pouca variacao para cada ponto através da espessura. Na regiao
préxima a borda as tensoes tendem a um valor médio até chegar no
contorno, onde, para um ponto z/(a/2) = 1, a tensdo o, é constante
ao longo de toda a espessura. Assim como ocorre no caso linear, o
momento M, é nulo na borda, mas os esforcos de membrana captados
pelo uso das hipoteses de von Karman tém efeito bastante significativo
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para esse nivel de carga, fazendo com que &, = 11,4. Isso pode ser
melhor observado na Figura 19.

20
18 T =0 ‘1: Nao Linear
EN| g x/(a/2) =10
16 ——z/{a/2)=0,T5
14 == 1 [(a/2) = 0,87
—r(a/2) =1
12 flajz)
K. *
o 10
Ei Linear
E —2/(af2) =0
6 —_—f(a/2)=0,75
A | w—(a2) =087
5 —_—f(af2) =1

—0,5 —0,17 0 10,17 +0.5
2/h

Figura 19 — Tensao 7, através da espessura em pontos ao longo do eixo
x para MEFG-C?, p = 2 utilizando SS-3 e P = 250.

Na Figura 19, para os pontos z/(a/2) = 0 até z/(a/2) = 0,75
mantém-se uma tendéncia na inclinagao do perfil de distribuicao da
tensdo 7, através da espessura. Porém, para x/(a/2) = 0,87 nota-
se uma aproximacao entre os valores maximos e minimos de tensao
até chegar na borda da placa em z/(a/2) = 1 a um valor constante
através da espessura, pelos mesmos motivos citados para a Figura 18.
A mesma tendéncia é observada para a simulagao linear deste caso,
porém tendendo a zero.

A Figura 20 apresenta os valores da tensdo de cisalhamento
transversal por integracdo, 7., (CHAUDHURI, 1986), no ponto médio
da borda (a/2;0) levando em consideragdo a condi¢do de simetria uti-
lizada para SS-3, carregamento P = 250, MEFG-C°, p = 3 e 25 pontos
de integragao. Na figura é possivel observar resultados para analise
linear de 7,, com 10 pontos através da espessura e outros dois nao
lineares com 4 e 10 pontos.

Como hé uma diferenga grande na escala dos valores de tensoes
calculadas de forma linear e néo linear com Modelo de von Karman (Fi-
gura 20), gerou-se a Figura 21, na qual sdo plotadas apenas as tensoes
calculadas de forma nao linear presentes na Figura 20.
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Figura 20 — Tensao 7., (a/2;0) através da espessura com MEFG-C?,

p = 3 utilizando SS-3 e P = 250.
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Figura 21 — Plotagem apenas das tensbes T..(a/2;0) calculadas de
forma nao linear da Figura 20.
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Na Figura 20, é possivel notar que a tensao 7., calculado da
forma linear tem formato simétrico através da espessura e que, nas
superficies superior e inferior, as tensoes sdao nulas.

Como nao ha nenhum carregamento cisalhante no plano, pela
Lei de Conservagao do Momento Angular em um elemento infinitesimal
préximo a superficie, as tensoes 7., deveriam ter valor igual a zero em
pontos com z = +h/2, o que nao ocorre na Figura 21.

Teorema: A condi¢ao para que 7 =0 em z = +h/2 no processo
de integragao é que as tensoes de membrana devem satisfazer exata-
mente as Equagoes de Equilibrio.

Para entender melhor o motivo disso ocorrer, parte-se da re-
cuperacao das tensoes transversais pela integracao das Equagoes de
Equilibrio (Eq. (3.58), pag. 52) para z = —h/2 até z = +h/2 e,
utilizando a condigéo de contorno (3.60) , tem-se:

; h/2 Jdo. or,
Tt (z,y,2) = - z+ = +b$> dz
(.9.) /z——h/2 ( Ox dy
, h/2 o, Jdo.
. = - WY yp, |d
Tyz(x7y7z) /z_h/2< or + ay + y) <
) h/2 ot ot
o (z,y,2) = — 2z 4 Y2 1, | dz 5.9
(@.9.2) /z=_h/2<az = (59)

e multiplicando as duas primeiras equagoes de (3.58) por z e integrando

h/2 i h/2
/ %z dz = —/ (8% + Oy + bz) z dz
z=—h/2 0z z=—h/2 oz ay
h/2 ort h/2 o7 Ao
V2 2 dz = 7/ (w+y+b1>zdz5.10
/z—h/2 0z 2=—n/2 \ O oy ! ( )

Aplicando a definicao de forgas resultantes (3.13), pag. 41, as
Equagoes (5.9)
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: ON, ON, h/2
To:(®,y,h/2) - < o T Tyy +/7 s bydz | =g

(amy oN, /h“ ):q+
Yy
ffh/2

0Q. . 9Q, /W
_ + T b.dz | =¢q. (5.11
(ax By " Jeeip z (311

7y= (2, y,1/2)

ol (z,y,h/2)

onde g ,q;r e g, sao cargas distribuidas aplicadas na superficie superior,
e considera-se a superficie inferior livre de carregamentos. Aplicando,
similarmente, a equagdo de momentos resultantes (3.14) nas Equagoes
(5.10), tem-se:

h/2 7 M. M. h/2
/ aTg”zzdz:— 0 I—i—a wy—i—/ byz dz
s=—hj2 0% Ox dy ——h)2

h/2  Hri h/2
/ vz zdz = — LMW BM
z=—h/2 0z Oz =—h/2

byz dz) (5.12)

Integrando por partes o lado esquerdo, por exemplo

h/2 h/2 )
/ 0T g / [8 (27 )—T;Z] dz  (5.13)
—nj2 0z “ny2 L0z
= ZTMLh/Q—Qx (5.14)
considerando
h h h , (h
T <_2> 0 27“(2> 0
entao
h/2 gri
2—22dz = —Q,. 5.15
/h/2 0z ( )
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Consequentemente,
oM, oM. h/2
—Qz = — <+ =Y +/ byz dz
< Oz ay z=—h/2
OM,, oM,  ["?
—Qy=—|—F byz dz | . 5.16
Q (ax+ay o[ hed (5.16)

Observou-se que as Equagoes (5.11) e (5.16) contém cinco equagoes
diferenciais de equilibrio do modelo de primeira ordem, quando incor-
porados os efeitos de forca de corpo. Se a solug@o aproximada satisfaz
perfeitamente o equilibrio local do modelo de placa, quando se realiza
a integracdo, obtém-se automaticamente 7., 7,. € 0. que satisfazem
os carregamentos externos nas face superior da placa. Consequente-
mente, o campo de tensoes admissiveis por integragao também satisfaz
as condigoes de forcas de contorno nas bordas da placa. Por outro
lado, se a solugao aproximada vem de uma solucao de Elementos Fini-
tos que, geralmente, nao satisfaz o equilibrio local, ao fim da integracao,
as tensoes transversais nao satisfarao a distribuicao de carregamentos
na superficie superior.

Caso tiver solugdo de MEF, o tensor de tensao integrado nao
serd estaticamente admissivel, o que é observado para 7, nao linear na
Figura 21. No entanto, ha alguns casos onde a solucao de Elementos
Finitos produz tensoes de cisalhamento transversais em equilibrio nas
faces, o que é possivel observar nas tensoes 7., calculadas de forma
linear na Figura 20. Para um caso de laminado simétrico, ou material
isotrépico, sujeito apenas a carregamento transversal, (by = by, = b, =
qf = q; = 0), deve-se ter como forgas resultantes no plano (N; = N, =
Nz, =0). A Equacao (5.11) mostra que a tenséo transversal deve ser
zero na superficie superior, no entanto, o, # ¢, nesta superficie.

Para observar melhor o comportamento das fungoes PU com de-
rivadas continuas (C*) e derivadas ndo-continuas (C°), sdo apresenta-
das figuras do campo de tensoes 7, como uma superficie tridimensional.
As Figuras 22 e 23 apresentam ilustracoes dos campos de tensoes 7, na
superficie inferior da placa para o caso da Tabela 3, utilizando MEFG-
C° com enriquecimento de grau 3 com 25 pontos de integracio, para
cargas de P = 6,25 e P = 250, respectivamente.

Deve ser destacado que a Tabela 3 foi gerada utilizando enrique-
cimento de grau 2, e nao 3, como neste caso. Optou-se por aumentar
o grau para MEFG-C? a fim de comparar apenas o comportamento
quando se tem o mesmo numero de graus de liberdade e condigcao de
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contorno para ambos os casos.

1.5
2.
1. 1
-1, 0.5
1 ’ 1

0

0.5

Wibi2) xal2)

Figura 22 — Tensao o, superficie inferior da placa utilizando MEFG-C°,
p =3, npi = 25 para P = 6,25 e SS-3.

0.5
0.5

/) 0 0 xHal?)

Figura 23 — Tensao 7, superficie inferior da placa utilizando MEFG-C?,
p =3, npi = 25 para P = 250 e SS-3.
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Nas Figuras 22 e 23, é possivel notar as descontinuidades entre
os elementos com uma linha branca, porém também é possivel perceber
que o grau da base associado ao tamanho dos elementos da base sao
suficientes para este caso, ji que as descontinuidades sao pequenas. E
também observada a tendéncia da tensao &, de ser pequeno na aresta
x = a/2, ji que para este nivel de carga (P = 6,25) é bem préximo de
uma analise linear, como ja comentado para a Figura 18. Outro ponto a
ser notado, é que com o aumento da carga, as tensoes maximas trativas
passam a se localizar nao mais no centro da placa. J4 as Figuras 24 e
25 apresentam o mesmo caso das Figuras 22 e 23, porém com funcoes
suaves.

Como ja comentado na segao anterior, os casos utilizando fungoes
de aproximagao suaves apresentam problemas para a utilizacao de si-
metria. Este problema foi observado em nds especificos, nos vértices
da placa, onde ha o encontro de duas condigoes de contorno distintas.
Geralmente ocorre um pico de valor para esse nd, que pode ser melhor
observado com uma perspectiva tridimensional das tensoes .

Algumas hipoteses sao levantadas para esse comportamento ano-
malo. O primeiro aspecto considerado foi se havia algum erro na im-
posicao das condicoes de simetria, porém este erro é o menos provavel,
pois as condigoes de contorno foram impostas exatamente nos mesmos
graus de liberdade que em MEFG-C?, que ndo apresenta anomalia.
Mas essa hipdtese nao é totalmente descartada, pois é possivel que o
MEFG com fungées PU suaves seja mais sensivel a algum erro que o
MEFG-C°. Um aspecto a ser levado em consideracio para o erro é a
forma de construgao das fungoes PU suaves, pois sao feitas por meio
de um somatdrio e divisao de fungoes pesos, o que garante os requisitos
para ser considerada uma fun¢do PU, porém pode gerar comportamen-
tos inesperados.

Vale ressaltar que, apesar desta anomalia para PU suave, ela é
restrita a pontos especificos do dominio. Um exemplo dessa restricao
sdo as Tabelas 2 e 3 em que os resultados para MEFG-C* estio de
acordo com Reddy (2004a) e MEFG-C°. Isso porque as tensdes, para as
tabelas citadas, foram computadas para o ponto z,y = a/8. Uma coisa
interessante é que o né citado, onde se obtém um resultado coerente,
pertence aos mesmos elementos com o né (z,y = 0) com pico de tenséo.
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Figura 24 — Tensao o, superficie inferior da placa utilizando MEFG-C k.
p =3, npi = 25 para P = 6,25 e SS-3.
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Figura 25 — Tensao 7, superficie inferior da placa utilizando MEFG-C k
p =3, npi = 25 para P = 250 e SS-3.
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5.3 PLACA FINA

Este caso refere-se a formulacao TCP com as consideracoes de
von Karmén utilizando fungoes PU suaves. Para tal, foi replicado um
exemplo feito por Reddy (2004a) que considera uma placa quadrada,
isotrépica, simplesmente apoiada denominada como SS-3 (ver eq. (5.7),
pag. 80) considerando dupla simetria (para modelagem de apenas um
quadrante), submetida a um carregamento uniformemente distribuido.
Os seguinte parametros foram adotados:

a=b = 254 mm;

h = 2,54 mm; a/h = 100;
E = 206,842 GPa;

v =10,3.

Os resultados de referéncia consideram dois tipos de elementos:
um conforme e outro nao conforme. Elementos ditos conformes indi-
cam a existéncia de continuidade da fungao deslocamento transversal w
e suas derivadas w,; e w,, ( ou w,,) entre os elementos. Para elemen-
tos nao conformes, a continuidade de w,, nao é satisfeita ao longo de
toda a interface. O autor utiliza um elemento retangular ndo conforme
proposto em que as varidveis nodais sao ug; vg; w; W,z ; W,y. Também €
utilizado um elemento retangular conforme em que as variaveis nodais
S0 Up; Vo; Wi W,y ; Wyy , W,gy. Para os deslocamentos no plano (ug € vo),
utilizou-se interpolagao bilinear e, para o deslocamento transversal (w),
interpolagao ciibica de Hermite.

Os resultados obtidos por Reddy (2004a) sdo a deflexdo norma-
lizada no centro da placa com condi¢ao de simetria w(0;0) = w/h e
a tensdo normalizada 7, = 0,(a?/Eh?) no ponto de integragao mais
préximo ao centro da placa, variando o valor de uma carga uniforme-
mente distribuida a partir de go = 0,0517 MPa (equivalente a carga
normalizada de P = 25). O autor faz variacdo entre o tamanho da
malha e também a utilizacao de integragdo completa (4x4) ou reduzida
(1x1) da quadratura de Gauss para o célculo dos termos néo lineares
da Matriz de Rigidez e Matriz de Rigidez Tangente. Uma vez que as
variagoes tém pouco efeito sobre os resultados, optou-se por utilizar
para comparacao apenas os resultados referentes a uma malha 8x8 com
elementos conformes e integragao reduzida.

O modelo para MEFG-C* com malha M8 (ver Figura 4) foi
realizado utilizando a placa completa e sem consideragao de simetria
(equivale a M4 dos casos com simetria) para evitar a anomalia comen-
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tada no segao anterior. Neste caso sem condicoes de simetria, para nao
trabalhar com cotas negativas de x e y, a origem do sistema de coor-
denadas passa a ser o vértice inferior esquerdo da placa, passando o né
central a se localizar em = = a/2 e y = b/2. O enriquecimento aplicado
com polinémios de grau 3, com 54 pontos de integragao, gera uma base
de aproximacao de mesmo grau. As varidveis para comparacao sao o
deslocamento w do né central, e a tensdo o, em z = —h/2 para o
mesmo no.

A Tabela 4 mostra os valores retirados de (REDDY, 2004a) e
os valores obtidos com as rotinas implementadas neste trabalho. A
Figura 26 apresenta um grafico com a diferenca relativa entre as duas
simulagoes.

Tabela 4 — Valores de deslocamento transversal (W) e tensdo normali-
zada (7, ) para vérias cargas normalizadas(P) para placa fina isotrépica
com condigoes de contorno SS-3

Reddy(2014) | MEFG — CF
P w G w T
25 | 0,669 | 5426 | 0,670 | 5,424
50 | 0,945 | 8,247 | 0,945 | 8,191
75 | 1,127 | 10,309 | 1,125 | 10,193
100 | 1,267 | 12,017 | 1,264 | 11,841
125 | 1,383 | 13,513 | 1,378 | 13,278
150 | 1,483 | 14,867 | 1,477 | 14,573
175 | 1,571 | 16,117 | 1,563 | 15,765
200 | 1,651 | 17,287 | 1,641 | 16,878
225 | 1,724 | 18,393 | 1,713 | 17,927
250 | 1,791 | 19,446 | 1,778 | 18,925

A Tabela 4 e a Figura 26 mostram que os resultados da simulacdo
de referéncia e com MEFG tém a tendéncia de se afastar com o aumento
da carga, principalmente em relagao a tensao ,. Como ja comentado,
hé varias diferengas entre as simulacoes de referéncia e as realizadas
neste trabalho. Principalmente pelo fato que para MEFG, o ponto onde
é computada a tensao é exatamente o ponto central da placa, enquanto
que, para Reddy (2004a), é o ponto de integragdo mais préximo do
centro. Mesmo assim, a diferenca maxima para o deslocamento central
é de 0,71% e para a tensdo é de 2,68%, considerando uma carga P =
250. A Figura 27 mostra os valores de tensdo o, na superficie superior
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Figura 26 — Diferenca relativa entre os resultados w e &, de Reddy
(2014) e MEFG-C* da Tabela 4.
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Figura 27 — o, [MPa] superficie superior para MEFG-C*, P = 25 da
Tabela 4.
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As Figuras 28 e 29 representam as tensoes 7, na superficie infe-
rior e superior da placa, respectivamente, para as cargas de P = 250.

Figura 28 — o, [MPa] superficie inferior para MEFG-C*, P = 250 da

Tabela 4.
1

Figura 29 — o, [MPa] superficie superior para MEFG-C*, P = 250 da
Tabela 4.
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Observa-se a tendéncia da posigdo da tensdo maxima de se afas-
tar do centro da placa. Essa caracteristica também foi encontrada por
Reddy (2004a). O qual obteve uma tensdo méxima de 7, = 21,177 na
posicao de (z;y)/(a/2) = (0,5625;0,0625) para o quadrante utilizando
simetria. Neste trabalho, obteve-se o valor de @, = 21,146 (437,4
MPa) e a posigao (z;y)/(a/2) = (0,625;0,0), equivalente a referéncia.

Apesar da tensdo maxima o, com o aumento da carga, se dividir
em dois pontos simétricos e migrar em direcao a borda da placa ao
longo do eixo de coordenadas x, a distribuicao destas tensoes nos outros
pontos nao sofre muita alteracao. Por outro lado, a distribuicao de o,
na superficie superior da placa sofre uma mudanca mais drédstica, com
regioes compressivas tendendo aos vértices da placa.

5.4 PLACA ORTOTROPICA

Nesta secao realizou-se uma comparacgao utilizando um material
ortotrépico, entre o cédigo MEFG do presente trabalho e um exemplo
feito por Reddy (2004a). Busca-se apenas verificar os resultados da
tensao e deslocamento para este tipo de material. Neste caso , utiliza-
se os modelos TCP e FSDT, para a condicao de contorno de uma placa
simplesmente apoiada (SS-3) mostrada nas equagoes (5.7) e pardmetros
geométricos e de material, descritos a seguir:

a =b = 304,8 mm;

h = 3,505 mm;

E, = 20,684 GPa;

E, = 8,825 GPa;
G12:G13=G23= 8,825 GP&;
V12 = 0,32

O autor de referéncia obtém o deslocamento no centro da placa
para as teoria FSDT e TCP, e a tensao o, neste mesmo ponto para
FSDT. A malha 4x4Q9 com integragao reduzida em um quadrante com
dupla simetria é utilizada com uma tolerancia de 0,01 para o Método
de Newton-Raphson. Nas simulagbes utilizando o MEFG, utilizou-se
MEFG-C°, p = 2, npi = 25 e condicdes de simetria para comparacio
com FSDT. J4 para comparacao com TCP utilizou-se MEFG-C*, p =
3, npi = 54 sem consideragao de simetria. Em ambos os casos a malha
utilizada é a M8 e tolerancia de 10~% para o Método de Newton.

A Tabela 5 mosta os valores obtidos por Reddy (2004a) e neste
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trabalho. Um ponto a se frisar, é que o fator K é omitido no exemplo
de referéncia, sendo adotado como K = 1 neste trabalho. Ressaltando
que ao utilizar Ky = 5/6 ou Ky = 2/3 resulta em uma variagdo menor
que 0,1% no resultado final de tensdo em relacao a Ky = 1.

Tabela 5 — Valores de deslocamento transversal w e tensao normali-
zada (o,) no centro da placa para vérias cargas P de uma placa fina
ortotrépica com condigoes de contorno SS-3

Reddy(2014) MEFG—CF | MEFG—CP°

Teoria | TCP FSDT TCP FSDT
P w w T w T w T

2,23 | 0,0812 | 0,0819 | 1,056 | 0,0812 | 1,092 | 0,0814 | 1,100

4,47 | 0,15672 | 0,1580 | 2,116 | 0,1574 | 2,187 | 0,1577 | 2,205

8,03 | 0,2862 | 0,2877 | 4,058 | 0,2867 | 4,190 | 0,2870 | 4,228

17,87 | 0,4696 | 0,4710 | 7,103 | 0,4699 | 7,315 | 0,4701 | 7,390

26,80 | 0,5964 | 5,9710 | 9,406 | 0,5967 | 9,664 | 0,5968 | 9,769

35,73 | 0,6935 | 0,6949 | 11,284 | 0,6942 | 11,570 | 0,6941 | 11,701
44,67 | 0,7739 | 0,7746 | 12,894 | 0,7740 | 13,195 | 0,7738 | 13,177
53,60 | 0,8420 | 0,8420 | 14,316 | 0,8420 | 14,628 | 0,8417 | 14,808
62,54 | 0,9022 | 0,9014 | 15,602 | 0,9015 | 15,919 | 0,9012 | 16,122
71,47 | 0,9551 | 0,9551 | 16,783 | 0,9547 | 17,102 | 0,9543 | 17,328
80,40 | 1,0036 | 1,0029 | 17,880 | 1,0029 | 18,199 | 1,0025 | 18,444
89,34 | 1,0486 | 1,0471 | 18,909 | 1,0471 | 19,227 | 1,0466 | 19,491

Utiliza-se a Tabela 5 para computar a diferenca relativa entre os
resultados de referéncia e obtidos por meio de MEFG para ambas as
teorias, TCP e FSDT. Para os deslocamentos transversais no centro da
placa a diferenca méxima é de 0,6%. Apesar de Reddy (2004a) apre-
sentar apenas resultados de tensao para FSDT, neste trabalho foram
computados tensao para ambas as teorias. Para a tensao o,, em ambas
as teoria tem a tendéncia de diminuir a diferenca com a referéncia com
o aumento da carga. Para FSDT a diferenca relativa, para todas as
cargas, fica entre 4,16% e 3,08%, enquanto que para TCP modelada
com MEFG-C* a diferenca relativa fica entre 3,44% e 1,68%.
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5.5 LAMINADO FINO CRUZADO SIMETRICO

Essa secao tem por objetivo investigar alguns comportamentos
para laminados finos. Para tal, foi simulado um laminado cruzado com
3 laminas, com relagdo de a/h = 100 : 1. Os parametros geométricos e
de material sao:

a,b = 200 mm;
h* = 2/3 mm (espessura de cada lamina);
h = 2 mm (espessura total do laminado);

E, = 175 GPa;

E>; = 7 GPa;

G12, G13: 3,5 GPa
G23: 1,4 GP&;

V19 = 0,25,

Angulos do laminado = [0°/90°/0°];
Carga distribuida ¢ na direcao -z = de 0,1 a 1,0 MPa;
Condicao de contorno: SS-3 (ver Eq. 5.7).

Os resultados sdo obtidos utilizando MEFG-C? para os Modelos
de Reissner-Mindlin utilizando condig¢oes de simetria, a fim de obter
uma solugdo com a maior qualidade possivel, sem aumentar o niimero
de graus de liberdade. J& para Reissner-Mindlin e de Kirchhoff-Love
com fungoes PU suaves, optou-se por utilizar a placa completa a fim
de evitar que a anomalia nas tensoes, para MEFG-C*, localizadas em
vértices, ocorra em pontos de interesse, que sao: o centro da placa e no
ponto média da borda. A condicao de contorno simplesmente apoiada
SS-3 foi escolhida para facilitar a imposicao da mesma para MEFG no
modelo de Kirchhoff-Love, pois necessita impor restrigoes apenas em
graus de liberdades nodais, evitando atuar nas derivadas das funcao
PU nas regioes de contorno da placa, para restrigir rotacoes.

O comportamento nao linear do deslocamento e da tensdo no
centro da placa sdo comparados com o software Abaqus® utilizando o
elementos de casca de c6digo S8R com integracao reduzida. Apesar de
ambos os modelos nao apresentarem a mesma formulacao matematica,
é vélido saber se o algoritimo em MATLAB® tem resultados razoéveis,
devido aos resultados escassos na literatura para laminados com nao
linearidade geométrica.

A Figura 30 apresenta a variacao do deslocamento transversal
méximo normalizado, no centro do laminado (ponto x,y = 0), com
o acréscimo de carga qo/Gmaz, COM Gmar = 1 MPa. As curvas apre-
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sentadas utilizam indice A para o software Abaqus® e indice M para
MEFG-C°. J4 a Figura 31 apresenta a variacio da tensdo normalizada
o, no centro do laminado para ambas as superficies, inferior (indice I)
e superior (incice S), para Abaqus® e MEFG.

35

w

Deslocamento

0] g1 02 02 04 05 06 07 08 09 1
qli],-"f%na.r

Figura 30 — Deslocamento w(0; 0) para centro da placa utilizando SS-3
para Abaqus® e MEFG-C?, p = 3, npi = 25 com aumento da carga qq.

Observa-se na Figura 30, que os resultados para MEFG sdo su-
periores aos do software Abaqus®. Isso era esperado, pois o software
utiliza mais termos nao lineares do tensor de deformacao de Green-
Lagrange (ABAQUS, 2013), que os propostos pelas hipdteses de von
Karméan, o que naturalmente torna o laminado com comportamento
mais rigido. Ja na Figura 31 observa-se para ambos os modelos os
valores de 7., para a superficies superior e inferior, possuem valores
relativamente préximos.

A Figura 32 mostra a variacao de 7, através da espessura, no né
localizado no centro da placa, para dois elementos que compartilham
este né, utilizando a carga final, ¢,,4,=1 MPa. Utilizou-se MEFG-C°
com p =3 enpi =25.

Observa-se a descontinuidade nos valores de tensao no né, devido
a utilizacdo de MEFG-C?. Porém, as mesmas nao tem uma diferenca
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Figura 31 — 7,(0;0) para o centro da placa utilizando SS-3 para
Abaqus® e MEFG-C?, p = 3, npi = 25 com aumento da carga qo.
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Figura 32 — 7, através de z/h para 2 elementos (e1,e2) campartilhando
né central, ¢nq.=1 MPa, MEFG-C? com p = 3 e npi = 25.

muito significativa entre si. E perceptivel que a tensao se reduz linear-
mente a partir da superficie inferior até a supeficie superior com uma
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diferenga significativa para a lamina central que é cruzada (90°) e nao
contribui com a rigidez para a flexao em torno de y.

Na Figura 33 é possivel observar a variagao da tensao normali-
zada &, ao longo do eixo de coordenadas x, para 5 pontos: um em cada
superficie de cada lamina externa (z/h = £0,5 e 0, 17) e outro ponto
na lamina central (z/h = 0,06), que por cada lamina possuir 4 pontos
equidistantes entre si, nao had nenhum ponto exatamente no centro do
laminado, como é possivel notar na Figura 32.

800
700 7 - Oz
. =
600 Qmarf
B —z/h=

o 500 z/h=-05
3 —— 2 h=—0]17
% 100 — 2/h =+0,06
@ o
= = 2/h=14017

300 = 2/h=+0,5

200

100

| ————————————————

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
x/(a/2)

Figura 33 — Tensao &, em 5 pontos da espessura ao longo do eixo x
para MEFG-C?, p = 3, npi = 25 utilizando SS-3 € ¢yaz = 1MPa.

Para a Figura 33, observa-se o mesmo comportamento apresen-
tado por uma placa de material isotrépico (Figura 18) para as su-
perficies do laminado, em que as deformagoes de membrana tem grande
efeito sobre o estado de tensoes do laminado, exceto pelas tensdes na
direcao x na lamina central, as quais sao muito pequenas em relagao as
outras laminas, como também é possivel observar na 32. Outro ponto
a salientar é que a tensao maxima o, ocorre proximo ao ponto médio
entre o centro da placa e a borda (x/(a/2) ~ 0,5) e ndo mais no centro
da placa, como esperado em casos lineares.
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A Figura 34 apresenta os valores de T,, para trés pontos, um
em cada lamina, j4 que o valor é constante ao longo da lamina por ser
encontrado diretamente pelo modelo cinematico de Reissner-Mindlin,
para pontos no contorno com condigao de simetria y = 0 (eixo coorde-
nado x).

---.--'Q'f.’rh,: —DEI'
2 /h =+0,06
6.0 z'f.-xh-z +0.5

= gz
Tz =

maz

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
r/(a/2)

Figura 34 — Tensao 7., com um ponto em cada lamina ao longo do eixo
x para MEFG-C°, p = 3 utilizando SS-3 e ¢nae = 1MPa.

E possivel notar na Figura 34 que as laminas externas possuem
o mesmo valor de tensdo, sobrepondo-se as curvas para z/h = %0, 5.
Observa-se ainda como os valores de 7,, aumentam ao se aproximar
da borda do laminado. O modelo de Reissner-Mindlin supoe que o
cisalhamento transversal é constante através da espessura, mas é uma
suposicao que se afasta da realidade.

Assim como nos exemplos anteriores de placas isotrépicas, busca-
se reduzir este erro utilizando o cdlculo das tensoes transversais pelo
método de integracio das equagdes de equilibrio (CHAUDHURI, 1986).
A Figura 35 apresenta a variagdo de 7i_ ao longo do eixo coordenado
x, para 4 pontos através da espessura: 2 nas faces externas e 2 pontos
para as faces superior e inferior da lamina interna.
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Figura 35 — Tensdo 7., ao longo do eixo x para MEFG-C°, p = 3
utilizando SS-3 e ¢nar = 1MPa.

Nota-se na Figura 35 que, assim como ocorre no caso isotrépico,
as tensoes na superficie superior sao nao nulas, e se reduzem bastante ao
se aproximar da borda. A Figura 36 apresenta a tensao de cisalhamento
transversal através da espessura para ambas as formas de se obter 7,
por integracao e o resultado prevista na FSDT, sendo referente ao ponto
da borda, em que z/(a/2) = 1,0.

8.0

ez

Tensao

45 44 03 02 01 0 01 02 03 04 05
2/h
!

Figura 36 — Tensao T, e Ti,, para x/(a/2) = 1,0 através da espessura
com MEFG-C°, p = 3 utilizando SS-3.
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Nota-se na Figura 36 que o valor de tensdo 7, é ndo nulo na
superficie superior (z = +h/2), o que indica que a soluc¢do aproximada
por MEFG nao satisfaz as condicoes de esforcos nessa regiao, assim
como as analises com placa isotrépica. Mesmo assim neste caso, apesar
da tensao prevista pela FSDT ter seu valor méaximo na borda, a tensao
cisalhante transversal por integracao apresentou uma tendéncia a ter
aproximar de zero na superficie superior na borda do laminado.

As Figuras 37 e 38 apresentam, respectivamente, a distribuicao
das tensoes 7., e 7., na superficie superior do laminado, obtida através
da simulacdo do laminado sem simetria utilizando MEFG-C*, p = 3 e
npi = 126.Nestas figuras, por ser simulado o laminado completo, nota-
se para as tensdes T, e 7., 0 comportamento anti-simétrico em relacao
ao eixo y e simétrico em relagao ao eixo x.
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Figura 37 — 7., [MPa] superficie superior do laminado para MEFG-C*,
p =3, npi =126, gg = 1 MPa e SS-3.

Observa-se que nas Figuras 37 e 38 utilizando MEFG-C*, ob-
tiveram resultados para as tensoes proximos aos resultados anteriores
com MEFG-C?. Apesar da base de aproximacio enriquecida ser um
grau menor que a utilizada nas figuras anteriores com PU de classe C° e
com refino h ser metade, pela nao utilizagao das condigoes de contorno
para as Figuras 37 e 38.
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Figura 38 — 7¢, [MPa] superficie superior do laminado para MEFG-C*,
p =3, npi = 126, gqo = 1 MPa e SS-3.

Relembrando que para MEFG-C* a base de aproximacio enri-
quecida possui o mesmo grau do enriquecimento p, enquanto que para
MEFG-C° a base de aproximacao tem grau p + 1.

Outro ponto a notar-se, é que ao utilizar npi = 126, reduz-se
bastante as ”franjas” que surgem em MEFG-C*, como por exemplo, da
Figura 28 em que utilizou-se npt = 25.

Por fim realizou-se uma comparacao entre os deslocamentos maximos
para as trés variacoes de simulaciao: TCP, FSDT com MEFG-C*, p = 3,
npi > 54, malha M8 sem simetria e; FSDT com MEFG-C?, p = 2 ou 3,
npi > 25 malha M8 com simetria. A variagdo do deslocamento maximo
para qualquer umas das simulacoes foi menor que 0,2%. J4 as tensoes
notou-se um aumento da tensao o,, acompanhando o aumento do npi,
como mostrado na Tabela 6.

Tabela 6 — Valores de tensdo normalizada (G,) no centro do laminado
para MEFG-C* com variacdo do enriquecimentos e npi.

Teoria | Enriquecimento | npi =54 | npi =85 | npt = 126
TCP p=3 650,7 664,6 674,0
TCP p=4 657,8 668,8 673,2

FSDT p=3 648,9 664,2 674,0
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Por meio deste maior entendimento do efeito das varidveis sobre
as simulagoes, é possivel buscar um set para o cédigo em MATLAB
para assim buscar resultados mais préximos da realidade. Uma forma
de obter este ajuste fino pode ser pela simulagao de laminados como
um sélido tridimensional.

5.6 ESTABILIDADE EM PLACA

Para resolver o sistema de equagoes para encontrar os autovalo-
res da formulagdo da Equagio (4.70) geralmente utiliza-se um método
iterativo, como o Método de Lanczos ou o Método da Iteracao Subes-
pacial, para encontrar os primeiros N, autovalores desejados, prin-
cipalmento por dois motivos: (1) é que o MEF permite que apenas os
primeiros valores tenham representatividade fisica; (2) o custo compu-
tacional é alto (ou mesmo invigvel) para calcular todos os autovalores
para sistemas de muitos graus de liberdades.

Porém para MEFG a Matriz Rigidez é mal condicionada, com
muitos autovalores nulos e outros ainda com valores muito pequenos
(em torno de 40 a 50% dos total de autovalores). Mesmo que seja
possivel utilizar um método matemaédtico para encontrar todos os au-
tovalores, obter o primeiro autovalor com significado fisico é computa-
cionalmente tao dificil que inviabiliza a utilizacao de MEFG, em sua
configuracao atual, para calculo de carga critica de flambagem.
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6 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi implementar as hipéteses de nao li-
nearidade geométrica de von Karman a dois modelos de placa, Kirchhoff-
Love e Reissner-Mindlin, por meio do Método de Elementos Finitos
Generalizados com funcoes Particio da Unidade de Classe C° ou C*. A
implementacao realizada por meio de algoritmos no software MATLAB®,
em que placas, laminadas ou nao, com diferentes materiais lineares fo-
ram testadas e os resultados comparados com os da literatura (REDDY,
2004a; LEVY, 1942) e/ou com o software comercial de Andlise por Ele-
mentos Finitos Abaqus®.

Os resultados levam a concluir que:

A formulacao discretizada para MEFG, desenvolvida para este
caso de nao linearidade geométrica, se mostrou capaz de obter os cam-
pos de deslocamentos e de tensbes, tanto para placas isotrépicas ou
anisotrdpicas, quanto para laminados de acordo com a literatura, ape-
sar da dificuldade de validar o codigo, devido a auséncia de resultados
analiticos.

A utilizacio de MEFG-C* mostrou-se uma forma eficaz para
formar base com continuidade C1, requerida pelas equagoes de placa
fina, sem a necessidade da utilizacao de elementos nao conformes como
em Reddy (2004a).

O MEFG permite enriquecimento polinomial hierarquico, o que
facilita a eliminagao de patologias numéricas (como locking), de forma
natural, além de permitir outros tipos especiais de enriquecimento (para
problemas de trincas, por exemplo, ou outros com altos gradientes ou
singularidades ou descontinuidades). O c6digo também permite a uti-
lizacdo de MEF, bastando usar funcdes PU C° sem enriquecimento.

Os esforgos de membrana, devido as hipdteses de von Karmén,
afetam a obtencao das tensoes transversais pelo método de integracao
de Chaudhuri (1986), tornando necessdrio uma outra abordagem para
tornar mais precisas essas tensoes.

Um ponto a se destacar, foi o surgimento de valores anomalos
para tensoes nos vertices da placa, quando utilizado funcoes PU C* e
condigoes de contorno de simetria. Até o término desta dissertagao,
este problema permaneceu em aberto.

A andlise de estabilidade estrutural torna-se invidvel de ser re-
alizada por meio do MEFG, pois surgem um grande niimero de auto-
valores nulos ou muito pequenos devidos a grande esparcidade e mal
condicionamento da Matriz Rigidez em MEFG.
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TRABALHOS FUTUROS

Abaixo segue algumas sugestoes a partir do trabalho proposto:

Implementagao de cargas cooplanares para posterior analise de
flambagem, ja que é um problema de nao linearidade geométrica;

Anélise dinamica a partir da inclusao da Matriz Massa e subdi-
visao temporal do problema;

Inclusao de outros modelos materiais, como materiais inteligentes,
piezoelétricos, etc.;

Acrescentar fundagao eldstica & formulacao;

Implementar Método de Elementos Finitos Generalizado Estével
(SGFEM) Stable Generalized Finite Element Method, para viabi-
lizar a andlise de estabilidade estrutural.
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