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Aos Professores

-

O material ora apresentado é parte de um proje-
to mais amplo da CENP que implica na divulgagdo do conhe-
cimento e consegiientemente no apoio e na atualizagdo da
prética docente.

A Constituigdo atual aponta para tré&s vertentes
no processo de repensar o Estado e a sociedade: descentra
lizagdo, a integragdo e participacgdo.

A Lei de Diretrizes e Bases em tramitagdo no
Congresso retoma essas questdes.

No bojo do processo de descentralizagdo reafir-
ma-se como prioridade a autonomia da escola e ampla parti
cipagdo do Magistério.

E preciso considerar que a autonomia da escola
ndo significa a omissdo do Estado ou o afastamento da es-
cola dos centros de produgdo e divulgagdo de conhecimento.

Embora o Estado de Sdo Paulo se coloque como um
centro cultural efervescente, contraditoriamente hd entra
ves de ordem sbcio-econdmica que impedem ou dificultam o
acesso a ele por parte significativa do magistério. Sujei
tos no seu modo de pensar a pratica pedagdgica &s mais di
versas influéncias que decorrem da multiplicidade de ca-
nais de informagdo, enganam-se os que pensam gue o Magis-
tério as recebe passivamente.

A reagdo dos professores se manifesta através
da divergéncia, da discordincia ou da adesdo.

O papel dos 6rgdos normativos e de estudos da
Secretaria & colocar estas idéias em debate.

Sdo muitas as questdes presentes no cotidiano

escolar que merecem um amplo debate.

ENY MARISA MAIA
Coordenadora da CENP
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APRESENTACAQ

Esta é a segunda edigio da Proposta Curricular de Mate
matica para o 22 Grau, cuja elaboragdo é decorrente de um proces-
so de reflexdo e discuss3o sobre as questdes referentes a organi-
zagdo curricular da escola do 22 grau da rede oficial de ensino
do Estado de S3o Paulo.

Esta Proposta consta de um texto introdutdrio (itens de
1l a 6), bem como um Quadro com sugestdes de conteldos e metodolo-

gias (item 7) e Bibliografia (item 8).

1 POR QUE ENSINAR MATEMATICA (7)
2 POR QUE UMA NOVA PROPOSTA DE MATEMATICA PARA O 2° GRAU (8)
3 O PROCESSO DE ELABORACAO DA NOVA PROPOSTA (9)
4 AS PREOCUPAGOES METODOLOGICAS (10)
5 A ESCOLHA DOS CONTEUDOS NESTA PROPOSTA (13)
5.1 Quadros I e II (15)
5.2 Consideragdes sobre os conteudos (17)

6 OBSERVACOES FINAIS (21)

7 QUADRO III (Onde ha a indicagdo pormenorizada dos conteudos,
com comentirios técnicos e sugestdes metodoldgicas sobre o en
foque que se esta propondo para o desenvolvimento de tais te-
mas.) (22)

7.1 Fungdes (22)

7.2 Trigonometria (46)
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7.3 Analise Combinatdria (77)
7.4 Probabilidade (115)

7.5 Poténcias e Expoentes (205)
7.6 Matematica Financeira (271)

7.7 Geometria (336)

BIBLIOGCRAFIA (392)



] POR QUE ENSINAR MATEMATICA

Existem duas vertentes basicas, amplamente difundidas, - a
partir das gquais justifica-se a inclusdo da MATEMATICA nos curricu-

los escolares:

. Ela & necessaria em atividades praticas que envolvem as-
pectos quantitativos da realidade, como sdo as que lidam com grande
zas, contagens, medidas, técnicas de calculo, etc.

. Ela desenvolve o raciocinio logico, a capacidade de abs-
trair, generalizar, projetar, transcender o que € imediatamente sen
sivel.

-

N3o é dificil entrar em acordo quanto a esta dupla funcgdo
da MATEMATICA: as aplicacOes praticas e o desenvolvimento do racio-
cinio. Ja nao é€ tao simples, no entanto, um acordo sobre o modo co-
mo um curriculo deve ser organizado para que tais metas sejam atin-
gidas.

Assim, algumas vezes, uma énfase exagerada em aspectos pra
tico-utilitarios, apesar da aparéncia de adequacao, da perspectiva
de continuidade na relacaoc escola-vida, tolhe a capacidade de ultra
passar o senso comum, contribuindo até para a manutencdao do "statu
quo". Outras vezes, pretende-se o desenvolvimento das estruturas 10
gicas do pensamento através de caminhos td3o genéricos, tdo formais,
e conseqllentemente tdo distanciados de qualquer significado imedia-
to que o ensino de MATEMATICA passa a parecer apenas umefetivo exer
cicio para o desenvolvimento do raciocinio ... em MATEMATICA.

Esses dois aspectos sao, de fato, componentes basicos in -
dispensaveis na prefiguracdo de um curriculo, ndo sendo, no entanto,
qualquer um deles suficiente para caracterizar o papel a ser desem-
penhado pela MATEMATICA. S3o como os atomos de hidrogénio e oxigé -
nio em uma molécula de Agua: nao é possivel compreender as proprie-
dades da Agua através da consideragao isolada de um ou de outro ele
mento. A Agua apaga o fogo enquanto o Oxigénio alimenta-o e o Hidro
génio arde. A molécula de Agua representa a unidade indispensavel
que se deve considerar para a analise das propriedades da Agua, de
suas funcgdes. Da mesma forma para a compreensdo da real funcdo de -
sempenhada pela MATEMATICA no curriculo, as aplicacgbes praticas e o

desenvolvimento de raciocinio, como foram referidos acima, devem ser



considerados elementos inseparaveis.

Conseguir uma situacdo de equilibrio nesta permanente ten-
sdao entre a pressdo das necessidades praticas e a ultrapassagem da
experiéncia concreta, tanto no nivel das ferramentas conceituais co
mo no das concepgOes, € a maior e a mais dificil tarefa do profes -
sor de MATEMATICA.

Somente um desempenho satisfatorio de tal tarefa pode si-
tuar adequadamente a MATEMATICA nos curriculos, servindo tanto ao es
tabelecimento de uma continuidade entre a escola e a vida quanto a
fundamentacdo das rupturas necessarias com O senso comum, no cami-
nho para a construcao de uma autonomia intelectual. Tal autonomia
ndo & meta exclusiva da escola nem tampouco do ensino de Matemitica
(nessa escola). Mas esta disciplina tem um significado especial em
sua construcdo. Na propria etimologia, encontram-se elos que vincu-
lam a MATEMATICA a fundamentacdo do raciocinio em todas as Areas do
conhecimento. Ela seria como uma ciéncia geral que conteria os pri-
meiros rudimentos da razdo humana, fazendo alargar sua acdo até fa-
zer brotar verdades em qualquer assunto.

Em grego, MATHEMA quer dizer aprendizagem. Ensinar MATEMA-

TICA deveria significar, entao, ensinar a aprender.

2 POR QUE UMA NOVA PROPOSTA DE MATEMATICA PARA 0 2° GRAU

O final de 1983 ficou marcado pela possibilidade conferida
as escolas do 292 grau do Estado de reformularem suas grades curricu
lares. Tal reformulacao deveria ser feita a partir de uma proposta
educacional da escola, formulada em consondncia com as diretrizes pa
ra a implantacao da Lei 7044/82, a qual retirava deste grau de ensi
no a obrigatoriedade da profissionalizacao.

As escolas tiveram autonomia para modificarem seus curricu
los de acordo com a necessidade e interesse de seus alunos e dispo-
nibilidade de seus professores, para adequarem o enfoque dado a es-
te ensino, tendo em vista a sua realidade. Esta autonomia traduziu-
-se na liberdade de opg¢ao pelas disciplinas da parte diversificada
e na distribuig¢do de carga horaria das diversas disciplinas entre si

e ao longo do 29 grau.



Estes fatos inviabilizaram a Proposta de Matematica, até en
tdo vigente, ndo s6 em relacdo ao numero de aulas destinadas a esta
disciplina, em cada série, como também em relagao ao direcionamento
do ensino a ser ministrado.

Assim, dentre as agOes concretizadas pela SE no sentido de
reorganizar a escola publica do 292 grau, tendo em vista a melhoria
de seu ensino, incluiu-se a elaboragao de uma nova Proposta Curricu
lar para as disciplinas que compoem esse grau de ensino e, em parti

cular, a de Matematica.

3 0 PROCESSO DE ELABORAGAQ DA NOVA PROPOSTA

O estabelecimento de diretrizes para o ensino de Matemati-
ca no 22 grau foi o primeiro passo dado, visando a concretizacao da
nova Proposta Curricular, num trabalho que teve como caracteristica
fundamental a participacdo do professor de Matematica neste proces-
SO.

A elaboracao dessas diretrizes resultou das discussoes efe
tuadas nos varios encontros realizados em 84 e dos quais participa-
ram professores representantes das varias regides do Estado, Equipe
Técnica de Matemadtica da CENP e professores do 32 grau.

O documento Diretrizes para o Ensino de Matematica no 29

grau - versdo preliminar foi divulgado para a rede, em abril/1985 e

discutido por uma amostra de professores em encontros efetuados em
nivel de DE, durante esse ano.

Nos encontros realizados em outubro/1985 na CENP, com a par
ticipacdo de um professor III de Matematica por DE, foram avaliados
os resultados dessas discussdes, examinadas as sugestOes feitas, bem
como, discutidas questdes relativas ao contelido e & metodologia.

Como resultado desse trabalho foi elaborado o documento

"QuestOes para orientar a reflexdo sobre o planejamento de ensino de

Matemdtica para o 22 grau - 1986", com a finalidade de socializar as

questOes tratadas nesses encontros e estender sua discussao ao maior

nimero possivel de professores de Matematica do 292 grau.
Considerando os relatorios enviados por algumas DEs sobre

as discussdes do referido documento, a Equipe Técnica de Matematica



€ seus assessores deram prosseguimento a tarefa de elaborar uma ver
sdo preliminar da Proposta Curricular de Matematica, que foi discu:
tida por parte dos professores de Matematica do 290 grau em julho de
1987.

A partir da analise que esses professores efetuaram, além
daquela feita por professores do 32 grau (UNICAMP, MACKENZIE, PUC),
a Equipe Técnica de Matematica da CENP elaborou esta versdo, onde al
guns assuntos foram ampliados, outros modificados e outros, ainda?
incluidos, como é o caso de Matemidtica Financeira e Pot@ncias e Ex-
poentes.

Este documgnto devera, a seguir, passar por um processo con

tinuo de analise e discussdo, para que possa ser implantado em 1990.

4 AS PREOCUPACGES METODOLOGICAS

A participacdo do aluno na elaboracado de seu conhecimento
é um dos pontos fundamentais da concepcao atual de aprendizagem. Es
ta participacdo deve porém ser orientada tendo em vista os concei -
tos a serem construidos, bem como as tarefas a serem realizadas pa-

ra que esta construcao se efetive.
Para tanto, a funcdo do professor deve ser a de orientador

da aprendizagem, isto &€, a de instigador de idéias, de orientador de
rumos, num trabalho com erros e acertos. Assim, a proposta de desen
volvimento de um tema, com os alunos, pode ter como ponto de parti-
da a colocacdo de um problema, a partir do qual se iniciara a dis -
cussi3o das idéias centrais do tema em questao, levando em conta os
objetivos que se quer atingir.

Por problema, entenda-se uma situacdo que desafie o aluno
a refletir, a levantar hipoteses, a procurar caminhos para solucio-
na-la, a buscar novas aplicacdes de conceitos e a aprofundar a com-
preensdao dos mesmos, a exercitar a criatividade, a generalizar pro-
priedades, a descobrir outras solucdes e a discuti-las, verificando
as condicdes para que elas sejam validas.

A discussdo do problema, o levantamento de hipOteses gque
conduzam a sua solucdo e a verificacao da vélidade (ou nao) destas

sdo ocasides muito propicias:



- a verbalizacao, pelo aluno, das observacoes feitas;

- ao desenvolvimento de uma logica de raciocinio para defe
sa de sua opiniao e avaliacao do ponto de vista apresentado por um
colega;

- a um trabalho construtivo com os erros, encarando-os co-
mo parte integrante da elaboracdo do saber matematico, o qual neces
sita passar por fases de ensaios e erros, por confrontagbes e por
justificacOes que levam a reformulagao do raciocinio e do processo
de resolugao feitos;

- 3 verificacdo da existéncia ou nao de outras solucoes.

E dentro deste contexto que se torna importante a utiliza-

cdo dos contra-exemplos, com a findalidade de melhor compreender "o

que é" pela contraposicdao com aquilo que "nao &€" e o que "vale" a
partir do que "nao vale", bem como a de evitar precocemente condi -
cionamentos automatizados na aplicacao de conceitos estudados.

Uma outra questdo a ser considerada € a importancia de se
propor ao aluno problemas abertos que, dependendo da interpretacao
ou da imposicao de determinadas condi¢Oes, poderao apresentar dife-
rehtes solucdes. Ainda mais, os problemas que ndo tém solucdo oumes
mo OS que apresentam mais de uma, contribuem para que ndo se insta-

le no estudante a crenca de que todo problema tem uma e uma sO solu

cao.
A discussdo do porqué desta ou daquela solugao, da possibi

lidade ou nao de solugdbes, leva a reflexdo sobre os dados e as con-
dicoes impostas pelo problema (necessarios a escolha dos procedimen
tos gque levem a soluciona-lo), bem como a compreensaoc da linguagem
em que estdo expressos e a uma certa desenvoltura na utilizacao da
mesma.

Através da discussao de uma situac¢do-problema, um dialogo
é instalado entre professor-aluno e aluno-aluno; & através dele que
se concretiza um processo de familiarizagdo com os entes e concei -
tos matematicos envolvidos e com suas representac¢oes, surgindo a ne
cessidade de uma linguagem que favore¢a a comunicacgao das observa -
goes feitas, a discussao dos processos de resolucao utilizados e os
resultados obtidos.

A linguagem utilizada na introducdo dos conceitos deve apro
ﬁimar—se, o mais possivel, da linguagem do aluno. Cada conceito pre
cisa ser interiorizado pelos estudantes antes de qualquer tentativa

de formalizacdo. Uma linguagem matematica precisa é o fim de um pro
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cesso de aprendizagem e ndo o inicio. Nesse processo, os proprios es
tudantes podem e devem elaborar algum "dialeto", numa tentativa de
se expressar, cabendo ao professor amplia-lo e aperfeigoa-lo, na bus
ca de uma linguagem matematica formal.

£ conveniente observar que acdo e linguagem apbiam-se mu -
tuamente. £ o suporte da acdo que impede que se construa, logo de
inicio, uma linguagem artificial e vazia. E no cortar um prisma de
sabdo, com a faca, em trés piramides, que a férmula V = %2&1{11 pas
sa a ter significado para o aluno.

Como no 19 grau, também no 22, O processo ensino-aprendiza
gem em Matemdtica ndao pode prescindir do concreto, embora "concreto"
nio deva ser confundido com "manipulavel". Ha niveis de concreto,
bem como niveis de abstracdo e o limite entre os dois é& difuso.

O que é abstrato numa fase pode ser concreto na seguinte:
um desenho, um grafico, que apresentam um grau de abstracao ao re -
presentarem uma situacdo real num momento da aprendizagem, podem vir
a ser o concreto em outro momento.

Na busca das concretizacdes, pode-se correr o risco, mui -
tas vezes, de artificializar aplicac¢des concretas, bem como de ten-
tar partir constantemente do concreto manipulavel. No entanto, & pre
ferivel que alguns conteldos se justifiquem simplesmente como supor
te para outros, do que buscar aplicac¢oes artificiais. Enquanto que
em Geometria, por exemplo, & fundamental um trabalho inicial com ob
jetos concretos, manipulaveis para, s6 posteriormente, estabelecer
relacdes métricas e geométricas entre seus elementos, em Trigonome-
tria, a concretizacdo do ciclo trigonométrico, por meio de um obje-
to manipulavel, seria um artificialismo.

Em alguns momentos dos cursos de funcido, probabilidade, tri
gonometria, logaritmo e exponencial, por exemplo, o uso de calcula-
doras se faz necessario. Libertando o aluno dos calculos (que sao
elementos secundarios em alguns exercicios), ele podera se preocu -
par com as propriedades dos conceitos em estudo.

Ao longo do 29 grau, devem-se aproveitar as oportunidades
para que seja efetuado um trabalho com expressoes algébricas, reso-
luciao de equacdes, sistemas, no sentido de aperfeicoar o traquejo al
gébrico do aluno e a habilidade na resolucao de problemas. Esta preo
cupacao deve estar sempre presente no espirito do professor, gquando
do planejamento das atividades a serem propostas para seus alunos.

Em resumo:



- A participacao do aluno deve ser garantida na elaboracio
de seu conhecimento.

- Os programas devem ser entendidos como veiculos, instru-
mentos de trabalho e nao fins em si mesmos.

- O programa deve ser significativo para o aluno.

- O tratamento significativo dos conteldos pressupde que se
devam levar em conta a realidade do aluno, suas aspiragOes, seu es-
tagio de desenvolvimento bioldgico, psicoldgico e intelectual.

- Tratar significativamente um contetido matematico signifi
ca dar énfase ao processo de construcdao de um conceito.

- Os problemas propostos devem servir inicialmente para ge
rar a construcao de conceitos, bem como, para posteriormente, sinte
tizar as idéias ja trabalhadas.

- O ensino de Matematica deve buscar as concretizagodes (sem
artificialismos), como também conduzir a passagem do imediatamente
sensivel para o abstrato.

- Um conteudo nao precisa ser necessariamente exaurido num
Unico periodo de tempo a ele destinado na programacdao. Sua retomada
deve garantir o aprofundamento, ampliacdao e aperfeicoamento das
idéias nele contidas.

- A aprendizagem em Matematica deve levar a um processo de
construcao de uma linguagem, e nunca a apresenta-la, ja de inicio,
na sua forma final, acabada, sintética e formalizada.

- O ensino de Matematica nao deve processar-se isoladamen-
te dentro do curriculo, uma vez que a maior parte dos problemas que

os alunos sado levados a resolver & de natureza interdisciplinar.

5 A ESCOLHA DOS CONTEUDOS NESTA PROPOSTA

Um problema enfrentado inicialmente foi a selecdo dos con-
tetdos a serem desenvolvidos ao longo do 292 grau. Esta se tornou uma
decisdo fundamental, considerando-se a diversidade do numero de au-
las destinadas a Matematica em cada escola e a necessidade de garan
tir um programa significativo seja para as escolas com 2 aulas sema
nais em cada série, seja para aquelas que tém 5 aulas.

Num programa significativo, os conteudos escolhidos devem
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ser aqueles que melhor contribuam para a formagdo geral do adoles -
cente, proporcionando oportunidades para o desenvolvimento da obser
vacao, descoberta de propriedades, para o estabelecimento de rela -
coes entre tais propriedades, para aquisicdo de uma linguagem, para
fazer generalizacdes, para projetar. Isto &, tratar significativa -
mente um conteiido, é dar énfase ao processo de construcao de um con
ceito, considerando as etapas pelas quais o aluno devera passar, a
fim de reconstrui-lo; com isso, deslocamos o uso dos resultados pron
tos para o processo de construgao deles.

Este trabalho contribui para que o aluno desenvolva sua ca
pacidade de resolver problemas, tanto na propria Matematica quanto
em sua vida.

Estamos considerando como conteudos significativos ao alu-
no, também aqueles que realimentam a propria Matematica e os que fa
vorecem a interdisciplinaridade. Enquanto a significancia destes es
ta vinculada & aquisicdo de uma desejavel visdo global dos proble -
mas, a significancia dos outros contribui para a continuidade de es
tudos.

Tendo em vista essas questdes, sugerimos que o aluno traba
lhe prioritariamente com os seguintes contetdos: Funcdes, Geometria,
Trigonometria, Analise Combinatéria, Probabilidade, Geometria Anali
tica, Matematica Financeira e Estatistica.

De modo geral, em MATEMATICA, o conteido a ser ensinado &
um veiculo para o desenvolvimento de uma série de idéias fundamen -
tais, convenientemente articuladas, tendo em vista as grandes metas
que s3o a instrumentac@o para a vida e o desenvolvimento do racioci
nio. Tanto as idéias fundamentais, como sdo, por exemplo, as de pro
porcionalidade, equivaléncia, semelhanga, como O raciocinio combina
tério ou mesmo os processos de generalizacdo tém, muitas vezes, CO-
mo suporte, mais de um assunto das listas de contetudos. No entanto,
tais idéias, raciocinios, ou processos & que sao fundamentais e nao
0os assuntos em si.

Por outro lado, um conte@ido ndo precisa ser necessariamen-
te exaurido num tnico periodo de tempo a ele destinado. Parte dele
podera ser desenvolvido num momento para atingir determinados obje-
tivos, podendo-se retoma-lo em outros niveis de abordagem, aprofun-
dando-o ou complementando-o, para atingir outros objetivos. E, por
exemplo, o caso de muitos conceitos de Geometria que sao retomados

quando do desenvolvimento de outros temas em Funcgdes, Trigonometria
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e Geometria Analitica.

5.1 Quadros 1 e 11

Tendo em vista a diversidade de numeros de aulas destina -
das a Matemdtica nas grades curriculares das escolas do 22 grau da
rede, sugere-se a seguinte distribuicao dos conteldos, considerando

as opcOes para 2 ou 4 aulas semanais.

QUADRO I

Opcdo de distribuicdo de contelidos para escolas com 2 ou 3 aulas
semanais ao longo das trés séries do 292 grau

la série 2a serie 3a seérie
- Funcgao - Analise Combinatdria |- Geometria
- Trigonometria no - Probabilidade - Geometria Analitica
triangulo ; — . :
ang - Geometria - Matematica Financel
- Poténcias e ra
expoentes

Tradicionalmente, as propostas das mais variadas programa-
¢des para o ensino de Matematica no 29 grau tém priorizado alguns
contetidos além desses. No entanto, as escolas que optaram por uma
grade curricular com 2 ou 3 aulas semanais nas trés séries, tendo em
vista a sua clientela, a comunidade na qual esta inserida e a dispo
nibilidade de recursos humanos, objetivaram, para seus alunos, uma
formacdo mais voltada para a irea de humanas. Nesse caso, © estudo
das variacdes exponenciais é mais Util como ferramenta para Cién -
cias Humanas do que Numeros Complexos, por exemplo.

Num curriculo com tal grade e, portanto, com tal opgdo, O
tema Poténcias e Expoentes, por exemplo, é fundamental, pois é com
essa ferramenta que o professor faz um trabalho de desmitificacao da
proporcionalidade, quando aborda crescimento populacional, juros com
postos, etc.

Assim, o professor de Matematica dessa escola podera desen
volver idéias fundamentais como proporcionalidade, ndo-proporciona-

lidade, equivaléncia e semelhanga, problemas de contagem, como tam-



bém poderd iniciar processos de generalizacio sem a preocupacao do
"detalhe do detalhe" e do aprofundamento axagerado, sem perder de
vista o que de essencial & necessirio para a formacio geral do jo -
vem neste nivel.

E preciso que, mesmo com duas aulas de Matemitica por sema
na, fique garantida a construcdo dessas idéias centrais, pelo alu -
no, o que efetivamente contribui para sua autonomia intelectual, en
fim, para sua formacdao. Os conteldos sugeridos nesse primeiro qua -
dro deverao servir de ferramentas para tal construcao.

E verdade que a formacio desejada para este aluno € tal que
ele adquira um certo grau de criticidade, participacao, criativida-
de e iniciativa.

Ndo & uma lista de conteilidos que garante tais dimensdes pa
ra esta formagao, mas sim, a forma como esses contetdos, ou outros,
serdo trabalhados. O que precisamos garantir, contudo, é a viabili-
zagdo de idéias fundamentais, através de conteiidos adequados.

O que deve ter de especial o tratamento dado a Geometria,
de modo que garanta "verdadeiramente" seu aprendizado, a iniciati -
va, criatividade e autonomia do aluno?

Algumas respostas a essa pergunta ja foram discutidas no
item anterior, outras, que constam do Quadro III, serdao apresenta -
das em consideragoes feitas na parte final desta Proposta.

Sugerimos, a segqguir, uma distribuicdo de conteddo para os

cursos com 4 ou 5 aulas/semana, ao longo dos trés anos do 29 grau.

QUADRO II
la série 22 sgérie 3a série

- Funcgao - Trigonometria da la - Geometria Analitica
- Trigonometria no volta - Matematica Financei

tridngulo - Analise combinatdria ra ou Estatistica
- Poténcias e - Probabilidade - Geometria

Shpoentes - Geometria - Rudimentos de Calcu
- Sistemas lineares lo

O aprofundamento dos conteudos propostos, bem como a intro
ducdo de novos contelidos dependerd sempre da disponibilidade e ne -

cessidade da clientela.
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5,2 Consideracoes sobre os conteudos

Nesta Proposta, alguns aspectos sdc considerados relevan-

tes no tratamento dos tdpicos: Fungdes, Trigonometria no triangulo

retangulo, Analise Combinatdria, Probabilidade, Geometria, Potén-

cias e Expoentes e Matematica Financeira.

0 enfoque metodoldgico sugerido procura operacionalizar as
Diretrizes, para o ensino de Matematica no 29 grau, ja explicitadas
neste documento.

Nio faz parte desta Proposta a operacionalizacao dos topi-
cos Estatistica, Trigonometria da 12 volta, Sistemas Lineares, Rudi
mentos de Calculo.

Uma orientacdo para o desenvolvimento de Sistemas Lineares
e Estatistica pode ser encontrada na publicacdo "Subsidios para Im-
plementacdo da Proposta Curricular de Matematica para o 22 grau"
(1980 e 1982) - volumes 1 e 2, respectivamente. _

Um trabalho com Segliéncias podera ser feito de acordo com
o que esta sugerido no volume 1 da publicacdo citada no paragrafo an
terior, caso o nimero de aulas permita e o interesse da clientela o
determine.

Quanto a Sistemas Lineares, seu estudo objetiva fornecer ao

aluno uma ferramenta eficaz para a resolucdo de problemas que, no 29
grau, guase sempre sao equacionados através de sistemas lineares
que, em geral, sdo, nc maximo, de 3 equacgbes e de 3 incognitas.

No Quadro II, esse conteiddo é proposto para a 12 série dos
curriculos com 4 ou 5 aulas/semana. No entanto, € um tema que deve
ser retomado ao longo das séries subseqgllentes, localmente, como fer
ramenta de resolucdo de problemas propostos para desenvolver outros
temas.

Nio acreditamos que no 29 grau se deva aprender como resol
ver ou mesmo como discutir Sistemas Lineares como um assunto fecha-
do em si mesmo. Aprender a resolvé-los deverd decorrer da necessida
de de solucionar alguma situacao-problema. E construtivo propor, por
tanto, inicialmente, aos alunos a resolucdo de sistemas, sem traba-
lhar previamente gqualquer tipo de técnica.

£ possivel que para sistemas lineares com até 3 equacdes e

3 incognitas, utilizando o que conhecem sobre o assunto, apresentem



um caminho para sua resolucgao. O excesso de mao-de-obra que esse tra
balho apresenta para o aluno &€ um bom ponto de partida para a intro
dugdo de alguma técnica que sistematize e simplifique seu processo
de resolucgao.

Assim, o que se pretende &€ que o aluno domine algum proces
so que lhe permita determinar as solucles de sistemas lineares, le-
vando em conta o conhecimento que ele acumulou sobre o assunto até
esse momento.

No 19 grau, o estudante inicia a aprendizagem deste topico
com sistemas lineares de 2 equagdes e 2 incognitas. As justificati-
vas dos processos de resolucao desses sistemas baseiam-se nos Prin-
cipios Aditivo e Multiplicativo da igualdade e na simultaneidade das
solucdes das equacdes que os constituem.

E levando em conta esses principios que propomos a resolu-
¢do de sistemas por meio de escalonamento (processo baseado na com-
binagdo linear das equacgdes do sistema).

O que é fazer combinagdes lineares de equacdes de um siste
ma, sendao aplicar, da maneira que mais nos convém, os principios Adi
tivo e Multiplicativo da igualdade para resolvé-lo?

Nao ha necessidade, portanto, de que o aluno passe por um
curso de Matrizes para posteriormente resolver sistemas lineares.
Por que um aluno do 29 grau deveria, entao, aprender Matrizes?

Talvez porque ele va precisar desse conhecimento em algum
curso do 39 grau como por exemplo Matematica, Fisica, Computacao,
Engenharia. Ora, nesse caso, "matrizes" deveria ser trabalhado co-
mo tema especifico desses cursos, mesmo porque a parcela de alunos
do 292 grau que se dirige a esses cursos € muito pequena em relacdo
ao numero de estudantes desse grau de ensino. Além disso, aprender
Matrizes no 32 grau, num curso especifico, seria mais significati-
vo para o aluno, uma vez que essa aprendizagem decorre da necessi-
dade de resolver alguma situagao, além de ser mais rapida.

Um outro tema que vem sendo tradicionalmente ensinado nas
escolas do 22 grau é Numeros Complexos. Os objetivos, que se tem

pretendido alcan¢ar com o ensino desse tema, tém variado muito pou

co:
- perceber porque aparece um novo conjunto de numeros;
- operar com numeros complexos na forma a + bi;
- representar nimeros complexos geométrica e trigonometricamen-
te.
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Tal argumentacdo é muito mais do matematico do que do edu-
cador.

Ainda nesse caso temos um estudo fechado em si mesmo. Quan
do muito, no 292 grau, esses nameros seriam utilizados na pesquisa de
raizes de Equagdes Algébricas.

Poderiamos até ir um pouco mais além, levantando outros ar-
gumentos para a inclusdo de Nimeros Complexos nas aulas de Matemati
ca do 292 grau:

- precisamos de numeros complexos para "resolver" circuitos elé-
tricos de correntes alternadas;

- nimeros complexos sdo empregados no estudo da curvatura da asa
de um aviao, etc.

Entendemos que nesses casos Os Numeros Complexos seriam tra
tados localmente na medida da necessidade.

Entdo, quais seriam as idéias, os procedimentos ou Os pro-
cessos fundamentais que o professor de Matematica deveria trabalhar
no 22 grau e cujos desenvolvimentos s3o obtidos mais significativa-
mente através do conteiido Nimeros Complexos? A idéia de proporciona
lidade ou a nao-proporcionalidade? A contagem e o desenvolvimento do
raciocinio combinatério? Processos de generalizacdo? Construcao de
uma linguagem formal?

Na verdade, ha outros contelildos, que ndo Numeros Complexos
mais adequados e significativos para o que se pretende com O ensino
de Matematica no 29 grau. A Geometria, por exemplo, se presta, mui-
to mais adequadamente, ao desenvolvimento de processos de generali-
zacdo do que numeros complexos. Parece que esta mais ao alcance do
aluno, dessa faixa etdria, uma "axiomatica geométrica” do que uma
"axiomatica algébrica". O nivel de abstracdo exigido para a forma -
¢do de um corpo de postulados e teoremas, mesmo que locais, dentro
da Geometria, & menos complexo do que aquele exigido para a caracte
rizacdao dos Numeros Complexos.

Em outras palavras, o entendimento dos axiomas que envol -
vem ponto, reta e plano s3o mais facilmente assimilados, pois exis-
te uma riqueza de exemplos concretos que podemos associar a eles
(axiomas) , ao contrario da axiomatizacdo algébrica.

E o que dizer do ensino de Polindmios e Equacodoes Algébri -
cas?

0 argumento que considera esses conteudos como ferramentas

para resolver problemas nao & valido no ensino do 29 grau, pois, nes

- 19 -



se grau, raras sdo as situacles em que precisamos resolver equacdes
de grau maior ou igual a 3.

A sugestdo & que ndo se faca no 22 grau um semestre de es-
tudo sobre polindmios e equagdes algébricas, mas que eles sejam tra
tados a medida que haja necessidade e sempre gue possivel recorren-
do & fatoracdo e a casos ja conhecidos.

Do ponto de vista da formacdo do individuo nesse grau de en
sino, ndo ha porque trabalhar equacdes de 49, 59, 69 graus, sb para
determinar suas raizes, se elas nio traduzem uma situagdo-problema
que tenha, nesta altura, algum significado para o estudante.

E claro que existe, por parte do aluno, uma certa curiosi-
dade em torno das raizes de uma equacdo algébrica de grau maior que
2. Afinal de contas, ja que existe um "jeitdo" de resolver equacdes
do 19 grau, uma fOrmula para resolver equacdes do 29 grau, como fi-=
ca a resolucdao de uma equacdo do 32 ou 42 grau? Hi fdérmula?

Al é que um pouco de histdéria resolve o problema. Nada im-
pede que se conte e mostre um pouco das aventuras de "Cardanos" e
"Tartaglias" dentro deste tema, no século do descobrimento do Bra-
sil.

Outro tema bastante polémico & Cdlculo no 22 grau. Conside
ramos que um curso de Calculo deve decorrer do estudo feito com fun
¢Oes, passar pelas questdes que envolvem taxa de variacio de grande
zas e encaminhar prioritariamente para a resolucdo de problemas pra
ticos que envolvem maximos e minimos. Os conceitos de limite e de
derivada, porém, serdo trabalhados intuitivamente.

Quanto as questdes a serem tratadas em Trigonometria, con-
sideramos que, em nivel do 29 grau, as idéias que tém maior signifi
cado na formacdo de nosso aluno sdo aquelas que fundamentam as rela
¢oes entre medidas de lados e angulos agudos de um tridngulo retan-
gulo, bem como sua "extensao" para a 12 volta, no ciclo trigonomé -
trico.

Nessa "extensao", na verdade, esta embutida uma dificulda-
de que consta em associar a cada numero real um ponto da circunfe -
réncia do ciclo e, sem seguida, associar a cada ponto da circunfe -
réncia a medida de um determinado segmento, em fungdo do raio da mes
ma que € tomado como unidade de medida de comprimento (é como se es
tivéssemos estabelecendo um sistema de coordenadas sobre uma circun
feréncia). Essa dificuldade fica muito exacerbada quando o ensino de

trigonometria da 12 volta enfatiza a questdo da medida dos angulos
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e arcos que fatalmente estdo associados aos pontos do ciclo. Pode -
mos fazer a Trigonometria da 12 volta sem sequer falar em graus ou
radianos.

Consideramos que o estudo das funcgdes trigonométricas no
circulo e suas propriedades deva ser feito no 392 grau, em cursos es
pecificos que delas necessitam, quando os conceitos de fung¢ao, con-
tinuidade, periodicidade estiverem mais amadurecidos em nossos alu-
nos.

O ensino de Seqfiéncias, tradicionalmente, tem sido feito de
maneira isolada, fechado em si mesmo, quase como um exercicio acadé
mico. Por outro lado, nos perguntamos: o que tem levado os professo
res a ensinar seqliéncias no 292 grau? O fato de ser um assunto facil
de aprender? £ um assunto que pode ser ensinado de forma mecanica
com alguma facildiade? O aluno precisa de treino algébrico?

Para desenvolver tudo isso, poderiamos escolher outros con
tetdos, que ndo Seqliéncias. Caso as condigdes da clientela e tempo
sejam favoradveis, o estudo de Seqfiéncias pode ser proveitoso e moti
vador, desde que a ele n3do se dedique um longo tempo e que seja mo-
tivado por algum tipo de situacdo e integrado com outros assuntos,
como, por exemplo, fungdes do 12 grau, exponencial, juros compostos,

geometria métrica, trigonometria.

6 OBSERVACOES FINAIS

Evidentemente, esta Proposta ndo tem a intencao de ser um
livro. Ela deve ter o papel de subsidiar o professor, que ainda te-
rd o trabalho de complementa-la, preenchendo as lacunas, apartir de
sua propria experiéncia didatico-pedagdgica.

Desta Proposta constam sugestOes para o tratamento de al-
guns conteidos. O que se teve em vista ao operacionalizar tais te-
mas foi a proposicdo de uma nova abordagem para os mesmos, aborda -
gem esta que deve assegurar as questOes anteriormente colocadas, bem
como a criacdo de um ambiente de maior comunicacao em sala de aula,
a qual permitirad maior participacdo do aluno na elaboracdao de seu

conhecimento.



7__QUADRO III

7.1 Funcoes

1 - Familianizacao com 0
conceito de funcao.

11 - Uma primeira sistema
tizacao do concelto
de guncao.

111 - Estudo das funcoes:
constante,do 1¢ grau
e do 29 grau.

1V - Graficos de outnos
tipos de funcoes.

=lEsl

Primeiras nocoes de funcao.

Graficos e representacgdes por conjun =

tos.

Definicao de funcao.

Estudo grafico da variacdo de uma fun-

cao.

Classificagdo: fungoOes constantes do

le e 29 graus.

Estudo das funcoes constantes.
Estudo das func¢des do 19 grau.
Estudo das fun¢des do 292 grau.

Convencdes utilizadas nas aplicacdes

de funcgao.

Maximos e minimos.




CONTEUDO/OBJETIVO OBSERVACOES/SUGESTOES

1. FAMILTARIZACAO
COM 0 CONCEITO DE

FUNCAQ
A. Primeinas nocoes As primeiras nogdes de fungbes s@o intro
de funcoes duzidas a partir de situa¢des que tém significado

Objetivo: Expres- |para o aluno, significado esse que pode ter sua
san a dependencia |compreensao facilitada por meios visuais.

de uma variavel em Vejamos um exemplo.

nelacao a outra.
Construin tabelas.

Exemplo 1

No quadrado ABCD, com lados de 5 cm, O
ponto P se movimenta sobre o lado BC, sem atingir
suas extremidades. Considere entdo umretangulo mo
vel QPCD. Sua area y (em cm2?) depende de x, medi-

da de PC (em cm).

A B A B A B
Q p
P
Q X
Q P *
}x
D ¢ D c o c

a) Atribuindo a x os valores 1, 2, 3ed,
quais sdo os correspondentes valores
de y? Faca uma tabela com esses valo-
res de Xx e Y.

b) Qual é a expressadao que da y a partir

de x?

Nesse exemplo, o aluno (vendo que para
x=2 a 4rea & 5x 2, que para x=3 & 5x 3, etc.) &
solicitado a fazer uma generalizacao. Para isso,
o mesmo tipo de cadlculo feito numericamente deve

agora ser indicado por variaveis: y = 5X.

= f5a




Daremos a sequir outras situacdes como a
do exemplo 1. Elas sdo situacdes dindmicas e apre
sentam duas variaveis com significados "palpaveis"
para o aluno. Por isso, ele facilmente percebe que
existe uma dependéncia entre as variaveis, sendo
solicitado a expressid-la algebricamente. Relacio-
nar duas variaveis é uma acdo de grande importan-
cia e, além disso, na busca dessa relacio, grada-
tivamente vdo sendo reunidos os fundamentos gque,
adiante, dardo substdncia a definicdo de funcio.

Exemplo 2

Aqui mencionaremos algumas variacoes do
exemplo 1. Naquela situacdo as mesmas perguntas po
dem ser feitas quando:

a) y indica o perimetro do retdngulo (em

vez da area);

b) x indica a medida de BP (em vez da me

dida de PC);

c) y indica a area do trapézio APCD (em

vez da area do retangulo).

Exemplo 3

A figura indica um quadrado ABCD, com la
dos de 10 cm. Nos quatro cantos ha quadrados
iguais (que ndo tém pontos comuns), que tém um ta
manho variavel; seus lados medem X cm. Sendo Yy a
area (em cm2) da cruz assinalada na figura, res-
ponda as mésmas perguntas do exemplo 1. (Observe
que se podé responder primeiro a pergunta b, para
utilizar essa resposta na construcdo da tabela do

item a.)

A B A B A B
T T r
{ m T A e 1 L
i |:. |.,: | '.1: -.i-l
7 | L g LU Ll ]
R 1T ERE BT |
ljnfL Ldiillis il

Dx c DX cC by C
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Exemplo 4

As mesmas perguntas do exemplo 1 podem
ser feitas na seguinte situacdo: uma pessoa viaja
a 80 km/h, durante x horas, percorrendo y quildme

tros.

Exemplo 5

As mesmas perguntas do exemplo 1 podem
ser feitas para um quadrado variavel que:
a) tem perimetro de x cm e area de y cm?;

b) tem area de x cm? e perimetro dey cm.

Exemplo 6

A figura indica um quadrado com lados de
10 cm. Em dois cantos .opostos desenham-se dois qua
drados iguais (que nd3o tém pontos comuns) gque tém
um tamanho variavel: seus lados medem x cm. Sendo
y a area (em cm?) do poligono assinalado, respon-

da as perguntas do exemplo 1.

NN
N N\
\Q§§g$\ N
o \
— e
x x x

A linguagem utilizada pode ser bem sim -
plificada. 'No entanto, no processo de aprendiza -
gem, & fundamental o aluno ler e interpretar, tan
to a teoria quanto o enunciado dos problemas. As-
sim, muitos dos exemplos que apresentaremos des -
crevem situacgdes e seus enunciados ndo sdo padro-
nizados, nem curtos. Quanto as nomenclaturas espe
cificas de funcgdes, elas podem ser introduzidas
gradativamente. No estudo das situagOes menciona-
das nos exemplos anteriores, certamente surgirao

momentos adequados para denominarmos de dominio o



B. Graficos e nrepnre-
sentacoes por con
juntos
Objetivo: Entenden
as diversas hephe-
sentacoes gragicas
de uma funcao

conjunto de todos os valores de x para o0s quais a
situacdo descrita é possivel (mantendo seu signi-
ficado); e de conjunto-imagem o dos corresponden-

tes valores de y.

Exemplo 7

Nos exemplos anteriores, encontrar o do-
minio e o conjunto-imagem relativos a cada situa-
cao.

Observe que o dominio, o conjunto-imagem
e a lei de associacao, que exprime y a partir de
x, sao obtidos pelo aluno de acordo com a situa -

¢dao mencionada.

Estudaremos os seguintes elementos rela-
tivos as funcodes: tabelas, graficos cartesianos,
representacdoes por conjuntos (esquemas de flechas
ou sagitais) e leis de associacdo. Estudaremos ain

da as suas inter-relacoes.

Exemplo 8

Um jogo chamado War pode ter de 3 a6 par
ticipantes. Um deles & sorteado para distribuir 42
cartas (ou 42 territdrios). Ele da uma carta para
si proprio e, a seqguir, uma para cada jogador, no
sentido horario, até a ultima carta. O numero y de
jogadores prejudicados (que saem inferiorizados
quanto ao nimero de territérios) & funcao (depen-
de) do numero X de participantes. Faca:

a) a representacao por conjuntos (esque-

ma de flechas) dessa funcao;

b) o grafico dessa funcao.

Exemplo 9

Num fliperama cada ficha custa Cz$ 5,40,
mas comprando-se 3 fichas de uma s6 vez, paga-se
cz$ 12,00 por elas. Por isso, quando se compra X
fichas de uma sb6 vez, o precgo médio y pago por fi

cha & uma funcdo de X.
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I1. UMA PRIMEIRA SIS-
TEMATIZACAO DO
CONCEITO DE FUNCAO

A. Deginicdo de funcao
Objetivo: Estabele
cen o concelto de
funcao

Como exemplo, vamos calcular o valor de y
quando x =4. O preco de 4 fichas & 12,00 + 5,40 =
= 17,40. O precomédio por fichaé 17,40 : 4 = 4,35.
Entdo, quando x = 4, tem-se y = 4,35.

a) Faca o esquema por flechas da funcao,

supondo que seu dominio seja o conjun
to dos numeros naturais de 1 a 10.

b) Faca o grafico cartesiano correspon -

dente a esse esquema.

c) Explique em poucas palavras por que O

preco médio por ficha sempre é infe -
rior a Cz$ 4,26, guando se compra mais

de 10 fichas de uma s6 vez.

Exemplo 10
Nos exemplos de 1 a 6, a partir dos pon-
tos obtidos na tabela, construir os graficos de y

em funcao de x.

No exemplo 10, a idéia é construir os gra
ficos ligando convenientemente os pontos forneci-
dos pela tabela e, quando necessario, atribuir ain

da outros valores a X.

Na construcdo de graficos é bom alertar
o aluno para o respeito a escala escolhida. Mar-
cando os pontos sem atentar para essa escala, &
evidente que os graficos saem distorcidos; o que
deveria ser uma reta acaba ganhando uma curvatu -

ra; parabolas viram retas; etc.

Nos exemplos anteriores, encontramos do-
minios, conjuntos-imagem e leis de associacao. Es
ses exemplos podem ser generalizados por meio de
um novo conceito: a funcao de A em B.

Esse conceito &, no entanto, mais abstra
to que cada um dos exemplos vistos. Um modo de de
fini-la é como sendo qualquer associacado entre os

elementos dos conjuntos A e B de modo que a cada

we 9T,



elemento de A corresponda um unico elemento de B.

Depois da definicao, podemos dar mais um
passo no aprimoramento da nomenclatura e simbolo-
gia utilizadas, passando a usar termos como "a ima
gem de 3", que & indicada por f(3).

Exemplo 11

Nos exemplos de 1 a 6, seja £ a funcao
que a x associa o correspondente valor de y. Obte
nha £(2), mencionando qual & seu significado con-
creto em cada situnacdo (no exemplo 1, f(2) indica
a area do retadngulo QPCD em cm?, quando PC mede 2

cm) .

No estudo das funcdes, muitas dificulda-
des do aluno devem-se a falta de conhecimentos na
decodificacdo dos simbolos utilizados. Observe que
a situacdo do exemplo 1, bastante simples, é re -
tratada pela funcdo assim denotada:

f: {x e R|0< x< 5} > {y e R|0< y < 25} dada por
f(x) = 5x

Insistimos, pois, que as nomenclaturas e
simbologias sejam feitas, gradativamente, ao lon-
go do processo, e que o professor esteja atento
para as dificuldades do aluno no que se refere a
esta questao.

Cabe comentar aqui a questao da revisdo
de conceitos estudados no 19 grau, como, por exem
plo, a resolucao de equagdes do 12 e 292 graus. Es
sa revisao pode ser integrada ao curso de fungoes,
sem necessidade de interrompé-lo, como nos mostram

os exemplos a seguir.

Exemplo 12

No exemplo 1, responda:
a) Qual é o valor de £(2)?
b) Qual é a area do retangulo quando x = 4?
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c) Para que valor de x a area do retangu
lo é 7,5 cm2?

d) Para que valor de x se tem f(x) =187

Exemplo 13

Nos exemplos de 2 a 6, podem ser feitas
perguntas analogas as do exemplo 12.

Exemplo 14

Uma funcao de dominio R & dada por f(x) =
= 3x + 7.
a) Calcule f(8).
b) Encontre os valores de X tais que
£(x) = 1.

Exemplo 15

As mesmas solicitacOes do exemplo ante -

rior podem ser feitas para funcdes dadas por
5x - 80

= , neste al

f(x) = x2-6x+6 ou por f(x) =

timo caso com dominio R*.

Exemplo 16

Numa escola particular os alunos pagam
Cz$ 1200,00 por més. Quando um pai tem mais de um
filho na escola, existe um desconto; cada filho a
mais na escola da um desconto de Cz$ 50,00, tanto
na sua mensalidade como na de seus irmdos (sendo
2 filhos, cada um paga Cz$ 1150; sendo 3, cada um
paga Cz$ 1100; etc.).

Considere a funcao f que, ao numero x de
filhos, associa o valor que o pai gasta com a so-
ma das mensalidades.

a) Calcule f(5).

b) Escreva a lei de associacao de f.

c) Para que valores de x se tem f(x) =

7500? O que isso significa no contex-
to do problema?

d) As mensalidades de algum pai podem ser

de exatamente Cz$ 6000,007
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B. Estudo gragico da

vauacao de uma
guncao

Objetivo: Reconhe-
cen gragicamente
intervalos em que
uma funcdo e cres-
cente (decrescen -
te). Reconhecen
pontos de maximo
(minimo), nelati-
vos e absolutos.

Mesmo num estagio inicial, em que os gra
ficos sdo construidos "ponto a ponto", & muito im
portante a interpretacao grafica (o que signifi -
cam as subidas do grafico? as descidas?). Esse es
tudo pode ser evidenciado em algumas situagdes con
cretas: no exemplo 1, pelo proprio movimento da fi
gura, pode-se perceber que a funcao & crescente;
no exemplo 3, que & decrescente.

Quando encontramos uma fungdao que é cres
cente em certos trechos e decrescente em outros,
temos uma oportunidade para rever (ou introduzir)
rapidamente a simbologia dos intervalos, bem como
seu significado quanto a situacao retratada por es
sa funcao.

Cada situacao reflete-se no seu grafico,
mas a interpretacao pode ocorrer no sentido con -
trario: a analise do grafico nos traz conhecimen-
tos da situacao.

0 estudo grafico também pode ser feito
a lei de as-

Nesse caso,

com fungoes abstratas.
sociacdao e o dominio da funcao sao dados (inques-

tionaveis) do exercicio.

Exemplo 17
Nos exemplos de 1 a 6, verificar (pelavi

sualizacao dos movimentos, pelas tabelas ou pelos

graficos) se as fungdoes sao crescentes ou decres-
centes.

Exemplo 18

Uma funcao f de dominio R & dada por
f(x) = x2 - 4 x,

a) Faca uma tabela e, a partir da mesma,
um esbogo do grafico de f.

b) Com o esbogo, responda: em que inter-
valo f & crescente (decrescente)? Exis
tem pontos de maximo (minimo)?

c) No grafico, onde se vé a representa -

cao de f(1)?

w B =
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IT1. ESTUDO DAS FUN-
CUES: CONSTAN -
TES DO 12 ¢ 2C
GRAUS

A. Classifdicacao:
funcoes constan -
tes do 19 e 2¢
graus

d) Graficamente, como podem ser obtidos
0s valores de x tais que f(x) = 5?

e) No grafico, quantos pontos tém a orde
nada - 57

f) Qual é o conjunto-imagem de f?

Exemplo 19

No exemplo 16, o professor pode pedir a
cada aluno que calcule o valor de y no caso em que
X € o numero do prdprio aluno e, depois, organi-
zar uma tabela e construir o esboco do grafico: ha
um 12 trecho em que f & crescente e outro em que
é decrescente.

a) Qual & o conjunto de valores de x que

pertencem ao 19 trecho? E ao outro?

b) No contexto do problema, qual é o sig
nificado do 19 trecho? E do outro?

c) Dentre os possiveis pagamentos dos
pais existe um que & maximo. De quan-
to é esse pagamento? Quantos filhos
tem esse pai na escola?

d) Supondo que o regulamento dos descon-
tos também seja valido para pais com
um numero fabuloso de filhos, o que
significa o trecho do grafico de £ que
é posterior ao ponto em que ele inter

cepta o eixo dos x?

Quando a lei de associagdo é dada no exer
cicio, a classificacdo em questao é imediata (exem
plo: classifique a fungao dada por y = 3x + 5).
Torna-se interessante, no entanto, quando classi-

ficamos funcdOes que retratam situacgodes.

— ] =



Objetivo: Reconhe
cen, pela ZLed de
ass0eidcao, se uma
funcao e constan-
te do 12 grau, do
20 ghau ouse e de
outho tipo.

Estudo das funcoes
constantes
Objetivo: Reconhe
cer uma funcao
constante; cons -
tuin seu gragico
e utiliza-La como
Anstrumento de ana
Lise de situacoes.

Estudo das funcoes
do 190 grau. Gragi-
co da funcao do 19
ghau.

Objetivo: Entenden
por que 04 grafi -
cos de funcao do 19
grau sao retos.
Construwin gragicos

de funcoes do 19

Exemplo 20

Nos exemplos de 1 a 6, incluindo-se ain-
da a variante do exemplo 3 em que y indica o peri
metro da cruz (em vez da sua area), classificar as
funcbes em: constantes,do 12 grau, do 22 grau ou

"de outro tipo".

Exemplo 21
No exemplo 3, fazer o grafico do perime-

tro da cruz em funcao de Xx.

Exemplo 22

Um automdvel foi abandonado, em estado la
mentavel, no acostamento de uma estrada, no km 20
(e 1a vai ficar).

a) Faca o grafico da posicdo do automd -
vel em funcao do tempo.

b) Faca o grafico da velocidade do auto-

mével em funcdo do tempo.

Exemplo 23

Faca o grafico de y

2, no caso em dgue
o dominio da funcdo é:
a) R
b) R+
c) {xERlléxS-ﬁ}
do

ax + b estio alinhados (numa mesma

A explicacgdo de que "todos os pontos

grafico de y
reta)" pode ser dada de modo relativamente sim-
ples, sem constituir propriamente uma demonstra -
cdo, mas sendo Gtil & compreensao do aluno.

O primeiro passo & considerar diversas ta
belas em que os valores de X estdao igualmente es-
pacados (em PA), como por exemplo, 1, 2,3 e 4. Em
estado

algumas dessas tabelas, ©s valores de y

igualmente espacgados (como, por exemplo, 5, 7, 9

- 32 -
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grau, Utlizan es
4e4 ghaficos como
Anstrumento de ana
Lise.

e 11), em outras ndo (como, por exemplo, 3, 5, 9
e 12). Quando fazemos os graficos correspondentes
a essas tabelas, ndo é dificil constatar que (es-
tando igualmente espacados os valores de x), se os
valores de y estiverem igualmente espacados, os
pontos estdo alinhados; e que se os valores de Yy
ndao estiverem igualmente espacados, nao ocorre o
alinhamento.

Exemplo 24
Quais das tabelas a seguir determinam 4
pontos que estao alinhados? (Tente responder sem

marcar os pontos no grafico.)

X vy X y X y b'e Yy

1 3 1 1 1 2 1 10

2 5 2 4 2 5 2

3 7 3 9 3 9 3

4 9 4 16 4 10 4
Exemplo 25

Ligando em linha reta cada ponto obtido
da tabela abaixo com o seguinte, em que trecho do
grafico a declividade é maior? (Tente responder

sem marcar os pontos no grafico.)

X ¥
1 1
2 4
3 9
4 |10

O segundo passo & considerar uma lei de
associacdo como y = 5x. Atribuindo a x os valores
1, 2, 3 e 4 (que estdo igualmente espacados), é fa
cil ver que para y sao obtidos valores consecuti-

vos "da tabuada do 5", logo igualmente espacadds
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(de 5 em 5). Esses pontos, portanto, estdo alinha
dos numa reta (que & o grafico de y = 5x, com do-
minio R).

O terceiro passo & comparar as tabelas de
y = 5x e y = 5x + 2, por exemplo. Considerando que
nessas tabelas os valores atribuidos a x sejam 1,
2, 3 e 4, ja sabemos que, na primeira tabela, os
valores de y estao espacgados de 5 em 5. Entdo,
acrescentando-se 2 a cada um desses valores de y,
na segunda tabela, os valores de y também estarao
espacados de 5 em 5. Os pontos obtidos, portanto,
da segunda tabela estdo alinhados numa reta (que
& o grafico de y = 5x + 2, com dominio R).

O proximo passo é considerar outros exem
plos de leis de associacao do tipo Y = ax + b, co
moy =23x -1ouy=-7x + 40, para se perceber
que é valida a seguinte generalizagdo: quaisquer
que sejam a e b, atribuindo a x os valores 1, 2,
3 e 4 (que estao igualmente espagados), Os corres
pondentes valores de y (obtidos por y = ax +b) es
tdo igualmente espacados. Esses pontos, portanto,
estdo alinhados.

Finalmente, nas tabelas consideradas, po
dem ser feitas extrapolacdes (atribuindo a x valo
res como 5, 6, 7, etc.) ou interpolacgodes (3,2;
3,4; 3,6; 3,8) observando-se que, sempre dque OS
valores de X estiverem igualmente espacados, OS
correspondentes valores de y ficarao igualmente es
pacados, ocorrendo entdao o alinhamento dos pontos
em gquestao.

Com essa explicagao, chega-se a uma con-
clusio tedrica muito importante: graficos de fun-
cdes do 19 grau sempre sao retas (quando o domi -
nio & R). Conhecido esse resultado, ao construir-
mos graficos de fungdes do 19 grau, ndo precisa -
mos mais atribuir inlimeros valores a x. Basta atri
buir dois valores (distintos, & claro) a x, calcu
lar os valores de y e marcar esses pontos no gra-

fico: a reta determinada pelos dois pontos & ogra
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fico em questao.

Cabe mencionar ainda que a explicacao an
terior destaca o significado grafico da declivida
de (inclinagao ou coeficiente angular) da reta.
Por exemplo, o grafico de y = 5x + 2, enquanto
avan¢a 1 unidade para a direita, sobe 5 unidades.
Ja o grafico de y = 3x + 11, enquanto avanca 1 uni
dade para a direita, sobe apenas 3 unidades. Por-
tanto, a primeira dessas retas tem maior inclina-

¢do que a segunda.

Exemplo 26
Nos exemplos 1, 2 e 4, depois de encon -
trar as leis de associacao, faga os graficos de y

em funcao de x.

Exemplo 27

Uma caixa com capacidade de 1 000 £ con -
tinha 100 £ de agua quando foi aberta uma tornei-
ra. Ela langa no tanque 50{ de agua por minuto.

Faga o grafico do volume de agua contido
no tanque, em funcao do tempo, desde o instante em
que a torneira foi aberta até o enchimento do tan

que.

Exemplo 28

Um carro vai do km 60 de uma estrada ate
o km 660, andando constantemente a 30 km/h. Faca
o grafico da:

a) posicao do carro em funcao do tempo;

b) velocidade do carro em funcao do tem-

po.

Exemplo 29
Faca o grafico de y = 3x + 2, com domi -

nio R.



Funcoes do 19 grau
crescentes e decnes-
centes.

Objetivo: Entenden
porque uma funcao da-
da por y = ax + b ¢
crhescente quande a>
e decrescente quando

a <0.

Mesmo sem demonstrar que toda reta nao
vertical do plano cartesiano é dada por uma lei do
tipo y = ax + b, podemos mencionar a validade des
ta proposicdo e utiliza-la na resolucdo de exerci
cios em que sdao dadas retas do plano cartesiano,
sendo pedidas as leis de associacdo corresponden -
tes. Um modo de resolver esse tipo de exercicio é
considerar que a lei @ do tipo Y = ax + b e fazer
as substituicdes correspondentes a dois pontos dis
tintos da reta. Recai-se entdo em um sistema de 2

equacdes nas incognitas a e b.

Exemplo 30

Dé a lei de associacao da funcao que tem

como grafico a reta indicada abaixo.

b 4

A

LI L
—

Esta explicacdo também pode ser dada de
modo relativamente simples, semconstituir propria
mente uma demonstracdo, mas sendo GUtil a compreen
sao do aluno.

Podemos considerar inicialmente a fungao
dada por vy = 4 + 7x. Nela é facil perceber que
quanto maior for o valor atribuido a x, maior é o
correspondente valor de y. Por isso, essa funcao
& crescente. Pode-se perceber ainda que & valida
a seguinte generalizacao: toda funcao dada por
Y = ax + b, com a > 0, & crescente.

Da mesma forma, na funcdo dada por y =

= 30 - 2x, é facil perceber que, quanto maior for
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Equacoes e inequacoes
do 1¢ grau.

Objetivo: Resolven
equacoes e inequacoes
do 1¢ gnrau.

o0 valor de x, maior & o valor a ser subtraido de
30, e, portanto, menor & o valor de y. Por isso,
essa funcao & decrescente. Pode-se perceber ainda
que é valida a seguinte generalizacio: toda fun -
¢do dada por y = ax + b, com a < 0 & decrescente.

Cabe observar ainda que qualquer funcdo
dada por y = ax + b, com a = 0, & constante.

Exemplo 31

Nos exemplos 1, 2, 4, 27 e 28, verifique
se a funcdo & crescente, decrescente ou constan -
te, a partir:

a) do contexto mencionado;

b) da lei de associacio;

c) do grafico.

Os exemplos 12 a 16 envolvemequacdes, al
gumas do 19 grau. Com pequenas modificagdes pode-

rao envolver inequacdes do 19 grau.

Exemplo 32

a) Na situacdo do exemplo 1, para que va
lores de x a area do retangulo é maior
que 7,5 cm?2?

b) Fazer perguntas analogas a anterior
nos exemplos 2 a 4, particularmente no
exemplo 2b, pois, nesse caso, para que
a area do retangulo seja maior que
7,5 cm?, x deve ser menor que 3,5 (de
vendo também ser positivo).

Exemplo 33

Resolva as inequacOes e, depois, teste al
guns dos valores obtidos, verificando que eles sa
tisfazem a inequacao.

e) -3 - x <0

f) -3x < 0

g) -3x + 22<-2x - 8
h) -3x + 22< 2x - 8

a) 2x - 8 >
b) 2x + 8 >
c)-2x + 8 >
d)-2x - 8 >

o O o o
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D. Estudo das funcoes

do 29 grau. Gragi
co da funcao do
2¢ ghau,
Objetivo: Cons -
twin ghagicos de
funcoes do 29 grau,
utilizando-o0s co-
mo Anstrumento de
analise de situa-
coes.

Equacoes e 4Lnequa-
coes do 29 grau.
Objetivo: Interpre
tarn o ghafico de
uma funcao do 29

grau.

Podemos partir de alguns exemplos, como
y = X2 e y = =x2, Atribuindo a x valores como -3,
-2, -1, 0, 1, 2 e 3, fazemos uma tabela.

E bom observar que muitos alunos, ao pre-
encherem essas tabelas, erram nos sinais dos valo
res de y, podendo-se entdo fazer uma rapida revi-
sdo de algumas convengOes utilizadas na potencia-
cao.

Numa primeira leitura das tabelas podemos
notar que, embora os valores de x estejam igual -
mente espacados, o mesmo nao acontece com os valo
res de y. Portanto esses graficos nao sao retas.
Construindo esses dois graficos, podemos mencio -
nar que sdo parabolas, destacando algumas de suas
caracteristicas, principalmente quanto ao eixo de
simetria vertical. Depois, com novos exemplos de
fungdes dadas por y = ax? + bx + ¢, com a # 0, po
demos afirmar (sem demonstrar) que o grafico de
qualquer funcdao desse tipo & uma parabola com ei-
xo de simetria vertical; que a concavidade €& vol-
tada para cima quando a > 0, e para baixo quando

a < 0.

Exemplo 34

Nos exemplos 3, 5a, 6 e 16, faca um esbo

co do grafico de y em funcao de x.

Exemplo 35
Faca um esbogo do grafico de y=x2 -2x -

- 8, com dominio R.

Com essa interpretacao, o aluno deve, pri
meiro, reconhecer que as raizes da fungao do 29
grau obtidas pela formula de Baskara sdo as abs-
cissas dos pontos onde a parabola intercepta o ei
xo dos x; segundo, resolver graficamente inequa -

¢oes do 292 grau.
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omo Exemplo 36
=35 No exemplo 6, para que valores de X a
area do poligono é:
re-= a) 28 cm??
ilo b) maior que 28 cm2?
ri- c) menor que 17 cm?2?
a=-
Exemplo 37
oS No exemplo 16, um pai gasta mais de Cz$
- 6000,00 com as mensalidades. Quantos filhos ele po
1o de ter na escola?
S.
- Exemplo 38
as Resolva a inequacdo e, depois, teste al-
le guns dos valores obtidos:
le a) x2 - 7x + 10 <
0 b)=-x2 + 5x - 6 =
le c) x2 + 7 > 5x
i d)3x2 + 15x + 13 > 4x2 + 5x + 38
lo Exemplo 39
Neste exemplo vamos encontrar fungoes
constantes do 19 grau, do 292 grau e de outros ti-
pos. Por isso, ele pode ser proposto para se fa -
e zer uma sintese desses topicos. Além disso, ele se
presta a uma revisdo do teorema de Pitagoras e das
propriedades da radiciacao.
A figura indica um quadrado ABCD com la-
- dos de 10 cm. O ponto M esta a 5 cm, tanto de C
quanto de D, e os segmentos PB, QC e ND tém uma
mesma medida variavel, de x cm (0 < x < 10).
A P B A P_X_B A P___X 4
N T Q
L N Q@ x
LU, A J
D M C D M Cc D M C

- 39 -~




E. Convencoes wtili-

zadas nas aplica-
coes das funcoes.
Objetivo: Reconhe
cen as princeipals
caracternisticas
de uma funcao,
quando as varia-
vels envolvidas
sao0 indicadas
porn outhas Le -
thas.

Classifique em funcao constante do 19

grau, do 292 grau ou de outro tipo:
a) a area (em cm?) do poligono MNPQ em
funcao de x;

b) a medida (em cm) de PN em funcao de x;

c) a area (em cm2?) do triangulo MCQ em
funcao de x;
d) a area (em cm?) do triangulo PBQ em

funcao de x;

e) a medida (em cm) de MQ em funcgao de x.

Exemplo 40
Faca os graficos das quatro primeiras fun

goes do exemplo anterior.

As funcdes matematicas sdo aplicaveis a
inGmeras situacdes em que as variaveis nao costu-
mam ser indicadas por x e y. O aluno deve ter cla
ro que o uso de outras letras no lugar de x e Yy

niao altera as caracteristicas da funcao.

Exemplo 41

Classifique (em fungao constante do 19 ou
do 29 grau) uma previsdo do tipo de grafico:

a) da area A (em cm2?) de um quadrado em
funcdo da medida { (em cm) de seus la
£2;

b) da medida d (em cm) da diagonal de um

dos, sabendo que A =
quadrado em funcdo da medida £ (emcm)
de seus lados, sabendo que d =4£V2 ;

c) da area A (em cm2?) de um circulo em
funcdo da medida R (em cm) do raio, sa
bendo que A = IIR2.

Exemplo 42
Este e o préximo exemplo aplicam-se a Fi

sica.
Uma particula se movimenta em linha reta

com velocidade constante v (em m/s), tendo passa-

= 40 &
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Maximos e minimos.
Objetivo: Intenpretan
as coordenadas do ver
tice da parabola em
problemas de maximo

ou minimo.

do pela posigdao s0 (em m) no instante t = 0. Nes-
sas condigdes sabe-se que sua posicao s (em m) no
instante t (em s) & dada por s = s, + Vt.

Faca um esboco do grafico da:

a) posicdo s em funcao do tempo;

b) velocidade v em funcao do tempo.

Exemplo 43

Uma particula se movimenta em linha reta
com aceleracao constante a (em m/s?), tendo passa
do pela posigao Sy (em m) com velocidade v, (em
m/s) no instante t = 0.

Nessas condigOes sabe-se que sua posigao
s (em m) no instante t (em s) e sua velocidade V¥
(em m/s) nesse instante sao dadas por s = Sg *
+ vot + %at2 e v =vg, + at.

Facga um esboco do grafico da:

a) posicao s em funcao do tempo;

b) velocidade v em funcao do tempo;

c) aceleracido a em funcao do tempo.

Exemplo 44

Este exemplo aplica-se a Economia.

Suponha que uma fabrica tenha uma despe-
sa (custo) fixa mensal de 200 mil cruzados (com
aluguel, saladrios, impostos, etc.), além de umcus
to de 140 cruzados por produto fabricado. Seu cus
to mensal C é, portanto, funcado da quantidade qde

produtos fabricados naquele més,
C = 200.000 + 140 q.

Faca um esboco do grafico de C em funcao

de g.

A deducdo de que as coordenadas do vérti
ce da pardbola y = ax2? + bx + c sao (-%%, —f%),pg
de ser feita a partir da observacao de que essa pa
rabola admite um eixo de simetria vertical (pas -

sando pelo vértice).



0 segundo passo consiste em procurar to-
dos os pontos da parabola y = ax? + bx + cC que
tém ordenada c. Para isso, vamos substituir y por
c na lei y = ax? + bx + ¢: ax? + bx + c » ax? +
+ bx = 0 » x(ax + b)'= 0 »x=0 ou X = —é%.

Temos, assim, dois pontos da parabola com
ordenada c: um tem abscissa 0 e o outro tem abs-

cissa -b/a.

P X

O terceiro passo, levando em conta a si-
metria da parabola, & observar que a abscissa Xy
do vértice da parabola & a média de 0 e -b/a, lo-
go X, = -b/2a.

O dltimo passo & substituir x por x  pa-

ra obter a ordenada y  do vertice:

ax2 + bx_+ c = a(—%%)z + b{-%%) +: G &

Yy = 3%y \4
.. b% b2 _ b2 = 2b% 4+ 4ac
Yy =33 " 2a T °~° 4a
_ ~=b2 + 4ac _ —(b%? - dac) _ _A4
4a B 4a 4a

Portanto, as coordenadas do vértice sac

Exemplo 45

a) O vértice da paradbola y =2x2-5x+3 &
seu ponto de maximo ou de minimo?
Quais sao as coordenadas desse ponto?

b) Responda as mesmas perguntas do item

a para y = -2x% - 12x.
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Exemplo 46

a) No exemplo 6, para que valor de x a
area do poligono & maxima? Qual é es-
sa area maxima?

b) No exemplo 16, qual € o gasto maximo

de um pai com as mensalidades?

Exemplo 47

Para fazer um galinheiro, uma pessoa vai
usar um muro existente no local e 12mde tela que
serdao usados conforme a indicacdo da figura, acom
panhando 3 lados de um retangulo. Ela pretende que
a area cercada seja a maior possivel. Qual é essa

area maxima e quais sdo as dimensdes desse gali -

nheiro?
/
9
T S
Exemplo 48
Resolva o exemplo anterior supondo que

uma parte da tela também sera usada, perpendicu -
larmente ao muro, para dividir o galinheiro em

duas partes.
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Exemplo 49

No exemplo anterior seria preferivel usar

a tela divisdria paralelamente ao muro?

Exemplo 50

Este exemplo aplica-se a Economia. E con
veniente compara-lo ao exemplo 44.

Suponha que uma fabrica de certo produto
tenha um custo fixo mensal de 200 mil cruzados,
além de um custo de 140 cruzados por produto fa -
bricado. Seu custo mensal C &, portanto, funcao
da quantidade g de produtos fabricados naquele més,
sendo dado por:

C = 200.000 + 140 g

Por sua vez, a quantidade g de produtos
que a fabrica vende mensalmente depende do preco
de venda p do produto: quanto maior o preco de ven
da, menor a quantidade de produtos vendidos. Supo
nha que essa funcao seja dada por g = 6000 - 1l0p.
Dessa relacdo obtemos que p = 600 - f%.

Nessas condicgOes, a receita R e o lucro

L (mensais) da fabrica sdao dados por:
R = - (600 -3), logo R = -L + 600q;
q - p q 10 r g 10 r

L

Il
o
I
3
|

1
_‘13_0 + 600g) - (200.000 + 140q), logo

L = -= + 460g - 200.000.
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1V. GRAFICOS DE OU

TROS TIPOS DE
FUNCOES
Objetivo: Cons-
tuin e inten -
pretarn gragicos
de funcoes do 4
po y=‘;; y=$.
ete.

Quantos produtos devem ser vendidos men-
salmente para que:
a) A receita seja maxima? Neste caso,
qual sera o prec¢o do produto?
b) O lucro seja maximo? Neste caso, qual

sera o prec¢o do produto?

Uma vez trabalhados os graficos das fun-
¢des do 12 e do 29 graus, a construcdo e interpre
tacdo de graficos de outros tipos de fungdes le -
vam o aluno a ampliar e a aprofundar as principais

idéias envolvidas neste tema.

Exemplo 51

Um retdngulo tem area de 12 cm?; seja X
a medida (em cm) da largura e y a medida (em cm)
do comprimento do retangulo:
a) Quantos retdangulos vocé pode obter nas
condic¢des do problema?
b) Atribua cinco valores para X; quais os
valores correspondentes de y?
c) Monte uma tabela com esses valores de
X ey.
d) Qual é a expressao que da y em funcao
de x?
e) Esboce o grafico dessa funcgao.
f) Mostre no grafico em que momento esse

retangulo se torna um quadrado.

Exemplo 52

Faca os graficos das seguintes fungoes de

dominio R¥*.

_ 1
a) y = =
) y = -
1
c) ¥ = 5




/.2 Trigonometria

MEDIDA DE ANGULO

—
1

11 - TANGENTE
111 - SENO E COSSENO
1V - SENO, COSSENO, TAN-
GENTE E ELEMENTOS
DE GEOMETRIA
V - CICLO TRIGONOMETRICO
VI - TRIANGULOS QUATSQUER

Medir angulos com transferidor e com um
teodolito simples construido com canudi-
nhos de refrigerante.

Construir triangulos retdngulos para ob-
ter a tangente dos seus angulos. Cons-
truir uma tabela de tangentes e utiliza-
-la na resolucao de problemas envolvendo
triangulos, algumas vezes inacessiveis.

Construir triadngulos retangulos a partir
de um angulo dado, para obter senos e cos
senos. Utilizar esses valores na resolu-

cdo de problemas envolvendo triangulacdo.

Explicitar relacOes entre seno, cosseno,
tangente nas figuras geométricas planas
e nao planas, trabalhando com a algebra
de radicais, calculadora e calculos apro
ximados.
7

Ampliar o conceito de seno, cosseno e tan
gente para angulos de 0° a 360°.

Adaptar os conceitos trigonométricos a

triangulos quaisquer, pela decomposicgao

destes em triangulos retangulos.
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CONTEODO/OBJETIVO

OBSERVACOES/SUGESTOES

1. MEDIDA DE ANGULOS
Objetivo: Saber
wtilizan o thans-
geridon

Angulos de visada
Objetivo: Reconhecer
¢ medin angulos (4ma
ginanios) usados na
vida pratica.

Vamos supor conhecidas as no¢cdes de angu
lo e sua medida em graus. Evidentemente, pode-se

fazer uma rapida revisdo desses temas ao se ini-
ciar o estudo da Trigonometria. Aqui, queremos des

tacar que o aluno deve aprender a usar O transfe-

ridor.
Os exemplos operacionais, nesse caso, sao

muito simples.

Exemplo 1L

Medir os angulos a, B e Y.

/// \1,

Exemplo 2
Usando seu transferidor, construa (dese-

nhe) um angulo de:

a) 40°
b) 65°
c) 145°

Se uma pessoa tem seu olho no ponto 0 e

mira (visa) inicialmente um ponto A e depois um

as semi-retas OA e OB determinam O angu-

ponto B,
é

lo o indicado na figura a seguir. Esse angulo
chamado de angulo de visada ou, mais precisamen -
te, & o angulo sob o qual o segmento AB & visto de
0. A

y T
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Com um transferidor de papeldo e dois ca
nudinhos de refresco podemos improvisar um apare-
lho razoavel para medir dngulos de visada. O trans
feridor de papeldo pode ser construido pelo aluno
copiando a escala de um transferidor usual (de
plastico). Um dos canudinhos serd fixado, com dois
alfinetes, na reta que passa pelo centro do trans
feridor de papeldo e pela sua marca indicativa de
00; O outro canudinho sera moével, podendogirarsg
bre esse transferidor em torno de uma de suas ex-
tremidades, presa com um alfinete no centro do
transferidor. Com esse instrumento rudimentar me-
diremos dngulos de visada, fato esse que podera
ajudar o aluno na compreensio da Trigonometria.

Exemplo 3

Marcamos na lousa os pontos A, B, C e D
e os alunos dividem-se em pequenos grupos (os alu
nos de um mesmo grupo ndo devem sentar-se em car-
teiras proximas).

Um aluno do grupo, sentado em sua cartei
ra e auxiliado pelos colegas de grupo, deve medir
o angulo sob o qual ele vé o segmento AB (veja a
figura a seguir) e o angulo sob o qual v& o seg -
mento CD. A seguir, um outro aluno do grupo senta
~S€ nessa mesma carteira e mede os dngulos mencio
nados. Depois essas operacdes sdo repetidas nas

carteiras dos outros alunos do grupo.

A B C




T e

3 Em vez de marcar pontos na lousa, outra
- opcdo é escolher dois pontos estratégicos da clas
i se, como os dois cantos superiores da parede em

que esta a lousa.

Exemplo 4

Neste exemplo, saimos da classe e procu-=
ramos um terreno (rua) horizontal em que haja um
poste. Os alunos dividem-se em pequenos Jgrupos.

O primeiro grupo coloca uma pequena mesa
a 1 m do poste, o segundo vai coloca-la a 2 m, ©
terceiro a 3 m, etc. Cada grupo deve medir a altu
ra da mesa e um angulo de visada. Para medir esse
ingulo, o transferidor deve ficar com o canudinho
fixo na horizontal (quase que apoiado na mesa), mi
rando o ponto do poste que esta no nivel da mesa;
o outro canudinho deve mirar a extremidade supe -

rior do poste.
=

£ recomendavel avisar ao aluno de que, al
gumas aulas adiante, cada grupo devera calcular.a
altura do poste. Para isso deverao manter, em suas
anotacdes, a altura da mesa, a distancia da mesa
ao poste e a medida do angulo de visada. '

Nesse exemplo, em vez de um poste, pode-

mos considerar a aresta vertical de um edificio.

- BG -



I1. A TANGENTE NO
TRIANGULO RETAN-
GULO
Objetivo: Conhe-
cern 0 concelto de
tangente de um an
guwlo agudo e apli
ca-Lo na nesolu -
cao de problLemas
praticos.

Nesse caso, o primeiro grupo pode ficar a 10 m da
aresta, o segundo a 20 m, etc.

O aluno deve perceber que é possivel me-
dir o angulo sob o qual AB é visto de 0, mesmo
quando A e B s3ao pontos muito distantes do obser-
vador: o ponto 0 &€ que deve ser acessivel a ele.
Assim, podemos solicitar ao aluno que mega um an-
gulo de visada como esse: 0 & um ponto determina-
do na janela da classe, e A e B s3o pontos deter-
minados de dois edificios (ou de dois morros, etc.).

Vamos iniciar o estudo das razdes trigo-
nométricas no tridngulo ret@ngulo com a tangente
devido a sua maior aplicacdo em problemas onde cal
culamos distancias ("inacessiveis") como a altura
de um poste, de um edificio ou de um morro. Evi -
dentemente, esse estudo também pode ser iniciado
com O seno e/ou cosseno, como usualmente se faz.
Além disso, nesse ponto também pode ser feita uma
rapida revisao sobre semelhanca de triangulos.

Na figura a seguir temos um angulo a que
mede aproximadamente 26,5° (logo explicaremos o mo

tivo dessa escolha).

A‘ B' él Dl

Nessa figura, as medidas em cm dos seg -
mentos OA', OB', OC', OD', A'A, B'B, C'C e D'D

o
=
1

3; OB' = 5; OoC' = 7; OD' = 8; A'A = 1,5;
2,5 2'c=3;5 e D'D = 4.

w
tw
Il




0

(A%

Os triangulos OA'A, OB'B, OC'Ce OD'D sac
tridngulos retangulos semelhantes, pois tém angu-

los respectivamente congruentes (medindo «, 90°
o _ . ~ A'A B'B C'C
e 9q o). Por isso, as razoes OA' ' OB’ OC

e sao iguais.

A titulo de comprovacao dessa afirmacao,

oD'

observe que:

AN _ 3.8 1
OA' 3 2
B'B _ 2,5 _ 1
OB’ 5 2
c'c . 3,58 . ‘1
oc’ 7 2
DRD . A = &
oo’ - 8 T 2

Portanto, nos quatro tridngulos retangu-
los mencionados, os catetos adjacentes a o tém me
didas diferentes, o mesmo acontecendo com os cate
tos opostos a o . No entanto, devido a semelhanca
desses tridngulos, as razoes entre medidas dos ca
tetos opostos a o e as dos adjacentes a a sao (nos
quatro tridngulos) iguais.

Na figura abaixo temos agora um angulo B
medindo aproximadamente 71,50. Analogamente ao ca

, i A'A B'B c'C -
so anterior, as razoes OA'" ' OB e oC" sao

iguais. Neste caso, temos:

Cy
BIB o g
OA" 1
' B
OB 1,5
Hedio NN M
ocC' 2
@-I"-'I'-
O~ A B¢

Com esses dois exemplos pode-se perceber

que a razao entre as medidas do cateto oposto a
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um angulo e do cateto adjacente a ele ndo depende
do fato de se escolher um tridngulo retangulo com
as medidas dos lados maiores ou menores: depende, a
isso sim, da medida do dngulo em questdo. Essa ra i
zd30, que depende do dngulo, é chamada de tangente
desse angulo. Assim, num tridngulo retangulo, a
tangente de um de seus angulos agudos ndo € uma me
dida visivel no mesmo, é a razio (numa ordem de-
terminada) entre as medidas dos catetos (note que B
os angulos o e B anteriores tém respectivamente
tangentes 1/2 e 3; suas medidas, de aproximadamen
te 26,5° e 71,5° foram escolhidas devido a parti-
cularidade dos valores de suas tangentes).
Vejamos a definigcdo de tangente de um &n
gulo agudo o. Seja a um dngulo agudo (0° < a < 90°)
de vértice 0 e cujos lados sio as semi-retas Or e

Os. Considera-se na semi-reta r um ponto A, dis -
tinto de 0. Determina-se na semi-reta Os o ponto
A', de modo que AA' | Os. Por definicdo, a tangen
te do angulo @ é a razdo entre as medidas de AA'
e de OA' (nessa ordem).

Indicando a tangente de o por tga, temos:

_ A'A _ cateto oposto a o
tgo = Gar ou tga = cateto adjacente a o

cateto cateto
Cld"acenfe a oposto a oL




Exemplo 5

Levando em conta as indicacdOes das figu-

ras seguintes, calcule tga, tgf e tgy.

£ E
3 3 °
% [ = AY o
4cm 4em 4cm
Exemplo 6

No tridngulo abaixo, medir os catetos AB
e AC e utilizar essas medidas para calcular tgB e

tga.

Exemplo 7

S3o dados a seguir dois angulos, um de
35° e outro de 55°. Introduzindo novos segmentos
nessas figuras, efetuando medicoes e calculos com
elas, dé os valores aproximados de tg35°eatg55°.

35
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Construcao da tabela
de tangentes.
Objetivos Constrwin
uma fabela com 04 va-
Lones das tangentes
de divernsos angulos.

Esta tabela sera construida em aula com
a participacdo dos alunos e posteriormente sera
utilizada na resolucdo de problemas. Da tabela po
dem constar, por exemplo, os angulos de 5°, 10°,
15°, ... até 85°. Organize a classe de forma que
cada tangente seja obtida por 3 ou 4 alunos dife-
rentes. Utilize a média desses valores.

Cada aluno deve construir com transferi-
dor os angulos que lhe siao devidos, introduzir seg
mentos convenientes nessas figuras, fazer algumas
medigcoes, efetuar calculos com as medidas obtidas
e dar, com aproximacdo de duas casas decimais (até
centésimos, portanto), os valores das tangentes dos
angulos em questdo. Feito isso, o professor, dis-
pondo de uma tabela trigonométrica de tangentes ou
de uma calculadora que possuaa tecla [tan], verifi
ca o grau de precisdo dos valores obtidos pelos
alunos e, quando julga-los insatisfatdrios, pede
a eles que refagcam suas tarefas. Normalmente, o]
professor tera de fazer pequenos ajustes, perfei-
tamente aceitaveis pelos alunos, para chegar a se

guinte tabela:

angulo tangente
5% 0,09
10° 0,18
15° 0,27
20° 0,36
25° 0,47
307 0,58
35° 0,70
40° 0,84
45° 1,00
50° 1,19
559 183
60° 1,73
65° 2:11
70° 2,75
75° 3,738
80° 5,67
85° 11,43
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. com Na construcao dessa tabela, o professor
sera pode aceitar que as divisdes sejam feitas com cal
a po culadoras ou pode sugerir ao aluno que escolha o
10°, cateto adjacente com uma medida que facilite asdi
que visdes, como 4 cm ou 10 cm, por exemplo.
ife- Nos proximos exemplos utilizaremos a ta-
bela de tangentes. Como o valor da tangente rela-

2ri- ciona as medidas dos catetos, conhecido um angulo
seg de um tridngulo retangulo (e portanto conhecida a
imas sua tangente) e a medida de um cateto, pode-se cal
das cular a medida do outro cateto. Para nao ter de
até usar sempre valores artificiais e para que os exer
dos cicios nido se tornem macantes, recomendamos due,
is- nas suas resolugdes, o aluno utilize uma calcula-
3 ou dora.
1fi
los Exemplo 8
2de a) Num tridngulo ABC tem-se AB = 4 cm,

o B = 40° e A = 90°. calcule a medida
5 e de AC (usando a tabela trigonométri -
se ca).

b) Num tridngulo ABC tem-se AC = 4 cm,
8 = 40° e A = 90°. calcule a medida

de AB (usando a tabela trigonométri -

ca) .

Nesse ultimo exemplo, sendo X e Yy as me-

didas (em cm) respectivamente pedidas nos itens
a e b, temos:

tg 40° = X = 0,84 = = AC = 3,36 cm

I
It

I
I

2
tg40° = ¥ — 0,84 = == AB = 4,76 cm (apro
4 ximadamente)

Como se vé&, recaimos em equac¢des simples
do 192 grau, e na propria resolucado do exercicio
podemos rever rapidamente esse tema. Além disso,
podem ser comentadas propriedades, também simples,

tais como: o produto de um nimero positivo a por

um nimero positivo e menor que 1 & um numero me
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nor que a; o quociente de um numero positivo a por

um nimero positivo e menor que 1 é maior que a.

O exemplo seguinte propicia uma rapida
revisdo do teorema de Pitdgoras. Além disso, suge
rimos que, devido aos cdlculos envolvidos, o alu-
no possa utilizar uma calculadora. Pode-se, inclu
sive, verificar se o aluno sabe utilizar a memd -
ria da mesma, para ndo ter de anotar resultados

parciais.

Exemplo 9

Em cada item do exemplo 8, calcule a me-
dida da hipotenusa BC.

No item a &€ dado que AB = 4 e, no exem -
plo 8, ja vimos que AC = 3,36. Aplicando entio o
teorema de Pitagoras, temos:

(BC)2 =42+ 3,362 = AC= V42 + 3,362 = ACT 5,22 cm

Cabe observar ainda que em radicais como
Y42 + 3,362 & muito comum ocorrerem cancelamentos
errados dos expoentes com indices, podendo-se en-
tdo rever as principais propriedades dos radicais.
Vemos ai que no caso de v42 . 3,362 & valido o can
celamento no sentido de que Y42 . 3,362 =4 . 3,36 =
= 13,44. A propria calculadora pode ser utilizada
para se mostrar que v42 + 3,362 # 4+ 3,36, isso sem
dispensar outras explicacdes, como contra-exemplos
do tipo V32 +42 # 7.

Exemplo 10

O professor pode enunciar livremente ind
meros problemas sobre tridngulos retangulos em que
sao dadas a medida de um cateto e de um dos angu-
los agudos (escolhendo uma das medidas que inte -
gram a tabela) e solicitando a medida do outro ca
teto e/ou a da hipotenusa.




Exemplo 11

Para saber a altura de uma torre, um to-
pégrafo colocou o teodolito a 200 m da torre e me
diu o dngulo de visada a indicado na figura, ob-
tendo o = 25°. A luneta do teodolito esta a 1,7 m
do solo. Calcule a altura (aproximada) da torre
(usando a tabela trigonométrica feita em classe).

No exemplo anterior, o topografo cria um
tridngulo retdngulo imagindrio, indicado na figu-
ra. Sendo x a medida (em m) do cateto desse trian

gulo que é oposto ao angulo o de 25°, temos:

tg250=—}5-0—==50'4?=—?-{—ﬁx=94

A altura da torre é x + 1,7 = 94+ 1,7 =
= 95,7 m.

Exemplo 12

Utilizando os dados recolhidos no exem =

plo 4, solicita-se a altura do poste.

Exemplo 13

Da mesma forma que no exemplo 4, oOs alu-
nos recolhem no patio os dados necessarios para
calcular a altura das janelas das classes do 19 an
dar (em relacao ao solo) e, depois de calcular es
sa altura, confirmam a validade do resultado obti
do medindo diretamente (com uma trena) a alturaem

questao.
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Exemplo 14

Divididos em pequenos grupos, os alunos
devem calcular a altura de um determinado edifi-
cio, usando a técnica do exemplo 4.

Exemplo 15

Um topografo quer calcular a medida da
largura de um rio, sem sair da margem em que es-
ta. Primeiro ele procura um ponto B de referdn -
cia na margem oposta (pode ser um toco). Ai, na

sua margem, ele escolhe um-ponto A de modo que A
fique "bem em frente a B", isto &, de modo que AB
seja perpendicular as margens do rio. No ponto A
ele crava uma estaca e a partir dela puxa uma li
nha reta perpendicular a AB.

Caminha 30 m nessa direcdo, chega ao pon
to C e dai visa os pontos A e B; o angulo de vi-
sada ACD mede 50°. O ponto A estd a 3 m da mar-
gem. Calcule a largura aproximada do rio (usando
a tabela trigonométrica).

A 30m C
3m - 50°
| e
e —————— B e
Exemplo 16

Na figura, o ponto I representa uma ilha
e o ponto F um farol de navegacdo, situado a bei-
ra-mar. Com trena e teodolito, um topdgrafo e seu
ajudante desejam calcular a distdncia do farol a
ilha.

Com o teodolito colocado em F, eles ob-
tém a direcdo FA, formando 90° com FI. No ponto A,
cravam uma estaca na praia. A distdncia de F até

A é medida com a trena: 132 m. Levando o teodoli-




to para o ponto A, medem o angulo formado pelas di
recoes AF e AI: 85°. Com esses dados, também vocé
pode calcular a distdncia entre o farol e a ilha.

Qual essa distancia?

Exemplo 17

Num tridngulo isdsceles, a base mede 6 cm

e os angulos da base medem 65°. Calcule a medida
da altura do triadngulo relativa a sua base (usan-

do a tabela trigonométrica).

Exemplo 18

Num tridngulo ABC tem-se B = 75°, €= 40°
e a altura do tridngulo relativa a BC mede 5 cm.
Calcule a medida de BC (usando a tabela trigonomé
trica). Nos exemplos 17, 18 e seguintes estamos
utilizando nocdes da geometria plana. Amedida que
essas nocdes vio aparecendo, podem ser rapidamen-
te comentadas (por exemplo, a nocdo das alturas de

um triangulo) .

Exemplo 19

Num tridangulo ABC tem-se B = 60% ¢ = 80°
e BC = 6 cm. Calcule a altura do tridngulo relati
va ao lado BC (usando a tabela trigonométrica).

Vamos resolver este ultimo exercicio. In
dicando a medida (em cm) de BH por x, a de HC se-

ra 6 - x (pois, BC = 6).

- B e



No tridngulo retdngulo ABH, temos:

tg 60° = % = 1,73 = %

A

No tridngulo retdngulo AHC, temos:

h h

o _
tg 80° = T e

— 5’67 —

Recaimos pois num sistema de 2 equacdes
e 2 incbgnitas: x e h. Da primeira equacdo decor-
re que h = 1,73x e, fazendo esta substituicio na
segunda equacdo, temos:

1,73x
6 -x

5,67 = X =4,6

Como h = 1,73x, temos
h=1,73 .!4,6 = 7,96

Portanto, a altura h relativa ao lado BC
mede 7,96cm, aproximadamente.

Como se vé, esse exercicio envolve ele -
mentos da geometria e da algebra, além dos propria
mente trigonométricos. Diga-se de passagem que,
neste tipo de exercicio, o uso de calculadoras nio
prejudica o raciocinio do aluno (continuando a exi
gir o conhecimento de propriedades algébricas,
etc.), mas, ao contrario, liberta-o dos calculos
(que sd3o elementos de segundo plano do exercicio).
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Exemplo 20

Na figura dada considere que a = 35°,

B = 55° e que BD = 6 cm. Calcule a medida (aproxi
mada) do segmento AC (usando a tabela trigonomé -
trica).

Na resolucdo desse exercicio, sendo x a
medida (em cm) de AC e y a de AD, no tridngulo re

tangulo CAD, temos:

tg B = —%— = x = 1,43 y

No triangulo retangulo BAC, temos:

_ X i _ X
tde = Fo+y 0.7 = 533

Recaimos, assim, num sistema de 2 equa -
¢des a 2 incognitas (que, aqui, ndo sera resolvi-
do) .

Exemplo 21

Para saber a altura de um morro, um topo
grafo colocou o teodolito em A e mediu o anguloa,
obtendo a = 20°. Depois aproximou-se 250 m do mor
ro, colocando o teodolito em B, e mediu o angulo
8, obtendo B = 40°. Desprezando a altura do teodo
lito, calcule a altura aproximada desse morro

(usando a tabela trigonométrica).
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ITI. 0 SENO E 0 COSSE
NO NO TRIANGULO
RETANGULO

-

Exemplo 22

Na figura considere que a = 35° e que o

retdngulo tenha um perimetro de 70 cm. Calcule a
medida aproximada do segmento AB (usando a tabela

trigonométrica).

A B

De maneira anadloga a tangente, veremos a
definicdo de duas outras razdes trigonométricas:
O seno e o cosseno.

Seja o um angulo agudo (0° < a < 90°) de
vértice 0 e cujos lados s3o as semi-retas Or e Os.
Considera-se na semi-reta r um ponto A, distinto
de O. Determina-se na semi-reta Os o ponto A' de
modo que AA' | Os.

Por definicdao, o seno do dngulo a (que in
dicaremos por sena) e o cosseno do dngulo a(que in
dicaremos por cosa) sdo respectivamente iguais a:

_ A'A _ _cateto oposto aa
Sen o= “ga  Ou senas= hipotenusa
QA' cateto adjacente a o

FRRL= "oa Pu cosa= hipotenusa
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h?pnfenuso
r
A r
(@] ol o) = o
s
S

Observe que se o ponto A for escolhido so

cateto
adjacente a o

bre a reta r, por exemplo, mais distante de 0, as
medidas dos catetos e da hipotenusa aumentam numa
mesma proporc¢ao mantendo-se, portanto, os valores

do seno e do cosseno de a:

sena = AR _ AiAl H
OA OAl |

OA! |

]

cos o = OB o 1 :
OA OAl 1

o

O 1

A A

O seno e o cosseno de a dependem, entao,
da medida do angulo o e ndo das dimensOes maiores
ou menores do tridngulo retangulo formado sobre
esse angulo a. Esse tridngulo retangulo pode ser
enorme com seus lados sendo, por exémplo, distan-
cias inter-estelares, como pode ser um pequeno tri
dngulo desenhado no papel: sendo ambos tridangulos
retidngulos com um angulo agudo congruente a o, as
razdes entre os catetos opostos a a e as hipotenu
sas sdo iguais nos dois tridngulos. Aproveitamo-
—nos desse fato obtendo o seno de um angulo agudo
o em um pequeno tridngulo que desenhamos no papel
e, depois, utilizaremos esse valor para obter re-
lacdes entre os lados de qualquer outro tridangulo
retiangulo em que um dos angulos agudos é a. O mes

mo podemos dizer do cosseno de a.



Exemplo 23

Levando em conta as indicacoes das figu-

ras, calcule sen o, sen B e sen Y.

4cm

2cm

Exemplo 24

No tridangulo abaixo, meca os segmentos

convenientes e calcule sen B e cos B.

Exemplo 25

Sdao dados a seguir dois angulos, um de
15° e outro de 35°. Introduzindo novos elementos
nessas figuras, medindo-os e fazendo calculos com
as medidas obtidas, dé os valores aproximados de
sen 15°, cos 15°; sen 35° e cos 35°.




4cm

Construcao da tabela
de senos e cossenos.
Objetivo: Cosntruwin
uma tabela com 04 va-
Lores dos sencs e dos
cossenos de divernsos
angulos.

Valem aqui comentarios analogos aos que

fizemos quando construimos a tabela das tangentes.

Ficaremos, assim, com a seguinte tabela:

angulo seno cosseno tangente
50 0,09 0,99 2,09
100 0,17 0,98 0,18
150 0,26 0,97 0,27
200 0,34 0,94 0,36
250 0,42 0,91 0,47
300 0,50 0,87 0,58
350 0,57 0,82 0,70
400 0,64 0,77 0,84
450 0,71 0,71 1,00
500 0,77 0,64 1,19
550 0,82 0,57 1,43
600 0,87 0,50 1,73
650 0,91 0,42 2,14
700 0,94 0,34 2,75
759 0,97 0,26 3,73
800 0,98 0,17 5,67
85° 0,99 0,09 11,43

Exemplo 26

Num tridngulo ABC tem-se AC = 5 cm, B =
90°. Calcule as medidas de AB e de E

=25% e A =

(usando a tabela trigonométrica).

Exemplo 27
0 professor pode enunciar livremente in

meros problemas sobre tridngulos retdngulos emqu
sio dados a medida de um dos lados e a de um do

angulos agudos (escolhendo uma medida que

da tabela) e solicitando as medidas dos outros 1

dos do triangulo.
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PROPRIEDADES E RE
LACOES DO SENO,
COSSENO E TANGEN-
TE DE UM ANGULO
AGUDO.

Exemplo 28

Num tridngulo isdsceles a base mede 6 cm
e os angulos da base medem 70°. calcule a medida
aproximada dos dois lados do tridngulo que sdo con
gruentes entre si (usando a tabela trigonométri -

ca) .

Exemplo 29

Num tridngulo ABC tem-se B = 60°, ¢=70°%¢e
BC = 10 cm. Calcule a medida aproximada das altu-
ras do.triangulo relativas aos lados BC e AC (usan

do a tabela trigonométrica).

Exemplo 30

Calcule o perimetro aproximado do trapé-

zio da figura abaixo, considerando que AB =8 cm,

O -
A = 60°, B = 40° e que sua altura mede 2 cm.

60° 40°

Na tabela trigonométrica de senos, cosse
nos e tangentes, podemos observar ou constatar di
versas propriedades trigonométricas. Na tabela dos
senos, podemos ver que os valores sdo todos posi-
tivos e menores que l. Ndo é dificil explicar por
que se tem 0 < senqg < 1 para todo angulo «, com
0°< ac< 90°: o seno é o quociente do cateto opos-
to pela hipotenusa, logo o seno €& um nimero posi-
tivo; além disso, como o cateto & menor que a hi-
potenusa, O seno € menor que l.

Para o cosseno de todo angulo o, com
0° < o < 90° também se tem 0 < cosa< l. Quanto a

tangente, pode assumir valores maiores ou iguais
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6 cm
dida
con

£l -

0]

=2 [ B

a 1. Na verdade, as tangentes dos angulos agudos
podem assumir qualquer valor positivo.
Portanto, para todo 0°<a < 900, tem-se:

0 < sena <1 0 < cosa <1 taga > 0

O seno e o cosseno de qualquer angulo «a,

com 0°< o < 90°, estdo ligados pela relacdo tri-

gonométrica fundamental sen2a + cos?a = 1.
a
b
ol
(=4
b
send = 5
2 2 2 2 2
sen?q + cosza=b—+c—2—b._12-c—_a_2= 1
c a a a a
cosQ = =
a
Exemplo 31

Consultando a tabela e efetuando os cal-
culos correspondentes, verifique que sen? 25° +
+ cos? 25° = 1. Na verdade, como na tabela os va-
lores sao aproximados, substituindo-os na relacéo
fundamental, encontra-se um resultado muito proxi

mo de 1.
Faga o mesmo para outros angulos que cons

tam da tabela.

Exemplo 32
Sabendo que sen 18° = 0,31, obtenha o va
lor aproximado de cos 18° (utilizando uma calcula

dora que tenha a tecla [/]).

Exemplo 33

S30 dados sen 33° = 0,54 e cos 42°=D,‘?4.
Obtenha os valores aproximados de cos 33° e sen 42°
(utilizando uma calculadora que tenha a tecla [/])).

Os valores do seno, do cosseno e da tan-

gente de qualquer angulo o, com 0° < a < 90°, tam
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Pofigonos hegulares.
Objetivo: Calewlan pe
rnimetrnos e areas de
poligonos regulares.

bém estiao relacionados:

sen a
cos o

tga =

vVamos omitir a demonstracdo dessa rela -
cdo, pois & facilmente localizada nos livros dida

ticos.

Exemplo 34

Consultando a tabela trigonométrica e efe
tuando os calculos correspondentes, verifique que

tg 55o = EEELééa—. Na verdade, como os valores da

cos 55
tabela sdo aproximados, substituindo-os nessa re-
lacao, obtemos valores aproximadamente iguais.
Faca o mesmo para outros angulos que cons

tam da tabela.

Exemplo 35

£ dado que sen 28° = 0,47. Calcule os va

lores aproximados de cos 28° e tg 289,

A trigonometria também & utilizada no cal
culo de perimetros e areas de poligonos regulares.
Para esses problemas vamos sSupor que se tenha uma
tabela trigonométrica mais completa que a tabela
construida na classe (que, por exemplo, nos dé os
senos, cossenos e tangentes dos angulos de 10,20,

39 s EEE 89°, com precisdo de duas casas deci -
mais) .
Exemplo 36

Calcular o perimetro aproximado de um de
cagono regular (10 lados) inscrito numa circunfe-

réncia com 6 cm de raio.




a =

lida

efe
que
5 da

re-—

ons

Para resolver este ultimo exercicio, no-
temos inicialmente que o adngulo central AOB mede
36°.

Dividindo ao meio o triangulc OAB, como
nos mostra a figura, ficamos com o triangulo OHB,

no qual: i
OB = 6 cm, pois OB é o raio da circun-
feréncia;

HOB = 189;

HB = %}, onde £ & o lado do decagono.

H B
18°
Entdo: o

£
sen18°=§§=%=-£+0,31=1—'g+£=3,?2cm

0 perimetro do decagono é 2p = 10£ =
=10 . 3,72 = 37,2 cm.

Exemplo 37

Calcular o perimetro aproximado de um po
ligono regular de 12 lados inscrito numa circunfe

réncia com 10 cm de raio.
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Exemplo 38 5!

Nos exemplos 36 e 37 calcule o perimetro
do poligono supondo que ele seja circunscrito (e

nao inscrito) nas circunferéncias dadas.

Antes de iniciar o calculo das areas dos
poligonos regulares, vamos nos deter um pouco no
calculo da area do tridngulo.

Vamos obter a formula que da a area de um
triangulo em fung¢do de dois de seus lados £l e £2
e do dangulo a compreendido entre eles.

No triangulo ABC a seguir, tomando £, co

mo base, temos:

£2.h

bppge = 2

No triangulo
ABH, temos:

sen o = -2-h—=‘—»h= £l.sena

1

Entdo:
. _ £2.h _ 22{£l-sena) N
AABC ~ 2 2

L..L, . sen a
. 1° 72
AABC 2

Chegamos, pois, a férmula da area do tri
angulo em funcdo de dois lados e do dngulo compre

endido entre eles.

Exemplo 39
Calcule a area do triangulo ABC em que
AB = 3 cm, AC = 5 cm e A = 70°.
A
700 3
Ly
7
3
~
B C




Este exercicio pode ser resolvido direta

mente pela aplicacdo da formula anterior, com

£1 = 3 cm, £2 =5cme a= 70

o]
_3.5.sen70° _ 3.5.0,94 _
AaaBc T ) = 3 = 7,05 cm?
Exemplo 40

Calcule a area aproximada do decagono re

gular inscrito numa circunferéncia com 6 cm de

raio.

A B

Para resolver este exercicio, notemos que
a area do decagono é 10 - B 08" Por sua vez, nhes-

se triangulo, temos:

AO = 6 cm, pois RO é raio;
OB = 6 cm, pois OB & raio;
= _ 3600 _ o
AOB = “To = 36 .
Entao:
& _ Labyegent 8. pen3E0
AROB 2 2

6.6:0:39 - 10,62 cm?

]

Portanto, a area do decagono &

10 . 10,62 = 106,2 cm2.

Exemplo 41

Calcule as areas aproximadas dos poligo-

nos mencionados nos exemplos 37 e 38.
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Figuras espaciais.
Objetivo: Relacionar,
por meio de angulos
conhecidos, as medi-
das de segmentos de
rnealce nas giguras
espacials.

As figuras espaciais mais simples, como,
por exemplo, os prismas, podem ser introduzidas
(de modo informal) em qualquer momento do curso.

Exemplo 42

Abaixo temos um prisma reto de bases qua
dradas; D € uma diagonal do prisma; d é uma diago
nal da base do prisma; £ sao as arestas da base;
h € a altura do prisma; o & o adngulo formado pela
diagonal D e pela diagonal da base d, ambas com
uma de suas extremidades em 0.

)

S30 dados: D = 10 cm e o = 65°. Calcule
as medidas aproximadas de h, d, £, da area da ba-
se do prisma (que nesse caso, reeptimos, &€ um qu
drado) , da area lateral do prisma e da area do tri

dngulo assinalado.

Exemplo 43

A seguir, temos uma piramide reta de ba-
se quadrada; H &€ a altura da pirdmide; h é a altu
ra das faces laterais da piramide.
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:omo,
las
so.
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1se;
ela

com
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CICLO TRIGONOMETRI
co.
Objetivo: Estenden
05 conceitos de se
no e cosseno para
angulos de 0° a

360°.

S30 dados: H = 10 cm e o = 55°. Calcule
as medidas aproximadas de h, £, das arestas late-
rais, da area da base da piramide e das areas das

faces laterais da piramide.

Ja definimos seno e cosseno de o, Ccom
0°< a < 90°. Agora vamos defini-los para qualquer
angulo a, com 0°< o < 360°.

Mais uma vez, vamos construir uma tabela
de senos. Para isso, vamos desenhar quatro trian-
gulos retdngulos, com angulos agudos respectiva -

mente de 200, 400, 60° e 800, todos eles com hipo

tenusas de 5 cm.

5

Medindo entdo os segmentos AB, CD, EF e

GH, temos:

_?3.—



sen 20° = %?; sen 40° = %?; sen 60° = %?; sen 80° =
_ GH
= by

Faremos agora um desenho com esses qua -
tro tridngulos superpostos:

H

7

O G E C A A

N

0bj
Observe que os pontos B, D, FeH, por es ?

N : e con
tarem todos a 5 cm de 0, estdo na circunferéncia

. ar
de centro 0 e raio 5 cm; e que os quatro senos pro §60
curados sao respectivamente as medidas de AB, CD, 907

EF e GH divididas por 5 (que é a medida da hipote
nusa) .

Invertendo o processo, podemoscomegardg
senhando a circunferéncia; a seguir marcamos os an
gulos (a partir da horizontal) no sentido anti-ho

rario; depois, medimos os catetos verticais e di- |

vidimos essas medidas pela medida do raio da cir-
cunferéncia. Finalmente, para nio ter de efetuar
as divisdes, basta considerar uma circunferéncia
de raio unitario. Chegamos assim ao ciclo trigono
métrico (que ndo serd aqui detalhado por ser do co
nhecimento do professor) e com o ciclo, num pri -
meiro momento, podemos chegar aos senos dos angu-
los de 0° a 360°.

Da mesma forma, usamos o ciclo trigonomé
trico, para definir, inicialmente, o cosseno dos
angulos de 0° a 360°.

No ciclo trigonométrico fica evidente que

para qualquer angulo o de 0° a 360°, tem-se:

- P =




10 I3 |m

A tangente no ciclo
thigonometnico.
Objetivo: Estenden o
conceito de tangente
para angulos de 0° a
360%, com excecdo de
90° ¢ 270°.

-1 £ sena s 1l

-1 £ cosa £1

Além disso, pode-se demonstrar que:

sen2a + cos2a = 1

O ciclo trigonométrico é Gtil ainda na re
ducao de arcos ao 19 gquadrante, na resolucao de
equacdes e inequacdes trigonométricas simples, to

picos esses localizaveis nos livros didaticos.

Ja definimos a tangente de a, com
0° < a < 90°. Agora vamos defini-la para angulos
de 0° a 3609, com excecdo de 90° e 270°.

Para organizar mais

uma vez uma tabela de tangen

™m

tes, vamos desenhar quatro
tridngulos retadngulos com an
gulos agudos respectivamente
de 20°, 40°, 60° e 80°, to -
dos eles com catetos adjacen
tes de 2 cm. Nesse caso, jJja
vamos desenha-los superpos -
tos (veja a figura ao lado).
Medindo entao os seg
mentos AB, AC, AD e AE, te-
mos:
BB, g 40° = B

tg 60° %?; tg g0° = %?. D

Il
]

tg 20°

Para nao precisar -
mos efetuar essas divisoes c
por 2, poderiamos ter feito
os catetos adjacentes com me

dida unitaria e, ai, ja esta
T ' - O 2m A



VI. TRIANGULOS QUAIS-
QUER
Objetivo: Relacio
nar as medidas de
Lados e angulos
num tuiangulo qual
quet.

remos chegando novamente ao ciclo trigonométrico.

/
P,
Sen«<
£
O| cos A
t

No ciclo trigonométrico fica evidente que
a tangente pode assumir qualquer valor real. Evi-
dencia-se também a particularidade dos angulos de
90° e 270°, para os quais nao se define a tangen-
te e, além disso, pode-se demonstrar que, para
qualquer a, com 0° < a < 360° e 90° # o # 270°,
tem-se:

sen o

tga = COs @

O ciclo trigonométrico & util ainda na re
ducao de arcos ao 192 quadrante, na resolucgao de
equacOes e inequacgOes trigonométricas simples, té

picos esses localizaveis nos livros didaticos.

Até aqui temos utilizado os conceitos tri
gonométricos em tridngulos retdngulos. No entan -
to, considerando-se um triangulo qualquer, a par-
tir de sua decomposigao em triangulos retangulos,
podem ser demonstrados dois importantes teoremas:
a lei dos senos e a lei dos cossenos.

Nos livros didaticos encontramos as de -

monstragoes desses teoremas e suas aplicacdes na

_?6_




‘ico.

Jue
7i-

de
in-

lra

resolucdo de triangulos. Nos livros, as aplicacoes

geralmente utilizam apenas o0s angulos particulares
(30°, 45° e seus miltiplos), artificializando mui-
to os problemas propostos. No entanto, O professor
nio tera dificuldade em propor o mesmo tipo de pro

blema com dangulos de outras medidas.

7.3 Analise combinatoria

1. FAMILIARIZACAO COM A - Problemas variados.
PROBLEMAS QUE ENVOLVEM
CONTAGEM

11. SISTEMATIZACAO DA A - Instrumentos Gteis para sistematizaca
CONTAGEM da contagem: tabela de dupla entrada,

111. SISTEMATIZACAO DOS
CONCEITOS DE ARRANJOS

E COMBINACOES

arvore de possibilidades, quadro para
descricdo dos acontecimentos.

B - Principio Multiplicativo.

Arvore de Possibilidades.

0
I

- Arranjos com repeticao.
- Arranjos simples.
Fatorial.

- PermutacOes simples.

HOOww
|

- Combinacdes simples.
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CONTEUDO/OBJETIVO

SUGESTOES/OBSERVACOES

1. FAMILTARIZACAO COM
PROBLEMAS QUE EN-
VOLVEM CONTAGEM
Objetivo: Desche
ver todos o0s casos
possivedls envolvi-
dos nos problfemas
e conta-£os poste-
riormente.

A. Problemas varniados

Nesta etapa, a melhor solugao & aquela
apresentada pelo aluno. Respostas diferentes, for
necidas por alunos diferentes, levam a uma discus
sdao muito Gtil pela necessidade de argumentacio.

Os primeiros contatos com o raciocinio
combinatorio deverdo ser intuitivos, as discussdes
livres, proporcionando ao aluno oportunidades de
propor caminhos para solucionar os problemas, pa-
ra que ele seja motivado a desenvolver técnicas
sistematizadas para a descricao dos casos possi -

veis, bem como para a sua contagem.

Problema no 1

Quantas pecas tem um jogo de domind?

Comentarios

Os alunos que conhecem este jogo prova -
velmente responderao de imediato a pergunta. Deve
mos pedir-lhes que justifiquem essa resposta, des
crevendo as pecas. Os outros alunos procurarao dar
algum tipo de descricao que atinja as 28 pecas do
jogo. Se o método de resolucdo exposto a seqguir
nao for apresentado por nenhum aluno, pois é um
pouco mais sofisticado, o professor podera utili-

za-lo para descrever e contar as pecas.

0 1 2 3

o
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o
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|

Ccontando diretamente, encontramos 28 pe-

cas. Uma contagem sistematizada poderia ser des
crita por:

5+4+3+2+1 ou \?xl- (6+5+4+3+2+1)

+
SN\
R 8 InQ de quadriculas

vazias da tabela

7+6
-

n® de pecas de cada
linha da tabela nQ de quadriculas
da tabela

Assim, o aluno estara apto para resolver outro pro

blema em que as pegas do domind sao numeradas de
0 a 12, por exemplo.
Problema n2 2
Quais

Jogue dois dados simultaneamente.

sio as somas possiveis? Quantas sao?

Resgosta

Somas possiveis: 2, 3, 4, .-« 12.

Namero de somas: 1l.

Problema nQ 3

Lancam—-se 5 moedassimultaneamente.Quais

sio os resultados possiveis? Quantos sao?

Resgosta

Indicando cara com F e coroa com C, ke
F, F, F, F, c; F,F,F,C, C;:

mos: F, F, F, F, F;
F,F,C,C,C; F,C,C,C,C; Ciy Cyp €y €, C.
Logo, sao 6 possibilidades.

Observagoes:

Aqui a contagem foi feita diretamente.

Na solucdo apresentada, as moedas fo -
gamento

ram consideradas idénticas e o fato do lan
ter sido simultdneo significa que nao ha diferen-
por exemplo, entre FFCCC e CCFFC.

ca,
solucoes que

Outras interpretacoes e

surgirem entre OS alunos deverao ser amplamente

=g m



discutidas (por exemplo: se as 5 moedas forem con
sideradas distintas, o niimero de resultados possi

veis sera 32).

Chamando de my, My, «.. Mg moedas de di-

ferentes valores, teremos:

ml m2 m3 m4 lTl5
F FFFFF
F C FFFFC
F @ F FFFCF
P C FFFCC
= F FFCFF
& C FFCFLC
& F |l FFCCF
C FFCCC
F
= F
&
F < F
C
C F
F
C
C | ¢ g
T (32 possi
F c bilidades)
F
F
C
C
E F
F
C
C
& F
C C
" F
C
F
F
C
C
c F
F C
c F
C
C

Neste caso os resultados:

Fo® B © L e
T S S
l'l'll m2 m3 m4 l'l'l5

sdo diferentes, pois as moedas m, e mg sdo dife ¢
rentes.
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Problema n? 4

Lanca-se uma moeda 3 vezes consecutivas.

Quantas seqliéncias de resultados sdo possiveis?

Resposta

8 (oito).
19 langamento cara coroa
20 langamento cara coroa cara coroa
30 lancamento |cara|coroa|cara|coroa|carafcoroa cara|coroa

Um dos resultados possiveis &, por exem-
plo, CFC. Neste caso, ©O resultado CFC é diferente
de CCF, pois obtivemos resultados diferentes no 29

e no 32 lancamentos.

Problema n2 5

OQuantos retdngulos ha na figura abaixo?

Resgosta

18 (dezoito).

Problema n?Q 6

Nos reldgios digitais e nas calculadoras
eletrdnicas, os algarismos siao freqlientemente re-
presentados iluminando-se alguns dos sete filamen
tos dispostos na forma padrdo dada. Quantos simbo
los diferenteé podem ser expressos, estando ilumi

nado pelo menos um dos filamentos?



Resposta

127 (cento e vinte e sete).

Problema no 7

Quantos subconjuntos tem o conjunto
A={a, b, ¢, d}?

ResEosta

16 subconjuntos.

Observacao

Discutir com os alunos que o0 menor niume-
ro de elementos de um subconjunto de A é zero, en
quanto que o maior numero & 4.

Problema nQ 8

Um condominio fechado é constituido por 6
blocos de apartamentos, dispostos como mostra a fi
gura. De quantas maneiras diferentes se pode ir da
esquina A até a esquina B, percorrendo as ruas do
condominio e realizando sempre o caminho mais cur
to possivel?

A




11. SISTEMATIZACAO
DA CONTAGEM
Objetivos:

. Penceben que a
contagem dine-
ta ¢ impratica
ved na malordia
dos casos.

. Analisan ¢ pro
cess0s de fon-

7 0 o |k o

macao de aghu-
pamentos.

. Desenvolven
teenicas de con
Zagem

Resposta
10 (dez).

Problema n? 9

Quantos triéngulos é possivel construir

com os vértices de um pentagono regular?

Resposta

10 triangulos.

Problema n2 10

Quantos segﬁentos sao definidos pelos

vértices de um hexagono regular?

Resposta

15 segmentos.

Apbés um trabalho de familiarizacdo com o
raciocinio combinatdério, por meio de discussao livre
sobre as solucdes de problemas nos quais nao se apli-
cam as férmulas tradicionais da Andlise Combinatoria
& conveniente que sejam introduzidas sistematicas pa
ra a formacao de agrupamentos, bem como para a sua con
tagem, sem a necessidade de descrever cada caso.

O problema da construcao dos agrupamen -
tos deve preceder o problema da contagem, ja& que nao
se deve racionalmente quantificar uma variedade de
situacdes sem o dominio claro de seu processo de
criacao.

Uma analise adequada dos processos de for
macao de agrupamentos, pelos alunos, evitara de-
feitos freglientes entre os iniciantes, decorren-
tes da tendéncia de adivinhar a resposta ou o pro
cesso de contagem.

Além disso, essa analise fornecera indi-
cacdes para o desenvolvimento de técnicas de con-
tagem, como, por exemplo, o Principio Multiplica-
tivo, que serd, assim, entendido intuitivamente e

naoc memorizado.
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A. Instrumentos
wtels para a
sistematiza~-
cao da conta
gem.

Problema n2 11

Um jovem tem 4 camisas, 3 calcas e 2 pa-
res de sapato e ndo quer usar a noite a mesma cal
ca e a mesma camisa que usou durante o dia. Quan-

tas possibilidades de se vestir existem?

Solucao

Apesar de ser um problema de contagem, de
vemos discutir com os alunos a descricao das pos-
sibilidades.

Os elementos envolvidos sao:

camlsa;: my, My, My, M,
calcas: cl, Cor C4

sapatos: Sl' S,

Durante o dia o jovem tem 4 x 3 x 2 pos-
sibilidades de se vestir. A descricao das 24 pos-
sibilidades de se vestir durante o dia sera feita

em 4 blocos com 6 possibilidades cada um, ou se-

ja:

{ml,cl,sl} {my, ¢/ 8yt {m3,cl,sl} {m4,cl,sl}
{ml,cl,sz} {mz,cl,sz} {ma,cl,sz} {mq,cl 52}
{ml,cz,sl} {mz,cz,sl} {m3,c2,sl} {m‘l,c2 sl}
{ml,cz,sz} {m2'c2'52} {m3,cz,52} {mq,c2 52}
{ml,c3,sl} {mz,c3,sl} {m3,c3,sl} {m4,C3 sl}
{ml,c3,52} {mz,c3,52} {m3,c3,52} {m4,c3 52}

Vamos supor, agora, que o jovem usou du-
rante o dia o conjunto {“ﬁﬂ Cqr 51}. Ele nao pode-
ra usar a noite os conjuntos {ml, Cqr sl} ou {ml,
Cys 52}, pois estes contém a mesma cal¢a e a mes -
ma camisa que usou durante o dia. Restam-lhe, por
tanto, 22 possibilidades de se vestir a noite.

0 exemplo acima nos sugere uma primeira
abordagem do Principio Multiplicativo que deverad
ser entendido pelos alunos intuitivamente e nao me

morizado.
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Problema n? 12

Quantos nimeros de 3 algarismos & possi-

vel formar utilizando os algarismos 1, 3, 5, 7?2

Solucgao

Seja: P3 a posicao da centena; P, a posi
cdo da dezena e P; a posicao da unidade.

Descricdao das Namero de

Acontecimentos possibilidades possibilidades

. Escolha de um al-
garismo para a po
sicao Pl Ty 3 By T 4

. Escolha de um al-
garismo para a po
sicao P,, apbs a
escolha para Pl 1, 3, 5, 7 4

. Escolha de um al-
garismo para a po
sicao Py, apos as
escolhas para Pl

e P2 1, 3, 5, 7 4

Logo, existem 4 x 4 x 4 possibilidades

de formar tais numeros de 3 algarismos.

Observacgao
Um instrumento Gtil para sistematizacdo
da contagem dos casos possiveis & a arvore de pro

babilidades.
0 esboco da arvore de possibilidades, por

exemplo, para os 16 nimeros em que figura o alga-
rismo 1 na posicao da centena, tera o seguinte as

pecto:




Descrigao das

BT k B3 possibilidades
1
3
1 5
7
1
3
. 5
2
1

~N oW

AAAN

-~ -~~~ W W W W
-~ U WS W ;W N W

Problema n2 13

Uma igreja tem 6 portas. De quantas ma -
neiras diferentes uma pessoa pode entrar e sair da

igreja?

Solucao

Existem 6 possibilidades para entrar na
igreja e novamente, 6 possibilidades para sair.
Portanto, existem 6 X 6 possibilidades de entrar
e sair da igreja.

Descricao das possibilidades:

- g6 =




W

da

1a

ir

F1 By Py Py Ps Pg
Po[[ P1Py | P1Pp | PaP3 | P1Pg | PiPs | P1Ps
B[ F,0 | P2P2 | P2P3 | P2P4 | P2P5 | PaPe
P;|[ P3Py | P3Pz | P3P3 | P3Pq | P3Ps | P3P
Py|[ PaP1 | PaP2 | PaP3 | PaPa | PaPs | PaPe
P PsPyL | PsP2 | PsP3 | PsPa | PsPs | PsPe
Pl PgP1 | PeP2 | P6P3 | P6Pa | PePs | PeFs

Problema n? 14

Quantos numeros de dois algarismos podem
ser formados no sistema decimal?

a) podendo repetir algarismos;

b) sem repetir algarismos.

Solucao

Seja P,P; a configuracao do numero que se

quer formar.

a) repetindo algarismos:

Acontecimentos No de possibilidades

. Escolha de um algarismo

para a posicao Py 10

. Escolha de um algarismo 9
para a posicao P,, ap0s (poi1s o algarismo 0
a escolha para P, nao pode ocorrer na

posicgao P2)

Logo, temos 9 x 10 nimeros de dois algarismos.

Observemos que este problema apresenta
restricdo prépria, dada a sua natureza. Se O alga
rismo zero for colocado na posicdo da dezena, nao

obteremos nimeros de dois algarismos.

b) sem repetir algarismos:



Acontecimentos N2 de possibilidades

. Escolha de um algarismo 9, pois o algarismo

para a posicao P, zero nao pode ocor-

rer em P2 .

. Escolha de um algarismo 9, pois o algarismo

para a posigao P,, apds escolhido para a po-

a escolha para P, sicao P, ndo pode

ocorrer em Pl'

Logo, temos 9 x 9 nimeros de dois algarismos dis-
tintos.

Problema nQ 15

No sistema de numeracdo de base seis,
quantos nameros naturais de quatro algarismos exis
tem?

Solugdo

No sistema de numeracdo posicional de ba
se seis, usam-se seis algarismos para escrever
qualquer namero: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Seja P,P3P,P; a configuracdo dos nimeros

que se quer formar:

Acontecimentos

N9 de possibilidades

Escolha de um algarismo

para a posicio P,

Escolha de um algarismo
para a posicao P,

Escolha de um algarismo
para a posicao P,

Escolha de um algarismo
para a posicao P,
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5, pois o algarismo
zero nao pode figu-
rar na posicao P,.

Logo, podemos formar 5 x 6 x 6 x 6 nﬁmeros de qua
tro algarismos, no sistema de base seis.
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B. 0 prineipio mul-
tiplicativo.
Objetivo:

. apnreendern o
Prinedpio Mul-
tplicativo

. aplican o Prin
elpio Multipli
cativo, gavore
cendo a teeni-
ca de contagem

. generalizar o
Prineipio Mug-
tiplicativo

0 professor deve ser bastante paciente na

discussio da solucdo desses problemas. As repre -
sentagBes das possibilidades podem ser as mais va
riadas.

As argumentagoes verbalizadas pelos alu-
nos devem ser incentivadas e corrigidas; as deno-
minac8es, as mais exatas e adequadas possiveis; a
contagem, uma conseqliéncia natural e intuitiva do
processo de formagdo e representacdo das possibi-

lidades.

Apbés ter-se familiarizado com problemas
que envolvem contagem, com processos de formacao
de agrupamentos, bem como com variadas representa
¢bes de possibilidades, acreditamos que o aluno ja
domina intuitivamente o principio multiplicativo
e um enunciado, mesmo gque ingénuo, poderia  ser
apresentado.

Primeiro, um enunciado que fornece a con
tagem de pares ordenados obtidos com os elementos

escolhidos em dois conjuntos:

"Se um acontecimento A pode ocorrer de m maneiras
diferentes e um acontecimento B pode ocorrer de n
maneiras diferentes, entdo a sucessao A e B, nes-
ta ordem, pode ocorrer de m X n maneiras diferen-
tes."

Analogamente, quando queremos obter o nu
mero de pares ordenados formados com os elementos

de dois conjuntos A; e A,, temos:

n(Al] = namero de elementos do conjunto Ay,
n(Az) = nuimero de elementos do conjunto A,,
n(Al:{Az) = n{Al) X n(Az} = numero de elementos

do produto cartesiano A; X A,.

Em seguida, podemos estender O Principio
Multiplicativo para n duplas ordenadas. Se os alu
nos ainda nao dominarem a formacio de seqliéncias,

outros problemas poderdo ser propostos.



Problema n? 16

Um jovem tem 4 camisas, 5 calgcas, 3 pa -
res de sapatos, 1 paletd e 2 gravatas. De quantas

TS | =

maneiras diferentes ele poderia se vestir, usando

uma peca de cada conjunto?

ResEosta

4 x 5x 3 x1x 2 =120 maneiras de se

vestir.

Problema no 17

Quantos anagramas €& possivel formar com
todas as letras da palavra RATO?

Solucdo

Consideramos as posigoes Py, Py, Py, P,.

Acontecimentos N2 de possibilidades

. Escolha de uma letra para |4, a saber: R, A, T
a posicao Py e O

. Escolha de uma letra para |3, pois a letra esco
a posicao P,, ap6s a esco |lhida para a posicdo
lha para P, Py ndo pode ocorrer

em P,

. Escolha de uma letra para |2
a posicdo P;, apds a esco

lha para Pl e P,

. Escolha de uma letra para |1

a posicao P,

Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos 4 x
X 3 X 2 x 1 possibilidades.

Uma representacao com arvore de possibi-
lidades, para as seis palavras comegadas por R, au
xilia o entendimento:
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Descricdo das

1 2 P4 Py possibilidades

T 0 RATO

A-::::::
/ ' PICIER RAOT
WA RTAO

R T

iz::::6 A RTOA
A T ROAT

0o=<_
T A ROTA

Apresentaremos, agora, um enunciado do
Principio Multiplicativo generalizado:

Teorema

Se um acontecimento Ai pode ocorrer de my
maneiras diferentes (para i =1, 2, ..., n), en-
tdo a seqliéncia (Al, BAyr wees An) de n aconteci -
mentos sucessivos pode ocorrer de m; X My X ... X
X m maneiras diferentes.

Sugerimos mais uma série de problemas,
que poderia ser ampliada pelo professor, para fi-
xar o Principio Multiplicativo.

Problema n? 18

Quantos miltiplos de 5 existem, entre 100
e 1000 de modo que o algarismo das centenas seja
miltiplo de 3 e o das dezenas um numero par?

Resposta
3 x5 x 2 = 30.

Problema n?Q 19

No quadro ao lado, de quantos modos € pos
sivel formar a palavra LOTUS, partindo de um L e
indo sempre para a direita ou para baixo?

L

L 0

L 0 T

L o T U

L 0] T U S

i 1Y el



Solucao

Observemos que o numero de modos de for-
mar a palavra LOTUS partindo de um L é igual ao ni
mero de modos de chegar a letra S. Para chegar a
lera s, porém, é necessario chegar a letra U e pa
ra chegar a esta € preciso chegar a letra T e as-
sim sucessivamente. |

Acontecimentos NQ de possibilidades

. Modos de chegar a letra S |2, pela esquerda ou

por cima.

. Modos de chegar a letra U
apOs ter ocorrido o primei
ro acontecimento 2

-

. idem para chegar a letra T|2

. idem para chegar a letra 0|2

Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos 16 mo-
dos.

Problema n2 20

Quantos numeros de 3 algarismos, sem re-
peticdo, existem no sistema decimal?

Resposta
9 x 9 x 8 = 648.

Levando em consideracao a abordagem que
|estamos fazendo para analisar os conceiios combi-
natdérios, o Principio Multiplicativo ocupa uma po
sicdo de suma importdncia. £ preciso que o aluno o
domine muito bem. Mais tarde, serd necessario que
0 aluno perceba como o Principio Multiplicativo
funciona como base para qualquer técnica de conta
gem sintética.

O Principio Multiplicativo esta quase sem
pre associado a situac¢bes do tipo: "cada elemento
de um conjunto A pode ser combinado com tedes ©Os
elementos de um conjunto B". Trabalhando essa ques
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t3o com os alunos estamos ampliando © conceito de
multiplicacao, cuja idéia inicial baseava-se na
soma reiterada de parcelas iguais.

A apreensdo do Principio Multiplicativo
e sua aplicabilidade generalizada & dinamizada atra
vés de diversos tipos de representacao, principal
mente o da arvore de possibilidades. Os problemas
de 21 a 38, em geral, envolvem as nogoes de arran
jos e permutacdes simples ou com repeticao. Neste
momento, o trabalho proposto deve levar o aluno a
sistematizacao da contagem e, conseqlientemente, do
Principio Multiplicativo. A resolucdo de tais pro
blemas com as formulas que fornecem O numero de ar
ranjos e permutacdes devera ficar para uma fase
posterior, quando da sistematizacdao de tais con -
ceitos.

Nesta altura, seria conveniente trabalhar
mais especificamente o conceito de combinagao sim
ples, com a aplicagdo do pPrincipio Multiplicati -

VO.

Problema n?2 21

Numa urna foram colocadas 5 bolas de co-
res diferentes: vermelha, preta, amarela, cinza e
branca. De quantas maneiras distintas poderemos re

tirar 3 bolas da urna?

Comentario

Ao ser proposto o problema para a classe,
é possivel que surjam solucdes diferentes, pois os
alunos podem interpretar diferentemente o enuncia
do. Facamos um levantamento dessas possiveis solu

cdes e de suas justificativas.

12 possivel solugdo

Pensando em retirar 3 bolas consecutiva-
mente, porém repondo cada bola na urna antes da

‘retirada da proxima, teriamos:




Acontecimentos NQ de possibilidades
. Retirada da 12 bola 5

. Retirada da 22 bola, tendo
reposto a 12 na urna 5

. Retirada da 32 bola, tendo
reposto a 22 na urna 5

Logo, ha 5 x 5 x 5 = 125 maneiras distintas de re
tirar 3 bolas da urna, consecutivamente, repondo

na urna as bolas retiradas.

228 possivel solucao

Pensando em tirar consecutivamente 3 bo-
las da urna sem, no entanto, repo-las, teriamos:

Acontecimentos NQ de possibilidades
. Retirada da 12 bola 5

. Retirada da 22 bola, uma
vez retirada a 1@ 4

. Retirada da 32 bola, uma
vez retirada a l1la e a 22 3

Logo, ha 5 x 4 x 3 = 60 maneiras distintas de re-
tirar 3 bolas da urna, consecutivamente, sem repo

-laS .

Observagao

Nas duas solugdOes apresentadas ficou es-
tabelecida a ordem em que as bolas foram retira -
das. Se representarmos, por exemplo, por C, Ae V,
respectivamente, as bolas cinza, amarela e verme-
lha, poderemos dizer que as possibilidades CAV e
CVA sdo distintas, pois a 22 bola retirada ndo é
a mesma nos dois casos, o mesmo acontecendo com a
3a,

Tal fato nao ocorre, caso as 3 bolas se-
jam retiradas simultaneamente, quando sera impos-
sivel distinguir entre as possibilidades CAV, CVA,
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VAC, VCA, AVC, ACV.

Isto & verdadeiro para quaisquer 3 bolas

consideradas; portanto, teriamos uma

32 possivel solucao

Pensando em retirar 3 bolas da urna, si-
multaneamente, reduziriamos as 60 possibilidades
da solucao anterior a %?= 10 possibilidades dis -
tintas (porque cada 6 possibilidades ficariam re-
duzidas a uma s6), que poderiam ser representadas
por:

VvPA, VPC, VPB, VAC, VAB, VCB, PAC, PAB, PBC,
ABC (P e B representando, respectivamente, as

bolas preta e branca).

Problema n@ 22

Considerando o conjunto A = {a, b, ¢, e,
i, £, v} quantos subconjuntos distintos com 3 ele

mentos podemos formar?

Solucao

Observando que {b, e, i} e {i, b, e} re-
presentam o mesmo conjunto, estamos lidando, na
realidade, com uma situacdo semelhante a da 32 so
lucdo do problema 21.

Com os elementos de A, podemos formar
7 x 6 x 5 = 210 agrupamentos com 3 elementos, con
siderados em todas as posi¢des possiveis. Nao te-
mos, porém, 210 subconjuntos distintos de 3 ele -
mentos, ja que cada um deles esta representado
3 x 2 x 1=6 vezes. Logo, devemos reduzir os 210
agrupamentos a E%Q = 35 subconjuntos. Podemos, por
tanto, dado o conjunto A, formar 35 subconjuntos

distintos, com 3 elementos.

Problema n? 23

Quantos subconjuntos podemos formar com

os elementos do conjunto A = {a, b, c, e, i, £, v}?



la solucao

Os subconjuntos de A podem conter 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6 ou 7 elementos.

Vejamos, por exemplo, como se procede pa
ra determinar quantos subconjuntos de A tém 5 ele
mentos. Em seguida, estenderemos o mesmo racioci-
nio para os subconjuntos com 7, 6, 4, 3, 2, 1 e 0
elementos.

Com os 7 elementos de A podemos formar
7, 6, 5, 4, 3 agrupamentos de 5 elementos (em qual

quer ordem), isto é:

Acontecimentos NQ de possibilidades

. Escolha de um primeiro ele

mento do agrupamento 7

. Escolha do 29 elemento,
tendo sido escolhido o 1° 6

. Escolha do 392 elemento,
tendo sido escolhido o 19

e 0o 29 elementos 5

. Escolha do 49 elemento,
tendo sido escolhido o 19,
20 e 32 elementos 4

. Escolha do 592 elemento,
tendo sido escolhido o 19,
29, 39 e 492 elementos 3

Logo, ha 7 x 6 x 5 x 4 x 3 agrupamentos de 5 ele-
mentos. Entre esses 7 x 6 x 5 x 4 X 3 agrupamen -

tos existem alguns com os mesmos elementos, como,

por exemplo, [a,b,v,1i,f| e |[v,1i,a,f,b], que

descrevem um mesmo subconjuntode A :{a, b, i, £, v L
Como o total de agrupamentos que descrevem um mes
mo subconjunto de A € dado por 5 x 4 x 3 X 2 x 1,

entao:
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ele
oci-
e 0
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e

no de

subconjuntos

de A com 5 elementos

Assim,

no de
com 7

n?2 de
com 6

no de
com 5

n2 de
com 4

n? de
com 3

n? de
com 2

n?2 de
com 1

n? de
com 0

ne total de
subconjuntos

de A

usando O mesmo

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

subconjuntos
elementos

n? de agrupamentos com 5
elementos (independen -
temente da ordem desses
elementos)

n? de agrupamentos que
descrevem um mesmo sub
conjunto de A

7.6.5.4.3
Buds3edivd

raciocinio, teremos:

nQ de agrupamentos com 7
elementos (independen-
temente da ordem desses
elementos)

n? de agrupamentos que
descrevem um mesmo sub
conjunto de A

7.6.5
5

4.3.2.1
7.6. 4

.3.2.1

rx v e pe il
o o e
e rs i
- 2

~+ = 7

1 (o conjunto vazio)

= 1+4+7+21435+435+21+7+1 =



2a solucao

Sugerimos, agora, uma estratégia inversa.
Em vez de escolhermos os elementos para um deter-
minado subconjunto de A, perguntamos, por exemplo,
se o elemento a pertence ou nao a esse subconjun-
to. Repetimos a pergunta para Os elementos b, c,
e, i, £, v. Nessas condigoes, cada subconjunto cor
responde a uma seqliéncia de 7 respostas "sim" ou
"n3ao". Por exemplo, o subconjunto {a, ¢, i; E}
corresponde a seqgliéncia de respostas: a (sim), b
(ndo), ¢ (sim), e (nao), i (sim), f (sim), v (nao).

Assim, temos:

Acontecimentos No de possibilidades

. Escolha da resposta para 2, sim ou nao (isto
a pergunta feita ao elemen|é, o elemento a per-
to a do conjunto tence ou nao ao sub-

conjunto)

. Escolha da resposta para a2, sim ou nao.
pergunta feita ao elemento

b do conjunto
L] 1
1 1

. Escolha da resposta para a|2, sim ou nao
pergunta feita ao elemento

v do conjunto

Logo, pelo Principio Multiplicativo, te-
mos 57 seqliéncias de 7 respostas "sim" ou "nao".
Portanto, temos 2? subconjuntos de A.

Observar que o conjunto vazio correspon-

de 3 seqlidncia de 7 respostas "nao".
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0. Awone de possibi-
Lidades .
Objetivo: Utilizan
a arvore de possi-
bilidades em pro -
blemas nos quais
nao ¢ aplicavel o
Prinedpio Multipli
cativo.

Por ser um instrumento eficaz para auxi-
liar a resolucao de problemas de contagem, a érvg
re de possibilidades pode ser utilizada tanto nos
problemas em que se aplica o Principio Multiplica
tivo como em outros, nos quais os principios mul-

tiplicativo e aditivo se articulam.

Problema n@ 24

Quantos anagramas & possivel formar com

as 5 letras da palavra ARARA?

Pl P2 P3 P4 PS Possibilidades
 POIRPE R AAARR
A<R ___A——R AARAR
S~~~ R——A AARRA
A A/A——-»—-R ARAAR
\\\~R<f// g WG - N | ARARA
““R—— A——A ARRAA
_A——R RAAAR
A <--...R-—-—A RAARA
\R<<<:: '2::: R——A—A RARAA
R A A A RRAAA

Observe que as cadeias iniciadas por A e

R ndao apresentam a mesma quantidade de anagramas.

Problema n2 25

Marcos e Paulo disputam entre si um tor-
neio de ténis. O primeiro a ganhar 2 partidas se-
guidas ou 3 alternadas vence o torneio. O diagra-
ma seguinte nos fornece os resultados possiveis no
torneio.

Na arvore, cada letra indica o vencedor

da partida.



Possibilidades

M M

o =
1 B <
/\

lav)

=

M MPMPP
MPP
~P PMM
PMPMM

PMPMP
PMPP
PP

M MM
< MPMM
P MPMPN

=

/N /\

<
N

A

M
P

e

Examinando cada ramo, podemos perceber
gqual foi o vencedor do torneio. Notemos, ainda,
que os ramos da arvore iniciados por M e P sdo si

métricos.

Problema n2 26

As equipes A e B disputam um torneio de
basquete. A primeira a ganhar 2 jogos seguidos ou
4 alternados vence o torneio. De quantas maneiras

o torneio pode se desenrolar?

Resposta
14.

Problema nQ 27

Um homem tem oportunidade de jogar na ro
leta, no maximo, 5 vezes. Em cada jogada ele ga -
nha ou perde um cruzado novo. Ele comeca com um
cruzado novo e é obrigado a encerrar a série de jo
gadas se ocorrer uma destas hipoteses:

a) ele perde todo seu dinheiro;

b) ele ganha 4 cruzados novos.

De quantas maneiras o jogo pode se desen
rolar?
Note que os enunciados de problemas de

combinatéria, onde existam varias restrigodes, de-

vem possuir uma redacao muito clara.

A




111. SISTEMATIZACAO
D0S CONCEITOS
DE ARRANJOS E
COMBINACOES

Ccada ramo da arvore descreve a maneira pe
la qual o jogo pode se desenrolar. Cada numero, no
diagrama, representa a quantidade de cruzados no-
vos que o jogador tem naquele momento. Observe que
o jogo pode ocorrer de 11 maneiras diferentes. No-
te que ele parara antes da 52 jogada, apenas em 3
desses casos. O resultado do jogo se encontrano fi

nal de cada ramo.

18 28 38 48 58
jogada jogada jogada jogada jogada
0 10

1210

0 —~0
1 l<(::,J 1<i:;h 121210
2 121212
~3
3‘::::2 121232
4

Possibilidades

121234

2 123210
123212

0
1<

\ 5 123232

2 123234

<<::::2 1234

3
3 4
4

Logo, o jogo pode se desenrolar de 11 maneiras.
Observe que o jogador pode ganhar em 7

desses casos e perder em 4.

Até este momento, nomenclatura, defini -
¢oes, formuylas relativas a Arranjos, Permutacoes
e Combinacdes ndo foram abordados. As idéias rela
tivas a esses conceitos foram desenvolvidas intui
tivamente pelos alunos durante O trabalho com o©
Principio Multiplicativo.

Os problemas 3 (32 observacao), 4, 11,
12, 13, que envolvem a nogao de arranjos com repe
ticdo, foram sugeridos para varias etapas do cur-
so, desde as mais livres até aquelas em que se pre

tendeu uma sistematizacdo da contagem.
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A. Awangos com repe- Passaremos agora a sistematizacdo do con
ticao. ceito de arranjo com repetigée. Inicialmente pro-
Objetivo: Sistema-|pomos um exemplo, a saber:

Lizan o concedito Descrever e contar os arranjos com repe-

de arranjos com re|ticdo de ordem 4, com os objetos A e B.

peticao. Comegaremos pelos agrupamentos que se ini
ciam com o objeto A.

Py P2 P3 P, Possibilidades |
<:T/ A (A, A, A, A) |
e 5 (2, A, A, B) .'
A (A, A, B, A)
A (A, A, B, B)
ol s (A, B, A, &)
A (A, B, A, B)
A (A, B, B, A)

A
/ <B (A, B, B, B)
B

Analogamente, existem mais 8 seqliéncias
de 4 elementos come¢ando por B.

Definicao

Chama-se arranjo com repeticd3o (ou com -
pleto) de ordem k, de n objetos distintos, toda se
gliéncia de k objetos, selecionados entre os n ob-
jetos dados.

Agora, passaremos a obtengdo do numero
de arranjos com repeticdo que indicaremos por
ARn,k’ através do Principio Multiplicativo, da se
guinte maneira.

Queremos formar seqliéncias com k objetos.
Indicaremos cada posicdo dentro da seqliéncia com
P, (1 < i < k). Cada seqliéncia terd o seguinte as
pecto: (Pl, Py ... Pk).

Cabe observar que duas seqliéncias (P,PZ,
e Pk) e (Pl., Py ... Pk.) sao iguais, se e so-

- 102 -




con

ro-

e—

mente se Pl = Pr; P2 = Py; ileiie Pk = PH‘
A sistematica de formacdo das seqliéncias

sera:

Acontecimentos Neo de possibilidades

. Escolha de um elemento pa-

ra a posigao P, n

. Escolha de um elemento pa-
ra a posicdo P,, apds a es
colha para Py n

. Escolha de um elemento pa-
ra a posicdo P, apds a es

colha para Pl’ P2, -

Pp-1

Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos nk se-

gliéncias com n elementos.

AR, x = 1

Além de AR, podemos optar pelas simbo-
r

=k

logias An,k; An ou Aﬂ,k'

Problema n@ 28

Quantos nimeros de cinco algarismos pode

mos formar com os algarismos diferentes de zero?

Resposta

97,

Problema n@ 29

Quantos sdo os arranjos completos dosele
mentos a, b, ¢, ... Jj, tomados 6 a 6, em que oele
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mento a nao figure na primeira posigao?

Resposta

9 x 10°.

Problema n2 30

Quantas chapas de automdveis, nos mode -
los usados atualmente, poderdo ser feitas?

Solucgao

Sabemos que as chapas sdo do tipo FA 1055,
ou seja, sao compostas de duas letras, nas duas pri
meiras posigdes e quatro algarismos nas demais po-
si¢bes. As letras sdo escolhidas no nosso alfabe -
to, acrescido de K, W, Y (portanto, 26 letras). Os
algarismos s3o os do sistema decimal.

Assim, temos:

- nQ de pares de letras que poderdo ser usados nas

_ _ 2
chapas: AR26,2 = 26 x 26 = 26

- n2 de quadruplas de numeros que poderio ser usa-
dos nas chapas: ARlO 4 = 10 x 10 x 10 x 10=lO4
r

Como, para cada par de letras, temos 104

quadruplas de nUmeros, o total de chapas que pode-
rao ser feitas é:

_ 2
X AR10,4 = 267 x 10

4
)

Como, por conveniéncia, algumas seqliénci-
as nao sao utilizadas (por exemplo, AT 0000), do to
tal encontrado (262 x 104), devera ser subtraido

104 (n2 de chapas com quatro zeros), isto é:

© nQ total de chapas que poderdo ser feitas para

serem utilizadas &: 26°x10%-10% = 10%(262 - 1)

Se necessitarmos de mais chapas, tendo em
vista uma demanda maior, passaremos a construir cha
pas com 7 posigOes ou entdo trocaremos um algaris-
mo por uma letra. Neste Gltimo caso teremos

263 x 103 chapas (incluidas as que apresentam trés

zeros) .
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B. Aanjos simples.
Objetivo: Sistema-
tizan o conceito
de arvango simples

A exemplo do que foi dito para arranjos

com repeticao, observamos que o trabalho com as
idéias referentes ao conceito de arranjos simples
também foi efetuado em etapas anteriores (por exem
plo, problema 24 quando da sistematizagao da con-
tagem) .

Tomando como exemplo o conjunto
L = {a,b,c,d} e as possiveis seqliéncias (agrupa
mentos ordenados) de uma, duas, trés e quatro le-
tras distintas, que podemos formar com os elemen-
tos deste conjunto, abordaremos uma das maneiras
de se enfocar o conceito de arranje simples. Para
seqliéncias de uma letra temos 4 possibilidades, a
saber: (a), (b), (c), (d). '

Para as seqliéncias de 2 letras, fixada
uma letra para a primeira posicdo, s6 poderdo ocu
par a segunda posicdo as trés letras restantes. As

seqliéncias serao:

(a,b) (b,a) (c,a) (d,a)
(a,c) (b,c) (c,b) (d,b)
(a,d) (b,d) (c,d) (d,c)

Para as de trés letras temos: fixada tam
bém a segunda posicdo, a terceira posicdo s6 pode
ra ser ocupada pelas duas letras restantes. Resul

ta:
(a,b,c) (b,a,c) (c,a,b) (d,a,b)
(a,b,d) (b,a,d) (c,a,d) (d,a,c)
(a,c,b) (b,c,a) (c,b,a) (d,b,a)
(a,c,d) (b,c,d) (c,b,d) (d,b,c)
(a,d,b) (b,d,a) (c,d,a) (d,c,a)
(a,d,c) (bidse) (¢;d;b) (d,c,b)

Para as seqliéncias de quatro letras: fi-
xadas as trés primeiras letras, a quarta posicao
sé podera ser ocupada pela letra ainda ndo utili-
zada. Logo, neste caso, O numero de seqgliéncias de
trés termos coincide com o ndmero de seqliéncias de

quatro termos.
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Algumas seqliéncias de 4 termos sdo:

(a,b,c,d); (a,b,d,c); (d,c,a,b); etc.

Denominacgao

As varias segliéncias de 2 elementos sio
chamadas arranjos binarioes do conjunto L. As se -
qléncias de trés elementos, arranjos ternarics e
as de quatro elementos sdo os arranjos quaterna -
rioe em que usamos todos os elementos L. Estes al
timos também sdo chamados permutacdes dos elemen-
tos de L.

Contagem

Para cada um dos quatro elementos que po
dem ocupar a primeira posigdo, podemos ter trés
elementos para ocupar a segunda posicado; logo, pe
lo Principio Multiplicativo, temos 4 x 3 arranjos
binarios.

Este numero é simbolizado por: A4'2==12.

Analogamente, temos:

A 4; 4 x 3 x 2 = 24; A =4 x 3 x

T s By 3=
X 2 x 1= 24,

Definicao

Dado um conjunto E de n elementos, chama
-se arranjo simples de ordem k (k £ n), toda se -
qliéncia de k elementos distintos escolhidos entre
os n.

O nimero de arranjos simples de n obje -
tos, tomados k a k, é simbolizado por A g ou Aﬁ.

Para efetuar o calculo do nUmero A indicare -

n,k’
mos as posigles da seqliéncia de k elementos por

P.

i+ com Io® Yy 2y v K
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Acontecimentos NQ de possibilidades

. Escolha de um elemento pa-|n, qualquer elemento

ra a posicao Py de E

. Escolha de um elemento pa-|n - 1, exceto o ele-
ra a posicgao Pz, apds a es|mento que foi esco -

escolha para Py lhido para a posicao

. Escolha de um elemento pa-|n - 2
ra a posigdo P,, apds as

escolhas para P, e P,
" ]
1 L]

|+ Escolha de um elemento pa-|n - (k- 1)

ra a posicao Py, apbs as
escolhas para Pl' P2, sy

P

Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos:

An'k=n.(n-l) s In=2) s5s In=k+1)

Num segundo enfoque, as definic¢Oes de ar
ranjo simples e arranjo com repeticdo poderiam ser

dadas da seguinte maneira:

"Seja E um conjunto com n elementos. Ar-
ranjo dos n elementos de E, tomados k a k, e to

da seqliéncia de k elementos de E."

Diz-se "arranjo simples" se os termos das
seqliéncias forem distintos e k £ n. Caso contra -
rio, diz-se "arranjo com repeticdo".

Num terceiro enfoque, relacionamos o con
ceito de arranjo simples com as funcdes injetoras
nas quais o dominio possui k elementos e o contra

dominio n.
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Problema n? 31

a) Quantos anagramas de 4 letras distin-
tas € possivel formar com as letras da
palavra INJETORA?

b) Quantos comegcam por A?

c) Quantos terminam por TO?

d) Quantos contém a letra R?

e) Quantos nao contém a letra R?

Resposta

a) A8,4 =8.7.6.5 = 1680

b) A7’3 = 210

c) A6,2 = 30

d) 4. A7 3 = 840. Neste caso, retiramos
r

a letra R e formamos os arranjos sim-
ples com as sete letras restantes, to
madas 3 a 3. Para cada um deles exis-
tem 4 maneiras de colocar o R. Por
exemplo: RINT, IRNT, INRT e INTR.

e) A7'4 = 840. Agora retiramos novamente
a letra R do conjunto de possibilida-
des e formamos os arranjos simples de

7 elementos 4 a 4.

Nota: Como qualquer um dos anagramas for
mados contém ou n3o a letra R, devemos ter:

= 4.8 3+ Ay 4.

Ag,4
Esta propriedade é valida para os arran-
jos simples e pode ser escrita da sequinte manei-

ra:

+ A

Bk = ke Bilq k-1 nis 1, %

Sera interessante, posteriormente, veri-
ficar a validade desta identidade, através do de-
senvolvimento algébrico usando fatorial.
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tin-
s da

te
1—

ie

(. Fatonial

Objetivo: Simpli-
ficar 08 caleulos
combinatonios nos
quais aparecem pro
dutos de fatores
naturnadls Aucessi -
vos

0. Penmutacoes Adm-

ples.

Objetivo: sistema-
tizan o concelto
de permutacao s4im-

ples.

A partir de exemplos numericos, onde apa
recem produtos de fatores naturais sucessivos,
cria-se a necessidade de simplificar a notacao, pa
ra outra mais concisa e econOmica. Por exemplo:
nos problemas anteriores, fazer um levantamento
n.(n-1) . (n-2) ... 3.2.1

com n € N* (por exemplo, no problema 32 temos

dos produtos do tipo
4 x 3 x 2 x 1 possibilidades de formar todos os
anagramas com as letras da palavra RATO) . Uma for
ma de simplificar essa notagdo & indica-la por n!
(no problema 32 teriamos 4!). Apos esse trabalho,

caberia apresentar uma definicdo de fatorial:

chama-se fatorial de n € N e indica-se por n! ©

nimero natural definido por:

| 1, sen =20
n! =
n.n-1) . (n-2) ....3.2.1, sen > 0
De imediato, para n > 0, vale a seguinte
propriedade:

n!l = (n-1)! .n

]

A convencao 0! 1, da definigao, deve-

-se ao interesse de que a propriedade anterior se

I

1, isto &, quandon=1,
1.

ja valida também para n
entdo 1! = 0! .1 =1.1

Uma permutagde de n objetos & qualquer
agrupamento ordenado desses n objetos. Por exem -

plo, as permutacgdes das trés letras a, b, ¢ sao:

abc, acb, bac, bca, cab, cba

Podemos, também, interpretar cada permu-
tacdo de n elementos como um arranjo simples de n

elementos tomados n a n, ou seja, k = n.

Definigao
Seja E um conjunto de n elementos. Chama

-se permutacao simples de n elementos, qualquer se

qlidncia de n elementos distintos de E.
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Contagem

O nimero de permutacdes de n elementos
distintos é indicado por P,- Calculemos P , utili
zando o Principio Multiplicativo.

Consideremos os n elementos 17 Ayy eeny
a, e as n posicdes P, (i=1, 2, ..., n) da se-
gliéncia (Pl, Por veey Pn}.
Acontecimentos N2 de possibilidades

. Preenchimento da 12 posicio n

. Preenchimento da 22 posicio,
apds o preenchimento da la n -1

L} T
. Preenchimento da n-ésima
posicado, apés o preenchi -

mento das anteriores 1

Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos:

Pn = min> 1) M=2) « wwe 3 =R
Por extensdo, define-se:

P0 = 0! =1e Pl = 1! = 1.
Observacao

Como P pode ser entendido como A+ en-

r

a = nl!
tao, An,n n!,.

A titulo de fixacdo do conceito e da for
mula de calculo do nimero de permutacdes simples,
alguns problemas existentes em livros do 20 grau

devem ser resolvidos. Por exemplo:

Problema no 32

De quantos modos podem ser arrumadas as
letras da palavra VESTIBULAR, de forma que se man
tenham juntas, numa ordem qualquer, as letras LAR?
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E. Combinacdo simples
Objetivo: Sistema-
tizan o conceito
de combinacao s4m-

ples.

Resposta
81 'x 3lv= 241.920.

Problema n@ 33

Qual é a soma dos numeros obtidos pelas

permutacoes simples dos algarismos 2, 3, 4 e 5?

solucdo

Temos ao todo 4! numeros. Sabemos que 6
deles terminam por 2, outros 6 por 3, outros 6 por
por 4 e os 6 restantes por 5. Logo, a soma dos al
garismos das unidades em todos eles e:

6 x (2 + 3 + 4+ 5) = 84

O mesmo ocorre com a soma dos algarismos
das dezenas, centenas e unidades de milhar. Por -

tanto, a soma sera:

84 + 10 x 84 + 100 x 84 + 1000 x 84 = 93.324

Problema no 34

Entre as permutagaes das letras a, b, c,
d, e, £, g, ordenadas alfabeticamente, que posi -

cdo ocupa a seqliéncia (¢, g, a, d, b, e, £,)?

Resposta

A posicao 2047¢9.

Consideremos, como exemplo, os subconjun
tos de {a, b, c, d} que possuem 3 elementos.

{a, b, ¢} {a, b, d} {a, c,.da} {b, c, d}

Neste caso, ndo devemos identificar cada
subconjunto com uma seqliéncia, uma vez que teria-
mos 6 seqgliéncias diferentes representando O mesmo
subconjunto; por exemplo, as segliéncias distintas
(a, ¢, 4); (a, 4, ¢) (c, a, @) (c, &, a) (4, a, c)
(A, ¢, a) representam O mesmo subconjunto {ay o, ak .

Isso significa que se considerarmos to -

das as permutacdes dos elementos de cada um daque
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les quatro subconjuntos teremos todos os 24 arran
jos simples de 4 elementos tomados 3 a 3.

Com isto, concluimos que o nimero de ar-
ranjos sem repeticdo dos elementos a, b, ¢, d, to
mados 3 a 3, € igual a seis vezes o niumero de com
binacdes desses mesmos elementos tomados 3 a 3 (ca
da combinacdo "gera" P, = 6 arranjos). Entdo:

Ry, 3" B3 » B4 4

Definigdo

Dado um conjunto E, com n elementos, qual
quer subconjunto com k elementos de E € uma combi
nacdo simples dos elementos de E, tomados k a k.

Contagem
O nimero de subconjuntos acima seri de -

signado por

Cn,k ou Cﬁ ou (E)
Lé-se: nimero de combinagdes de n elementos toma-
dos k a k ou numero binomial n sobre k.

Sabemos que existem Cn,k subconjuntos de
k elementos escolhidos no conjunto E. Efetuando
em cada um desses subconjuntos as k! permutacodes
possiveis, obteremos todos os arranjos simples de

n elementos tomados k a k. Logo,

An,k = Pk ® Cn,k
ou seja:
. Pk n.(n-1).....(n-k+1)
n,k ~ P 1 k!
nn-=1) . ... . (n-k+1) (n-k)! _ nl
k! " (n-=-k)! k! (n-k)!

Problema n2 35

Contamos com 5 atletas e precisamos ele-

ger uma equipe de 3 deles para enviar a um campeo




nato. De quantas maneiras podemos fazé-lo?

Resposta

C5’3 = 10.

Problema n2 36

Um total de 28 apertos de mao foram tro-
cados no final de uma reuniao. Sabendo-se que ca-
da pessoa cumprimentou todas as outras, pergunta-

-se o numero de pessoas presentes a reuniao.

Solugao

E um problema inverso em que se conhece
o numero de combinag¢des de n pessoas tomadas 2 a
2.

cn,2 =28 .. n =8

Problema n@ 37

Quantas retas sdo determinadas por 7 pon
tos coplanares, dos quais 3 estdao em linha reta?

Solucgao

Sugerimos fazer uma figura e lembrar que
as combinacdes dos 3 pontos colineares, tomados 2

a 2, determinam uma uUnica reta.

Problema n?Q 38

Dados 10 pontos coplanares, sendo que 6
deles pertencem a uma reta e 4 deles pertencem a

outra, pergunta-se:

a) Quantas retas eles determinam?

b) Quantos tridngulos eles determinam?
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Solucao
a) 4 'C6,l + 2 = 26 ou 6 'C4,l + 2 = 26
b) 4 'C6,2 + 6 .04’2 = 96

Problema n?2 39

Resolver a equacao: Cx + A ,2 (1-'&R}x"2

Resposta

Xx = 3

Problema n9 40

Resolver a equacao: (2) + (2:ti) = 25
Resposta
n=25

Problema no 41

Queremos saber de quantas maneiras dife-
rentes um pai pode viajar com seus 5 filhos. Sabe
mos que pode viajar com um ou com varios de seus
filhos, porém nunca sozinho.

Resgosta
2° =« 1 = 31
(C5.1 * C5,5
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7.4 _Probabilidade

1. APRESENTACAO

1T, INTRODUCAO
1

111. PROBABILIDADE DE UM
EVENTO

Experimento aleatonio

- Regularidade estatis-
ea

- Probabilidade de um
evento

- Produto de probabifi-
dades

- Probabilfidade condi-
clonak

- Soma de probabilida-
des

Diretrizes gerais para o ensino de Proba-

bilidade no 292 grau.

Aspectos histdricos do desenvolvimento do

conceito de Probabilidade.

Conceito de experimento aleatorio, espago

amostral, evento.

Conceito de freqgliéncia relativa, comporta
mento da fregliéncia relativa, conceito de

eventos mutuamente excludentes.

Conceito de probabilidade de um evento,
espacos equiprovaveis, probabilidade de
um evento em espagos equiprovaveis, even

tos complementares.

Calcuio de probabilidade de eventos inde-

pendentes.

Cialculo de probabilidade de eventos depen
dentes (cadlculo de probabilidade condicio
nal); uso de probabilidade condicional.

Cidlculo da probabilidade de um evento que
pode ser "partido" em outros mutuamente

excludentes 2 a 2; calculo da probabilida
de de um evento unido de outros ndo mutua

mente excludentes.
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Probabilidade

I. APRESENTACAOQ

Assim como na Analise Combinatdria, também em Probabilida-

de, os problemas constituem a parte central do curso. Os problemas
comparecem em grande nimero e estdo graduados de acordo com o grau
de complexidade das idéias que pretendemos trabalhar com os alunos.

Os problemas propostos poderao desempenhar uma dupla fun-
cdo. Por um lado, servem de estopim para as discussOes sobre as pri
meiras idéias envolvidas nos conceitos a serem apreendidos e, por is
so mesmo, os alunos ‘deverao ter condig¢des de discuti-los livremen -
te, de propor resolucdes, as mais informais possiveis para, paulati
namente, orientados pelo professor, sistematizarem tais idéias e
aperfeicoarem a linguagem utilizada.

ApbOs esta fase de sistematizacdo, em que o trabalho com o

contetdo se desliga dos problemas, voltamos novamente a eles, com o
objetivo de aplicar conceitos ja elaborados pelos alunos; é nesse
trabalho que novas dificuldades surgem e para soluciond-las novos
conceitos devem ser compreendidos, de modo a resolver novos proble-
mas, e assim por diante.

A quantidade de problemas aqui propostos pode parecer ex -
cessiva, no entanto, nossa opgdo foi a de oferecer o maior nimero
possivel de exemplos, para que o professor, de acordo com a sua cli
entela e com os seus objetivos, opte por este ou por aquele proble-
ma. '

Nesta proposta, a visdao intuitiva de probabilidade deve ser
vir de guia nas resolugdes dos problemas, como no inicio do trata -
mento de um conceito.

Defini¢des e propriedades s aparecem no decorrer do traba
lho com os conceitos, apdOs sua compreensdo e a partir de situacdes-
-problema que sejam concretas para os alunos. As propriedades enun-
ciadas ndo sao demonstradas formalmente. Inicialmente, a linguagem
de conjuntos é evitada o madximo possivel, tentando garantir, antes
de tudo, a compreensao das idéias fundamentais e, s no final do cur
so, lanca-se mdo dela, se for necessario e adequado a clientela a
que se destina o curso.

Nao sdo pressupostos deste trabalho com Probabilidade os

= 16 i=
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contetidos desenvolvidos em Analise Combinatdéria. A intencao desta
dois temas

Proposta & de apresentar, na medida do possivel, esses
com tratamentos independentes.

A maioria dos problemas, aqui sugeridos, esta relacionada
com a sorte nos jogos de dados, baralhos, bolas coloridas, papeizi-

nhos numerados, loto e moedas. O curso de Probabilidade deve estar

sempre vinculado ao manuseio deste material. Pacientemente, os alu-
nos devem ser organizados para realizar, as vezes, dezenas de expe-
rimentos repetidos com esses materiais, de modo que se possa, de cer

ta forma, validar os resultados dos problemas propostos, ou mesmo

sugerir procedimentos de resolugao. As apostas entre os alunos de-

vem ser utilizadas como medida da intuicdo de cada um. A intuigdo é
uma medida que, as vezes, falha, e deve ser contestada a vista dos

calculos, que visam ao estudo da "Probabilidade".
O ponto decisivo & que os alunos saibam distinguir clara -

mente, em cada situacdo-problema, quando duas (ou mais) probabilida
des devem ser multiplicadas e quando é que devem ser somadas.

Para sustentar essa disting¢3o & sugerido um apoio visual
que serd explicado ao final dos itens "Produto de probabilidades" e

"Soma de probabilidades".
visando a alcancar os objetivos acima mencionados, sugeri-

mos um trabalho inicial com freqliéncia relativa de eventos, na medi

da do possivel experimental, vinculado as expectativas intuitivas

dos alunos.
Também do ponto de vista intuitivo e sustentado pela expe-

é colocada a questao da Regularidade Estatistica, sem

rimentacéao,
gue seria impossivel

nenhuma pretensdo de trata-la formalmente, ©
nesse nivel da aprendizagem de Probabilidade.

A abordagem inicial de probabilidade de umevento, num espa
co amostral qualquer, estd vinculada as propriedades de sua freqlién

Posteriormente, este estudo toma um carater indepen-
finitos

cia relativa.
dente da experimentacao e restringe-se a espagos amostrais

e equiprovaveis para, no final, se deter nas questOes: quando e por
que multiplicamos probabilidades, probabilidade condicional e quan-
do e por que somamos probabilidades.
Este artigo consta de trés partes:
I. Apresentacao;
II. Introducgao;
III. Probabilidade de um evento.
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Nessa apresentacdo, nossa intencdo & caracterizar o ensino
de Probabilidade que estamos sugerindo para o 29 grau, enquanto que

na Introducdo mencionamos um breve histdrico do desenvolvimento de

conceitos envolvidos em Probabilidade.
A terceira parte consta de sugestdes de contelido, com ob -

servacdes de carater metodoldgico, bem como sobre o préprio contei-
do.

II. INTRODUCAO

Langcando uma moeda, qual face ficara para cima: cara ou co
roa? Lancando dois dados, qual serd a soma dos pontos das faces su-
periores: 2, 3, 4, ... ou 12?

Ha inGmeras situacdes como as duas que acabamos de mencio-
nar, situac¢Oes imprevisiveis, no sentido em que ndo podemos dizer an
tecipadamente gual serad seu resultado. Nestes casos, em que existem
dois ou mais resultados possiveis, surge entdo a seguinte idéia: es
timar as chances de ocorréncia de cada um dos resultados por meio de
um modelo matematico. E esse tipo de cadlculo que estudaremos na Teo
ria das Probabilidades. Veja um dos problemas que sera resolvido nes
te capitulo: assinalando 5 dezenas num cartdo da loto, qual é a pro
babilidade de acertar a quina?

A Teoria das Probabilidades surgiu no século XVI, da anili
se dos chamados jogos de azar, como os jogos de cartas e a roleta.
O primeiro matematico a conceituar probabilidade e a calcula-la cor
retamente parece ter sido Cardano (1501-1576). Depois, Galileu Gali
lei (1564-1642) analisou problemas sobre jogos de dados. Mas o pon-
to de partida do desenvolvimento da Teoria das Probabilidades pode
ser atribuido a dois matematicos: Fermat (1601-1665) e Pascal (1623~
-1662) .

Um amigo de Pascal, que freqlientemente apostava em jogos de
azar, levou-lhe problemas como este, por exemplo: jogando um par de
dados 24 vezes sucessivas, & vantajoso apostar que em nenhuma das 24
vezes saira 6 nos dois dados ou é preferivel apostar que isso ndo
acontecera, ou seja, que pelo menos uma vez saird 6 nos dois dados?
Pascal interessou-se por problemas desse tipo e escreveu sobre eles
a Fermat. A correspondéncia entre esses dois matematicos deu entdo
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sino
que
de

corpo a Teoria das Probabilidades.

Dai em diante, essa teoria foi ampliando cada vez mais seu
campo de acgdo, deixando de limitar-se ao estudo dos jogos. Por exem
plo, por volta de 1760, houve grande discussao entre matematicos a
respeito da seguinte questdo: as pessoas deveriam receber uma espé-
cie de vacina contra a variola, entdo existente, ou os calculos pro
babilisticos indicavam que ela nao era eficaz?

Continuando esta breve histdoria da Teoria das Probabilida-
des, passamos a 1850. Por volta desse ano, um estudioso de plantas
chamado Mendel, observando o cruzamento de diferentes espécies de
plantas de ervilha, verificou que as caracteristicas hereditarias
dos descendentes obedeciam a certos cdlculos probabilisticos. Men -
del propds entdo as leis da heranga, que regulamentam a transmissao
de caracteres hereditdrios, hoje conhecidas como leis de Mendel. Es
sas leis ndo tiveram aceitacdo imediata: foram ignoradas durante 35
anos. Isso se deu, provavelmente, porque os cientistas da época nao
aceitavam o fato de que calculos matemadticos, probabilisticos, pu -
dessem ser aplicados no estudo da reproducao de seres vivos. Poste-
riormente, no inicio do século XX, as leis da heranca foram redesco
bertas por outros cientistas que, sO depois de suas descobertas, fi
caram sabendo que elas ja tinham sido enunciadas por Mendel, ha mui
to tempo. Do conhecimento das leis de Mendel, decorreu a edificacao
de todo um ramo da Biologia, a Genética, cujos conhecimentos estdo
sendo aplicados na agricultura e na criacdo de animais, possibili -
tando melhoria de condig¢des na vida humana.

Finalmente, passando aos dias de hoje, encontraremos a TeQ
ria das Probabilidades bastante relacionada com a Estatistica que,
como sabemos, tem aplicacoes (algumas vezes mal utilizadas) nos mais

diversos ramos do conhecimento.

III. PROBABILIDADE DE UM EVENTO

CONTEUDO SUGESTOES/OBSERVACDES

Experimento A Teoria das Probabilidades estuda os chama-

dos experimentos aleatorios, caracterizados pelas se-

guintes propriedades:
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a) experimentos que podem ser repetidos indefinida -
mente sob condigbes essencialmente inalteradas;

b) em qualquer repeticdo do experimento, nio sabemos,
com certeza, qual particular resultado, de todos
os possiveis, irad ocorrer, embora se possa preci-
sar quais sdo esses possiveis resultados;

c) experimentos que, executados um "grande nimero de
vezes", apresentam uma regularidade no valor de
sua freqliéncia relativa. Embora essa afirmacio pa
reca ter um carater exclusivamente experimental,
na verdade, existe um resultado matematico que ga

m

rante tal regularidade, a Lei dos Grandes Nume-

rosl, que ndo serd aqui enunciada, por transcen -

1te

der os objetivos desta Proposta. No entanto, a
idéia que esta por tras da utilizacdo dessa lei é

a seguinte:

Se alguém desejar calcular a probabilidade de ocor
rer um certo evento, por meio de muitas repeticoes
de um experimento, ou seja, por meio da freqlién -
cia relativa da ocorréncia daquele evento, podera
proceder da seguinte maneira:

19) fixar um "grau de confiabilidade" a respeito
da freqliéncia relativa, digamos 95%;

29) fixar um "erro toleravel" para a freqliéncia re
lativa, digamos 0,0l (o erro & menor de 1 cen
tésimo, ou seja, os dois primeiros algarismos
a direita da virgula sao confiaveis) ;

39) usar a Lei dos Grandes Numeros para determi -
nar o menor numero de vezes que O experimento
devera ser realizado, a fim de "aceitarmos" a
fregqliéncia relativa como sendo a probabilida-
de de ocorrer o evento, com um “"grau de confi

anca" e um "erro aceitavel" pré-estabelecidos.

No 29 grau, ndo avaliaremos a probabilidade de

lMEYER, Paul L. Probabilidade. aplicacdes a estatisti

ca. Rio de Janeiro, Ao livro Técnico/EDUSP, 1969.
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Espaco Amos-
tal

um evento utilizando a "lei dos Grandes Numeros".
Devido a propriedade b, vamos considerar que

um experimento aleatdrio apresente pelo menos dois re-
sultados possiveis. Assim, retirar uma bola de uma ur-
na que contenha s6 bolas pretas, observando sua cor,

ndo é um experimento que ofereca interesse.

Exemplo 1
Lancando um dado, ao acaso, se observarmos o

nimero de pontos da face superior, os resultados possi

veis sao 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Entretanto, ao langar oda

do, poderiamos estar interessados em observar se o re-

sultado € ou nao divisor de 6. Nesse caso, Os resulta-

dos possiveis sdo "divisor de 6" ou "ndo divisor de 6".

Num experimento aleatdrio, um conjunto

de todos os resultados possiveis & chamado eg

paco amostral.

Assim, no exemplo 1, primeiro caso, O espaco

amostral é formado pelos numeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, en
quanto que, no segundo caso, O espago amostral possui

somente os elementos "divisor de 6" e "ndo divisor de

6",

Comentario

A nomeacdo de um espaco amostral devera decor
rer da necessidade de aperfeicoar a comunicagao entre
professor e alunos e, sempre que possivel, partindo dos
alunos, a medida que esse conceito vai sendo apreendi-
do por eles.

Poderiamos, entdo, representar o espago amos-
tral {1, 2, 3, 4, 5, 6} por S, E ou A. Se S nomeia um
espaco amostral de um experimento, o numero de elemen-
tos de S podera ser anotado por n(S), ou# (S), ou nia-
mero de elementos de S.

Observamos no exemplo 1, que ao experimento
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"langar um dado ao acaso" foram associados dois espa -
¢cos amostrais distintos: um deles {1, 2, 3, 4, 5, 6},
quando pretendiamos observar o nimero de pontos da fa-
ce superior e outro, {divisor de 6, ndo divisor de 6},
quando estavamos interessados em observar se o numero
obtido era ou nao divisor de 6. A determinacdo de um
espaco amostral, para um determinado experimento, de -
pende do que se pretende observar em tal experimento.

Na segunda situacao do exemplo 1, caso o dado
seja perfeitoz, a "chance" de ocorrer um divisor de 6
€ maior do que a chance de ocorrer um nimero nio divi-
sor de 6, uma vez que entre 1 e 6 ha quatro nimeros que
sdo divisores de 6 e apenas dois que ' nd3o o sdo. O mes-
mo ndo se pode garantir, caso nada se saiba sobre o da
do em questdo.

De gualquer maneira, o espacgo amostral {divi-
sor de 6, nao divisor de 6} esta, de certa forma, vin
culado ao espaco amostral {1, 2, 3, 4, 5, 6}, que pos-
sui maior riqueza de informagoes.

Observamos ainda que, nos dois casos, cada re
sultado possivel da experiéncia corresponde a um Gnico
elemento do espaco amostral. Assim, no segundo caso, a
obtencdo do 5 corresponde unicamente ao elemento "nio
divisor de 6" do segundo espaco amostral.

Por outro lado, cada elemento de um espaco

amostral corresponde a pelo menos um resultado da expe

riéncia; em {divisor de 6, ndo divisor de 6}, o elemen

to "divisor de 6" corresponde a 3, além do 1, 2 e 6.
Essa correspondéncia, descrita no paragrafo an
terior, entre todos os resultados possiveis do experi-
mento e os elementos do espago amostral é que o carac-
teriza como tal. Por exemplo {divisor de 6, miltiplo de
6} ndo pode ser um espaco amostral do experimento do

exemplo 1, pois o resultado 5 ndo é divisor de 6 nem
maltiplo de 6.

2Entendemos por dado perfeito, aquele da forma de umcu

bo, de densidade homogénea, de modo que suas faces te
nham "mesma chance" de ficar para cima, quando lanca-
. do ao acaso.
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Exemplo 2

Considere o experimento que consiste em reti-

rar uma carta de um baralho com 52 cartas. Observando
a carta retirada, explicite mais de um espac¢o amostral

vinculado a esse experimento.

Resolucao

Se estamos interessados em identificar a car-
ta retirada, o espaco amostral S sera formado por to -
das as 52 cartas do baralho, isto &, formado por: as de
ouros, as de copas, ..., reis de paus, rei de espadas.
No entanto, se observarmos apenas a cor da carta reti-
rada, o espaco amostral S' serad formado por "vermelho"
e "preto".

Ainda poderiamos estar interessados em identi
ficar apenas o naipe da carta retirada. Nesse caso vin
culariamos ao experimento o espago amostral S'", cujos

elementos sao: ouros, paus, copas e espadas.

Comentario .

Neste exemplo, observamos que a "chance" de re
tirar uma carta vermelha & exatamente a mesma do reti-
rar uma carta preta, caso o baralho ndo seja viciado;
basta examinar o espaco amostral S, no qual entre os
52 resultados possiveis, 26 deles apresentam carta ver
melha e os outros 26, cartas pretas. Isto evidencia a
relacio existente entre S e S', onde o primeiro & mais
rico em informacdes que o segundo. O mesmo poderia ser

dito a respeito de S e S'".

Exemplo 3
Descreva um espago amostral associado ao expe
rimento que consiste em:

a) langar duas moedas perfeitas3 e observar a seqlién

cia de caras e coroas;

3Vide nota 2.

- 123 ~



b) lancar duas moedas perfeitas e observar o numero
de caras.

Resolucgao

a) O espago amostral é formado por cara-cara,
cara-coroa, coroa-cara, coroa-coroa.

b) Neste caso teremos um espaco amostral cons
tituido por 0, 1 e 2, pois no lancamento
das duas moedas podem ocorrer nenhuma ca-
ra, uma cara ou duas caras.

Exemplo 4

Suponha que no exemplo 3 estejamos interessa-
dos na ocorréncia de resultados iguais, quando do lan-
camento das moedas. Descreva esses resultados possi-

veis.

Resolucgao

Quaisquer que sejam Os espacos amostrais apre
sentados no exemplo 3, os resultados esperados podem
ser assim descritos: coroa-coroa e cara-cara.

Esses dois resultados relacionados formam um
"evento" associado ao experimento descrito no exemplo
4.

Podemos escrever, entao, que:

Um evento & um conjunto de resultados

possiveis de um experimento.

Comentario

Na terminologia da Teoria dos Conjuntos, even
to & qualquer subconjunto de um espago amostral S as-
sociado a um experimento. Isto significa que o proprio
espago amostral & um evento.

Cada elemento do espaco amostral sera denomi-

nado de evento elementar, muito embora isso ndo seja

coerente com a definicdao de evento dada anteriormente.
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nero

Regularidade
Estatistica

Em outras palavras, estamos identificando cada resulta

do possivel com o conjunto unitario formado por essere
sultado; do ponto de vista do aluno, isto é totalmente
irrelevante. E por isso mesmo que registraremos O even
to elementar "obter resultados diferentes nas duas moe
das indistinguiveis", do exemplo 3, por cara-coroa, a-
proximando-o muito mais do resultado obtido do que do
conjunto unitario {(cara, coroa)}.

Quanto a nomeacao de um evento, cabem aqui as
mesmas observacdes feitas anteriormente sobre nomeacao
de um espaco amostral. Se, por exemplo, E representa um
evento, anotaremos por n(E), ou =f(E) o numero de ele-

mentos desse evento.

Exemplo 5
Lanca-se uma moeda quatro vezes e observa-se
a seqliéncia obtida de caras e coroas. Explicite o even

to "ocorrer mais caras do que coroas".

Resolugado

Chamando de C a ocorréncia "cara" e de K a
ocorréncia "coroa", o evento em guestao, que chamare -
mos de E, é formado pelos elementos CCK, CCKC, CKCC;
KCCC, CCCC e E possui 5 elementos.

Podemos anotar esse fato por:

E = {CCCK, CCKC, CKCC, KCCC, ccCC} e n(E) = 5

Para o mesmo experimento explicite os seguin-

tes eventos:

A: ocorrer cara no 22 langamento.
B: ocorrer tantas coroas quanto caras.

Resgosta
A = {cccc, CCCK, CCKC, KCCC, CCKK, KCCK, KCKC, KCKK}
B = {CCKK, CKCK, KCCK, KCKC, KKCC}

Trataremos agora, mais particularmente, de uma
das propriedades que caracterizam um experimento alea-

tdério, mencionada no inicio desse capitulo: a regulari
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Freqlencia
relativa

dade que se alcanca ao repetirmos um experimento desse
tipo um "grande numero de vezes".

Regularidade de que?

O exemplo 6 tem o objetivo de responder a es-

sa pergunta.

Exemplo 6

Jogando 100, 200, 300, ..., 4000 vezes uma moe
da, verificar, em cada caso, quantas vezes ocorre co -

roa.

Comentario

Esta & uma atividade que pode ser realizada em
classe. Cada aluno joga uma moeda 100 vezes e i:egistra
quantas vezes aparece coroa.

0 numero de ocorréncias de coroa para 200, 300,
..., 4000 jogadas podera ser obtido acumulativamente.
Por exemplo, o numero de ocorréncias de coroa em 200 jo
gadas sera o numero de ocorréncias de coroa nas 100 jo-
gadas do aluno n? 1 acrescido do numero de ocorréncias
de coroa nas 100 jogadas do aluno n? 2; para 300 joga-
das acrescenta-se o numero de ocorréncias de coroa das
200 jogadas anteriores as 100 do alunon? 3 e assim por
diante. Podemos colocar os dados obtidos, conveniente-

mente, numa possivel tabela:

nQ de lan | n? de ocorréncias
camentos de coroa

100
200
300
400

1

1

1

1
4000

O gue nos interessa, na verdade, & estabele -
cer uma relacao entre o numero de ocorréncias de coroa
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o total de jogadas, isto &, uma relagao de me

e O numer
Por isso mesmo € con-

dida entre essas duas grandezas.
veniente estabelecer o quociente entre seus valores cor
N3o teria muito sentido dizer, por exem-

Sse

respondentes.
"obtive 17 coroas" ao langar uma moeda, uma vez

plo,
s informacdes sdo fornecidas;

que nessa afirmagao pouca
nio conseguimos decidir se ter obtido 17
pouco, uma vez dJue nao sabemos quantos langamen-

coroas & mui-

to ou

noe
5 tos foram feitos.
Poderiamos, entdo, completar a tabela sugeri-
da com a razdo entre o numero de ocorréncias de coroa
e o nimero total de langamentos da moeda. Tal razao se
em ra denominada de fregliéncia relativa do evento "ocor -
‘ra rer coroa no lancamento de uma moeda", que anotaremos
por evento A e sua fregliéncia relativa por f,.
00,
) no de lan |n2 de ocorrén|. _ node ocorréncias de coroa
jo camentos |cias de coroa| A no de lancamentos
o-
e 100
g 200
B 300
. 400
:
'
'
4000

Dada a simetria da moeda e acreditando em sua
homogeneidade, nossa intuicao nos leva a esperar que a
chance de obtermos cara num lancamento é igual a de ob
termos coroa; e, por isso, esperamos intuitivamente
que, apds "muitas" jogadas, a quantidade de coroas de-
ve ser muito proxima da quantidade de caras obtidas.

No entanto, ao realizarmos o experimento S¢
10, 100, 200, 500, 1000, ... vezes, observamos que nos
sa expectativa nem sempre se verifica.

Apresentamos, a seguir, alguns resultados ob-

tidos com a simulacdo do langamento de uma moeda em um

computador.
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Foram simulados 10000 lancamentos de uma moe-—
da, 17 vezes, e registrados, em cada vez, o numero de
caras obtido, bem como a freqliéncia relativa desse even
to em cada um desses 10000 langamentos.

Na tabela abaixo, N representa o numero total
de lancamentos.

N (< = 10000) N9 de caras Fregliéncia Relativa
250 127 .508
500 261 .522
1000 525 .525
1250 649 +5192
1500 764 .509333333
1750 882 .504
2000 997 .4985
2250 1107 .492
2500 1213 .4852
2750 1331 .484
3000 1451 .483666667
3250 1584 ' .487384615
3500 1700 .485714286
3750 1825 .486933333
4000 1952 .488
4250 2071 .487294118
4500 2204 .489777778
4750 2321 .488631579
5000 2438 .4876
5250 2580 .491428521
5500 2705 .491818182
5750 2818 .490086956
6000 2937 .4895
6250 3063 .49008
6500 3195 .491538462
6750 3322 .492148148
7000 3442 .491714286
7250 3577 .49337931
7500 3693 .4924
7750 3827 .493806452
8000 3955 .494375
8250 4082 .494787879
8500 4210 .495294118
8750 4337 .495657143
9000 4458 .495333333
9250 4590 .496216216
9500 4713 .496105263
9750 4849 .497333333
10000 4980 .498
10000 5019 .5019
10000 4973 .4973
(cont.)




r"""""'-'—————————————————————————————————______________

(cont.)

N ( < = 10000) No de caras Freqgliéncia Relativa
10000 4917 .4917
10000 5062 .5062
10000 4999 .4999
10000 4981 .4981
10000 4898 .4898
10000 5079 .5079
10000 4987 .4987
10000 4920 .4920
10000 4944 .4944
10000 5064 .5064
10000 4987 .4987
10000 4933 .4933
10000 4967 .4967
10000 5044 .5044

Observando os dados da tabela, verificamos que,
apesar da moeda ter sido lancada 10000 vezes, varias ve
zes, a freqliéncia relativa nao é 0,5.

Observamos também que, para 10000 lancamentos,
existe uma boa chance de que a freqliéncia relativa seja
um nGmero muito prdéximo de 0,5. No entanto, este fato
nao nega que poderiamos lancar uma moeda 10000 vezes e
obter, por exemplo, 10000 caras; é verdade que a chance
de isso acontecer & muitissimo reduzida, caso a moeda se
ja perfeita.

Isso tudo significa que, quando dizemos, antes
de lancar a moeda, a “probabilidade" de obtermos cara €
0,5 e verificamos que a freqliéncia relativa &, por exem
plo, 0,48 para um certo numero n de lancamentos, esta -
mos cometendo um erro absoluto de 0,02.

Ao realizarmos a experiéncia, observamos qué,

3 medida gue aumentamos O nimero n de lancamentos, exis
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te a chance cada vez maior de diminuir o erro cometido,
quando dizemos que a "probabilidade" de ocorrer cara é
igual a freqliéncia relativa desse evento, para um de-
terminado numero de lancamentos.

O uso que temos feito da palavra probabilida-
de, até agora, tem se baseado em nossa intuicao e nas
experiéncias efetuadas. N3o nos preocupamos ainda em de
fini-la formalmente, mas, mesmo intuitivamente, mani-
festamos um desejo de quantificar a chance de ocorrer
um determinado evento.

Até este momento, essa quantificacdao tem sido
feita a partir do que esperamos a respeito do compor -
tamento dos objetos, como também dos experimentos que
realizamos com eles. Na verdade, ndo precisamos Jjogar
um dado 4000 vezes para esperar que, se ele for perfei
to, a face com trés pontos tenha uma chance em seis de
ficar para cima.

Por outro lado, nada podemos esperar de uma
maquina, que produz parafusos, quanto 3 chance de pro-
duzir um parafuso defeituoso, sem primeiro executar a
experiéncia de fazé-la produzir parafusos, observar se
eles sao defeituosos ou n3o e estabelecer uma relacao
entre o nimero de parafusos defeituosos e o numero to-
tal de parafusos por ela produzidos.

E nesse contexto que nos proximos dois exem -
plos vamos "estimar a probabilidade" de ocorrer um de-
terminado evento, baseados na experiéncia e em sua fre

gliéncia relativa.

Exemplo 7

Escolha um editorial de um jornal (ou revis -
ta) que contenha pelo menos 1000 palavras. Registre o
namero de vezes que a letra a é usada em 50, 100, 150,
---, 1000 palavras desse texto. Baseado nesses resulta
dos, como vocé poderia estimar a probabilidade de ocor
réncia da vogal 2 em um editorial desse jornal? Experi

mente repetir a experiéncia para a letra i.
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| Exemplo 8

Suponha que uma maguina produz parafusos que
podem ser defeituosos (D) ou nio (D). Considere a expe
riéncia: examinar cada parafuso e registrar os eventos
D e D. Suponha que a experiéncia feita com determinada

maquina mostrou o seguinte quadro:

No de parafusos pro|N@ de parafusos de |Freqliencia Relati
duzidos e examina- feitugsos (ne de va(h)evento[){fn}
dos (no de ensaios) |ocorréncias de D)
100 6
200 19
300 29
400 45
500 57
600 70
700 84
800 98
900 112
1000 127
2000 239
3000 367
4000 511
5000 636
6000 755
7000 876
8000 996
9000 1121
10000 1253

a) Usando uma calculadora, calcule a freqliéncia relati
va da ocorréncia de um parafuso defeituoso (D), em
cada caso e preencha a 32 coluna da tabela. Estime
a probabilidade de ocorréncia do evento D.

b) Monte uma tabela semelhante a anterior para o even-
to D (a maquina produz um parafuso nao defeituoso),

considerando a mesma maquina. Estime a probabilida-

de de ocorréncia de D, isto &, a probabilidade de
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Eventos mutua-
mente excluden
Les

que a maquina produza um parafuso ndo defeituoso.
c) Compare os resultados correspondentes da 32 coluna

das duas tabelas.

Comentario

Cabem aqui mais algumas observacdes com rela-
cao a freqliéncia relativa de um evento.

Uma das propriedades que caracteriza a fre-
qtiéncia relativa de um dado evento A de um espaco amos
tral S, é que ela representa um numero racional entre
0 e 1 (inclusive). De fato, na melhor das hipdteses, o
evento A pode ocorrer em todas as repeticdoes do experi
mento; isto significa que o nUmero de ocorréncias de A

(que chamaremos na) € igual ao numero de ensaios efe -
n

tuados (que chamaremos n); como f = , teriamos, na
situacao descrita, £, = 1, valor maximo da freqliéncia
relativa do evento A. Por outro lado, pode ndao ocorrer
O evento A nas n repeticoes do experimento, o que sig-

nifica n, = 0 e portanto f, = 0, menor valor possivel

A
da freqliéncia relativa do evento A.
Outra propriedade, que caracteriza freqliéncia

relativa de um evento, diz respeito a eventos mutuamen

te excludentes (ou mutuamente exclusivos).

A seguir, partindo de um exemplo, conceituare
mos eventos mutuamente excludentes, bem como suas pro-

priedades.

Exemplo 9

Considere a experiéncia que consiste em jogar
dois dados idénticos e observar os pares de resultados
obtidos.

a) Descreva um espa¢o amostral desse experi =

mento.

b) Considere os eventos A e B, tais que:

=]
(1Y

o evento "a soma dos pontos das faces é 5" e

o evento "os resultados dos dois dados sao iguais"

o
[}

Explicite os elementos desses eventos.
¢) Quais sdo os resultados possiveis do even-

o
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"a soma das faces & 5 e os resultados dos dois dados
sdo iguais", isto &, do evento "A e B".
d) Considere o evento "a soma das faces & 5ou
os resultados dos dois dados sao iguais",

isto é, do evento "A ou B".

Resolucao

a) O espaco amostral que consideraremos sera
constituido por 36 elementos formados por todos os pa-
res de resultados obtidos, quando do langamento de dois
dados: (1,1), (1,2), (1,3), ..., (1,6), (2,1), (2,2),...
(6,4), (6,5) e (6,6).

b) Os elementos do evento A sao: (1,4), (253);
(3,2) e (4,1). Os elementos do evento B sdao: (1,1),
(2,2), (3,3), (4,4), (5,5) e (6,6).

Podemos representar tanto o espago amostral

quanto os eventos A e B num plano cartesiano ortogonal:

Tresultodos do . pontos do espaco
dado2 * * amostral

6l ---p- --g-m-4--cp oot om A
I

1 1 | O : evento A

1 A: evento B

resulvtc:dos do
dado1

c) O evento "A e B" ndo possui elementos. De
fato, caso ocorra a soma de pontos 5, fica excluida a
possibilidade de ocorréncia de resultados iguais nos
dois dados e reciprocamente (observa-se no grafico que
nio hd pontos do tipo ou do tipo [A] .
Nestas circunstancias, dizemos que os eventos

"2 soma dos pontos das faces & 5" e "os resultados dos

dois dados s3o iguais" sdo mutuamente excludentes (ou

~ L33 =




mutuamente exclusivos), pois o fato de ocorrer A impe-
de a ocorréncia de B, emoutras palavras, é impossivel

ocorrer A e B simultaneamente.

d) Os resultados possiveis de "A ou "4 sdo:
(1,4), (2,3), (3,2), (4,1), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4),

(5,5) e (6,6).

Comentario

Para complementar o exemplo 9, no que se refe
re a3 freqliéncia relativa de eventos mutuamente exclu -
dentes, podemos solicitar aos alunos que cada um lance,
100 vezes, dois dados, registrando os resultados obti-

dos na seguinte tabela:

4Usaremos a expressdo "A ou B" no sentido "inclusive",
isto &, ocorrer A ou B significa, neste texto, ocor -
rer A ou B, ou ambos. Caso o conectivo ou deva ser con
siderado no sentido "exclusivo", o texto explicitara

tal exigéncia.
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No caso em que A e B sao eventos mutuamente
excludentes, a freqliéncia relativa na ocorréncia do
evento "A ou B" é a soma das freqliéncias relativas de

A e de B.
E bastante interessante propor aos alunos uma

experiéncia semelhante a essa, para eventos que nao

sdo mutuamente excludentes.
Por exemplo, em relagdo ao mesmo experimen-

to, considerar os eventos:

A: a soma dos pontos das faces é 5.
B: o numero de pontos do primeiro dado & menor que

o do segundo.

Num esquema grafico, teriamos:

: evento A

Adado 2
: evento B

N oo aoa o
ivu]
Ly
! |
i e L
| |

. EP i > dada |

Verificar, apds 4000 lancamentos, que, nesse

caso, €& provavel que fAcnlB # fA + fB'
ApOs terem sido executadas essas duas ultimas

experiéncias e discutidos seus resultados, algumas

idéias deverdao ser asseguradas:

Se A e B forem eventos mutuamente exclu

énci iva
dentes e fAcnnB for a freqllencia relati

associada ao evento

faoun = fa t fp-

"A ou B", entao
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Probabilidade
de um evento

Se A e B niao forem eventos mutuamente
excludentes, eles tém elementos comuns, e se

fAcm;B for a freqliéncia relativa associada

ao evento "A ou B" e £, for a freqliéncia

relativa associada ao evento "A e B", entao

£ = £, 4 fB - £

AouB A AeB

Os eventos elementares de um espaco amos
tral sio mutuamente excludentes dois a dois,
pois o fato de ocorrer um evento elementar im
pede a ocorréncia de qualquer outro evento ele

mentar.

Por exemplo, no caso do sorteio da quina da lo
to, cada evento elementar & formado por 5 "dezenas" en
tre as 100 "dezenas" de 00 a 99. O sorteio de uma qui-
na, como 25-37-38-84-97, impede que qualquer outra qui

na seja premiada.

Temos considerado, até agora, que O Processo,
que nos leva a associar a cada evento um numero que me
de sua possibilidade de ocorréncia, estad baseado no fa
to de repetirmos o experimento um grande numero de ve-
zes (ver pagina 120) a ponto de sua freqliéncia relati-
va se estabilizar em torno de algum nimero, que consi-
deramos como a tal medida procurada.

Gostariamos, apenas, gue esse numero nao de -
pendesse do experimentador ou de sua sorte. Na verda -
de, o que pretendemos & um meio de encontrar o numero
que mede a chance de um evento ocorrer independentemen
te da experimentacdo, mas baseado nelal

Os experimentos propostos e discutidos até ago
ra sugerem um método de atribuir namero as chances de
ocorréncia de certos eventos. O que pretendemos & defi
nir um numero associado a cada evento, de modo dque ele

tenha as mesmas caracteristicas da freqliéncia relativa
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desse evento e que "descreva" qudo verossimil & a ocor
réncia desse evento.

Desses experimentos emerge um "modelo matema-
tico", que servira para medir a chance de ocorréncia de
cada evento, para qualquer numero de repeticdes do ex-

perimento.

Seja S um espaco amostral associado a um
dado experimento. A cada evento A associare -
mos um numero real, que indicaremos por p(A).
Esse numero sera a probabilidade de A, se:

1) 0 g p(A) £ 1
2) p(s) =1
3) se A e B forem eventos mutuamente excluden

tes, p(AouB) = p(a) + p(B)

A escolha das propriedades que definem a pro-
babilidade de um evento & sugerida pelas corresponden-
tes caracteristicas da freqliéncia relativa.

O que decorre da definicao anterior:

a) Se A, B, ..., K sao eventos mutuamente ex-
cludentes dois a dois, decorre da 32 propriedade que
p(AouB ou ... ou K) = p(A) +p(B) +...+ p(K).

b) Se ays 8y eeedy representam todos os k
eventos elementares de S, entao p(al)i-p{a2)+ g

+ pla,) = 1.

Observacgoes:

1) p{ai)estaréanotando, de maneira mais simples (e nao
precisa), o numero p({ai}).

2) "Definimos uma distribuicdo de probabilidade sobre
um espaco amostral S", quando associamos a cada even
to elementar de S um nimero racional entre Oel (in

clusive), tal que a soma deles dé 1.

Exemplo 10

Consideremos o experimento que consta em lan-

car um dado e registrar o resultado observado na face
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superior. Entao, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} @ o espago amos

tral associado a esse experimento. Descreva pelo menos
duas distribuicdes de probabilidade no espaco amostral

considerado.

Resolucdo

Para distribuirmos uma probabilidade sobre S,
um caminho seria definir a probabilidade de cada umdos
64 eventos decorrentes do experimento considerado, o
que seria bastante trabalhoso. No entanto, isso se sim
plifica gquando definimos as probabilidades de todos os
eventos elementares de tal experimento, visto que além
de serem mutuamente excludentes, eles "compdoem" o espa
co amostral S (isto &, ocorrer {1, 2, 3, 4, 5, 6} é o
mesmo que ocorrer {1} ou {2} ou {3} ou {4} ou {5} ou
{6}).

Assim, uma das possibilidades de definir uma
probabilidade sobre S & dar aos eventos "obter 1%, "ob
ter 2", ..., "obter 6" o valor %. Neste caso, todas as
propriedades da definicdo de probabilidade de um even-
to estdo satisfeitas.

Uma outra possibilidade seria associar a cada

evento elementar numeros racionais, tais que:

= ok - 4
p(obter 1) = 353 p(obter 4) = 53
p (obter 2) = g% p(obter 5) = é%
p(obter 3) = =t p(obter 6) = o
Observamos que todas essas probabilidades sao nimeros
1 2 3 4 5 6 _
entre 0 e 1 e 31 + 57 + 57 + 57 + 57 + 57 L.

Poderiamos também definir as probabilidades

dos eventos elementares assim:

p(obter 1) p(obter 2) p (obter 3)

1
3
L

1l

=

p(obter 4)

p(obter 5)

p (obter 6) 5

Essas probabilidades, ainda neste caso, satisfazem as

condicdes da definicdo: 0 < o <1 e 0 ¢ 22 <1le
1 1 1 1 1 1 4 .
—:4— + -4— + T + i— + -1—2 + -1—2 = 1%
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Espacos equi-
provaveis

Comentario

Se o dado for perfeito, o modelo mais adequa-
do para uma "distribuicao de probabilidade" aos even -
tos elementares & o primeiro, isto &, cada face tem pro

babilidade % de ocorrer.

Exemplo 11

Considere novamente os experimentos dos exem-

plos 6 e 8:

12) langar uma moeda e observar se a face superior apre
senta cara (C) ou coroa (K);
29) uma maquina produz parafusos; observar se cada um

deles é defeituoso (D) ou nido (D).

Explicite os espacos amostrais associados aca
da experimento e estime a probabilidade de ocorréncia
de cada evento elementar em cada experimento.

Compare os dois espa¢os amostrais.

Resolucao

Chamaremos de S, e S, os espacgos amostrais as
sociados ao 192 e 29 experimentos, respectivamente. As-
sim, S = {C,K} e S, = {D,D}.

Tendo em vista as discussOes e conclusdes efe

tuadas nos exemplos 6 e 8, temocs:

p(C) = 0,5 p(K) 0,5 p(D) = 0,12 p(D) =0,88

Os espacos amostrais S, e S, tém mesma quanti
dade de elementos, tém elementos distintos e o que mais
nos interessa, os eventos elementares de Sl tém a mes-
ma probabilidade de ocorrer (p(C) = p(K) = 0,5), en-
quanto que em S, isso ndo se verifica (p(D) # p(D) ).

Dizemos que S1 € um espaco amostral equiprové

vel:

Um espaco amostral & equiprovavel se to
dos os seus eventos elementares tiverem a mes

ma probabilidade de ocorrer.

- 140 -




Probabilidade
de um evento
num e4paco
amosthal equi
provavel

A seguir, trabalharemos somente com espacos

amostrais equiprovaveis.

A definicdo de probabilidade de um evento, C_
da anteriormente, nio nos garante quais os nimeros que
deveremos associar a cada evento elementar de um espa-
co amostral, a ndao ser que se parta para a experiéncia
(e é disso que queremos fugir) para observar o compor-
tamento da freqliéncia relativa de tal evento.

Assim, no exemplo 10, caso nada se saiba so -
bre o dado, nada nos garante qual dos 3 modelos apre -
sentados devemos escolher para conferir a cada evento
elementar uma probabilidade; pode acontecer que nenhum
dos 3 modelos sirva. Isso sb podera ser verificado, jo
gando o dado e observando o comportamento da freqlién -
cia relativa da ocorréncia do nimero de pontos de cada
face.

No entanto, quando acrescentamos a definicgdo
de probabilidade de um evento, a hipotese de que o es-
paco amostral é equiprovavel, a escolha de um modelo
para definir uma probabilidade sobre o espacgo amostral

simplifica-se bastante.

Exemplo 12

No lancamento simultaneo de uma moeda e de um
dado, qual é a probabilidade de ocorrer cara € um name

ro maior que 47?

Resolugao

Supondo que a moeda e o dado sao perfeitos, o
espago amostral S que associaremos a esse experimento

serid considerado equiprovavel.
s = {cara-1, cara-2, ..., coroa-4, coroa-5, coroa-6}
n(s) = 12

Chamemos de E o evento "ocorrer cara e um na-

mero maior que 4". Assim,

E = {cara-5, cara-6}
n(g) = 2
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O evento E & formado por dois eventos elemen-
tares cara-5 e cara-6 equiprovaveis, isto &, p(cara-5) =
= p(cara-6).

Como os eventos "ocorrer cara-5" e "ocorrer

cara-6" sao mutuamente excludentes, entao:
p(cara-5 ou cara-6) = p(cara-5) + p(cara-6).

Mas, "ocorrer E" & o mesmo que ocorrer "cara-5

ou cara-6". Logo,

p(cara-5oucara-6) = p(E) = p(cara-5) + p(cara-6) (1)

Como S é supostamente equiprovavel e n(S) =12

e p(S) = 1, cada evento elementar de S tem probabilida
de f§ de ocorrer. Assim, p(cara-5) = p(cara-6) = JE.
Logo, de (1) teremos:
_l,1_2 - n(E)
PIBY = 5 ¥ {3~ 12 + n(s)
isto &,
P(E)=-'6'
Comentarios

De maneira geral:

Seja S um espac¢o amostral equiprovavel, asso-
ciado a um experimento aleatdrio, formado por k even -
tos elementares g7 Aps ey ayr @ probabilidade de o-
correr S é 1, mas também & igual a probabilidade de o-
correr pelo menos um de seus eventos elementares, isto

e:

p(S) = p(a; ou a, ou ... ou a,) =1

Como a;, a,, «../, ap sdao mutuamente excluden-
tes, entao:
p(s) = p{al] + p{az) + ey ok p(ak} =1 (1)

k parceIas iguais

Chamando de p a probabilidade de cada um dos
a; (i =1, 2, ... k), a igualdade (I) pode ser escri =
ta:

k.p=1 ou B =




Isso significa que a probabilidade de cada

evento elementar, no caso, € %?.
Consideremos um evento E qualquer, do espacgo

amostral S, formado por n eventos elementares, dentre

os k elementos de S; por exemplo E = {al, Aoy ever anh
Como aj, @y, «++s 2y sdo mutuamente excluden-
tes e como p(E) = p(al ou a, ou ... ou an), entio:
p(E) = p(a,) + pl(a,) + ... + p(a.) = n. 1
1 2 n k
n parcelas iguais a-]-};-
isto é:
(E) = -+ n0 de resultados, igualmente provaveis do evento E
p kK + no de resultados possiveis, igualmente provaveis do experimentc

Se um experimento pode proporcionar k re
sultados diferentes, igualmente provaveis e se |
exatamente n desses resultados correspondem a
um evento E, entdo esse evento tem probabili-
dade

p(E) =

Afirmamos mais uma vez que devemos estar bas-
tante seqguros de que todos os resultados elementares
possam ser igualmente provaveis, antes de empregar o
procedimento definido anteriormente. Além disso, pode-
mos, freqlientemente, por uma escolha conveniente do es
pa¢o amostral, reduzir o problema a outro, em que Ed =
dos os resultados elementares sejam igualmente prova -
veis. Sempre gque possivel, isso deve ser feito, porque
geralmente torna o cadlculo mais simples.

"Muitas vezes, a maneira pela qual o experi -
mento & executado determina se os resultados possiveis
sdo ou ndo igualmente provaveis. Por exemplo, se reti-
rarmos um parafuso de uma caixa que contenha trés para
fusos de tamanhos diferentes, simplesmente estendendo
a mio dentro da caixa e apanharmos aquele que tocarmos
primeiro, & plausivel pensar que O parafuso maior tera

maior probabilidade de ser escolhido. No entanto, eti-
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quetando cuidadosamente cada parafuso com um numero,
escrevendo o numero em um cartdo, e escolhendo um car-
t3o, tentaremos garantir que cada parafuso tenha, de fa
to, a mesma probabilidade de ser escolhido."

Quando p(E) = 1 dizemos que E é um evento cer
to; isso acontece quando o niimero de resultados de E &
igual ao nimero de resultados possiveis do experimen -
to, isto &€, E sempre ocorre cada vez que O experimento
é executado. Caso E nunca ocorra quando o experimento
é executado, entdao n = 0 e p(E) = 0. Dizemos, nesse ca

so, que E & um evento impossivel.

Vejamos os seguintes exemplos a respeito de

evento certo e impossivel.

Exemplo 13

Considere os numeros que sao obtidos com as
permutacdes dos algarismos do numero 123. Sorteando-se
uma dessas permutacdes, seja E, o evento em que o name
ro sorteado & um miltiplo de 3 e seja E, o evento em
gue o numero sorteado € um maltiplo de 5.

O espac¢o amostral S associado ao experimento
desse exemplo é constituido por todos os numeros forma
dos pelos algarismos 1, 2 e 3. Quantos numeros desse ti
po existem? Um diagrama de arvore de possibilidades nos

mostra quantos numeros formam o espac¢o amostral.

escolha do alga|escolha do alga|escolha do alga numeros pgss{veis
rismo das unida[rismo das deze- rismo das cente (permutacoes dos
des nas nas algarismos 1, 2 e 3)

2 | 3 123

1{____ 3 | 2 132

A g ¥ | 3 213

Tiaa 3 | 1 231

1— - 2 533 2

3'=:::::i:::::: 2 | 1 5§81

3 possibi 2 possibi

1 possibi _ 6 possibilidades
lidades X lidades

lidade de formar todos
0S nUmeros com Os
algarismos 1, 2
e 3

X

- 144 -



*_—

Observando que os seis numeros formados sao

maltiplos de 3, temos:
n(E,)
ekl . - T
PlE ) = ey =g = &

Observando, agora, que entre os seis numeros
formados, ndo ha mualtiplos de 5, temos:
n(E2) 0

s g P

p(E,) =

Portanto, nesse sorteio & certo que ocorre 1.

miltiplo de 3 e & impossivel ocorrer um miltiplo de 5.

Probabilidades Toda probabilidade pode ser apresentada como
dadas pon porn- |um numero na faixa de 0 a 1, ou como uma porcentagem
centagens de 0% a 100%.

Exemplo 14

Num sorteio concorrem todos os numeros intei-
ros de 1 a 100. Escolhendo-se um desses nimeros ao aca
so, qual é a probabilidade de que o nimero sorteado te
nha 2 algarismos, supondo que todos tem a mesma proba-
bilidade de ser sorteado?

Resolucdo

Nesse sorteio escolhemos como espa¢o amostral:
s =1{1, 2, 3, ..., 100}, logo: n(S) = 100.

O evento E, dos numeros de 2 algarismos, €:

E 90

{10, 11, 12, ..., 99}, logo: n(E)

Portanto:

. iE) .. 90 . _
p(E) = n(s) = 100 0,9 ou pl(E) 90%.
Observagao
= 2 _ 20
0,9 = 30~ 100 90%.

No exemplo 14, calcule a probabilidade de que

o numero sorteado tenha 2 algarismos distintos.

ResEOSta
0,81 ou 8l%.
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Comentario

Para ndo dar resultados aproximados, deixare-

mos muitas probabilidades expressas como fracgoes.

Exemplo 15

Os jogadores A e B lancam um dado, uma sb vez,
cada um. Vence o jogo quem tirar o maior numero. Se o
jogador A obteve o resultado 2, qual & a probabilidade
de:

a) A vencer o jogo?

b) Haver empate?

c) B vencer o jogo?

Resgosta
1 1. 2
a) = b) < c) 3

Resolva o exemplo 15 no caso em que o jogador
A obtenha o resultado 6.

Resposta

a) = b) <+ c) 0

Exemplo 16

Num concurso concorrem todos os anagramas5 da
palavra SORTE, sendo que um deles vai ser escolhido ao
acaso. Uma pessoa concorre com todos os anagramas em
que a 32 letra é R. Qual é a probabilidade de que essa

pessoa ganhe o concurso?

Resolucao

Consideremos o evento E em que sorteamos um
anagrama da palavra SORTE em que a terceira letra é R.
Quantos sdo os resultados possiveis de E? Is-
to €, qual & o nimero de anagramas da palavra SORTE em

que a 32 letra & R? Um anagrama desse tipo pode ser es

5Anagrama de uma palavra & uma palavra formada pela per
mutacdo das letras da primeira. Por exemplo, TORSE &
um anagrama de SORTE.
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quematizado por R , cujas posigoes vazias
5 ™= 77 W
poderdo ser preenchidas pelas letras S, T, E e O de

qualquer forma, sem repeti-las.

Para preencher a 12 posigdo temos 4 possibili
dades (S, E, T e 0). Como, para cada letra possivel pa
ra a 12 posicdo, ha 3 possibilidades de preencher a 22
posicdo, temos 4 x 3 possibilidades de preencher a 12
e a 2@ posigdes. Restam, portanto, 2 maneiras para pre-
encher a 42 posicdo, uma vez tendo sido escolhidas as
2 letras para ocupar a 12 e 22 posigdes; portanto, sao
4 x 3 x 2 modos de preencher a 1a, 22 e 42 posigodes.
Finalmente, sobra 1 letra para ocupar a 5@ posicdo (ten
do sido escolhidas as demais letras para preencher a
la, 22 ou 42 posigoes).

O numero total de anagramas da palavra SORTE,
em que R é a 32 letra, € 4 x 3 x 2 x 1.

Por outro lado, o total de anagramas da pala-
vra SORTE é 5 x 4 x 3 x 2 x 1.

Logo:
n? de anagramas da palavra
_ SORTE emque R é a 32 letra _ 4x3x2x1 _
p(E) = = =
total de anagramas da 5x4x3x2x1

palavra SORTE

L
5 = 20%

Exemplo 17

Escolhendo-se uma pessoa ao acaso, qual e a

probabilidade de que ela tenha nascido num domingo?

Resposta
1

7

Exemplo 18

Uma pessoa retirou um as de um baralho de 52
cartas. Depois disso, ela retirou ao acaso uma 22 car-
ta. Qual & a probabilidade de que a 2@ carta também se

ja um as?

Resposta

L
17

- 147 -



Eventos com-
pLementares

Exemplo 19

Uma pessoa retirou 2 cartas de ouros de um ba
ralho de 52 cartas. Depois disso, ela retirou ao acaso
uma 32 carta. Qual & a probabilidade de que a 32 nd3o se
ja uma carta de ouros?

Resposta
0,78 ou 78%.

Exemplo 20

Treze homens e sete mulheres participam de um
jogo de bingo. Se ndo der empate, qual & a probabilida
de de que o vencedor seja um homem?

Resposta
0,65 ou 65%.

Exemplo 21

Numa urna ha 20 bolas do mesmo tamanho e mate
rial; 16 sdo pretas e 4 sdo brancas. Escolhendo uma de
las ao acaso, qual a probabilidade de se retirar uma bo
la preta?

Resposta
0,8 ou 80%.

Exemplo 22

Dois dados sao lancados ao acaso. Observando

os pontos obtidos na face superior de cada um, calcu -

le:

a) a probabilidade de obter resultados iguais
nos dois dados;

b) a probabilidade de obter resultados distin
tos nos dois dados.

Resolugao

O espaco amostral associado a esse experimen-
to é formado por (1,1), (1,2), ..., (2,1), (2,2), ...,

(6,4), (6,5) e (6,6), num total de 36 pares de resulta
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dos, indicados por "." no grafico abaixo.

e dado 2
]

1 2 3 4 5 6 ;adol

Entre os 36 pontos do espago amostral, 6 deles represen
tam resultados iguais nos dois dados, que no grafico se
r3o representados por A, os demais pontos representam
resultados distintos e serao representados por Xx.

1 dado 2

I
V=

- N WA w o
b

1 2 3 4 5 6§ ZudOI

Assim, temos:

p(obter resultados iguais) = % = %

30 _ 5
6

]

p(obter resultados distintos)

=]
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Comentario

Chamando de S o espacgo amostral do exemplo 22
e de A e B os eventos: "obter resultados iguais" e "ob
ter resultados distintos", respectivamente, observamos

que:

- A tem 6 elementos e B tem 30.

- o fato de obtermos resultados iguais nos dois dados
impede a obtencdo de resultados diferentes e, portan
to, A e B saomutuamente excludentes.

- o evento "obter resultados iguais ou obter resulta -

dos diferentes nos dois dados" & o mesmo que "obter

dois resultados quaisquer nos dois dados".

Na linguagem dos conjuntos, poderiamos escre-

ver as ultimas observacdes assim:

-A#p e B#SP
-ANB=2¢
- A yB=25
e nessas circunstancias, diremos que A e B formam uma
particdo em S e que A e B sao conjuntos complementares
e, portanto, os eventos "ocorrer resultados iguais" e
"ocorrer resultados diferentes" sao ditos eventos com-
plementares.
No caso em questdo, ccmo p(S) = p(d) + p(B) e
p(S) = 1, entdo p(A) + p(B) = 1, ou p(a) = 1 - p(B).
De fato, -l—=l——2-.

6
De modo geral:

Seja um espag¢o amostral S, associado a
um experimento. S=2 A e B forem eventos de S
tais que A N B =0 e A UB = S5, entao A e B
s3o ditos eventos complementares e
p(a) = 1 - p(B).

Exemplo 23

De um estudo de mulheres fumantes com idade su
perior a 40 anos, concluiu-se que & razoavel dizer que

a probabilidade de que uma mulher dessa populacado te -
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Produto de
probabilidades

nha cancer & 0,756. Qual é a probabilidade de que uma

mulher fumante, com mais de 40 anos, nao tenha cancer?

Resposta
0,244 ou 24,4%.

Exemplo 24

Considere o lancamento de dois dados. Calcule
a probabilidade de que o maximo entre os dois resulta-

dos seja maior ou igual a 3.
Resolucdo

Chamando de A e A os eventos:

A: o maximo entre os dois resultados é maior ou igual

a 3;

=1

o maximo entre os dois resultados é menor que 3, ob
servamos que A e A sdo eventos complementares, num

espaco amostral com 36 elementos.

Podemos calcular a probabilidade de A por meio
da probabilidade de A, que tem os seguintes elementos
(L,1), (1,2), (2,1) e (2,2).

Assim, p(R) = 'iG = % .

ot B T e L
Logo, p(A) =1 B = 5l

Exemplo 25
Considere o experimento que consta em lancar
sucessivamente uma moeda e um dado. Qual a probabilida

de de se obter o resultado cara-3?

Resolucao

Para dar uma nocdo de o porqué multiplicarmos
probabilidades, vamos utilizar uma arvore de possibili
dades.
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lancamento da moeda|lancamento do dado resultadospossive;ﬂ

cara-1

cara-2

cara cara-4

cara-5

(=2 TR © ) N R VS B \S T

& g ..|.. 3 .
.+« « +|+ - - cara-3
1. L3
|
|

cara-6

coroa-1
. coroa-2
coroa-3
coroa
. coroa-5

(=2 TS 2 IR R VS B oS T
.

|
|
I
= -l-- - coroa-4
|
l . coroa-6

Comentarios

Chamaremos de n o nimero de resultados finais
possiveis.

No lancamento da moeda, podemos obter dois re
sultados distintos: cara ou coroa. Isso quer dizer que
dos n resultados possiveis, metade apresenta "cara".
Dessa metade, apenas a sexta parte apresenta "3".

Temos, portanto, a sexta parte da metade dos
n resultados possiveis apresentando "cara e 3" isto &,
o resultado "cara-3" é (%? : 6)2 parte de n. Portanto,

(%?: 6) . n

- I S
p(cara-3) = = = Hul g

Logo, a probabilidade de obtermos o resultado
- 1
"cara-3" e —/—.
E 12 ) )
Podemos visualizar essa situacdo num grafico

cartesiano:
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Comentario

Obviamente este problema poderia ter sido re-
solvido apenas atentando para o fato de que o espago
amostral que adotamos tem 2 x 6 eventos elementares e,

assim, a probabilidade de que cada um deles ocorra &

Exemplo 26

Lancando uma moeda 2 vezes ao acaso, qual é a
probabilidade de obtermos 2 coroas?

Resolucao

Para que este evento ocorra & preciso que duas
"exigéncias sucessivas" sejam atendidas: no 192 lanca -
mento deve sair coroa, no 29 lancamento deve sair co -
roa.

Em cada um desses lancamentos, a probabilida-
de de sair coroa é %fe, multiplicando-as, obtemos a
probabilidade de satisfazé-las sucessivamente.
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p(sairem 2 coroas) = p(coroano 1) x p (coroa no 29)

p(sairem 2 coroas) = -%—x -]2'— = —1‘— = 0,25
p(sairem 2 coroas) = 25%

Outra resolucado

Também podemos resolver esse problema usando
o espaco amostral S. Observe entdo, que, como sao fei-
tos dois lancamentos, o espa¢o amostral 5 tem oOs se-
guintes elementos: cara-cara, cara-coroa, coroa-cara e
coroa-coroa. Logo, p(sairem 2 coroas) = % %

0 principio multiplicativo esta presente nas

duas resolucoes apresentadas.

Exemplo 27

Lancando uma moeda trés vezes, qual & a proba
bilidade de sair alguma cara, ndo importando se elasai

ra em 1, 2 ou 3 lancamentos?

la resolucado

Representando os resultados dos lancamentos por
meio de uma arvore de possibilidades, podemos visuali-
zar o espaco amostral, que & formado por todas as pos-
siveis triplas de resultados, bem como saber quantos
desses resultados apresentam pelo menos uma cara. Re-
presentaremos obter cara por "C" e o obter coroa por
IIK“) "

12 lan- 22 lan- 32 lan-
camento camento camento resultados
cara (C C Q)
cara:::::::
coroa (C C K)
car
a cara (C K C)
coroa::::::
coroa (C K K)
cara (K C C)
cara <
//,// coroa (K C K)
coroa
\\\\N cara (K K C)
coroa
ﬁ::::: coroa (K K K)
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Entre os 8 resultados possiveis, 7 deles apre

sentam pelo menos uma cara, portanto,

p(sair alguma cara) = %;

Observacao

Uma resolucdao desse tipo nem sempre & a menos
trabalhosa, uma vez que o processo utilizado foi o de
esgotar todas as possibilidades de resultados possiveis
e favoraveis, para utilizar o conceito de probabilida-
de de um evento. Esse mesmo processo daria um trabalho
enorme, se em vez de lancarmos uma moeda lancassemos um
dado trés vezes.

Talvez, inverter a procura de casos favoraveis
para casos desfavoraveis ao evento "ocorrer alguma ca-
ra" seja uma medida que facilite o processo de resolu-
g¢ao. O que ocorre & que muito pouco se tem trabalhado
no 19 e 29 graus, em Matematica, com a negacao; assim,
desenvolver e aplicar a idéia de eventos complementa -
res constitui uma boa oportunidade para analisar fatos

em funcdo da negacao dos mesmos.

28 resolucao

Seja E o evento: "sai alguma cara".

Observe que a Unica maneira de ndo ocorrer E,
isto &, de ndo sair alguma cara, & quando nos trés lan
camentos o resultado & coroa.

Chamemos de E "nao ocorrer E".

Entéo,
F) = N o e 4
p(E) = p (3 coroas) = > X 5 X5 8
Portanto:
p(E) = p(sair alguma cara) = 1 - p(E) = 1 - -%-= %}

Exemplo 28

Um dado é lancgado 3 vezes. A pessoa A aposta
gque on? 6 saira pelo menos uma vez. A pessoa B

faz a aposta contraria, afirmando que o n? 6 nao ocor
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rera em nenhum lancamento. Qual dessas pessoas tem

maior probabilidade de ganhar a aposta?
Resolucgdo

p (6 ndo ocorre nos 3 lancamentos) =
5 5 5 _1l25
6 ° 65 ° 6 216

A s& vencera se B nio vencer; por isso, o evento "ocor

p (B vencer)

re 6 pelo menos uma vez" & complementar de "6 nao ocor
re nos 3 lancamentos". Assim,

) o, _ 125 _ 91
p(A vencer) = 1 - p(B vencer) =1 - 575 = 57¢

Resolva o problema anterior no caso em que O

dado é& lancado 4 vezes.

Resposta
A probabilidade de B vencer g 025 ; a de A
671 671 =
vencer € 1 - 1596 ~ 1296 ° Portanto, A tem maior pro -

babilidade de ganhar essa aposta.

Exemplo 29

Lancando uma moeda 3 vezes ao acaso, gqual é a

probabilidade de sairem 3 coroas?

Resposta
0,125 ou 12,5%.

Exemplo 30

Lancando um dado duas vezes, qual é a probabi
lidade de que no 12 lancamento saia um naimero par € no

20 lancamento saia o n? 62

Resposta
1

2

Exemplo 31

Lancando um dado duas vezes, qual é a probabi

lidade de sairem numeros maiores que 4 nos dois lancga-

mentos?
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Resposta

Exemplo 32

Lancando um dado duas vezes, calcule a proba-
bilidade de acontecer o seguinte evento: da o n2 6 no
primeiro lancgamento, mas ndo da o n? 6 no seqgundo lan-
camento.

Resposta

=
36

Exemplo 33

Langcando uma moeda e um dado, calcule a proba
bilidade de ocorréncia do seguinte evento: na moeda da
cara e no dado da um numero diferente de 1.

Resposta

3
12

Exemplo 34

Para ganhar uma certa aposta, uma pessoa deve
optar entre um jogo de dados e um com moedas. Se esco-
lher dados, deve lancar um dado 2 vezes e, para ganhar,
deve obter o numero 6 nos dois lancamentos. Escolhendo
moedas, deve lancar uma moeda 5 vezes e, para ganhar, em
todas as vezes deve sair cara. Em qual desses 2 jogos
a pessoa tem maior probabilidade de vencer?

Resposta

p(dois n2s 6) = é% e p(5 caras) = f% ; portanto, no

jogo de moedas a probabilidade de vencer & maior do que
no jogo de dados.

— 157 i~



Exemplo 35

Numa primeira caixa ha 10 bolas: 7 pretas e 3
brancas. Noutra caixa ha 7 bolas: 5 pretas e 2 bran -
cas. Sorteando-se uma bola de cada caixa, calcule a pro
babilidade de que:

a) a bola retirada da 12 caixa seja preta e a da outra
seja branca.
b) a bola retirada da 12 caixa seja branca e a da ou -

tra seja preta.

Resposta

3
a) 20%; Db) 13 *
Exemplo 36

Numa caixa ha papeizinhos numerados de 1 a 9,
noutra, ha papeizinhos numerados de 11 a 19. Sorteando
um papelzinho de cada caixa, qual é a probabilidade de

serem escolhidos:

a) dois papeizinhos com numeros pares?

b) dois papeizinhos com nimeros impares?

Resgosta

16 25
a) 817 b) 57-
Exemplo 37

Numa caixa ha papeizinhos com Os numeros 1, 2
e 3; noutra, com m nameros inteiros e consecutivos, sen
do o primeiro e o Ultimo impares (um numero por papel-
zinho) . Sabe-se que, sorteando um papelzinho de cada
caixa, a probabilidade de sairem dois numeros impares
& 3 vezes a de sairem dois nlmeros pares. Quantos pa -

peizinhos ha na 228 caixa?

12 resolucgao

) = L
p(ne par 12 caixa) = =3 (1)

p(ne impar la caixa) %%
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Na 22 caixa had m nlmeros inteiros consecuti -
vos, sendo o primeiro e o Gltimo impares.
Supondo que x desses m nimeros sejam pares,

X + 1 serao impares, de forma que x + x + 1 = m e, por

tanto:
5 = Jﬂﬁ%-k-(quantidade de nimeros pares da 22 caixa)
X = ﬂL%—i- (quantidade de nlimeros impares da 2a caixa)
Logo,
m -1
; _ 2 _ m=1
p(ne par 22 caixa) = = = T 5
m + 1
p(no impar 22 caixa) = :m: = %—l-

Com as probabilidades (I) e (II) podemos cal-

cular:

. ; ¢ , 2 m+ 1 _
p(impar da 12 caixa e impar da 22 caixa) = 3 - >m =
. TF B ¢

3m
p(par da 12 caixa e par da 22 caixa) = % . mz-ml = mﬁ_ml
|Como é dado que:
pP(impar 12 caixa e impar 22 caixa) = 3. (par 12 caixa e

par 22 caixa)

teremos:
m + 1 = 13 m - 1
3m ° 6m

e, portanto, m= 5

22 resoluciao

Como na 12 caixa ha 3 nimeros distintos e na
22 caixa ha m numeros distintos, ent3o podemos retirar
3m pares de numeros distintos, de modo que cada par é
formado por um nimero de cada caixa.

Podemos representar esses 3m pares de nimeros

no plano.
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A nos da 2¢ caixa
p m¢ n2 — impar — ke (m=1) ---———Y———_—?—dn—-—p
|
| 1
| I
(m-12ng-par — k¢(m=2) - — -~ — & - — - 49— - - -9
v I : | I
g ' | | |
5 | |
g ' ! I |
6 ! : | |
g ' ' | !
§§ ] L | |
3 | [ | |
= |
- 4°ne - par — k+3 —-—~—~—Io——-~—p————4
‘;":' ! I
. ” | _‘
E 3¢ nQ - impar — ke2 [ — - — -9 — — - PR
' |
I I
20 n¢ - por — kel b —-- —— r—-—-—p——-u-‘
|
\ I |
R p2 - impar — k- —-—-— ?———~—|.-—-———+
| | ! ngs da 12 caixa
1 | I -
o 1 2 3
; . + = . m -
Na 22 caixa ha = : numeros lmpares e-—er

nimeros pares.
0 numero de
o 22 impar é igual a 2.

dos no grafico seguinte.

2

2

pares sorteados com o 12 impar
m+ 1

m+1,

A nos da 2¢ caixa

e

e estao marca -

nos da |2 caixa

—— impar — k+¢(m-1) - - — -~ - = — - - = ]
: I |
I
k+(m=-2) |- - - — - [ TR R —
: I |
I I !
1 I I
» 1
s ; ! |
o ! I
e |
E ' |
- | ]
2 | | |
[ | ,
1
- | I
e k3 fm == —F — o — — |- = = — =+
E ' i
i : I
L~ impar — k+2 | — — — — $- === (v s 9
: | |
ket |- — - - - T
I I 1
¢ | I I
—  impar —> k—-——-——f——-———-l———-———i!
I
] ' !
| | ] >
o I 2 3
| _|
2 n2 {mpares



O nimero de pares sorteados com o 19 no par e

0 22 no par é igual a: 1 . n1;]_ = n1;1.' e estdo mar
cados no grafico seguinte:
+ nos da 24 caixa
Ktlm=0) | _ _ _ _
Ti -7 -—-7
I | !
I I
- K+(m-2) [
por__. m _____‘_l______? ______ 4
| | |
I | |
I | |
I | I
| | |
8 | I I
g I I I
a | ! I
c | | |
I
L. parK#+3 Lo oo 2 N I !
g | ! “.
K+2 | I
______ |————— = ————q
| I |
Lo parp Kl - b o @ (IR .+_....____:
: 1 |
S | L I _ _ _ |
““““ a- | 1
I [
I
: |‘ 1 .
1 2 3 =
? nes da4s caixa
Portanto: 1 no par
4 m + 1
p(ambos os n9s serem impares) ET
m-1
- 2 _m-=-1
p(ambos os n? serem pares) = ETT = R
m+ 1 _ m - 1
Como 3m = 3 . = ¥
teremos: m= 5.
Exemplo 38

Uma pessoa que nada entende de futebol preen-
cheu ao acaso um cartdo da loteria esportiva, assina -
lando 2 palpites triplos e 4 palpites duplos. Indique
os calculos que d3do a probabilidade de essa pessoa fa-

zer os 16 pontos.

= lel -




Resolucao

p (acertar os 16 pontos) = p(acertar 2 triplos) . p(acertar

4 dquplos) . placertar 10 simples)=

- 2 2 2 2 1111 1 11 1 1 1,
= 1.1 .(3.5.3- 3). (-5-5-3-3°3°3°-3-3- 3) =
_ 2
4
31
Probabilidade Nos quatorze ultimos exemplos, observamos que
condiLcional os eventos envolvidos sdo de tal natureza que a ocor -

réncia de um deles em nada influi na ocorréncia dos ou
tros.

No problema 36, por exemplo, a obtencao de um
nimero par da 12 caixa nao exerce qualquer influéncia
no resultado obtido ao se retirar um papelzinho da 22
caixa.

No entanto, essas condi¢des nem sempre sao ve
rificadas com eventos de um experimento aleatorio. Ve-

jamos um exemplo para esclarecer essa idéia.

Exemplo 39

Retirando-se sucessivamente 2 cartas, de umba
ralho de 52 cartas, ao acaso e sem reposicao da 12 car
ta, qual & a probabilidade de serem retirados 2 ases?

Resolugao

Para que se retire 2 ases sucessivamente, exi
ge-se que a 12 carta retirada seja um as, mas ha uma
segunda exigéncia: a 22 carta retirada deve ser um as.

Observe que a probabilidade de satisfazer a 22
exigéncia depende do que ocorreu na 12 retirada. Sua 12
carta foi um as, entdo restam 3 ases no baralho, logo
a probabilidade de que a 22 carta seja um as é de g%
ou fﬁ. Mas, se a 12 carta retirada ndao for um as, en -
t30 restardo 4 ases no baralho e a probabilidade de que
a 228 carta seja um as é de é%.

Como, nesse caso, a probabilidade de satisfa-

zer a 22 exigéncia depende do que aconteceu antes, na

1a retirada, diremos, entdo, que o evento '"obter as
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na 22 retirada" depende do evento "obter'as na 12 reti

rada".
Nessas circunstancias, a probabilidade de se-
i - 4 1 _ 1
rem retirados 2 ases sera €5 * 19 - 321°

Comentarios

1) Quando repomos a l2 carta, seja ela as ou
ndao, o baralho continua contendo 4 ases, antes da reti
rada da 22 carta.

Portanto, a probabilidade de obtermos as na 22

retirada, nesse caso, sera é% e, portanto, p(retirar 2
4 4 1

ases) = 52 ° 5—2'=m.
Observe que, com reposig¢ao, a probabilidade

aumenta em relagdo ao caso em que nao repomos a l2 car
ta retirada.

2) Outra resolugao do exemplo 39.

O numero total de maneiras de tirar sucessivamente 2
cartas quaisquer de um baralho de 52 cartas & dado por
52 x 51 (52 opgdes para retirar a l@ carta; uma vez re
tirada a mesma, restam 51 opgdes de retirar a 22 car -
ta) . Isto significa que o espago amostral S associado
a esse experimento & constituido de todos os 52 x 51
possiveis pares de cartas.

Por outro lado, de quantas maneiras podemos re
tirar 2 ases de um baralho?

Ha 4 opg¢Oes para retirar o primeiro 3s: as de
ouros, as de espadas, as de copas, as de paus. Uma vez
retirado o 12 as, para cada uma dessas opg¢Oes existem
3 para retirar o 29 as. Portanto, temos 4 x 3 maneiras
de retirar 2 ases de um baralho com 52 cartas.

Logo,

; _ 4 x3 _ 1
p(retirar 2 ases) = E5 5 E1° ™ BI1%

Observacao

Essa resolugao baseia-se essencialmente na de
finicao de probabilidade.
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Exemplo 40

Numa caixa had cinco papeizinhos, numerados de
1 a 5. Serdo retirados sucessivamente dois papeizinhos
da caixa, sem reposicao do primeiro.

a) Supondo que o primeiro nimero sorteado te-
nha sido impar, qual é a probabilidade de que o segun-
do namero sorteado seja par? E de que o segundo namero
seja impar?

b) Qual & a probabilidade de que o segundo na
mero sorteado seja impar, sabendo que na primeira reti
rada foi obtido um nimero par?

Nessas mesmas circunstadncias, qual a probabi-
lidade de que o segundo numero sorteado seja também

par?

Resolucao

a) Como o primeiro nimero sorteado é impar, en
tre os 4 numeros que restaram na caixa, continuam exis
tindo 2 numeros pares; portanto, a probabilidade de que
o segundo numero sorteado seja par, dado que ©O primei-
ro foi impar, e —%-= %?.

Dado que o primeiro namero sorteado é IiImpar,
restam na caixa 4 numeros, sendo 2 impares; portanto,
a probabilidade de que o segundo nuimero sorteado seja
impar também é -%—= %f.

b) Tendo sido obtido um nimero par na primei-
ra retirada, restam, na caixa, 4 nimeros, sendo 3 impa
res. Assim, a probabilidade de que o segundonﬁmerosoE
teado seja impar, dado que O primeiro foi par, é % :

A probabilidade de que o segundo nimero sor -
teado seja par, sabendo que o primeiro numero sorteado
foi par, € —%—. De fato, entre os 4 numeros que restam
na caixa, apds a retirada de um numero par, apenas 1eé

par.

Comentarios

Inicialmente, ao desenvolvermos com OS alunos
os conceitos de eventos dependentes e probabilidade con

dicional, é conveniente que a linguagem usada seja a

- 164 -



mais proxima possivel da linguagem natural, mesmo que
os textos se apresentem excessivamente longos, como os
da resolucdao do problema anterior.

Alguns cb6digos podem ser introduzidos apds a
compreensdo das idéias fundamentais envolvidas nos con
ceitos que estdo sendo trabalhados.

Por exemplo, no problema 40, item a, chamemos

de A e B os eventos:

A: sortear primeiramente um numero impar;

B: o segundo numero sorteado & par.

O evento "o segundo n? sorteado & par, saben-
do que o primeiro n? sorteado foi impar", sera repre -
sentado por B|A. Isso significa que o fato de ocorrer
no 29 sorteio um numero par esta condicionado a ocor -
réncia de numero impar no 19 sorteio.

Assim, p(B|A) significard probabilidade de o-

correr B, sabendo que A ocorreu.

Exemplo 41

Serao retiradas sucessivamente 2 cartas de um

baralho de 52 cartas.
Seja A o evento em que a 12 carta retirada é

as.

Seja B o evento em que a l2 carta retirada nao
é ds.

Seja C o evento em que a 22 carta retirada é
afs.

Seja D o evento em que a 22 carta retirada nao
é as.

Entao temos:
p(C/A) = p(ocorrer C quando A ja ocorreu) = é% = f%;
p(C/B) = p(ocorrer C quando B ja ocorreu) = é%;
p(D/A) = p(ocorrer D quando A ja ocorreu) = %% = %g:
p(D/B) = p(ocorrer D quando B ja ocorreu) = %%.
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Exemplo 42

Um levantamento feito numa sala de aula foi re

sumido na seguinte tabela:

N nao usam
usam oculos Eculos total
meninos 7 21 28
meninas 4 18 22
total 11 39 50

Consideremos o experimento que consta em sor-
tear uma crianca dessa classe.

Qual é a probabilidade de que:

a) a crianca sorteada seja menino?

b) a crianca sorteada use Oculos?

c) a crianga sorteada use oculos, sabendo-se

que & menino?

Resolugdo
Sejam A e B os eventos:

A: a crianca sorteada € menino;

B: a crianca sorteada usa Oculos;

Seja B|A ocorrer B, dado que A ja ocorreu, is
to é, a crianca sorteada usa Oculos, sabendo-se que é
menino.

2 6
a) p(A}=§—g=:l—5oﬁ=56%
b) p(B) = i§ = 22%

c) com a informacdo de que a criancga é um menino, pode
mos considerar um novo espaco amostral para o even-
to B, formado apenas pelos 28 meninos, dos quais 7
usam 6culos. Assim, a probabilidade de que a crian-
ca sorteada use Oculos, sabendo-se que é menino, é:

el ey pdu
p(B) = 55 = -7 = 25%

Observamos que a probabilidade de que o aluno
sorteado use 6culos, no caso c¢), € maior do que a do ca

so b).
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Comentario

Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral
S.

Quando calculamos p(B|A), tudo se passa como se
A fosse um novo espaco amostral "reduzido", dentro do
qual queremos calcular a probabilidade de B ocorrer. O

esquema abaixo evidencia melhor este fato:

<
“C g <€ /A
S (espago S S .
amostral) Evento P | A e um novo
Adoes A espaco amos
A pago | | tral
amos = | |
tral S
| |
"""""" B' =ANB
= Evento (T~ TTTT T 1
Vento | 3 Evento do
Bdoes | A s f,_ | espaco
pago . | amostral A
amos - :
tral S | RO
T2

Exemplo 43

Numa caixa ha cinco papeizinhos numerados de
1 a 5. Serao retirados sucessivamente dois papeizinhos
da caixa, sem reposicdo do primeiro. Qual & a probabi-

lidade de que os dois numeros sorteados sejam Impares?

Resolucgao
Sejam os eventos A e B, tais que:

A: ocorrer numero Impar no 12 sorteio;
B: ocorrer numero impar no 29 sorteio;
B/A significa ocorrer numero impar no 22 sorteio, sa -

bendo-se que no 19 ocorreu numero impar.

Entao,
p(le n? sorteado seja iImpar) = p(A) = %%
Por outro lado, a probabilidade de gque o 292 na
mero sorteado seja impar esta condicionada ao fato de
que no 19 sorteio tenha saido nimero impar. Logo, a pro
babilidade de que o 22 nimero sorteado seja impar, su-

pondo-se que o 12 foi impar é:
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p(B/a) = = = 1

Portanto, a probabilidade de sortear um ntme-
ro impar no 19 e 29 sorteios é:

p(AeB) = p(A) . p(B/A) = -%- ) -%_ 5 % = 3%

Exemplo 44

Resolva o problema anterior, supondo-se que o
papelzinho retirado no 19 sorteio seja reposto na cai-

xa antes do 22 sorteio.

Resposta
36%.

Comentario

Nos sorteios, quando ndao mencionarmos se hou-
ve ou nao reposicao, estaremos sempre supondo que nao
houve reposicdao. Portanto, sO vamos considerar a repo-

sigao, quando constar do enunciado.

Exemplo 45

Numa urna ha 10 papeizinhos, numerados de 1 a
10. Serdo sorteados sucessivamente 3 desses papeizi -
nhos. A probabilidade de que os 3 numeros sorteados se

jam impares €& maior, menor ou igual a 10%?

Resposta

E JL, logo, &€ menor que 10%.
12

Exemplo 46

Resolva o problema anterior supondo que no sor

teio haja reposicao.

Resposta

E %ﬁ portanto, & maior que 10%.
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Exemplo 47

De uma urna com 3 bolas pretas e 2 bolas bran
cas, serao retiradas ao acaso 2 bolas. Calcule, apre -
sentando as respostas em porcentagens, a probabilidade
de que:

a) as bolas retiradas sejam ambas pretas;

b) as bolas retiradas sejam ambas brancas;

c) a 12 bola seja preta e a 228 seja branca;

d) a 12 bola seja branca e a 22 seja preta.

Resposta
a) 30%; b) 10%; c) 30%; d) 30%.

Exemplo 48

Suponha que um juiz de futebol tenha 3 cartdes
no bolso: um vermelho, um amarelo e um terceiro com uma
face vermelha e a outra face amarela. Num certo instan
te, o juiz, irritado, retira, ao acaso, um cartdao do
bolso e o mostra ao jogador. Qual & a probabilidade de
gue o juiz veja a face vermelha enquanto o jogador vVvé
a face amarela?

Resposta
1

6

Comentario

No item "produto de probabilidades", os pro -
blemas propostos apresentam eventos que s6 ocorrerao se
varias exigéncias (eventos) forem atendidas(os) suces-
sivamente.

No exemplo 48, temos:

o experimento em questdo: retirar um cartao do bolso e
observar sua cor
o evento em questdo: juiz vé a face vermelha e o joga-

dor vé a face amarela

A primeira exigéncia &: "o juiz deve tirar do
bolso o cartdo vermelho-amarelo"; e a 22 exigéncia é:
"o juiz deve ver a face vermelha e o jogador deve ver a

face amarela".
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Assim, o problema fica resolvido se ambas as
exigéncias forem satisfeitas.
As duas exigéncias, na verdade, descrevem dois

eventos:

- retirar do bolso o cartdo vermelho-amarelo
- juiz vé a face vermelha (uma vez retirado o cartéo

vermelho-amarelo) .

Elas funcionam como se fossem dois obstaculos sucessi-
vos, e, para ultrapassar o 22, devemos, obrigatoriamen
te, ter ultrapassado o 12 e, ultrapassa-los significa
satisfazer as exigéncias que esses obstaculos represen
tam.

Podemos representar as duas exigéncias suces-—
sivas por dois obstdculos seguidos, num mesmo caminho.
No esquema seguinte, em cada obstaculo escreveremos a
probabilidade de satisfazer a exigéncia correspondente
a esse obstaculo.

Para o exemplo 48, teremos:

tirar o cartao tirando o cartao juiz vé verme-|
de 2 cores adequado, o juiz lho e o joga -
vé vermelho dor, amarelo
M PN ‘o)
L 1 = 1
3 e 2 = 6

Esse apoio visual pode ser utilizado, ao tra-
balharmos com os alunos os problemas propostos anteri-
ormente.

A titulo de exemplo, apresentamos esse diagra

ma para alguns dos problemas ja resolvidos.

obter
obter caral obter 3 cath=
Exemplo 25: ™\ ~\ %
1 X 1 - L
2 6 12

- 170 -



Exemplo 26:

Exemplo 30:

coroa na 12

icoroa na 2@

coroa nos dois
lancamentos

T

1
2

N[

o

o=

N par no 19

ne 6 no 29

nQ par no 12 e n?
6 no 22 langamento

M\

o
1 | s L
2 X 3 = 12
obter no obter cara e um
obter cara 4 de 1 no % de: 1
Exemplo 33: ~\ Y o
1 5 _ 2
2 L 3 = 12
obter 6 no obter 6 no obter 6 nos doi
19 lanca - 29 lanca - lancamentos
mento mento
Exemplo 34: Vawn ~ 5
1 - 1 - 1
6 6 36
bter cara e
obter obter obter obter obti: um no difren
cara cara cara cara car s da 3
P 7% 7 M M\ o
3 i 1 1 1 1
2 % 5 ®=® g ® 7y & 7T T 32
retirar bola retirar bola retirar bola
a 1a . da 22 branca da 12 e
prgta a - TAncH B8 #7 preta da 2@
caixa caixa M
Exemplo 35:
a) /\ .r\ o]
i% X —%— = % ou 20%

= L =
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retirar bol etirar bol retirar bola
branca da 12 reta da 2@ branca da 12
Faixa caixa preta da 22
caixa
VY ~~ o
3 5 -5 - 3
10 7 - 14
Exemplo 38: a pessoa sO fara os 13 pontos se "acertar
os 2 triplos e acertar os 4 duplos e acer-
tar os 7 simples".
acertar 1 acertar 1 acertar 2
triplo triplo triplos
M\ ™\ -
1 X 1 = 1
acertar] lacertar| lacertar| jacertar acertar
1 duplo [L duplo| [I duplo |1 duplo|l |4 duplos
P o fT N [ 2, i) o
3 3 3 3 3
acerta acertar certa hcertar| f[certar certar certa certa
1 sim- | [l sim-— sim- sim- 1 sim- sim= sim- 7 sim-—
ples les ples les les ples ies ples
| o R = - ™ M\ Y M\ M o
1 1 1 1 1 1 = - 1,7
§ x § X § X 3 X 3 x j X 3 (3)
Portanto:
acertar acertar acertar acertar os
2 triplos| |4 duplos| [7 simples 13 pontos
M\ X M "
1 x Bt x &7 = 2*
3 3 1T
3



impar no 29 sox bs 2 no sor-
19 gorteio teio (obtido teados sao
impar no 19) impares
Exemplo 43: M\ /8 .
3 1 B 3
5 * 3 = 1o = 30%
i - impar no 29 sox A
10 ggiteio teio (obtido teados sao im
impar no 19) ares
Exemplo 44: X s S
: 3 _ 9
5 - < = 55 = 36%
Comentario

Inventaremos aqui o jogo da "miniloto", que
funciona como a loto. No entanto, para que os calculos
ndo sejam trabalhosos, faremos 3 alteracOes nas regras.
A primeira delas: serdo sorteados, na miniloto, os ni-
meros 00, 01, 02 ... até 19 (atencdo: cada um desses ni
meros & chamado de uma dezena). A segunda alteracdo: em
cada concurso, serdo sorteados 4 dezenas. A ultima al-
teracdo: em cada cartdo, pode-se assinalar umminimo de
4 e um maximo de 8 dezenas.

Nos problemas de 49 a 51 calcularemos algumas

probabilidades relativas a esse jogo.

Exemplo 49

Num concurso da "miniloto", uma pessoa preen-
cheu um cartdo assinalando as dezenas 03, 08, 11 e 15.

A probabilidade Py de que a pessca tenha assinalado a
4 1

dezena da 12 bolinha retirada é: Pp =55 = 5 -

Agora, vamos calcular a probabilidade Py de
que a pessoa tenha assinalado a dezena da 22 bolinha re
tirada, condicionada ao acerto da dezena da 12 bolinha.
Supondo que no 19 sorteio saiu uma bolinha com uma das
4 dezenas assinaladas no cartdo, no 22 sorteio ha 19
bolinhas no globo, 3 delas com dezenas assinaladas no

cartao. Entao:

= 3
Py = 1

o




Da mesma forma temos:

Lol kg
P3 =78 - I9
- L
Py = 17
acerta acertar acertar] acertar fazer 4
o 19 o 29 o 39 o 49 quadra
M\ M\ Y 4N \ o
4 . 3 L o2 4 L -
20 19 18 17 P

A probabilidade p da pessoa fazer a quadra €&

o produto das 4 probabilidades calculadas:

= A xS xx e
P S 7z £ 3g & 18 = L7 4845
Comentario

A probabilidade do problema anterior & aproxi
madamente 0,0002 ou 0,02%. Portanto, a probabilidade

de que ela ndo faga a quadra e:

100% - 0,02% = 99,98%

Exemplo 50

Num concurso da "miniloto", gqual é a probabi-
lidade de que as 4 dezenas sorteadas sejam, todos, nua-

meros pares?

Resposta

%ﬁ%, que, aproximadamente, vale 4,3%.

Exemplo 51

Num concurso da "miniloto", uma pessoa preen-
cheu um cart3o assinalando 4 dezenas. Qual é a probabi
lidade de que ela nao tenha acertado nenhuma das 4 de-

zenas?

Resgosta

1%%: gue, aproximadamente, vale 37,6%.
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Exemplo 52

Um dado sera lancado 2 vezes. Qual é a proba-
bilidade de que o resultado no 29 langamento seja o do

bro do niimero que saiu no 12 lancamento?

Resolugdo

Se no 19 lancamento sair um numero maior gque
3, sera impossivel ocorrer o dobro dele no 29 lancamen
to.

No 19 lancamento os nimeros favoraveis sdo 1,

2 e3ea probabilidade p, de que um deles ocorra é:

Supondo que no 19 lancamento tenha ocorrido um
dos numeros 1, 2 ou 3, no 22 langamento havera sempre
um namero que & o dobro do que saiu no 12 lancamento.

A probabilidade p, de sair esse namero &: p, = %?.

no 19 sair tendo 1, 2 ou 3 no o resultado &
1,2 ou 3 19, sairno 29 o o dobro do 1@
dobro do 1@

N
1
2

ol 5
8]

A probabilidade p de obter 1, 2 ou 3 no 19 lan
camento e, a seguir, o dobro dele no 29 lancamento € ©O

produto de p; POr Pj:
_ L T (g )
P=Py - B =3 X%~ 12

Exemplo 53

Numa caixa ha 10 papeizinhos, numerados dela
10. Trés deles serao sorteados sucessivamente. Qual &
a probabilidade de que © 30 nimero sorteado seja o su-
cessor do 20 nimero sorteado e este, por sua vez, seja

o sucessor do 192 nimero sorteado?
Resposta

1
90 - 175 -



Exemplo 54

Um dado sera lancado 2 vezes. Qual é a proba-
bilidade de gue seja obtido o mesmo nimero nos 2 lanca

mentos?

la resolucgao

No 19 lancamento ndo temos exigéncia alguma:
pode ocorrer qualquer um dos numeros de 1 a 6. A proba
bilidade P, disso ocorrer é: P = {%==1.

No 2¢ lancamento ha um nimero favoravel: aque

le que saiu no 19 lancamento. A probabilidade de P, dis
I

SO ocorrer é: P, = & -
no 19 qual| |no 29, o n@ dois n@%s
quer no gue ndo saiu iguais
no 1o
M\ . o
1 -
1 X 3 = P

A probabilidade p de ser obtido o mesmo nime-
ro nos 2 lancamentos & o produto de Py POr p,:

_ _ 1 1
Rk wBp=Ls F =F

Comentario

Este problema ja foi resolvido no exemplo 22,
parte a, onde se levou em conta sO o conceito de proba
bilidade.

Exemplo 55

Um dado sera lancado 3 vezes. Qual é a proba-

bilidade de sairem 3 numeros distintos?

Resposta
5

9
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Exemplo 56

De um baralho com 52 cartas sao retiradas 2
cartas ao acaso. Calcule a probabilidade de que as 2
cartas retiradas sejam:

a) do mesmo naipe;

b) de naipes diferentes.

Res EOSta

a) = b 13

Exemplo 57

Numa caixa ha 8 bolinhas, numeradas de 1 a 8,
gue serao retiradas ao acaso, de uma em uma, sucessiva
mente. Considere as tré&s seguintes probabilidades: o
no 1 sai na la retirada; o n? 1 sai na 32 retirada; o
no 1 sai na ultima retirada.

Mostre, com cadlculos matematicos, que essas 3

probabilidades sdo iguais.

Resolucao

Na 12 retirada ha 8 bolas na caixa, logo, a
probabilidade p; de que nessa retirada saia o n2 1 é:
i 2l
P = 78
Para que o n? 1 saia na 32 retirada, devem ser
satisfeitas 3 sucessivas exigéncias: na 12 retirada po
de sair qualquer numero, exceto o n@ 1l; na 22 retirada
também, excetoo 1 e o primeiro numero sorteado; na ter
ceira retirada deve sair o n? 1. A probabilidade p, de
isso tudo ocorrer

é:
5 ST
6

1
p, = g X 7T X » logo p, = g -

Para que o n? 1 saia na Gltima retirada, de -
vem ser satisfeitas 8 sucessivas exigéncias: na 12 re-
tirada pode sair gualquer n?, exceto o n2 1, da 22a72
retirada também; e na 82 retirada deve sair o n@ 1. A

probabilidade p, de isso acontecer é:

_l_ﬁ__iii.g_i.l_=.l.
Py =g X5 X g X g X X3 X5 xg 8
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Vemos assim que P; = Py = Pj

Comentario

Nos problemas em que a probabilidade de ocor-
rer um evento B depende de ter ocorrido outro evento A,
ito &, nos problemas que envolvem probabilidade condi-
cional, p(B/A), sugerimos inicialmente um tipo de reso
lucdo na qual o espago amostral inicial S seja reduzi-
do para outro S' e nesse novo espacgo é que a probabili
dade de B (restrito ao novo espaco S') sera calculada.

Ndo ha obrigatoriedade de se reduzir o espacgo
amostral S para S', para calcularmos p(B/A).

Vejamos como isso pode ser feito, por meio de

um problema.

Exemplo 58

Lanca-se uma moeda 3 vezes. No 10 langamento
ocorre cara. Qual é a probabilidade de ocorrer exata -
mente mais uma cara nos outros langamentos?

Resolucao

Interpretando os resultados obtidos, quando
dos lancamentos da moeda, por meio de uma arvore de pos

sibilidades, teremos:

12 lancamern-o 22 lancamento 32 lancgamento

c
Eomegigmiem
c—"" I
--.____‘__“_ C
‘-'--_____- K
—_—

o N

Figura 1

O espag¢o amostral S é formado por todos os re
sultados dos 3 lancamentos, do tipo (__ __ _), consti

tuidos pelos elementos C e K.

- 178 -



Até agora, o procedimento adotado tem sido o
de reduzir esse espago S para outro 8' formado pelos
termos que comegam por C, o que corresponde considerar
apenas os resultados da metade superior da arvore, que

sao 4:
c
c< -

C<K<i

e dentre eles buscar os que tém apenas mais uma cara

Figura 2

(C), que sao 2

~ c

. C .
S e D 2 K-'\]
e

——

-..-::,l : “.'-.:..__/’__-'Gf)
-~ K

Figuia 3
Assim,
P (obter exatamente mais uma cara, j = 2 _ 1
sabendo que no 12 lancamento deu cara 4 2

Interpretando esse fato por meio de um diagra

ma, temos:

Observemos que:

1) o conjunto A é formado por todos oOs resul-

tados em que deu cara no 19 lancamento e corresponde a
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metade superior da arvore de possibilidades (fig. 2);
2) o conjunto A N B (hachurado) & formado por
todos os resultados que apresentam exatamente 2 caras,
sendo que deu cara no 19 lancamento e corresponde aos
2 resultados hachurados da fig. 3.
Poderiamos, ainda, fazer outra representacio
grafica da situacdo descrita na resolucio anterior, por

meio de um sistema cartesiano triortogonal.

s 32 langamento

| A (KCK)

D
-

P 2¢ langamento

I
]
]
|
|
|
{___ /
I\
1
r-—.-—._—_

s _I-_-_‘-'-_-H/_?

c | - |/ -~

12 langamento

O plano o contém a face do cubo, cujos vérti-
ces representam todos os resultados que apresentam ca-
ra no 19 lancamento. O conjunto dos vértices dessa f.af-
ce corresponde ao conjunto A, do diagrama anterior.

Por outro lado, os elementos de B, daquele dia
grama, estdo representados, nesse grafico, pelos vérti

ces do tridangulo hachurado e correspondem aos resulta-

dos que possuem exatamente 2 caras.
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o

Na interseccdo do tridngulo com © plano o apa
recem os 2 resultados que nos interessam: exatramente
2 caras, sendo que no 1o lancamento deu cara.

Segundo o encaminhamento dado i resolucdo ja
apresentada, nesse grafico, o espago amostral S (cons-
tituido pelos vértices do cubo) é restringindo a outro
s', formado pelos vértices da face do cubo contida em
a. Entre os 4 vértices dessa face, 2 representam Os ca
sos favoraveis descritos no paragrafo anterior. Isso
vem de encontro & solucdo ja apresentada:

obter exatamente mais uma cara sabendo, _ 2
T4

1
{que no 1o lancamento deu cara T2

Na verdade, gueremos mudar esse procedimento,
isto &, calcular todas as probabilidades envolvidas no
problema em relacio ao espaco amostral inicial S (sem
restringi-lo a outro S').

Para tanto, chamemos de A © evento "sal cara
no 12 lancamento" e de B, ©O evento "saem exatamente 2
caras nos trés lancamentos".

Anotaremos por B|A o fato de sair exatamente
2 caras, sendo que deu cara no 19 lancamento.

Como ja foi calculado,

p(B|A) = 2 _ n2 de casos favoriveis a B, em A N B
4 no de eventos elementares de A

Dividindo ambos os termos dessa fracdo pelo ni

mero de eventos elementares de S, temos:

2 no de casos favoraveis a B, em A NB
(B|a) = . no de eventos elementares de S
P 4 no de eventos elementares de A
& no de eventos elementares de S
Como noe de casos favordveis a B, em A 0B _ ,(a n B)

no de eventos elemen.ares de S

no de eventos elementares de A
no de eventos elementares de S

e = p(A), a igual-

dade (I) pode ser escrita:

p(A n B)
p(A)

-k
2

p(B|A) =

| s|oolto
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Seja S um espaco amostral e A e B even-
tos de S, em que A ndo é evento impossivel
(p(A) > 0). A probabilidade condicional de B
dado que A ocorreu, € denotada por p(B/A) e

definida por p(B/A) = —EL%TﬁTEL

Exemplo 59

Uma caixa contém 10 bolas, sendo 4 pretas e 6
brancas. Duas bolas s@o retiradas sucessivamente ao aca
so. A l2 bola retirada & branca. Qual & a probabilida-
de de que a 22 bola retirada também seja branca?

Resolucao

Sejam: A o evento "a 12 bola retirada é bran-
ca" e B o evento "as duas bolas retiradas sao brancas".

Queremos determinar a probabilidade de reti -
rar 2 bolas brancas, sabendo que a 128 bola retirada é
branca, isto &, p(B|A).

Determinemos inicialmente:

w O

f% X {; (observar que como B esta con

tido em A, entao: A N B = B)

Como p(B|A) =-J2Qi~ﬁjﬂw, entdo:
p(A)

P(A N B) = p(B) =

Comentario

Também poderiamos raciocinar assim: como a cor
da 12 bola ja & conhecida, o experimento consiste ape-
nas na retirada da 22 bola, de uma caixa "modificada"
pela informacao adicional da cor branca da 12 bola. Is
to €, a caixa tem agora 9 bolas, com 5 brancas e 4 pre
tas. Entdo, a probabilidade de retirar uma bola branca

-

>
e 5 -
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Exemplo 60

Um grupo de pessoas esta classificado da se -

guinte forma:

professor | médico | advogado 360
homens 92 35 47 174
mulheres 101 33 52 186

Escolhe-se uma pessoa ao acaso.

a) Sabendo que a pessoa escolhida & médico,
qual a probabilidade de ser homem?

b) Qual é a probabilidade de selecionar um ho
mem, sabendo que é advogado?

c) Qual é a probabilidade de escolher uma mu-
lher, sabendo que & professora?

d) Qual é a probabilidade de escolher um advo

gado, sabendo que € médico?

Resposta
35 =~ . 47 . 101l -~ ;
Exemplo 61

Numa cidade, 60% dos motoristas usam cinto de
seguranca. Sabe-se que, em tal localidade, a probabili
dade de um motorista sofrer acidente grave, usando cin
to de seguranga, & 0,1l. Por outrc lado, a probabilida-
de de um motorista sofrer um acidente grave, se nao es
tiver usando cinto de segquranca, € 0,5. Um motorista
sofreu um acidente grave. Qual é a probabilidade de que
esse motorista estivesse usando cinto de segurancga, no

momento do acidente?
Observacao

Este problema temum grau de complexidade maior
do que os ja propostos até aqui. Naturalmente, o pro -
fessor devera levar em conta as caracteristicas de sua
clientela para optar trabalha-lo ou nao.

Apresentamos duas resolugdes. A primeira de-

las, em que o calculo das probabilidadesenvolvidasséo
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realizados levando em conta o espaco amostral reduzido

e o conceito de probabilidade. Conseqiientemente, é uma

resolugdo mais longa e descritiva. A seqgunda resolucao

é bastante sucinta. Utilizamos exclusivamente a lingua

gem dos conjuntos e supomos Os conceitos ja formaliza-

dos. As probabilidades envolvidas sdo calculadas em re

lagcdo ao espaco amostral inicial.

Resolucido

Chamemos de
conjunto dos motoristas
que usam cinto de segu-

rancaj;

(@l

conjunto dos motoristas
que ndo usam cinto de se
gurancga;

A: conjunto dos motoristas
que sofrem acidente gra
ve, representados no dia

grama ao lado.

l2a resolugao

Seja x o numero de

motoristas dessa cidade:

0,6x € o nimero de motoris-
tas que usam cinto de
seguranca;

0,4x € o nimero de motoris-
tas que ndao usam cinto

de seguranca;

A probabilidade de

te grave, se estiver usando

p(alc) = 0,1
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um motorista sofrer aciden
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A probabilidade de um motorista sofrer aciden

te grave, se ndo estiver usando cinto de seguranca, é:
p(aA|C) = 0,5

Queremos determinar a probabilidade de um mo-
torista estar usando cinto de seguranc¢a, sabendo-se que

sofreu acidente grave, isto é:
p(C|a) = 2

Sabemos que:

no de motoristas que sofrem acidente
grave e usam cinto de seguranca (1)
n?2 de motoristas que usam
cinto de seguranca

p(Cc|a) =

Cialculo do numerador de (I):

seja y = n? de motoristas que sofrem acidente grave e
usam cinto de seguranca

no de motoristas que sofrem acidente
grave e usam cinto de seguranca
n? de motoristas que usam
cinto de seguranca

Como p(A|C) =

30 =

entdo: p(A|C) o 6%

Logo, 0,1 = . y = 0,06x, isto é:
0,6x

o numerador de (I) & 0,06x

Calculo do denominador de (I):

0 nimero de motoristas que sofrem acidentes graves e

n(a).
n(A)

Como p(A) = TOK entdo n(A) = p(A) . n(S), onde

n(S) = x. Temos que calcular p(a).

Observe, no diagrama, que o evento A € equiva
lente a "A e C ou A e C". Isto quer dizer que "um moto
rista sofre um acidente grave" & o mesmo que "um moto-
rista usa cinto de seguranca e sofre acidente grave ou
nio usa cinto de seguranca e sofre acidente grave". Na
linguagem dos conjuntos: A = (A N C) vy (AN C). Como
"A e C" e "A e C" sdao eventos mutuamente excludentes,
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temos:

p(A) = p(A e C) + p(A e C)

Como
- n@AecC) _ _0,06x _
p(A e Q) n(S) = - = 0,06
e p(AeC) = 0,2 (cuja demonstracdo omitimos por ser

analoga a de p(A e C), temos:
p(a) = 0,06 + 0,2 = 0,26
Logo, n(A) = 0,26 . x

O denominador de (I) &, portanto, 0,26x.

Portanto:

p(c|a) = 248X = o,2308 = 23,088
r

Isto significa que a probabilidade de um moto
rista estar usando cinto de seguranca, sabendo-se que
sofrem acidente grave & 23,08% e, ainda mais, indepen-

de do numero de motoristas da cidade.

22 resolucao

Dados:
p(ajc) = 0,1
p(aA|C) = 0,5
p(C) = 0,6
p(C) =1-0,6=0,4
Como p(A|C} = leLJL£Q_, entao 0,1 = P(A_NC) ou
p(C) 0,6
p(A nC) = 0,06 (1)
Como p(A|C) = P 0C)  entio 0,5 = ANC) oy
p((_Z) 0,4

p(A nC) = 0,2 (2)

Como A= (AnC) h(ANC)eANCeANnC sio mutua -
mente excludentes, entdo: p(A) = p(A N C) + p(A nC).
Levando em conta os resultados (1) e (2), temos:

p(A) = 0,06 + 0,2 = 0,26
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Pretendemos calcular p(C|A). Assim,

n 4
p(c|a) = p(gmm - 3238 = 0,2308 = 23,83
Soma de proba Exemplo 62

bilidades
Numa urna had 5 bolas: 3 pretas e 2 brancas.

Retirando-se, ao acaso, 2 bolas dessa urna, qual é a
probabilidade de que as bolas retiradas sejam da mesma

cor?

Comentario

Interpretar sorteio de 2 bolas como sorteios
consecutivos.

Resolugao

"Retirar 2 bolas da mesma cor" equivale a "re

tirar 2 bolas pretas ou retirar 2 bolas brancas".

Assim:
(retirarn2bolas) - (retirar 2 bolas brancas ou)
Plda mesma cor retirar 2 bolas pretas

Os eventos "retirar 2 bolas brancas" e "reti-
rar 2 bolas pretas" sdo mutuamente excludentes, entao:

{retirar 2 bolas) - (retirar 2 bg} " (retirar 2 bg)
P da mesma cor Pllas brancas Plias pretas
Mas,
(retirar 2 bolas) _ _ retirar bola branm, . (retirar bola)_
P brancas Plca no 19 sorteio Ploreta no 29
sorteio
N P g
TS * T T 10
(retirar 2 bg) - (retirar bola pre, (retirar bola pre,
Pllas pretas ta no 19 sorteio ta no 29 sorteio
=35 23
PR S
Portanto,
retirar 2 bolas, _ 3 [ I
P(3e mesma cor ) = 15 * 16 =10 = 40%
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Comentario

O raciocinio utilizado na resolucdo do proble
ma anterior & valido para situa¢des em que o evento, do
qual se quer determinar a probabilidade, possa ser ex-
presso pela unido de 2 ou mais eventos mutuamente ex -
cludentes.

Exemplo 63

Langando-se um dado 2 vezes, qual & a probabi
lidade de que num deles o resultado seja o triplo do ou

tro?

la resolucao

O evento "obter um resultado que seja o tri -
plo do outro" equivale a "obter o 19 resultado triplo
do 22 ou obter o 22 resultado triplo do 19", cujos even
tos componentes sdo excludentes.

Portanto:

Unndosresultados

1Qresultadoé) _ (ZQresultadoé
€ o triplo do outro

) = ply triplodo 22’ = Plotriplo do 10

Resta-nos entao calcular:

29 resultado é a

lQresultadoé] )
terca parte do 19

o triplodo 20 ) ©" P

a) pl
Se no 192 lancamento sair um nimero menor que
3, sera impossivel ocorrer a terca parte dele no 29 lan
camento.
No 12 lancamento os numeros favoraveis sio 3

e 6 e a probabilidade Py de que um deles ocorra é:
N T 8
P1 %7 3

Supondo que no 12 lancamento tenha ocorrido 3
ou 6, no 292 lancamento sempre havera um namero que é a
terca parte do que saiu no 19 lancamento.

A probabilidade p, de sair esse nlmero é:

R
P ™
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Logo, a probabilidade p' de sair 3 ou 6 no 19
lancamento e, a seguir, a terca parte dele no 292 lanca
mento & o produto de p; POr p,:

_ - N TR
P' =P) XPy, = F X F = i3

a) p(292 resultado é o triplo do 19)

Com o raciocinio analogo ao do item a), calcu-
lamos -a probabilidade de obter 1 ou 2 no 19 langamen -

to:
1

-2 _ 1

Pp =% 7 3

Logo, a probabilidade p de sair 1 ou 2 no 19
lancamento e, a seguir, o triplo dele no 29 lancgamento

e:
= . 1 _ 1
PEBER TN " IB
Das conclusdes dos itens a) e b), podemos cal
cular:

L _

um dos resultados _ _ 1 1
) =P+P =13+t I1g- 7

Ple's triplo do outro

Observagao

A 13 resolucdo apresentada no exemplo 63 pode
ria ter sido bastante simplificada se ndo tivéssemos ti
do a intencdo de aplicar a soma de probabilidades, o
que nos fez separar o evento "um dos resultados éo tri
plo do outro" em dois outros mutuamente excludentes.

Apresentamos, a seguir, uma 22 resolucao do
exemplo 63, onde levaremos em conta o conceito de pro-
babilidade, procurando no total de resultados aqueles

que sao favoraveis.

228 resolucao

Os pontos assinalados no grafico, representam

todos os resultados do espaco amostral S.
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12 langamento
6 t
5
4
3
2 4
1 .E"I
JE R 12 Ian;;'umento

Entre esses 36 pontos sO nos interessam aque-
les em que uma coordenada € o triplo da outra, isto &,
s6 nos interessam (3,1), (6,2), (1,3) e (2,6), que es-

tao assinalados no grafico por O e que sio 4.

Portanto,
(um dos resultados & _ 4 _ 1
Pls triplo do outro 36 9

Exemplo 64
Lancando um dado 3 vezes ao acaso, calcule a
probabilidade de sair um numero par e dois numeros im-

pares, em qualquer ordem.

Resolucgao
Sejam os eventos:

PII: sair par, iImpar, impar, nessa ordem.
IPI: sair impar, par, impar, nessa ordem.

IIP: sair impar, impar, par, nessa ordem.

Assim, ocorrer um numero par e dois iImpares
em qualquer ordem & o mesmo que ocorrer "PII ou IPI ou
IIP",

Como PII, IPI e IIP sdao mutuamente excluden -

tes 2 a 2, podemos escrever:

sair um par e dois impa, _
Plres em qualquer ordem ) RUAFLL) -+ PALRL) -+ pUETR)s

Mas p(PII) = p(P) x p(I) x p(I) e p(P) = p(I) = p(F).
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Logo,

(Sair umpar e dois J'.mpg)
res em qualquer ordem

Ao Lo degd. 2 Ju0
2 2 2 2 2 2
L 1L 1
2 2 2

+,

Il

w

L]
ol

]
colw

Exemplo 65

Numa urna ha 10 bolas. Trés dessas bolas sdo
brancas, trés sao pretas e as demais sdo vermelhas. Re
tirando-se ao acaso 2 bolas da urna, calcule a probabi
lidade de que as duas bolas tenham cores diferentes.

Resposta

11
15

Exemplo 66

Resolva o problema anterior supondo que o sor
teio seja feito com reposicao.

Resposta
66%.

Exemplo 67

Um jogo de dados tem as seguintes regras. O
jogador faz o 19 langamento do dado. Se sair o numero
6, o jogo termina: o jogador venceu. Se nao sair o nu-
mero 6, o jogador deve lancar o dado pela 22 e uUltima
vez. Se sair um numero maior que 4 o jogador & vence -
dor, caso contrario, perdera o jogo.

Qual € a probabilidade de o jogador vencer es

te jogo?

Resoluciao

Ha duas maneiras de se vencer o jogo. Uma é

tirar o n? 6 no 12 lancamento. A probabilidade p, de is
1

so acontecer é: Pi = §e
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A outra maneira de vencer o jogo & a seguin -
te: tirar um numero diferente de 6 no 12 lancamento e
um nimero maior que 4 no 292 lancamento. A probabilida-

de p, de isso acontecer é:

_ 5,2 _5
P2 6 6 18

0 jogador tem a seu favor a probabilidade P1
de vencer numa Unica jogada; além dela, ainda tema pro
babilidade Py de vencer em duas jogadas. Portanto, a

probabilidade p de vencer é:

_ T T - R - (P %
P=P; *t P =T TIgTI8"

Comentario

0 raciocinio explicitado no problema anterior
tem um forte apelo & intuicao e equivale ao fato de os
eventos em jogo serem mutuamente excludentes.

Até o momento, sempre pudemos "desmembrar" o
evento dado em dois outros mutuamente excludentes, cal
culando a seguir a soma de suas probabilidades.

Isso & sempre possivel?

Teoricamente sim. No entanto, nem sempre & con
veniente partir o evento dado em dois outros mutuamen-
te excludentes, o que poderia artificializar a resolu-
cao do problema.

No exemplo a seguir apresentaremos duas reso-
lucdes. Na primeira delas, consideraremos dois eventos
mutuamente excludentes, embora o "mais natural" seja
nio fazé-lo; na segunda resolugadao, propomos o calculo
da probabilidade de um evento que sera decomposto em

dois outros nao mutuamente excludentes.

Exemplo 68

Num sorteio hd 100 papeizinhos numerados de 1
a 100. Sorteando um deles, qual & a probabilidade de
ser sorteado um numero que seja divisivel por 2 ou di-
visivel por 52

Chamemos de E o evento "sortear um namero que

seja divisivel por 2 ou divisivel por 5".
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l2a resolucao

Como no procedimento adotado nos exemplos an-
teriores, nossa intencdo & encontrar dois ou mais even
tos mutuamente excludentes que componham o evento E.

Sejam El e E, os eventos:

E;j: 0 numero sorteado é divisivel por 2,
E,: o nimero sorteado & divisivel por 5 e ndo & divisi
vel por 2.

E, e E, sdao mutuamente excludentes e compdem
o evento E, isto &, E; VU E, = e.
Podemos representar esses eventos por meio de

um diagrama, construido da seguinte maneira:

confunto dos numenos
inteinos de 1 a 100

E; conjunto dos nimeros
de 1 a 100 divisivedis
pon 2

conjunto dos numeros de
1 a 100 divisiveis por 5
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E, conjunto dos nimeros de
1 a 100 divisiveis por 5

e ndo divisiveis por ?

E = E; ou Ey: conjunto dos
nilmenos de 1 a 100 divi-
s4vels por 2 ou por 5

Calculemos p(E):

P(E) = p(E;) + p(E,), ja que E & equivalente
a “El ou E,", e E; e E, sao mutuamente excludentes.
Como entre os 100 numeros ha 50 que sao divi-

siveis por 2 e ha 20 divisiveis por 5, teremos:

_ 50 _ 1
P(E)) = 156 = 32
- 20 _ 50 _ 1
P(Ey) = 150 = T00 - 10
ey b o B
Logo, p(E) = 5 35~ 10 60%

228 resolucao

Observando o evento "sortear um nimero que se
ja divisivel por 2 ou divisivel por 5", o "mais natu -

ral" seria considerar os eventos:

Elz sortear um numero divisivel por 2,

E2= sortear um numero divisivel por 5,

gue ndo sao mutuamente excludentes.
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Entre 1 e 100 existem dez numeros que sdo di-
visiveis por 2 e 5, simultaneamente: 10, 20, 30 ... 100
(sdo os miltiplos de 10). Ha, portanto, resultados co-
muns aos eventos El e E2.

Se somarmos a probabilidade de ocorrer E, com
a de ocorrer E2, estaremos entao contando em dobro a
probabilidade de ocorrerem os numeros que sdo divisi -
veis por 10.

Sendo E; o evento em que o resultado & um nu-
mero divisivel por 10, temos entdo que

divisivel por 2 ou,

Plyivisivel por 5 = p(Ey) + p(E,) - p(E;) .

Observando, agora, que de 1 a 100 existem 50
nimeros que sdo divisiveis por 2, 20 que sdo divisiveis
por 5 e 10 que sdo divisiveis por 10, temos:

divisivel por 2 ou,

P givisivel por 5 = p(E;) + p(Ey) - p(E3)

1l

50 20 10 _ 60 _
Too * 100 ~ 100 ~ 100 _ °0%

Comentario

Observamos na 22 resolucdo que E, e Eztemelg
mentos comuns, ndo sao, portanto, mutuamente excluden-
tes.

Na linguagem dos conjuntos, o evento em que O
resultado & um numero divisivel por 2 ou divisivel por
5 é representado por E; U E, ou por E. Por outro lado,
o evento em que o resultado & um numero divisivel por

10 (divisivel por 2 e por 5) & E N Ej.

Quaisquer que sejam os eventos E; e E,,

é valida a relacao:

p(ElU E,)) = P(El) + p(Ey) - p(E N E,)

No caso em que El e E, sdao mutuamente exclu -
dentes, essa relagdo é valida, pois nesse caso temos
E

NE, = g e p(El M E2} = 0; conseqllentemente

= Lg5 =

1



p(ElU E2) = p(El) + p(Ez).

Exemplo 69

Um jogo tem as seguintes regras. O jogador re
tira, ao acaso, 2 cartas de um baralho de 52 cartas.
Se, entre as cartas que retirar, houver alguma carta de
ouros o jogador vence. Se as duas cartas retiradas nao
forem cartas de ouros, o jogador perde.

Qual é a probabilidade de que o jogador venca

o jogo?

la resolucgao

‘0 jogador vencera se, ao retirar 2 cartas, pe

lo menos uma for de ouros. Isto acontece:

se a la carta for de ouros e a 22 nio (evento El), ou
se a l2 carta ndo for de ouros e a 22 também (evento E,)
ou

se a l2 carta for de ouros e a 228 também (evento E3)

Como El’ E2 e E3 sao mutuamente excludentes dois a dois,

retirar pelo menos 1 carta)

p{de ouros entre as 2 retiradas’ p(El) ¥ p[E2) 3 P(E3)

Mas,
_ 13 39, _ 39 13 _ 13 1
p(Ey) =53 - 517 P(By) =53 . 57 e P(E3) =55 . 7]
Logo,
{retirar pelo menos 1 carta) 13 39 , 13 39
Plde ouros entre as 2 retiradas 52 * 51 52 * 51
52 ° 51 34
15

A probabilidade de que o jogador venca & 31

(menor que 50%).

228 resolucao

Calculemos, inicialmente, a probabilidade de
que o jogador ndo venca; isso sO acontecera se ele re-

tirar 2 cartas que nao sejam de ouros.
O numero de possibilidades de retirar 2 car -

tas de um baralho com 52 cartas & dado por Cg, ,.
r
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Como num baralho de 52 cartas ha 39 que nao
sdo de ouros, entdo o numero de possibilidades de reti
rar 2 cartas ndo de ouros €& C .

39,2

Portanto,

C
p(retirar 2 cartas nd3o de ouros) =-E§2L&
52,2

Como os eventos "retirar 2 cartas nao de ou -
ros" e "retirar pelo menos 1 carta de ouros" sao com -

plementares, entao:
C

(retirar pelo menos, _ ; _ 39,2 _ 15
PY1 carta de ouros C52 2 4
r

3a resolucgdo

Consideremos os eventos:

A: a l2a carta & de ouros
B: a 228 carta & de ouros

A e B ndo sdo mutuamente excludentes, pois
apresentam resultados comuns: agueles em que as 2 car-

tas sao de ouros.

p(a) = 22 = &
p(B)=%=%
Assim,

retirar pelo menos, _ _ _
P() carta de ouros ! = p(a) + p(B) p(A (1 B)

1 .1 _ 1 _15

Exemplo 70

Numa urna hid 5 bolas numeradas de la5. As bo
las 1, 2, 3 e 4 sdo brancas; a bola 5 & preta. Retiran
do 2 bolas ao acaso, calcule a probabilidade de que te
nham:

a) a mesma cor,

b) cores diferentes.
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Resolucao

a) A probabilidade de que as duas bolas tenham
a mesma cor é a de que as duas bolas sejam brancas (pois
s6 hd uma bola preta). Vocé pode perceber entio que es-
ta probabilidade & igual a:

= X T =% = 60%

b) As duas bolas retiradas ou tem a mesma cor
ou sao de cores diferentes. Isso significa que a proba-

bilidade de terem a mesma cor somada a de terem cores di
ferentes resulta em 100% (eventos complementares). No
item a) vimos que a primeira dessas probabilidades & 60%.
Concluimos entdao que a probabilidade de que as duas bo-
las tenham cores diferentes & 40%.
Resolva o problema anterior supondo que a reti

rada seja feita com reposigao.

Resposta
a) 68%; b) 32%.

Exemplo 71

Numa urna ha 9 bolas numeradas de 1 a 9. As bo
las 1, 2 e 3 sado brancas; 4, 5 e 6 pretas; 7, 8 e 9 ver
melhas. Retirando-se 3 bolas ao acaso, calcule a proba-
bilidade de que:

a) as 3 bolas sejam da mesma cor;
b) as 3 bolas sejam de 3 cores diferentes;
c) duas bolas sejam da mesma cor e a bola res-

tante seja de outra cor.

Resposta

1 9 . 9
a) 28" b) ﬁr C] 14°
Exemplo 72

Numa regido contaminada, a probabilidade de que
uma pessoa tenha uma determinada doenca & 0,4 e, por ou-
tro lado, a probabilidade de que uma pessoa venha a fa-

lecer no prazo de um ano é alta: 0,15.
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Calcule a probabilidade de que uma pessoa, des
sa regido, escolhida ao acaso:
a) nao tenha essa doenca;
b) tenha a doenca mas ndao morra no prazo de 1
ano;
c) morra no prazo de 1 ano e tenha essa doen -

ca.
Resolucao

Consideremos os eventos:

A: uma pessoa da regido & doente,
B: uma pessoa da regiao vai morrer no prazo de 1 ano,

que podem ser representados no diagrama abaixo.

A B conjunto das pessoas
da regiao contaminada

a) A parte hachurada do

diagrama representa

o evento complemen -
tar de A: uma pessoa

da regido ndo tem a

doenca, que chamare-

mos A. Portanto,
p(A) =1 -p(A) =1-20,4=20,6=60%

b) A parte hachurada do

diagrama representa

o evento: uma pessoa
tem a doenca, mas nao

morre no prazo de 1

ano. Esse evento po-

de ser anotado por
"A e B" (onde B é o

evento complementar
de B).
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Portanto,

pessoa tem a doenca mas

n3o morre no prazo de 1 ano) — P(A) . p(B) = 0,4 .

P (

. (L -0,15) - 0,34 = 34%

c) A parte sombreada do

diagrama representa

o evento: uma pessoa A B
morre no prazo de um

ano, com essa doen -

ca, que equivale a
“B e AII .
Portanto,

uma pessoa morre no prazol

de 1 ano devido a doencga = p(B) x p(A) = 0,5 x 0,4 =

p(

0,06 = 6%

Exemplo 73

Um dado & lancado duas vezes. Calcule a proba
bilidade de que o produto dos valores ocorridos seja um
nimero: a) par, b) impar.

Resposta
a) 75%; b) 25%.

Exemplo 74

Em uma amostra de 12 alunos, 4 foram reprova-
dos e os restantes ndo. Sorteiam-se 2 alunos. Qual é a
probabilidade de que ambos tenham sido aprovados?
Resolucao

Sejam:

A: o 192 aluno foi aprovado;

B: o 22 aluno foi aprovado.

Queremos: p(A () B).

Observemos que p(B|A) = J&QE%E_EL e que, portanto,

4
p(A N B) =p(a) . p(B|A) = 15 - 1T = %
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Exemplo 75

Considere uma familia com duas criancas, sen-
do que uma delas & menino. Qual & a probabilidade de
que ambos sejam meninos? (Supor que é igualmente prova
vel nascer menino ou menina e que o sexo de uma crian-

ca nao afeta o das proximas).
Resolucgao
Sejam:

A: ambos sdo meninos;
B: a familia tem um menino.
A|B: ambos s3o meninos, dado que um deles & menino.

Observe que A B e, portanto, A (Y B = A. Que
remos p(A|B).

p(A N B) _ p(a)
p(B) p(B)

p(A|B) =

| wlesi—=

Observacao: Consideramos como espago amostral, no caso,

S = {(MM),(MF),(FM),(FF) }

Portanto,

A= {(MM)};

B = {(MM),(MF),(FM)};
AN B = A ={MM}.

Pense agora na probabilidade de que ambas as
criancas serem meninos, dado que a primeira foi um me-

nino.

Resposta
1

2

Exemplo 76

As estatisticas indicam que 16,5% da populacao
de um pais é constituida de mulheres que fumam. Sabe-
-se também que 55% da populacdo desse pais sdo mulhe -
res. Qual é a probabilidade de que uma mulher selecio-
nada ao acaso seja fumante?
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Resposta

0,3 ou 30% das mulheres fumam.

Comentario

O exemplo do que foi feito com produto de pro
babilidades, quanto ao tratamento alternativo de repre
sentar exigéncias sucessivas por obstaculos num mesmo

caminho, podemos abordar adicdo de probabilidades, uti

lizando uma estratégia e um apoio visual semelhantes

aos anteriores.
Quando um evento puder ser separado em dois ou

tros mutuamente excludentes, representaremos esses dois

outros por dois caminhos diferentes, os quais levam a

realizacdo do primeiro evento conforme o esquema:

alguns resultados
do evento

M\

Py

os demais resulta

dos do evento

M

%)

Py % Py

No caso em que separamos um evento em dois ou

tros que ndo sdo mutuamente excludentes, representare-

mos o evento por 2 caminhos diferentes, que tém um tre

cho comum.

alguns
dos do

resulta
evento

resulta -
dos comuns

M

O

resulta )

evento _// B Pj3

e

A titulo de exemplo apresentamos, a seguir,

alguns diagramas que representam as resolugdes de al -

guns problemas propostos.
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Exemplo 62

22 bola preta, d
18 Bols Eo que a 12 foi‘al

preta reta
N ML 3
2 2 10
5 - 7
22 bola branca, retirar 2 b
iiagg;a dado que a 12 foi @ las de mesm%
branca coxr
1 0 10 10
< x = 10
5 4
Exemplo 63
29 e triplo
e do 19
i A
P
10 é tripld 20 um € o triplo
do 29 do outro
M M P, P, + Py
Exemplo 64
no 19 no 29 no 39
par impar impar
Fak | M M
no 1o no 29 no 3¢9
impar par impar
_MN N N mne par e
ois n2s im
ares
no 19 no 29 no 39
impar impar par
M o\ /M
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Exemplo 67

no 19
sal 6
s\
1
6
o 1lo no 29 3
sail,2, sai 4 vencer o
3,40ub ou 5 jogo
5
X g o 18 1,5 _4
5 2 . B 6 18 ~ 9
3 X 6 ~ 18
Exemglo 68
divisivel
por 2
T\
50% divisivell |divisivell
por 10 por 2 ou 5
+ £ o
divisivel - 10% 50% + 20% -
por 5 - 10% = 60%
N\
20%
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7.5 Poténcias e Expoentes

Tradicionalmente, o assunto "Fungao Exponencial", no 29
grau, & tratado sob um ponto de vista de um "conhecimento pronto e
acabado". Uma acao docente, sob esse ponto de vista, pode ser assim

resumida:

1) definicdo de funcdo exponencial, com todas as suas pro-
priedades e restrigoes;

2) exemplos: representacOes graficas; resolucdes de equa-
¢0es e inequacdes exponenciais;

3) eventuais aplicacdes.

A atual Proposta curricular apresenta aos professores um en
foque que difere um pouco da chamada "postura traidiconal", confor-
me descrito no primeiro paragrafo.

Acreditamos que, por forg¢a da conjuntura atual do sistema
educacional (que & um subproduto dos sistemas politico e social
atuais do pais) e das dificuldades intrinsecas do assunto em ques-
tdo, o conceito geral de poténcias ndo é dominado por alunos do 29
grau.

Outro fato educacional em que acreditamos é que "pré-requi
sitos ndo devem ser admitidos como conhecidos e sim, diagnosticados".
Em outras palavras, caso o professor constate a falta de pré-requi-
sitos para um estudo mais amplo de poténcias, nao hesite em cons-
truirs, com os alunos, aqueles assuntos essenciais para uma conti -

nuidade em seus estudos.
Se esse & o caso de alguma turma com a qual o professor es

teja trabalhando, entdo seguem-se algumas sugestdes, na forma de pro

postas metodoldogicas, que assim podem ser resumidas:

1) verificacao da construgao, por parte dos alunos, do con
ceito de poténcia de "base e expoente" inteiros positivos, sob dois

pontos de vista:
a) como produto de dois ou mais fatores iguais (proble-

ma 7);

6 : ” o -
No contexto "construir" um assunto nao significa revée-lo tal qual

foi visto no 12 grau, mas sim, iniciar com o aluno um novo proces-
so de aprendizagem efetiva e significativa das idéias fundamentais

envolvidas nos conceitos dos assuntos em questao.
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b) como resultado geral da aplicacdo do principio multi
plicativo (combinatdrio) (problemas 4, 5 e 6);

2) verificacdo da aquisicao do conceito de poténcia de ex-
poentes inteiros positivos, cuja base nio &, necessariamente, um ni
mero inteiro e cuja origem é o produto de um numero finito de fato-
res iguais (problema 8);

3) a extensdo do conceito de poténcia para poténcia de ex-
poentes inteiros negativos, por meio de uma conveniente notacdo de
"jnverso multiplicativo de um nGmero nao nulo", e do fato que gosta
riamos de que todas as propriedades ja adquiridas pelos alunos no es
tudo de poténcias com expoentes inteiros positivos se conservassem

nessa ampliacdo (problemas 11 e 12);

4) a extensdo do conceito de poténcia para poténcia de ex-
poentes racionais decididamente & a que traz as maiores dificulda -
des técnicas, tendo em vista que "essas extensdes" do conceito de po

téncia ndo tém "dificuldades que sdo linearmente crescentes".

Neste ponto, acreditamos muito num processo construtivo (e
exaustivo) dos conceitos de raiz quadrada, raiz cubica e raiz gquar-
ta de niumeros e do trabalho subseqgliente da identificacao das repre-
sentacdes daqueles conceitos com as suas respectivas representacoes
sob forma de poténcia (problemas 13, 14 e 15).

Talvez um trabalho, calcado nas ultimas 4 etapas, possa pro
duzir os tais pré-requisitos necessarios a continuidade nos estudos
das poténcias, levando-se em conta uma questdo central: "Por que es
tudar poténcias?".

Essa questdo, do ponto de vista educacional, devera ser dis
cutida em sala de aula, com alunos,objetivando garantir-lhes conhe-
cimentos que inevitavelmente contribuirdo para sua formacao pessoal
e que os tornario pessoas de maior poder critico e de maior autono-
mia com relacdo a algumas questdes do seu dia-a-dia.

Apds um trabalho como o proposto, um curso sobre poténcias,
em geral, pode tomar o rumo do estudo da "interdependencia entre
grandezas" que obedece uma lei exponencial (particularmente, a maio

ria dos problemas apresentados) e suas conseqliéncias "naturais".

a) aplicabilicacgoOes;
b) representacdes graficas;

c) situacgdes particulares como equagodes e inequacgoes;
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d) o problema inverso (problemas ja citados, e seguintes).

Aproveitamos o momento para "exigir" dos professores, que
porventura tomarem conhecimento dessa Proposta de trabalho, suges -
toes, criticas e novas propostas, na tentativa de alcancarmos o Ob-

jetivo educacional desejado.

CONTEUDO/OBJETIVO OBSERVACOES/SUGESTOES

1. CONCEITO DE Comentarios iniciais para o(a) profes-
POTENCIA sor (a) :
Objetivo: Desen- Para que o conceito de poténcias possa

volver o conceito |ser "desenvolvido" por alunos é de se esperar que
de potencia ja tenham "desenvolvido", anteriormente, O concei
to de multiplicacdo. Este, por sua vez, é& traba -
lhado inicialmente nas primeiras séries do 19 grau
para a resolucado de dois tipos badsicos de proble-
mas:

10) aqueles que envolvem soma de parce-
las iguais;

20) aqueles que envolvem o chamado "prin
cipio multiplicativo" (conseqlidncia do "racioci -
nio combinatdrio").

Vejamos dois exemplos para tentar expli

car o que acabamos de dizer.

Problema 1

Um restaurante do tipo "sirva-se" (self
service) cobra de cada cliente uma taxa unica de
cz$ 1.200,00 por pessoa. NO final de um dia, ores
taurante atende 255 clientes. Qual foi a receita

do restaurante?

Resolugao

receita: 1200 x 255 = 1200 + 1200 + ... 1200 =

—
255 parcelas
Ccz$ 306.000,00
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Problema 2

Um vendedor interestadual precisa via -
jar de Sdo Paulo para o Rio de Janeiro e, em se -
guida, para Brasilia. Ele poderd ir de S3o Paulo
para o Rio de Janeiro de avido, de Oonibus, de trem
ou de automével. Estando no Rio de Janeiro, o ven
dedor podera ir para Brasilia de avifo, de dnibus
ou de automével. De quantas maneiras distintas o
vendedor podera ir de S3o Paulo para Brasilia, pas
sando pelo Rio de Janeiro?

18 resolucdo

O vendedor tem 4 op¢des para ir de Sio
Paulo ao Rio de Janeiro. Para cada uma das 4 op-
¢coes, para vencer a l2 etapa, o vendedor tem 3 op
¢bes para a 22 etapa de sua viagem. Logo, o vende
dor tem 4 x 3 = 12 maneiras distintas para ir de
Sdo Paulo a Brasilia, passando pelo Rio de Janei-

ro.
238 resolucao
Veja o esquema grafico seguinte:
RJ DF
automovel + + + +
onibus + + + +
aviao + + + + sp
aviao Onibus automdével +trem RJ

Cada simbolo "+" no esquema grifico re-
presenta um par de possibilidades para o vendedor:
avido-avido; avido-dnibus; avido-automével; .....
trem-automével, num total de 12 opcoes.

As situacgOes-problema, que poderdo ser
usadas como proposta do desenvolvimento do concei
to de poténcia, poderdo conter os dois aspectos da
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multiplicacao mencionados nos problemas 1 e 2.

O que iremos propor na seqliéncia, € um
trabalho para o desenvolvimento do conceito de po
téncia por alunos de 22 grau, pois o fato de ja te
rem trabalhado anteriormente com simbolos que de-
notam poténcias, ndo significa que "possuam", ou
ja tenham "assimilado", aquele conceito.

Antes, porém, vamos propor um problema,
com duas resolucgdes, para ilustrar o que afirma -

mos no paragrafo anterior.

Problema 3

Consideremos uma cultura de bactérias
cuja populacdo, numcerto instante, é de 1.000 in-
dividuos. Considere, também, que cada individuo
dessa cultura, por um tipo especial de divisao
celular, di origem a dois novos individuos idénti
cos por hora. Determine o tamanho aproximado da po
pulacdo dessa cultura, 5 horas apds aquele instan
te, supondo que nenhum individuo morra nesse in -

tervalo de tempo.

la resolucao

a) No instante inicial teremos 1.000 in
dividuos;

b) 1 hora apds o instante inicial, su-
pondo que cada um dos 1.000 individuos tenha pas-
sado pela divisdo celular, teremos, aproximadamen
te, 1000 x 2 = 2.000 individuos;

c) passada mais uma hora, nas condicoes
do problema, a populacdo sera de, aproximadamente,
2.000 x 2 = 4.000 individuos; d) repetindo o ra -
ciocinio anterior por mais 3 vezes (4.000 x 2 =
= 8.000; 8.000 x 2 = 16.000) obteremos:

populacdo da cultura = 16. 000 x 2 =32.000 individuos
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Comentario

Em uma resolucdo como a que foi apresen
tada, necessitamos sempre de um resultado anteri-
or para obtermos um resultado seguinte. Isto sig-
nifica que ndo utilizamos o conceito de poténcia
e sim, um processo recorrente no qual cada resul-
tado novo é obtido do resultado anterior multipli
cando-se este por 2.

22 resolucgao

_ a) Como na primeira resolugdo, no ins-
tante inicial, teremos 1.000 individuos.
b) Passada uma hora do instante inicial
teremos 2.000 = 1.000 x 2 individuos.
c) Passadas duas horas do instante ini-

cial, teremos:
2.000x2=(1.000x2) x2=1.000x4=4.000 individuos

(a diferenca de enfoque entre a primeira e a se -
gunda resolucdo esta no fato de que o terceiro re
sultado (4.000) pode ser obtido do resultado ini-
cial (1.000) multiplicando-o por uma poténcia ade
quada (4 = 2 x 2, ou dobro do dobro).

d) Tendo em vista que o raciocinio usa-
do no item c) pode ser utilizado em qualquer pas-
so, entdo, no final de 5 horas, a populacdao em
questdo sera igual a 1.000 x 2 X 2 x 2 x 2 x 2 =

= 1.000 x 2° = 32.000 individuos.

A. Potencias de ex- Os problemas seguintes poderdo servir co
poentes inteiros |mo atividades para um trabalho junto aos alunos,
PosLELVOS visando ao desenvolvimento, ou a continuacdo do

conceito de poténcia.

Problema 4
No esquema seguinte:

AMO
MO
0]
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podemos "ler" a palavra "AMO" de "varias maneiras'.
vVamos estabelecer as seguintes regras de leitura:

12) A leitura comega pela letra A.

2a) Apds termos lido uma letra qualquer
da palavra em questao, a proxima letra a ser lida
dessa palavra deverd estar imediatamente a direi-
ta, ou imediatamente abaixo, daguela letra.

De quantas maneiras distintas podemos

ler "AMO" no esquema?

12 resolucido

Uma contagem direta nos fornece a res -
posta: 4. Por exemplo, algum aluno ao tentar "re-
solver" o problema contando todas as possibilida-
des de leitura, poderia ter a seguinte iniciati -

va:

2a resolucao

Estando na letra "A", existem duas oOp-
cdes, a direita, ou abaixo, para "lermos" a letra
"M"; para cada uma das duas possibilidades de lex
mos "AM", existem duas possibilidades para "ler -
mos" a letra "O"; logo, podemos "ler AMO" de
2 x 2 = 4 maneiras distintas. Um recurso grafico
para ilustrar a contagem que acabamos de realizar
pode ter o seguinte aspecto:

M/O
‘-\-‘“‘-0

<,
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Comentarios

1) Afirmamos que para propor um exerci-
cio como o problema 4, o professor nio precisa,
necessariamente, abrir um assunto como "Contagem"
ou "Combinatéria"; a experiéncia tem mostrado que,
em situag¢Oes inéditas, alguns alunos mostram al-
gum tipo de iniciativa, algumas vezes com algum su
cesso.

2) A primeira resolugdo &, com certeza,
a mais esperada & provavel que a segunda resolu -
¢do ndo ocorra: caso se proponha um exercicio co-
mo o problema 4, acreditamos que a segunda resolu
¢do nao deva ser apresentada pelo professor ateé
que ocorra um momento adequado para ela, quando as
dificuldades inerentes a esse tipo de problema sur

girem com mais forcga.

Problema 5

Idem ao problema 4 para os seguintes es

quemas :
a) AMOR b) AMORA c) AMORAS d) AMOREIRAS
MOR MORA MORAS MOREIRAS
OR ORA ORAS OREIRAS
R RA RAS REIRAS
A AS EIRAS
IRAS
RAS
AS
S
l2a resolucao do item a)
Uma contagem direta nos fornece a res -
posta 8.

22 resolucao do item a)

Esta resolucdao imita a segunda resolu -
¢do do problema 4 e ndo deve ser apresentada aos

alunos prematuramente.
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Para passar da letra A para a letraMha
duas possibilidades; para passar da letra M para
a letra O ha duas possibilidadesj portanto, para
passar da letra A para a letra O existem 2x2= 4
possibilidades; para passar da letra O para a le-
tra R hid duas possibilidades; portanto, para cada
uma das 4 maneiras de se ler "AMO", ha 4 x 2 = 8
possibilidades para se ler "AMOR"; veja o esquema

grafico seguinte:

R
o<R
R
OéR
R
043
R
s

3a resolucao do item a)

Se, no esquema apresentado no item a),
retirarmos as 4 letras "R", reduzimos o item a)
ao problema 4; logo, para cada uma das 4 maneiras
de ter "AMO", ha duas maneiras de se ler a letra
"R"; assim, hda 4 x 2 = 8 maneiras de ler "AMOR".

Algumas resolucdes dos itens b) e c) do
problema 4 poderdo ser andlogas as apresentadas no
item a), mas poderdo surgir outras. Por exemplo,
como alunos nessa faixa de idade e escolaridade
possuem alguma facilidade (intuitiva) de generali
zagdo, poderd ocorrer a alguns deles um primeiro
passo para a generalizacdo (ao verificar os dois
primeiros resultados 4 e 8) e inferir que o nime-
ro de maneiras para ler o esquema do item b) é
igual a 16, ou seja, o dobro do resultado encon -
trado no item a), assim como o resultado nesse
item era o dobro do resultado encontrado no pro -
blema 4 (note que essa "generalizagdo" nao é do
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mesmo tipo das que foram apresentadas nas resolu-
¢des do problema 4 e item a) do problema 5). Caso
isso ocorra, talvez seja conveniente colocar em

"divida" uma resposta mais apressada com algo do
tipo: "Vocé tem certeza? Verifique o préximo item".

Do ponto de vista do objetivo maior a
ser alcancado com esses problemas, a descoberta
de que cada resultado obtido & o dobro do anteri-
or ndo é o "fim desejado", mas apenas umpasso "im
portante" para alcancar aquele objetivo.

Para o item c) podem ocorrer fatos pare
cidos com o0s que ocorreram no item b). Neste item
(c) alguns alunos poderdo ter "quase" certeza da
inferéncia feita e afirmarem a resposta "32", mes
mo sem uma verificacdo mais detalhada. £o item d)
que podera modificar comportamentos com relacao a
forma pela qual um aluno tenta resolver o proble-
ma.

O "contador de todas as possibilidades"
tera sérias dificuldades. Se alguém, por ventura,
concluiu que o nimero de possibilidades de ler a
palavra "AMOREIRAS", no esquema, é o dobro do nii-
mero de possibilidades de ler alguma palavra com
uma letra a menos que a palavra em quest&o,xnuneg
quema analogo, precisara retroceder até um caso co
nhecido (o item c) e retornar passo apasso ao item
d) , calculando: 32x2, 64x2, ..., 128x2 = 256.

Como o objetivo dos problemas 4 e 5 é a
utilizagdo do conceito de poténcia (e ndo sé da
simbologia), o professor terd papel decisivo ao
apontar um caminho naquela direcao.

Por exemplo, tomando como ponto de par-
tida a resposta encontrada no problema 4, os itens
a), b), ¢) e d) do problema 5 tém como respostas:
4 x 2, (4 x 2) x2=4%x 22; (4 x 22) = 2 = 4::23;
4 x 26. Melhorando um pouco mais o caminho para
uma generalizacdo completa, o prdprio ponto de par
tida (problema 4) podera ser escrito como 4 = 22r

5

obtendo-se assim 23, 24, 27 e 28 para os itens a),
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b), c) e d) do problema 5. O passo final consiste
em estabelecer uma relacdo entre o numero de le-
tras da palavra e o expoente de cada poténcia, em
cada caso.

Problema 6

Considere a palavra genérica "A AjAz...
A", que é colocada num esquema do tipo dos pro -
blemas 4 e 5:

AlAzAB - s = An

A2A3A4 L An

n
"

"

n

e que pode ser lida conforme as regras estabeleci

das no problema 4.
Conte o nimero de maneiras para ler es-

sa palavra.

Reseosta

Problema 7

Dez pessoas fundam um clube. Um dos re-
gulamentos do regimento interno do clube prevé que
cada sbécio pode convidar 2 novos sbcios ao final
de cada ano. Calcule o nimero maximo de socios que
esse clube podera ter ao fim de:
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e

a) 1 ano.

b) 2 anos;
c) 3 anos;
d) 10 anos;

e) n anos (n inteiro, n > 0).

Resolugoes

Em cada item estaremos considerando que
cada sb6cio convide 2 novos sbcios e que estes acei

tem o convite.

a) No final do 12 ano, o numeroc de so -
cios sera: 10 + 2 x 10 = 10 x (1L + 2) = 10 x 3 =
30.

b) No final do 22 ano, o numeroc de so -
cios serd: 30 + 2 x 30 = 30 x (1 + 2) = 30 x 3 =
(10 x 3) x 3 = 10 x 32 = 90.

c) no final do 32 ano, o numero de sO -
cios sera: 90 + 2 x 90 = 90 x (1L + 2) = 90 x 3 =
= (10 x 3%) x 3 =10 x 33 = 270.

d) No final do 1092 ano, o numero de soO-
cios sera: numero de socios do final do 992 ano +
+ 2 x (nimero de socios do final do 992 ano).

Para calcularmos o que o problema 7 pe-
de, basta calcular sucessivamente: 270 x 3 = 810;
8l0 x 3 = 2.430; 2.430 x 3 = 7.290; ...; 196.830 x
x 3 = 590.490. Em cada passo da resolucdo apresen
tada recorremos a um resultado anterior e nao fi-
zemos uso do conceito de poténcia. Porém, usando
as idéias desenvolvidas nas resolucdes dos itens
a), b) e c), poderemos escrever:

n2 de socios ao fi- _ _ 10
nal de 10 anos “‘10}“3"3"---X3—10x3

]

\Y
10 vezes

Problema 8

Num problema de Matematica Financeira,
como no caso anterior, o professor na3o precisa
abrir um assunto especifico chamado Matematica Fi
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nanceira para propor um exercicio como o que se -
gue. As dificuldades podem ser resolvidas junta -

mente com o0s alunos.

No primeiro dia util de 1988 (data que
sera chamada "data-base"), um pequeno investidor
tem o saldo de Cz$ 10.000,00 em caderneta de pou-
panca (estamos supondo que os "rendimentos" do Ul
timo periodo que antecedeu a data-base ja tenham
sido creditados).

Para simplificar o problema, vamos su -
por que nos proéximos meses, a instituicdo finan -
ceira que retém o investimento em questao, pague
(e continuara pagando) entre juros e corre¢dao mo-
netdria, rendimentos a uma taxa de 15% ao més. Su
ponha que, a partir da data-base, ndo foram fei -
tos depOsitos nem retiradas. Nessas condigdes, cal
cule o saldo dessa conta, com relacdo a data-base,
apos:

a) 1 més;

b) 2 meses;

c) 3 meses;

d) 12 meses;

e) n meses (n inteiro e n 2 0).

Resolucgao

a) saldo 1 més apos data-base:

10.000 + 15% de 10.000 = 10.000 + 10.000 x 0,15
= 10.000 x 1,15 = Cz$ 11.500,00;

b) saldo 2 meses apOs data-base:
11.500 + 15% de 11.500 = 11.500 + 11.500 x 0,15
= 11.500 x 1,15 = Cz$ 13.225,00;

c) saldo 3 meses apos data-base:
13.225 + 15% de 13.225 = 13.225 + 13.225 x 0,15
13.225 x 1,15 = Cz$ 15.208,75;

d) para calcularmos cada saldo pedido

nos itens a), b) e c), recorremos ao saldo do més
anterior. A idéia central (como a que ocorreu nos

problemas anteriores) estad em nao recorrermos
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ao passo anterior, mas sim, ao resultado inicial
e a uma lei geral de poténcia.

Nos itens b) e c), poderiamos ter assim
procedidos:

b) 11.500 + 15% de 11.500 = 11.500 +
11.500 x 0,15 = 11.500 x 1,15 = (10.000 x 1,15) x
x 1,15 = 10.000 x 1,152 = Cz$ 13.225,00.

c) 13.225 + 15% de 13.225 = 13.225 +
+ 13.225 x 0,15 = 13.225 x 1,15 = (10.000 x 1,152)
x 1,15 = 10.000 x 1,15° = Cz$ 15.208,75.

d) saldo 12 meses apOs data-base:
10.000 x 1,152 = cz$ 53.502,50.

e) saldo n meses apos data-base:

10.000 x 1,15".

Comentarios

Sobre o calculo de 1,1512.

a) usando uma calculadora “simples"7:

digite: 1 . 15 ¥ BHH ... B

\Y
11 vezes

b) usando uma calculadora “cientifica“a:

digite: 1. 15 IE 12 H

Problema 9

Calcule a inflacdo de janeiro de 1988 a
janeiro de 1989. Suponha que a taxa de inflacgdo te

nha sido em média 15% ao més.

Suponhamos que em 19-01-88 dispunhamos
de um capital C e que esse capital deva ser corri

TCalculadora "simples" possui as 4 operacoes fun-

%ntals uma_tecla me teclas de memoria
II' MC

8Calculadora "cientifica" possui todos os recur -

sos de uma calculadora "simples" e teclas para
calcular valores de fungoOes trlgonometrzcas(ezn
versas), poténcias em geral e logaritmos decimais.
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gido com a inflacdo de 15% ao més. Assim, em
12-01-89 ele se tornara C . 1,1512.
Isso significa que de 19-01-88 a

12-01-89 o capital sofreu uma variacdo de

G« 1,1512 -C = C(1,1512 - 1), que representa a
"inflacdo em dinheiro".
12

0 valor 1,15
inflacdo no periodo considerado, isto §&,
5,3502501 - 1 = 4,3502501 = 435,02501%.

- 1 representa a taxa de

Problema 10

A pressao atmosférica (a pressao que a
camada de "ar" exerce sobre os corpos) ao nivel do
mar & igual a 1 atm (lemos: "uma atmsofera").

Suponha que, ao se elevar um objeto de
um ponto A a um ponto B, de modo que altitude de
B tenha 1.000 m a mais que a altitude de A, a pres
sio atmosférica em B seja 90% da pressao em A (ve
ja figura).

1.000m
A @&
\'\.l:}ﬂl
do
May

Nessas condigdes, determine a pressao
atmosférica (em atm), com relagdo ao nivel do mar,
num ponto cuja altitude é:

a) 0 m;

b) 1.000 m;

c) 2.000 m;

d) 3.000 m;

e) 4.000 m;

£f) 9.000 m;

g) h metros.
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B. Potencias de ex-
poentes inteinos
negativos

Resposta

a) 1 atm;

b) 0,9 atm;

c) 0,81 atm;
d) 0,739 atm;
e) 0,6561 atm;
f) 0,3874 atm;
g) 0,9 h/1000.

Poténcias de expoente negativo podem ser
vistas como uma conveniente notacido de alguns nu-
meros ndo inteiros e, em particular, como uma con
veniente notacdo do inverso multiplicativo de um
nimero real diferente de zero.

Para se trabalhar poténcias com expoen-
tes inteiros negativos talvez seja conveniente tra
balhar, inicialmente, o conceito de inverso multi
plicativo de um nimero e dar significado a um sim
bolo como a L, onde a # 0.

Se a € um numero real, a # 0, o inverso
multiplicativo de a € um nimero real b tal que
a.b=1.

Notacdes especiais para b: % ou a L.
Assim, o inverso de 2, que & o numero
0,5 poderd ser denotado por %, ou 271 (portanto,

2—1

ra o namero 0,5 inverso multiplicativo de 2. Da

nada mais €, neste contexto, que um cddigo pa

mesma maneira, 0,5 % & um cbddigo para o numero 2,
inverso multiplicativo de 0,5.

Essa conveniente notacdao poderd propor-
cionar um caminho para uma ampliacdo do conceito
de poténcia, estendendo-o para as poténcias de ex®

poentes inteiros negativos.

Problema 11

Uma moeda "ndo viciada" sera lancada um
certo numero de vezes, consecutivamente ("ndo vi-

ciada" sera entendida como ideal). A probabilida
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de ocorrer "cara" (K) e a probabilidade de ocor -
rer "coroa" (C), em cada lancamento, serdo consi-
deradas iguais a 50%. Nessas condig¢les, qual sera
a probabilidéde de ocorrer sempre "cara", em to -
dos os lancamentos, quando o numero de lancamen -
tos for igual a:

a) 1;

b) 2;

c) 3;

d) 10;

e) n (n inteiro e n > 0).

Resolugao

a) Ao se lancar uma vez a moeda, a pro-
babilidade de ocorrer cara nesse lancamento &, se
gundo informacdo do problema, igual a 50% = 0,5 =
=1_,1

2 : 2

b) ao se lancar uma moeda duas vezes,*
em cada um dos lancamentos, a probabilidade de
ocorrer cara € igual a 50%. Logo, em 2 lancamentos

consecutivos, teremos as seguintes possibilidades:
K,K K,C C,K C,C

Portanto, em 2 lancamentos consecutivos
da moeda, a probabilidade de ocorrer cara em ambos
os lancamentos & de 1 para 4, ou seja:

a probabilidade de ocorrer _ 1 _ _
cara em 2 lancamentos = = 023 = 25%
Mas,
0,25 =0,5x0,5=2"1x21=hH?= (2=
2

O proximo passo, para uma ampliacdo pa-
ra poténcias de expoentes inteiros negativos, con
siste na identificacdo dos simbolos:

22 e 2712 = L

2

Nessa identificacao, 2_2 #
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c) em 3 lancamentos consecutivos, tere-
mos as possibilidades:
K,K,K K,K,C K,C,K C,K,K K,C,C C,K,C C,C,K
C,C;¢C

A seqliéncia K,K,K tem uma possibilidade

de ocorrer em 8, ou seja:

a probabilidade de ocorrer _ 1 _ =
cara em 3 lancamentos ] 0,125 12,5%
Mas,
0,125 = 0,5x%x0,5%0,5 = 2 tx271x27l = (273 =
2
Identificando-se o simbolo 2_3 com
(2-1)3 = Jg, obtemos: 2_3 = JE.
2 2

d) Torna-se inviavel tentarmos resolver
o item d), da mesma maneira que foram resolvidos
os itens b) e c), exibindo-se todas as seqliéncias
possiveis de caras e coroas em 10 lancamentos con
secutivos.

A determinacdo do numero dessas seqlién-
cias tera que ser feita por outra via. Por exem -
plo, com relacdo a resolucadao do item c), o namero
de seqliéncias obtidas foi igual a 8. [Se jogarmos
a moeda uma quarta vez, obteremos, a partir das 8
seqliéncias ja exibidas, acrescentando-se, em cada
uma delas, uma ocorréncia "cara", ou uma ocorrén-
cia "coroa", 16 seqliéncias de "caras" e "coroas".]

Da mesma forma, a partir das 16 seqlién-
cias possiveis de "caras" e "coroas", ao jogarmos
a moeda pela quinta vez consecutiva, acrescentare
mos, em cada uma delas, uma ocorréncia "cara", ou
uma ocorréncia "coroa". Obteremos, entdo, 32 se-
qliéncias de "caras" e "coroas".

Uma conclusdo plausivel, que pode ocor-
rer, & que, ao aumentarmos o numero de lancamen -

tos da moeda em 1, o numero de seqgliéncias de "ca-
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ras" e "coroas" serad o dobro do nimero de seqlién-
cias ja obtidas (este & um raciocinio recorrente
andlogo ao ja elaborado nos problemas anteriores).

Por outro lado, ao jogarmos uma moeda 3
vezes consecutivas, obtemos 8 = 23 seqliéncias de
"caras" e "coroas". Ao jogarmos a moeda 4 vezes
consecutivas, obteremos 16 = 24 seqliéncias. A in-
feréncia indutiva nos leva a concluir que, ao lan
carmos a moeda 10 vezes, o namero de seqliéncias
de "caras" e "coroas" devera ser igual a 1024 =
- 210.

Portanto, a probabilidade de ocorrer ca
ra em 10 lancamentos de uma moeda sera de 1 em
1024 possibilidades.

a probabilidade de ocorrer _ _1 _ -
cara em 10 langamentos - 1024 0,000976562 =
= 0,0976562%
Como

— _ 1.1 1 _

0,000976562 = 0,5x0,5x...x0,5 = ixix...xi =
\ V 7 L V J
10 vezes 10 vezes
_ -1 -1 My o L
Z 2T (2 TR e (2 ) = 210

Da mesma forma como nos itens b) e c),

uma ampliacdo nos permite escrever:

-10 _ _1

2 = ——

e) No lancamento de uma moeda n vezes
consecutivas (n inteiro e n > 0), o numero de se-
qlidncias de "caras" e "coroas" sera igual a 2% Lo
go, a seqliéncia formada por n "caras" tem uma pos

sibilidade de ocorrer em 2" possibilidades possi-

veis.
probabilidade de ocorrer _ 1
cara em n lancamentos 2n
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Novamente, uma aplicacdo do conceito de
poténcia de expoente inteiro negativo, nos permi-
tira identificar o simbolo

1
on

2™ com (2—1)n
Portanto:

L
on

2R =

Comentario

A experiéncia tem mostrado (assim como
ocorreu nos problemas 4, 5, 6 e 7) que os alunos
possuem formas de "ataques" a problemas, mesmo que
estes envolvam assuntos ainda ndo devidamente tra
tados. Como antes, ndo hd necessidade de o profes
sor abrir um titulo como "Probabilidade" para pro
por um problema como o 1l1.

Problema 12

Nas condig¢des do problema 8, um pequeno
investidor possui, no primeiro dia atil de 1988 (da
ta-base) em sua caderneta de poupanca, um saldo de
Cz$ 10.000,00.

Suponha que o rendimento que a institui
cdo financeira pagou ao investidor foi de 15% ao
més sobre o saldo atual, entre juros e corregao mo
netaria. Suponha, ainda, que essa taxa de rendi -
mento foi sempre a mesma em 1987. Qual era o sal-
do dessa conta do investidor:

a) 1 més antes da data-base?

b) 2 meses antes da data base?

c) 3 meses antes da data-base?

d) 6 meses antes da data-base?

e) n meses antes da data-base (n intei-

roen > 0).
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Resolugao

a) Na data-base, o saldo de Cz$ 10.000,00
foi obtido do saldo do més anterior, aplicando-se

a taxa de 15% em vigor, ou seja:
10.000 = (saldo do més anterior) x 1,15.

Portanto:

saldo do més anterior _ 10.000 _ =3
a data base = 71,15 =10.000x 1,15 © _

Cz$ 8.695,65

Comentario

Alunos, que tem alguma iniciativa em pro
blemas como este, inferem que o saldo anterior a
data-base é 85% do saldo atual, ou seja, alguns
alunos realizam um desconto de 15% do saldo atual
para determinar o saldo no més anterior. Se o pro
fessor colocar um problema como este para uma tur
ma e se algum aluno realizar um desconto de 15% so
bre Cz$ 10.000,00 (obtendo Cz$ 8.500,00), peca a
esse aluno que calcule o saldo no primeiro dia
4til de 1988 a partir de Cz$ 8.500,00.

Nesse caso, ele ira encontrar:

saldo na data-base = 8.500x1,15=Cz$9.775,00 #

# Cz$ 10.000

b)
saldo 2 meses antes _ saldolmésantes _
da data-base 1,15
_ 8.695,65 _ g 695,65 x 1,15 = Cz$ 7.561,44

1y 15
Como estamos interessados em uma forma
que dependa somente de uma informacdo inicial
(10.000) e de uma lei geral de poténcia, podemos

escrever:
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C. Potencias de ex-
poentes nao inted
ros

saldo 2 meses antes _ -1 _
s gl & = 8.695,65 x 1,15 1 =
= (10.000 x 1,157%) x 1,151 = 10.000 x 1,152

c)

10.000 x 1,153

Cz$ 6.575,16;
d)

10.000 x 1,156

Cz$ 4.323,28;
e)

10.000 x 1,15 ™

Algumas poténcias de expoentes niao in -
teiros, assim como ocorreu com as poténcias de ex
poentes inteiros negativos, podem ser convenientes
notagdes de alguns nimeros reais.

Neste ponto, pode estar um dos proble -
mas de aprendizagem no primeiro e segundo graus,
a saber, uma classificacao "mais fina" a respeito
de numeros.

A primeira grande classificacado dos na-
meros reais consiste na separacdao em numeros in -
teiros e nimeros ndo inteiros. De um modo geral,
essa primeira classificacdo nao traz grandes difi
culdades aos alunos.

Uma classificagao "mais fina" dos ntme-
ros reais ndo inteiros em racionais e nao racio -
nais costuma trazer maiores dificuldades aos alu-
nos.

Afirmamos que exigir uma classificacdo,
por parte dos alunos, a respeito de nimeros reais,
para decidir se um determinado nimero & racional,
ou ndo, nao é fundamental para uma seqliéncia em
seus estudos em Matematica.

Eis uma razdo para tal afirmacdo: no se
gundo grau nao se demonstra a existéncia de niime-
ros reais ndo racionais (irracionais). A existén-

cia de numeros irracionais é postulada!




E, mesmo que uma prova de uma afirmacao
do tipo "o numero x é irracional" seja apresenta-
da a alunos, tal prova ndo devera possuir um "oa—
rater construtivo" no seguinte sentido: "qualquer
prova 'aparentemente acessivel' a alunos do 22 grau
sobre a irracionalidade de determinado nimero nao
devera exibir um processo efetivo9 da construgao
desse numero".

As provas que pudemos encontrar em al -
guns livros sobre a irracionalidade de determina-
dos nimeros possuem outro caracter: supoe-se em
primeiro lugar que O nimero que se deseja provar
ser irracional &, por absurdo, racional. A partir
dessa premissa, tomada como "yerdadeira", usando-
-se argumentos validos, tenta-se chegar a alguma
conclusdo que, embora "verdadeira" 3 luz das re -
gras que produzem "fatos verdadeiros" a partir de
"fatos verdadeiros", contradiz "alguma verdade" ja
estabelecida previamente, estabelecendo-se ai o
que se costuma chamar "absurdo" ou "contradicao".

Nio estamos querendo defender a Escola
Construtivista e negar o chamado "raciocinio por
absurdo". O que afirmamos & que alunos no 29 grau,
em sua maioria, estdo numa fase "construtivista"
e que "raciocinios por absurdo" n3do estdao a seu
alcance. Tais "raciocinios por absurdo", que deve
rio fazer parte da vida de qualquer pessoa, pode-
rio ser conseguidos futuramente, ndo necessaria-
mente via Matematica.

Por exemplo, o que significa o simbolo
/2? Serd que esse simbolo representa algum nume-
ro? No caso afirmativo, sera que é fundamental
classifica-lo em algum tipo especial de namero?

Achamos que as questéesnmioresestéo na

9Um "processo efetivo" implicaria a existéncia de
um algoritmo que, por um namero finito de passos,
permitiria a determinacao daquele numero.

=227 =



postulacao da existéncia do namero real cuja re -
presentacdo simbbélica & v2, no seu significado e
nao na sua classificac3o.

A definicdo de numero irracional & fei-
ta por negacdo de numero racional e definir um ob
jeto ndo implica a sua existéncia.

Portanto, um trabalho do professor pode
seguir um caminho que permita ao aluno fazer a
"sua construcdo" do conceito do nimero que & re -
presentado pelo simbolo v2, via alguma atividade
apropriada para esse fim.

Problema 13

Uma atividade classica consiste em de -
terminar a medida da diagonal de um quadrado cujo
lado mede 1, numa certa unidade de comprimento.

"Obtenha a medida da diagonal de um qua
drado cujo lado, numa unidade de comprimento, é

igual a 1."

Comentario

Uma informacdo necessadria para resolver
mos esse problema &€ o Teorema de Pitagoras. £ pos
sivel que alguns alunos ndo tenham tido contato
com esse teorema. Certamente, isto nao & um moti-
VO para que o problema ndo seja proposto, pois o
professor sempre poderé.fornecer as informacdes ne
cessarias e, futuramente, preparar alguma ativida
de no sentido de abordar o assunto em débito.

Resolucgao

Segundo o Teorema de Pitagoras:

(diagonal do quadrado) 2 o (lado do quadrado) 2 +

+ (ladodoquadrado)2 =14+1=2

Se anotarmos a diagonal do quadrado por

d, a equagao a ser resolvida é:




Tendo em vsita todos os comentarios fei
tos nos ultimos paradgrafos, tentaremos "construir"
um niimero d, cuja multiplicacdo por si mesmo seja
exatamente o numero 2. Isso sera feito por meio de
tentativas.

Numa primeira analise, d ndo pode ser 1,
pois 1 x 1 = 1 < 2. O nimero d também nao pode ser
2, pois 2 x 2 = 4 > 2.

Se uma atividade como essa for proposta
a alunos, € quase certo que uma proxima tentativa
seja 1,5.

Peca para o aluno calcular 1,5 x 1,5.
Ele obtera 2,25 > 2. Logo, d < 1,5.

Os passos seguintes sdo especulativos e

foram realizados sem uma calculadora.

supor d = calculo de 4 x d conclusao
1,25 1,5625 d > 1,25
1,3 1,69 da>1,3
1,4 1,96 da > 1,4
1,45 2,0925 d < 1,45
1,41 1,9881 da > 1,41
1,42 2,0164 d < 1,42
L1415 2,002225 d < 1,415
1,413 1,996569 d > 1,413
1,414 1,999396 d > 1,414
1,4145 2,00081025 d < 1,4145
1,4144 2,00052736 d < 1,4144
1,4143 2,00024449 d < 1,4143
1,4142 1,99996164 d > 1,4142

Uma atividade desse tipo fatalmente se
torna rapidamente enfadonha e em algum instante o
professor deverad intervir para direcionar os tra-
balhos ao seu objetivo principal.
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O "dialogo" seguinte também & especula-
tivo:
Aluno: "Até quando iremos fazer esses calculos?"
Professor: "Até encontrarmos o numero que multi -
plicado por si mesmo seja igual a 2."

Aluno: "Quantas 'contas' ainda faremos?"
Professor: "Quantas forem necessarias."

Aluno: "Mas, sera que conseguiremos encontrar es-
se momento?"

Professor: "O que vocé acha? 0O que vocés acham?"

Caso um dialogo semelhante a3 esse ocor-
ra numa sala de aula, e caso haja envolvimento su
ficiente por parte dos alunos, podera ocorrer di-
vergéncia com relacdao a questdo.

O aluno podera questionar:

"Sera que existe esse nGmero?"

Neste caso, o professor devera conduzir
o aluno a concluir que ndo ha davida quanto a exis
téncia do segmento, mas que ndo conseguiram obter
o "valor exato" de sua medida, pois todos os nume
ros que tentaram, multiplicados por si mesmos, ou
eram menores que 2, ou eram maiores gque 2. Além
disso, o professor deve reforcar o fato de que,
embora nao conhecam tal valor, podem melhorar sua
aproximacdo o quanto quiserem. A seguir, um proce
dimento possivel por parte do professor seria:
"Como sera impossivel determinarmos efetivamente
esse nimero, usaremos um simbolo para representa-
-lo. O simbolo classico é: V2, gque é lido "raiz
quadrada de 2."

"Ou entdo: v2 x V2 = 2, ou ainda:

(¥Z) 3 = 2.”

"Notem que os valores obtidos na tabela
confeccionada anteriormente sdao valores aproxima-
dos de V2. Por exemplo:

a) quando escrevemos v2 = 1,4, estamos
querendo dizer que 1,4 x 1,4 & um numero 'préximo'
de 2.
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b) quando escrevemos v2 = 1,4143, esta-
mos querendo dizer que 1,4143 x 1,4143 & um nime-
ro 'proximo' de 2."

"Alguém poderia perguntar: qual € a me-
lhor aproximacdo que se pode fazer para O numero
representado por V22"

"N3o existe 'a melhor' aproximagdo. Exis
te uma aproximacdo conveniente para V2, de acordo

com a precisdo exigida (ou desejada) no problema."

0 nosso proximo passo € a introducao da
notacdo do nlmero representado por V2 sob forma de
poténcia.

Uma propriedade que vale para as potén-
cias de expoentes inteiros (positivos e negativos)

(1]

-
H

m)n _ m .n (1)

quaisquer que sejam os inteiros m e n.
Gostariamos que essa propriedade se con
servasse na ampliacdo do conceito de poténcia pa-
ra expoentes nao inteiros.
Particularmente, qual seria o significa
do de 20'5
gum nimero? No caso afirmativo, que nimero seraes

? Sera que esse simbolo representa al -

se?

0,5 se comporte como

0,5

Se desejamos que 2

as poténcias de expoentes inteiros, entao 2 X

< 20,5 0,5]2

devera ser igual a (2 , ou seja:

o que de fato é verdade pela propriedade (1).
Mas, segundo discussdo anterior, o nume
ro d tal que d x d = 2 é o numero anotado por V2.
Portanto, podemos identificar os simbo-
los 2973 e V7, por representarem O mesmo numero,
cuja existéncia foi postulada. Entao, podemos es-
crever 297° = 212 = 7

Assim, tudo correra como desejamos por
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uma conveniente notacdo de V2 em forma de potén -
cia expoente ndo inteiro.

De um modo geral, se a representa um na
mero real positivo (a > 0), entdo o simbolo va re

presenta o numero real positivo b, de modo que:
bxb=vaxv/a= (VA2 =a

Da mesma forma, o numero real positivo

0,5

anotado por aLQ (ou a ) tem a seguinte proprie-

dade imposta:

ao;s 0,5 0;5)2

X a = (a = a

0:/5 com Va,

e, portanto, identificamos o simbolo a
pois representam o mesmo numero real positivo.

Segundo essa identificacao:

va = aJ/2 = aO,S

Problema 14

Um rapaz deseja construir um aquario de
vidro, de forma cubica, de 2 litros (2 %) de capa
cidade.Para isso, tera que comprar 5 laminas de vi
dro, todas de forma quadrada (o aguario nao tera
tampa) . Qual devera ser, aproximadamente, a medi-

da do lado de cada lamina?

Informacoes

Devem ser fornecidas caso nao sejam do

conhecimento dos alunos:

1) o volume de um cubo de aresta a & calculado pe
la formula: volume do cubo = aresta do cubo x
X aresta do cubo x aresta do cubo ou volume
do cubo = (aresta do cubo]3.
Simplificacdo da formula por meio de no
tagoes convenientes: anotando o volume por V e
a aresta do cubo por a, obtemos:

V=a.a.a-= a3




2) 1 litro (1 %) & o volume de um cubo, cuja ares

ta mede 1 dm, logo, 1 dm> = 1 &.

Resolucao

A medida dos lados das laminas de vidro,
gue vao formar o aquario, € a medida da aresta
do aquario.

Logo, se a representa a medida do lado

do vidro, entao:
a.a.a=2

é a equacdo do problema. Vamos resolvé-la, da
mesma forma que resolvemos a equacdo d x d = 2
(do problema 13).

Numa primeira avaliacao, a nao pode ser
1l pois 1x1x1 =1 < 2, a ndao pode ser 2, pois
2x2x2 =8 > 2.

As proximas avaliag¢Oes sao especulati -

vas (usamos uma calculadora para os calculos):

supor a = |calculodea.a.a conclusao
1,2 1,728 a>1,2
1,3 2,197 a <1,3
1,25 1,953125 a>1,25
1,27 2,048383 a < 1,27
1,26 2,000376 a < 1;26
1,255 1,976656375 a > 1,255
1,257 1,986121593 a > 1,257
1,258 1,990865512 a > 1,258
1,259 1,995616979 a > 1,259
1,2595 1,997995545 a > 1,2595
1,2598 1,999423591 a > 1,2598
1,2599 1,999899758 a > 1,2599
1,25995 2,000137869 a < 1,25995
1,25994 2,000090246 a < 1,25994
1,25993 2,000042623 a < 1,25993
1,25992 1,99995 a > 1,25992
1,259925 2,000018811 a < 1,259925

= 1233 =



Como antes, se um trabalho como esse for
proposto para alunos, rapidamente se tornara enfa
donho, fazendo, talvez, com que surjam questdes
dos tipos que apareceram por ocasido do problema
12.

A existéncia de um numero a, de modo que
a.a.a seja 2 pode ficar por conta de um "trato"
com os alunos:

Professor: "Sera que é possivel construir um aqua
rio de capacidade de 2 litros?"
Alunos: "Achamos que sim." (Esta & uma resposta

esperada.)

Professor: "Entdo, afirmo que EXISTE o nimero a
tal que a.a.a = 2.

Uma notacgdo tradicional para esse nime
ro & V7. Assim, o simbolo 37 representa um niime
ro nao inteiro a tal que: a.a.a = Y7 x Y7 x
x YT = (%773 = 30

Quando escrevemos ¥2 = 1,3  estamos que

rendo dizer que 1,3 x 1,3 x 1,3 & um ;ﬁmero proxi
mo de 2. Da mesma forma: Y2 = 1,25992 significa
que 1,25992 x 1,25992 x 1,25992 esta proximo de 2.

Nosso proximo passo € obter uma repre -
sentacao do numero 37 na forma de poténcia de ex-
poente ndao inteiro.

Se desejamos que as poténcias de expoen
tes nao inteiros se comportem como as poténcias de
expoentes inteiros, entdo vamos impor a seguinte

condicao:
L 1
23 3

& 93 g 9% - (2—)3 = (2Q333".)3 = (20,3]3==2

Mas o numero a (cuja existéncia foi pos
tulada) tal que a.a.a = 2 & anotado por 37
Identificando-se ambos os simbolos, po-

demos escrever:

1
Yo =23 =203




De um modo mais geral, o simbolo %a, on
de a & um niimero real qualquer, representa o name-
ro real b (cuja existéncia &, em geral, postulada)

de modo que:
b.b.b=Yax Yax Ya=(¥a3=a

Da mesma forma, o numero real, anotado

por a]J3 ou a0'3, tem a seguinte propriedade:
1 1 1 1 .
ad.ad.ad = (@)= %33 =a
1

Logo, identificamos os simbolos 3z e a3, ou a0’3,

pois representam o mesmo nimero real (cuja exis -
téncia é, em geral, postulada).

Problema 15

Uma caderneta de poupanc¢a paga aos Seus
depositantes, rendimentos a uma taxa de 100% ao
ano. Suponha que os rendimentos sao creditados tri
mestralmente. Um investidor coloca numa conta des
se tipo Cz$ 10.000,00 numa data D (que sera chama
da data-base). Os rendimentos serao creditados nes
sa conta 1 trimestre, 2 trimestres, 3 trimestres
... n trimestres apdés a data-base. Calcule o va -
lor do saldo dessa conta naquelas datas, supondo
que nesse periodo ndo havera depdsitos nem retira

das.

Comentario

O problema 15 possui resolugdes distin-

tas e nao equivalentes.

l2 resolucado

A taxa de juros 100% & anual. Portanto,
para calcularmos os saldos trimestrais, devemos de
terminar uma taxa trimestral.

Uma primeira forma de pensar no proble-
ma nos mostra que uma taxa trimestral sera de

l%gﬁ = 25% ao trimestre.
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Assim, de acordo com o problema 8, tere

mos:

a) saldo 1 trimestre apoés D = 10.000 + 25% de
10.000 10.000 + 10.000 x 0,25 = 10.000 x
x 1,25 Cz$ 12.500,00;

b) saldo 2 trimestres apos D = 12.500 + 25% de
12.500 = 12.500 + 12.500 x 0,25 = 12.500 x
x 1,25 = (10.000 x 1,25) x 1,25 = 10.000 x
x 1,252 = Cz$ 15.625,00;

c) saldo 3 trimestres apos D 10.000 x 1,253 =

Cz$ 19.531,25;

10.000 x 1,25".

d) saldo n trimestres apos D

Esta resoluc¢ao nao trouxe qualquer novi
dade com relacdo as poténcias de expoentes nao in

teiros.

22 resolucgao

Como na primeria resolucao, o primeiro
passo & determinar uma taxa trimestral de juros
para o calculo dos rendimentos.

Antes de continuarmos esta resolugao, no

te que:
1,25 x 1,25 x 1,25 x 1,25 = 1;25% = 2,44140625

Portanto, aplicando-se Cz$ 1,00 por 4
trimestres (1 ano) a taxa de 25% ao trimestre, te
remos o saldo de Cz$ 2,44 # Cz$ 2,00, o que signi
fica que 25% ao trimestre corresponde a taxa de
144,140625% ao ano e nao 100% ao ano conforme o
problema informa.

Isto significa que a taxa 25% ao trimes-
tre nao & equivalente a taxa 100% ao ano: a taxa
25% ao trimestre aplicada compostamente a uma quan
tia x fornece, 1 ano depois, 2,44140625x, enquan-
to que a taxa 100% ao ano, aplicada a mesma quan-

tia x, fornece, 1 ano depois, 2x.




Feito esse comentario, uma segunda for-
ma de pensar no problema & aquela que nos leva a
determinar a taxa trimestral que é equivalente a
taxa 100% ao ano (que com certeza € menor que 25%
ao trimestre).

Anotaremos a taxa trimestral equivalen-
te a 100% ao ano por i.

Portanto, a taxa i aplicada a uma quan-
tia x, compostamente por 4 trimestres proporciona
ra o saldo de 2x.

A equacao que resulta desse fato é:

K. (L+i) . (L+#d) - (L+#d) ..(1+d)=x. 1+i)%=2x

Como a gquantia x & irrelevante para o

problema, obtemos a equacao:
(L+1i) . (L+1) (l+i).(l+i]=(l+i)4=2 (1)

0 professor que porventura esta lendoes
sa nota pode estar pensando nas dificuldades emre
solver a equacao (1).

Realmente, as dificuldades existem, po-
rém, ndo deveriam ser obstaculos para a proposi -
cdo do problema, mesmo em escolas mais carentes.
Particularmente, o problema 14 propor -
ciona para o estudante uma ferramenta que podera
lhe ser Gtil em algumas situacOes reais do  seu
dia-a-dia.

Vamos atacar a equacao (1) tentando
transformd-la em uma equacao que lhe seja equiva-

lente, porém mais simples. Essa simplificacao po-

de ser combinada com os alunos (caso o problema se
ja colocado) da seguinte maneira: denote 1+ i por
x. A equacao (1) se torna:

X.X.X.X = x4 = 2 (2)
Ora, segundo os conceitos envolvidos nos
problemas 12 e 13, o numero x tal que X .X.X.X =

= 2 tera sua existéncia postulada e sera anotado
por Y7
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Dizer que a solucao da equacao (2) é
%7 é uma forma simplista de encarar o problema.
Alunos suficientemente "treinados" poderiam resol
ver a equacao (2) dando a solucao correta e sem
saberem o significado do simbolo oz,

A determinacdao do numero que é represen
tado pelo simbolo ﬁﬁ'poderé ser feita de varias
maneiras. Apresentaremos trés, duas das quais por

meio de calculadora.

la) Imitando-se as resolu¢Oes dos pro -
blemas 12 e 13. Talvez o professor que esteja len
do estas linhas ache tal tipo de resolucao dispen
savel, porém ndo temos a mesma opinido. Acredita-
mos que tal tipo de resolucdao sirva para enrique-
cer o conceito envolvido na equacdo, do ponto de
vista "da construcao desse conceito".

O numero x é maior que 1, pois
lx1lxlxl=1< 2 e x & menor que 1,25, pois
1,25x1,25x1,25x1,25= 2,44140625 (pag.236),

Podemos pedir aos alunos, individualmen
te ou em grupos, gque completem uma tabela como,
por exemplo, a que segue, para que, num trabalho
em grupo, o trabalho enfadonho fique minimizado.

calculo de ~
r X =
supo i 6, W conclusao

1,10
L,ll
1,12
1,13

1,24

ApOs essas primeiras tentativas, pode -
mos selecionar os dois valores da tabela que mais

se aproximem do valor procurado e continuar ava -

liando valores entre esses dois.




supor x = ialiuli dz conclusao
1,181
1,182
1,183
1
:
1,189

Apesar de todo trabalho dispendido nes-
ta forma de resolver a equacao (2), acreditamos
haver uma rigqueza nela contida gue proporciona aos
alunos uma melhor "construcdo" do conceito, um me
1hor conhecimento das dificuldades computacionais
e uma tomada de consciéncia da necessidade de um
aperfeigoamento dos processos envolvidos na reso-

lucdo em questao.

2a) Vamos dispensar as avaliacOes e usar
ferramentas computacionais "mais poderosas": cal-
culadoras eletrdonicas. E claro que as calculado -
ras poderiam ter sido usadas na primeira maneira
de resolver a equacao (2), assim como nas resolu-
cdes dos problemas 13 e 14. A proposta atual &
usar OS recursos computacionais mais poderosos que
calculadoras.

A tecla [/] dessas madquinas, ao ser pres
sionada, informa a raiz quadrada do numero que se
encontrava no visor. Esse recurso sO deveria ser
usado depois da construcdo do conceito de raiz qua
drada via as resolucdes ja apresentadas.Assim,no
problema 13, ao digitarmos 2 e [/[] o visor mostra
ria 1,414213562.

0 problema 14 ndo podera ser resolvido
utilizando-se a tecla [/]-

para resolvermos a equagao (2), usare -

mos os conceitos ja construidos. Assim:

x? = x.x.x.x= (x.x).(x Lx) = (x .x)2 =

2,2

=(x)=2
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2 & e
Logo, x” e o numero que multiplicado por
si mesmo reproduz o numero 2. Nos termos do proble-
ma 13, podemos escrever:

Por outro lado, nos mesmos termos do pro
blema 13, podemos dizer que x & o nimero que multi
plicado por si mesmo reproduz o nimero representa-
do por V2 (e que foi avaliado no problema 13), lo-

go:
x = ¥vV2Z = /1,4142135

Como X.X.X.X = 2, entdo:

W2 w N2 « B o WE = Wi : =3

Portanto, sera possivel a identificacio
do simbolo vvZ com 4/2', pois representam o mesmo
numero.

Na maquina de calcular, os procedimen -

tos sdo:
digite: 2 [[][/] e obtenha x = ¥Z = 1,1892071

Na extensdo do conceito de poténcia, imi

1/4

tando os problemas 13 e 14, o simbolo 2 (ou

20'25) representa um numero tal que:

b X

44 _ (50,254 _

(27) 2

que & uma imposicgao.

[ -

Logo, podemos fazer a identificacdo de 24 (ou
29:25) com Y3

Finalizando, relembrando que fizemos
x=1+1iecomox = ¥2 = 1,892071, entao

taxa trimestral i procurada, que &€ equivalente a
taxa de 100% ao ano, & igual a o 0,1892071,
ou 18,92071%.




[ L LV

a) saldo 1 trimestre apos D = 10.000 . (1 + 2 =
- 1) = 10.000 x 1,1892071 = Cz$ 11.892,07;

b) saldo 2 trimestres apds D = 10.000 . (1 + 7 -

-~ 1)2 = 10.000 x 1,1892071% = Cz$ 14.142,14;

c) saldo 3 trimestres apdos D = 10.000 . (1 + 4f§ -
- 1)3 = 10.000 x 1,1892071% = cz$ 16.817,93;

d) saldo n trimestres apdés D = 10.000 . (1 + i3
- 1)™ = 10.000 x 1,1892071".

32) Como ja foram identificados os sim-
bolos 4/7 e 21/4 (ou 20’25),
cursos de calculadoras cientificas que possuem uma

a idéia é usar os re

tecla do tipo ¥ e que permitem calcular potén-
cias em geral.

No problema em questdo, basta digitar:
1

2F% . 25[=] e obter 2% = 2072% = 1,189207115

E preciso notar que, com uma calculado-
ra cientifica, as equagcbes d x d = 2 e a.a.a =
= 2 dos problemas 13 e 14 também podem ser resol-

vidas facilmente. A saber:

problema 13: 2% . 5[=] fornece 2°7°=1,414213562

Problema 14: 2§ 3[I7%][=] fornece 2°7° =
= 1,25992105

De um modo mais geral, se a & um nimero
real positivo (a > 0), o simbolo Ya representa o
nimero real b (cuja existéncia &, em geral, postu
lada) tal que:

5.b.6.b=YaxYBxyEm = Y

S|

% 25
Da mesma forma, o simbolo a’, ou ao" '

representa o numero real que possui a seguinte pro
priedade (imposta):
il 1 1 1 1

1 4 1 4 4.4

a '  xa xa xa = (a) =(a0,25)4__=
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1
Logo, identificamos os simbolos ¥ e a?

0,25

ou a ' '“", pois representam o mesmo nimero real (cu

ja existéncia €, em geral, postulada).

32 resolucgao

Aplicando Cz$ 10.000 a uma taxa de 100%
ao ano obtém-se t anos apos a data-base D:

saldo t anos apds D = 10.000 . (1+1)® = 10.000%t (%)

Uma pergunta que podera ocorrer é a se-
guinte: Sera que a férmula (*) "funciona", mesmo
gue t ndao seja inteiro?

E preciso notar que essa questdo ndo é
a mesma que ocorreu nos problemas 13 e 14, e no
proprio problema 15, quando da sua 22 resolucio
(pag.235).

Vamos verificar que as respostas obti -
das na 22 resolucdo do problema 15 podem ser obti
das da formula (*) para valores ndo inteiros de t.

a) saldo 1 trimestre apdés D = 10.000 . (1 + i) =
10.000 . (1L + ¥7 - 1) = 10.000 . 47 =
10.000 . 29725 = 19.000 x 2174 = saldo 0,25

ano apdés D (usando (*)).

Ou seja, se t = 0,25 ano (1 trimestre)

em (*), obtemos a resposta esperada;

b) saldo 2 trimestres apos D = 10.000 .(l-+i}2 =
= 10.000 . (1+%Z - 1)2 = 10.000 . (¥7)2 =
= 10.000 . (¥v2)2 = 10.000 . vZ = 10.000 .
. 2973 = 10.000 . 21/2 = saldo 0,5 ano apés D

(por meio de (*))
Logo, (*) funciona se t = 0,5 ano (2
trimestres) ;

c) saldo 3 trimestres apds D = 10.000 . (L+1)3 =

10.000 . (1 + %2 - 1)3 = 10.000 . (¥7)3 =
1/4,3

1

10.000 . (2




‘11. FUNCAO EXPO-
NENCTAL
Objetivos: Dar
uma deginicao de
funcao exponen -
cial, suas carac
tondsticas prin-
cipais, ghagicos,
aplicacoes e o
problema inverso

A. Introducao

Segundo o procedimento anterior, pode -

mos escrever a igualdade:
Logo, o saldo 3 trimestres apds é:

D = 10.000 . 2374 = 10.000 . 2°/7° = saldo 0,75

anos apds D (segundo (*));
d) o saldo n trimestres apds é:

10.000 . (1 + ¥z - 1™ = 10.000 . ¥2)" =
10.000 . (2Y/%4™,

D

Segundo o procedimento anterior, pode -
mos escrever a igualdade: (21/4)n = 2n!4.
Logo, o saldo n trimestres apds é:

2"/4 = saldo 2 anos apoés D (segundo

D = 10.000 . 7

(*)).

Portanto, a formula (*) fornece as mes-
mas respostas obtidas na 22 resolugao para alguns
valores n3o inteiros de t, a saber, todos os nume
ros nao inteiros da forma {b com n inteiro, n > 0
(note que para este tipo de problema nao tem sen-
tido n = 0!)

Como introducdo, daremos uma lista de
problemas com suas respectivas respostas e exten-
sdes, visando a motivar uma futura definicdo de
funcio exponencial, com as restricdes que lhe sao

inerentes.

Problema 6

Considere a palavra genérica "A;A,Aj...
An", que € colocada num esquema do tipo dos pro -
blemas 4 e 5, e que pode ser lida conforme as re-

gras estabelecidas no problema 4.
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A1A2A3A4..... An

A2A3A4.... An
A3A4A5... Ah
n n
" "
" "
" "
" "
nooom
non
A
n

Conte o nimero de maneiras para ler es-
sa palavra.

Resposta

O nimero de maneiras de ler palavra com
n letras = 0,5 . 2", onde n & inteiro, n > 0.

Problema 7

Dez pessoas fundam um clube. Um dos re-
gulamentos do regimento interno do clube prevé que
cada sOcio poderd convidar 2 novos sécios ao fi-
nal de cada ano. Calcule o nimero maximo de sdcios
que esse clube podera ter ao fim de n anos (n in-
teiro, n 2 0).

Resposta

O numero de sbécios ao fim de n anos =
n - .
=10 . 37, onde n é inteiro e n 2 0.

Problema 8

No primeiro dia Gtil de 1988 (data que
sera chamada "data-base"), um pequeno investidor
tem o saldo de Cz$ 10.000,00 em caderneta de pou
panca (estamos supondo que os rendimentos do al-
timo periodo que antecedeu a data-base ji tenham

sido creditados).




Para simplificar o problema, vamos su -
por que a instituicdo financeira que retém o in -
vestimento em questdo, pagou (e continuarad pagan-
do) entre juros e correcdo monetaria, rendimentos
a uma taxa de 15% ao més. Suponhamos também que,
a partir da data-base, nado foram feitos novos de-
positos e nem foram feitas retiradas. Nessas con-
dicbes, calcule o saldo dessa conta, com relacao

id data-base, daqui n meses (n inteiro e n 2 0).

Resposta

Saldo n meses apos data-base = 10.000 .

. 1,15", onde n é inteiro e n 2 0.

Problema 10

A pressdo atmosférica (a pressao que a
camada de "ar" exerce sobre os objetos) ao nivel
do mar é igual a 1 atm (lemos: "uma atmosfera").

Suponha que, ao se elevar um objeto de
um ponto A a um ponto B, de modo que a altitude de
B tenha 1.000 m a mais que a altitude de A, a pres
s3o atmosférica em B seja 90% da pressdo em A (ve

ja figura).

8B—t
1000 wm
A 7
4-1151:}0.‘
mav

Nessas condicdes, determine .a pressdo
atmosférica (em atm), com relacdo ao nivel do mar,
num ponto cuja altitude & h metros.

Respo sta

Pressio atmosférica a altitude h =
= 0,9 h/1000.
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Problema 11

Uma moeda "ndo viciada" sera lancada um
certo numero de vezes, consecutivamente ("ndo vi-
ciada" serad entendida como ideal). A probabilida-
de de ocorrer "cara" (K) e a probabilidade de ocor
rer "coroa" (C), em cada lancamento, serao consi-
deradas iguais a 50%. Nessas condig¢les, qual sera
a probabilidade de ocorrer "cara" em todos os lan
¢amentos, quando o numero de langamentos for igual
an (n inteiro e n > 0)?

Resposta

-A probabilidade de sair n caras em n lan

n : ;
camentos = 0,5, com n inteiro e n > 0.

Problema 15

Uma caderneta de poupancga paga aos seus
depositantes, rendimentos a uma taxa de 100% ao
ano. Suponha que os rendimentos sao creditados tri
mestralmente. Um investidor coloca numa conta des
se tipo Cz$ 10.000,00 numa data D (que sera chama
da data-base). Os rendimentos serao creditados nes
sa conta 1 trimestre, 2 trimestres, 3 trimestres
... n trimestres apos a data-base. Calcule o sal-
do dessa conta naquelas datas, supondo que em to-
do esse periodo ndo serdo feitos depdsitos nem re

tiradas.

Resgostas

la resolucgao:

saldo n trimestres apos D 10.000 . 1,25%, com

n inteiro e n 2 0;
22 resolucao:

10.000 . (2 )™, com

saldo n trimestres apds D

n inteiro e n 2 0;

Observacao: As resolugdes 1 e 2 do problema 15 sao

distintas e ndao equivalentes.
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As extensdes: os problemas 6 e 7 nao pro
porcionam extensdes para as grandezas relaciona -
das (nGmero de letras e numero de maneiras de ler
palavra colocada no esquema do problema 4 e, nume

ro de anos e numero maximo de socios do clube).

Problema 12

Nas condicdes de problema 8, um pequeno
investidor possui, no primeiro dia Util de 1988
(data-base) em sua caderneta de poupanca, o saldo
de Cz$ 10.000,00.

Suponha que o rendimento que a institui
cdo financeira paga ao investidor & de 15% ao més
sobre o saldo atual, entre juros'e correcao mone-
taria. Suponha, ainda, que essa taxa de rendimen-
to era a mesma em 1987. Qual era o saldo dessa con
ta do investidor n meses antes da data-base (n in

teiro e n > 0)?

Resposta

0 saldo n meses antes da data-base =
= 10.000 x 1,15 ®, com n inteiro, n 2 0, ou en-
t3o0, o saldo n meses antes da data = 10.000 x

n ; ;
x 1,157, com n inteiro, n £ 0.

Problema 15

Uma caderneta de poupanca paga aos seus
depositantes, rendimentos a uma taxa de 100% ao
ano. suponha que os rendimentos sao creditados tri
mestralmente. Um investidor coloca numa conta des
se tipo Cz$ 10.000,00 numa data D (que sera chama
da data-base). Os rendimentos serao creditados nes
sa conta 1 trimestre, 2 trimestres, 3 trimestres
... t trimestres apos a data-base. Calcule o va -

lor do saldo dessa conta naquelas datas, supondo
que nesse periodo nao serao efetuados depoOsitos

nem retiradas.
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Resposta
328 resolucéo:

saldo t anos, apbés D = 10.000 . 26, onde t &€ um

numero racional da forma %} , com n inteiro.

Problema 10

A pressdo atmosférica (a pressdo que a
camada de "ar" exerce sobre os objetos) ao nivel
do mar é igual a 1 atm (lemos: "uma atmosfera").

Suponha que, ao se elevar um objeto de
um ponto A a um ponto B, de modo que a altitude
de B tenha 1.000 m a mais que a altitude de A, a
pressdo atmosférica em B seja 90% da pressao em A

(veja figura).

P nival
do mar

Nessas condicdes, determine a pressao
atmosférica (em atm), com relacdo ao nivel do mar

num ponto cuja altitude & h metros.

Dos problemas apresentados, o problema
10 é o que proporciona o "maior grau" de liberda-
de para as extensbes, por causa da lei geral gque
o enunciado encerra. Assim, poderiamos perguntar,
por exemplo, o valor da pressdo atmosférica em pon

tos com as seguintes altitudes:

a) 500 m;
b) 1,5 km;
c) 2,5 km;




d) 5,5 km;
e) 250 m;
f) 1.250 m;
g) 750 m;
h) 2.750 m.

Resolucodes

a) pressao atmosférica a 500 m = pressdo atmosfé-
rica a 0,5 km = 0,90'5 = V0,9 (segundo identi-

ficacao feita na pagina 232.

Logo, pressdao atmosférica a 0,5 km =

= 0,95 atm.

b) pressdao atmosférica a 1,5 km = 0,91'5 =
=0,9t%0/3 (%) = 90,9 . 0,9%5 =0,9. /0,9 =
= 0,85 atm;

c) pressao atmosférica a 2,5 km = 0,92'5 =
=0,92%0:3 (%) = 0,92, 0,995 = 0,81 . /0,9 =
= 0,77 atm;

d) pressao atmosférica a 5,5 km = 0,95’5 =

=0,9°%0%53 (%) = 0,9° . 0,993 = 0,6561 .
. v0,9 = 0,62 atm;
e) pressao atmosférica a 250 m = pressdo atmosfé-
- rica a 0,25 km = 0,90'25 = %0,9 (segundo iden
tificacdao feita na pagina 240) = vv0,9 =

= 0,948683298 = 0,97 atm;

pressao atmos-

f) pressao atmosférica a 1.250 m
férica a 1,25 km = 0,91'25 =10,9
=0,9.0,9925 = 0,9 . 4679 = 0,88 atm;

g) pressao atmosférica a 750 m = pressao atmosfé-
rica a 0,75 km = 0,90’75 = 0,93/4 = (%@75}3
(segundo identificacdo feita na pagina243) =
= 0,92 atm;

h) pressao atmosférica a 2.750 m = pressdo atmos-
férica a 2,75 km = 0,9%77% = 0,92+ 0/75 ()
0,92 . 0,9%75 = 0,92 . (¥079)3 = 0,75 atm.

* -~ .
( )Uma propriedade desejada para poténcias:
am+n = agm |
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A Gltima segliéncia de calculos de pres-
sOes atmosféricas para diversas altitudes pode le
var um aluno a concluir que a variavel h, que re-
presenta a grandeza altitude, pode assumir qual -
quer valor (dentro de certos limites para os quais
a experiéncia fisica tem validade).

A grande questdo que surge €: O que sig
nifica, para um aluno, a frase "h pode assumir
qualquer valor"?

Dependendo de trabalhos anteriores, "qual
quer valor", para um aluno, podera significar ape
nas um certo conjunto de numeros racionais de de-
terminado tipo, ou, na melhor das hipdteses, to -
dos os racionais, mesmo que ja tenha tido contato
com numeros irracionais. Em outras palavras, al-
guns alunos ndo conseguem distinguir nimeros nao
inteiros racionais de numeros irracionais. Esta po
de ser uma questdo delicada, mas que podera ser
deixada de lado diante das caracteristicas de uma
turma, ou diante dos objetivos de um curso propos
to para essa turma. Mesmo que O professor opte por
ndo tocar na classificacao dos numeros nao intei-
ros para os alunos, em geral, isto nao significa
gue esse tipo de classificacdao nao possa ser tra-
balhada com algum aluno em particular, que esteja
interessado na fundamentacdo de algumas questdes
de Matematica.

Resumindo, a varidvel h, na equacado
pressao atmogférica em _ 9h -
ponto de altitude h !
podera ter varios dominios, de acordo com a forma
cdo matemdtica da turma com que se esta trabalhan
do. Para efeito de continuidade dessas notas, ad-
mitiremos que h possa assumir (postuladamente) qual
quer valor real positivo, mesmo que, PpoOr motivos
"extra matemdticos", isso ndo faca sentido paraal
gum aluno. Por exemplo: serad que tem sentido a de
terminacdo da pressdo atmosférica em um ponto cu-
ja altitude & V2 km?
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B, Deginicao de
Funcao Expo-
nenclal

A maioria dos problemas propostos tem

por tras de si uma funcdo exponencial. As resolu-
¢Oes apresentadas para aqueles problemas trabalha
ram o conceito de func¢do em geral e, em particu -
lar, o conceito de funcdo exponencial. Assim, no:

a) problema 6, para cada valor de n, n
inteiro e n > 0, podemos determinar o nimero de ma
neiras de ler uma palavra com n letras, quando &
colocada no esquema do problema 4;

b) problema 7, para cada valor de n, n
inteiro e n 2z 0, podemos determinar o numero maxi

mo de sb6cios do clube ao final de n anos;

c) problema 8, para cada valor de n, n
inteiro e n 2 0, podemos determinar o saldo da con

ta, n meses apOs a data-base;

d) problema 10, para cada valor de h, on
de h = 0, ou h assume "qualquer valor positivo",
podemos determinar, com precisdo desejada, a pres
sdao atmosférica de um ponto cuja altitude & h km;

e) problema 15, para cada valor de t, on
- = : n ; :
de t e numero racional da forma'iq com n inteiro,
podemos determinar o saldo da conta, t anos apos

D.

As funcOes exporenciais envolvidas nos
problemas apresentados possuem forma caracteristi

ca:

valor da fungao para um certo x = A. ¥ (1)

onde A, b e ¢ sao constantes que dependem do pro-
blema que se esta estudando, x € a variavel quere
presenta uma das grandezas do problema em questao
e "valor da funcao" é a outra grandeza deste pro-
blema, que depende diretamente da grandeza repre-
sentada por x.
Como "sempre" sera possivel escrever

b " * = (b%)%, podemos simplificar a forma geral

de uma exponencial para:
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(2)

valor da funcdo para um certo x = A.Db

A variavel x podera estar definida para
diversos tipos de dominios, conforme foi exempli-
ficado nos problemas relacionados.

Uma frase do tipo:
£(x) = A.Db" (3)

devera ser cuidadosamente trabalhada e construida
de modo que o simbolo f(x) possa ter sentido para
guem lé ou manipule.

Outras restricdes para (2) deverdo ser
feitas. Algumas dessas restrigoOes dizem respeito
ao namero b, base da fun¢do exponencial. A base b
ndo precisa ser um nimero inteiro (como ocorreu
nos problemas 6 e 7). Além disso, a base das po -
téncias pode ser um numero menor que 1 (problemas
10 e 11).

A grande restricdo para a base b nao po
dera ser feita com relacdo aos problemas propos -
tos, a saber, que em geral, se devera ter b > 0.
Talvez seja conveniente postular essa restricao.

Para b = 0 ou b = 1, a fungao exponen -
cial (2) se torna uma funcao constante e, portan-
to, inadequada para representar grandezas que va-
riam exponencialmente (de forma crescente ou de -
crescente) .

As funcdes exponenciais (2) cuja varia-
vel x assume valores inteiros positivos, cu valo-
res inteiros ndo negativos, sao chamadas Progres-
so0es Geométricas.

Um caminho para o estudo de progressoes
geométricas ndo &, necessariamente, este que foi
apresentado nessas notas e, talvez, nem o mais in
dicado. Se o professor deseja apresentar um estu-
do sobre progressdes geométricas, podera fazé-lo
por meio de problemas do tipo do problema 7, pe-
dindo ou apresentando uma resolugcdao de cada um e

destacando as caracteristicas das seqliéncias que
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2)

ara

li-

. Grafico de Funcdo
Exponencial

D. Equacoes e Inequa-
coes com potencias

"surgem" quando a variavel que representa uma das
grandezas do problema assume valores 1, 2, 3 ...,

N; sasy 00 0, 1y 25 33 s

Podera ser conveniente representar, por
meio de coordenadas retangulares (cartesianas), os
pontos de um plano cujas coordenadas, com relacdo
aquele sistema, sao x e A . b*. Com essa represen-
tacdo grafica, podemos "enxergar", por exemplo, ©
"crescimento exponencial" de uma determinada gran
deza, quando a grandeza representada pela varia -
vel x "cresce".

Tais graficos podem (e devem) ser elabo
rados para diferentes tipos de dominios da varia-
vel x. Valores nao inteiros para x, situados emva
rios intervalos de numeros, poderdao sugerir  aos
alunos uma curva "suave" para o grafico de uma fun
cdo exponencial (grafico da funcao do problema 10).

Nas paginas seguintes esbogamos os gra-
ficos das fungoOes exponenciais obtidas nos proble
mas 6, 7, 8, 10, 11 e 15.

Os problemas seguintes terdao como refe-

réncia os problemas ja propostos.

Problema 16

Com relagao ao problema 6:

a) Quantas letras possui uma palavra que
pode ser lida de 1.024 maneiras, quando colocada
no esquema do problema 4?

b) Existe alguma palavra que, colocada
no esquema do problema 4, pode ser lida de 2.500
maneiras? Por qué?

c) Qual é o numero minimo de letras que
uma palavra devera ter para que, ao ser colocada
no esquema do problema 4, seja lida de mais de 500

maneiras?
d) Qual & o numero maximo de letras que

uma palavra devera ter para que, ao ser colocada
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nimero de maneiras de ler

=
numero de letras

16
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no esquema do problema 4, seja lida menos de 200
maneiras?

e) Quantos tipos de palavras, quanto ao
numero de letras, existem que ao serem colocadas
no esquema do problema 4, sejam lidas de mais de

400 maneiras e menos de 3.000 maneiras?

Resposta

a) 11 letras.

b) Nao, pois nao existe inteiro positi-
vo n tal que 2™ = 5.000.

c) 10 letras.

d) 8 letras.

e) 9, 10, 11 ou 12 letras.

Problema 17

Com relacdo ao problema 7:

a) Quantos anos apbos a fundacao do clu-
be o numero maximo de socios do clube sera igual
a 21.7807?

b) O numero maximo de socios desse clu-
be podera ser 65.000, caso cada sOcio traga 2 no-
vos sdcios no final de cada ano? Por qué?

c) A partir de que ano o nimero maximo
de socios desse clube sera maior que 200.000?

d) Até que ano o numero maximo de socios

desse clube foi menor que 8.000?

Resposta

a) 7 anos.

b) Nao, pois nao existe inteiro positi-
vo n tal que 3% = 6.500.

c) 10 anos.

d) 6 anos.

Problema 18

Com relacao ao problema 8:
a) Quantos meses ap0s a data-base o sal
do sera Cz$ 46.523,91?
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b) E possivel que o saldo, apds um cer-
to numero de meses, seja Cz$ 50.000,00? Por qué?

c) A partir de que més, apdos a data-ba-
se, o saldo sera maior que Cz$ 10.000,00?

d) Até que més, apds a data-base, o sal
do sera menor que Cz$ 80.000,00?

Resposta

a) 11 meses.

b) Nao, pois naoc existe inteiro positi-
vo n tal que 1,15n = 5.

c) 17 meses.

d) 14 meses.

Problema 19

Com relagao ao problema 11:

a) Quantos lancamentos da moeda serao
necessarios para que a probabilidade de s-ir cara
em todos eles seja 1,5625%7

b) E possivel que a probabilidade de se
obter cara em todos os langamentos seja 2%? Por
qué?

c) Quantos lancamentos serdo necessarios
para que a probabilidade de sair cara em todos eles
seja menor que 1%7?

d) Quantos langamentos serao necessarios
para que a probabilidade de se obter cara em todos

eles seja maior que 1,5%?

Resposta

a) 6 lancamentos.

b) Nao, pois ndo existe inteiro positivo
n tal que 0,5n = 0,02.

c) 7, 8, 9, 10, ... lancamentos.

d) 1, 2, 3, 4, 5, 6, langcamentos.
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Problema 20

Com relacdo ao problema 12:

a) Quantos meses, antes da data-base, ©
saldo era igual a Cz$ 3.759,37?

b) £ possivel que o saldo, a um certo ni
mero de meses antes da data-base, tivesse sido
Ccz$ 5.000,00? Por qué?

c) A partir de que més, apbs a data-ba-

se, o saldo sera maior que cz$ 100.000,00?

Resgosta

a) 7 meses.

p) Nio, pois ndo existe inteiro positi-
vo n tal que 1,15n = 0,5.

c) 17 meses.

Problema 21

Com relacdo ao problema 15 (e a 32 reso
lugao) :
a) Quantos anos serdo necessarios para
que o saldo seja:
1) cz$ 67.217,71?
2) Ccz$ 160.000,00?
3) maior que Cz$ 100.000,00?
b) £ possivel que, apds alguns anos, O
saldo da conta seja Cz$ 200.000,002? Por qué?

Resgosta

a) 1) 2,75 anos ou 11l trimestres.
2) 4 anos ou 16 trimestres.
3) 3,5 anos ou 14 trimestres.
b) N3o, pois nao existe racional t da
forma %%, com n inteiro, tal que 10.000 x 2t =
= 200.000.
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Problema 22

Com relagdao ao problema 10:

a) Em qual altitude a pressdo atmosféri
ca & igual a 0,59049 atm?

b) Existe altitude em que a pressao at-
mosférica seja a metade da pressdo atmosférica ao

nivel do mar? Por qué?

Resolugao

a) Devemos determina¥ um numero h tal
que 0,9h = 0,59049. Uma opcao consiste em multi -
plicar 0,9 por si mesmo, um certo numero de vezes
para vermos se conseguimos reproduzir o numero
0,59049.

Vamos buscar auxilio em uma calcula-
dora: .
digite: [.]9 (=] [=] [E] [=] para obter, no vi
sor da maquina, 0,59049.

Logo, a altitude, cuja pressdo atmosfé-
rica & 0,59049, & de 5.000 m, ou 5 km.

b) Como na parte a), devemos determinar

o numero h tal que 0,9h = 0,5; poderiamos tentar

o procedimento utilizado na parte a):

digite: [.]9 [x] [=] [=] [=] [=] [=] para obter
0,5314441 e digite: [.]9 [=] [=] [=] [=] [= [=]
para obter 0,4782969.

Isto significa que a altitude (se
existir), cuja pressdo atmosférica é 0,5, esta en
tre 6.000 m e 7.000 m, ou seja, ndao & umnamero in
teiro de km.

Ocorre, neste ponto, um impasse: se-
ra possivel determinar nimero h tal que O,9h =
=0,5?

Ocorre, também, uma questdo (filoso-
fica) anterior a determinacdo do numero em ques -

tdo, relacionada com a existéncia desse numero.

- 259 -



Problema Invetso: vVamos considerar, inicialmente, a ques-

determinacao de

t30 da existéncia de um nimero h tal que 0,,9h =

expoentes (ou Lo- 0,5. Para isso, olhemos novamente o grafico da fun

gaitmos )

cao:

pressdo atmosférica em ponto de altitude h = 0, ol

(ver pag.254)

1 pressao atmosférica

09f——9

0,81 d_;, PROBLEMA 10

o729} — 4

0.656! i R
0,59049 o

os314al} —
2969} — ————
0478 =% I

04304672
038742041 —
034867831 - +—
3138108f ————————

Se o grafico da funcdo for "continuo"
(num certo sentido que retomaremos) , poderemos
wacreditar" na "existéncia" de tal nimero (assim
como pudemos "acreditar" na "existéncia" de um na
mero ¥ tal que X . X = x2 = 2).

vVamos, pois, postular a existéncia do ni
mero representado por h, tal que 0,,9h = 0,5, com
pase na "continuidade grafica" apresentada.

HA toda uma simbologia para notar O na-
mero representado por h, cuja existéncia acabamos
de postular. Acreditamos em que tal simbologia de
va ser deixada para um momento mais apropriado.

Afirmacao: sO sabemos, realmente, resol
ver uma equacdo com poténcias, cuja incbgnita & ex
poente de uma determinada base, se as poténcias en
volvidas na equagdo tiverem bases iguais.

Em simbolos: se A.Db" = A. bY, sera pos
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sivel concluirmos que x = Y.

0 motivo para tal conclusdo também deve
ra ser postulado, pois & inviavel, no 29 grau, a
demonstragao que uma fungao exponencial:

valor da funcao para _ X
um certo x ahad ke (2)

(A # 0; b>0eb#1)
seja, em geral, um a um (ou injetora).

Em alguns casos, como por exemplo para
X inteiro, é& possivel mostrar que se A. b* = a.bY,
entdo x = y. A dificuldade (técnica) maior ocorre
no caso geral guando x nao € inteiro.

Em particular, a equacao que "desejamos"
resolver (0,9h = 0,5) nao possui poténcias de ba -
ses iguais e, portanto, nao poderemos usar, emprin
cipio, a conseqgliéncia da afirmacao que foi feita.
A grande questao, neste ponto, esta em mostrar que
existe um mecanismo que permite "igualar as bases"
de uma equacao exponencial.

A descoberta desse mecanismo teve ini -
cio em 1590 e foi feita por John Napier. Nos 25
anos que se seguiram, Napier se empenhou em cons -
truir tabelas que permitiam representar "qualquer"
namero positivo sob forma de poténcia de uma deter
minada base. Esse trabalho atraiu a atencao de mui
tos estudiosos da época, entre eles, a do matemati
co inglés Henry Briggs que realizou um trabalho ana
logo ao de Napier. Briggs construiu tabelas que per
mitiam representar "qualquer" nimero positivo sob
forma de poténcia de base 10. Essas tabelas passa-
ram a ser chamadas de "tabuas de logaritmos deci -

mais". Tais tabelas foram construidas por um pro -

cesso de aproximagaes sucessivas que demandavam uma '"grande
quantidade" de calculos e tempo. Para uma noticia de camw

Briggs realizou sua tarefa veja pagina .Subsidios para Im
plementagao do Guia Curricular de Matematica - 22 Grau - vo-
lume 1.

O conceito que estava por tras dessas ta
belas era o conceito de logaritmo que, alémda "uti

lidade computacional" expressada pelas tabuas, te-
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ve grande importancia para © desenvolvimento do
calculo diferencial e integral, a partir do sécu-
lo XVII. O desenvolvimento em série de fungdes pro
porcionou a confeccdo de tabuas logaritmicas de ma
neira muito mais eficiente e rapida. Atualmente,
tais desenvolvimentos em séries, juntamente com O
desenvolvimento tecnoldogico em microeletronica,
permitiram a construcao de calculadoras eletroni-
cas que tornaram O cidlculo de logaritmos extrema-
mente rapidos.

Utilizando-se uma tabua de logaritmos de
cimais, ou uma calculadora eletronica que possui
uma tecla do tipo , serad possivel determinar
mos o expoente da base 10 que devera reproduzir
um determinado namero.

para ilustrar o que foi dito, pode se
tornar didatico e motivador pedir aos alunos Qque
construam o grafico, em coordenadas retangulares,

da funcdo exponencial:

valor da funcdo para numero x = 10% (*)

onde x assume "qualquer valor" (pag-263).

pe posse do grafico, talvez seja "visi-
vel" para um aluno que, POT exemplo:

a) "existe" um expoente Xx, para 10, de
modo que 10¥t = 0,9;

b) "existe" um expoente X, para 10, de
modo que 10%% = 0,5.

Nessas condicdes, de posse de x; eX, po
deriamos "resolver" a equagao O,Qh = 0,5, pois es
ta seria transformada em uma equacao de poténcias
de mesma base (10).

Devera ficar claro para OS alunos que es
ses expoentes estio tabelados, ou podem ser obti-
dos por meio de uma calculadora cientifica.

Este, talvez, seja o momento "adequado"
para se mostrar todo o aparato simbolico que ser-

ve para representar o conceito aqui envolvido e

que muitas vezes esconde toda a simplicidade do
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A valor de 10
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conceito em gquestao.

Assim, o namero X,, dque devera ser O ex
poente da base 10 para reproduzir 0,9, sera chama
do logaritmo de 0,9 na base 10.

O nimero X,, que devera ser o expoente
da base 10 para reproduzir 0,5, sera chamado loga
ritmo de 0,5 na base 10.

As notacoes tradicionais sao:

Xq & o logaritmo de 0,9 na base 10, ou
Xy = log10 0,9;
X, é o logaritmo de 0,5 na base 10, ou
X, = logl0 0,5.

A consulta a tabelas logaritmicas neces
sita de todo um preparo técnico que dificulta, um pou
co, a determinacao dos expoentes (logaritmos) .

As calculadoras cientificas sao muito
mais praticas e rapidas. Por exemplo, para deter-
minar o expoente da base 10, para reproduzir 0,9,
digite: .9 e obtenha - 0,04575749.

para determinar o expoente da base 10,
para reproduzir 0,5, digite: .5 e obtenha
- 0,301029995.

0 significado de cada um desses numeros

-0,04575749 -0,301029995 _ ( 5
r

10 =0,9 e 10

Logo, a equagao do problema que estamos

resolvendo sofre as seguintes modificacdes:

0,9" = 0,5 (1)
{10—0,04575749)h _ 10-0,301029995 5}
1g-0,04575749.h _ 1o-07301029995 5

como as bases de (3) sdo iguais al0, en
tdo pela afirmagdo feita na pagina 260, podemos es

crever:

-0,04575749.h = -0,301029995 (4)
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O conceito de logaritmo na base 10 & uti
lizado para transformar uma equacao exponencial em
outra equacido exponencial, equivalente a primei -
ra, na qual todas as bases envolvidas sao iguais
a 10 (a tecla de uma calculadora cientifica
fornece os expoentes respectivos).

A equacido (4) & uma equagao do 19 grau.
Logo:

-0,301029995

h = —5,04575749

= 6,578813479 (5)

Interpretando o valor encontrado de h,
com relacdo ao problema proposto, podemos afirmar
que a altitude aproximada de 6,57881 km, ou
6.578,81 m, a pressdao atmosférica & igual a 0,5
atm.

Tendo em vista as notacOes introduzidas
para os expoentes da base 10, de modo que fossem
obtidos os valores 0,9 e 0,5, podemos escrever (5)
como segue:

1og19 95 _0,301029995
Tog,, 0,9 T0,04575749

h = = 6,57881 km

Numa calculadora cientifica, os procedimentos sao:

digite: .5 [LOG][¥] .9 [LOG] [=]

Nos problemas 16, 17, 18, 19, 20 e 21,
podemos usar o conceito utilizado no problema 22,
muito embora, em alguns deles, a utilizacao dos lo
garitmos decimais pode se tornar desnecessaria (e
até mesmo pedante). Por exemplo, no problema 18,

item a, a equacdo a ser resolvida é:

10.000 x 1,15"

ou

46.523,91 (1)

1,15" = 4,652391 (2)

Portanto, imitando a resolucao do problema 22, pa
ra resolver (2), digite: 4.652391 [#] Lells

sl =

De um modo geral, a equacgao:
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F. Outras proprie
dades dos Lo -
garitmos

a* = p (1)

com a e b positivos e a # 1, podera ser "resolvi-
da" utilizando-se os logaritmos decimais que se -
rdo instrumentos para "igualar" as bases de (1),
na base 10.

Com um pouco mais de detalhe, existe (em
geral, postuladamente) um niimero m tal que 10™=a
e existe (em geral, também postuladamente) um n{i-
mero n tal que 10" = p. Logo, (1) podera ser es -

crita:

(10™* = 100 (2)

10M¥ = 100 (3)

€ como em (3) as bases sdo iguais, entio:

m.x = n (4)

Resolvendo (4) e utilizando as notacgoes
ja introduzidas, podemos escrever:
logl0 b
loglO a

Numa calculadora cientifica, os procedi

mentos sao:

digite: b ] a

Problema 23

Um foguete se encontra, num certo ins -
tante, num ponto A, cuja pressio atmosférica é de,
aproximadamente, 0,4 atmn. Alguns segundos depois,
© foguete estd num ponto B, cuja pressdo atmosfé-
rica & 0,3 atm. Qual é a diferenca de altitude en

tre A e B?

l2a resolucao

A altitude do foguete em A é o expoente
h1 da base 0,9, tal que 0,9h1 = 0,4 e a altitﬁde
em B é o expoente h, da base 0,9, tal que 0,92 =

= 0'3.
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lI-1lIIIIIlIIIIIII------------------I............................

De acorde com o problema 22:

loglU 0,4

by = T0g,, 0,9 ¢ M2~ 1og,, 0,9

loglO 0,3

e 0 que se deseja saber é h, - h,.
Usando uma calculadora cientifica, digi

te: .3 [[08] [ .5 [E08] 5 -4 [Log] [3] .9 [Log)

[Z] e obtemos 2,7303 km, aproximadamente.

228 resolucao

Como na 12 resolucao, hl é a altitude

em A, tal que 0,9hl = 0,4 e a altitude em B é o
expoente h2 da base 0,9 tal que 0,9hz = 0,3.
Logo:
0,971 = 0,4 e 0,972 =90,3 (2)

Uma propriedade desejada para as potén-
cias, em geral, é:
a™ : g% =" 1 (*)
Como o que se deseja & calcular h, - hl

podemos usar (*) em (1) e (2) para obter:

0,3 _ o,9M
0,4

0,902

My =hy _ 4,75 (3)

= 0,9

Uma resolucao de (3) & andloga as reso-

lucdes de (1) e de (2). Usando uma calculadora ci

entifica digite: .75 [Z] «9 [=] e ob-
temos h2'-hl = 2,7304 km.
Comentario

Na 12 resolucdo, obtivemos as seguintes

expressOes para h; e h,:

log 0,4
_ 10
b = log,, 0,9 € (4)
— " 1oglo 0,3
2~ Tog,, 0,9 (5)

E de (3), otivemos:
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logy, 0,75

T Tog,, 09 (6)
Logo:
i o i = 12910 0,3 _ logyg 0,4 )
910 0,9 loglo 0,9
_ log, g 0,3 - log,, 0,4 log, g 0,75
N Togy, 0/9 ~ Togp, 0.9 (7)

De (7), podemos concluir:

0,3
N0 - - =
loglo 04 log, g 0,75 109, g 0,3 1logqg 0,4 (8)

0 resultado obtido em (8) é geral, isto
é, a partir de equacgoes:
= b (9)
a2 = ¢ (10)

com a, b e ¢ nimeros positivos e a # 1, poderemos

calcular, por exemplo, X, = Xjv como segue:

log c log b
a) X, = Xy T 7 0 -1 Lo (11)
©910 @ 9dig
ou
c a2 X, - X3
b) de 5= k3 = @ =2 , vem que:
C
log _—
xz - Xl — 10 b (12}
logy, 2
o gue nos leva a concluir que:
¢ = -
log1g T 109, © logy b (13)

Problema 24

As pressoes atmosféricas nos pontos A e
B sio, respectivamente, 0,7 e 0,5. Suponha que O
ponto C tenha altitude igual a soma das altitudes
A e B.
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a) Determine a pressdo atmosférica em C.

b) Determine a altitude de C.

Resolucao

a) Sejam hl e h2 as altitudes de A e B,
respectivamente. Logo, a pressao atmosférica C se
ra:

pressao a altitude h, + h, = 0,9h1+ h, = 0,9h1 x
x 0,982 = 0,7 x 0,5 = 0,35.
b) As altitudes hl e h2 podem ser deter
minadas segundo o problema 22:

loglO 0,7

h, = ————— (1)
1 log,, 0,9

log 0,5
h = L (2)

2 log,, 0,9
Como o que se deseja calcular e h, +h,,
usando uma calculadora cientifica, digite: .7
[t] .9 [LOG] [#] .5 [LOG] [#] .9 [LOG] [=] e obte-
mos 9,9641 km, aproximadamente.

De outra forma, das equacdes:

0,901 = ¢,7 (3)
e
0,972 = 0,5 (4)
obtemos:
0,7 x 0,5 = 0,9M1 x 0,972 = g9,9Ma* P2 = g,35 (5)

Portanto, resolvendo (5) da mesma forma
que (3) e (4), por meio de uma calculadora cienti

fica, digite: .35 [=] -9 [=] e obte -
mos 9,9641 km.
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Comentario

Na resolucdo b), obtivemos as seguintes
expressdes para h; e hy:

. logyg 0:7 o
1 logqg 0,9
e
log10 0,5
By = Tog,, 0,9 (2)
glo r
E, de (5), obtivemos:
log 0,35
10 °'
h =
1 * P27 Tog,, 0,9 (6)
Logo:
sl logyq 0.7 logy, 0.5
— + -
1 2 logy 0,9 log, 0,9
_ 10910 0,7 + logyy 0,5  1logyq 0,33
lc:q]_0 0,9 loglo 0,9 (7)

De (7), podemos concluir:

'.l.c:gl0 (0,7x0,5) = loglo 0,35= 1og10 0,7+ loglo 0,5 (8)

0 resultado obtido em (8) & geral, isto

&, a partir de equacgdes:

aX1 = b (9)

a = C (10)

com a, b e ¢ numeros positivos e a # 1, prderemos

calcular, por exemplo, X; + Xx,, como segue:

log c log b
a) X] + Xy = 10 + Lo (11)
logy, @ log,, 2
" x® x loglo(c.b)
b) de c.b=al.a 2, vem que xl+x2= Tog 3 (
10
o que nos leva a concluir que:
log,, (c.b) = log,, ¢ + 10979 b (13)
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7.6 Matematica financeira

0 assunto "Matemdtica Financeira" néo possui tradigdc no en
sino de Matemdtica por ndo ser ministrado sistematicamente nas esco
las do 29 grau. Por causa dessa falta de tradigdo, talvez haja algu
ma resisténcia com relacdo a sua introducdo nos contetdos atualmen-
te ensinados.

£ chegado o momento em que ndés, educadores, precisamos ou-
sar modificar situacdes instaladas e promover acdes que mudem postu
ras, diante da crise do sistema educacional vigente.

Chamamos de "ousar", o "fazer junto com"; junto com cole -
gas, com alunos, com especialistas, com amigos, com educadores.

Acreditamos que a proposta que segue, para um estudo de Ma
temadtica Financeira, & uma segunda etapa na tentativa de mudar com-
portamentos; a primeira foi realizada no "Subsidio para Implementa-
cao dos Guias Curriculares - volume 2, 1982", sobre o qual esta Pro
posta estd calcada parcialmente.

E, portanto, um trabalho que possui uma série de falhas que
precisam ser sanadas, até chegarmos a um documento que, por consen-
so, seja adequado as nossas escolas.

A Proposta que segue &, neste momento, uma visdo particu =
lar do assunto "Matematica Financeira" da Equipe de Matematica do 29
grau da CENP. Caso O professor ouse usar esta Proposta, precisamos
urgentemente de criticas, de sugestoes e até mesmo de uma nova pro-
posta, como retorno, para que juntos construamos um Nnovo documento
sobre o assunto.

£ claro que o atual documento, assim como OS futuros, es -
parra na questdo central "Por que estudar Matematica Financeira?"

Como ja citamos anteriormente, a questdo do "por qué?" pre
cisa ser discutida amplamente na sala de aula. f o problema da "sig
nificancia", um elementoc no minimo educacional, para que se possa
propor um curso de Matematica Financeira para alunos do 22 grau da
rede publica estadual. Gostariamos que o problema da "significancia"
se tornasse, além de educativo, um elemento notivador do ensino (em
geral) .

Uma caracteristica do trabalho proposto & que nao se pres-
supde pré-requisitos. A Proposta tenta impor um carater de indepen-

déncia com relacdo a outros conhecimentos matemdticos e que sao uti
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lizados num estudo de Matematica Financeira. Portanto, conhecimentos
necessarios ao estudo de Matemdtica Financiera s3o, sempre que possi
vel, construidos localmente. Um exemplo claro desse procedimento es-
ta localizado no problema 31, quando o cocneito de "logaritmo deci -
mal" € "construido" junto com os alunos, usando-se recursos ja exis-
tentes. Outro exemplo se encontra no problema 32, quando se pede pa-
ra calcular uma raiz de indice 12.

Sempre que possivel e quando conveniente, a introducido de
uma nova idéia ou conceito é feita a partir de situagdes-problema do
dia-a-dia, no sentido de motivar o estudante a propor caminhos para
resolvé-la, explicitando dificuldades e necessidades de novos conhe-
cimentos. A orientacdo do professor deve apontar para a compreensao
dos novos conceitos envolvidos na discussdo do problema, apds o que,
a aplicagao de tais idéias em novas situacdes devera levar o aluno a
adquirir uma certa habilidade mecanica bem como descobrir novas difi
culdades que darao origem a novas idéias e a novos conceitos.

A parte de "Desconto" foi requisitada do "Subsidio para Im-
plementacdo dos Guias Curriculares - volume 2, 1982". A parte final
do trabalho diz respeito ao conceito (dificil) de "valores financei-
ros equivalentes". Tal conceito tem caracteristicas que poderdo for-
talecer a formagdo de nosso aluno, no sentido de torna-lo mais criti
co e autdnomo. Por exemplo, o conceito de "Valores Financeiros Equi-
valentes" & fundamental para criticar sistemas atuais de financiamen

to em abertura de crediarios.
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ONTEUGDO/OBJETIVO

SUGESTOES/OBSERVACOES

. MATEMATICA COMER-
CIAL E FINANCEIRA

Objetivos: Intro-
duzin conceltos

de capital, mon-
tante, juwros, ia
xa de juwros, Zta-
xa de juros para
aplicacoes em pro
bfemas de inves-
timentos, calcu-
Los de dividas,

descontos, chre -

-

diarios.

A. Nocao de Pon-
centagem

Problema 1

Em um exame vestibular inscreveram-se
25.500 candidatos para concorrerem a 580 vagas.
Que porcentagem maxima dos inscritos podera preen
cher aquelas vagas, supondo-se que nao podera ha-

ver empates?

Resolucao

25500
0,022745098039215686. ..

58000

70000
190000
115000
130000
0250000
205000
100000
235000
055000
040000
145000
175000
220000
160000
07000

580

Portanto: 35500 = 0,022745098039215686

Logo, 580 candidatos representam, aproximadamente,
(0,0227 x 100)% 2,27% do total de inscritos.

Teste 1

para determinar "quantos por cento" 120

representa de 1500, basta poxr: & . __
o por .

Resposta

dividir; 120; 1500; multiplicar; quocien
te; 100.
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Problema 2

Um funcionidrio ganha, mensalmente, Cz$
750,00. Em cada més, o saldrio desse funcionario
& descontado em média 10%, a titulo de previdén-
cia social e imposto sobre a renda. Qual & o va-
lor descontado mensalmente?

Resolugao

O valor descontado do salario e 10% de
cz$ 750,00.

Segundo o problema l:

valor do salario 100

valor descontado do salario _ 10 0.1
r

Logo: valor descontado do salario = 0,1 x valor
do salario = 0,1 x 750,00 = Cz$ 75,00 = 10% de
750,00.

Teste 2

Para calcular 22% de 130.000, basta
por s

Resposta
multiplicar; 130.000; 0,22.

Problema 3

Determine o salario liquido do funciona-

rio do problema 2.

Resolugao

12) salario liquido = salario bruto - valor des -
contado = 750,00 - 10% de 750,00 = 750,00 -
- 0,1 x 750,00 = 750,00 - 75,00 = Cz% 675,00.

22) Como o valor descontado & de 10% do salario
bruto, entdo: saldrio liquido = 90% do sala -
rio bruto = 90% de 750,00 = 0,9 x 750,00 =
cz$ 675,00.
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Teste 3

Se fizermos um desconto de 30% de 90.000,
para calcular o valor liquido restante basta

por .

Resposta
multiplicar; 90.000; 0,7.

Problema 4

Se o funcionario do problema 2 receber um

reajuste salarial de 35% do salario atual:

a) calcule o valor do reajuste salarial;

b) calcule o novo salario;

c) determine o novo valor descontado e O
novo salario liquido, sabendo-se que
para o saladrio reajustado a taxadedes
conto permanece a mesma (nas mesmas con

dicdoes do problema 2).

Resolucao

a) reajuste salarial = 35% de 750,00=0,35x 750,00 =
Cz$ 262,50.

b) novo saldrio = salario anterior + reajuste sala
rial = 750,00 + 262,50 = Cz$ 1012,50.

Observagao

Na resolucao da parte b) usamos o valor en
contrado na parte a). Vamos mostrar outra resolu -
cdo da parte b), supondo que a parte a) nao tenha si
do feita.

novo salario = salario anterior + reajuste = sala-
rio anterior + 35% do saldrio anterior = salario
anterior + 0,35 x saldrio anterior = salario ante-
rior x (1 + 0,35) = salario anterior x 1,35 =

= 750,00 x 1,35 = Cz$ 1012,50.

c) novo valor descontado = 10% de 1012,50 = 0,1 x
x 1012,50 = Cz$ 101,25.
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v

Ou:

novo valor descontado = valor descontado antigo +
+ 35% do valor descontado antigo = valor desconta
do antigo x 1,35 = 75,00 x 1,35 = Cz§ 101,25

Da mesma forma:

novo salario liquido = 90% do novo salario = 0,9x
x 1012,50 = Cz$ 911,25

Ou entao:

novo saldrio liquido = saladrio liquido antigo +
+ 35% do salario liquido antigo = salario liquido
antigo x 1,35 = 675,00 x 1,35 = Cz$ 911,25

Teste 4

Suponha que o litro do alcool custa

Cz$ 5,00 e que a partir de zero hora de amanha,

custara 33% mais caro. Para calcular o novo prego

do litro do alcool, podemos

por %

Resposta
multiplicar; 5,00; 1,33

Problema 5

0 preco de um livro era cz$ 16,00 e, a
partir de hoje, passou a ser cz$ 20,00. Qual foi

o indice de reajuste?

Resolucoes

12) o reajuste foi de 20,00 - 16,00 = cz$ 4,00.
Nessas condicdes, segundo o teste 1, 4 e
(7 x 100)% = 25% de 1,6.

2a2) de acordo com o teste 4, 16 x (1 + indice) =
20. Logo: 1 + indice = 45g = 1,25.

Portanto: indice = 1,25 = 1 = 0,25 = 25%.
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B. Conceitos de
Capital
Juros
Taxa de Junos
Unidade de
Tempo
Prazo montan
1e

Observemos a seguinte situacdo: Roberto

pediu emprestado & Suzana a quantia de cz$ 50,00
para ser paga depois de 3 meses. Naquela data,
além de pagar a quantidade de Cz$ 50,00, Roberto
se comprometeu pagar mais Cz$ 10,00.

Alguns comentdrios sobre a situacdo apre

sentada:

1) Os Cz$ 50,00 que Suzana emprestou ao Roberto
formam um capital de sua propriedade.

2) A quantidade de Cz$ 10,00 que Roberto se pro -
pSs pagar 3 Suzana, além do Capital que lhe foi
emprestado, € um aluguel (um prémio) pelo uso
dos Cz$ 50,00, no periodo de 3 meses. Esse alu
guel sdo os juros pagos pelo devedor (Roberto)
ao emprestador (Suzana).

3) A razdo entre os juros pagos e o capital empres
tado, %—

empréstimo & a taxa de juros do empréstimo por

= 0,2 = 20%, com relacdo ao periodo do

3 meses (ou por trimestre); esse periodo (tri-
mestre) é a Unidade de Tempo da taxa.
4) A soma total a ser paga por Roberto (Cz$ 50,00

-

+ Cz$ 10,00) & o montante da divida.

A respeito desses conceitos, podemos ler
em (20):

"CAPITAL & um bem que pode ser trocado
por outro, ou convertido em dinheiro. Existem, en
tre outros, os bens imoveis, que sdo terrenos, ca
sas, apartamentos, etc., e os bens méveis, que sao
veiculos, objetos de valor, titulos de renda, etc."

"JURO é a quantia recebida, ou paga, pe-
la utilizacdo de um capital. Essa utilizacdo, pa-
ra o dono do capital, chama-se investimento, em -
prego, aplicacdo, ou empréstimo de capital. Ele re
cebe juros por ter emprestado seu dinheiro a al-
guém, por empregar seu dinheiro em caderneta de
poupanca, por ter investido dinheiro na compra de

imével que estd alugado, etc. Quem paga juros, em
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C. Modalidades de
Juros: Junros
Simples; Juros
Compostos.

geral, o faz por ter utilizado dinheiro tomado de
alguém por empréstimo, por utilizar um imovel de
propriedade de outrem, etc."”

"TAXA DE JURO é a razdao entre o juro pro
duzido e o capital empregado, na unidade de tem -
po, expressa por um numero real."

"Taxa de juro = ?E&%ﬁ%ﬁf' juro esse pro-
duzido na unidade de tempo. A taxa pode ser apre-
sentada na forma porcentual, ou na forma unita -
ria.”

"UNIDADE DE TEMPO, ou periodo de capita-
lizacdo pode ser o dia, o més, o bimestre, o se -
mestre, o ano, etc. Em geral, a unidade de tempo
a ser considerada é a indicada pela taxa de juro:
uma taxa de juro de 8% ao més indica que a unida-
de de tempo considerada & o més; uma taxa de 20%
ao trimestre indica que a unidade de tempo consi-
derada é o trimestre, etc.

'Unidade de tempo' ou periodo de capita-
lizacdo é o intervalo de tempo apds o qual se cal
cula o juro relativo a um certo capital anterior
ou inicial, e que sera a este adicionado."

"MONTANTE, numa determinada data, € a so
ma do capital aplicado com os juros obtidos ate

aquela data."

Problema 6

Com relacdo & situacdo apresentada na pa
gina , se, passados os 3 meses, Roberto pedir
34 Suzana mais 3 meses para pagar a divida, conser
vando a mesma taxa de juro de 20% ao trimestre,

qual sera o montante da divida a ser paga?

Resolugao

l2) No 12 e 29 periodos, a taxa de juro de 20% ao
trimestre rende juros de Cz$ 10.000,00. Logo,
o montante da divida ao fim de 2 periodos =
= 50.000 + 10.000 + 10.000 = Cz$ 70.000;
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2a)

19)

29)

39)

49)

apbés o 19 trimestre, a taxa de juro de 20% ao

trimestre rende juros de Cz$ 10.000,00 gque sdo
incorporados ao capital e irao render juros no
proximo periodo. Portanto, no 29 periodo os ju
ros serido calculados sobre 50.000 + 10.000 =
cz$ 60.000,00. Assim:

juros do 22 periodo = 20% de 60.000 = 0,2 x
x 60.000 ) Cz$ 12.000,00

O montante da divida, ao fim de 2 perio-
dos = Cz$ 72.000,00.

Comentarios

As duas resolucdes apresentadas mostram solu-
cdes distintas e que ndo sado equivalentes;
Na 12 resolucdo, os juros produzidos em cada
periodo ndo sdo incorporados ao capital ini -
cial, ou seja, em cada periodo os juros sao
calculados sempre sobre o capital inicial.
Essa modalidade de calculo dos juros cos
tuma ser chamada de "Regime de Juros Simples'.
Na 22 resolucdo, os juros produzidos em cada
periodo sdo incorporados ao capital daquele pe
riodo em que rendem juros no periodo seguin -
te. Essa modalidade de calculo dos juros cos-
tuma ser chamada de "Regime de Juros Compos -
tos".
E possivel que, ao ser apresentado a uma tur-
ma de alunos, o problema 6 ocorra a pergunta:

"oual & a correta"?

£ possivel que Roberto prefira pagar sua

divida sob o regime de juros simples, enquanto que

& possivel que Suzana queira receber o capital em

prestado, sob o regime de juros compostos.

Resta-nos dizer que nd3o podemos afirmar

qual & a correta. Foram apresentadas 2 resolugoes

distintas e ndo equivalentes porque o problema 6

assim o permitiu.
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0. Junos Simples

Para que houvesse solucao unica, deveria
ter havido um "entendimento entre as partes", ou
seja, entre Roberto e Suzana, para se decidir, com

precisdo, como deveria ser paga a divida.

Voltemos a situacdo apresentada na pagi-
na 2. Vamos considerar que Roberto e Suzana tenham
feito um trato de modo que Os juros sejam pagos
sob o regime de juros simples. Se, no final de ca
da periodo (trimestre), Roberto pedir para pagar
sua divida no final do proximo trimestre, entdo o
montante da divida no final de cada periodo pode-

ra ser visto na seguinte tabela:

NQperiodos| 0 | 1 I 2 | 3 | P | n

Montante | 50,00]60,00|70,00(80,00] ... [50,00(1 + 0,2n)

Mantidos constantes o capital inicial
(Cz$ 50,00) e a taxa de juros (20% ao trimestre),
podemos perceber que o montante da divida cresce

linearmente com o crescimento do nimero de perio-

dos. O professor podera colocar essas informacdes
em um sistema de coordenadas retangulares como
ilustracao.

As conclusdes obtidas com a 12 resolucao
do problema 6 sdo gerais. Introduzindo algumas con

vencoes simbdlicas tais como:

1) capital: C ou P (P é a 12 letra da palavra
"Principal");

2) taxa de juros: i ou r (r é a 12 letra da pala-
vra "rate");

3) nimero de periodos: n ou t;

4) juro: J ou I (I & a 12 letra da palavra "In-
tersted") ;

5) montante: M ou S (S & a 12 letra da palavra

n Sum“ } .

Poderemos escrever, com base no problema
6, e na ultima tabela, a seguinte expressao para o
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montante M, dados inicialmente um capital C, uma

taxa de juros simples i e o nimero de periodos n:

M=C. (1 + i.n) (1)

A equacdo (1) pode ser escrita, também,

como segue:

M=C+C.1i.n (2)

De acordo com o que foi reproduzido de
(20) , na pagina , podemos escrever que Montan -
te = Capital + Juros = C + J =C + C.1.n.

Portanto, os juros simples produzidos pe
lo capital C, durante n periodos & dado por:

Jd= C.+.Iun (3)

Os probelams seguintes (7 ao 21), foram
reproduzidos dos Subsidios para Implementagao do

Guia Curricular de Matematica - 22 Grau - vol.Z2.

Problema 7

-

Maura aplicou Cz$ 36.000,00 a taxa de 90%
ao ano. Qual sera o juro acumulado ao fim de 70

dias, sob o regime de juros simples?

Resolucao

0 periodo a que se refere a taxa de ju -
ros é o ano, enquanto que o prazo de aplicagdo &
dado em dias. Nesse caso, devemos fazer uma hipo-

tese adicional e uma observacao:

a) a hipdétese que deve ser colocada é que a apli-
cacdo tem rendimento diario;

b) a observacdo é que o periodo da taxa de juros
e o prazo de aplicacdo devem estar na mesma uni
dade. Ha, portanto, duas opcoes: transformar o
prazo em dias para a unidade ano, ou transfor-
mar a taxa anual em uma taxa equivalente a taxada

da, porém referente a unidade dia.
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Faremos apenas a transformacdo do numero
de dias para a unidade ano. Para essa transforma-
c3o ha também duas opgdes:

a) usar o ano civil de 365 dias (caso ndo sejabis
sexto) ;

b) usar o ano comercial de 360 dias.
Para cada uma das duas opgOes, teremos

uma resolucdo distinta da outra.

a) o prazo de 70 dias, usando ano civil = -—% ano;

Logo:
juros acumulados = 36.000x0,90x3—?60§ =Cz$ 6.213,69;

b) o prazo de 70 dias, usando ano comercial =

Logo:

juros acumulados = 36.000 x 0,90 X 29 = cz$ 6.300,00.

Os juros acumulados por 70 dias usando-se
o ano civil & chamado Juro Exato, enquanto que OS
juros acumulados por 70 usando-se o ano comercial

& chamado Juro Comercial.

Problema 8

Roberto aplicou Cz$ 70.000,00 & taxa de
80% ao ano, do dia 7 de abril ao dia 9 de julho.
Qual o juro acumulado, sob o regime de juros sim-

ples?

Resolucao

Cabem aqui a mesma hipdtese e a mesma ob
servacio feitas quando da resolucdo do problema 7.
£ mais conveniente, neste caso, transformar o pra
20 em anos. Para isso, teremos dque contar o nume-
ro de dias entre as datas do investimento. Nova -
mente,como ocorreu no problema 7, temos duas Op-~

coes:
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a) usando o ano comercial, formado por 12 meses

de 30 dias, teremos: 23 dias de abril + 30 dias
de maio + 30 dias de junho + 9 dias de julho =92

dias.

Logo:

juros acumulados = 70.000 x 0,80 x % = Cz$ 14.311,11;
b) usando o ano civil, a contagem de dias deve ser
exata. Assim, usando a tabela do quadro 1, ona
mero exato de dias entre 7 de abril e 9 de ju-
lho = 190 - 97 = 93 dias.

Logo,

juros acumulados = 70.000 x 0,80 x —96% =Cz$ 14.268,49.

TARELA PANA CONTAUEM DE DIAS
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Obuervagio: Pars o1 anan blusenton (1972, 1976, 1980 ete ) sumentar de | o0 nbmernn paaterloses o 20 de foverrbio,

Problema 9

José aplicou um certo capital a juros sim
ples de 90% ao ano. Qual era esse capital, se sabe
mos que, apos um prazo de 1 ano e 5 meses, ele re-
cebeu Cz$ 255.000,00 de juros? (supor que a aplica

¢cdo tem rendimento mensal).

Resposta
Ccz$ 200.000,00.
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Problema 10

Mauro quer fazer um investimento e rece-
ber Cz$ 3.000,00 de juros por trimestre. Ele con-
seguiu uma aplicacdo a juros simpleslé taxa de 80%
ao ano. Que capital devera aplicar? (Suponha que

a aplicacao tenha rendimento trimestral.)

Resposta
cz$ 15.000,00

Problema 11

Apés quanto tempo um capital qualquer du
plica, se esta aplicado a juros simples de 8% ao
més? (Suponha que a aplicacdo tenha rendimento dia

rio.)

Resposta

1 ano e 15 dias.

Problema 12

Susana tem um capital de Cz$ 4.000,00 e
quer aplicd-lo para ter uma renda mensal de

Cz$ 200,00. A que taxa anual deve aplica-lo?

ResEosta
60%.

Problema 13

O preco a vista, de uma maquina de escre
ver, é Cz$ 850,00. Quero compra-la, pagando Cz$
280,00 de entrada e o restante em 12 prestacoes
mensais, iguais. O dono da loja aceita a propos -
ta, porém cobra juros de 10% ao més, na parte a
ser financiada. Qual o juro cobrado?

Resgosta

Cz$ 684,00.
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Problema 14

Uma loja vende um aparelho eletrodomésti
co por Cz$ 200,00 & vista, ou com Cz$ 80,00 de en
trada e 15 prestacdes mensais de Cz$ 20,00 cada.
Qual a taxa mensal de juros que estd sendo cobra-

da na venda a prazo?

Resposta
10%.

Problema 15

Marcia aplicou Cz$ 7.000,00 a juros sim-
ples de 8,5% ao més, durante 5 meses e ai retirou

o montante. Quanto retirou?

Resposta
Cz$ 9.975,00.

Problema 16

0 preco de uma calculadora a vista é Cz$
250,00. Se for dada uma entrada de Cz$ 100,00, o
restante sera financiado em 12 meses, com juros
simples de 9% ao més. Qual o valor de cada presta
cdo?

Resposta
Cz$ 26,00.

Problema 17

Fiz uma compra que paguei em 10 meses,
sem entrada, com juros de 11% ao més, num total de
Cz$ 840,00. Qual o juro pago?

Resposta
Cz$ 440,00.
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Problema 18

Apliquei um capital de Cz$ 4.500,00 a ta
xa de 30% ao trimestre. ApOs certo prazo, retirei
o montante de Cz$ 6.300,00. Qual foi o prazo des-
se investimento? (Sﬁponha que a aplicacao tenha

rendimento mensal.)

Resposta

4 meses.

Problema 19

Marisa aplicou Cz$ 5.000,00 e, apods 1 ano
e 10 dias, retirou o montante de Cz$ 9.000,00.
Qual a taxa mensal desse investimento? (Suponha

que a aplicacado tenha rendimento mensal.)

Resposta
6%.

Problema 20

Apliquei um certo capital a taxa de 9% ao
més durante 75 dias e recebi Cz$ 90,00 de Juros,
Qual o montante desse investimento? (Suponha que

a aplicacdo tenha rendimento mensal.)

Resposta
cz$ 490,00.

Problema 21

Carlos aplicou um capital durante 8 me -
ses e retirou o montante de cz$ 1.200,00. Depois
aplicou o mesmo capital, i mesma taxa, durante 10
meses e ai retirou o montante de Cz$ 1.300,00.
Qual o capital aplicado? Qual a taxa bimestral usa

da?

Resposta
Cz$ 800,00 e 12,5%.
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Juros Compostos

Problema 22

O Sr. Mario aplicou, em wuma instituicdo
financeira, a quantia de Cz$ 2.500,00 numa certa
data D. Essa instituigao ao receber o capital do
Sr. Mario, comprometeu-se a pagar juros de 10% ao
més, sob o regime de juros compostos. Se o Sr. Ma
rio se comprometer a deixar essa aplicacao na ins
tituigao por 2 anos, sem efetuar qualquer retira-
da ou depbsito, qual sera o valor a ser resgatado

no final da aplicacao?

l2 resolucgao

Veja a tabela seguinte.

Periodo| Inicio Juros do periodo Montante

0 2,500 2.500x 0,1 = 250 2.500+250= 2.750
1 2.750 2.750x 0,1 = 275 2.750+275= 3.025
2 3.025 3.025x 0,1 = 302,50(3.025+ 302,50 =3.327,50
3 3.327,50(3.327,50x 0,1 = 3.327,50+ 332,75 =
= 332,75 = 3.659,75
4 3.659,75(3.659,75x0,1= 3.659,75+ 365,98 =
4.025,73

= 365,98
1

1
T 1 1
] T

1
'
L

Fica claro que essa maneira recorrente
de resolver o problema 22 é muito trabalhosa e re
quer muitos passos para se chegar a uma solucdo.

Vamos propor uma segunda forma de ver a
questao, na qual nao precisamos recorrer a um re-
sultado imediatamente anterior para determinar o

resgate do Sr. Mario.

228 resolucao

Veja a seguinte tabela:
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Perfodo| Inicio Montante no final do perfodo
i 2.500 2.500 + 10% de 2.500 =
2.500 + 2.500 x 0,1 =
2.500 + 1,1 = 2.750
2 2.750 2.750 + 10% de 2750 =
[2.500 x 1,1]+[2.500x1,1] x 0,1 =,
[2.500 x 1,1]+[1+0,1] = 2.500.1,1"=3.025
3 3.025 3.025 + 10% de 3.025 =
[2.500x 1,12] +[2.500x 1,1%] x 0,1 =
[2.500x1,1%] x [1+0,1] =2.500x1,1° =3.3257,50
4 3.327,50(3.327,50 + 10% x 3.327,50 =
2.500x 1,12 + [2.500 x 1,1®]1x0,1 =
2.500x1,1® + [1+0,1] = 2500x 1,14
1 1 1
L) L}
1 1 L}

Assim, no final de cada periodo (més), o

montante da aplicacdo do Sr. Mario pode ser calcu

lado em funcdo da aplicacdo inicial (2.500,00), em

funcdo da taxa mensal de juros (10% ou 0,1 ) e em

funcio do numero de periodos (meses) de aplicacao.

Caso seja proposto em sala de aula um

exercicio como o problema 22 e caso ele seja re -

solvido junto com os alunos, & possivel que, apos

o 32 ou o 49 passo, 0s alunos possam calcular o

montante final (resgate) que o Sr. Mario terad de-

pois de 2 anos.

Tendo em vista o que foi feito na ultima

tabela, podemos escrever:

resgate do Sr. Mario = 2.500x 1,1

24

Veja uma ilustracdo grafica da "evolucao"

da aplicacgdo do Sr. Mario:

0

1 2 24

L] 1 1

2.500

2.500x1,1 2.500x1,1% ... 2.500x1,1

24

Um prdoximo passo consiste numa generali-

zacdo do problema 22. Para isso, vamos utilizar al

gumas notacdes introduzidas na pagina 280. Se:
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a) o capital aplicado pelo Sr. Mario é C;

b) a taxa de juro composto por periodo é
i;
c) o numero de periodos (de capitaliza-

¢cdes) é n;

entao:
Periodo Inicio do periodo montante
1 C M = C+C.1i=C. (1+1)
) M, = C.(L+1) My = My +M; . d=M, . (1+1) =
= (C.(1+1). QA+1i)=Cc. (1+1)?
- 2 " - -
3 M, = C. (L+1) My=M,+M, . 1=M, . (1+1)
=(C.(1+1)3.@Q+1i)=Cc. Q+1)3
1 1 1
1 1 1
T 1 1
n M - f CLEAETY | S +M i=M
n-1 . n n-=1 n-1"° n-1"°
L@+ =(C. 1+,
L(1+i) =Cc. @A+D)"
1
1
1 1
1
1

A tabela sugere:

montante ao fimde n periodos = C. (L + i)™

Problema 23

Com relacdo ao problema 22, obtenha o va
lor total dos juros pagos pela instituicdo ao Sr.

Mario.
Resolucao

De acordo com o que estd na pagina
podemos escrever que o total de juros pagos = mon
tante final - capital inicial aplicado.

Portanto:

juros = 24.600 - 2.500 = 22.100
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Usando a generalizacdo do problema 22, te

remos:

Juros = J = M-C=C. (L+i)®-c=c.(1+1)" - 1)

Problema 24

Com relacdo ao problema 22, gqual foi a
"t+axa efetiva" por 2 anos, envolvida na aplicacgao
que o Sr. Mario fez naquela instituicaoc financei-
ra? (ou seja, "quantos por cento" rendeu uma apli

cacao?)

Resolugao

l2) Segundo o teste 1 (pag. 273), vamos determi-
nar "quantos por cento" o resgate feito repre
senta da aplicacdo inicial (Cz$ 2.500,00), cal
culando:

(24-600r00

500 00 X 100)% = 984,97307%

Logo, a taxa efetiva, por 2 anos de apli
cacao, & de 884,97303%.

2a) Vamos calcular o montante, nas mesmas condi-
cdes do problema 22, que é produzido pela apli
cacdo de Cz$ 1,00, no lugar de Cz$ 2.500,00.

T 1x1,1 1x1,2 eee.. 1x1,1%% =9,8497303

Portanto, a taxa efetiva por 2 anos =
9,9497303 - 1 = 8,8497307, ou, aproximadamente,
884,97%.

Problema 25

Com relacdo ao problema 22, qual seria o
montante da aplicacao do Sr. Mario, caso OS Jjuros
tivessem sido calculados sob o regime de juros sim

ples?
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Resposta
Cz$ 8.500,00.

Os problemas seguintes (26 ao 30) foram

reproduzidos de (20), pagina

Problema 26

Marcio aplicou Cz$ 18.000,00 a juros com
postos de 7% ao més. Que quantia tera apds 8 me -

ses de aplicacao?

Resposta
Cz$ 30.927,60.

Problema 27

Milena aplicou uma certa quantia a juros
compostos de 12% ao bimestre. Apds 10 meses reti-
rou o montante de Cz$ 96.045,35. Que quantia Mile

na aplicou?

Resposta
Cz$ 54.500,00

Problema 28

Marta quer aplicar Cz$ 8.000,00 com o in
tuito de, apdés 1 ano, ter um montante de Cz$
20.145,60. A que taxa mensal deve aplicar esse ca

pital?

Resposta
8%.

Problema 29

Andréia aplicou um certo capital a juros
compostos de 5% ao més, durante 1 ano e 5 meses.
O montante ao fim desse prazo foi, entdo, aplica-
do a juros compostos de 9% ao més, durante 7 me-
ses, resultando ao fim desse prazo nummontante de

Cz$ 41.897.76. Qual o capital aplicado?
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Resposta
Cz$ 9.999,71.

Problema 30

Claudia aplicou Cz$ 15.000,00 a juros com
postos de 6% ao més. Apds quanto tempo tera o mon
tante de Cz$ 42.815,00?

Resolucao

De acordo com o que foi generalizado no
problema 22, estamos autorizados a escrever:

montante apds o tempo t = 15.000}c1,066 = 42,815,000 (1)

De (1) resulta a equacgao:

t _ 42.815

1,06 = _l-m: 2,8543 (2)
A equacdo (2) encerra o seguinte "racio-
cinio intuitivo": "quantas vezes" deveremos multi

plicar 1,06 por si mesmo para obtermos 2,8543?
Tentaremos responder tal questdo por meio

de tentativas, usando uma calculadora simples.
Digite:

1.06[x] [E][E] [E] - - - [E] e obtenha no visor 2.854333153

Logo, Claudia devera aplicar seu capital

por 18 meses.

Problema 31

Com relacdo ao problema 30, vamos supor
que Claudia quisesse deixar os seus cz$ 15.000,00
aplicados até que tivesse como rendimento o tri -
plo do capital aplicado. Por quanto tempo devera
ser aplicado o capital de Claudia?

Resolugao

Para que o rendimento de Claudia seja o

triplo do capital aplicado, passado algum tempo,
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o montante da aplicacdo devera ser 15.000 + 3 x

15.000 = 4 x 15.000. Portanto, asssim como no pro

blema 30, poderemos escrever:
montante apds o tempo t = 15.000x 1, 06% =4x15.000
De (1) resulta: 1,06t = 4 (2)

A equacao (2), assim como ocorreu no pro
blema 28, encerra a mesma questao "intuitiva":
"quantas vezes" deveremos multiplicar 1,06 por ele
mesmo para obter 4? Apresentaremos 3 resolucoes

da equacao (2).

1l2) Agiremos aqui como na resolugdo da equacao (2)
do problema 30, isto &, usando uma calculado-
ra simples, multiplicando 1,06 por si mesmo um
certo numero de vezes até encontrarmos no vi-
sor da maqu. 2 o numero 4.

Digite:

L.06x] EIE L --- EIE

22 vez resulta 3.8197478

A" S
-\

23 vezes sulta 4.0489327

Isto significa que apds 23 meses Claudia
terda como montante de sua aplicacdo 15.000 x
x 3.8197478 = Cz$ 57.296,22, menor que 4 vezes sua
aplicagao inicial.

Apbds 24 vezes, o montante sera 15.000 x
x 4,0489327 = Cz$ 60.733,99, maior que 4 vezes sua
aplicacao inicial.

A resposta ao problema é: 24 meses, ou 2

anos.

2a) As novidades desta resolugao sao: usaremos uma
calculadora cientifica e tentaremos determi -
nar uma solucdo ndo inteira para (2) que seja
"melhor" que as aproximac¢des inteiras 23 e 24
encontradas na l2 resolugdo. Do ponto de vis-
ta do problema financeiro nada sera acrescen-
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tado, a ndo ser que coloquemos uma hipotese adi
cional que a instituicdo em que Claudia esta
aplicando seu dinheiro pague juros por fracdes
de més.

Para tentarmos determinar uma "aproxima-
¢do ndo inteira" de uma solucgao de (2) usare -
mos uma tecla do tipo [y¥] de uma calculadora
cientifica e faremos interpolagdes lineares por
meio de médias art méticas. O nosso inicio é o
fim da l2 resolucdo. Veja a tabela da pagina se
guinte.

Se estamos satisfeitos com a "aproxima -
cdo" obtida para 1,06, podemos "aceitar"

t = 23,79140625 como uma "boa aproximacao" pa-
ra solucdo de (2).

Conclusdo: a resposta do problema 31 &
"24 meses", porém, colocada a hipotese adicio-
nal (inicio da 22 resolucao), uma resposta pa-

ra o problema poderia ser:

23,79140625 = 23 meses + 0,79140625 més =

23 meses e 23 dias.

t

]

Existe um conceito mais adequado para resolver
(2). E possivel que, ao se propor um curso de
Matematica Financeira a alguma turma de alunos
n3o se tenha apresentado, ainda, aquele concei
to. Acreditamos que em primeiro lugar, nd@o na
necessidade de se abrir algum titulo do tipo
"Progressoes Geométricas", ou "Logaritmos" pa-
ra gque se possa propor um curso sobre Matemati
ca Financeira e, em segundo lugar, caso algum
desses conceitos seja necessario para o desen-
volvimento de algum tdpico, o professor tera um
momento adequado para fazé-lo, nem que para is
so precise interromper temporariamente, o seu
desenvolvimento.

Este pode ser um bom momento para se ex-
plorar o conceito de logaritmo de um nimero

real.
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O matematico John Napier (1550-1617) ao
estudar progressdes aritmeticas e progressdes geo-
métricas descobriu que havia relacoes entre elas.
Estava descoberto, assim, o cerne do conceito de
logaritmo. Isto ocorreu por volta de 1590.

Nos 25 anos que se seguiram, Napier dedi
cou seu tempo a confeccionar tabelas logaritmicas.
0 matemdtico Henry Briggs, ao tomar conhecimento
da invencao dos logaritmos, ficou entusiasmado com
a nova ferramenta e, a exemplo de Napier, confec-
cionou tabelas logaritmicas, na base 10 (logarit-
mos decimais) .

Dentre as possiveis aplicacOes dos loga-
ritmos, uma delas foi largamente empregada na com
putacdo de cdlculos muito dificeis para a época
(em Astronomia e em Navegacao, por exemplo) .

Uma tabela logaritmica decimal permite
que se possa escrever "qualquer" numero positivo
sob forma de uma poténcia de base 10.

Hoje em dia a aplicacdo computacional dos
logaritmos deixou de ter utilidade devido ao avan
co tecnoldgico da microeletronica que permitiu a
construcdo de maquinas de calcular extremamente
rapidas e eficientes.

Isto ndo significou a "aposentadoria" dos
logaritmos. Por exemplo, para resolvermos a equa-
cdo (2) de maneira mais eficiente, rapida e seygu-
ra, os logaritmos se tornam ideais. As calculado-
ras cientificas substituem as tabuas logaritmicas
decimais no fornecimento dos expoentes adequados.

vamos resolver (2) usando o conceitode lo
garitmo, passo a passo, COmo achamos que deve ser
feito em sala de aula:

a) o numero 1,06 pode ser escrito na foxr
ma de poténcia de base 10, ou seja, existe(*,um

expoente x da base 10 tal que:

* . S
( )Veja paginas 299 e 300, no artigo sobre "Po -
téncias e Expoentes”.
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10¥ = 1,06

. *
b) da mesma forma, existe( ) expoente y

da base 10 tal que:
10Y = 4

c) a equacao (2) "sofre" as seguintes

"metamorfoses":
1,06 = 4 (2)
(10%) % = 10Y (3)
10%¥°t = 10Y (4)

A equacgao (4) apresenta uma igualdade de
- . . 3 *

2 poténcias de mesma base. Admltlndo—se{ ) que "se
duas poténcias de mesma base sdo iguais, entdo os

respectivos expoentes sdo iguais", poderemos es -

crever:
X.t =y (5)
= o
t i (6)

Se tivermos prévio conhecimento dos expo
entes x e y, o expoente t estara "bem" determina-
do. Esses expoentes podem ser determinados por
meio de uma tadbua de logaritmos decimais, mas uma
consulta a esse tipo de tdbua requer um considera
vel esforco e treinamento. Usaremos uma calculado
ra cientifica para determinarmos os expoentes X e
y que afirmamos existirem.

Para isso, digite:
1.06 [LOG] e obtenha, no visor, 0,025305865

digite: 4[LOG] e obtenha, no visor, 0,602059991.
O significado de cada um desses nameros
€ o seguinte:

0,025305865 _ l00,602059991 - 4

10 1,06

*
( )Veja paginas 299 e 300, no artigo sobre "Po -
téncias e Expoentes.
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F. Tipos de taxas
furos

Assim:

_ 0,602059991 _
t = 0,025305865 23,79132209

Cabem aqui o mesmo comentario quando da
apresentagdo da 22 resolucao de (2), ou seja, a
resposta do problema 31 continua sendo 24 meses,
porém, colocada a hipdtese adicional que a insti-
tuicdo paga os juros para fracbes de més, entdo um
valor mais preciso do tempo t é: 23,79132209 me -
ses = 23 meses + 0,79132209 més = 23 meses e 23
dias.

Os procedimentos 4 [£] 1.06 =]
e obtera, no visor, 23,791322009.

Problema 32

Uma instituicdo financeira que aceita in
vestimentos, paga aos investidores juros de 120%
ao ano, porém, com os juros incorporados composta
mente ao investimento no final de cada més. Nes -
sas condicdes, qual é a taxa mensal que a institui

cdo uitliza para calcular os juros mensais?

Resolucoes

la) Uma primeira forma de ver a questdo levariaal
guém a determinar a taxa mensal por: Jf%ﬁi =
10% ao més.
Imitando a 22 resolucao do problema 24
(pag. 290), aplicando-se Cz$ 1,00 por 12 me -

ses (1 ano) a taxa de 10% ao més, teremos:

0 1 2 12
1

0 1x1,1 1xl;2 sscaes lxl,l12

Logo: montante no fim de 12 meses =
= lxl,ll2 = 3,1384281 aproximadamente Cz$ 3,14.
Na realidade, a taxa efetiva envolvida
nessa aplicagdo & igual a: 3,1384281 - 1 =
= 2,1384281 aproximadmaente, 213,84% ao ano.
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29

A taxa de 10% ao més NAO E EQUIVALENTE a

taxa de 120% ao ano, pois aplicando-se um capi

tal C, por 1 ano, & taxa de 10% ao més, com Os
juros capitalizados mensalmente, sob o regime
de juros compostos, obteremos, aproximadamente,
3,1384281 .C, ou seja, C + 2,1384281 .C = C +
213,84% de C, enquanto que aplicando-se C, por
1 ano, a taxa de 120% ao ano, obteremos 2,20 . C,
ou seja, C + 1,2.C =C + 120% de C.

Dizemos que a taxa de 10% ao més € uma ta
xa mensal proporcional a taxa de 120% ao ano.

A taxa de 120% ao ano & uma taxa nominal
e a taxa efetiva da aplicacao & de 213,84% ao

ano.

Outra forma de ver a questdo esta em determi -
nar uma taxa mensal i de tal forma que, apli -
cando-se Cz$ 1,00 por 12 meses, a taxa mensal
i, sob regime de juros compostos, obteremos o
mesmo saldo se aplicassemos Cz$ 1,00 por 1
ano, a taxa de 120% ao ano.

Assim:

1x (1+i)%2 = 1+1208de1,00 = 1+1x1,2

1x1,2

Obtemos a equacao:

12

(1 + i) =1,2 (1)

Dizemos que a taxa i, solucgao positiva de
(1), é a taxa mensal EQUIVALENTE a taxa de 120%
ao ano. Nosso proximo passo & determinar uma so
lucdo positiva de (1).

Independentemente da técnica e dos recur
sos técnicos empregados para resolvermos (1), &
altamente conveniente explorar o conceito que
a equacao (1) encerra.

Pode ser didatico modificar a "aparéncia"
assustadora de (1) por meio de uma substitui -

cdo de variaveis. Uma mudanca de variaveis po-
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de ficar por conta de um "acordo" entre pro -
fessor e alunos.

Vamos anotar a grandeza 1 + i, por exem-
plo, por X.

A equacao (1) toma a forma:

%2 = 1,0 (2)

0 conceito que pode e deve ser explorado
com os alunos consiste na determinacdo de umnua
mero, representado pela letra x, tal que multi
plicado por si mesmo 12 vezes resulta no nime-
ro 1l,2.

Alunos "suficientemente treinados" podem

exibir uma solucdo para (1) escrevendo:

123,32 (3)

sem saberem o significado daquele simbolo.

£ bem provavel que aquele simbolo passe
a ter significado, para os alunos, caso facam
uma "construcido" de um valor numérico que € uma
aproximagdo do nimero representado pelo simbo-
lo (3).

Vejamos 2 maneiras de avaliarmos x:

12) por meio de tentativas, usando uma calcula

dora simples:

supor x =| calculo de 1% conclusao
151 3,138428377 x deve ser menor que 1,1
1,01 1,12682503 x deve ser maior que 1,01
1,02 1,2682413 x deve ser menor que 1,02
1,015 1,1956176 x deve ser maior que 1,015
1,016 1,2098299 x deve ser menor que 1,016
1,0155 1,2027043 x deve ser menor que 1,0155
1,0154 1,2012838 deve ser menor que 1,0154
1,0153 1,199865 deve ser maior que 1,0153
1,01535 1,2005745 deve ser menor que 1,01535
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22)

Se estamos "satisfeitos" com a aproxima-

cdo obtida, teremos uma solucdo aproximada
de (2), dada por x = 1,01535 e portanto, um
valor aproximado de (1), dada por:

i = 0,01535 = 1,535% ao més.

Observacgao

Em cada passo da tabela, utilizando uma

calculadora simples, os procedimentos fo -

ram:
lo passo:
digite 1.1[X][E][E][E] ... [E] e obtenha
\Y 3,138428377;
10 vezes
29 passo:
digite 1,1 [x][E][E][E] ..- [=] e obtenha
Vv
11 vezes 1,12682503

Segundo algumas convengdes feitas, no item
"poténcias e Expoentes", o nimero represen
tado pelo simbolo (3) também pode ser re -
presentado pelo simbolo:
1
1'212
Essa notacdo sugere como proceder em uma

calculadora cientifica. Digite:

1,2[y¥] 12[17x] [=] e obtenha 1,01535

Logo:

i = 0,01535 = 1,535% ao més

Observagao

O nimero de casas decimais apbs a virgu-
la depende da precisdo do problema. Por
exemplo, no "extrato" de uma caderneta de
poupanca do més de setembro de 1988, encon
tramos a taxa da renda no periodo, de
0,246297 = 24,6297%.
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G. Desconto

Comentarios a respeito do problema 32 e de

suas duas resolucdes:

1la)

22)

33a)

se somos investidores, iremos preferir que a ta

xa mensal de juro para as devidas capitalizacgOes

seja %ﬁf% = 10% ao més, pois assim a taxa anual

efetiva da aplicacdo sera 213,84% ao ano;

se somos da instituicao financeira, iremos pre-

ferir que a taxa mensal de juro para as devidas

capitalizacOes seja i = lz/TTE -1=1,535% ao

mds, pois assim (1 + i)1% = (1 + 1247 - 1)t?-
(12‘/]_—'5)12 = Gy

pode ser que, ac se depararem com um exercicio
do tipo do Problema 32 e suas duas resolucgdes,
alguns alunos perguntem qual a forma correta.
Poderiamos responder dque a "correcao" de
uma das resolucgdes depende de um "acordo entre
as partes". O que & preciso ter em vista & a
conveniéncia de uma delas em relacdo a outra.
Por exemplo, gueremos financiar uma com-
pra em, digamos, 10 prestacdes mensais, sen-—
do a taxa de juros de 120% ao ano e gostaria-
mos que a taxa mensal de juros fosse equiva -
lente & taxa de 120% ao ano (1,535%) e ndo pro
porcional a taxa de 120% ao ano (10%) .

Exemplo 1

0 Sr. Jodo da Silva comprou uma maguina

do Sr. Pedro de Lima, em 05-04-88. O Sr. Joao pa-
gou Cz$ 20.000,00 no ato da compra e comprometeu-
-se a fazer mais dois pagamentos mensais no valor
de Cz$ 10.000,00 cada, a vencer no dia 5 dos me -
ses seguintes.

Como devem proceder O Sr. Pedro e o Sr.

Jodo para oficializar essa transacao?
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Apresentamos a sequir um modelo de nota

promissdria, que pode ser comprado em papelarias.

O] e st p— i e s

cGe

Erdiiace i 5

Esse documento deve ser preenchido da se

guinte maneira:
1) N.[]

Aqui devem ser colocados o numeroc da no-
ta promisséria, uma barra e o nimero total delas.
(No nosso exemplo: 1/2 e 2/2). Se fossem, por exem
plo, 24 notas promissorias, elas seriam numeradas
1/24, 2/24, ..., 23/24, 24/24.

29Q) Vencimento: seeescscscessnces de ceeseeses de 19 ...

Nesses espagos, devem ser colocados ©
dia, o més e o ano do pagamento da nota. No exem-
plo, serdo colocadas as datas: 05 de maio de 1988
e 05 de junho de 1988.

30) cz$ [ 1

Preenche-se com a quantia a ser paga no
dia do vencimento. No nosso caso, O valor & Cz¥$
10.000,00.
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49) AO(S) LR B B B B IR R R R B ® 8 8 0BRSS RS SEEEEEEEEREEses
sesssssses pagar .... por esta unica via de NOTA PRO -
MISSORIA

Aqui, deve-se colocar a data do vencimen
to, por extenso, e completar a frase com "pagarei"
ou "pagaremos", de acordo com a quantidade de de-
vedores. No nosso exemplo, deve-se colocar: "Aos
05 de maio de 1988 pagarei por esta unica via de
NOTA PROMISSORIA" e "Aos 05 de junho de 1988 paga
rei por esta uUnica via de NOTA PROMISSORIA".

CPF
59) A sessssssssssssnes uuoooiooCGC RO I A R R RE A RO A RO LRI A A Y

OU A SUA ORDEM

Nesse espaco deve ser colocado o nome do
Sr. Pedro de Lima, que ira receber a quantia de-
clarada. O Sr. Pedro & chamado credor. Ao lado, de
ve ser colocado o numero do CPF (Cadastro de Pes-
soa Fisica). Se o credor fosse um comerciante ou
industrial, ali seria colocado o numero de inscri

¢do no CGC/Cadastro Geral dos Contribuintes).

62) a quantia de | |
[ |em moeda corrente
deste pais

Deve-se escrever aqui, por extenso, a
‘quantia a ser paga. No nosso exemplo, de mil cru-

zados.
79Q) Pagavel em

Colocam-se aqui os nomes do estado e da
cidade em que a promissoria sera paga. Neste ca -
so: Sao Paulo, Capital.

89)
EMITENTE

O emitente é a pessoa que faz a declara-
¢c3o na promisséria. £, no nosso exemplo, o Sr. Joac

da Silva, também chamado devedor.
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990)

109Q)

119)

CPF
CGC

do Sr.

Preencha este espago com o numero do CPF

Jodo da Silva.

ENDERECO

sinar.

Coloca-se neste espaco o endereco do Sr.

Joao da Silva.

Aqui, o Sr. Joao da gilva deve datar e as

129) AVALISTA(s)

CPF-CGC
CPF-CGC

Esse espaco é reservado para a assinatu-

ra e CPF ou CGC de duas pessoas que, caso o Sr. Pe
dro exija, se responsabilizariam pelo pagamento.

Apresentamos, em seguida, uma das notas

promissérias do exemplo, ja preenchida.

Saansia

.PFCGC

-CGC

vencimanto: 035 da _ A0 _ et R
il Sl .
/_—I ) cis [ 0. 000,00 R
ros) __OS_de maio_ae 7788 .
R _ pagm €/ poresta anicaviade NOTA PNOLISSONIA

8 ----Ptdfa 6’-/6 (-'"m e gvrt?;.’&cr'r'.fﬂ ]
(1N } e 4

ounsua nrdam - - =
£ ' Ld L4 * |

aquantiade rdit W?l‘ 68“29!10# e
R T BT TR Lt
Pagdval am _ 56\0 %.Mﬂ; C}ZJ’( fﬂ-(__ '
E{ﬁ?‘b da Silva . S Puto, o de Abut e MEF
G dad. 443, zw 7
m_{%a VT ST gﬂﬂ au é“'w-
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Tente, agora, preencher a outra.

Vencimento:____de ___ .. . .___...._—"a13
N ol
Aols) pinmiiesny PO, esiinies: . iy e
pagar. ___ por estaunicaviade NOTA PROMISSORNIA

PF
5c T

ouasJa ordam S T T e 1 T TR T, T s B S R e T
agu de [ PR e e AT e Y

| T Em moeda corranta
dnste nals

Pagdvel em

CPFCGC
CPFTGC
1
1

Avalista

Emitante
CPF
CGC

Endereco

Nota promissoria & uma promessa de paga-
mento por escrito, feita pelo devedor em uma ani-
ca via. O devedor, também chamado emitente, decla
ra, por meio desse documento, que deve pagar uma
determinada quantia a uma certa pessoa, numa data
combinada por eles.

A data pode ser expressa pelo dia, més e
ano do vencimento. Pode também ser expressa por um
prazo a partir do dia em que ela é feita (emiti -
da) . Pode também ser a vista, devendo ser paga
quando apresentada ao devedor.

A pessoa que vai receber o valor da pro-
missoria & chamada credor.

A nota promissoria pode ficar com o cre-
dor até o dia do pagamento. Nesse dia, o credor a
apresenta ao emitente, que deve paga-la, receben-
do-a de volta, como comprovante. O credor pode tam
bém deixar a promissOria em um Banco, para cobran
ca. Nessa situacdo, o emitente deve ir ao Banco
para paga-la.

Como garantia de pagamento, o credor po-
de exigir que um avalista ou responsavel assine

também a nota. O avalista compromete-se, assim, a

paga-la, caso o devedor ndo o faca. Mesmo assim,
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se ela nao for paga, o credor pode protesta-la, ou
seja, leva-la a um Cartdrio de Protesto, onde sera
aberto um processo contra o devedor.

A nota promissbria pode se originar de um
ato de compra e venda como no exemplo, ou de um em
préstimo feito por uma pessoa a outra.

Se nessa transacdo houver cobranca de ju-
ros, este nao aparece explicitamente na notaj; oque
deve constar na promissdéria & o montante a ser pa-
go.

A nota promissoria teve origem por volta
do século XIII. Naquela época, as leis eclesiasti-
cas condenavam a cobranca de juros e, entdao, pela
facilidade com que a promissdria podia ocultar es-
se fato, ela foi também condenada, deixando de ser
usada por um longo periodo da Historia.

Atualmente, & um documento de grande uti-

lizacao.

Exemplo 2

0 Sr. José Gongalves comprou um sofa nas
Lojas S6-sofas em 10/07/88 e quis efetuar o paga -
mento em trés parcelas mensais de Cz$ 15.000,00 ca
da, a vencer no dia 10 dos meses seguintes. A Loja
s6-sofas emitiu, entdo, uma fatura (documento onde
sio especificados o numero da nota fiscal, a merca
doria vendida, seu preco, etc.). Baseada nessa fa-
tura, a Loja So6-sofas emitiu DUPLICATAS, que O Sr.
José devera pagar. Em cada duplicata devem constar:

10) Valor da fatura: & o prego total da venda. No
caso, Cz$ 45.000,00.

20) Namero da fatura: & o nimero de ordem que ela
apresenta, no bloco de faturas que a loja pos-
sui. No nosso exemplo, suponhamos que seja 1027.

39) Valor da duplicata: & o valor de cada parcela:
Cz$ 15.000,00.

40) Namero de ordem: & o numero da fatura corres -
pondente, seguido do nimero de ordem da dupli-
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cata. No nosso exemplo: 1027/1, 1027/2, 1027/3.

59) Data da emissdo: dia 10/7/88.
62) Vencimento: & a data do pagamento. No caso, uma
tem vencimento em 10/8/88, outra em 10/9/88 e

a ultima em 10/10/88.
72) Nome e endereco da firma vendedora, nome e en-
dereco do comprador, a assinatura do comprador

e do responsavel pela firma.

As duplicatas ficam com o Sr. José que, no
dia do pagamento, devera paga-las em um Banco ou na

propria loja.
Apresentamos, abaixo, um modelo da dupli-

cata que a Loja S6-sofas preencheu.

Rus Teinrd, 25 SAo Maule Estada de Sa4 Panln
§An Paulo, da dn 19

Loja Sé6-s0l4s Inscrig@o no C.G.C 47238 765/0001.07
. . o Inscrigo Esiadual n.® 528 011 140
b FATURA [ BUPLIC R dae e | JEL o
_Mr_-c_uj _ Nomero_ [~ ._V_l_.io-.:l:_al_?’. I B
Desconto de
Condigtes da pagamanio
e BT e e e i o st
Endetaco
Municiplo Eatlado
Praca de pagamento
Inscriclo no C.G.C. Inactigdo Estadualn *
i - — — g s -
=
2
5
v
g
= Reconhego(emos) a avatigdo desta Duplicata de Vanda Marcantil na impartdncia aclnia gue pagarniierien) At
S6-s0l310ud susornlem na praca e venchinentn Il aeing
/
— e ) i ot w1 =
Dalado acelle A Asalnalyra do aas i
Veja agora uma das trés duplicatas , ja
preenchida.

Veja agora uma das trés duplicatas, ja

preenchida.
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“Fua Torerh, 25 830 Fautn, Eatada de § Pant
S40 Maulo, 10 de Julhio dg 1987
Inserlcda no € G C 47 738 TR5/0001.07
InscrizAu Ealadual n ® 528 011 140

| V3= Tataagigai | VeCmene
45000.00 1027 15 000,00 102110 10/8/82
Desconloda
Condigtesda pagamenio
Nome José Gongalves
Enderagco AuaCinco.n.*]
Munlelplo SAo Paulo Estado S0 Paulo
Pragade pagamenlo
Inscrigdono C.G.C. Inarrican Estadualn ®

Loja Sé-sotas

Reconhegolcemeos) A axatidan desla Duplirata de Venda Mercantil na ImpetAncia acimg qua pagareitamns Al oja
S4-30lhs ou & sua ordam na praga @ vanclmento Indicalns

A . JrGomrslet
Aswinatgradn sacain

“"Datado acelle

A duplicata & um documento originado por
uma operacao de venda a prazo, cComo no exemplo, ou
por prestacdo de servico.

£ emitida por quem vende (ou presta ser-
vico), aceita por quem compra (ou paga o servigo)
e tem a finalidade de garantir ao emitente o rece
bimento das parcelas do pagamento.

A duplicata sbé tem valor se baseadana fa
tura proveniente da venda efetuada ou do servigo
prestado.

A nota promissdria e a duplicata sdao cha
mados titulos de crédito.

Existem outros titulos de crédito, além
desses, como por exemplo a letra de cambio, o che
que, etc.

Existe uma legislacdo especifica para es
ses titulos que regulamenta sua emissao, registro,
modelo, vencimento, protesto, etc.

Esses titulos podem ser negociados, ou se
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ja, eles podem ser vendidos antes da data do ven-

cimento.

Comentario ao professor

0 professor pode encontrar parte da le -
gislacdo sobre titulos de crédito no Codigo Comer
cial Brasileiro.

Julgamos que, dentre todos os titulos de
crédito existentes, a nota promissoria e a dupli-
cata sdo aqueles com os quais, provavelmente, os
alunos terao contato um dia. Por isso quisemos dar
algumas informagdes sobre elas. Nao quisemos per-
der tempo em comentadrios com outros titulos que
talvez os alunos nunca venham a conhecer. Talvez
eles se interessem em saber alguma coisa sobre a
letra de cambio e por isso gostariamos de dar ao
professor alguns detalhes sobre a mesma.

£ desconhecida a época de sua criacao,
mas, sem duvida, sua difusdo ocorreu na Idade Mé-
dia. Se um negociante de uma cidade A precisasse
efetuar um pagamento a um negociante, numa cidade
B, deveria fazé-lo pessoalmente, empreendendo uma
viagem perigosa através de estradas inseguras, cor
rendo o risco de assaltos, etc. A letra de cambio
permitiu que ele enviasse a quantia ao outro por
meio de um intermediario (um banqueiro). O comer-
ciante na cidade A, entregava a quantia ao ban-
queiro e este escrevia uma carta, ordenando a uma
pessoa em B que pagasse a quantia mencionada ao ne
gociante de B, quando este o procurasse. Essa car
ta deu origem a letra de cambio.

De inicio, sO0 a pessoa mencionada na car
ta poderia receber o pagamento; posteriormente, no
século XV, a letra tornou-se negociavel através do
endosso. O endosso &€ a assinatura do beneficiado,
no verso da letra, transferindo, assim, a outra
pessoa, o direito de receber o pagamento. A letra,
antes um simples meio de trocar dinheiro, adqui -

riu a partir do endosso a caracteristica de titu-
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lo negociavel, circulante.

Aos poucos, foram surgindo leis que esta
beleceram as normas cambiais como, por exemplo, em
Bolonha (1569), na Italia (1607), na Franca (1673),
na Alemanha (1848). No Brasil, o Cdédigo Comercial
de 1850 ja disciplinava as letras de cambio. Pos-
teriormente foi criada outra lei brasileira que de
fine a letra de cambio e regulamenta as operacdes
cambiais: & a Lei no 2044, de 31 de dezembro de
1908, em vigor até hoje. Nessa lei, a letra de cam
bio & definida como uma ordem de pagamento, emiti
da por qualquer pessoa.

Desde o século XVIII, pensava-se num di-
reito comercial comum a todas as nacgdes e muitas
conferdncias foram feitas nesse sentido. O Brasil
aderiu, em 26 de agosto de 1942, a Lei Uniforme de
Genebra.

No inicio da era industrial, os bancos so
operavam com empréstimos a curto prazo. Sentiu-se
falta de um sistema financeiro que se adequasse a
necessidade de empréstimos a médio e longo prazos.
Houve, entdo, o aparecimento de outros papéis no
mercado. Muitas leis foram sendo criadas deste en
t3o. Por meio delas, criaram-se as Sociedades de
Crédito, Financiamento e Investimento, suas ativi
dades foram regulamentadas, as empresas receberam
autorizacio para criar secoes de financiamentos e
crédito, criou-se o Conselho Monetario Nacional,
disciplinou-se o mercado de capitais. O Banco Cen
tral, com novas resolucdes, modifica, quando ne -
cessario, a legislacdo ja existente.

Atualmente, a letra de cambio & um titu-
lo de crédito que corresponde a uma ordem de paga
mento, & vista ou a prazo, e & emitido por finan-
ceiras. Um exemplo: o Sr. A deve pagar a Buma cer
ta gquantia e B pode provar, através de umnota pro
missbéria, por exemplo, que vai receber aquela quan
tia na data fixada. Usando essa nota promissoria

como garantia, B vai a uma financeira C e pede um
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empréstimo. C empresta-lhe o dinheiro, cobrando

juros, e lanca no mercado letras de cambio no va-
lor do empréstimo, oferecendo juros menores do que
cobrou de B. Vende essas letras e recebe de volta
a quantia emprestada, que sera usada em novos em-

préstimos.

Exemplo 3

Mauro tem em maos uma nota promissoria,
no valor de Cz$ 25.000,00, com vencimento em
30/6/88. Ele esta precisando, agora, de dinheiro
e sO0 podera receber essa quantia na data do venci
mento do titulo. Resolve, entao, vender essa nota
promissoria. Em 30/4/88, Mauro transfere a proprie
dade desse titulo a um amigo, recebendo em paga -
mento uma quantia combinada por eles: Cz$ 20.000,00.

Chamamos, neste exemplo, de

Operacdo de desconto: operacao de compra ou venda
de um titulo de crédito,
transferindo sua propriedade
ao comprador;

Valor nominal: é a importancia indicada no
titulo e que representa a
gquantia que seria recebida
por Mauro no dia do vencimen
to;

Valor liquido recebido: & a importancia liguida re
cebida por Mauro em 30/4/88:
Cz$ 20.000,00.

Desconto: é a diferenca entre o valor
nominal e o valor liquido re
cebido: Cz$ 25.000,00 - Cz%
20.000,00 = Cz$ 5.000,00.

Tempo que falta para é a diferenga entre a data

o vencimento: do vencimento e a data da
transferéncia feita, ou se -
ja, o intervalo de tempo en-
tre 30/4/88 e 30/6/88; 2 me-

ses.
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Do ponto de vista de Mauro, ele precisa-
va de dinheiro e o titulo que tinha em mdos lhe ga
rantia o recebimento de Cz$ 25.000,00, mas sO em
30/6/88. £ logico que, ao vender o titulo antes
dessa data, o faca por um valor menor e essa dife
renca & o que ele perdera por ndao poder esperar O
dia do vencimento.

Do ponto de vista do amigo de Mauro, ele
estd empregando um capital em 30/4/88 e vai ter que
esperar dois meses para receber os Cz$ 25.000,00. E
légico que, ao comprar O titulo, o faca por um va
lor menor que os Cz$ 25.000,00 e essa diferencga de
cz$ 5.000,00 corresponde a juros pelo capital que
adiantou a Mauro e que s tera de volta em
30/6/88.

Exemplo 4

Mauro tem em mios uma nota promissoria,
no valor de Cz$ 25.000,00, com vencimento em
30/6/88. Ele esta precisando de dinheiro, agora,
e s6 podera receber essa quantia na data do venci
mento do titulo a um Banco. O Banco, além do des-
conto, cobra taxas e comissdes, para cobrir despe
sas e o risco da operacao. Mauro recebe, entdo, a
quantia de Cz$ 19.500,00.

Nesse exemplo, chamamos de valor liquido
recebido a quantia de Cz$ 19.500,00.

0 abatimento total, no valor de Cz$
5.500.00, obtido pela diferenca cz$ 25.000,00 -

- Cz$ 19.500,00, corresponde ao juro do capital
gue o Banco empregou, acrescido de taxas e comis-
soes.

Do ponto de vista do Banco, ele empregou
um capital de Cz$ 19.500,00e tera que esperar dois
meses para receber os Cz$ 25.000,00.

Vimos, entdo, que a propriedade dos titu
los pode ser transferida, ou seja, os titulos po-
dem ser vendidos antes da data do seu vencimento.
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Isso significa que, se o proprietario de um titu-
lo precisar de dinheiro antes da data do vencimen
to, podera dirigir-se a uma pessoa qualquer ou a
um Banco, transferindo-lhe a posse e recebendo o
valor do titulo, com certo abatimento. Diz-se que
o titulo foi descontado e a operacio feita € a ope
racdo de desconto.

Entao,

VALOR NOMINAL € a importancia indicada no titulo.
Lembremos que esse titulo &€ um documento que ex -
pressa uma divida feita em alguma data anterior,

ou seja, alguém devia uma certa quantia a Mauro e
lhe deu a nota promissdria como garantia. Os Cz$

25.000,00 correspondem ao valor da divida mais os
juros que Mauro deve ter cobrado, a uma taxa de ju

ros combinada entre eles.

DESCONTO €& o valor abatido. Pode corresponder sim
plesmente aos juros que o comprador abate, porque
vai ter que esperar o vencimento do titulo ou po-
de, além dos juros, envolver taxas e comissdes.

VALOR LIQUIDO RECEBIDO é a diferenca entre o va -
lor nominal e o desconto.

TAXA DE DESCONTO é a taxa pela qual é calculado o
desconto, através de uma capitalizacdao simples ou
composta. Nem sempre a taxa de desconto é igual a
taxa cobrada no empréstimo que da origem ao titu-
lo, pois as taxas usadas se modificam com o pas -
sar do tempo. Usa-se a taxa vigente na época de
operacao de desconto.

DESCONTO SIMPLES COMERCIAL

O desconto simples comercial corresponde
ao juro simples comercial do valor nominal, 3 ta-
xa de desconto combinada, durante o tempo que de-
corre da data da aplicagao de desconto até a data

do vencimento.
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Chamando de:

. desconto simples comercial
valor nominal do titulo

taxa de desconto, na forma unitaria

D
c
N
i
t

nimero de periodos entre a data da operacao

de desconto e a data do vencimento, na mes=

ma unidade tempo expressa pela taxa.

Temos, entdao, que

Dc = Nit

Voltando ao exemplo 3 suponhamos que ata
xa de desconto tenha sido de 10% ao més. O descon
to de Cz$ 5.000,00 corresponde ao juro do capital
de Cz$ 25.000,00, a taxa de 10% ao més, durante 2
meses, ou seja, Cz$ 25.000,00 x 0,10 x 2 = Ccz$
5.000,00.

Veja o esquema abaixo, onde indicamos as

datas consideradas.

. 2 meses X
data da venda data do vencimento
do titulo do titulo

Chamando de ¥V © valor licuido recebido,

oo |

No exemplo 3, o valor liquido recebido
sera de Cz$ 25.000,00 -Cz$ 5.000,00=Cz$ 20.000,00

temos que:s

Comentario ao professor

0 valor liquido recebido pode ser calcu-

lado pela formula

Vc = N - Dc =N - Nit = N. (1 -it)
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V=N.(1l-1it)

Esta € uma formula mais condensada para
o calculo de V.. No entanto, acreditamos que, di
daticamente, & preferivel que o aluno calcule ¥
usando os conceitos de desconto e valor liquido
recebido em lugar de se preocupar em memorizar um

grande numero de férmulas.

Problema 33

Uma letra de valor nominal Cz$ 9,000,00
foi descontada 20 dias antes do vencimento, a ta
xa de 8% ao meés. Determine o desconto simples co
mercial. Determine o valor liquido recebido.

Resgosta
Cz$ 480,00 e Cz$ 8.520,00.

Problema 34

Uma nota de valor nominal Cz$ 50.000,00
foi descontada 6 meses antes do vencimento, forne
cendo um valor liquido de Cz$ 29.000,00. Determi-
ne a taxa mensal de desconto adotada.

Resposta

7% ao mées.

Problema 35

Uma nota foi descontada 50 dias antes do
vencimento, a taxa de 12% ao més, fornecendo um
desconto de Cz$ 4.700,00. Determine o valor nomi-

nal desse titulo.

Resposta
Cz$ 235.000,00.
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Problema 36

Uma nota promisséria de valor nominal Cz$
38.000,00 foi descontada a taxa de 9% ao més, dan-
um valor liquido de Cz$ 30.000,00. Determine quan-

to tempo faltava para o vencimento.

Resposta

Aproximadamente 70 dias.

Problema 37

Juliano tomou emprestado Cz$ 60.000,00 pa
ra pagar apos 8 meses, com juros de 80% ao ano.
Trés meses antes do vencimento, resolveu pagar<)ti
tulo, se fosse efetuado um desconto simples comer-
cial. A taxa do mercado, nessa época, era de 90% ao
ano. Qual o valor liguido que Juliano deveria pa -

gar?

Resposta
Ccz$ 71.300,00.

DESCONTO BANCARIO

0 desconto bancario corresponde ao descon
to simples comercial acrescido de despesas e comis
sdes, geralmente expressas em porcentagem sobre o

valor nominal.
Chamando de

D, : desconto bancario

N : valor nominal do titulo

t : nomero de periodos que faltam para o venci -
mento, na mesma unidade de tempo que a taxa

i : taxa de desconto, na forma unitaria

i': taxa de despesas e comissoes, na forma unita

ria,

temos entdo que: [__Db = Nit + Ni'
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vYoltando aoc exenplo 4, suponnanos cued
taxa de desconto estipulada seja 10% ao mes = =

taxa de despesas seja de 2% sobre o valor nominal.
O desconto bancario é a soma do juro de 10% ao més
por 2 meses, sobre os Cz$ 25.000,00 com as despe -
sas, que sao de 2% sobre os Cz$ 25.000,00, ou se -
ja, Cz$ 25.000,00 x 0,10 x 2 + Cz$ 25.000,00 x
x 0,02 = Cz$ 5.000,00 + Cz$ 500,00 = Cz$ 5.500,00.
0 valor liquido recebido, chamado de Vb,
é dado por

No exemplo 4, o valor liquido recebido
corresponde a Cz$ 25.000,00 - Cz$ 5.500,00 = Cz$
19.500,00.

Comentario ao professor

O valor liquido recebido pode ser calcula
do pela formula Vb = N. (1-it-1i'), cabendo as mes
mas observacoes feitas no caso anterior.

Problema 38

Um titulo de valor nominal Cz$ 28.000,00
sofreu um desconto bancario, & taxa de 8,5% ao més,
60 dias antes do seu vencimento, tendo sido cobra-
da uma comissdo de 1% sobre o valor nominal. Deter

mine o desconto bancario.

Resposta
Cz$ 5.040,00.

Problema 39

Marcos tem um titulo que expressa um em-
préstimo que fez a Carlos, de Cz$ 100.000,00 com
juros simples de 6% ao més, datado de 5/7/88. O ven
cimento & em 5/12/88. Marcos pretende descontar o
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titulo num Banco que cobra 1,5% do valor nominal

como comissdo e cuja taxa de desconto & de 8% ao
més. Marcos quer receber o liquido de Cz$
120.000,00. Quantos dias antes do vencimento deve
descontar o titulo?

Resposta

Aproximadamente 22 dias.

Problema 40

Agnaldo tem um titulo  de valor nominal
Cz$ 40.000,00, vencivel daqui a 70 dias. Recebeu
por ele duas ofertas:

l2) vendé-lo por Cz$ 30.000,00, proposta de umami
go;

22) desconta-lo em um Banco cuja taxa de desconto
€ de 9% ao més e que cobra comissdo de 1% so-

bre o valor nominal.

Qual oferta deve aceitar? Por qué?

Resposta
O desconto no Banco, pois oferece maior

valor liquido.

Problema 41

Um titulo de valor nominal Cz$ 120.000,00
foi descontado 100 dias antes do vencimento. O va
lor liquido recebido foi de Cz$ 69.600,00 e a co-
missdo cobrada pelo Banco foi de 2% sobre o valor
nominal. Determine a taxa mensal de desconto uti-

lizada.

Resposta
12%‘
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Problema 42

Um titulo de valor nominal Cz$ 57.000,00
foi descontado num Banco 3 meses antes do venci -
mento e o valor 1liquido recebido foi de Cz$
43.320,00. Se a taxa de desconto usada foi de 7%
ao més, qual a taxa cobrada para despesas?

Resposta

3% do valor nominal.

Problema 43

Em 3/1/88, Luis pediu emprestada uma cer
ta quantia a Jodo e combinou pagar essa divida,
com juros, em 3/8/88. Nessa data, Luis deveria pa
gar a Jodo o montante de Cz$ 60.000,00. Ao chegar
o dia 3/6/88, Luis quis saldar a divida. Logica -
mente, ao antecipar o pagamento, deve-se abater o
juro relativo ao prazo de 3/6/88 a 3/8/88. Nessa
época, a taxa vigente era de 10% ao n:és. Quanto

Luis deve ter pago a Joao nessa data?

Resolugao

Luis pagou a Jodo uma quantia A de modo
gue se Joao aplicasse a juros essa quantia A, du-
rante dois meses (de 3/6 a 3/8), a taxa de 10% ao
més, receberia o montante de Cz$ 60.000,00. Dessa
forma, nem Luis nem Jodo sairam prejudicados.

Essa quantia A pode ser determinada atra
vés de uma capitalizacdo a juros simples ou a ju-
ros compostos.

Se a capitalizacdo for a juros simples,

temos que

cz$ 60.000,00=(L+2x0,10) .. A = Cz$ 50.000,00

montante L_ i
inicial
n¢ de periodos

capital
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Se a capitalizacdo for a juros compostos

temos que:

Cz$ 60.000,00 = A (1 + 0,10)2 ~ n2deperiodos

4 4 +
montante capital taxa
inicial

. A = Cz$ 49.586,78

Ja sabemos que a quantia de Cz$ 60.000,00
é chamada valor nominal. A quantia A & chamada va

lor atual. Entao,

VALOR ATUAL de um compromisso & o seu valor numa
data anterior a do seu vencimento, data essa cha-
mada "data atual". Para cada "data atual" ha umva
lor atual correspondente. O valor atual & o capi-
tal que, aplicado durante o tempo que falta para
o vencimento, a taxa vigente no mercado, fornece
comc montante o valor nominal.
Chamando de

A: valor atual do compromisso, numa determinada
"data atual"

N: valor nominal do compromisso
i: taxa vigente, na forma unitaria
t: nimero de periodos entre a data atual e a data
de vencimento,
temos: R . (. se a capitalizacao for
1 + it !
a juros simples e
2 Tfuﬂﬁj?? , se a capitalizacdo for
o+ "
a juros compostos.

Veja o esquema seguinte

A t N
A
1 1
data data do
atual vencimento

=i 32, o=



Comentario ao professor

O conceito de valor atual estd sendo for
necido, agora, pois sera usado no item seguinte,
que é sobre o desconto racional. Na verdade, esse
conceito poderia ter sido dado nos primeiros capi
tulos, logo em seguida aos conceitos de montante
a juros simples e compostos. O valor atual é de
grande importdncia na analise de investimentos e
na equivaléncia de capitais e sera usado nos capi

tulos seguintes.

DESCONTO SIMPLES RACIONAL

Voltando ao problema 43, vemos que a quan
tia abatida, no caso da capitalizacdo a juro sim-
ples, foi de Cz$ 60.000,00 - Cz$ 50.000,00 = Cz$
10.000,00.

Essa quantia recebe o nome de desconto
simles racional e corresponde ao juro simples so-

bre os Cz$ 50.000,00 a taxa de 10% ao més, duran-

te 2 meses, ou seja:
cz$ 50.000,00 x 0,10 x 2 = Cz$ 10.000,00. Entao,

DESCONTO SIMPLES RACIONAL & o juro simples no va-
lor atual, durante o tempo que falta para o venci
mento, a taxa vigente.

Chamando de

DR: desconto simples racional

N : valor nominal

A : valor atual, numa determinada "data atual"

i taxa vigente, na forma unitaria

t niimero de periodos entre a "data atual” e a
"data do vencimento",

temos entao que Dp = Ait

Temos também que Dp = N - A
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Observe que o valor atual é o valor 11 -
quido recebido, pois o valor liquido recebido é a
diferenca entre N e Dp e vimos acima que N-D,=A

Se a "data atual" for a data do vencimen
to, o valor atual coincide com o valor nominal.

Levando em conta as duas fdrmulas para o

calculo de D, temos que

N - A= Ait . N = A + Ait S N=A. (1 + it) ..

© que comprova que o valor liquido recebido é ova
lor atual e &€ o capital que, aplicado a taxa i du
rante t periodos, fornece o montante N.

Veja que pelas formulas acima, necessita
mos do valor de A para podermos calcular Dp- E en
tdo conveniente deduzirmos outra férmula para o

calculo de D_.

R
= N : . - Nit
DR = Alt = Tt i o Il DR Sl R

Problema 44

Um titulo de valor nominal Cz$ 12.000,00
foi descontado 40 dias antes do vencimento, a ta-
xa de 7% ao més. Determine o desconto simples ra-

cional e o valor liquido recebido.

Resposta
Cz$ 1.024,39 e Cz$ 10.975,61.

Problema 45

Um titulo de valor nominal de Cz$
40.000,00 foi descontado 3 meses antes do venci -
mento, fornecendo um valor 1liquido de Cz$
28.000,00. Determine a taxa mensal de desconto sim

ples racional adotada.
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Resposta
14,29%.

Problema 46

Um titulo foi descontado 50 dias antes do
vencimento & taxa de 10% ao més, fornecendo um des
conto simples racional de Cz$ 5.000,00. Determine

o valor nominal do titulo.

Resposta
Cz$ 35.000,00.

Problema 47

Um titulo de valor nominal Cz$ 58.000,00
foi descontado a taxa de 8% ao més, dando um valor
liguido de Cz$ 55.000,00. Determine gquanto tempo
faltava para o vencimento.

Resposta

Aproximadamente 20 dias.

DESCONTO COMPOSTO RACIONAL

Voltando ao problema 43, vemos que a quan
tia abatida, no caso da capitalizacdo a juros com-

postos, foi de
Ccz$ 60.000,00 - Cz$ 49.586,78 = Cz$ 10.413,22.

Essa quantia recebe o nome de desconto composto ra
cional e corresponde ao juro composto sobre Cz$
50.000,00 a taxa de 10% ao més, durante 2 meses. En
tao,

DESCONTO COMPOSTO RACIONAL & o juro composto do va
lor atual, durante o tempo que falta para o venci-
mento, a taxa vigente.

Chamando de




Valornes Financeiros
Equivalentes

desconto composto
: valor nominal

D
N
A : valor atual, numa determinada "data atual"
i taxa vigente, na forma unitaria

t

numero de periodos entre a "data atual" e

a data do vencimento,

temos, entdo, que Dcp =N - A
= N 1
e também que D _ =N - ———— = N. (1 - ————
2 (L + i)t (L+1i)t
1
D =N. (1 - ———)
EP (1 + i)t

Problema 48

Um titulo nominal Cz$ 37.000,00 sofreu um
desconto composto, a taxa de 9% ao més, 60 dias an
tes do seu vencimento. Determine o desconto rece-
bido.

Resposta
Cz$ 5.857,84.

Problema 49

Um titulo de valor nominal Cz$ 45.000,00
sofreu um desconto composto a taxa de 10% ao mes,
30 dias antes do seu vencimento. Determine o va-
lor recebido.

Resposta
Cz$ 40.909,00.

Problema 50

O Sr. Ruy depositou em uma caderneta de
poupanca, em 17 de setembro, a quantia de Cz$
150,00. No dia 10 de outubro do mesmo ano, o Sr.
Ruy recebeu um comunicado da instituicao financei
ra avisando que, caso nao haja saque até o dia 17
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de outubro proximo, serdo creditados na sua conta
24% do utlimo saldo, a titulo de correcao do di -
nheiro aplicado, "mais" 0,5% de juros. Qual sera

o saldo do Sr. Ruy em 17 de outubro?

Resolucao

24% de correcdo "mais" 0,5% de juro nao
significa 24% + 0,5% e sim, uma taxa ((1,24 X
x 1,005 - 1) x 100)%. Logo:

saldo em 17 _ _
de outubro 150,00 x 1,2462 = Cz$ 186,93.

Num esquema grafico:

17/9 17/10
1 1

cz$ 150,00 Ccz$ 186,93

Embora os valores em 17/9 e em 17/10 se-
jam diferentes, podemos dizer que tais valores sao
"equivalentes" em relacio a taxa de juro mais coxr
recdo do dinheiro (24,62% ao mes) .

De um modo geral, se o custo do dinheiro
& determinado por uma taxa i, entdo os valores C
(numa data D) e C. (1 + i) (um periodo apds D) sao

valores financeiros equivalentes em relacao a ta-

%a i. Da mesma forma, os valores C (em D) e —

(um periodo anterior a D) s3o também "equivalen -

tes" em relacdo a taxa i.
Num esquema grafico podemos "ver" as equi

valéncias:
data D
1 1 periodo 0 1 periodo 1
1 A4 1
C
1+ 1 C c. (1 + 1)

Eis uma segliéncia de valores equivalen -

tes a Cz$ 1.000,00, em relagao 3 taxa de 1% ao més.

esell - _2 _1 0 1 2 T NN ese
1000 1000 1000 1000 1000x1,01 1000x1,01% ... 1000x1,01"
1,01 1,012 1,01
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Problema 51

Uma divida foi contraida numa data D e fi
cou acertado que ela seria paga em 3 parcelas: a
primeira, 1 més depois da data D, de Cz$ 1.000,00;
a segunda de Cz$ 2.000,00, 2 meses apds a data D;
a terceira, 3 meses apds D, de Cz$ 3.000,00. Ficou
acertado também, que a taxa de juros compostos da
transacdo era de 12% ao més. Qual era o valor dadi

vida?

Comentario

Do ponto de vista da Matematica Financei-
ra, a pergunta formulada no problema 51 ndo tem sen
tido. O valor financeiro do dinheiro € uma funcao
do tempo. Portanto, ao se perguntar "Qual era o va
lor da divida?" deveriamos acrescentar a pergunta
"... na data X?"

A "data X" €& qualquer data conveniente da
transacao.

Poderemos apresentar varias "resolugdoes"

do problema 51.

ResolugoOes

l2) Inicialmente, veja a seguinte ilustracao:

data D
0

1

1 2 3
1 1 1

divida = ? 1000 2000 3000

Poderiamos ficar tentados a afirmar que a
divida & de Cz$ 6.000,00. O valor Cz$ 6.000,00
pode ser tomado como uma referéncia da divida,
mas do ponto de vista financeiro nao podemos
considera-lo como sendo a divida. Para calcu -
larmos o valor da divida, deveremos estabele -
cer uma data-base como referéncia. A ilustra -
cdo grafica sugere a data no instante 0 como
sendo a data-base. Segundo o problema 50, va-
mos determinar os valores equivalentes a Cz$
1.000,00, a Cz$ 2.000,00 e a Cz$ 3.000,00, se-
gundo a taxa de 12% ao més. Assim,
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[
o
o
o

valor equivalente a Cz$ 1.000,00 em D = =

1,12
= Cz$ 892,85;
valor equivalente a Cz$ 2.000,00 em D = 2000 _
1,122
= Cz$ 1.594,38;
; _ 3000 _
valor equivalente a Cz$ 3.000,00 em D = y =
1,12
= Cz$ 2.135,34
Portanto:
divida em D = -10800 . 2000 , 3000 _ o,¢ 4,.622,57
H I B 1,122 1,123
22) Veja a ilustracao:
data D N
0 1 2 3
1 1 1 1
1000 2000 3000
divida = ?

A ilustracdo sugere que calculemos o va-
lor da divida no instante 3 (3 meses apds D). Re-
petindo os procedimentos da 12 resolucdo, vamos de
terminar os valores equivalentes as quantias Cz#$
1.000,00, Cz$ 2.000,00 e Cz$ 3.000,00, com rela -

cdo a taxa de 2% ao més. Portanto:

valor equivalente a Cz$ 1.000,00 em 3 = 1.000 x
x 1,122 = cz$ 1.254,40;
valor equivalente a Cz$ 2.000,00 em 3 = 2.000 x
x 1,121 = cz$ 2.240,00;
valor equivalente a Cz$ 3.000,00 em 3 = 3.000 x

x 1,12% = cz$ 3.000,00.

Logo:

afvias 3 ‘weses apss D = 1.000 x 1,122 + 2.000 %
x 1,12 + 3.000 = Cz$ 6.494,40

Observacoes

l2a) Podemos notar que os valores encon -
trados para a divida nos instantes 0 e 3 sdo equi
valentes segundo a taxa de 12% ao més. De fato:
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Equacoes de Equiva-
fencia. Anwidades

cz$ 5.729,70 x 1,023 = Cz$ 6.080,40.

23) Foram usadas duas datas para respon-
dermos a questdo proposta. Poderiamos ter usado
qualquer outra data, como, por exemplo, os instag

tes 1 ou 2, para o calculo da divida.

32) O conceito de valores financeiros
equivalentes podera trazer dificuldades, tanto no
ensino quanto na aprendizagem; os professores po-
deriam argumentar que tal conceito é inviavel de
ser ministradono 29 grau, porém tal conceito pode
ra ser fundamental para um entendimento melhor,
por exemplo, do que ocorre com financiamentos e
aberturas de crediarios.

Problema 52

A Sr. Célia comprou uma "lavadora de lou
cas" por Cz$ 120,00 numa certa data D. O vendedor
propds um financiamento daquela quantia para que
a divida pudesse ser paga em duas parcelas iguais:
a primeira, 1 més apds D e, a segunda, 2 meses
apds D. A taxa de juros compostos combinada foi de
15% ao més. Qual foi o valor de cada parcela paga
pela Sra. Célia?

Resolucgoes
Apresentaremos 4 resolucgdes:
l2) veja a representacao grafica seguinte:
0 1 2

120,00 P P

O valor de cada prestacao = 120,00 : 2 =
= Cz$ 60,00;

228) como existia uma taxa de jurc de 15% ao més,
2 meses apds a data D, o valor da divida era
igual a 120,00 x 1,15 = Cz$ 158,70.

O valor de cada prestacdao = 158,70 : 2 =
Cz$ 79,35;
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32) assim como na 22 resolucao, levando em conta
que existia uma taxa de juro de 15% ao mes,
vamos determinar os valores equivalentes a ca
da uma das prestacoOes, tomando como data-base
o momento da formacdao da divida (data D, ou

instante 0).

valor equivalente a _ P

l2 parcela P, em D 1,15

valor equivalente a _ P

228 parcela P, em D 1 152
r

‘Assim como as prestacoes que foram pagas
1 més e 2 meses apds D saldaram a divida, os valo
res equivalentes as mesmas prestacdes na Data D
saldariam a divida na data D. Isto é:

P P _
s * — = 120,00 (1)

1715

Resolvendo (1), obtemos: P = Cz$ 73,81.

Observagao

A equacao (1) é denominada equacao de
equivaléncia do financiamento, com relagao a data
D.

4a) Vamos imitar a 32 resolugdo, porém trabalhan-
do com os valores equivalentes aos valores da

dos, na data 2 meses apds D.

valor equivalente a _ 1.15 s
l2 parcela P, em 2 ' >
valor equivalente a _ Py

2a parcela P, em 2 !

valor equivalente a

2
120,00 x 1,15

]

divida em 2

Da mesma forma que na 32 resolucdo, osva
lores equivalentes as prestacdes no instante 2 sal
dariam o valor equivalente a divida no mesmo ins-

tante. Obtemos a equacdo de equivaléncia:

2
1,15 . P + P = 120,00 x 1,15 (2)
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Resolvendo (2), obtemos: P = Cz$ 73,81.

Comentarios sobre as resolucdes apresen-

tadas.

12) A 12 resolugao é a melhor do ponto de
vista do comprador, porém, tal resolucido foge aos
métodos propostos e aceitos na Matematica Finan -
ceira. Isto nao significa que a transacdo comer -
cial descrita no problema 52 n3o possa ser efeti-
vada entre as duas partes. Por exemplo, se houver
um certo tipo de vinculo (entendimento) entre o
vendedor e o comprador, tendo em vista que o pre-
co Cz$ 120,00 devia conter uma margem de lucro, se
ria possivel que o vendedor se dispusesse a ven -

der o "lava-loucgas" em duas vezes, sem acréscimo.

20) A 22 resolugdo apresenta a pior op-
cao para o comprador, pois leva em conta a "valo-
rizagao" da divida, em relacdao a taxa de 15% ao
més e n3o tem o mesmo procedimento na(s) presta -

cao (oes) .

32) Na 32 e 42 resolugOes, todos os valo
res envolvidos na transacao foram "transportados"
para uma mesma data, segundo os valores equivalen
tes correspondentes, em relacdao a mesma taxa. Em
cada uma delas levou-se em conta o seguinte racio
cinio: em qualquer data, a soma dos valores equi-
valentes as parcelas do financiamento salda o va-
lor equivalente a divida.

Obtivemos duas equagoes de equivaléncia:

P B e 955, 61 (1)
1,15 1,15

1,15.P + P = 120,00 x 1,15 (2)

O fato de ambas terem dado o mesmo valor
para P ndo é coincidéncia, pois é possivel obter,
por exemplo, a equacdo (2) da equacdo (1), multi-
plicando-se ambos os membros de (1) por 1,152.
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A equacdo de equivaléncia da transacao
no instante 1 é:

+ =
P 1,15 120,00 x 1,15 (3)

e possui a mesma solucao que (1) e (2).

42) Como um vendedor, ou um funcionario
de uma financiadora, calcula o valor da prestacao
P: & quase certo que cada um de nds ja teve algum
tipo de experiéncia com creditario em alguma loja
e, €& quase certo também, que cada um de nbés ja de
ve ter percebido que o vendedor, ou funcionario da
financiadora, nao calcula o valor de cada presta-
c3o da maneira como apresentamos nas resolugdes 3
e 4 do problema 52.

Na realidade, o que o vendedor ou funcio
nario da financiadora faz € multiplicar o valor a
ser financiado (no nosso caso Cz$ 120,00) por um
coeficiente conveniente (no nosso caso 0,615116279),
consultado em uma tabela.

O que iremos fazer em seguida é mostrar
como uma tabela desse tipo & construida, deixando
bem claro que tais comentarios serao feitos exclu
sivamente para o professor. O conteido matematico
para a compreensdao do que sera feito se resume ao
conhecimento a respeito de Progressdes Geométri -
cas.

A situacido geral pode ser assim resumi -
da:
la) valor a ser financiado: A
2a2) taxa de juro (composto) por periodo: i
32) namero de parcelas: n
43) valor de cada parcela do financiamento: P
53) a la parcela serda paga 1 periodo apds a data

da formacdo da divida.

Veja a ilustracao seguinte.




Raciocinando da mesma maneira que na 42

resolucao do problema 52, vamos transportar todos
os valores envolvidos no problema para o instante
n, por meio dos valores equivalentes corresponden
tes, sequndo a taxa i. Teremos, entido:

19) valor equivalente a _ .,n=-1
12 parcela P, emn P * (1 + 1)

22) valor equivalente a 5 il
22 parcela P, emn =P . (1 + i)

32) valor equivalente a _ ian =3
32 parcela P, em n P. 1+ 1)

n-1 : valor equivalente a (n-1) . parcela P, em
n=p. (1+1i?
n : valor equivalente a enésima parcela P, em
n=p. (1+1)%=0p
n+ 1l : valor equivalente a quantia A, em
n=2a. (1L+i"

Desejamos que:

. L, 2 .y =1
P+P. (l+i)+P. (1+1i) +...+P. (L+1i) )

=A . (L+ 1" (1)

Vamos resolver a equacdo (1) tentando mos
trar todos os passos:

P.(1+ (L+i)+(1L+i) ... + @1+~ 1 =
=A. (1 +iP (2)

Anotando conveniente a grandeza 1 + i por
X, a equacdo (2) se transforma em:

n-1 n

P.(l+x+xz+xa+...+x ) =A . X (3)

Supondo que nao ha qualquer pré-requisi-
to para o que estamos fazendo, vamos "calcular" a
expressao entre parénteses da seguinte maneira:
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seja:

§=14x+x +% Feeukxh L (4)
X.S = X+ % K Heeut Lo X (5)
XK S =1l4x+% +% +eeut xB " Lax® -1 (6)

x.5=8+x" -1 (7)
x.85-8=x"-1 (8)
S.(x=-1) =x" -1 (9)

Se a taxa i & um nimero positivo, entao

x - 15> 0 e, portanto:

n-1
R — (10)
x-1
Nessas condigdes (3) se transforma em:
n-1
p X - a.x" (11)
x-1

Portanto, o valor procurado de P & dado

por:
n
- -l
p=a-% (xl ) (12)
xn -
Voltando com o valor de x em (l12), tere-
mos:
PR o ¢ .
p (1 + l)n . i (14)
(L + 1) -1
. Il .
S3ao os valores de Qb 3]sl , para

_ (L + i)t -1
diversos valores de n e i, &€ que se encontram ta-

belados e sdo consultados em lojas e financiado -

ras. O quadro seguinte mostra uma parte de uma des

sas tabelas.




17 2% 37 sssee 157 oo
1,01 1,02 1,03 eeeaes|l,15 cen
0,50751244|0,51504951 0,52261084|e0sees|0,61511628 (0
0,34002211|0,34615467 0,35353036|ceees|0,43797696 (00
0,25628109(0,26262375 0,26902705|+«««+|0,35026535|.

.
1 1 T 1 L 1
" T 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

a_—— W N

10 |0,10558208{0,11132653 0,11723051 |0+« |0,19925206.

-
1 1 1 1 1 1
T 1 1 T 1 1
1 T 1 1 L L]

- -

Problema 53

calcule o valor de cada prestacao se a
Sra. Célia financiasse O "lava-loucas" em 10 paga

mentos mensais e iguais.

Resolucgdo

P = 120,00 x 0,19925206 = cz$ 23,91
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/.7 _Geometria

I - FORMAS GEOMETRICAS

IT - RELACOES GEOMETRICAS

ITT - SISTEMATIZACAO DA
GEOMETRIA

. Cubos e paralelLepipedos

Prismas e piramides
Cilindnos e cones

. Esfenas

Poliedros negulares

. Volumes

SemeLhanca

. Insericao e circunsericdo

. Linguagem geometrica
. Nocoes de formatizacao




CONTEUDO/OBJETIVOS

OBSERVACOES/SUGESTOES

1. FORMAS GEOMETRICAS
Reconhecimento, no
menclatuna, cond -
thucdo, nrepresenta
cdo, nelacoes me -
ieas simples.

A. Cubos e Parale-
Lepipedos.
Caracternizacao,
nomenclatura,
Construcao, UL
Lizacao da Rela
cao de Pitago -
nas, Revisao do
Cateulo de Areas

1) Na caracterizacdo das FORMAS GEOMETRI
CAS, nao se pretende partir de definicoes, mas sim
de objetos concretos, encontrados no dia-a-dia. Po
de ser dificil, inicialmente, definir uma pirami-
de, embora, se possa reconhecer uma com facilida-
de. Uma definicdo caracterizadora representa um
ponto de chegada, apds um processo de depuracao,
e nao um ponto de partida. A preocupacgao basica
nos contatos iniciais deve ser o reconhecimento
das formas mais freqlientes, a familiarizacao com
uma nomenclatura sumaria (faces, vértices, ares -
tas, diagonais), a aprendizagem da representagéo
(fazer figuras), da construcdo e de relacgoes sim-
ples envolvendo Os elementos componentes.

Na seqliéncia, apresentaremossugestﬁesde
atividades que permitem, aos alunos, contatos com
uma série de objetivos defendidos por esta Propos
ta, os guais acreditamos serem adequados para o en
sino de Geometria no 29 grau.

Exemplo: com o objetivo de trabalhar de-
talhadamente o paralelepipedo retingulo, pedir aos
alunos trazerem para a sala de aula caixas usadas
em embalagens e que acondicionam produtos no co -
mércio. E conveniente que o professor leve varias
embalagens das mais variadas formas ou s6lidos pré
-moldados para este fim (prismas, cones, bancos de
piramides, piramides, cubos, etc.). Inicialmente,
os alunos poderdo classificar todos esses solidos
geométricos, explicitando os critérios utilizados
na composicao das classes.

Para continuar a atividade, precisaremos
da classe dos prismas retos de base retangular (pa
ralelepipedos retdngulos ou blocos retangulares) .
0 professor devera encaminhar as discussdes no sen
tido de evidenciar a classe de soélidos necessari-
os para esta atividade. Devera, também, fazer co-

mentirios mais gerais sobre as demais classes de

- 337 -



s6lidos trazidos para a sala de aula, evidencian-
do seus aspectos geométricos e deixando para ou -
tro momento o estudo detalhado, por exemplo, das
pirdmides, dos cones, etc.

Manuseando as varias caixas na forma de
bloco retangular, os alunos poderdo discutir, em
pequenos grupos, questlOes propostas pelo profes -
sor, que lhes permitam identificar elementos do pa

ralelepipedo retadngulo como: arestas, faces, vér-
tices, angulos, diedros, poligonos; algumas pro -
priedades métricas como: comprimento de arestas,
diagonais, &reas, volume e propriedades geométri-
cas como: paralelismos, perpendicularismos, orto-
gonalidade, congruéncias e semelhancas. Nesta fa-
se, o professor podera estar completando a identi
ficacdo, com os alunos, das propriedades anterior
mente citadas, apds os grupos terem se pronuncia-
do sobre elas.

Num dialogo informal para a identifica -
¢ao das caracteristicas do paralelepipedo, pode -
rdo surgir nomes como "lado da caixa" ou '"parede
da caixa" ou simplesmente "lado" para designar uma
face do prisma. Da mesma forma, poderao surgir no
mes como "canto" ou "bico" para designar vértices
do prisma. A partir desse didlogo, o professor te
ra oportunidade de informar aos alunos os termos
corretos utilizados na geometria.

ApSs o trabalho informal de identifica -
cdo dos elementos do paralelepipedo, o professor
poderé propor um roteiro de atividades para os alu
nos. Na sugestao de roteiro, que apresentamos a se
guir, procuramos fazer questdes gue ndo sejam mui
to genéricas, o que dificultaria as acgdes dos alu
nos, nem muito dirigidas, o que empobreceria a
criatividade e intuic3o deles.

Nessa interacdo entre o professor e o alu
no, por meio de atividades, é conveniente que: as
respostas dos alunos sejam regsitradas na lousa,

OS grupos apresentem cartazes, ou relatdrios para

- 338 -




servirem de documentos dteis, num painel, com a
classe toda, coordenado pelo professor.
Sugestdes de roteiro:

1) Quantas e quais sdo as faces do paralelepipedo
retangulo?

2) Quantas arestas possuem esta caixa?

3) Quantos vértices possuem esta caixa?

4) Contar o numero de arestas € O numero de faces
que compdem cada vértice.

5) Tentar determinar relacoes entre O numero de
vértices, faces e arestas do paralelepipedo re
tangulo.

6) Que nomes vocés dariam aos segmentos que ligam
dois vértices quaisquer desse prisma?

7) Identificar um tridngulo formado por diagonais
de faces desse paralelepipedo.

8) Identificar nesse prisma um triangulo formado
pela sua diagonal, uma diagonal de face e uma
de suas arestas. Esse triangulo é de que tipo?

9) Identifique neste prisma duas arestas parale -
las, duas arestas perpendiculares, duas ares -
tas reversas e duas arestas ortogonais.

10) Desenhe uma planificagéo deste paralelepipedo.

se necessario, desmonte a caixa para esse eXxer

cicio. E possivel fazermos planificacgoes dis -

tintas? Quais?

No final, o professor podera coordenar
um painel, para que OS varios grupos comparem suas
respostas e "as arestas sejam aparadas".

Em seguida, retome as outras embalagens
em forma de cone, cilindro, prismas de bases nao
retangulares, piramides, troncos de piramides,
etc., e proponha a identificacdo, a principio in-
formalmente, de algumas caracteristicas métricas
e geométricas desses s6lidos geométricos. Um tra-
palho especifico com cada um desses so6lidos pode-
ra ser desenvolvido ao longo do 20 grau, sempre

utilizando um roteiro de atividade que facilite O
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trabalho do aluno na busca da compreensdo das ca-
racteristicas desses sdlidos. Pega aos alunos que
identifiquem vértices, arestas e faces no cilin -
dro, no cone, tronco de cone e esfera. Poderiam
ser identificados, ainda, elementos como altura da
pirdmide, de cone, de raios, etc. Neste momento,
estamos mais preocupados com as propriedades geo-
métricas desses sélidos. O destaque para as pro -
priedades métricas, bem como as suas algebrizacdes
ficardo para um momento posterior.

2) E muito importante construir sélidos
geométricos. Inicialmente, a construcao pode ser
feita a partir de especificacdes simples: cons-
truir um cubo qualquer ou entio construir um cubo
de aresta 5 cm. Verificar que quantidade de cubos
de aresta 5 cm cabe dentro de um cubo de aresta
10 cm. Aos poucos, a medida que os conhecimentos
sobre relagdes métricas viao avancando, a constru-
¢do pode ter uma complexidade maior: construir um,
cubo de area 720 cmz,(nzde volume 2 £, ou de dia -
gonal 10 cm.

Caso o professor proponha a construcgao
de sOlidos geométricos, & conveniente trabalhar a
construcdo, com régua e compasso, dos principais
poligonos. A sequir, daremos algumas sugestdes de
poligonos ateis na composicio dos sélidos geomé -
tricos, que deverdo ser construidos com régua e

compasso:

a) triadngulo eqliildtero; quadrado; retangulo que
nao seja quadrado; hexagono regular; pentagono
regular. O professor podera preestabelecer as
medidas desses poligonos.

b) o quadrado de area 100 cm ; © quadrado de peri
metro 30 cm; um retangulo de area 120 cmz; um
paralelogramo nao-retangulo de lados 8 cm e 15
cm; um paralelogramo ndao-retangulo de base 10
cm e altura 6 cm; um paralelogramo nao-retangg
lo de base 10 cm, altura 6 cm e um dos angulos
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medindo 60°; um quadrado cuja diagonal mede 20
cm; um retdngulo nado-quadrado cujas diagonais
medem 20 cm; um retdngulo cuja diagonal mede 15
cm e um dos seus lados 12 cm; um paralelogramo
cujas diagonais medem 10 cm e 14 cm; um parale
logramo cujas diagonais medem 10 cm e 14 cm e
um dos seus angulos mede 60°; um paralelogramo
de diagonais 10 cm e 14 cm, e um angulo entre
elas medindo 120°; um losango cujos lados me -
dem 8 cm; um losango de lados 8 cm e um desses
angulos medindo 45°; um losango de érea,120<nnﬂ
um losango de diagonais 20 cm e 12 cm; um hexa
gono regular de lados 5 cm; um octdogono regu -
lar.

c) utilize as figuras construidas para determinar,
por meio de instrumentos ou através de calcu -
los, as alturas, os angulos, as diagonais e as
ireas delas. O que dizer de alturas de losan -
go, retangulo, quadrado e hexagono?

Assim, o aluno pode trabalhar com pro -
priedades geométricas e métricas de figuras pla -
nas que compdem os solidos geométricos. Em segui-
da, poderemos retomar o estudo desses solidos.

A partir das medidas das trés dimensoes
de um paralelepipedo retingulo podemos calcular o
seu volume (medida da sua capacidade) e sua area
total (medida da quantidade de materiai necessa -
rio para a sua construcdo). O conceito de volume
podera ser caracterizado como uma pilha de retan-
gulos idénticos de irea conhecida . Assim, o va-
lor deste volume sera a area desse retangulo mul-
tiplicada pela altura do paralelepipedo.

I Volume = area retangulo x altura

Area do retangulo = a . b

Altura = ¢

Volume = a . b . ¢




Ja a area total do paralelepipedo é o so
matorio das areas das suas faces que sio retangu-
los, ou seja: Area = 2(ab + bc + ac).

Depois de medir ou calcular a area total
e o volume de varias "caixas paralelepipedas"”, po
demos propor também a utilizacdo dessas mesmas re
lacdes no sentido inverso. A proposta consta em en
contrar paralelepipedos de volume conhecido, por
exemplo 400 cma. Da mesma forma, poderemos procu-
rar paralelepipedos de area total conhecida, por
exemplo 600 cm”. Nestas solugOes poderemos ainda
preestabelecer algumas das medidas desse prisma re
to-retdngulo ou ndo. Assim poderemos ter solucio
Gnica para este problema ou nio.

O professor podera fazer uma tabela na

lousa. Aqui vai um exemplo (medidas em centime-

tros).
a b c Area Volume
10 8 5 400
20 4 5 400
2 20 10 400
10 10 4 400
10 15 6 600
10 8 90/11 600
8 12 10,2 600
6 14 10,8 600
10 10 10 600

Com esses calculos, o professor podera
concluir com os alunos, que prismas de mesmo volu
me tem areas totais diferentes e vice-versa.

Esses problemas estdo relacionados com a
necessidade de economizarmos material. Por exem -
plo, propor a construcdao de uma caixa em forma de
paralelepipedo, de volume dado e com o minimo de

material possivel, e reciprocamente, fixado o ma-

terial a ser utilizado, obter uma caixa com a for

- 342 -




ma de bloco retangular, de volume maximo.

Esses problemas terdo varias solucoes,
do ponto de vista pratico. Do ponto de vista ted-
rico, teremos muita dificuldade em otimizar as sQ
lucdes desses problemas com as ferramentas matema
ticas até entdo disponiveis aos alunos do 29 grau.
As solucdOes maximizadas ou minimizadas, nestes ca
sos, dependem do conhecimento de derivadas de pri
meira e de segunda ordem. Assim, a solucgao otima
devera estar apoiada na observacdo intuitiva e na
comparacao das varias solucdes encontradas pelos
proprios alunos.

Como estratégia, os resultados obtidos po
derdo ser colocados numa tabela, onde aparecem as
dimensdes do bloco retangular, o volume e a area
do material a ser empregado na sua construcao, co

mo a seguinte:

Largura|Comprimento| Altura Area Volume
X b z A A"

Num trabalho mais genérico com as trésdi
mensdes e o equacionamento do calculo de areas e
volumes dos prismas, poderemos explicitar para os
alunos as funcdes de varias variaveis que medem
drea A = 2(xy + yx + xz) e o volume V = Xyz, do
paralelepipedo retdngulo de dimensdes X, Y € Z.

Por exemplo: construir um paralelepipedo
retangulo de 30 cm3 de volume, com o minimo possi
vel de cartolina.

Suponha que os alunos tenham experimenta

do algumas medidas para altura, comprimento e lar

- 343 -



gura do prisma, de tal forma que o produto delas
seje 30 (ou "muito proximo" de 30), formando a ta
bela seguinte:

Comprimento|Largura Altura v (cma) A (cma)
2 3 5 30 62
1 1 30 30 122
1 2 15 30 94
2 2 TuB 30 68
3,5 5 = 1,7142 30 64,13
2,5 2,5 4,8 30 60,50
V30231072 | 3,1072 3,1072 30 57,93
3 3 3,33... 30 58

Da observacao desses dados, pode-se con -
cluir que precisamos de um pouco menos de 60:mnzde
cartolina.

Em cada turma de alunos, poderdo ocorrer ta
belas diferentes. Assim, a classe assumird como so
lucao o6tima a menor area encontrada, mesmo que aci
dentalmente ou pesquisara novas solucgdes a partir
dos dados da sua tabela, ou ainda, o professor po-
dera encaminhar os alunos para a melhor solucdo (o
cubo de aresta Y30 cm).

Esse encaminhamento para obter a "melhor
solucdo" poderd ser feito da mesma forma que apre-
sentamos nos itens "Poténcias e Expoentes" e "Mate
matica Financeira", nesta Proposta Curricular.

Vamos supor, entdo, que a forma ciilbica ndo
tenha surgido nas investigacdes dos alunos.

Um didlogo especulativo, do tipo seguin -
te, podera ser proposto.

Professor: "Percebo que todos os blocos
que vocés investigaram tém dimensdes distintas. Se
ra que ha algum bloco retangular que satisfaca as
condicOes do problema e ainda por cima tenha todas
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as dimensoes iguais?"

Aluno: "Se existir, ele devera satisfa -
zer a seguinte condigdo: o produto das trés dimen
sdbes & igual a 30."

Professor: "Como fica a equacdo dessas
condicoes?"

Aluno: "Comprimento x largura x altura =
= 30, com comprimento = largura = altura."

Professor: "Muito bem! Agora nosso pro -
blema se transfere para outro campo do conhecimen
to em Matematica. Deveremos investigar a possibi
lidade de encontrarmos um namero que ira represen
tar a medida das trés dimensOes iguais do bloco
que procuramos, cujo produto, dele por ele mesmo,
trés vezes, da como resultado o numero 30.

Note que saimos do ambito da Geometria e
recaimos no ambito da Aritmética."

Aluno: "Como poderemos determinar esse na
mero?"

Professor: "Investiguemos! Para isso, po
deremos confeccionar uma tabela de nimeros que mul
tiplicados por si mesmos déem como resultados ni-
meros proximos de 30 e continua mos, sempre due
possivel, 'melhorando' nossas investigacdes. Va -
mos comecar com algum 'chute'."

Aluno: "Eu proponho 2."

Professor: "Muito bem, mas & pouco, pois
2 x2x 2 =8, que & menor que 30."

Aluno: "O numero 3!"

Professor: "“Também & pouco, pois 3 X 3 X
x 3 = 27, menos que 30."

Aluno: "O numero 4."

Professor: "4 x 4 x 4 = 64, maior que 30.
O nimero 4 é 'grande' e o nimero 3 & 'pequeno'.
A tabela seguinte procura obter o numero desejado.
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Os calculos que constam na tabela foram
obtidos por meio de uma calculadora.

Professor: "O que podemos concluir dessa
tabela que estamos construindo e ainda ndo termi
namos?"

Aluno: "222"

Professor: "Sera que existe um nimero que
vou representar pela letra X, tal que x . X .x =
= 30? Ou serd que existe nimero x tal que x =307

Aluno: "?2?22"

Professor: "Vocés acreditam que existe
uma caixa em forma de bloco retangular, com todas
as dimensdes iguais (cubo), que pode conter, poxr
exemplo, 30 cm3 de farinha de trigo?"

Aluno: "Nisso é até possivel acreditar.
0 que parece ser dificil de acreditar é na exis -
30"

Professor: "Entdo, acreditando na exis -

téncia de um numero x tal que x . X . X

téncia dessa caixa cibica, poderiamos acreditar na
existéncia daquele nimero, pois aquele numero, se
existir, deverd ser a medida das 3 dimensoes da
caixa. Vou pedir a vocés que acreditem no seguin-
te fato: existe um namero que multiplicado por si
mesmo, 3 vezes, reproduz o numero 30. Nao vou e
ninguém vai conseguir exibir para vocés esse nume
ro. O que podemos fazer é determinar um valor pa-
ra a dimensio da caixa cibica de tal forma que ao
calcularmos o seu volume, o valor que encontrar -
mos seja "muito préximo" de 30. Por exemplo, pode
riamos usar, para construir a caixa, a medida ;i
cm, o que nos daria volume da caixa igual a
29,791 cma. Como gostariamos que a caixa contives
se pelo menos 30 cma, poderiamos usar como dimen-
sio da caixa a medida 3,15 cm. Nessas condigdes,
o volume seria 31,26 cmz, aproximadamente, que é
uma solucio mais adequada do que 3,1 cm.

No processo histdorico do desenvolvimento
matematico, tais nimeros surgiram e pessoas senti
ram necessidade de usar um simbolo para represen-

ta-los. Tal simbolo & o seguinte: /30,
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Esse simbolo é lido: "raiz cidbica de 30".
Vocés precisam saber que o simbolo _v30 nio & o na
mero que estavamos procurando, mas apenas uma re -
presentacdo daquele nimero, em cuja existéncia pe-
dimos para vocés acreditarem. Se vocé&s entenderam
© que foi colocado, qual sera o resultado da se-
guinte operacao:

3/53 X 3»/30 X 3#30 n

Alunos: "30."

Professor: "Por qué?"

Aluno: "Porque o simbolo /30 esta repre -
sentando um numero que multiplicado por si mesmo,
3 vezes, da como resultado o numero 30."

Professor: "Certo! O que significa a fra-
se: /30 = 3,107232"

Alunos: "?22"

Professor: "O que encontramos na tabela,
quando calculamos 3,10723 x 3,10723 x 3,107232"

Aluno: "29,99992742"

Professor: "Logo ...?"

Professor: "Logo, 3/55 = 3,10723 signifi-
ca uma 'aproximacdo' para o nlimero representado pe
lo simbolo v30."

3) A medida que se constrdi um objeto,
aprende-se a distinguir nele os elementos fundamen
tais que caracterizam sua forma, ao mesmo tempo em
que podem ficar explicitadas relacdes entre seus
elementos, os quais contribuem para a aprendizagem
de sua representagao no plano, de seu desenho. 0
processo de aprendizagem de GEOMETRIA deve incluir
nao somente o reconhecimento das formas, como tam-
bém, idéias sobre como representa-las, a fimde que
se possa viabilizar a construcdo de acordo com um
projeto.

Sugerimos que sejam reproduzidos para os
alunos, na lousa ou em folhas mimeografadas, alguns

exemplos de representacdes planas de paralelepipe-
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dos, utilizando paralelismos ou perspectiva. As re
presentacdes em perspectiva, utilizando a "linha
do horizonte" e os "pontos de fuga" previamente

determinados, por aproximacdo (o ideal seria obté
-los utilizando um teodolito), dardo as represen-
tacdes dos prismas o "toque real" da fotografia

desses s0lidos, apesar de que as representacgoes,

por paralelismos, sdo excelentes recursos didati-
cos no estudo dos sdlidos geométricos. Esses exer
cicios de representacdo de sblidos sao fundamen -
tais no estudo da geometria, compondo a fase in -
termedidria entre o mundo real dos objetos e o es
tudo formal das propriedades geométricas e métri-

cas desses sdlidos.

Ponto de Fuga

L — 1
4 1 ‘
i ! i
1 1]
— [] bl
: |_— : A
] \
1 - -_— 4 : “
- — /
/—r
1 = Representasbey Planas de

por Poralelismos
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4) Lidar com cubos e paralelepipedos fa-
vorece aplicacdes significativas da relacdo de Pi
tagoras.

Retomando a manipulacao de um paralelepi
pedo retangulo (embalagens comerciais), os alunos

em grupo poderiam discutir as seguintes questdes:

1. Medir as dimensOes deste paralelepipedo.

2. Medir as 3 diagonais das faces deste prisma.

3. Calcular as mesmas diagonais anteriores, utili
zando as medidas do prisma e o teorema de Pitd
goras. Compare estes calculos com as medidas
das diagonais efetuadas no item anterior.

4. Medir e calcular a diagonal do paralelepipedo
(a medida pode ser feita utilizando-se um fio
de barbante, por exemplo, que atravesse o pris-
ma ou um paquimetro).

5. Construir, com régua, esquadro e compasso, um
tridngulo definido pela diagonal desse prisma,
uma diagongl de face e uma aresta. Essa cons -
trucdo deverad ter medidas proporcionais is me-
didas obtidas nas questdes anteriores.

6. Medir, com transferidor, e calcular os angulos
do triadngulo anterior, utilizando relacdes tri
gonométricas no tridngulo retadngulo.

7. Construir um triangulo semelhante ao tridngulo
definido pelas diagonais das faces deste pris-
ma.

8. Medir e calcular os angulos do tridngulo ante-
rior, utilizando a "lei dos cossenos" para um
tridngulo qualquer, de lados a, b, ¢, na forma
a’ =b" + ¢’ - 2bc cos o, onde o € o angulo de
finidos pelos lados b e c.

ApOs estes exercicios fica a curiosidade
de se justificar minimamente como surgiu a Lei dos
Cossenos para todos os triangulos. Nesta fase do
ensino de Matematica no 29 grau, propomos que se-
ja encaminhada uma demonstracdo algébrica dessa re
lacdo. Antes disso encaminharemos a pesquisa dos
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angulos de um triangulo, conhecendo seus lados, a
partir de situagdes particularizadas envolvendo

triangulos acutangulos.

l2 situacao

Calculando: obtenha o angulo definido pe
los lados 8 cm e 6 cm de um triangulo, cujo lado
oposto a esse angulo vale 7 cm.

Considerando uma das alturas opostas ao
angulo desejado, por exemplo a altura relativa ao
lado 8 cm e as relacdes trigonométricas no tridn-
gulo retangulo, podemos equacionar o problema pro
posto da seguinte forma:

a=8 cm
b b=7cm
= 6 cm
( R e
'6 m ™
G
a =m+n 8= m+n (1)
2
c2 = mz + h2 36 = m2 + h (2)
2
b2=n2+h2 _— 49 = n +h2 (3)
m = C.COosSQ m= 6.cosqg (4)

Fazendo (3) menos (2) teremos uma quinta
- 2 2 -
relacdo: 13 = n - m . Comparando essa relagao com

a primeira teremos o valor de m. Assim,
2 2 51
13 = (18 - m) - m == m= Te

Retomando a quarta relacao temos,

% = 6 . COS O — cos o = 0,53125
onde a = 57,91° (com auxilio de calculadora).
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Meca o angulo o com o transferidor num
tridngulo semelhante ao triadngulo dado e compare
essa medida com aquela obtida no calculo anterior.

228 situacgao

Duas pessoas caminham juntas por uma ci-
dade. A partir de um determinado instante, na Pra
ca Cristal, essas duas pessoas passam a caminhar
em duas ruas retas que formam um angulo de 35°.
Apbés algum tempo, uma das pessoas estava a 800 m
da Praca e a outra pessoa estava a 700 m da mesma
praca. Gostariamos de saber a distancia entre es-
sas pessoas neste instante.

Uma resposta seria 1500 m, e o problema
estara resolvido. Mas, gostariamos de saber a dis
tancia entre elas se pudessem caminhar sobre a 1i
nha reta definida pelas suas posic¢Oes neste ins -
tante.

Uma primeira solucdo com uma boa aproxi-
macao, poderia ser obtida com a construcdao de um
tridngulo proporcional ao triangulo do problema,
cujos lados valem 700 m e 800 m, e o 5nguh3de35°
entre esses lados. Nessa mesma proporcao, podemos
medir o terceiro lado desse triangulo e encontra-

remos uma distdncia de aproximadamente 450 m.

a =450 m

I
|
I
!
h,
|
I
|
ol

Utilizando as relacgOes métricas nos tri-
dngulos retdngulos definidos pela altura h relati
va ao lado 800 m, obtemos o seguinte sistema de

equacOes nao lineares:

=i G2




m+n = 800 (1)
m- + h- = 700 (2)
o kbt - (3)

o_ _m
cos 35° = 700 (4)

Poderiamos, ainda, equacionar o mesmo pro
blema a partir da altura relativa ao lado 700 m. Se
ria Gtil também equacionar este problema a partir
da altura relativa ao lado a desconhecido?

Para encontrar o valor do lado desconheci
do temos que resolver o sistema anterior de 4 equa
¢des e 4 incdgnitas. Vamos tentar resolvé-lo para
"substituigdes convenientes" entre variaveis.

hssim, subtraindo a equacao (3) da equa -
cdo (2), teremos:

(m” +h’) - (n* +n*) = 700" - a’°
2 2

m - n = 7002 - a2 (5)

A relacdo (4) podera ser transformada em:

m 700 . cos 35°

573,41 (4)

m

Substituindo convenientemente (1) e (4)
em (5), teremos:

2 2
700 = a

2
700 - a

2 2
m° - (800 - m)
573,41 - (800 - 577,41)"

Com apoio de uma calculadora simples de

bolso, obtemos:

2
a

2
a

490000 + 51343 - 328799
212544 — a =461l m

Esta resposta obtida algebricamente é "mui
to proxima" da resposta 450 m obtida inicialmente
através da medida no tridngulo semelhante construi
do com régua e compasso.
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Faz parte da metodologia defendida nesta
Proposta, a comparacao de resultados obtidos por
medigdes e construcdes geométricas "precisas" (den
tro da precisdo possivel numa sala de aula da es-
cola publica) com resultados obtidos algebricamen
te. Cabe ao professor incentivar tais alunos na
busca dessas varias solucgOes, mesmo que para isso
seja necessaria a utilizacao de maior tempo na
abordagem dos problemas e a desconfortavel utili-
zacdo de material de desenho geométrico. O lucro
surge com a vinculacdo das "abstracgOes e equacio-
namentos algébricos" as "representacdes geométri-
cas'do mundo fisico. Isso facilita ao aluno a lei
tura geométrica da realidade e amplia suas estra-
tégias de nela interferir, aumentando as possibi-
lidades de concretizacdes das abstracOes geométri
cas, facilitando a aprendizagem para a maioria dos
alunos que ndo serdo certamente gedOmetras, mas, co
mo cidadaos, poderao se utilizar dela.

Em busca da demonstracdo algébrica da Lei
dos Cossenos, podemos resolver este mesmo sistema
ndo linear de equacdes (utilizando fatoragoes e
substituicdoes de variaveis convenientes), dando ao
aluno, pistas do formato que se deva imprimir aes
sas relacOes. Assim procederemos:

800" (1)
700° (2)

2 2

m+n=2800 == m + n + 2mm
2 2
m +h

Adicionando (1) com (2) temos a relacao
2 2 2
(5): 2m” + m  + 2mn + h- = 800" + 700"

n +h =a (3)
Agora substituindo (3) em (5):
2 2 2 2
2m + 2mm + a = 800 + 700

de onde
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2 2 2
a = 800 + 700 - 2mn - 2m

2 2
800 + 700 - 2m (m + n)

1]
Il

2 2
800 + 700 - 2mb

]
I

Mas, da relacao (4) do sistema m = 700 .
. cos 35° e b = 800, assim

2
a

2 2 o
800 + 700 - 2. 700 .cos 35" . 800

2

2 2 o
a 800 + 700 - 2 .800.700.cos 35

Esta relacao tem a forma da Lei dos Cos-

senos que genericamente é:

2 2 2
a =b +c = 2bc . cos

Esta relacdo genérica, valida para qual-
quer triangulo, podera, agora, ser obtida pelas
transformacOes convenientes aplicadas sobre o sis
tema a seqguir, que estdo associado a um tridngulo
acutdngulo qualquer. Com adequacdes, poderemos es
tender essa demonstracdo aos tridngulos obtusdngu

los.

m+n =Db

2 2 2

h + n = a

< 2 2 2

h + m = c

) = m.Cos a
m

0 professor podera coordenar as acoes
dos alunos no sentido de que eles possam, de novo,
percorrer o caminho da demonstracdo formal da Lei
dos Cossenos.

As substituicdes convenientes poderad es-
tabelecer uma relacdo entre os lados do tridngulo
e um angulo compreendido entre dois desses lados.
0 desafio consiste em escrever o lado oposto ao an
gulo preestabelecido em fungdo dos outros dois la
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dos e o cosseno deste angulo. Para tal & necessa-
rio eliminar das relac¢des dadas as variaveis m, n
e h.

Continuando a trabalhar com representa -
coes planas de sO0lidos geométricos, e com o obje-
tivo de aplicar o teorema de Pitagoras no espago
passaremos ao calculo de diagonais e de distanci-
as entre pares de vértices de diversos cubos
iguais empilhados.

k

Calcule as distancias entre: A e B; F e
H; AeC; CeG; AeD; BeH; AeE; Be G;
A e H; etc.

Podemos, ainda, obter os angulos de vér-
tices T nos tridngulos KTB, KTC e KTF, utilizando

a Lei dos Cossenos.
Um outro exemplo com certo contetdo de

provocacao € o seguinte:

"f possivel construir um cubo de volume 1£ com uma

folha comum de papel sulfite?"

12 (1 dm’)
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Como as dimensOes normais de uma folha
de papel sulfite sa> 21,5 cm por 31,5, sua area &
2 - -
maior que 600 cm e, conseqlientemente, & possivel

construir o cubo.

4 5 6 2 ‘ 3 4 5

Ainda, com o objetivo de estudarmos rela
¢oes da geometria plana e espacial, conjuntamente,
vamos propor uma situacao.

Est3o num canto do teto de uma sala em
forma de "bloco retangular" de dimensOes 6 m (lar
gura), 10 m (comprimento), 4 m (altura), uma abe
lha e uma formiga. No canto oposto desta sala no
chdo, estd um doce-de-leite. Supondo que essa abe-
lha e essa formiga adoram doce-de-leite, achar o
menor caminho que a abelha e a formiga procurarao
fazer para atingirem o doce-de-leite.

A discussdo do problema podera se apoiar
em "modelos" como as proprias salas de aula, que
em geral tém a forma de paralelepipedo retadngulo,
ou mesmo em um sdélido geométrico desta forma, com
dimensdes proporcionais a sala em que estdao a abe
lha e a formiga. Serdo uteis também as representa
¢des planas de paralelepipedos retangulos e as pla
nificacdes destes solidos geométricos como supor-
te concreto na discussdo dessas questdes.

A solucdo para a abelha surge rapidamen
te, com o calculo da diagonal do prisma, pois a
abelha pode voar. Cabe aqui uma discussdo sobre a
utilizacdo do Teorema de Pitagoras duas vezes na
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obtencao da diagonal desta sala. Neste caso, uma
diagonal de face, que foi obtida por esse teore -
ma, passa a ser o cateto no calculo da diagonal da
sala. Assim o caminho da abelha pode ser calcula-
do por V62 + 102 + 42 = 12,33 m.

Genericamente, o calculo da diagonal de

qualquer prisma desta forma sera:

D2

I

c2 + (Va2 + bz)2

D = va? + b* 4+ c?

A obtencdo do caminho da formiga passa pe
la Ginica possibilidade que este inseto tem de cami
nhar pelas paredes da sala, faces do prisma, ou pe
las arestas deste. Pegca aos alunos que pensemem SO
lucdes para o caminho da formiga. E possivel que de
inicio eles proponham caminhos equivalentes, utili
zando apenas as arestas do prisma. Faca o calculo
desses caminhos. Em seguida, os alunos costumam su
gerir que o menor caminho & uma combinagdo de uma
diagonal de face (inclusive o teto) e uma aresta.
Nesta combinacdo de diagonal e aresta existem trés
possibilidades distintas. E interessante calcula-
-las para se determinar a menor delas. Esses cami-
nhos valem aproximadamente dl = 15,66 m; d2 =
= 16,77 m e d3 = 17,21 m, pois, por exemplo, o ca-
minho dl = AK + KC, ou seja, dl==/136-+4 = 15,66 m.

A(inicio)




Porém esses nao sao os caminhos menores
para a formiga. Incentive os alunos a procurar ca
minhos due passam somente pelas faces, sem usar as
arestas. Assim podera surgir um caminho utilizan-
do duas faces, como no esguema seguinte:

Alinicio)

Escolhendo, por exemplo, o ponto Bda tra
jetdéria da formiga, comc ponto médio de uma
aresta de medida 4 m, temos o caminho d4 = AB + BC.
Apoiando-se sobre a planificacao das duas faces,

suporte deste caminho, temos:

AB = V22 + 102
AB = V4 + 100 = 10,20 m
BC = Y4 + 36 = 6,32 m
A
2
L ®
2
c e 10

Assim, o caminho d4 = AB + BC = 16,52 m,
ainda maior que o caminho 4. Sera o caminho 4, o
menor deles?

Continuando a pesquisa de caminhos, so -
mente pelas faces e ndo arestas. Em outras duas

faces temos:
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]

AM = 10,44 m A
MC

Il
5]
»

Assim, o caminho d5 =AM + MC = 15,44 m
é o menor de todos até agora pesquisado. Sera que
se os pontos AMC fossem alinhados ndo teriamos um
caminho d, menor que dc? De fato, calculemos o ca
minho AM'C sobre as faces 6.y e 6. 10.

d6 = AM' + M'C = AC
d6 = ¥142 + 62 = 15,23 m
A
&6 M
M'
C 4 410

Sera que a composicao das duas outras fa
ces, ainda ndo consideradas, nao daria uma solu -
¢do melhor? Pois &, & a matematica do dia-a-dia
querendo otimizar solugdes! E, parece que aqui no
caso isso ndo tem fim. Parece até magico tirando
coelho e mais coelhos da cartola! Continuemos. Ago
ra utilizando outras duas faces da sala.

d, = AK + KC = AC

d

, = /107 + 102 214,14 m

{0 K
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Parece que a melhor solucdo se dara quan
do a formiga caminhar em linha reta pelas faces
10 x 6 e 10 x 4. Poderda surgir aqui o interesse em
determinar a posicdo do ponto K. Por semelhanca de

triangulos temos:

Neste ponto K a formiga ira cruzar uma

das arestas que mede 10 m desta sala.

Os caminhos AKC e ATC sdo equivalentes
de medida d7 = 14,14 m.

Ainda, na busca de novas situagdes rela-
cionadas com esse problema, cujas resolugdoes pro-
porcionam a aprendizagem de conceitos geométricos,
proponha aos alunos que determinem Os angulos do
tridngulo AKC, ou ainda a area desse triangulo.

Por ora, porém, vamos discutir, ainda,
com os alunos, uma forma mais breve e genérica pa
ra obter o menor caminho da formiga, sem termos
que passar toda vez por este extenso, porém rico,
processo de discussdo envolvendo geometria e alge
bra integradamente.

Para apoiarmos a discussao do melhor ca-
minho da formiga, vamos utilizar genericamente pla
nificacdes do paralelepipedo retangulo, pois a for
miga s6 utiliza planos para se locomover.
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dg 215,23 m " 8
d, 14,14 m "
dg = 16,49 m e
A
de L
d
4 Y
Cc K

Uma acao de professores, pesquisadores e
cientistas que se utilizam de matemdtica no seu
dia-a-dia, pode refletir uma caracteristica dos se
res humanos, que tém por objetivo buscar solugdes
otimas para as questdes que lhes sdo apresentadas

Assim, passaremos a generalizar este pro
blema a partir de um paralelepipedo retdangulo de
dimensdes a, b e c. Os menores caminhos da formi-
ga sdo obtidos pela utilizacdo do Teorema de Pitd
goras em tridngulos retdngulos de catetos a e
(b +c¢c), be (a+c) ece (a+ b). Assim sendo,
as trés solucdes sdo x, y e z, a saber:

vaz + (b + c)2 = Va2 + b2 + c2 + 2bc

I

X

vb2 + a2 + c¢2 + 2ac

]
]

y = Vb2 + (a + ¢)2

vYc2 + a2 + b2 + 2ab

Yc2 + (a + b)2

2z

Todas essas solugOes contém uma parcela
igual, dada por a2 + b2 + c2? e diferem pelos pro-
dutos ab, bc ou ac. Tendo em vista a forma genéri
ca de obtencdo destas distancias, podemos afirmar
que a menor delas sera definida pelo menor produ-
to entre as dimensOes do bloco retangular, gquando
efetuado duas a duas (o menor produto entre ab,
ac e bc).

Por exemplo, para uma sala de dimensdes
3m, 4 me 5 m, como se determina o melhor cami -

nho para a formiga?
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Como o menor produto entre duas dimensoes
desta sala é 3 x 4 = 12, entdo o "caminho minimo"
serd percorrido pelas faces 3 x 5 e 4 x 5.

Uma vez determinado rapidamente o cami -
nho da formiga ficou o problema dos angulos do tri
angulo AKC (o menor caminho para a sala de 6 m X
x 8 m x 10 m), bem como a area desse triangulo.

£ Gtil determinar pelo menos o angulo de
vértice K, do triangulo AKC. Pode parecer para al-
guns alunos que esse tridngulo & retdngulo emK, pe
lo fato de a formiga passar de uma face a outra,

perpendiculares entre si.

AK = V72
CK = v32
AC = /152

1233

Construindo o tridngulo AKC com medidas
proporcionais aos seus lados, podemos obter a medi
da do angulo o, com auxilio de um transferidoxr, em
torno de 120°.

Com auxilio de uma calculadora cientifica
(ou tabelas trigonométricas), Lei dos Cossenos e de
rudimentos de trigonometria, poderemos obter o va-

lor do angulo .

12,33 = 5,66° + 8,50 - 2.5,66.8,50.cosa
cosa = -0,4962
a = 119,75°

De forma similar podemos achar Os demais

angulos do triangulo AKC e concluir que ele & obtu
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s@ngulo justamente no vértice K, por onde a formi
ga podera passar de uma parede para a outra.

Das questles propostas nesta atividade,
resta-nos somente discutir o valor da area do tri
angulo AKC.

Desse tridngulo nés ndo conhecemos nenhu
ma das suas alturas. Utilizando, porém, a relacao
discutida nesta Proposta, no artigo de trigonome-
tria, que fornece a area de um tridangulo, conhe -
cendo-se dois de seus lados e o valor do angulo de
terminado por esses lados, temos:

_ 5,66 x 8,50 x sen(180° -a)
2

Area

Area 20,88 m2

Por outro lado, utilizando a "férmula de
Heron", podemos calcular a area do triangulo AKC,

conhecendo-se os seus trés lados.

S =vVp(p-a)(p - b)(p - c)

onde a, b e c sdo as medidas dos lados do tridngu

lo e p o seu semiperimetro. Assim,

S = /13,24(13,24-12,33)(13,24-—8,50)(13-24-5,66)

S v13,24 0,81 : 4,74 & 7:50

S 20,80 m2

A demonstracdo desta formula "milagrosa"
poderia ser inicialmente discutida a partir de um
problema numérico. Seja, por exemplo, o triangulo
de lados 6, 7 e 8 cm:

Bies = base g altura
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Ji temos a "base" 8 cm, definida pela al
tura h, por nds escolhida. Vamos obter essa altu-
ra em funcdo das medidas dos trés lados do trian-
gulo inicial. Para isso vamos considerar m € n as
projecodes ortogonais dos lados 6 e 7 cm sobre o

lado 8 cm.
Aplicando o Teorema de Pitagoras, nesses

tridngulos retangulos, podemos equacionar O pro =

blema.
h3 + m’- = 63 (1)
h2 + n2 = 72 (2)
m +n =8 (3)
Fazendo (2) - (1) temos:
(hz +n2) - (h2 +m?) = 72 - 3 ==p n3-m? = 49-36
= n2-m2 = 13 == (n-m) (n+m) = 13
Mas, m + n = 8, assim:
— _ 13
(n-m .8=13 = n-n0="7g (4)
Comparando (3) e (4) temos:
n—m-——-"]—'a§ (4)
m+n-=8 (3)
2n = %;
= Li
.= I%

Voltando & relacdo (2), temos:

2 2 = 72 2 Ty &
h2 + n2 = 72 == h? + (16) = 49

de onde: h Z 5,08 cm

Assim, a area do tridngulo sera:

- 365 -



Area = L—éir_og_ = 20,33 cm?

Utilizando a formula de Heron, temos:

A=/plp-al(p-B(p-c ; p=32tbtc
No problema em questdo, a = 8, b = 7,
c=6ep-= Jli%%ill = 10,5 .

Assim, a area sera:

b
I

v/10,5(10,5 - 8) (10,5 - 7) (10,5 - 6)

N
I

20,33 cm?

Passaremos, agora, a efetuar fatoracodes
e substituig¢Oes convenientes, nesse mesmo sistema
ndo linear, o que facilitard a compreensio da de-
ducao formal da foérmula de Heron.

h2 + m2 = 62 (1’

h2 + n2 = 72 (2)

m+n = 8 (3)
Fazendo (1) - (2), temos: m2 - n2 = g2 - 72
Da relacdo (3), temos: n=8-m

Comparando essas ultimas relacles, temos:

m2 - (8 -m)2 = g2 - 72
m2 - 82 + 2.8 m-m? = 62 - 72
_ 82 + g2 - 72
m = > 8 (4)

Substituindo (4) em (1), temos:

82 + 62 - 72

h? + 2.8 - o

he =62 - (B E =T
h = [6 + (33 +2€38— 72)].[6 - 82 +2€38— 73)]
h?=[_2_.8.62+-838+63—73]. [2.8.6—23?%63+73]

72 - (8 - 6)2
* [ 2 . 8 ]

h2 = I (8 + g)’ 5 '?3]
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[(B+6) +7][(8+6) -7]1[7-(8-6)][7+(8-6)]

az
22 , B2
a2 [(8+6+7]1[8+6-7]1[7-8+6][7+8~-6]
22 , 82
Fazendo 8 +'; .80 S p, resulta que:

8 +6+7=2p =—> 8+6+7-2.7=2p=2.17
= 8 + 6 + 7 = 2(p - 7)

Da mesma forma, 7 - 8 + 6 = 2(p - 8) e

7+ 8 -6 =2(p - 6). Assim:

yé w plPe 2P 1) . 2(p - 8) . 2(p — 6)

22 ., B2
h2 4p(p - 7)(p = 8) (p = 6)
82
i 2/p(p - 7)(p - 8) (p = 6)
8
Ent3o a area do triangulo dado vale:
2
A _ base x altura _ 8.3 -/p(p-7) (p-8)(p-6)
rea = =
2 2
Area = Vp(p - 7) (p - 8) (p - 6)

que & a fbérmula de Heron aplicada a esse proble -

ma.
Genericamente, o mesmo processo poderia ser

aplicado a um tridngulo qualquer de lados a, b e ¢,
para obter a area desse tridngulo, e assim estaria-

mos formalizando a demonstracdo da formula de Heron.

Mostrar que a
area desse triangulo

pode ser calculada por

A = /p(p-0)(p-Db)(p-c) gl_m

Através de substituigdes e fatoragoOes con-
venientes sobre o sistema de relagdes nao lineares,

associado a esse tridngulo, temos:
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m2 +
n2z +

m +

(a
az
a3

n =

a3 - C2 + bz 2

h? = c¢2 (1)
h2 = b2 (2)
n =a (3)

Fazendo (1) menos (2), temos:
- nz = c2 - bz (4)
Substituindo (3) em (4), temos:

o n,z - n2 = c2 - b2

= 2an + n? - n2 = ¢2 =~ b2

- ¢c2 + b2 = 2an
2 2 2
- <o +5 (5)
a

Substituindo (5) em (2), temos:

(6)

( za ) + h2 = b2
2
2 — w2 _ (a% - c2 + b2?)
h b e
h2 = [b - (a3—2c=+b=)].[b+ (a2 - c2 + b2)
a 2a
h2 = [ 2ab - a2 + c2? - b=] [Zab + a2 - c2 + b2
2a : 2a
2
2 - €2 - (a - b) (a + b)2 - ¢2
h [ a 1.1 >a ]
Ko (c-a +b)(c+a-b)lat+b-c)(a+b+c)
4az2
Fazendo p = %ﬁ (semiperimetro), e

(a+b+c)

a+b+c

ainda, an

a+b-c

= 2p, temos:
-2b = 2p-2b == a+c-b =

alogamente, temos:

2(p-b)

= 2(p-c) e b+tc-a = 2(p-a)

Assim, voltando na relacao (6), temos:

ha = 2lp=a)i, 2(p=b) :-2(p=-c) . 2p

432
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4p(p - a)(p = b) (p - c)
az

h? =

h2

%/p{p- a)(p - b)(p - ¢)
Ent3o, a area do tridngulo sera:

base x altura

Area

[

2
a . % . vyp(p-2a)(p-Db)(p-c)
Area =
2
Area =V p(p-a)(p-b)(p-c)

A férmula de Heron tem a vantagem de nos
fornecer a area de qualquer tridngulo em fungdo de
seus lados, sem precisarmos conhecer uma de suas
alturas e o lado relativo a essa altura. Esta for
mula nos permite obter rapidamente a area de um
"terreno" de forma quadrangular, quando se conhe-
ce os seus lados e uma de suas diagonais. Outros
terrenos, em forma de poligono qualquer, poderao
sempre ser divididos em tridngulos. Por exemplo,

achar a area do seguinte terreno gquadrangular de

lados 4 m, 5 m, 6 m, 8 m e uma diagonal 7 m.
8m

Sua Area sera dada pela soma das areas

dos dois tridngulos que compdem o quadrilatero

T, = tridngulo de lados 4, 5 e 7 m
triangulo de lados 6, 7 e 8 m

=
(S
]
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Area Tl V/8(8-4)(8-5)(8~-7) = 9,79 m2

Area T, v10,5(10,5~6) (10,5-7) (10,5-8) = 20,33 m?

Area do terreno = ATl + AT2
Area do terreno = 30,12 m2
B. Prismas e Pinami- 5) Pedir aos alunos que recortem em carto
des lina poligonos regulares de 5 cm de lado para ba -
Caracterizacdo, ses de prismas e piramides ortogonais. As faces la
Nomenclatura, terais serd@o quadrados de lado 5 cm, tridngulos

Construcdo, Resu- |equildteros de lado 5 cm, retdngulos de 5 cm por
mo sobre Poligo - [10 cm e tridngulos isdsceles de 5 cm de base por
nos, Poagono,é RE 10 cm de altura relativa a essa base. Com auxilio
gulares, angulos, |de uma fita gomada, montar varios prismas e pirami
areas e nelacao des ortogonais, identificando neles elementos geo-
de Pitagonas métricos como arestas, faces, angulos, vértices,
alturas das faces, altura dos sblidos, diagonais de
faces, diagonais dos prismas, apotemas; além de ve
rificar nesses sd6lidos geométricos a validade da Re
lagdo de Euler V + F = A + 2.

A caracterizacdo de prismas e piramides po
de ser um bom momento para uma revis3o sobre poli-
gonos, poligonos regulares e medidas de angulos,
além de permanecerem em cena as revisdes sobre as
areas e os calculos que envolvem a relacdo de Pita
juras, como o da altura de uma PIRAMIDE.

. . f
¥ ' d
e amanss ‘i 2 ’
N ] . e
. - at LY
2y e o

N

A partir da constru¢do de uma piramide de

base quadrada, com todas as arestas de mesmo com -
primento (por exemplo, 10 cm), uma atividade suges

tiva pode ser a seguinte:
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. Reunir duas piramides idénticas com a base co -
mum, formando um "baldo", um OCTAEDRO.

Embora se possa calcular a diagonal cal-~
culando a altura da pirdmide e multiplicando por
2, certamente o caminho mais simples decorre da
percepcdo, através da manipulacdo, de que o OCTAE
DRO tem trés diagonais do mesmo comprimento, que
& igual ao da diagonal de um quadrado de lado 10
cm, ov seja, 10/ 2 cm.
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C. Cilindno e Cones.
Caracterizacao,
Nomenclatura, Cons
thueao, Resumo s0-
bre circungerencia
e cineulo, area do
cireulo e de suas
partes.

6) No contato com CILINDROS e CONES, a
ocasido & propicia para uma retomada dos fatos ba
sicos sobre a circunferéncia e o circulo, incluin
do o cdlculo de areas de setores circulares, que
constituirdo as superficies laterais dos cones cir
culares retos.

Uma atividade que pode ser explorada em

muitos sentidos € a seguinte:

. Construir, com papel sulfite, setores circula -
res com angulos centrais de 30°, 60°, 90°, 120°,
1800, 2100, 270° (ou outros valores), todos com o
mesmo raio, digamos, 10 cm.
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. Construir "chapéus de palhaco" com a forma de .
um cone circular reto, utilizando os setores obti

dos.

Notar que quando o adngulo do setor aumenta, au-
menta o raio da base do cone e diminui sua altu -
ra. Fazer medidas aproximadas dos valores do raio
r do cone e da altura h, preenchendo a tabela a se

guir.

. Buscar uma maneira de calcular r e h matematica

mente e comparar com os resultados obtidos a par-
tir das medidas. Isso pode ser feito a partir das

relagoes:

r2 + h2 = 102 (1)

e
2nl0 .. 2%
2mr o
o assim,
21r

= o (em ra | (2)
dianos)

. Chamar atencido para o caso do angulo a = 180°,
quando o cone & chamado EQUILATERO.
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Com o objetivo de "problematizar" um pou
co mais as questdes relativas as relagdes métri -
cas e geométricas do cone, para um momento seguin
te generaliza-las, desenvolveremos a seguinte ati
vidade.

Vamos chamar g o
raio do setor circular de
angulo o que gerou o cone
de raio r e altura h. Es-
te raio g define a gera -
triz deste cone. Usando as

relacdes r2 + h2 = g2 e
= 2;r ' anteriormente

verificadas, podemos pro-

por problemas de constru-
cdo de cones em papel sul
fite, com as seguintes ca

racteristicas:

A - Construir um cone de raio 6 cm e altura 8 cm.
- Construir um cone de raio 8 cm e altura 6 cm.
- Construir um cone de raio 4 cm e geratriz 8 cm.

Construir um cone de raio 9 cm e geratriz 10 cm.

H O 0O w
1

- Construir um cone de raio 3 cm, a partir de um
setor circular de angulo central 120°.

F - Construir um cone de altura 10 cm, a partir de

um setor circular de angulo central 150°.

G - Construir um cone de altura 12 cm.

Vamos discutir a solu¢ao do cone propos-

to no item F.
r2 + 102 = g2 iz, g} mEA = (1)
150° = 2.180° . r

g g =

i
N O
H o

(2)

g

Substituindo a relacdao (2) em (1), temos:

2
(225)% _ r2 = 100 144r2 _ 2 - 100 =—
5 25
==> 144r2 - 25r2 = 2500 =—> r2 = 21,01 =—

== r = 4,58 cm

- 374 -




12rx
5

Acreditaremos ser muito @til, na constru

Assim, g = == g = 11 cm

cdo desses conceitos, que o aluno construa todos
esses cones propostos em papel sulfite ou similar,
inclusive montando-os com auxilio de fita adesiva
e ndo se limitando apenas aos seus respectivos cal
culos algébricos. A situacdo G proposta admite mui
tas solucdes. Estamos diante de um problema "pos-
sivel e indeterminado" e ndo diante de um proble-
ma mal formulado ou de um problema onde "faltam da
dos", ou ainda de um problema impossivel. Pedir
para os alunos que comparem seus cones construi -
dos, principalmente, na situacao G.

Vamos comecar a discutir a formalizacao
do cilculo da area total do cone circular reto de
altura h e raio r, a partir de um cone de altura
10 cm e raio da base 3 cm.

Podemos co
mecar este calculo
obtendo a geratriz
g do cone. Como
g2 = h? + r2 e, no
problema, h=10 cm
er =3 cm, entado
g 10,44 cm.

Planifican

[k}

do esse cone, veri-
ficamos que a sua
area total & compos
ta pela area do cir
culo de raio 3 cm,
ou seja, ﬂ32, e pe-
la area do setor cir
cular de raio

g = 10,44 cm e de
arco de circunferén
cia medindo 23 cm
(¢ o proprio perime
tro do circulo base

do cone) .
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Esse setor circular o« & uma parte do cir
culo de raio g = 10,44 cm.

Tal circulo tem area valendo 11.10,442 e
perimetro valendo 2 .7 . 10,44.

Podemos considerar o circulo como um se-
tor circular de angulo 360°. Como a area de um se
tor circular é diretamente proporcional ao perime
tro do arco que o define, podemos escrever

area do setor _ _area do circulo

perimetro do perimetro do
arco do setor circulo

A 2
setor - _m. 10,44
2.m1.3 2.m.10,44

I

Considerando T 3,14, temos:

= 2

Asetor 98,34 cm

Finalizando, obtemos a area total do co-
ne, isto é:

Biotal = Bsetor * Pbase

A = 98,44 + 73" = 126,70 cm?

total
Passaremos, agora, para o calculo formal

da area total de um cone reto.
Na pratica,

O problema da quanti

dade de material ne- £

cessario para cons -

truir um cone depen-

de da area total do

cone. Assim, pela pla

nificacdo do cone po

demos concluir gque a

area total do cone re

to é obtida pela me-

dida da area de um se

tor circular, equiva
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lente 3 area lateral desse cone, acrescida da area
do circulo, base do cone. Assim: At = AL -+ Abase'
onde A (drea total), A (area lateral do cone),

R i (area da base).

0 cdlculo da area lateral (A;) dos cones
é equivalente 3 irea do setor circular de angulo
central o do circulo de raio g. Vamos verificar que
o calculo dessa area lateral AC pode ser efetuado,
dependendo somente de r e g. Este setor circular
— geometricamente a mesma superficie da lateral
do cone planificada — é parte do circulo de area
ag? e perimetro 2mg, definido pelo angulo central
o. Considerando que a area desse setor & diretamen
te proporcional ao comprimento 27r do arco que com
pde este setor (2mr & também o perimetro do circu-

lo base do cone), temos:

2
2ng _ 2Tr 5 g o 2RE NG A, = Trg
ga AL L 21‘|’g L

Assim, a area total do cone circular reto

de altura h e raio r vale:

— = 2
At AL + Abase Trg + TX

>
I

Tr(g + r)

De posse desta férmula o aluno podera uti
lizid-la, até mecanicamente, para obter as areas dos
cones construidos nessa atividade ou mesmo cons-
truir cones conhecendo previamente a sua area to-
tal ou a sua area lateral. Por exemplo, construlir
cones de Area 300 cm2. Vamos obter muitas solucdes!
Ainda, construir o "maior cone possivel" comuma fo
lha de papel sulfite! Serdao dois problemas se o con
siderarmos com a base da mesma folha de papel sul-
fite ou ndo. Aqui o importante & maximizar o uso de
uma area retangular (papel sulfite) para construir
um cone. E possivel que costureiras e engenheiros
industriais tenham problemas dessa espécie no seu
dia-a-dia. A questdo do "maior cone possivel" sera

respondida pelo cone mais alto ou pelo cone de maior
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D. Esferas
Caracterizacao, No
menclatura associa
da ao globo terres
the (eireulo maxi-
mo, meridianos, pa
nalekos, fusos, La
titude, Longitude),
partes da esfera.

volume. Neste ultimo caso, teremos que resolvé-lo
medindo o volume dos cones obtidos ou informamos
ao aluno a formula que calcula o volume do cone.
Agora, deixamos o problema com resolucgdo
suspensa, e apos o calculo do volume da pirdmide
obteremos o calculo do volume do cone. Depois vol
tamos para discutir melhor este problema de maxi-
mizacdo de volumes. Até aqui, a importancia esta-
va em sistematizar somente o calculo da area to -

tal do cone e niao o seu volume.

7) No caso da ESFERA, as dificuldades pra
ticas da construcdo sdo amplamente compensadas pe
la motivacdo decorrente da associacdo ao globo ter
restre, no que se refere a latitudes, longitudes,
fusos horarios, etc. A utilizacdo de laranjas, 1li
moes, globos terrestres, esferas de isopor pode
ser muito Util. Também & conveniente cortar bolas
de plastico ou de borracha para perceber fatos re
lativos a impossibilidade de planificar a superfi
cie esférica.

Mesmo sem formulas para o calculo de
areas ou de volumes, pode-se dividir a esfera em
partes com a forma de uma CUNHA e avaliar o volu-
me das cunhas comparando-o com o das esferas in -
teiras:

1l do volume da
4 esfera
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E. Poliedrnos Regula-
nhes
Caracterizacao dos
eincos tipos de Po
Liedros Regulanres,
nazdo de 80 existi
nem cinco tipos,
construcao.

a do volume da es
fera

2

- do volume da es
fera

8) Os POLIEDROS REGULARES podem ser estu
dados de modo introdutdrio, constituindo pretexto
para a discussdo de fatos geométricos de grande im
portdncia. Por exemplo: a partir do fato de que
existem poligonos regulares, com um nuamero qual -
quer de lados, a partir de 3, os alunos podem espe
rar que existam muitos tipos de poliedros. A com-
preensdo efetiva, a partir da construcao de que sb
existem 5 tipos de poliedros regulares é razoavel
mente simples e pode ser muito significativa. Ca-
racterizando os poliedros regulares como aqueles
que tém todas as faces congruentes, constituidas

por poligonos regulares de um s tipo e que, além

disso, tém todos os vértices de um mesmo formato

(quer dizer, em todos eles concorre O MeSmO name-
ro de faces), podemos tentar construir todos oOs
possiveis poliedros regulares. A atividade pode de

senvolver-se através das seguintes etapas:
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. Construcdo, em cartolina, de poligonos regula -
res de varios tipos e determinacdao de seus angu -

los internos.

~ 90’
o
(108
60’
triangulo quadrado pentagono

hexagono heptdgono octogono

Pedir para um grupo, de 5 ou 6 alunos,
providenciar em cartolina de varias cores, 50 tri
dngulos equildteros, 20 quadrados, 50 pentagonos,

40 hexagonos, 6 octdogonos todos regulares com 5 cm
de lado, e fita adesiva.

. Constatacdo de que para formar um "bico", isto

&, um vértice de um poliedro, €& necessario reunir
pelo menos 3 poligonos, sendo que a soma dos angu

los das 3 faces concorrentes deve ser inferior a
360°. Utilizando apenas poligonos regulares idén-
ticos, decorre, imediatamente, que nao podemos uti

lizar hexagonos, nem poligonos com mais de seis la
dos; restam os triadngulos, os quadrados e Os pen-

tagonos.
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. Com pentdgonos, reunidos 3 por vértice, utili -
zando fita adesiva, obtém-se um poliedro regular
de 12 fases — o DODECAEDRO. N3o & possivel reu-

nir mais do que 3 pentagonos por vértice.

. Com gquadrados, também ndo é possivel reunir mais
do que 3 por vértice; construindo vértice a vérti
ce, obtemos o CUBO ou HEXAEDRO.

. Com tridngulos, é possivel reunir 3 por vérti -
ce, 4 por vértice ou mesmo 5 por vértice; prosse-

guindo vértice a vértice, em cada caso, construi-
mos o TETAEDRO, o OCTAEDRO e o ICOSAEDRO, respec-

tivamente.

. N3o é possivel construir outros poliedros utili

zando apenas poligonos regulares idénticos e com
todos os "bicos" do mesmo formato. Todas as possi
bilidades foram examinadas na seqliéncia acima des

crita.
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Na discussdo da conceituacao de poliedros
regulares é interessante montar poliedros ndo regqu
lares com 6 ou com 10 tridngulos equilateros, como
contra-exemplos. Esses poliedros possuem as mesmas
faces regulares, porém vértices de formatos dife -
rentes (varia a quantidade de arestas por vértice).

E interessante, ainda, formar poliedros
niao regulares cujos vértices sdo compostos de poli
gonos diferentes. Sugira aos alunos que tentem mon

tar vértices ou "bicos" com:

tridngulo 2 hexagonos;

2 quadrados;

e

tridngulo e 2 pentagonos;
tridngulo e
e

triangulo 1 hexagono e 1 quadrado;
tridngulos e 1 hexagono;

tridngulos e 1 quadrado e 1 pentagono;
tridngulos e 1 quadrado;

guadrado e 2 pentagonos;

pentagono e 2 gquadrados;

pentagono e 2 hexagonos;

1
N R O OH W NN e

pentagonos e 1 hexagono.

Os alunos perceberdo que, além dessas pos

sibilidades, existem outras combinacdes possiveis

utilizando esses poligonos regulares. Ha possibili

dade de combinar heptadgonos e octdgonos com trian-
gulos, todos regulares?

Alguns desses poliedros "fecham" usando re
petidamente varios desses bicos. "Fechar polied:os"
significa que, na repeticdo desses bicos ou veérti-
ces, vamos poder delimitar uma regido convexa do
espago, ou seja, neste caso, estamos formando po -
liedros.

Alguns desses s6lidos sd3o muito interes -

santes. Tente fazer poliedros com:

- 20 hexagonos e 12 pentagonus, sabendo que em tor
no de cada pentagono estdo 5 hexagonos;
- 2 guadrados e 8 pentagonos, sabendo que em torno

de cada quadrado estdao 4 pentagonos.
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IT. RELACOES GEOMETRI
CAS
Aprofundamento em
algumas proprieda
des ou nelacoes
envolvendo formas
e medidas.

F. VolLumes
Sistematizacao do
caleuwlo indirneto
de volumes dos 40-
Lidos mais greqllen
tes, classificados
em 1rnes grupos:

. Prismas /Cilin-
drnos

. Pinamides/Cones

. Esfenas

Ha outras combinagdes de vértices, forma
dos por poligonos regulares que "ndo fecham" uma
regido do espaco.

9) Nesta etapa, as atengdes sdo desloca-
das das formas com suas propriedades caracteristi
cas, inclusive algumas relagdes métricas, para as
relacgdes que envolvem formas de diferentes tipos.
O cdlculo de volumes, o estudo da semelhanca de ob
jetos em geral e a observacdo de algumas situa-
¢Oes simples que envolvem a inscricdo ou a cir -
cunscricdo de um sblido em outro podem ser veicu-

los convenientes para isso.

10) No calculo de volumes é fundamental
evitar sua reducdo a um amontoado de férmulas. Ba
sicamente, as situagOes elementares envolvendo cal

culo de volumes resumem-se em trés:

. Volumes de s6lidos como PRISMAS e CILINDROS, ca
racterizados comc pilhas de placas idénticas.

.
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. Lembrando que para calcular o volume deve-se de
terminar quantos cubinhos, de aresta 1 unidade de
comprimento, cabem no sdlido. £ possivel concluir

que varias etapas sdo necessarias para o calculo:

7
1’ a

ri base

- determinacdo da drea da base, Ay .., O que cor -
responde a verificar quantos cubinhos cabem
apoiados na base;

- determinacdo da altura h, o que corresponde ave
rificar quantas camadas idénticas de cubinhos
sio necessarias para preencher completamente O
sdlido.

A partir de Bpase © h, resulta o volume

¥ Abase - h
. Volumes de sblidos como PIRAMIDES e CONES carac
terizados como pilhas de placas semelhantes que

vio "afunilando" da base até o vértice.
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Nesses casos, € importante destacar, de
inicio, que o volume a ser calculado € menor que

o produto A o HEWE Brows » h.

base
A partir dai busca-se justificar o fator
% que é caracteristico dos s6lidos com afunilamen
tos como o das pirémides ou cones. 0 caminho para

isso pode ser o seguinte:

- Partindo de um prisma reto de base triangular,

mostrar que sempre é possivel decompd-lo em 3 pi-
ramides equivalentes; cada uma delas tem volume
igual a L do volume do prisma de mesma base e mes

3
ma altura que o prisma.

Mostrar isso efetuando cortes em um peda
co de sabdo pode ser uma experiéncia bastante su-

gestiva.

- Uma piramide cuja base ndo & triangular pode ser
decomposta em piramides de bases triangulares jus
tapostas; a partir dai, mostra-se que para qual -

quer piramide,

=1
=3 h

vpirémide Bpase °
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vpiramide

vpirémide

- Para um cone, podemos aproximar seu volume ao de
piramides nele inscritas. Imaginando estas pirami
des constituidas de um nimero cada vez maior de la

dos, pode-se sugerir que o volume deste cone seja

- 1
também: 3 Abase . 1

. Volume da ESFERA, a partir de comparacao entre
os volumes de um hemisfério de raio R, de um ci -
lindro e de um cone de raio de base R e altura R.

Da observagao direta, resulta a desigualdade:

< s i, TG o
vcone Vhemlsferlo v0111ndro

e
)
1
i
t
\ M




ou seja,

% mR3 < V TR3

hemisfério *
Para mostrar que Vy.,icfsrijo = % ﬂRa, pode-se ve-
rificar que as secgdes paralelas & base do hemis-
fério e do sdlido formado pelo cilindro acima re-
presentado, com uma cavidade formada pela retira-
da de um cone invertido, tém exatamente a mesma
irea nos dois casos, para cada altura considera -
da.

‘1\ hemisfério

¥ -
cilindro-cone

A T T o
hemisferio Ac:.l:l.ndro--cone

Assim, é como se o hemisfério fosse uma
pilha de circulos de raios decrescentes e O solido
CILINDRO-CONE, uma pilha de coroas circulares ca-
da vez mais "finas", de modo que a area de cada
circulo da 12 pilha seja igual a area da coroa cor
respondente na outra. Os volumes das duas pilhas

devem resultar iguais e tem-se:

Vhemisfério - Vcilindro Veone

de onde resulta:

2 3 - )
; . . = =T em consegliencia
Vhemisfério 3 TR S g !
3

Vesfera — 3
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11) Ap6s aprender a calcular o volume de
so6lidos ja citados, pode-se complementar examinan
do o caso de partes de cilindros, de piramides, de
cones ou de esferas sem necessidade de novas for-
mulas, recorrendo-se apenas a nocao de proporcio-
nalidade e a iniciativa pessoal. S3ao exemplos os

casos a seguir:

—

do cone)

(meio cilindro) (%

(1 da esfera)
8

12) Dispondo da expressdo para o volume
da esfera, pode-se calcular a area da sua superfi
cie imaginando-a decomposta em muitas pequenas re
gides, aproximadamente planas; cada uma delas, jun
tamente com o centro da esfera, determinada como que
uma pequena pirdmide. A reuniao de todas essas pe
quenas piramides constitui a esfera. Sendo Ay By,

A3, etc. as areas dessas pequenas regiaes, tem-se
1 1 1 _ 4
-§-A1R+§A2R+§A3R+ .o —31TR

4
-3

ou seja, a area da superficie esférica é 4 vezes

a area do circulo maximo da esfera.
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G. Semelhanca
Caracterizacdo, he
Lacoes entre com -
primentos, areas e
vofumes correspon-
dentes em obfetos
semelhantes.

13) No estudo da semelhanca entre obje -
tos em geral, o ponto de partida mais natural po-
de ser a idéia de ampliacdo ou reducao, mantidas
as proporc¢des nos comprimentos de todos os pares
de segmentos correspondentes. E necessario explo-
rar exemplos concretos onde se possa perceber que
a manutencdo dessas propor¢des & que determina a
equivaléncia das formas. Medidas efetuadas em fo-
tografias ou mesmo modelos de objetos, ampliados
ou reduzidos, podem contribuir para isso. Um con=
tra-exemplo interessante pode ser a comparacao de
uma garrafa de refrigerante de 1 litro e outra de
300 ml; elas ndo sdo semelhantes; por mais pareci
das que sejam, uma vez que as dimensdes das tampi
nhas sao iguais, enquanto as alturas, por exem-
plo, ndo sdo. Comparar areas e volumes de regioes
correspondentes em objetos semelhantes é uma eta-
pa importante a ser considerada, conduzindo, a par

tir de exemplos, a conclusao:

. Sendo a razdo entre dois comprimentos correspon
dentes igual a K, a razdo entre duas areas de re-
L - 2 L 3
gides correspondentes € K e a razao entre dois

3
volumes nas mesmas circunstancias e K .

O caso de desenhos em escala, de mague -
tes, ou mesmo de mapas geograficos, pode ser ex -
plorado, destacando-se neste ultimo caso dque Os
mapas ndo sdo semelhantes a regido representada,
assim, como um plano ndo pode ser semelhante a uma

superficie esférica.
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H. Inscricao e Cin-

cunsericdo.

Analise de alguns
casos simples de
insenicdo dos 40
Lidos, ja estuda
dos, para nefon-
can a percepcao,
~de centas nela -
coes basicas, en
e 0s elementos
envolvidos e de-
senvolvern a capa
cidade de repre-
sentan as gormas
conrespondentes.

I11. SISTEMATIZACAQ

DA GEOMETRIA

Sistematizacao
possivel da Lin
guagem geome -
uica e do enca
deamento Logi-
co das proposi
coes geometri-
cas, no cami -
nho de wma on-
ganizacdao fon-

mal da Geome -
e Euelidia-
na.

O estudo da semelhanca de tridngulos de-
ve surgir nesse contexto maior, sendo suas parti-
cularidades estudadas para maior esclarecimento

das idéias gerais sobre semelhanca.

14) Nas situacoes envolvendo Inscricao e
Circunscricao de alguns s6lidos, ndo se pode pre-
tender a consideracdo exaustiva de muitos casos,
mas apenas o exame de alguns exemplos simples que
destaquem certas relacdes entre os elementos en -
volvidos e possibilitem comparacdes significati -
vas. Tais relacdes e comparacoes podem contribuir,
inclusive, para facilitar a propria representacao
dos sblidos envolvidos. Sdo situacdes interessan-
tes as que envolvem os pares CUBO/ESFERA, CILIN -
DRO/ESFERA, CONE/ESFERA, OCTAEDRO/CUBO, entre ou-
tras. Insistimos em que alguns poucos exemplos po
dem ser suficientes para chamar a atencao para as
relacaes. Por exemplo: o CUBO tem 6 faces, o O0OC-
TAEDRO tem 6 vértices. E possivel construir um oc
taedro tendo como vértices os centros das 6 faces

de um CUBO, €& facil mostrar que se trata de um OC
TAEDRO REGULAR.

15) Apds etapas anteriores, envolvendo ma
nipulacdo, caracterizac¢do, construcdao, percepcao
de relagdes, €& fundamental uma assepsia na lingua
gem utilizada, de modo que se torne possivel re -
presentar com precisdao uma forma geométrica, des-
crita exclusivamente através de palavras. Condi -
cOoes necessarias, suficientes, necessarias e sufi
cientes devem ser enunciadas com rigor logico. "Ao
mesmo tempo, os 'bicos' tornam-se angulos polié -
dricos". A precisao na linguagem possibilitara uma
organizacdo no conhecimento geométrico acumulado,

abrindo caminho para a sistematizacdo formal.
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I.

LINGUAGEM GEOMETRl
CA

Estudo dos fatos
basicos a nespei-
to de netas e pla
nos no espaco, po
s4c0es nelativas,
paralelismo, per-
pendicularismo.
Estudo de Diednos,
Triedros, angulos
poliedrnicos e po-
Liednos: nelacgao
de Euler.

NOCUES SOBRE FOR-
MALTZACAO
Justificativa Lo-
gica de algumas
proposicoes a par
tin de outrhas mais
basicas: encadea-
mento de proposi-
coes, deducao.
Apresentacao do 848
tema fonmal da geo
metiia euclidiana;
um pouco de histo-
ria e neferencias
as geometnias nao-
-euclidianas.
Compreensao da de-
monstracao de al-
guns poucos fLeonre-
mas especialmente
sdgnifleativos.

16) E importante a compreensdo clara do
que significa demonstrar uma proposicao da forma
basica "se p, entdao q" das proposicdes matemati -
cas, da inevitabilidade dos Postulados na constru
¢ao de um sistema formal. A percepcdo da histori-
cidade de um sistema formal como o Euclidiano, sua
utilizacao como modelo de organizacdo do conheci-
mento por cerca de 2000 anos, suas limitacdes, sua
ultrapassagem, podem dar um sentido maior ao con-
vite aos alunos para que enveredem pelo territd -
rio, as vezes arido, das demonstragdoes formais. A
escolha de alguns poucos teoremas significativos,
para ilustrar o funcionamento do sistema, pode ser
deixada a critério do professor. Por exemplo, a
analise de proposicdes que envolvem condig¢des ne-
cessarias e suficientes para o estudo do parale -
lismo e perpendicularismo entre retas, planos, e

retas e planos.

17) Numa situacdo concreta onde a limita
gdo de tempo & um fator determinante, certamente
essa etapa de organizacao do conhecimento geomé -
trico é que pode ser sacrificada. Nao porgque nao
seja importante, mas somente porque ndo & possi -
vel organizar o conhecimento, se ele nado tiver si
do adquirido nas etapas anteriores. Em certos ca-
sos, pode ocorrer que uma parte consideravel dos
contetdos e das atividades propostas nas duas eta
pas anteriores ja tenham sido tratados ao longo
do 19 grau, ou entd3o, que o numero de aulas dispo
nivel para Geometria seja maior que a média. Nes-
ses casos, pode se utilizar o tempo disponivel no
20 grau, essencialmente, para esta etapa final de
organizagdo, com um maior aprofundamento nas no-
¢cOes de logica e nas demonstracdes dos resultados

estudados.
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