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estedesde que preencham as condiçôes exigidas pelo teoremaj
estâ demonstrado.

Segundo teorema. Quando um numéro divide o divisoT ̂0 r e s t a , t a m h e m d i v i d e o d i v i d e n d e . I
Dividindo o numéro 58 179 por 2 497, o quociente incompie-

to é 23 e o reste é 748. Portanto,
58 179 = 2 497 X 23 + 748

Ternes uma sema formada per duas parcelas: 2 497 X
e 748. 0 nûmere 11 divide 2 497; portante, divide tambem
multiple 2 497 X 23. (quarto teorema de divisibilidade) 0
tambem divide 748. Portante, se o numéro 11 divide as
parcelas,^ divide a sema, (primeiro teorema de divisibilidade) ^efeite, dividindo 58 179 per 11, verificaremes diretamen e ̂esta divisâe nâo deLxa reste. Pedendo o mesme jĵ gcs
feito com mimeros quaisquer, desde que preencham as cou
exigidas pelo teorema, este esta demonstrado. , q

_ Terceiro teorema. 0 m. d. c. de dois numéros, senm a i o r d i v i s i v e l p e l o m e n o r , ê o m e n o r . s 6
^ Consideremos es mimeros 72 e 24. Observemos 9^® ̂ osdivide per 24, sem deixar reste. Loge, 24 é diviser « 72-

mimeros 72 e 24, porque divide a si mesme e divide o
E, eyidentemente, 24 é o maior diviser cemum aos ou24 e 72, porque um mimere maior de que 24, por exemP̂ ®'.
pode dividir 72, mas nâo divide 24. Pedendo e mesmonie ser feito com mimeros quaisquer, desde que preeoc
condiçôes exigidas pelo teorema, este estâ demonstrado. ̂

Quarto teorema. 0 m. d. c. de dois nûmeros, riao
maior divisivel pelo menor, é igual ao m. d. c. do menor e ao.
da d iv isào do maior pe lo menor. ^8 ®

Consideremos os mimeros 168 e 48. Dividindo 168
quociente incomplete é 3, e o resto é 24. é
provar que o m. d. c. dos numéros 168 ® gçr
Igual ao m. d. c. dos nûmeros 48 e 24. Nâo esq ̂  ̂
mes que 168 é o dividende, 48 é o divisor e
resto. Ora, todo o nûmero que divide 16 pû'
tambem divide 24 (primeiro teorema); (s®'
mero que divide 48 e 24, tambem divide
gundo teorema). Logo, se qualquer divisor e

168 I 48
2 4 3

48 I 24
0 2
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ôs nûmeros 168 e 48, é tambem dî 'isor comum aos nûmeros48 e 24, e reciprocamente, segue-se que estes dois pares de nû-
oieros têm os mesmos divisores comuns e, por consequêneia, o
niesmo m. d. c., isto é,

D (168, 48) = D (48, 24) {*)
Ora, 0 m. d. c. de 48 e 24 é 24; portanto o m. d. c. de 168® 48' é tambem 24. Podendo o mesmo racioclnio ser feito com

Numéros quaisquer, desde que preencham as condiçôes exigidas
® leorema, este estâ demonstrado.

102. Determinar o m. d. c. de dois nû-
Vamos determinar o m. d. c. dos nûmeros® 192. De acordo com o terceiro teorema, di-

8 0 4

3 6

1 9 2

1 9 2

1 2

3 6
0

1 2

viH' acordo com o terceiro teorema, ai- , ou *±
3fi tÏ?® P®r 162. Esta divisSo deixa um resto, |
e i Qo ® quarto teorema diz que o m. d. c. de 804 i 192 3̂

YJ é igual ao m. d. c. de 192 e 36. Procuremos
corn ° ® d. c. dos nûmeros 192 e 36. De acordo? Isrceiro teorema, dividimos 192 por 36. Esta
012̂ 0 deixa um resto, 12. Mas o quarto teorema
de ° m. d. c. de 192 e 36 é igual ao m.d.c.
I) ® 12.' Procuremos entâo o m.d.c. de 36 e 12.o terceiro teorema dividimos 36 por 12. Esta
192 resto. Portanto, o m.d.c. dos numéros

; 12, isto é, D (804, 192) = 12. , , . .
*ner Hegra para determinar o m. d. c. e ois nuto- Etivide-se o maior pelo menor; divide-se o menor pelo res~u Vrimeiro resto pelo segundo; divide-se <> segundo rê

assim por diante até que se cheque a umt e r c e i i ,
0 m. d. 'c. sera o étimo divisor.
i r o ;

j r i . a . c . s e r a o u u m i u . n i l m p r n s

'lâ-se Processo para determinar ® d. c. . '° nome de processo das divisôes sucessiv . numéros
^ nnio evprf>în^r^ Hpf.prminar o m. d. c.exercîcio, vamos determinar o m.^ e 1 944^

1 944

2 5 2

Primeira jorma
2525 6 4 564

6 0

252
1 2

6 0 6 0

0

1 2

1̂  (48, 24) significa m. d. c, de 48 e 24.
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Segunda jorma

4 4 5 2
2

1 9 4 4
3

5 6 4
2

2 5 2
4

6 0
5 .

1 2

5 6 4 2 5 2 6 0 1 2 0

Res-posta-
D (4 452, 1944) =

Na prdtica, a forma preferida é a segunda. A
é a linha dos quocientes; a segunda linha é a dos

dos e divisores; a terceira linlia é a dos restes. g
E agora, voltando ao exemple do pardgrafo 98, veriiic

facilmente que a maior parte alîquota comum a duos
fazeuda que medem respectivamente 42m e 27ra 5 uma
de fazenda com 3m de comprimento.

E x c r c i c i o s o r a i s

1 . 1 2 e 8 3 . 3 5 e 7 5 . 2 2 e 4 7 .
2 . 3 6 e 2 4 4 . 2 8 e 2 1 6 . 1 8 e 1 5 8 .

48 e 32
4 5 e

E x e r c i c i o s . S é r i e X V I I l

1 .
2 .

3 .
4 .
5 .
6 .
7 .

D e t e r m i n a r o m . d . c . d e
DeteriSinar o m. d. c. de
Determinar o m. d. c. de
Determinar o m. d. c. de
D e t e r m i n a r o m . d . c . d e ^
Determinar o m. d. c. do 665 038 e 2 375 019.
De te rm inar o m. d . c . de 78 540 e 37 026 .

15 347 e 4 532.
1 565 e 626.
4 789 e 137.
5 544 e 6 552.

80 934 e 140 343.

coP»i. uetermmar o m. d. c. de 78 540 e 37 02b. «rca^o
8. Um campo retangular mede 351m por 221m. B c «otre

ârvorea plantadas à igual distância umas das outras, e a distûncJ
àrvores conaecutivas é a maior possivel. Quautas sâo as drvore

9. Um jornal distribuiu Cr. $425,00 pelos seus pobres; ̂  jorP'Jjbuiu Cr. $325,00 tambem pelos eeus pobrcs. Os pobres de aropo ̂
receberam todos a mesma quantia, e^ esta foi a maior ùn»
recebeu cada pobre? Quantos foram os pobres socorridos por cao
j o r n a i s ?

10. Duaa avenidas vâo ser arborizadas em ambos os lados.
mede 407 métros de comprimento e a segunda mede 110 métros, -c- ̂ e, %
que se pl̂ tem àrvores tambem naa extremidades das avenidas e ̂ ĵ .
duas avenidas, a distância entre duas ârvores consecutivas seja a
a maior possivel. As ârvores custam Cr. $380.00 cada cento, e
ganba Cr. $2,70 pelo plantio de coda uma. Quai serd a desp©®^
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104. Determinar os quocientes de dois nûmeros pelo
scu m. d. c. Uma vez terminada a pesquiza do m. d. c. de dois
nûmeros dados, podemos aproveitar a operaçâo feita para deter-
tnînar quantas vezes cada um dos dois nûmeros dados contem
® m. d. c. Retomemos o exemplo do pardgrafo 103.

4 4 5 2
2

1 9 4 4

3
5 6 4

2
252

4
6 0

5
1 2

5 6 4 2 5 2 60 1 2 0

3 7 1 1 6 2 47 ■21 5 1 .

Rara maior clareza vamos chamar os nûmeros da quartade quocientes suplementares. Por baixo de 12 escre-
veremos 1, porque 12 4-12 = 1. Por baixo de 60 escreveremos

porque 60 -f- 12 = 5. Portante, o primeiro quociente sup-P î mentar é 1 e o segundo é 5. Para obter o terceiro quociente
PPlementar, multiplica-se o segundo quociente ̂
diii° correspondente da 1.' linha, 4, e , , P„,com 0 primeiro quociente supiementar; »21.
p ° terceiro-quociente supiementar. Corn efeito, 252 . 12 21.wa obter o quarto quociente supiementar

nnociente supleâentar, 21, peio1- linha, 2 e soma-se o produto com o segundo quociente su
ĝ^̂entar; ̂'',esuTado!47!é 0 quarto quociente supiementar.
difl * 564 12 = 47. E assim pore ^ figura ao lado mostra a marcha *
fazp̂ ^̂ P̂ cie de'operaçôes que se devem
tes completar a série dos quocien-
Partn̂ î 'R n̂tares, sendo 21 o ponto de
cienf.̂ ® 47 o ponto' de chegada. ̂  9"̂quoo* t̂ ivisâo de 4 452 por 12 é 371; o
162- divisâo de 1 944 vpr 12 é
12 A Z ^"oeiente 'da ^divisSo de 664 por^ 47, etc..

Exercfclos. Série XIX
1 . m e 2 0 5 9 . E m s e g m d a ,

4eterjw;* Determinar o m. d. c. dos nûmeros nûmeros, pelo seu'̂̂ ar Tag quocientes das divisôes ûf es ̂^ eom o auxfUo dos quocientes suplementares.
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1 0 8 6 3
5

2 0 5 9
3

5 6 8
1

3 5 5
1

2 1 3

1
1 4 2

2
7 1 -

5 6 8 3 5 5 2 1 3 1 4 2 7 1 0

1 5 3 2 9 8 5 3 2 1

Resposta. Os dois quocientes pedidos sâo 153 e 29.
2 . M e s m o e x e r c î c i o c o m o s n d m e r o s 5 5 4 4 e 6 5 5 2 .
3. Mesmo exercfcio com os nùmeros 80 934 e 140 343.
4. Mesmo exerc fc io com os nûraeros 78 540 e 37 026.
5. O m. d. c. de dois nûmeros 6 103. Os quocientes das divi

sucessivaa sâp 3, 2, 1, 1, 2 e 3. Deterrainar os dois ndmeros.
[ 3 | 2 i l | 2 [ 3 | 3 .
I J L I J l _ _ L 0 3 —

149 I 44 I 17 I 10 I 7 I 3 I 1
149 X 103 = 15 347 44 X 103 = 4 532

Resposta. Os dois nûmeros pedidos sâo 15 347 e 4 532.
6. O m. d. c. de dois nûmeros 6 207. Os quocientes das divis

sucessivas sâo 5, 2, 4, 1 e 3. Determinar os dois nûmeros. a'v\s^^
7. O m. d. c. de dois nûmeros é 303. Os quocientes das '

successivas sâo 4, 2, 6, 5, 3 e 7. Determinar os dois ndmeros. ntare^*
8. Fazer o 5.® exercfcio, sem recorrer aos quocientes suplci®
9. Idem, em relaçâo ao 6.® exercfcio.

10. Idem, em relaçâo ao 7.® exercfcio.

emplo ào
mero

a)

(primeiro teorema) Mas, se O nùmero 4 divide 564 e
bem divide 60. (primeiro teorema) Mas, se o ndmero ^
252 e 60, tambem divide 12. Dnnnluîmnq p.ntâo OUe,

105. Proprîcdades do m. d. c. Voltemos ao eX'
parâgrafo 103 e consideremos a primeira forma. Se o nu
4 divide 4 452 e 1 944, tambem divide 564.
Mas, se o niimero 4 divide 1 944 e 564, tambem divide' • • ■ ' - ' '■ 2 f d ? v V

C o n c l u i m o s e n t â o q u e , ^
um nûmero divide outros dois nûmeros, tambem ^JtO
m. d. c. destes dois nûmeros. Esta conclusâo sera ni
u t i l m a i s a d i a n t e . ^

Se o m. d. c. dos nûmeros 4 452 e 1 944 é 12, os o
4 452 e 1 944 sâo mùltiplos de 12. Entâo, de acordo e
quarto teorema gérai de divisibilidade, concluimos que,
u m n û m e r o d i v i d e o m . d . c . d e d o i s n û m e r o s ,
t a m b e m e s t e s d o i s n û m e r o s .

De acordo com a primeira conclusâo podemos desde jd afir-
niar que os divisores comuns aos nùmeros 4 452 e 1 944 sâo
unicamente os divisores de 12, a saber, 1, 2, 3, 4, 6 e 12.

Ja vimos que, multiplicando ou dividindo o ditddendo e o di-
wsor por um mesmo nûmero, o quociente nâo se altera, mas o resto
J'̂ ca multiplicado ou dividido por este mesmo nûmero. (§78)

Voltando novamente ao exemplo do pardgrafo 103, primeira
orma, podemos entâo afirmar/que, se dividirmos 4 452 e 1 944

4, 0 quociente da priraeùa divisâo nâo se altera, mas o restoica dividido por 4. Estando 1 944 e 564 divididos por 4, o quo-
ciente da segunda divisâo nâo se altera, mas o reste fica divi-
^̂ 0 por 4. Prosseguindo corn este raciocinio concluimos que,

quando se multiplicam ou se dividem dois nûmeros por
terceiro, o m. d. c. dos dois nûmeros fica multiplicado
dividido por este terceiro.

1 .
2.
3 .
4 .
5 .

Exercfc ios. Sér ie XX
Quais sâo os divisores comuns aos nûmeros 120 e 334?
Quais sâo os divisores comuns aos numéros 110 e 407?
Quais sâo os divisores comuns aos nùmeros 555 e 1507
Quais sâo os divisores comuns aos nûmeros 285 e 2021H U U o s a i v i s o r e s c u i u u u o a w a - - -

Quais sâo os divisores comuns aos nûmeros 2 184 e 4ob i

Y 106. Simplificaçao do processo dasamoa determinar o m. d. c. dos nùmeros 70 500 e 25 oOO.
^ ̂ d̂amos os dois nùmeros por 100 e procuremos o m. d. c.® quocientes 705 e 255.

2 1 3 4

705 2 5 5 195 60 1 5

1 9 5 60 1 5 0

P a r ^ v i r t u d e d a t e r c e i r a c o n c i u s a u a 4 " ^ - o®̂'âgrafo anterior, o m. d. o. esta dmdido por 100. Logo odoe nûmeros 70 500 e 25 500 é 15 X 100-̂
î:emplo. Determinar o m. d. c. dos numéros 73 600 e 2 .

73 600 -r- 100 = 736
2 4 0 0 ^ 1 0 0 2 4

30 1 2

736 2 4 1 6 8

1 6 8 0 1

^̂ P̂osta. D (73 600, 2 400) = 8 X 100 - 800
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107. Dîvidindo dois nûmeros pclo seu m. d. c. os
cicntcs sao primes entre si. 0 m. d. c. dos numéros 445
1 944 é 12 e, se dividirmos 4 452 e 1 944 por 12, os quocien e
eerâo, respectivamente, 371 e 1G2. Mas, de acordo com a ®
ceira conclusâo do pardgrafo''l05, se os nùmeros 4 452 e 1
sâo divididos por 12, o m. d. c. deles, isto é, 12, tambem ' ̂
dividido por 12. Logo, o m. d. c. dos quocientes, isto é, d®
e 1G2 'é 1. Entâo, estes dois^nùmeros sâo primos entre si.
0 que podemos verificar, tambem, dirctamente.

D (371, 162) = 1
2 3 2 4 5

3 7 1 1 6 2 4 7 2 1 5 1

4 7 2 1 5 1 0

108. M. d. c. de très nûmeros. Para deterniinar
d. c. de très nùmeros, determina-se o m. d. c. de dois
dos nùmeros dados; depois determina-se o m. d. c. do resu
8 do terceiro nûmero. Este segundo m. d. c. é o m. d. c. dos
n ù m e r o s d a d o s . . g

Exemplo. Determinar o m. d. c. dos nùmeros 729, 2 538 e
3 3 1 1 1 1

8 3 1 6 2 5 3 8 7 0 2 4 3 2 2 7 0 1 6 2 1 0 8
7 0 2 4 3 2 2 7 0 1 6 2 00o 5 4 00 1

13 2
7 2 9 5 4 2 7

1 8 9 0

27i
■toS

D (8 316, 2 538) = 54
D (729, 54) = 27 ^ g?
D (729, 2 538, 8 316) -

Na prâtica convem iniciar as operaçOes corn os dois nùiû®
m e n o r e s .

E x c r c f c i o s . S d r i e X X I
1. Cûlcular o m. d. c. de 1 958. 6 578 e 49 346.
2. Calculor o m. d. c. de 675, 4 320 e 5D7J5.
3. Calculor o m. d. c. de 1 624, 2 380 e 11312.

jOl109. Nùmeros primas Os nùmeros prîmes de 1 ® 59,
23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 5̂ ' ge61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 e ICI, ̂ Para facilidade ̂
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segue, convem decorar esta série; é bastante contar de 1 a 101,
tendo 0 cuidade de:

a) suprimir os mùltiplos de 2, de 3 e de 5, que sâo facil-
mente reconheciveis.

5) suprimir os nùmeros 49, 77 e 91, porque 49 = 7 X 7,
77 = 7 X 11 e 91 = 7 X 13.

110. Crivo de Eratôstenes. E' 0 processo empregado
para determinar todos os nùmeros primos, desde 1 até um nû-
luero qualquer. Como exemplo, vamos determinar todos os
Qùmeros primos, de 1 a 1 000.

Em primeiro lugar, escrevemos a série dos numéros naturais,1 a 1 000. Ora, é évidente que, se contarmos de 2 em 2, a
saber, 2, 4 6 8 10 12 14, etc., todos os nùmeros encontradosûa série serâo mùltiplos,' por serem divisiveis por_2, excetuando
e ûùmero 2, que é primo, por ser divisive! somente por si e pela
^ i d a d e . ^ ,

Se contarmos de 3 em 3, a saber, 3, 6, 9, 12, 15, etc., todos
nùmeros encontrados na série serâo mùltiplos, por

por 3, exceto o nùmero 3, que é pnmo, porsomente por si e pela unidade. Assim, depois de a
nùmeros naturals desde 1 até 1 000, contamos de 2 em 2,,̂3 em 3 de 5 eTs'de 7 em 7, de H em 11 etc e eancekmosîfdos 08 mùltiplos de 2, de 3, deidado de nào cancelar os nùmeros 2, 3, 5, , » •> g ̂P̂ 'mos. E' inutU contar de 4 em 4. de 6 ̂ ^̂ ^̂decorrer

da^ m®' ""̂ ""TL^^DoTTerem mûltlplos de 2,d2 jd estarâo cancelado»,- etc.. (§88, quinto w-exemple, para can-
cplo operaçâo pode ser simplificada. „ jg ̂ jggde o nù-? mùltiplos de 13, é inutil eontar de 13 em 1Proeuramos o nùmero 3 X 13, isto é 10̂ .

xàûu-' ̂3 X 12, jâ estâo cancelados, excetot̂iplos de 2 ou de 3 ou de 6 ou dê ^ quando
tivû ̂  nosso exemplo, a operaçâo q? v 37 = 1369, e ode contar de 37 em 37, porque 37 X
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limite da nossa série é 1 000. E todos os nûmeios que nao tive-
rem side cancelados, serâo numéros primos. (*)

111. Regra para verificar se um numéro é primo ou
mûltiplo. 0 numéro 1 301 é primo ou multiple ? Eis um
pergunta à quai nâo é possivel responder imediatamente.
verdade, o nùmero 1 301 nâo é divisivel por 2, 3, 5, 7 e H-
tretanto, nâo podemos afirmar que seja primo, porquedivisivel por 19 ou 23 ou 29, etc.. Erapregar o crivo de
téstenes, unicamente .para verificar se o nùmero 1 301 é
ou mùltiplo, é coisa muito demorada. Felizmente, liù uma rcg
que nos permite verificar rapidamente se um nùmero eou mûltiplo. Antes, porem, de a aprendermos, é necessario
sistir sobre alguns fatos da divisibilidade. Togo»

Se dividirmos 112 por 7, o quociente ' exato é 16. '
112 = 7 X 16, e 112 ê tamhem divisivel -por 16. ^ é

Convem tambem observar que, quando um nùmero
divisivel por 2, nâo é divisivel pelos mûltiplos de 2, a sa ̂  '
6, 8, 10, 12, etc.. Porque, se fosse divisivel por 4,bem divisivel por 2. (quinto teorema de divisibilidade, riVisî ®̂
mente, quando um nùmero nâo é divisivel por 3, nâo e ,̂ qxo
pelos mûltiplos de 3. De um modo gérai, quando ĵ ĵvel
qualquer nâo é divisivel por um nùmero primo, nâo é ^
pelos mûltiplos deste nùmero primo. rl'vidî'^®

Para verijicar se um nùmero é primo, é bastante , p^os
por 2, .,3, 5,̂ 7, 11, 13, , etc., isto é, pela série do® nu
primos, ate que o quociente seja mener que o diviso »
igual ao divisor. Se todas as divisSes deixarem resto,

mûlt'P'"'
m e r o d a d o é

Exemplo.
1301 I 13

0 0 1 1 0 0

p n m o .
Vèrificar se o nùmero 1 301 é primo ou

1 301 I 23

1 301

1 4 1
2 5

2 9

4 4

1 301

1 1 1
0 9

1 301

0 6 1
3 0

1 7

7 6

3 1

4 1

1 3 0 1

1 6 1
0 9

1 301

1 9 1
0 6

1 9

6 8

3 7

3 6

151
1 3

6 6

0 0iû-

( ) Este exerclcio deve ser feito por todos os estudantes,deverao ser euidadosamente verificados pelo professor, o quai ap
o ensejo para recordar os numerpsos fatos da divisibilidade.

À

Na prâtica, é inutil dividir o nùmero dado por 2, 3, 5 e 11,
porque os caractères de divisibilidade nos permitem dizer de
pronto se ele é ou nâo é di\dsivel por 2, 3, 5 e 11. A divisâo por
7 pode ser feita mentalmente. Portante, a primeira divisâo
tem como divisor o nùmero 13. Observemos que os quocientes
vâo diminuindo gradualmente. Ora,. se a divisâo por 37 deu
um quociente 35, menor que 37, podemos afirmar que o numéro
1 301 é primo. Porque, se o nùmero 1 301 admitisse um divi
sor, nccessariamente niaior que 37, entâo 0 nùmero 1 301
séria tambem divisivel pelo quociente. nccessariamente mener
que 35. Mas, vimos que o nùmero 1 301 nâo admite divisa-

injeriores a 35: logo, nâo admiîe divisores superiores a 37 e,
por consequência, é realmente primo.

Exerciclos. Série XXII
Verificar se os nûmeros que se seguem sêo primos ou mffltiplos.

2 4 1 9
1 6 9 7

1 .
2 .
3 .
4 .

691
l 927
1 0 0 9

8 9 9

5 .
6 .
7 .
8 .

1 3 3 3
2 021
1 591
1 2 1 7

9 .
10 .
1 1 .
12 .

2 039
1 5 1 7

1 487
2 491
2 747
2 713

112.

1 3 .
14 .
15 .
16 .

X
Decompor u m

Decomposiçâo em fatores primos. / tonuméro em eeus Jatores primos, t transJormd.lo em ™ ̂
if ores pnmos. Por exemplo, decompor o numérotores primos é substituî-lo pelo produto > nroduto® Uùmero 210 em seus fatores primos é substituî- p

j fatores primos que compQem ° ̂ =2^X3.ou deeiguais. Por exemplo, 24= 'tndo très
numéro 24 é constituido por quatro fator''es iguais a 2 e o quarto igual a ̂  ̂  decomposiçâo em

fn+ ̂ ^̂ tando-se de nûmeros pequeno , +ratando-se, porem'"tores priruos pode ser feita mentjrlme°te, tratando se,
numéros grandes, a operaçâo jaiores primas,

diairf Para decompor um numer° ' ^ ' n m e r o d a d o p e l o . s e u m s e g u i d , a
0 quociente pelo seu mener
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divide-se o novo quodente pela seu mener divisor primo', 6 ass%v\,
sucessivamente, até que o ûllimo quocienle seja a uniddde. 0 numéro
dado é igual ao produio de iodos os divisores.

Exemple. Decompor o niîmero 1 260 em seus fatores primes-
A operaçâo pode ser feita de duas maneiras diferentes.

Primeira forma
1260 I 2

0 6 0 6 3 0
0 0 0 3 3 1 5

1 0 0 1 5 1 0 5
0 0 1 5 3 5

0 0

Segunda forme
1260

6 3 0
316
105
3 5

7

1

Eespom. 1260 - 2^ x 3* X 6 X 7

E x e r c l c i o s o r a i s

Decompor os ndmeroa que se seguem, em seus fatores prime®'
1 . 1 5
2 . 4 2
3 . 6 0
4 . 7 2

3 . 2 0
6 . 2 8
7 . 4 2
8 . 4 5

9 . 3 0 I 1 3 . 5 2
10. 48 î 14. 56
11. 54 I 15. 69
1 2 . 6 6 1 6 . 8 0

S é r i e X X I I I

1 7 . 6 0
1 8 . 7 5
1 9 . 7 8
2 0 . 8 4

21.
22.
23.
24.

120
150
180

E x e r c l c i o s .

Decompor em fatores primes os ndmeros que se seguem.
16 310
16 790
3 6 *
20»X33*
eixio'X^^

9 085
10 240

9 310
18 018
92 300

6 .
7 . -
8 .
9 .

1 0 .

1 0 5 0 0
29 260
2 2 6 1 0
23 270
1 6 8 0 0

1 1 .
1 2 .
1 3 .
1 4 .
1 5 .

lU®113. Divisao de um produto indicado por uip
1 « 1 « * • «

j . / i v i ! sao ae um p rodu to i nd i cado po r u iu
fatores ou pelo produto de dois ou mais de seus
Vimos no parâgrafo anterior que:

1260 = 22X32X5X7 . 1260 = 2X2X3X3X5X7

ŝta igualdade pode ser eserita de vârioa modes, emda lei Associativa da multipHcaçâo. (§72)
virtdide

Màltiplos e Divisores 1 5 3

1260 = 2X (2 X3X3X5X 7)
1260 = 3X (2 X2X3X5X 7)
1260 = 5X (2 X2X3X3X 7)
1260 = 7X (2 X2X3X3X 5)
1260 = (2 X 3) X (2 X 3 X 5 X 7)
1260 = (2 X 3 X 5) X (2 X 3 X 7)

Enfim, todos os fatores primes de 1 260 podem ser reunidosem dois grupos de jaiores, ou entâo, 1260 pode ser reduzido a wm
produto de dois jaiores. Ora, se dividirmos um produto de dois
fatores por um deles, o quociente é o outre. Logo,

1260 2 = 2 X3 X3X5X7
1260 ^ 5 = 2 X2 X3X3X7
1260 (2X3) = 2X3X5X7
1260 -^(2X3 X 5) = 2X3X7

Cheeamos assim a uma conclusâo miiito simples e muito
util: para dwidir um produio indicado par
polo produio de dois ou mais dos seus fatores,
^ote faior ou estes fatores.

(3X3X5X7X11X13) (3X5X11) = 3X7X13
Seja agora o produto 7X15X19,5 Xl̂̂to que a multipUcaç. é

tambem uma operaçâo dissocialiva. Logo,
(7Xl5xi9)-̂ 3 = (7X5X3Xl9)-î-3 . (7X15X19)-

Analogamente,E assim por diante. Donde ^ hastante dividir
dos fatores por este nûmero, se a dîvtsao j

E x e r c i c
L (7X8X9)-^8 = ?
^ (3X4X5X6)-î-5 = 13. (4X5X7X8)-5-8 = ? ^
^ (22X3X5«X7)-^5 = ?

(2X3«X5)h-6 = î
(2»X3»X5)-M0 » T

os o ra i s
7. (3X5»X7H}5-5
8. (2X5'X7HW-Î9. (3X5=X7H36=?10. (3X15X17)f5 = \11. (11X18X23)̂ -9=712. {23X30X7) + 15 = "
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Quando um nûmcro é divisivel por outro, ele
mo"? n «i'> ° l'îf. prîmes dcste outro. Considere-
HTî  ̂  aumero 1 716. Se dividinnos 1 716 por 44, verificaremos
Tt ^ Portante, 1716 é divisivel por 44,
44 A Qû divisivel por 39. Decompondo os numéros 1 716)44 e 39 cm sens fatores primas, teremos:

- ̂  ̂ 44 Z 1 ̂ onde se vê que o numéro 1716
qo — qOiQ I oontem os fatores primesJ mero 44 e os do ndmero 39.

<=o°cIusào era faeil de prever, de acordo corn oqumto teorema gérai de divisibilidade (§87)
ros um nûmcro é divisivel por dois nûmÇ-
Conŝ dê  entre SI, c tambem divisivel pelo produto deles-nnr Q ^ ° 936- Este numéro é divisivel por 4 "
teremos a o "'̂ ""eros 4 e 9 em seus fatores pn^o '= 2 X 2_e 9 = 3 X 3. Portante, 4 e 9 nâo têm u®

mum e sSo, por consequência, primes entre si.
os fatom/". ° 936 é divisivel por 4 e por 9, deve conteros tatores de 4 e de 9. (§114)

Corn efeito, decompondo 936 em seus fatores primos, teremos:
936 = 2X2X2X3X3X13 936 = (2X2X3X3)X(2Xl3)

4 . , TE, de acordo com o §113, teremos:
936 ô- (2X2X3X3) = 2X13 936 -î- 36 = 26

que nâo numéro é divisivel por outres do ĵpelo produto d'oTt̂ * "co îd ' "" "®"o7' E^dt"-

"Xtoïï dïst K
Donde se vê que o nilmoro

sendo igual a 2X3X3X7, c^o e
sivel por 54, que é igual a 2X3X
(§114)

6 = 2X3
9 = 3X3

54 = 2X3X3X3
l 126 = 2X3X3X7

Mûliiplos e Divisores 1 5 5

loeo 0 ï^^iïiero 1 680. E' divisivel por 3 e por 4:
tambem divisivel por 4 e por 12, serâm divisivel pelo produto deles, isto é,-48? Vejamos.

4 = 2X2
12 = 2X2X3

1 AQn " 2X2X2X2X3tb80 = 2X2X2X2X3X5X7

Donde se vê que o nù-
mero 1680, sendo igual a
2X2X2X2X3X5X7, é di
visivel por 48, que é igual
a 2X2X2X2X3. (§114)

' E x c r c f c i o s o r a i s

I o' é que um ndmero é divisivel por 6?• Quarido 6 que um ndmero é divisivel por 12?
• Quando é que um ndmero é divisivel por 14?
• Quando é que um ndmero é divisivel por 15?
• Quando é que um ndmero é divisivel por 18?
• Quando é que um ndmero 6 divisivel por 24?
• Quando é que um ndmero é divisivel por 28?
• Quando é que um ndmero é divisivel por 30?

In' ndmero divisivel por 8 e por 9 é divisivel por 72? Por que?• Um ndmero divisivel por 6 e por 12 6 divisivel por 72 ? Por que ?
12* um ndmero divisivel por 4 e por 6 e nâo divisivel por 24.• Pormar um ndmero divisivel por 8 e por 12 e nâo divisivel por 96.

1 260̂ n̂ de um nûmero. Consideremos o numéro
é (jj I acordo com os caractères de divisibilidade, este nûmero

2, 3, 4, 5, 9 e 10. E, de acordo com o §115, é
Por 0^? ^visivel por 2X3, por 3 X 5, por 3X7, por 5 X 7,
t̂e.. ̂  ̂  5, por 3 X 3 X 3 X 5, isto é, por 6, 15, 21, 35, 30,

? o Q̂ ais sâo entâo todos os divisores de 1260 ? Quantosomo determinâ-Ios ?
aclifi ® nûmero 16 200. Decompondo-o em fatores primos,

'^aremos;
16 200 = 23 X 3^ X 52

divisores de 23. alem da unidade, sao 2, 4 e 8.* » >34^ » » » , » 3,9,27 e SI
52 » 5 e 25.

portante, para o nûmero 16 200, os seguintes grupos^visores:
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1.® ^ 1, 2, 4 8 3 + 1 = 4 divisores
2 . ° 1 , 3 , 9 , 1 2 7 , 2 8 4 + 1 = 5 <
3 . ° i ; 5 , 2 5 2 + 1 = 3 «

Jâ aprendemos que, quando um nûmero é divisivcl
doiSj primas entre si, é tambem divisivcl pela produto deles. 18Cada um dos divisores do 1.° grupo, é primo com cada um
d i v i s o r e s d o 2 . ® g r u p o . j j . o

Portante, se muitiplicarmos cada um dos divisores
grupo por cada um dos divisores do 2.® grupo, terem'os, ao

(3 + 1) X (4 + 1) divisores do nûmero 16 SOO.
Mas, cada um destes (3 + 1) X (4 + 1) ppj-tan-

sua vez, primo com cada um dos divisores do 3.° grupo.
to, se muitiplicarmos cada um destes (3 + 1) X (4 + ̂
sores, por cada um dos divisores do 3.® grupo, teremos, a

(3 + 1) X (4 + 1) X (2 + 1) divisores do nûmero 16 26 •
^ 0 exposto é suficiente para estabelecer a seguinte^ Regra. Para calcular o nûmero de divisores de ^
mero dodo, decompôe-se este nûmero êm sens jatores prt'ïïio >
se ̂  uma unidade ao expoenie de cada um destes jaiores
plicam'Se estas somas. 0 produto représenta o nûmero de
do nûmero dado.

Exemple. Quantos divisores tem o nûmero 12 600 ?^ 12 600 = 23 X 32 X 6^ X 7
N." dos divisores =» (3+l)XC2+l)X(2+̂ ^
N." dos divisores « 4X3X3X2
N.° dosidivisores =72

12 600
6 3 0 0
3 1 5 0
1 5 7 5

5 2 5
1 7 5

3 5
7
1

K -

Reepoata. O nûmero 12 600 tem 72 divisô®®'

Convem lembrar que o expoente do fator 7 é 1J
visores sâo 72, inclusive , a unidade e o proprio nùmero gef

ObBcrvaçâo. Na relaçâo de iodos os divisores de um numéro, ®
mcluidoa, sempre, a unidade e 0 prôpno nûmero.

118. Determinar todos os divisores de um ® yipioS
Vamos determinar todos os divisores do nûmero 1 260- _ -gg,
que 1260 = 22X32X5X7. Portante, 1260 tem 36 divisocluindo a unidade e o nûmero 1260. (§117)

Os divisores primos dijerentes de 1260 sâo cinco: 1, 2, 3, 5
® 7. Entâo vamos dividir todos os divisores de 1 260 em quatro
Q^ûpos, a saber:

1.® grupo de divisores } l — 2 — 4

2.® grupo de divisores

3.® gnipo de divisores
4.® grupo de divisores

0 1.0 grupo é constituido sewipre, seja quai for 0 nûmero
pelo divisor 1, e pelas diferentes potêneias do primeiro di-

ĵsor primo, diferente da unidade, que figuram no nûmero dado.
0̂ nosso caso é constituido pelos divisores 1, 2 e 4. 0 2.® grupo® constituido pelas diferentes potêneias do segundo divisor primo

figuram no nûmero dado. 0 3.® grupo é constituido pelas
Oiferentes potêneias do terceiro diviser primo que figuram no
^6mero dado. E assim por diante. , .

Entretanto, faltam ainda muitos divisores. 0 pnmeiro gruposta completo; os mais estâo incompletes. E, para maior clareza,
\̂ 0̂3 chamar os divL̂ ôres jd obtidos, e que estâo sublinhados, de* v i s o r e g i n i c i a i s . , . , ,

Para completar 0 segundo grupo, multiplica-se cada um dosseus divisores iniciais, par todos os divisores do pnmeiro grupo.
completar 0 terceiro grupo, multiplica-se cada um dos seusr'sores iniciais por iodos os divisores dos dois prinwiros grupos.
completar 0 quarto grupo, multiplica-se cada um dos seus

gvisoros iniciais por iodos os divisores dos très primeiros grupos.
ŝim por diante. (§117)

disposiçâo final é a seguinte:
ërupo de divisores 1 ~ ^ ^
ewpo de divisores _̂ 3g
gfupo de divisores j i- 10 - 20 -15 - 30 - 60 - 45 - 90-180

r 7-14 - 28 - 21-42 - 84 - 63-126 - 252eupo de divisores |-_,̂g_ĵQ_jo5_210-420-315-630-l 260

1.®

2.®

3.0

4,0
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2 1 0
1 0 5

3 5
7
1

Exemple. Determinar todos os divisores de 210.
2 2 1 0 = 2 X 3 X 5 X 7

5 dos divisores = (1 + 1)X(H-1)X(1 + 1)X(1+^̂
7 N . ° d o s d i v i s o r e s = 2 X 2 X 2 X 2

N.® dos divisores = 16

1.° grupo de divisores { _1 ~ 2
2.® grupo de divisores _3 — 6
3.® grupo de divisores {_5 - 10 - 15-30
4.® grupo de divisores { 7 — 14 — 21 — 42 — 35 — 70 — 10̂

Exemple. Determinar todos os divisores de 15 750.
15 750 = 2X32X53X7

)X(l+ '̂N.® dos divisores = (l-l-l)X(2+l3X(3+ '
N.® dos divisores = 2X3X4X2
N . ® d o s d i v i s o r e s = 4 8

15 750
7 875
2 625

8 7 5
1 7 5

3 5
7
1

1.® grupo de divisores

[ 3 - 62.® grupo de divisores -J g „

3.® grupo de divisores

4.® grupo de divisores

_5 -10-15-30-45-90
25 - 50 - 75 -150 - 225 - 450

1̂ 1̂ 5-250-375-750-1125-225 ̂' 7-14-21-42-63-126-?5-70-l05 ̂
15 7607 875

E x e r c i c i o s . S é r i e X X I V

Determinar todos oa divisores de cada um dos nûmeros que
1 . 1 0 2 4 I 3 . 5 4 0 0 ! 5 . 5 5 8 0
2 . 8 6 4 4 i 1 2 0 1 2 ! 6 . 6 6 0 1

seg•ud '̂

119. Determinar todos os divisores comuns a dois nû-
Dieros dados. Quande um numéro divide outres dois numéros,
tfirnbem divide o m. d. c. desles dois nûmeros. (§105) Desta verdadeja demonstrada, podemos deduzir a seguinte

Regra. Para determinar todos os divisores comuns a dois
dados, determina-se o m. d. c. dos dois numéros dados e,^m, seguida, determinam-se todos os divisores do m. d. c.

Ezcniplo. Determinar os divisores comuns aos nûmeros 2 375 019e 665 038.

2 375 019
3

6 6 5 0 3 8
1

379 905

1
285 133

3
94 772

11 6
8 1 7

379 905 2 8 5 1 3 3 94 772 8 1 7 13 07
4 902

0

D (2 375 019, 665 038) = 817
8 1 7 1 9 8 1 7 = 1 9 X 4 3
43 43 N.° dos divisores = (1 + 1) X (1 -h I)
1 N . ° d o s d i v i s o r e s = 2 X 2

N.® dos divisores = 4

1.® grupo de divisores: 1^
2.® grupo de divisores; ̂  ~ ̂ 17

l Os divisores comuns aos nûmeros 2 375 019 e 665 038 sao9̂» 43 e 817.

dad calculai- os divisores comuns a très ou mais numéroses, 0 processo é o mesmo.

Excrcicios. Série XXV
Determinar os divisores comuns aos nûmeros 505 46
Idem para os nûmeros 1 024 e 1 800.Idem para os nûmeros 583 440, 76 296 e 240 240.
Idem para os nûmeros 210 e 330. 110195Idem para os nûmeros 776 475, 570 843 e 1119 195.

. 1 2 0 ~ ^ ^ d e d o i s o u m a i s n û m e r o s ."^PïendPTv. do m. d-c. de nûmeros,ï^elo ^ determinar o m. d. c. d aprender
oiitrr, ®3so das divisôes sucesstvas. j c de dois ou

processo, chamado composiçao do m. u. .

1.
2 .
3 .
4 .
5 .
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mais numéros dados, pela decomposiçûo dos nûmeros
dos em seus fatores primos. Este processo se resume n

■ ' e r o s ,

Regra. Para determinar o m. d. c. de dois ou mais
feîa decomposiçdo destes nûineros em seus jatores primos,
pôe-se cada um dos numéros dados em seus jatores
seguida, muîtiplicam-se os jatores primos comuns aos î ̂
dados, tomando cada um deles com o seu mener expoen
duio serd o m. d. c. dos numéros dados.

A n flos nûmeros
Exejnplo. Determinar, peloa fatores primes, o m. a. o.

210=2X3X5><7210, 1 980 e 1 4 0 4 0 .

1 4 0 4 0 2 1 9 8 0 2
7 0 2 0 2 9 9 0 2
3 510 2 4 9 5 3
1 7 5 5 3 1 6 5 3

585 3 5 5 5
195 3 1 1 1 1

6 5 5 1
1 3 1 3 D

2 1 0
1 0 5

3 5
7
1

1 980 = 2=X3'X6̂»
14 040=2'X3'X5X''

D (210, 1 980, 14 040) =» 2X3X5 3 0

Demoust raçao . D iz o qu in to teorema de i
que: quando um nûmero é divisivel por outro, é iamo ^
pelos jatores deste outro. O m. d. c. dos très 21^'
2X3X5.. Ora, o m. d. c. nâo pode ser 2X3X5X2, P j por
se fosse divisivel por 2X3X5X2, séria tambem
2X2, o que nâo é possivel, porque 210 nâo contem o ̂  ggu
0 m. d. c. nâo pode ser 2X3X5X7, porque os
e 14 040, se fossem divislveis por 2X3X5X7, 040
divisiveis por 7, o que nâo é possivel, porque 1 980 e
contêm o fator 7. Logo, se o produto 2X3X5, sendo m ao®
por qualquer outro numéro, deixa de ser divisor co
très nùmeros dados, ele é, realmente, o m. d. c. dos tr
d a d o s .

E x e r c f c i o s . S 6 r i c X X V I
A 0 dos 6̂ "̂

Calcular, pela decomposiçûo em fatores primos, o m. ti
d e n û m e r o s q u e s e s e g u e m . , n

i1 . 8 4 0 e 8 8 0
2 . 1 5 6 5 e 6 2 6
3. 10 8Ô3 e 2 059

4 .
5 .
6 .

5 5 4 4 e 6 5 5 2
80 934 e 140 343

665 038 e 2 375 019

Mùliîpîos e Dîvîsores 161

121. Mîiiimo mtiltiplo comiim. Mûliiplo comum de dois
ou mais nûmeros é um outro nûmero que é divisivel exatamente por
estes dois ou mois nûmeros. 15 é miiltiplo comum de 3 e 5; 24
é mdltiplo comum de 2, 3, 4, 6, 8 e 12; 3D é mùltiplo comum
de 2, 3, 5, 6, 10 e 15; e assim por diantc.

Dois ou mais nijmoros têm sempre uma infinidade de mul
tiples comuns. Consideremos os numéros 3 e 4; seu produto3 X 4 ou 12, é divisivel por 3 e por 4. _ Agora, se miildplicarmos

pela série dos nùmeros naturais, isto é, por 1, ̂  o, , ,
7, 8, 9, 10, 11, etc., os produtos obtidos, a saber, 12, 24, db,48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, etc., sendo divisiveis por 12

serâo divisiveis por 3 e 4, porque, quando um numéro A divisive
por outre, 6 tambem divisivel pelos fatores deste outro. (qumto
teorema de divisibilidade) Portante, nâo é possivel determinar o

mûltiplo comum de dois ou mais numéros.0 que nos intéressa nesta liçâo é o menor de todos os mu -
tiplos comuns de dois ou mais nùmeros dados; é o minime mul
tiple comum, ou, abreviadamente, m. m. * mpvnr

Minima mûltiplo comum de dois ou mais nume
que é divisivel por estes dois ou mais ,Quando os nrtmeros dados ^2° t eluar mentalmente o seu m. m. c.. Para ^ deles0 8e 12, .enunciamos vagarosamente os mu p ^

e x e m p l e , d e 1 2 , v e r i fi c a n d o c o m . .Plos enuiiciados é ou nâo é divisivel por - , g ̂  24;
se, é o m. m. c. de 8 e 12. AnaiOo ' 45 0 menor

c., de 9 e 15, diremos: 15.... • ; V45; Wo, 45 é
t̂iplo de 15, que é tambem divisive P ' ̂  ̂  impraticavel

Da 0. de 9 e 15. Entretanto,̂  es e p n^njeros grandes.° "i "■ c t realiza corn o emprego
da a pesquiza do m. m. c.

®^uinte. r de dois ou mais nûmeros,
dpf. Para determinar o m. * iatores primos. Em

cada um destes nûmeros c e nâo comuns
Ida, muliiplicam-se os jatores pnm ntaîor expoente.

dados, tomando cada um deles corn o seu n^̂ oduto serd o m. m. c. dos nûmeros dados.
9 . 7 7 0 ,


