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pretende extrahir a raiz quadrada de 5,7569, que en-
cerra numero par de decimaes. Convertendo em fraccao
ordinaria 0 numero proposlo, vem (n. 229)

- omEp 57569
I, = .
1569 10000 °

mas, conforme a regra para extrahir raizes quadradas -

de fraccoes ordinarias (n. 260), temos

l/ 57569 V51569 )/ 57569 .
10000 V 10000 100

por consequencia,

’/ 57569 _ V57569
2 100

. A ultima egualdade nos-mostra que, para obter a
raiz quadrada de 5,7569, deve-se extrahir a raiz qua-
drada de BT579, isto é, do numero decimal considera-
do como inteiro; e que, no resultado, é necessario sepa-
rar para a direita dous algarismos, isto 6, metade do
numero de algarismos decimaes existentes no numero
proposto. Assim, teremos, a menos de 0,01 por excesso,

240
5,756 — —
Vo = =9y

No exemplo que precede, suppoz-se que era par
0 numero dos decimaes contidos no numero dado : quan-
do isso nao aconteca, ¢ necessario escrever um zero &
direita do numero dado (ns. 204 e 256 [1]). :

Recra.—Para extrohir o raiz quadrada: de wn
numero decimal, 1.°, se o numero dos dectmaes ¢ par,
extrahe-se, o menos de wmae wmidade, a ravz quadrade
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donumero dado, feita abstracgao da virgula, e no ve-
sultado separa-se para o direita. melade dos decumaes
existentes nesse numero ; 2.°, se o numero dos decunaes €
unpar, escreve-se um zero d direita do nuwmero dado, e
depois procede-se como no caso anterior.

CAPITULO II
CUBO E RAIZ CUBICA

26 £ 0 produc r ores equaes.—
263.—Cuso ¢ o producto de tres factores eg 3
Assim, o0 cubo de 3 ¢ 3.3.3 ou 27 ; o cubo de -
2 2 2
é g X 3 X B ou o7
Para formar o cubo de uma fracca
eleva-se a0 cubo os dous termos desta.. il X
964, — A1z CUBICA € 0 numero que, elevado d ter-
b = wum numero dado.—Assim, 3 é
ceira potencia, reproduz um mum

9 o
s qQsi L QML ralz
a raiz cubica de 27, porqueé = ’? At o :

8 ZiNFEs
Cubica de —=—, porque (’3—) e

o ordinaria,

2 i.0—Cubo

com (ue passamos a 0ccu-

265.—As pl'oppiedadesobre 2 qual assenla @ theo-

par-nos constituem a base s

Tla da raiz cubica.- b
966.—Trrorema 1. 0 cubo da sozj_z));tz'esdzei';u;

numeros é equal ao cubo do prunewo; mafs ;ndo gL

producto do quadrado do pruncuro P“l? w%a(lrac’lo do

tres vezes o producto do primeiro pelo g«

sequndo, mais o cubo do sequndo. :

e
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80111111?1021(35)183%9(-;0\:‘17‘ Sejam a e b dous numerss cuja
- b : vai-se provar que
(@ + b)° =:a® + 3a’b + 3ab® + 5.
Segundo a definicao de cubo (n. 263), ten.ms
é (@ +b°= (@+b). (@ + &). (a+d);
ggll;l 11(111,.&18263)11(10 0 producto indicado no segundo membro,

a —+ 0).
( b). (@ + b). (a + b) (“,2 +9ab + bY). (o+ b)
a’ + 2a’b + ab’

M L O )

= & + 3a°b + 3ab* + &

Il

portanto,
C.q. d-

267.—
postolde dezcgg;iglg;;ijo lI. ? cubo de um numero com-
Sy ades ¢ equal ao cubo das dezenas,
i DT pt-rcs ucto do quadrado das dezenas pelas
s vezes 0 producto das dezenas pelo

Porqhs ions 38, mars 0 cubo das unidades.
considerado como a sglrg:r(l) mdtelm SR
- S a das suas dezenas com as

(@ + b0 =@ + 3a% + 3ab*+ b’

ST (50OFTE =503 -
(50 +17) —i)grd%—3.50,.i LRI D e
=125000 + 52500 4- 7350 + 343

268. — : : .
Corrorario II. A differenca entre os cubos

de doz(&ls nczluncros wnteiros consecutivos é equal a tres vezes
0 quaarawo do menor, mais lres vezes o menor, mas

uma unidade.

>
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Porque, conforme 0 theorema do n. 266 , temos

(@+1) =’ +3¢° +30+1,
d AP :
onde se-lira, subtrahindo @’ de ambos 05 membros,
(a+1)—a’ =30" +3a+1.
grﬂ, @ e a + 1 sao dous numeros inteiros consecutivos,
@ ¢ 0 menor destes numeros.
for 269, —Turorema 1L Se um
(;llb cubo de outro nwmero wmiewro,
Wo de uma fracgdo.
v Demonstragdo.— Seja N um numero inteiro que
0 é cubo de outro nUmMeEro inteiro : devemos provar

que IV tampbem ndo ¢ cubo de uma fraccao.
Se o numero IV pudesse ser cubo de um

a 3 .
7> que suppomos irreductivel, ter-se-hia

nwmero inteiro nao
tambem ndo pode ser

a {raccao

N=—F“;

el, porque, sendo pri-
174), 0s se0s cubos
3

Lo ) SR
0l 6 1rre

IP;]Ol‘ém, esta egualdade 6 impossiv
TOS entre si og numeros @ € 0 (1

g 6 I® tambem o-sio (0. 141), e a fraced

fructlyel : logo, N nao pode ser cubo de llII(lia
ccao. Go gt

e 271.—THEOREMA III. Se 05

pé dCWO irreductivel nao foren ¥

e ser cubo de outra.

dous termos de uma
bos, essa [race@o nao

a fraccdo irreducti-

Demonstra¢ao.—Seja _‘; um
vai-se demonstrar

vel ons .
qulequOS termos @ e bnao sao cubos :
esta fracedo nao 6 cubo de outra.

R —— T
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Supponha-s

1ha- ' i
S bp a-se por um instante que a fraccao
tb ubo de uma fraccao irreductivel — o
er, nesta hypothese, i

devemos

2 e _m

3.
l) III/ b

ora. sendo irred 5
0 lllC(JU(‘[lVCH as fn nHaQ @ m

raccoes — ¢ — c  apnS

D =) 0S se0s

tel‘ll"ll)\ S5d0 i Ly —
S 5d l)l'lmOS e H S. q g e
&g 2 ““C S ( 1 (&
TOS M & N e nl ¥ R\“. 11’1) ; G, ¢ OndO 08 llllm

[ Snire ‘.l, 0S5 Seos cu l)OS "la e ')13 t(“n

bem 0-si

-sao (n. 141) -

( k1) : logo, as duas fraccoes — e 0
7 b

sa0 identicas (n. 172), e teremos por
a:m“ e l):n3 :

0 que é impossi
)0SSIV i
cubos. l el, pois suppoz-se que a ¢ b nao sao

N 9 0
§ 2.°.—Raiz cubica
e 1bica de qualquer numero
nos de uma unidade ,

271.—S

1 -—Se comparar ANt

;OS consecutivos 1, l;.) ‘,n"))‘ n}lose? serie dos numeros intei-

orrespondent Z, 9, 4, ele., com a serie

e ﬂumerozsi’l lt)e-nil depressa reconhecemo: ﬂoes cutb(f
i oS ]1 e1ros que nao sao cubos d S i }15 el
Loy dezoi'u(l eadell até 1000, por exe\lx)l)eloou%(x)li;xlnl:(;

’ S 1 I / S
6 cubo, se a sua)(,)-?'-, L0go-que_um numero inteiro nao
bem nao péde qe.du cubica nao é numero inleiro, tam-
NEAL L r aumero [raccionario (n. 269); e
tivos, um do oucoRIar dous “cuhos inteiros c,onscc,u-
MG dadg .q'llla'('as' seja maior e o outro menor que 0
e s ﬂppl'oxir}];(ll()dlzoc“]blca de um desses cubos é um
2 Allllc DOT i O X :

pedida., , por defeito ou por excesso, da raiz

I

B
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ado o numero 639, qne estd
o de 8 e o de 9, tem-s6

i Com effeito, sendo d
omprehendido entre 0 cub
g < 639 <9,
donde se-fira, extrahindo as raizes cubicas,
3 ——
8 <y 539 < 9;
ora, os numeros extremos 8 © 9 differem entre si de
uma unidade : portanto, 2 raiz cubica de 639, que estd
comprehendida entre 8 € 9, Jiffere de qualquer destes
l}u.mel'os em menos de umad unidade. O numero
:l&lz_cubica de 639, a menos de uma unidade PO
defelto: o numero 9 6 a raiz cubica de 639, a menos
e uma unidade por excesso: X ;
a raiz cubicd
or defeito; €

De modo analogo se-prova ate 8 é
a menos de

2 unidade

de 639 48, a menos de um
mo numero,

que 9 & a raiz cubica do Mes
uma unidade por excesso- .
ExtrAHIR A RAIZ CUBICA DE UM
DE uya uxipape por defeitos ¢ procw
do maior cubo inteiro conlido nesse MU
A extraccio da raiz cubica de um 1
d menos de uma unidade, 6 a questao @

Wiimo, ficam reduzidas todas 3 outras
zxt."%(}ﬁo de raizes Cubicds: tractaremos,
lais especialmente. i
972. — Na extracqao das raizes cublcfas‘ o(s)
?“m(’mf“ inteiros considera-se dous €asos, ¢l orme
Wmero dado é menor ow M i ]
o dado é menor que

(‘)73 1 ) . )
S g0 : 0 numel /
s qual se-pede @ raiz

NUMERO, A MENOS
rar @ Tz cubiea
nero. :

yumero interros
que, POr
relativas @
pois, della

1000 ‘

~900. — Quando o pamero do

guhlcﬂ & menor que 1000, forma-se megta}mente 08
ubos dos numeros inteiros consecutivos 11,2y 3% ’
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ateé se-achar o numero cujo cubo seja egual ao numero
proposto ou ao maior cubo nelle contido : esse numero
Serd a raiz cubica pedida (ns. 264 ¢ 271). Para faci-

litar a operacdo, é conveniente que seja entregue d -

memoria a tabella seguinte :

_1, §, 21, 64, 125, 216, 343, 512, 729. 1000 Cubos
1’ 29 3’ 4: 5; 6, 7, 8, 9, 10 Raizes

Por esta tabella facilmente se-conclue (Jue, por
exemplo_, a raiz cubica de 343 ¢ 7 exactamente, e que
a de 295 ¢ approximadamente 6. O excesso 79 de 295
sobre 216 denomina-se reso.

274. — 2.° Caso: 0 numero dado é maior que

: ) or que
1000.—Admittamos que se-quer extrahir a raiz cubica
do numero 57069371 . :

Spndoq numero 57069371 maior que 1000, a
Su Taiz cubica ¢ maior que 10 (raiz cubica de 1000) :
Por conseguinte, suppondo esta raiz decomposta em
dezenas e unidades, o seo cubo contera o cubo das
dezenas, mais tres vezes o producto do quadrado das
dezenas pelas unidades, mais tres vezes 0 producto
das de;enas pelo quadrado das unidades, mais o cubo
das unidades (n. 266) ; ¢ essas quatro partes, addicio-
nadas ao resto da operacao (se o-houyer), dii0 0 numero
proposto.

O cubo das dezenas da raiz 6 um numero exacto
de milhares : portanto, esse cubo oxiste nos 57069

milhares do numero 57069371, os quaes poderao
conter ainda reservas de milhares provenientes das
outras partes do cubo da raiz e do resto da operacao ;
estas reservas, comtudo, ndo influem sobre as dezenas
da raiz, isto 6, extrahindo a raiz cubica de 57069,
ter-se-ha o numero exaclo das dezenas da raiz. Com

——

-

- meros,
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i i i jor ¢ contido
6 S o raiz cubica do maior cubo _
oo a-se comprehendido

em 57069, este ultimo numero ach e e
entre os cuhos conseculivos @ ¢ (@ + 1)

@ < 51069 < (@ + 1)%,
donde se-deduz, multiplicando por 1000 os tres nu-

1000.¢° < 57069000 < 1000. (@ + i

; 3 SCAT inteiros
ora, os numeros 7069 ¢ (@ + 1)’, por b01-e::]d(l)”lx?mlli:
differem pelo menos em uma unidade, e qua

: W arao differindo pelo menos em
blicados por 1090 ﬁm-,lt:l(;)ult) SIS 1%00 ac numero

um milhar: logo, juncte
57069000, ter-se-ha amnu
3
1000.0° < 57069371 < 1000. (& + 1)%
ou, extrahindo as raizes cubicas,
10.a < /5706937 < 10. (@ + 1);
0371, estando compre-
{ dezenas, nao podera

; . B!
assim, a raiz cubica-de 5706
m numero de

hendida entre @ dezenas € @ S
encerrar mais do que @ (].CZGl]dbL ‘ZIB ((i)‘) ;
defeneostel e (():111%1;36%6 ?naio;' 'que 1000, 1 sua
ndo 0 numero - ; gkl . 1020
raiz csuebica 6 maior que 10 (raiz Cub(ig?e(ll];slgouolzidadz;s,’
suppondo esta raiz decomposta em €€ o {res VeZ6s 0
0 seo cubo conterd o cubo das dezellaﬁ, : :1 ﬁidadeS, s
producto do quadrado das dezenas pe 1113 et
tres vezes o producto das dezenas peio gGG) 5@ essds
unidades, mais o cubo das umdz_ldeb (i’a Bpera,cz'lo (-
quatro partes, addicionzllél;los §.0 l?)b O} :
¢ un TiojAtAN
,'Velldol;gl)‘,lﬁ)]; T:([;Ii)ogil?io inteiamente simelhante ao queé
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fizémos h:

S lla pouc g Q . -

dezenas d‘a ll‘g;iw("ui;(i)"n':odbc Cpl](()lfl’l ('/),ulos, Dapapch i

it B ca de 57069, a extrahir a rai

i ;aize é)l;il)icglg,‘;o ma;(_)_r cubo ’conti(lo c;n 57((- 1;_;2

cubica de 57069 (;-nc(ll-_ .‘7.1‘3): por conseguinte, a l'aié
erra 3 dezenas. Vamos procurar

as unidades da mesma raiz

Se tirar -
27 milhares n(])?)ic(li? JH,OGQ 0 cubo de 3 dezenas, que ¢
T A 30 milhares ¢ 69 uni-
producto do <1uadrad¢ d l?ato contemfaindagbros, ¥orgig
tres vezes o produclo ';-br-dczo'“‘s pelas unidades, mais
unidades, mais lo das dezenas pelo quadrado das
s 0 cubo das unidades, mais o resto da

operacao.

Tres vezes :
pelas unidadesebfgrplOduClo do quadrado das dezenas
tenas : portanto, e tnecm“ um numero exacto de cen-
, este numero existe nas 300 centenas

do resto 3006

reservas de Cegiel?s- dllass podem encerrar tambem

partes do cubo da i provenientes das duas oulras
a raiz e do resto da operacio. Gha-

mando w o aleari
arismo das uni
=) Q
centenas, teremos das unidades e k as reservas de

300 =3:8*u 4+ k,
donde se-tira, subtrahindo k e dividindo por 3 3

300—%

D £

assim . o :
Sul)trz;l][:?l?]-gchg(l) 00 algarismo das unidades, é preciso
reserva ¢ di(\'id' . ‘centenas do resto as k centenas de
das dezenas : lrlmo resultado pelo triplo do quadrado
tudl-a. por ianh subtraccio nao podemos effec-

i a, porque a IGSOPVa. & desconhecida : por conse-
quencia, se fizermos a divisdo de 300 por 3.3 ou 27,

e

‘rificar o dieto quociente.
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perior a0 algaris-
6 necessario ve-

acharcmos um quociente egual ou su
mo das unidades ; donde se-infere que

Dividindo 300 por 27, acha-se 11 ; mas, Dao po-
dendo as unidades da raiz exceder a 9, verificaremos
este numero. S¢ 0 numero 9 for egual ao algarismo
das unidades contidas na raiz, esta, compondo-se de 3
dezenas o 9 unidades, serd 39 ; porém, n¢ssa hypothese

o cubo - de 39 6 o maior cubo contidd em 57069 (0.

271), e, por eslte motivo, deverd ser inferior ou, quan-

do muilo, eguala /7069 : logo, para verificar 0 numero

9. forma.se o cubo de 39 e compara-se este cubo com

57069, afim de examinar s¢ 6 verdadeira a relacao
39°<57069.

O processo de verificagdo que aeabamos de indicar,
e que 6 ordinz\riamentc empregado, achamos que, com

vantagem sensivel, pode ser substituido pelo que _pas-
do o cubo de 39 (0. 266),

samos a expor. Desenvolvendo O
teremos, segundo a relacao anterior,

30“+3.3O*.9+3.30.9"+J3§57069,
donde, subtrahindo 3(0° de ambos 0S membros, S€-
deduz

3.30°.9 + 3.30.9° + 9? =<_,.‘370(59———30°;
ora, a differenca 57069—30° & conhecida € egual ao
resto 30069, que ha pouco achémos : portanto, pard oy
rificar o numero 9, forma-se 0 numero dado .pela expres-
sio 3.30%.9 +3.30.9° -+ 9° ou (3:30* + 9-9Y-
ou, ainda, [3.30° + (3.30 + 9):9]:9 o finalmen-
te, (3.30" + 99.9).9, ¢ compara-se este pumero com 0

e e et
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resto 30069, afi
2 9, afim PaT o ¢
lacao 2 de examinar se & verdadeira a ré-

(3.30° + 99.9).9 < 30069.

Formand
(3.30° + 9&).9)?9?;(13::1[]-]50;0 que ¢ dado pela expressao
e, p(%lil oulra, 99.9 — 8;){)0[ uma l]ilu'te 3302__:2700’
somma: 3591 achaicn 299 ; e, multiplicando por 9 a
30069: Dorla’nz:g}'l{gbﬁl{fﬁg19(’ numero maior qué o resto
s %9 ro 9 é o T 5
das uIlgldades, Vel'iﬁ(lllemo:g ¢ maior que o algarismo
ormando i g )
(3.30%+98.8).8 Oobltleum(f'o que 6 dado pela_expressio
(numero j achado m-se, 1de uma parte, 3.30°=2700
plicando por 8 3 ), e, da outra, 98.8=1784% ; e, mulii-
T L 3484, acha-se 27872, nu-
SR L LR ieaRa i llogosdng o alg-
R lrainh b (Oeg‘((:}(illtlda]s na raiz cubica de 57069° e
o e CCossaidel o0 0 9sobr oldale
> S I'C
3.50+ 98 8) 8 gu e o excesss o 30069 i
a 92197 -8).8 ou sobre 27872 3 ¥
2197, que é o res 2, ou, finalmente, egual
Para acha esto da operacdo e
d ar * > 5
na raiz cubica c‘l: él_;l(;%?l 0 exaclo das dezenas contidas
a raiz oUDIES 8 BO0RG, phe hoeios ® SxIh
vimos, 38 : portant g7 I}Ol‘ém' esta raiz é, segundo
tem 28 dezenas d’]llodit raiz cubica de 57069’3i'100011-
. 5 g d7lemos , .
umdasdes. s de achar o algarismo das
e tirarmos de 57069:
27069371 o
obtemos par: 9371 0 cubo de 38
$ 1 "no D1 0™ 3 ae - 76
2197371p.a gstl(?ﬂf)ﬁglg{ milhares e 371 fl?ng%(c‘:mz)sl;
ducto do (iua(lx-'l(lleb(tl? aindaencerra (res ve'/cs(o ;ro—
tres vezes o pl‘(;dl;)t as dezenas pelas unidades r&mis
unidades, mais o gu(l)aodaci%a el quadra(io do
operacio. s unidades, mais o resto da
Repeti ' e
petindo aqui o raciocinio que fizémos pard

o
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069, teremos de

raiz cubica de 5T
Agora apresen-

91973 por 3.38".
de, a formacao do divisor 3.38%
antagens do methodo
{remos como se-for-

achar os unidades da
effectuar a divisao de
ta-se uma difficulda
que poderia illudir-nos sobre as v
de verificacao queé adoptdmos : MOS
ma esse divisor. Temos (n. 246)

98°=30 +2.30.8 +8,

e, multiplicando por 3.

3.38*:3.3014-(’)..3.30.8 +3.8°
—3.30°+3.30.8 +8

+3.30.8+8"

+8°;

ora, 6 conhecida & expressao 3.30°+3.30. —1—_88’ ou

3484, que nos-serviu para verificaco do algarismo S,

e tambem se-conhece 3.30.8° ou 794, que concorreu

para o mesmo fim : logo, sera pastante, para achar

3.38¢, reunir d somma desses dous numeros oiquadrado

que se-verificou. Assim, temos

8* o ultimo algarismo
*'.’6-’1:"&332 2

3.38*=3484 +784

e, effectuando a divisao de 91973 por 4332, vird para
quociente 9. _ ik kAT :

I{eproduzindo tambem aqui 0 raciocinio fglto pz}la
verificar o resultado da divisdo de 300 par 3.3, sere-
mos levados a formar a oxpressao (: .38 +3.380@)._5 +5—9) D
ou (3.38’+1145.5).5, equivalente a9 numero 2194629,
que ¢ menor do que o resto 9197371 : portanto, 5
6 o algarismo das unidades contidas nd raiz cubica
de 57069371, e esta’ raiz 6 389 O excesso €
57069371 sobre 0 cubo do 385 6 egual a0 excesso@ﬁ
3,38 +1145.5) O ov sobre 2194629,

2197371 sobre (3
e
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8 ¢ ¢ A
execula:}::lmfl-::fi]lu com allencio as operacoes que foram
e cubicﬁ’dé ‘ug}ente sg—(!escpbrc que a extracedo da
partes principaesl-m;lpel0 inteiro decompoc-se em (res
mais altas unidades ; 2" determinar o algarismo das
es; 2°, determinar cada um dos alga-

I'iSll]O‘ ol c . Qa T
s seguintes ; 3°, verificar cada um destes algaris-"

mos.
Dispoe-se o calculo do modo seguinte :

57069311 | 38
6)7 D 6o
2k SHg DT 9o
30069 891 93
27872 3591 891
2107371 | 3.3'=21 i
9194625 ééi gg
574G 3484 8L
64
3.38°—4332 - 1146
5795 5
433925 5725

REeGRA.—E '

—LiSCreve- i i vic

delle um trago vcrticael 26 o sumercy taugiless direy

visio) . outro horizontal (como’'na di-

Para achar 25

dwide-se o 753%23;?066[9“7 ismo das mais altas unidades

em classes de tres algarismos, ¢%
2 b

dureita par
vita, para o esquerda, e cxlrahe-se a raiz o0

maior cubi ¢ :
b czcll;;co c’_o,nt—tdo na ultima classe @ esquerda. Desta
Para izcrltzg a SG ;) (m(, 0 do algarismo que se-obtvwer -
reita do rest U} U sequinte, escreve-se & ¢l
it 0 a sequnda classe, a contar i esquarda, )
ivide-se as centenas do numero resultante pelo {ripto

.

| T T T e
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ey e

do quadrado da raiz achada : 0 quociente ¢ wm nwmero
equal ow superior ao algarismo pedido.

i Para verificar 0 algarismo abtido no quociente,
1°, escreve-se este algarismno i direita do triplo da raiz
uchada e por elle se-multiplica 0 numero assim formado ;
2. somma-se 0 producto resultante com o triplo do
quadrado da raiz, ¢ 3, multiplica-se @ somma obtida
pelo algarismo @ verificar : se o resullado final nao
exceder o numero  constitwido pelo primewo resto ¢ @
sequnda classe, 0 dicto algarismo ¢ exacto; MO caso
contrario verifica-se, do mesmo modo, o algarismo

immediatamente inferior-
0 terceiro, 0 quarto, cte. algarismo da raiz

determina-se como 0 sequndo. Continua-se operagao
até haver considerado todas as classes.

975, — OBSERVAGAO 1.* — Na extraccao da raiz
cubica, exceptuando O das mais altas unidades, cada
um dos oulros algarismos Jotermina-se por meio de uma
divisao : logo-que © quociente de qualquer divisao
parcial seja zero, zero serd tambem O algarismo que
Ihe-corresponde na raiz ; e, para continuar a operacao,
escreve-se. uma . nova classe a direita do numero con-

stituido pelo ultimo resto e a ultima classe consi-
derada.
Opservacio 2.0 — 0 quociente de qualquer das
divisoes lembradas na observacao que precede, ou
nos-da o algarismo pedido, ou nos-fornece outro maior

que esle : na segunda hypothese, diminuindo, successi-
vamente, de uma unidade cada algarismo queé acharmos
lgarismo verda-

ser grande, por forca obteremos 0
deiro ; porém, se, queremlo abreviar, diminue-se de
mais de uma unidade 0 mencionado quociente, poderd
succeder que o algarismo verificado seja menor queé 0
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sem perda de uma unidade. Tractemos agora de ver

omo se-delermina essa Mmesma raiz cubica sem perda-
1 1 1

0 0,1{ 0,01 | 0,00,....
EXTRAHIR A RAIZ CUBICA DE UM NUMERO, A MENOS

JE UMA UNIDADE FRACCIONARIA DADA, ¢ procurar 0
maior multiplo desta unidade contido na raiz cubica

do nuwinero. : ;
Proponhamo-nos, por exem plo, extrahir a raiz cu-

1 ; A
6 —- Designando por @ 0 malor

bica de 639, a menos d
dos naraiz cubica que se-procu-

numero de setimos conti !
ra, ficara esta raiz comprehendida entre as duas fraccoes
LU —""-7":—-', ¢ ler-se-ha

—_—

onsecutivas

verdadeiro : - ¢
excede o Ot;‘igféOl:lth?Ilzhlt((l) (]llumdo 0 resto que se-obten
: adrado da raiz 5 :
triplo da mesma raiz (n. 9((58) da raiz achada, mais @
Dl GIE=IT) ’
Sl ke e ‘'omplo se elle nao é
S caracleres AL ) P ¢ niao ¢ cubo.
negativ;s: isbto 1%{3 ‘[?e"l}l?;u@smbelecer sao puramente
) em-nos  so A
quo o numero dado ndo ¢ cubg. nos somente aflirmar

1.0 n ) ;
G105 e 7 u;’)?zi;tg )Zlufl lernuna por zeros em numero
um numero inteirol ; c o0 cul s RO A
terminar por tres 30'111)‘1 por zeros, o seu cubo deverd
i €zes mais zeros, isto é, por um
zeros multiplo de 3 : logo, nao ha cubo que

ﬂ] ZC[‘OS, a i N)

220 numero par : b ‘
¢ cubO.—Poqug'g 531') (133 nao for divisivel por 8, nao |
Ser par sem que este 0 de um numero inteiro nao pode |
cubo de qualque 6Sté numero tambem o-seja ; ora, O

- quer numero par é multiplo de 2.2.2 ou ’8,

(n. 88): port a
S porp : anto, nao ha cubo par que nao seja divi-

&Z Cye L0 w+1 o
= S
elevando ao' cubo 05 1res numeros, vird (ns. 263 e

264
’ ) (z+1)* |

—%—<639<"‘7'5" )

7%, tem-se
#<639.7° < @+1)’,

OBSERYACA

CA0. — Sio es hisly 7 ‘

para_reconhecer’se ur(llao ﬁ::gfei)(s) Pll_ﬂClépaes caracteres multiplicando por

ecea i : 0 1o e S

se-iﬁ(;grgo uollt}mo algarismo do numero [f;z)?i?)'stlgangﬁa Y
» porque o cubo de um numero inteiro péde

i T
terminar em qualquer algarismo. .

e, finalmente, extrahindo a raiz cubica,

s< vegr<aetl:

donde se-deduz que 0 maior numero det seltli.m(;)g :Oll‘latil;
ral ion de 639, obtem-se ©X rahin

Joue L 2 ’ ontido 1o producto

cubica do maior cubo inteiro ¢ (
639.7° ou 219177 5 ora exlrahindo esta Taiz, aglenos

% 30.— Rai i
dese z cubica de qualquer numero
0os de uma unidade l’raccionaria’

DTt b
€o0mo se7.6bte Quando um numero nao ¢ cubo, sabemos
m a raiz eubica do maior cubo que nelle

se-contem (n. 274) : encontra-se assim'a raiz procurada
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de uma uni 21
ma unidade (n. 274), encontra-se 60 : portanto, 0

—7_,.

g 60
V639= = 8§ 1
T=8+7,a menosde%_

Em - geral
At %‘ 3 chamando N um numero qualquer
ou fraccionario, e —— ) JHES
o @ unid

c : ade fraceci :
onhecida, tem-se, pela definicio accionaria

@ 3
7<VIV<@

n

e, reproduzi
ndo
as mesmas transformacoes de ha pouco
> ¢ 7

T < .N.n3<(m+1)3,

3
ISV N <z

Recr
i ’\‘\Pa']‘ o ]
mero qualg @ extrahir a rqj 5
Latquer rarz cubicq
2 de um nu-

dada, multipl; @ menos de 5

pedida, ; e'wtﬂra]'mlue exprime o grao (| 0 do denomina-
cubica do prog ~$C, @ menos deg yum & approzimagdo
denominador ucto, e divide-ge ¢ umdade, g raiz

0
218.— Qg osultado pelo dicto

Cas nao SERVACAQ.—- ¢
cOnhe temOS, como na d\Na.e)‘traccaO de o 3
o dcer, mediante g o 263 quadr raizes cubi-
v la 4, 86 6 este ultj comparacio do p l‘adas, meio de
al0r majs pro mo n“mer(f L séeato com a raiz
adeiry pai, O COBseculivo
raiz, Y

3 4.0—Raiz cubica de numeros fraccionarios,
ordinarios ou decimaes

979.—Suppozemos até agora que, na extraccao
de uma raiz cubica, se-procura, ou sOmente a parte
inteira da raiz (§2°), ou a mesma raiz com uma ap-
proximacao determinada § 3.°)- Porém, tractando-se
especialmente de fraccoes ordinarias ou de numeros
decimaes, nio 6, ds Vezes, dado o grao da approxima-
cao : dahia necessidade de novas regras.

98().—FRACCOES ORDINARIAS.—Supponhamos qne
se-quer extrahir a raiz cubica da fracgao ordinaria -—287-
cujos termos sa0 cubos. Sabemos que, para formar 0
cubo de uma fracgao ordinaria, eleva-se a0 cubo 0 seo
numerador € 0 560 denominador (n. 263): porém,
sendo 8 0 eubo do pumerador da raiz, este numerador
& 5 =2, ¢ sendo 97 o cubo do_ denominador da

mesma raiz, este denominador é y 21 = 3 : logo a

raiz procurada 5= temos

-l“/—s“ VE e
-‘2—7_:'5—"_—__='3‘

No exemplo considerado, 0s termos da fraccao pro=
posta eram cubos : Nao 6 isso, entretanto, 0 qué or-
dinariamente succede. : ;

Supponha-se, 6m primeiro logar, 1%0 sémente €
cubo o denominador da fraccao, e seja -,ms.esta fraccao.
Extrahindo, a menos de uma unidade, a ralz cubica

L

do numerador 198, vira
5 < 198 < 62,
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o 2 N
de se-tira, dividindo por 216
5 103 6
216" <216 < 27p’

e, extrahind :
) 0 as raizes :
cubicas das tr -
s ftres fraccoes,

5 St :
g s G
or el
por consequencia,

i ter-se-
defeito, se-ha, a menos de — por
6

3

— 3 .
V@_Vlus 5
=

9216 — 8 =

Vo 216

Supponh
a-se
» em segundo logar,

: :
ador da fraccio n que o denomi-

ao é cubho 97
. , 6 Sela, — . =
Poderiamos, neste caso N

OS ei b

pOl‘ém od ~

2 enomi

t % nador e =

Leiro nem fraceao (n da raiz nio sendo numero in

ldea (‘,]ar ()69 B s

a sobr 269), nao seri ;

necessario tran:foi [:speme da dicta raii;,p%531t\'el ter

equiv % ar a 5 - porian )

(uivalente cujo deno a fraccio proposta em Otl(l)E[‘g
Parao

-con-

wmador —;

alt ; porque, dest

doe(:’:bgn.dg%& eo dgn()emi?]]gggl,‘

e % a primeira (n. 263)
3

: <
¢ ;l;f\ocgao dada ndo se-
i Va fraccdo fica sep
s :
emos, pois, a meng

3 )

e 3
2o/ B e
E3 i [/ TR TR 42

LT e e — [0

0

particular, extrahir de ambos

—=

A

¢@o ordinarut, 1.°,s¢0d
exactamente 0w @ MENOS ¢
do numerador, ¢ depois ez
do denominador; =
primero multiplica-se.
quadrado do denominador,
caso anterior.
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Recra.—Para catrahir @ raiz cubica de uma frac-
enomanador ¢ cubo, extrahe-se,
le uma umdade, @ raiz cubica
trahe-se @ raiz cubica exact@
90 s¢o denominador nao ¢ cubo,
os dous termos da fracgao pelo
¢ depois procede-se cOMO no

‘281.—-OBSEI\VA(}Z\O.——Quando o denominador de
uma fracedo ordinaria nao 6 cubo, para transformal-a
em oulra cujo denominador 0-s€ja, procede-se tambem
do modo seguinte . multiplica-se ambos 0s lermos da
fracgdo dada por um numero qve 10rne multiplos de 3
0s expoentes dos factores prumos que cntram no denomi-
nador.—Este processo baséa-se em que O producto de
tres numeros eguacs encerra o triplo dos factores pri-
mos de que ge-compoe um desses numMeros.

9892 .—NUMEROS prcnags.—Admitta-se que se-
pretende extrahir a raiz cubica de 3,459, que encerra
numero de decimaes multiplo de 3’ (Convertendo em
fraccao ordinaria 0 pumero proposto, vem . 229

3459
3,459 = To00 °’

mas, conforme a regra para extrahir raizes
fraccoes ordinarias (n. 280), temos

3Pk LA L 3 3 _—
Vs VT AR
1000 k0
V1000

por consegquencia,

cubicas de

3

3
LUV,
l/3,459 Ll lf_%"zi—

L e
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A ultim

: a egualdade

g ; : Nnos-mostr

Iaiz cubica de 3,459, deve-s(();stla (ne, para obler a

de 3459 ;

2V 94949, 18to é, do n

i u

Inteiro ; e que, ’no resuTl(;I(‘Joo dgcxmal £psiipradojeeny
>21tdU0, € necessario separar par LIVRO VI

el : - parar para

alg;;!amos decimaes existgn(zésum LG umer R i
1, teremos, a menos (o 01 0 numero proposto.

y Ly A

COMPLEMENTO

3
Vo st 8L 4, f
v 10 S0 ,b, | DO
No exempl |
plo de 3 PI0 que precede, g "

0 numero (g déc} Calculo arithmetico

dado :
* quando issg pj
0 n;
un; ou dous zeros ;‘10 acont
e -76 [1.0]).

Regra

TR )

decim droe
al, We s e

exirahe-se, g meno.

u o |
mgggz ;’g tq(ljle era multi- @
nt1dos no numero '
eCa, & Necescan: ; MUniE
direita do ’nub lle'bcssal‘lo escrever 983.—Expostos z}té aqui 0s principios e as regras
mero dado (ns. 204 «que constituem, propriamente, 0 Calculo arithmetico,
strahiy ; ‘ vamos proceder d exposicao de tres theorias cuja utili-
Nl dd raz cubica de wn numero .dade se-lornard sensivel quando nos-occuparmos com a
numero dggd s de unzao'?u:f?;?"zaes ‘ mul‘i‘PlO de 3
o, fei - umdade e ; ’ '
tado separa~s’ef;(lzm abstrangao dg vi,rgaul; s i
ra a dire; » € no resul- APITULO I
o wm tergo dos decimaes i
A EQUIDIFFERENCAS E PR

emistentes
~ S Nesse n
nA0 € mylti umerg . 9o
: thzplo de : » &, Se 0w
e 3 [a~ numero dos deci
» [dZ=S¢ aecrmaes
resultado da comparagao entre

resolucao das questoes practicas usualmente estudadas na
Arithmetica. '

QPORGOES

weity wm :
ou que o-seja, escy
N0 caso ous zergs, - a, escrevendo-lhe d | ) R
Precedente, >+ depois progege.s dlc | 984.—Razko ¢ 0 ( (
e como | dous numeros, quando se-tem o vista a formagao de um
» delles por mezo do oulro. '
formacdo de outro por

Um numero pbde entrar ha

y dous miodos principaes: COmMo parce
1 Quando se-dd a somma de duas parcellas e um destas,
eI a outra determina-se por uma subtraccao (n. 43) e cha-
ma-se differenga ; quando se-d4 o producto de dous
factores e um destes, o outro acha-se por melo de uma

lla & como factor (*).

ara a formagdo de outro na
1timo modo nao é elementar,
cipal (n. 240) .

ro concorrer p
te ; mas este u

" (') Péde tambem um nume
ndo mody prin

. qualidade de raiz ou de expoen
@ 0 outro acha-se incluido no segu
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gmsa‘go (0. 56) ¢ tem
Species de razoes

Razi
AZAO POR DIF
entre douy IFFERENCA ¢
S numer o C a expressa ey

Tenca entre7 o E)'Osvl.hAsslm, 7_51’é ;S?Z'({a differenge
couvencionalme[ltre t_qua,l 6 costume ]el'-scl 7{.(10 por f“ﬂc‘

T std para 5. B goral oromog o~

p eremos a—_u.

A raza

0 por di

m 7SS iffer

ente, differengq, ehga tambem se-chama simpies-
s

o -RAZAO POR QuOCIEN
$a0 de um, numer

0 no '
me de quociente : ha, pois, duas

TE é a c n -~ '
Tpr 3
pressao do quociente de
7 ’

lééa a0 por quooi 0 POr outro.—Assim, 7:5 ci
-Se 7 dwid; iente entr Sy o
vidido re7eb 3
ol or , a qual d o, e
para 5, B por 5 ou, convencio(}n] ¢ ordinario
A geral temos gf oy @ mente, 7 esi@
raZﬁf) p i e b
or :
g(l;semf nle, razgo ?*U(?meme denomina-se tamy '

= C -

ser tomada g i € € neste sentida em, sim
985,05 g Palavra quandg 5 (;,m restricto que
-—Us dous p -empregarmos S0.

qUeP pol. d. ume A
ro :

termos - lﬁ‘gren(}a, o S que constituem uma razi
meire 1, 2. Primeiro term POr quociente; dg arazagy
~"¢, € 0 segundo, 0

%3
I5t0-que
cousa s aS razp
enao s 2085 por dj
ecedente ¢ r li)l as em que o i, ou(;'
ubtrah inuendo

() A
tam S locugg
ente o mesfx(x)g? duociente (indicaq

b
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a razio por differenga,
ada desse numero.

qualquer ao consequente de um
esta fica diminuada ow augment
Por conseguinte :
3.° Quando junctamos 0w tiran
a0s dous termos de wma raz@o por

se-altera.
Uma vez que as T

108 0 MESMO NUMETO
differenga, este nao

. azoes (propriamente dictas) nao
$30 oulra cousa mais do que divisoes indicadas em qué
o dividendo toma o nome de antecedente e o divisor, 0
de consequente, segue-se que (ns. 94 e 95)

1.° Quando maultiplicamos ow dividimos por qual-
quer numero 0 ante cedente de wma 1azao, este fica mul-
tiplicada ow dividida

por esse numero.
2.° Quando maultiplicamos o dividimos por qual-
quer numero 0 co?

wsequente de wma razao, estu fica dwi-
dida ow multiplicada por €5 NUMero.
Portanto :

3.° Quando mulktipl
numero os dous Lermos

altera.

dimos pelo mesmo

icamos ow div
nao Se-

de wma razao, cste

ando o anlece-

si0 1nversas qu
te da outra:

986.— Duas razoes
dente de cada uma é 0 mesmo queo consequen
T o 5 0 producto de duas

assim, por exemplo, & € 7
A + 5 a b ab
razdes inversas é egual @ unidade—: 5 X7 =% —
987. — PropORGiO € @ expressao 4o equaldade
entre duas razoes da mesma eSpecto.
Havendo duas especies de razoes,
duas especies de proporgoes.
PROPORCAO POR DIFFERENCA é a expressao da equal-
dade entre duas razoes por d'i/fcrcng:a.——Assim, portanto,

tambem ha
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8—5=15—19 ¢
se-1a 8 menos1 g ee u;na proporcao por differenca, que
8 estd para 5 ’coz?zzalg - s SO, poT conyengas,
A esta para 12. Em geral tem-se

. A proporcao por differ
eqmdz/farenga. ‘ dlﬁelenga chama-se
Prororgio por QUOCIEN

dade entre duas T TE € a expressdo da equal-
8:6=32.94 > POr quoczente. — Assim, pois,

: 6 uma pr 3
8 dwidido por ¢ epmf Or¢ao por quociente, a_qual se-18
convencao, 8 esyy gjz:la a632 dwidido por 2% ou, por
geral temos q:h — c]-d ity i bt o,
A proporcig o
: ca - :
sxmplesmenai, aP?‘o I:)OI _quociente denomina-se ainda,
que se-toma a palae.rwo; © nesse sentido restricto 6
Panhada de qualqy 'a quando ella se-acha desacom-
N u‘i]d%{' modificativo que a'esl)el'iﬁq‘ue
porcao : o Drin(lleirol eel;)enga’ a5sim como numa pro-
uar :
; 5 0 segundo e oqt tO_‘telmos chamam-se ez-
ermos de cada razs, por lel‘_tf:}gno rermos,  meios. 0
cor " dl . "
1Servam os seos nomes (n @g%‘in(}a e

.oma equidi
continua qy ifferenca Ou ‘uma proporeao chama-se

uan 0 0S8 5

0 X uaes :
roporsione 2 2OMO o medin difforansint ot 0ESLES
porcional. erencial ou de media

tambem

8 l.°—EquldlfferenQas

288. — T
o~ 1HEOREM4 |
somma dog MA 1. Em ual )
gacTy qualquer §

Tiremos ¢ equal q somn?a doiqff}d_z/re-; enga a

€10s.

Emonstracgo, — Qus
qualquer a0 Seja dada uma equidifferenca

O—b=¢—g

=
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Junctando aos dous membros da precedente egual-
dade b +d (somma dos consequentes), temos

a——b+b+d=c—d+b+d;

mas, 6 evidente que—b+b=0¢ que—d + d=0: Por-
tanto, Bl
a+d=c+b C. q. d.

‘989 _ Tueorema 1I (Reciproca). Se a sommassdéas
dous numeros for equal @ somma de outros do'zltts.,o Se o
quatro numeros formam uma equidifferenga cv] 5,0
tremos sGo as duas parcellas de uma somma € ¢
meios sio as duas parcellas da outra somma.

Demonstragao. —Supponhamos queé se-tem

a+d=b+c.
Tirando b-+d a0s dous membros da egualdade

proposta, vem

a+d—b— d=b+c—b—d;
— . e_

porém, temos + T e @ === S cons

guinte,

a—b=c—d. c.q.d.

Em uma equidifferenga ¢on-
¢ equal ao dobro do mew-.

enca continud

99().— COROLLARIO I.
tinua a somma dos exlremos
Demonstragio.—Da equidiffer
a—b=b—c¢

“deduz-se (n. 288)
a+c=b+b;
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porém, b+b=2b : logo "
oV

Gl c. q. ¢

renga: 1°, w
v n extren !
meios diminuida t()l gilll)(;“(f%sconhcculo é equal d somma dos
qual d somma G(alm emo ; 2, um meio des-
0s emtremos diminuida 40

conhecido é e
equ .
qual @ metade da somma dos €

;)ut?‘o meio, ou 3°
Temos, se i
» 8¢ @ equadifferenca for continua

Demon 7
stracao .— ) idi
600.— Da equullﬁerenga qualquer
ahb_c '
na qual s 0 i
: uppoe-s sconheci
(n. 288) p e desCOLhGCIdO um extremo, tira-se
b
a+r=b+tc;
subtr

ahindo a d
¢ a
vem | mbos os membros desta egualdades

5=b+c—q,
Da equidifferenca qualquer

0—b=1—, ;

em  que

i o € desconhecido _
8 m (]0

/ S meios, deduz-S¢

b+ﬂ?:a+d ;

subtrahindg p

e de amb
er-se-ha 05 05 membros desta egualdade;

T=a+d—p,

291. — C
OROLLARIO I1. Em qualquer equidiffe-

e —

—p

————— -

s

logo,
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Da equidifferenca continua

a—ux—=x—b,
em que a media differencial 6 desconhecida, tira-se

(n. 290)
' 9 z=a+Db ;
di.vi'dindo por 2 ambos os membros desta egualdade,
vira

Pl

4

999, — Treorema 11 Uma equidifferenga nao Se-
altera quando junctamos ow tiramos 0 MESMo nuMero =
1°, aos dous antecedentes ; 2°, 008 dous consequentes ; 3%
aos dous primci'ros termos ; &°, aos dous wltimos termos ;
5°, a todos os termos-

Demonstragio.—Sej2 2 equidifferenca
(L—‘I)::O——-d,
¢ 7 um numero qualquer.
m0S 0 Mesmo numero aos

ou tira
duas differencas eguaes ficam

Quando junctamos
s desse numero (n. 285)

dous antecedentes, aS ©
augmentadas ou diminuida

(an)—b= (cn)—d-

Quando junctamos ou tiramos 0 Mesmo numero aos
dous consequentes, as duas differencas eguaes ficam

diminuidas ou augmentadas desse pumero (n. 289) ¢
portanto,
a—(btn) —c—(d+En).-

Quando junctamos ou tiramos 0 mesmo numero
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aos dous termos d
5 e uma differ =
(0 285)': por consepmints differenca, esta nao se-altera
(et n)—(btn)=c—d,
. 0—b=(ctn)—(d+n),
(@ __n) —(bi-n) = (ci—n)_(di_n) :

293.—T
_293.—THEOREMA
;llz(;; a ‘quando mulm'plic
ero todos os termos

IV. U diff
L ‘Uma equidifferenga nao S¢-
s ou dwidimos pelo mesmo

Demon 70 R
strac i
agao.—Seja a equidifferenca

s a‘—&:c._d’
n qualquer numero

Multiplicand
C 0 o
dente egualdade, teni)-gle % ambos os membros da prece-

dondo o=bjn=(—dn,
an—bn=cn—dn.

Reciproca
: mente, dividj
desta ultima egualdadé{ w‘;gll]'l]do por » 0s dous membros

O—b=c—q,

AR
~94.—THEOREM
?lltem: 1°, quando £TA V. Una equidiffer =0 S6-
0S extremos ; 9° 0camos os logargs / greg el :
. )
MOS € vice-persq. quando passamos os m;:sos_ 7;(?03 mfr(és
i ra ewlre-

Demo
nstracao, —Se;
£a0.—Seja a equidifferenca

U—b=¢—,

e Sy e ————
. ——
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Junctando aos dous membros desta egualdade
b— ¢, vem :
a—b +b—c=c—d+b6—¢,

donde
a—c=b—d;

¢ junctando 08 dous membros da mesma egualdade

d—a, tem-se

a—b+d—a=c—d +d—a,

donde
d—b=c—a.
Trocando, conjunctamente, 0s logares dos meios
e os dos extremos da equidifferenca proposta, Vvird

d—c=b—ua,

ou, o que é evidentemente 0 mesmo,

b—a=d —c.

duas mudancas de que tracla

r serem frequentes, receberam
& trocar os logares dos
inverter é trocar 03 meios

(Quando se-muda os logares

OBSERVAGRO. — AS
o presente theorema, P9
nomes especlaes : alternar
meios ou o0s dos extremos;
om exiremos e vice-versa.
das razaes, transpoc-se.

2 9.0o—Proporgdes
995.— Tueoreya I Em qualquer propor¢do o

producto dos cwtremos é equal a0 producto dos metos.
Demonstragio-— Seja dada a proporcao

a: b=c: d,



224 A ESCHOLA

que podemos escrever de outra forma -

LA
U
Multiplicando ambos o membros desta ultima
egualdade por b d (producto dos consequentes), ven
(n.° 194)
abd  ¢bd :
T

b
porém, é clarg que % =1 eque—z- =1 : portanto,

@ d=c¢)
296.— THEOREMA 1I

de dous numeros for
6sses quatro numeros
extremos sio os' doys
meis sio os doys fa

Demonstragapo,

0 q- d.

_(Reciproca). Se o producta
equal ao producto de outros dous
constuueny uma proporgio  oujos
[actores de wm producto e Cl) 0S
clores do outro producto.

—Supponhamos que seja

0 d=b ¢.
Dividindo amhos ¢g membros desta egualdad )
por bd, teremos |
ad be '
bd "4’
! d b
porém, comg = =il = =1, segue-se que
10 Sl
7

225
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ou, o que 6 0 mesmo, C. q. d.
a: b::G! d.

o 1. Em uma proporgdo con~

997 . — COROLLARI I ao quadrado do

a
tinua o producto dos extremos ¢ egu

e n- -

mas, bb = b*: portanto, ,
a c=b".

-oporgio qual-
Em uma prop oo
__ (ororrario 1. ido ¢ equal ao pr
. 99.80' CO;;;L,,.emo dcsconhecldotrz ‘Z%; o]
uontLay i0s dividido pelo ov roducto dos extre=
o 4o g;‘s}conhccido ¢ egual a0 P
um mewo

’ i0 for
: e a pl opOTQa
ewtremos, S
ducto dos
confinud.

Demonstragd
y a: b-’:G: w’ mO

C. q. d.

a T
o0.— Da propor¢ao qua}que

sC
pa qual suppomos. ser desc

deduz-se (n. 295) ol
; T ldade por @,

! ) ta egua
dividindo ambos 0s -membros des

vem et b ¥
T = a 15
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Da proporcao qualquer
@:b—=gp. d,

12 qual ¢ desconhecidq um meio, tira-se (n. 295)
bz = ¢ d;

dividindo por b os dous membros desta egualdade,
tem-se

ad
r =

—_—

b
Da POrporcao coninyg

G:3=g.p
onde ¢ desconhecidy media Proporcional, deduz-se
(n. 297)

@ =ab 3

extrahindy 3 ¢

aiz
egualdade, virg

quadrada de ambos 0s mempyog desta
rg -

= T
299 7

HEOREMA [T Uma Proporeao ngo se-glte-
e quandy multiplicam o 0% dividimps peto mesmo nu-
mero : {°, gg ous antecedenges 2008 0us consequen-
les; 3°, os 0Us primeipog lermos; 4°, os dous wltimos
lermos; 3°, todos 08 termos,

emonstrd,cdo.~Seja  proporgag

e a:b:c:d,
€ n um Numerg

> 0 dividjpgg pelo mesmo
S dous antecedentes, as dug

S Trazoes eguaes

227
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285):
n. 2
ividi sse nUmero (
f Itiplicadas ou divididas por ess
Icam multiplice
por conseguinte, s
(@ n):b=(c.2) : d; i
'. edenles de
ividi * . 0s antece
/idindo por 7
reciprocamente, div
e, reciprocan
propor¢ao, tem-seé e
a:0—=2¢C: o)
ividimos pelo m
pultiplicamos  ou dl(‘ltlil;m:'azges o
oy n‘ consequentes, ‘ as lgas e
mlmel‘?_ 0'?1'(3?1l}bou multiplicadas por es
ficam divididas
nt (b.n) =c: ([ n); el
ik ‘ sequentes
i § consequ
] mente, dividindo por 7 0s
e, reciprocamente,
[0poreao, vems
ta proporcao, fypeskic

S0
ividimos pelo mesm
7 S
Itiplicamos ou dmd}g]oestg nao se-al-
Quand(? ul“tel};ﬂos de uma razao,
numero os dous

tera (n. 285) : portanto, i
(@. n) = (b. n) =¢:d,
a:b=(c.mn:(d n)[2 3

. (a. m) - b m) = (6 m) = (@ e,
ey i -, tem-S
I"3Ci\l’mcmnellte, dividindo. por 7,
; a:b=c¢: d

= - - (7]
i ! ~cd0 nao se-alt
i} 300.—THEOREMA IV. Uma pr %)mfc? mesmo grao
¢ . 5 tenc
levamos d po
: 1.2, quando e
ra : .l- ’

JMOS
extrahvmos
s: 2.°, quando delles
todos os seos lermos: 2.°,
f'yaiz do mesmo grao.
-:{;'
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Demonstragdo.—Seja a proporcao
a:b=c:d,
que se-pode escrever

AGEPERCE
b a’
e seja » qualquer numero inteiro.

Elevando ambos os membros da precedente €gud:
dade a potencia do grao n, tem-se

(+)'=(%)

I

donde se-tira

0u, 0 que é a mesma cousa,
(28 0N =Y 8 4 4

Extrahindo a raiz do mesmo indice aos dous mem-
bros da mesma egualdade, vem

l/T_'I/T
IO TRy

daqui se-deduz

ou

- 229
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- nio se-alterad :
301.— THEOREMA V. Uma propor¢ meos ow 08 dos

s logares dos w
2 trocamos 0S l SN G S,
i zx’t? e(rlrlz'gsn-d& quando passamos 0 meios para
4 y =
vice-verse. ;
Q Ji rcao
Dcmonstmgao.——Se]a a propore

\ w: b=c: d,
) ou i
| o |
. Multiplicando 08 dous membros da ultima egua
fl. dade por —i— , vem (n. 193)
ab b
Bo de
donde se-deduz, simplificando,
a ’
. &=
i a:c = b:ds

S ma e“llal'
¢ multiplicando ambos 08 membros da mes g

dade por —i— , temos (n. 193)
ad__od

—_—

| ba  dao

\

donde, simplificando, se-tira
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Trocando, ao mesmo tempo, os logares dos meios

e dos extremos da proporcao dada, ter-se-ha
d:¢c = b:a,
' 0u, 0 que é 0 mesmo,
b:a =d:¢

OBsErvacio. — Ag duas

este theorema tan 0S mesmos
differencas.

M 302, — Além das precedentes propriedades, que
tém suas analogas nas e

alteracoes de que tracta
nomes que nas equl-

» 35 quaes sao de emprego frequente
nas applicacoes d i ica, assim como na (yeo-
ia. Passemos ag estudo dessas propriedades.

303. — TupoRmys V. Multiplicando ordenada-
€ 08 termos de duas oy mais proporgoes, os pro-
0s resultantes formam Proporgao.

Demonstragdo.-Sejam tres proporcoes

ment
duct

a:b=c:,
@ :b—=¢ i
a” . b’):cn . d”,

aS quaes podemos escrover como se

-segue :
ayic
S
a’ ot c’
T
a” c”’

"‘51' "

2
ARITHMETICA

tres ultimas
Multiplicando membro a membro as
egualdades, vem

2

— X
(17 N 5 d
%X—I_)TX > 2

&1
3

o
Q‘
o

donde se-deduz (n. 195) v
aa’a’ __ €cc
e ddd’’
esmo, ; %
v ma(;a" bbb =cc'c” = dd'd C.fl da
ad’a’”: . i
Trroreya VII. Em qualquer propor¢a
3(4.—THEORE!

; ~mos estd
~imeiros termos ‘
dous primew o e
ifferenga dos ifferenca-dos
iRy & gz”ggmoga somma ow a differeng
equnao
para o

i par uarto.
ultimos ‘ermos esta pare ? q hiabe
Denonstragdo.—Seja a p 2
a: b=c: d.

: 295
Da piopor¢ao proposta deduz-se (n: 295)

ad:bc 5
membro
junctando esubtrahindo bd aos dous
ma egualdad:, vem
3 ad+bd::bc“_:bd,

s da ulti-

' d no pri-
¢ pondo em eridencia 0S factorignﬁgénmuns (
mgiro membro s b no segundo),
@+ bjd= (cE£db: ‘
ortanto (n. 296) g
: a-b:b—=ct+d:d C.q
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-

305. — CoroLLARIO I. Em

somma ou o differenga dos dous
prumeiro como a somma
tumos ter

qualquer proporgao l;‘
primeiros termos este

oua_differenga dos dous ul-
mos estd para o terceiro.

Demonstragio.—Da proporeao

¢.b=c¢:d
tira-se (n. 314)

¢tb:b=c+d:d:
alternando esta u
ter-se-ha

llima propor¢ao,assim como a proposta,
a:c=b:d,

aib:cjd= b:d;

porém, duas razdes eguaes a uma terceira sjo eguaes

entre si: portanto,

¢t bict+d=gq:e¢,

0u, alternando,

etbia=c¢+d:e.
306. — CoRroLLARIO II. Em

somma dos dous primeiros tey

ferenga como a sommg dos dou
differenga.

C. q. d.

qualquer propor¢ao &
mos estd paa a sua dif-
s ultimos esti para a su@

Demenstraggo . —Da proporcao

a:b=¢:d
deduz-se (n. 304)

\

6t bib=c+tg: g
ou, alternando, ;

aib:c:i:d:b:l;

|

1
|
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; ondente uma
ndo esta proporcao em duas, c(irrerl(;lsp
g?)p:ir‘fnal + ¢ a oulra ao signal —,
to]

PRLINEYNC e d DR
A 6 (e (= DB 5
i 30 eguaes
d razoes eguaes a uma terceira sao0 €5
mas, duas,
entre si: 1ogo, :
atb:erd=0—b:c—0

ou, alternando, (B G 0L
a+b:a——-—b=0+d-' ¢c—d. !

» proporgao @
‘ alqum Pro; 3

L. Em qu 1@ para @

: EOREMA V ‘ ntes est@ P
307. Tﬁd/i erencd dos anrteCCdews oMo UM ante-
somma ou ad' ‘m-enw dos consequen i :

ua al < sequente.
isze C:;sta', para 0 respectivo conseq

i "QpOrcao
Demonstragio.—Seja @ Prob

a:b=c:d,

esta
a qual, alternada, ge-lransforma 1
a:c="b:d;

nterior
3 heorema 2
applicando a esta propor¢a® © the |

(n. 304), vem
a+c:0—‘=bid:d’

y rcﬁ() dada) se-
donde, alternando e attend(‘/n‘_10 a(propors '

deduz
7 ar Clbid

I

. d
Z:b C. g &



234 A ESCHOLA

.

3 1 a
308. — CoroLraro. Em qualquer  proporgao A
somma dos antecedentes estd para a sua differenga co
@ somma dos consequentes estd para a sua differenca.
Demonstragio. — Da proporcao

a:b=c¢:d
se-tira (n. 307)
ai—c:b-jd:a:b;

separando esta

corres-
pondente ao signal

tem-Sé

proporcao em duas, uma
+ € a outra ao signal —
a+02b+(]=a:b,

porém, duas razges
éguaes : portanto,

>

€guaes a uma terceira sio entre Sl

atc.b+d=q—¢: b—d,
0u, alternando,

8t+C:a—e=bid:ph—d C.q. d.

309.—TurorEMA X, Em uma serie de razies equaes
a somma de todos oy (e Um certo numero de antece-
dentes estd para a sommg de todos ou do mesmo numero

de consequentes como qualquer antecedente estd pare 0
- Tespectivo consequente.

Demonstragdo.— Seja dada a serie de razoes eguaes

A:0=B:p=—.,_
Designando por q 0 valor de

---------------

cada razao, temos
4:0=q, B:b—‘..q, Cide=ne:

----- ’

|
:

ARITHMETICA

donde se-tira (n. 60) ! |
= — e :
A=aq, B=bq, .
: S des e pondo
nmando membro a membro estas egualda
SOl )
q em evidencia, vem

A+B+C+...... = (a+b+c+...... ) ¢
donde se-deduz, dividindo por a-Lhitc e 3
‘ 5 B e = q
ARCD O ca+b+c+ T
=B:b
=C:c¢
........ C.q.d

CAPITULOII

PROGRESSOES

TS umeros
¢ uma successao zllumtagcac c(zlee ;lw il
tae:);l(?'ie_ SEF lz‘t:er delles d"”va_sead OLEpl determinada.
que qualq dentes sequndo um Py i
alguns dos precede “se termos da s

—LEsses numeros denominam

Exemplos : i
1, 4, 17, 10, 13, 16, eic :
’1”1 Lg ek —g?—,etc (2
9 - »Q ? 16 3
1’2’4 8 11 ¥ e ¥
: : 1 '1‘ o ST T Y €
4 _g_,zié 945 etc (4)
’ 10) 22“1 ’ ’ O 5
;’ 45, 21, 73, 361, 19229, etc. (5)
e —
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\ : J
'llnct?ad serie (1) cada termo deriva-se do precedente
J ndoa este o numero 3; na serie (2), multipli-

can ) p i
do o precedente por —- ; ha serie (3), junctando 1

SoEs (ol ceonte Faserion 4), ol

‘na serie (5)p fi 'elente por 2 ¢ junctando 2 ao producto;

s O-precédena mente, cada termo forma-se dos dous

Al bt mulliplicando o primeiro delles por 2,
gundo por 3, e sommando os productos.

M dell'ziiz I:l':) bERIE ¢ 0 modo como wm termo qualquer
A precedente ou de alguns dos precedentes.

0S modos' imagsﬂ‘:‘gl‘ll(t]as series, pois-que infinitos sao

de dous ou mais n R formar um numero por meio

occupa com o umeros dados. A sciencia que se-

estudo das series constitue um ramo im-

ey :
portantissimo da Mathematica, denominado — THEORIA .

DAS SERIES.

A Ari i :
quaes urﬁ rllé}'l:]?etma racta unicamente das series 0a$
0 qualquer se-deriva do precedente aug-

menta s S 3
do ou diminuindo de um numero constante U

unidades e :
ssé lermo precedente, ou tnultiplicando 0

menciona LsaE
A estas s(el‘?iésré{]g plecede“t‘? por um mesmo numero-
mentares dd-se o nome de progressoecss

€ 0 numero const
anie que serve
B 1 . al'a d o -
quer derivar o seguinte chama-ge ngoum tormo qual

ProcreEss: :
SAO € uma ser: ;

e cujo - A
decrescem numa razio constanth Sniemmosonosemigl

312.— :
ou decrescen? gzntggn?ogaﬁzo R A fque | orogeerd
¢a entre dous termos cor uma progressao 6 a differen-

o o 1secutivos, essa progressao tem
constante (fm gyuizssao.p,or differenga, QlFan(?o a_razio
B e é-omgbcqm ou decrescem os termos de

Quoctente da divisio de qualquer

Ji},—- "

—

o =

~
e
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termo pelo precedente, a progressao denomina-se pro-
qressao por quociente .

QQ.O—Progrcssﬁcs por differen¢a

313.—PROGRESSA0 POR DIFFERENGA é a progressao
em que um termo qualquer ¢ equal ao precedente aug-
mentado ow diminuido de wm numero constante.

Razio de uma progressao por differenca ¢ o nume-
70 constante de que se-deve augmentar o dvminuir um
termo qualquer para achar o sequinte. :
Uma progressdo por differenca & cRESCENTE quando
a razao 6 numero a addicionar ou additivo.
Uma progressao por differenca & DECRESCENTE quando
a razao 6 numero a subtrahir ou subtractivo.

314 _Para indicar que muitos numeros consti-
tuem uma progressao por differenca, costuma-se, ordi-
Dariamente, escrever antes do primeiro numero o signal
= (signal de progressao por differenca) e collocar em
Seguida os outros precedidos, cada um, de um poncto.
Assim, as duas progressoes por differenca.

ollifis g, 4, etc.,
48, 46, A4, A2, 40, etc.,

@screvem-se como se-segue :

=~ 9 5. 8 11. 14, elc.,
= A8. 46. 44. 42. 40. etc.
R

feren(c)aczsmma"a‘s'?,_nﬁo ha muito, designar as progressoes por dif-
ticas ¢ por quociente qualificando-as, respectivamente, de grzthmg-
melbamesgeggl:‘f"'."as" hoje, porém, acham-se com justica abolidas si-
0 minacoes : {3 e . o s s %
s0CS como 2 Outr;““w% : tao a,}tlxrnctxca ¢ uma especie de progres
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Assim tambem, sendo a, b, ¢...... k, [ quacsquer
nwmeros em progressao por differenca, teremos

T (e [0 Ghtiossdort e U

Esta ultima progressao por differenca é geral por-
que, sendo inteiramente arbitrarios os valores numericos
de seos lermos, ella abrange todas as progressoes por
differenca possiveis. Na progressio geral por differen-
ca glesngna—se 0 numero total dos termos por n, 0 P"i‘
mewo termo por a, o ultimo termo, ou o termo da ordem
n, por I, e, finalmente, a razdo por » (inicial da pala-
vraresto). A somma de n termos representa-se por S

315.—Da definicdo de progressio por differen¢a
resulta que
constl‘; A_ It)ll/[crcng,a entre dous termos consecutivos ¢
e ém ¢.—rorque esta differenca nao é mais do (ue &

Qo . o :
h trecqttfl- ifferenca continua.—Com effeito, sendo f, ¢
S Leros conseculivos e r a razio, temos

g:fi’l' eh:g-i_-fr :
donde se-deduz,

subtrahindo f da primeira eg 0
g de segunda, [ da primeira egualdade

—[=xr eh—g=+r:
por conseguinte, .
g——f:: = q,

f-— =g — T
Resulta daqui que qual

iR 5 . uer termo de wma pro-
gressao  por eNe q
gressao por differenga (exceptuados o primeiro e opul-

ou (n. 294)

> e
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timo) ¢ meio differencial (n. 287) entre 0 termo preco-
dente ¢ o sequinte. £’ por esta razao qué 0s termos in-
termedios tém o nome de meios differenciacs.

316. — Estabelecidas as precedentes no¢oes indis-
pensaveis, passemos jd ao estudo das principaes ques-
toes relativas as progressoes por differenca.

317 . —Valor de qualquer termo.— Para calcular
0 valor de qualquer termo de uma progressao por
differenca, logo-que sejam dados o primevro termo ©
a razao, pode-se proceder da mancira seguinte : —
Juncta-se ou tira-se ao primeiro lermo 2 razao, €
tem-se 0 segundo, lermo; juncta-se ou lira-se a0 se-
gundo termo a razdo, ¢ lem-se 0 lerceiro termo; €
assim por deante, até chegar ao termo cujo valor se-
pede.— Quando, porém, & ordem do termo pedxdo for
muita elevada, este processo Lorna-se unprachcgvel por
eXtremamente longo: tractemos de descobrir outro
Processo mais facil.

318. — Tugoreya L. Qualquer termo de uma pro-
gressao por differenga ¢ equal @0 primewro Lermo, mais
OU menos g rqzgo multiplicada pelo nuwmero dos termos:
Precedentes g esse qualquer .

i Demongiragao. — Seja qualquer progressao por

O Ty 1o (P aBaa0 oD

(1) r
e 1 6 o termo procurado.

(. 3 onforme a definicio de progressao por differenca
+ 313), tem-se : -

b=aT"t,
ci=tbis=T;
lzh-\_‘z
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Sommando membro a membro estas n — 1 egual-
dades, vem

donde resulta, supprimindo em ambos 0s membros as
parcellas communs, 3 expressiao

l=a +r (n—1),
que traduz o enunciady .
EXpressao que achgmos decompoe-se em duas :

=0+r (n—1), i
l=a— (n—1),

servindo a primeira P
é crescente ¢ a segun
8ressao ¢ decrescente .

Pplicagao. — A f6rmula () l=a+r (n—1) serve
Para calcular o valor (e qualquer termo de wma pro-
gressao por  differenga, sem passar pelos dos termos
precedentes, uma voy que se-conheca o primeiro termo,

274240 € 0 numero total dos termos - basta, para essé

fim, substituir na férmula ade uada (ur
» Sub na das duas em
que a férmula l=a+r (o= 1 (

1) se-decompge) as lettras
> 7 € 1 pelos seos valores numericgg dados, e effectuar
a5 operagoes que vém pella indicadas. ~ Seja, por
eXemplo, a progressao cresconte

ara 0 caso em que a progressao
da para aquelle em que a pro-

----------

() Formula 6 o eXDressa IR
Xpressa .
Rumeros dados para ob[t)er u 0 Jue indica ag operagdes a effectuar sobre

M numero pediqg,

D

i ARITHMETICA

. ‘termos de uma progressao po

! » termos €
“Idous quaesquer ter

241

‘ Sl & 9 e a razio 6 1,5, e sup-
3‘. gﬁnc}l;?lseo qplf:%eggditgmoi%w termo ; ter-se-ha:

a=2 1=2+1,5.(100—1)

| 1.____1:5, =2+1,5%99

}‘ n=100 - =2+148,5

| ralh dos 0s
: 319.—Somma dos termos.——;& (si?{rlgg]e?l 9(118 tgé S

mero
desde-que 0 nu

| i ente; porém, de Y ulo
obtél-a dlrectamse.a, ’muito consideravel, 0 ca_lg N
\desses  termos S6) is, procurar um mel

idi is
torna-se fastidioso. Vamos,upe(ila, (B0
n{calcular mais facilmente aq

roqress@o por dif-
va II. Em wma prog ‘ ;
320.— THEonEﬂﬁmm do de termos, a somma d

umer . remos €
lerence o, Handiy quidistantes dos exirem

{egual a somma desses tar-m.os. i
i a

} Demonstragdo. — Seja a P

,de n termos

- T @ oaeeeeeet D oveee Y cononsnse

. rente, se-
}remoS, rogressﬁo dada podemos, e\ld?gzllf; e
5 'mos ;
' ‘parar :s guas progressoes, de p tern

ogresso por differenca

.:_a._.. ...... ---w!

. Al
o FORE R

|

-Idas quaes se-deduz (n. 318)
| s—atrp—1,

| = g (19 == s
i

!

|
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ki utlants il 18 dats tlopheos Chiy
y=1%r (p—1);
T4+y=a-+! C. q. d.

391.— Trxor

-~ 0

uma progressio L‘f“&f\_ IL. 4 somma dos termos d8
por differenga ¢ equal a metade do pro-

ducto da s
omma dos extr s
L extremos multiplicada pelo numero

Demonstraca :
. Demonstragao.— ;
por differenca ¢i0.—Seja dada qualquer progressic

0 (b eaoni k. L,
e replr)eseute-sq por S a somma pedida.
or ser S a somma dos » termos da prosl'css"“’
proposta, é evidente que ‘
L i P

one vez que o segundo membro desta egualdade nao
se-altera _escrevendo os termos na ordem inversd, V¢

Sommando membro a membro as duas ultimas

egualdades, e agru ando d 2
i / ous . ul
distantes b e k, etc.,ptem_se a dous os termos €4

28 = (0+]) + O+h) +.cco. (64) + (+a) s
porém, segundo o theorema que precede (n. 320), temos

o+l =b+k = ele. :
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ML Y R S
logo, sendo n 0 NUMEIO dos parentheses, podemos es-
crever
9§ = (a+]) n,
donde se-tira, dividindo por 2,
(@+l) n

T2

-

e

férmula que corresponde ao enunciado.
Applicagao. —Por meio da férmula S = fi@%

podemos calcular @ somma dos termos de uma progressao

por differengc, Jogo-que sejam dados os valores numeri-
cos do prinzvi;-o termo, do wltimo termo @ do nuwmero
total dos termos. Como oxemplo, seja dada a progressao
por differenca

== 1,_[,5. ........ 4£9.5;

0 98.° termo; neste caso, querendo

é
dos 98 termos, vem
; s (1+49,5)98
50,5 %98
=98 _50,5%49
—9474,9

99, —Insersao de meios-—A insersao de : ﬁxgmgi
differenciaes tem por objecto formar uma progtr.esm osg 2
differenca, sendo conhecidos 05 termos exire

numero dos termos intermedios.

Supponhamos que se-pretende

pa qual 49,0
achar a somma

inserir M meios dif-



£41 A ESCHOLA

ferenciaes entre os numeros conhecidos @ e b.—Lo0go-
que for conhecida arazao da progressao que se-procura,
s6 a-junctarmos ou tirarmos ao primeiro termo a, tere-
mos o segundo; se a-junctarmos ou tirarmos a este S&-
gundo termo, acharemos o terceiro; ¢ assim por deante
(n. 313) : por conseguinte, a nossa questao esta redu-
zida a procurar a razao de uma progressao por differen-
ca que tenha ae b por extremos e que encerre m ter-
mos intermedios.

A progressao pedida, por isso que deve encerrar
m lermos intermedios, constard de m +2 termos : POr~
tanto, sendo @ o primeiro termo, b o ultimo, e suppondo

que a progressao deve ser crescenle, teremos (n. 318)

=a-+r (m+1);

subtrahindo-@ de ambos os membros desta egualdade,
vem

b—a=r(m+1):
e daqui se-deduz, dividindo por m+1,
b—a
m+i °

~ Se a progressao pedida fosse decrescente, (€
riamos

/P ==

b=a_r(m +1;

sommando r(m +1) aos dous membros desta egual-
dade, vem

b+r (m+1)=aq,
e subtrahindo b, tem-se | ‘

rm—1) = g—p :

|
-

£

A —— it 7\ 7 s
s m\ :

| 4
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_—

donde se-iira, dividindo por m+1,
a=b
r= 1;_—*_'1 5
Das duas precedentes f()r_mulas cgpch}:’;sz q;lzgual
A razio, nume progressto por l”GZl i‘vfdida I
d differenga enire 0s termos extremos

numero dos meios, Maws 1%, i

0 r = — ou
Applicacﬁo.-——Por uma das formulas = ;14

a ao por
= a—b ..lcula-se a 7Taza0 de wma progressao P

o L ermos extremos €
) y dados o0s ¢
vjer desde-que forem Ca : o,
dbﬁﬂnﬁ?ﬁg ' dos 1ermos intermedios. Sejam, p;)[ll‘] gs insgril,'
% e 40 dous nuUMeros entre 0s quaes qggz DS
6 meios differenciaes {er-se-ha, suppo

progressao, i
b= 40 rr— —J_G—l—l
35
a=3 = T
m =0 =5H

e assim acha-se :
=~ 5.10.15. 90. 25. 30. 35. 40

-ndo ent termos
393, —Taeorema 1V. I?_zsermdg_ [ﬁ?‘%gﬁ i
consecutivos de uma progressao por dv

) roqressoes parcuaes
numero de meios differenciacs, 45 progressoes P

] ~088G0 UNLA-
obtidas constituem uma prog! 08800 UMACE
Demonstragao.—Seja progressao
) B PR S k.l
it scente.
que, por maior simplicidade, suppomos cre
f .
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Inseri . S
indo m meiog differenciaes entre a e b, entre

©¢, efc., e sendo 5
,- - A 0 ,)\ A 7‘,) e £
gressoes parciaes, vem (n. ’329) -+ @S razoes das pro-

b=
m--1

7:’ i
m—41

ora, sendo

b—e=¢_p—

cese =17,
tambem teremos
Ao oy
7n+1 " ?ﬂ: ®reseey — ”ﬁ
portanto,
r = r”’

PPOgI‘essGes i rmo da seguinte - o
B arc . el G2 lO 0, €SSas
un 5 P laes fOl oY

§ 2.0

0
POR QUOCIENTE ¢ g progressao

licado pop
P 0 por um numep constante

D

P
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| Razio de uma progressao por quociente € o nume-
ro constante pelo qual se-deve multiplicar wum termo para
obter o sequinte.

Uma progresso por quociente ¢ CRESCENTE quando
a razao 6 numero mazor do que a unidade (numero in-
teiro ou fraccdo impropria).

Uma progressao por quociente ¢ DECRESCENTE (uan-

do a razio 6 numero menor do que a umdade (fraccao

propria) .

325,—Para mostrar que muitos numeros consti-
fuem uma progressio por quociente, é coslume eserever
antes do primeiro termo 0 signal s+ (signal de progres-
sio por quociente) e collocar em seguimento 0s outros
precedidos, cada um, de dous ponctos. Assim, as duas
progressoes por quociente

3, 6, 12, 24, 48, etc.,
192, 96, 48, 24, 12, elc.,

escrevem-se da maneira seguinte :
22 3. 6: 12: 24: 48: elc.,
= 192:96: 48: 24: 12 : elc.

Do mesmo modo, sendo @, b, ¢......k, | quaesquer
nUMEros em progressao por quociente, vira

iyt A o e B2

Esta ultima progressio por quociente é geral por-
que, sendo inteiramente arbitrarios os valores numeri-
cos de seos termos, ella comprehende todas as progres-
sOes por quociente possiveis. Na progressio geral por
quociente representa-se o numero total dos termos pot
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Z, 0 prumesro termo por a, o ultimo termo, ou o0 termo
alo;-dem n, por 1, e, a final, a razdo por ¢ (inicial da
Palavra quociente). A somma de n termos exprime-se
por S.
326.—Da

deﬁnicﬁo de procressi r quociente
resulta que : progressao por q

0 %."éO quociente da divisdo de um termo pelo pre-
nte ¢ constante.—Porque este quociente nao é outra
Cousa mais do que a razio.

9.0 ;
amair T7:e§ lermos  consecutivos quaesquer formam
i tg 0poreao continua.—Com effeito, sendo f, ¢, k

I'MOs consecutivos ¢ ¢ a razao, temos

g=fgeh=gq;
donde se-tira, dividin

g e a segunda, do por f a primeira egualdade por

gt h
Al el e
portanto,
2P liish
K T

ou (n. 301) fig=g:h.

Infere- :
gressdo f;ﬁi sif aqui que qualquer termo de yma pro-
meio pro gr cizwnlt" (exgeptuados 0 primeiro e o ultimo)
0 S6quinte pE’ po?aes(t%‘mﬁgz) enire o termo precedente €
i 1 , oLV que os i e-
dios denominam-ge meios propo?*cionae;ermos e

327.— e
Postas ag 10¢oes indispensa yeis que prece-

dem) vam

0s entrar ng est d

relativas 4 "0 éstudo das prinej x
lativas 4s Progressoes por quocien[t);‘mclpaes questoes

=

[

.
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398.— Valor de qualquer termo.—Para calcular o
valor de qualquer termo de uma progressao por quo-
ciente, uma vez que sejam dados o prumeiro tclz\ 'Im?t‘ el_a
razdo, pode-se proceder do modo seguinte :— uc Jgdl(;
ca-se o0 primeiro termo pela razao, e tem-sé 0 S€g
termo; multiplica-se 0 segundo termo pela 1;az;10,u e
tem-se o terceiro termo; e assim por deante, atb;c le,,fal
ao termo cujo valor se-procura.—Quando, porém, (:r
muito elevada a ordem do termo que se-quer achar, es e
processo torna-se impracticavel por dem.asmdo longo :
vamos descobrir outro processo mais rapido.

399, TueoreMA 1. Qualquer termo de uma p;‘tq-
gressdo por quociente ¢ equal ao prunewro teqmg "'OLZR;J
plicado pela razdo elevada @ uma potencia cijo GTpoGTs
é 0 numero dos termos precedentes a esse qualquer.

. Demonstragio. — Seja qualquer progressao por

quociente
e D hohs s et ol

em que 0 termo que Sse-procurd é l d
Segundo a definicdo de progressao
(n. 324), vem

por quociente

b=aq,
c:bq,

Multiplicando membro a membro as n — 1 prece-
dentes egualdades, tem-se

be ... l==ab.... kg»~":
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donde resulta, supprimindo em ambos os' membros 0s
factores communs, a f6rmula

A | = aq"—1,
que é traduccao do enunciado.

. Applicacio.— A férmula l=agqn—! serve para cal-
cular o valor de qualquer termo de uma progressao por
quociente sem passar pelos dos termos que o-prechem:
logo-que se-conhecam o primeiro termo, a raz@o e0
numero total dos termos . & bastante, nesse intuito,
substituir na mencionada formula as lettrasa, q e n pelos
seos valores numericog conhecidos, e effectuar as ope-

ragoes que vém alli indicadas. Sirva de exemplo 2
progressac crescente

na qual o primeiro termo 6 2 e a razdo 1,5, e admitta-
S€ que queremos achar o valor do 6.° termo; ter-se-ha :

=2 =2 % (1,5)
g=41,5 =2 x(1,5)?
D =2 x 1,59375

= 15,1875

. =15,2 (proximamente) .
330.—Somma dos termos —A. somma de todos 0S
torhogde 1M progressao por quociente podemos obtél-a
Sonato directo; quando, porém, o numero desses ter-
mos for muito grande, tornar-se-ha enfadonho o calculo-

3 necessario, portanto, procurar um meio mais facil de
chiegar ao conhecimenty daquella sommg.

u 331"T~H COREMA L. "4 somma dos termos 6
N progressgo Por quociente ¢ equal : 1.°, d differenga

251
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) "0z rimei-

entre o producto do ultimo fermo pela 11 a..a(il ;fn(()i gna g
ro termo, dwidide pela razao menos I, q aEnaior

essio for crescente; 2.°, d differenca entre 'gida 7y
grmo e o producto do ultvmo pela 7'a,:a,_oo, d;:j; e rz()as-'
| ~4 J o II
1 menos a razac, desde-que a progressd i
cente. ) o

Demonstrag@o.—Seja 8 progressao geral por q

ciente

S9N 8 (3 B asobo il gk

i S rocurada.
signe-se por S a somma p A
iy léjglfdoeSpa somma dos n termos da progressao p

posta, é claro que :
‘ (I (e ] SRR B S (
S ) alda-
e multiplicando por ¢ ambos os membros desta egu
de, vem ’
Sqg=aq+bq+cg....- +kq+lg. (2
5 ca-
Consideremos agora, alternadamente,r 4 f?rsegsoal::pro—
S0S (ue se-p4dem apresentar, segundo a prog

Posta é crescente ou decrescente. B
Se a progressao ¢ crescente, temos (f.

q > 19
donde se-tira, multiplicando por S,

Sq>8S:

o de (2),
Subtrahindo, pois, a egualdade (1) da egualdade (2)
vem

' —I)+lq—a;
S¢—S=(ag—b) + (bg—0)+.eeot (q—YHHIT0
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mas, visto como (n. 324)

os termos encerrados em parentheses destroem-se, €,
pois, teremos

Sq—S=lqg—a:

don(ie se-deduz, pondo S em evidencia e dividindo por
q_ ’

formula que corresponde 4 primeira parte do enunciado-
Se a progressao 6 decrescente, temos (n. 324)

i qg<1
donde tiramos

Sq<8:

portanto, subtrahindo a egualdade (2) da egualdade (1)
vem

S—Sq¢=(b—aq) + (e—bq) +....+(l—-kq)+a"‘lq'
e daqui se-deduz, como no caso precedente,

S—Sq=a—1q,
S (1—g)=a—lq,
l— “—lq,
Sl

e esta formula traduz a segunda parte do enunciado-
Applicaca

0.—Mediante uma das foks
P recedentes

mulas péde-se calcular a sommu dos ptermos de uma
progressao por quociente, quando sio dados os valores

ARITHMETICA 253

numericos do primeiro termo, do ultimo tergw es%?n ng
z@o. Supponhamos, por exeplplo, que se-pede &
dos seis termos da progressdo crescente

22 9:6:18:54: 162 : 486 :

tem-se, neste caso,

486.3—2
a=2 S, et
1458 2%
| — 486, 2
SdishEeToR
¢=3, s

339, __()BSERVAGA0.—Se, em logar do usmfzmst::zi
mo, nos-for dado 0 numero total dosr lte“ﬁ?nr’leri’co i
necessario, antes de tudq, c_alcular 0 va (l)g u o
ultimo termo para substituil-o na formdl; S
porém, podemos proceder de outro mo ot
nas duas f4rmulas que achamos, €M %o
valor ag »—1, vem

ﬂ—'i —a n a_aqﬂ—1 q
Si= ﬁ?—L oS
ou, multiplicando e pondo @ em evidencia,
alg"— ) S __ M g
S Woarps Bl Wi o]

: 5
333. — Producto dos termos. — 0 65130(51‘;1"0?1)&30 :
termos de uma progressao por quociente P oundo, 0 pri-
multiplicando o primeirs termo pelo seg or deante ;
Meiro producto pelo terceiro termo, il excessiva-
mas, a operacao, feita deste modo, ser rapido.
mente longa : procuremos um Processo Mats o

PP I e
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334. — Tueorema IIl. Em wma progressao P(‘Z;
quociente, de numero limitado de termos, 0 producto ;
dous quaesquer termos equidistantes dos exlremos
equal ao producto dos mesmos extremos.

Demonstragio. — Seja a progressio por quociente
de n termos

EO R

SEcte RIS Saomseilb

na qual z e y sao dous termos equidistantes dos €X-

tremos.

Podemos, evidentemente, da progressdo proposta
Separar as duas progressoes, de p termos cada uma,

das quaes se-tira (n. 329)

= aqP-1,

b=ggr=t.

Dividindo ambos os membros da segunda egual-
dade por qp—1, yem

ol
y wo qp—l 4
¢ multiplicando membhro

iplic a membro a ultima egualdade
€ a primeira das duas

precedentes, ter-se-ha

c. q.d-

IV'. O producto dos termos de
quociente ¢ equal ¢ raiz quadrada

Yy =ual,

335.—T1~1E0REMA
wma progressao por

i

-

5 g

255
ARITHMETICA

' ) CU)0
do producto dos extremos elevado aumt‘z s);gf)encza ]
expoente € 0 NUMEr0 dos termos da progressao.

3 a uo-
Demontragio.—Seja  qualquer progressao por q
ciente
o8 86 60650 3 ek

g eos n lermos.

'epr _se por P o producto dos s € ;

i IeplS(iaslfti](:e IS’e op producto pedido, ~ temos, evidente
mente,

P:a, b......k l,

donde (n. 81)

Itimas
Multiplicando membro @ membro as duas ultl
egualdades, vem .
| prg b % eeen x B DXIE

‘ e, tem-se
mas, conforme o theorema pfecedent ’
a I=bik=eic:

’progressao,
logo por ser m 0 numMero dos termos da_prog
b

POde-se escrever »_
; P!::(al)n ’

wahi alz
¢ daqui se-deduz, extrahindoar

p/ o

. carcio de Meios
-« — A insersao s
336 . —Insersao de mews. — ma pregressao
Proporcionaes tem ‘como objecto f"{g:f?.fo? ékgremos e 0
POT quociente, sendo dados 0S
MUmero dos termos intermedios.

quadrada,
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Admittamos que se-pretende inserir m meios
proporcionaes entre 0s numeros conhecidos @ e b.— =
Quando for conhecida a razao da progressio que se-:
pede, se multiplicarmos por elle 0 primeiro termo @, |
acharemos o segundo ; se multiplicarmos por elle este:
segundo termo, vird o terceiro, e assim por deante
(n. 324): por consequencia, a nossa questao fica redu-
zida a procurar a razao de uma progressao por quo-|

! \
ciente que tenha @ e b por extremos e que encerre m 1
termos intermedios. ,

|

A progressao que se-pede, havendo de conter m |
termos inlermedios, constard de m + 2 termos: por con- |
seguinte, sendo a o primeiro termo e b o ullimo, temos

(0. 329)
b=a qm+t! ;
dividindo por a os dous membros desta egualdade, vem |
: h
@ daqui se-deduz, extrahindo a raiz de grao m 41, B
m-44 :

=y T

Conclue-se desta formula que !

, A razao, numa progressio  por quociente, é egual‘-
@ rorz de grao indicado pelo numero de termos ingerme-
dios mais 1, do quociente da divisio do ultimo fermo
pelo primeiro. f
mi1 '
Applicacio.—Pela férmula q :—.‘/ 2 caleula-se @ |

a

razq n ~ 5
4%a0 de uma, progressio por quociente, quando forem

¢
.

¥

!

'W

2597
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dados os termos extremos e o numero dos termos inter-
medios. Sejam, por exemplo, 3 e 192 dous numeros
entre 0s (uaes queremos inserir 5 meios proporcio-
naes: tem-se

541
192
6 ——
a = =V—{5;
m=>5

Extrahe-se a raiz sexta de 64, notando que 6 = 2.3:
enldio a raiz sexta 6 a mesma cousa que a raiz cubica
da raiz quadrada de 64. Assim, pois, temos

Vi

—F
=2

OBSERVACA0. — Sémente sabemos extrahir rai-
zes cujos indices conlenham por factores 2 e 3 ;
por isso o calculo da razao nas progressdes por
quociente é, muitas vezes, impossivel ou, pelo menos,
muilo embaracoso. Veremos na theoria dos loga-
rithmos como "se-vence essa impossibilidade ou em-
baraco. : :

337.—Turorema III. Insérindo enire os termos
consecutwos de uma progressao por quociente 0 mes-
mo nwmero de meios proporcionaes, as progressoes
parciaes obtidas  constituem wma progressao unica.

Demonsirac@o.—Seja a progressao
ool

S5 DS BR Bobboo
17
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Inserindo m meios proporcionaes entre a e b,
enire b e ¢, efc., e chamando ¢, ¢”,... as razoes das
progressoes parciaes, tem-se (n. 336)

Ora, temos
BNl s
Ty Seeeeeees =0,
donde se-deduz
m+1 m+-1 m-+1

Vo e
logo,
Jd=— gii—"" .

s A razdo 6, portanto, a mesma em todas as progres-
0€S parciaes; mas, o ultimo termo de cada progressao

* 0 IeSMo que 0 primeiro termo da seguinte : logo, essas

progressoes parciaes form A >
que 6 m uma progressdo unica,

Lomi1 m4-1
<5 U8 (VAT A U Ve N l

— e A

()
)
L)

ARITHMETICA

CAPITULO III

LOGARITHMOS
(THEORIA ELEMENTAR)

338.—(Consideremos as duas progressoes seguin-
tes, uma por quociente comecando pela unidade e
a outra por differenca principiando por;jizeroj:

=1:3: 9. 97: 81: 243: 729: 2187:.......,
ElOU DI Ko Mg IR0 S 2 (5

1. Multiplicando dous termos da progressao
por quociente e sommando 0s termos da progressao
por differenca correspondentes, 0 producto e a somma
sao termos da mesma ordem nas duds progressoes.
Exemplo :

9x81=1729,
A+ 8= 12.

9. Dividindo um termo da progressao por quo-
ciente por algum dos termos anteriores e subira-
hindo um do outro os termos correspondentes da
progressao por differenca, o quociente e a differenga
correspondem-se em ambas as progressoes. Exémplo:

729:81—9,
12 — 8=4.

3.° Elevando @ qualquer potencia um termo da
progressao por quociente e multiplicando pelo expo-
ente dessa potencia 0 termo correspondente da pro-
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gressao por differenca, a potencia e o producto S0
telrmos correspondentes nas duas progressoes. Exem-
pio : .

2 = 129,
Y

62 = 12,

. “{L.°_Emtrahindo qualquer raiz de um termo da
?a?:" esfa? por quociente e dividindo pelo indice dess®
z otermo correspondente da progressao por dif-

¢ b ;
:renga: a rarz e 0 quociente correspondem-se nas
uas progressoes. Exemplo :

V’?E".Q =21
12:9 — 6

sibili d]z?ie ngel‘s"uﬁbqatq que precede se-deprehende a pos-
L S _ﬁs Iftlmr', no calculo, umas operacdes
Boiee ) mats farels) dojfexecitar, ial sibot g 4
R (I)’fa addicao, a divisaofpela subtracgao,
g pelg g?\?}al_s ppla multiplicacao, ¢ a extrac¢a?
construa uma tablla bastard, para isso, que se-
TS Nag Lo de a onde venham inscriplos, de um

A progressao por quociente, e, d0

outro 0s termos- ¢
. - corre Jj
differenca. spondentes da progressao por

L
progrcgjizmt%jmd’de um numero é o termo de um@d
rcspondentepa cf”Gren‘W que “comega por zero, €O
i ngrcsssgg ;(z)umcro considerado como termo
goinn por quociente que principia pela
SYSTEMA DE LOGARITHMOS ¢

de 5 0 conj *mos
duas progresses, wma b juncto dos term

quoctente e a oulrd

. B S
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por differenga, comegando @ primera pela unidade
e a sequndd por zero.

339._— E’ evidente que aos termos de uma mesma
progressio. por quociente podemos - fazer corresponder
uma infinidade de progressoes por differenca, e que
tos tormos do uma mesma progressio por dillerenca
p()(l(?lﬂ()h‘ fazer corresponder uma in'nnidudu de pro=
gressoes por quociente : por conseguinle, um mesmo
numero pode ler uma infinidade de logaritl.lmos, assim
como, reciprocamente, UM IeEsmO logarithmo pode
perlencer a uma infinidade de numeros. Dahi se-segue
que, para definir complelamente um systema de loga-
rithmos, nao basta dizer que a progressao por quo-
ciente comeca pela unidade e que a progressao por
differenca comeca por Zero: 6 necessario ainda fixar
na progressao p6r quociente um termo que corresponda
a oulro tomado arbitrariamente na progressao por
differenca. Este termo arbitrario da progressao por
differenca 6, ordinariamente, ihy

Base de um systema de logarithmos é o termo da
progressao por quocicnta a0 qual corresponde 0 lermo 1}
da progressao por differenga ; 04, pOr outras palavras,
é 0 numero que tem por logarithmo a wndade.

A base de um systema de logarithmos pode ser
qualquer numero, excepto 1; e havendo uma infini-
dade de numeros, resulta que existe uma infinidade de
systemas de logarithmos.

Os mais conhecidos entre os systemas de logari-
thmos $0 0 systema meperiano (¥) e 0 systema decvmal ;
a base do primeiro systema ¢ o numero 2,718281828....,
que se-costuma designar com a lettra e, e a hase do

(‘) Esta qualificagao lembra o nome do escossez John Neper (155¢—
1617), que é o inventor dos logarithmos.
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e

g .
:gg\;ngg 6 0 numero 10 (base, tambem, do_ nosso SYys-
T S :Ol:l%]er.‘:fao)' Os logarithmos neperianos tam-
s G0 10901 pz pelas denominacdes de logurithmos
tepondo a0 ngam_ mos hyperbolicos, e designam-se an-
logarithmo umero a lettra l: assim, | 25 quer dizer
chama'm-sem'pfiruino de 25 ; os logarithmos decimaes
Briggs (* a9 ithmos vulgares e logarithmos de

ggs (*), e -indicam-se collocando as lettras lg antes

do numero : assi PR
o lero : assim, lg 25 significa logarithmo decimal

340.— 5

garithmo ﬂpI‘SSI:}SnEtI;gAQAO'— Segundo a definigdo de lo-
Dobeaom CRNHIE a'em 0 n. 338, parece que sémento
progressio por mos os numeros que fazem parte 4
porém, 6 qu% toguoclente caracteristica. A verdade,
tem, num dado s ot numero maior do que @ unidade
Fata proposicao ys ebma, um logarithmo e sémente wIn -
tral-a direciam’egrtn D00 B U R

certa por meio dg’ convencer-nos-hemos de que
-enire os termos LAGlogIMO, SRS : 5. inserindo
ciente caracterisyconsec““vos da progressao por quo-
proporcionaes elicil um determinado numero de meios
da progressa 0’p0rﬂ§§lfllld0 entre os termos consecutivos
differenciaes , forma?rrlenqa 0 mesmo numero do meios
(ns. 323 e 337), e cad -6 duas novas  progressocs
«do termo que lh’e-corr(il‘ terr:lxo fiyzcetndaclognriieg
numero dos meios illS-‘bPlon 6 na_primeira ; ora, se 0
renca entre dous te;:;(ogs cfgrllsteao %l‘ande que a diffe-
or ; e cutivos d oressao
«gualq(}tl;?‘c;zeq%f seja a0 pequena quantci1 ps:a(ialuelszsei:‘
ero maror que a unidade pode ser tomado:

(") Henriqu :
Oxford, foi o ue Brigas (1556 —
rithmos o1 © primeiro que calculou l}g:sa())t;t?g: t&ﬁ({;‘ de Mathematica em
ora incompleta) de 1033+

decimaes. Est
. a . 3
taboa ds logarithmos foi, mais tarde, completadae

e e e
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-

sem erro sensivel, cOmO egual ao termo immediata-
mente menor do que olle nessa progressao por diffe-
renca.

941.—Assentadas as precedentes nocoes, passemos
4 demonstracao das propriedades dos logarithmos, as
quaes podem ser reduzidas a duas classes: propriedades
geraes, cOMMUNS a todos ' 0s systemas, € proprwdades
particulares dos logarithimos decimaes.

$ 1.0— propricdades geraes dos logarithmos

349.—Tueorema L. 0 logarithmo de um producto
é equal d somma dos logarithmos de seos factores. :

Demonstragao.—Este theorema consta de duas par-
tes, conforme sao dous ou mais de dous os factores do
producto supposto.

1.° O logarithmo de wm producto de dous factores
é equal d somma dos logarithmos desses factores.—Sejam
o o b os dous factores de um producto: lga e lgb sao 0s
respectivos logarithmos. !

Consideremos as progressoes caracteristicas de
qualquer systema de logarithmos. Tomando na progres-
sao por quociente 0s factores propostos a e b (n. 340,
obs.) e na progressao por differenca os logarithmos
desses factores ; e sendo p um termo, tomado na pri-
meira progressao, tao distante de b quanto @ dista de i,
o lgp 0 termo correspondente na segunda progressao,
feremos

%2 3 N PR Qe B s SR st s e D,

£ (1 odimaoce lga........ lgh ..... e lg)}p:

ora, numMa pProgressao por quociente, de numero limi-
tado de - termos, o producto dos extremos é egual ao
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producto de dous termos equidistantes delles (n. 334); e
UM progressao por differenca, de numero limitado de-
termos, asomma dos extremos ¢ egual & somma de dous.
termos equidistantes delles (. 320) = por consequencia,

L. p ou p=ad,
0+ lgp ou lyp = lga + ig,

f,desta ullima egualdade se-deduz, substituindo em
ogar de p o seo valor ab, dado pela primeira,

lgab = lga, + Igb.

2.0 logarithmo d¢

’ ! um producto de tres ou mais
factores é equal somma,

dos logarithmos desses factores-
pdin o, b, c, 0 Ires factores de um producto : lya,
qb, %c sao 03 loggrlthmos correspondentes.

uppondo effectuado ¢ roducto de @ por b, e re-
Presentando-o por p, teren 5 G

105
P = ab,
abe = pe;
fﬁ;}%"s]’, tseﬂdg oBuaes dous numeros, os seos logari-
0go, OMacos no mesmo syslema, tambem o-5i0 :
b
lgp = l?ab,
lgabc = lgpc,

0u, conforme g 1.2 parte do theorema,
lgp = lga + lgb,
lgabe = lgp lyc ;

SOmm; l
ando memhrg 5 membro estas dugs ultimas egual-

dades, vem

lgp + lgabe — lga + lgh + lgp + lge :

e

— g

— s
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portanto, supprimindoa parcella commum lgp, ter-se-ha
lgabe = lga + lgb + lge.

jari 'ema no
Com raciocinio analogo se-provaria 0 ﬂle(t)lll(él(l)ll% o
caso de quatro, cinco, ete. factores : logo, 0
¢ verdadeiro em toda a sua geuemhflade. i
543.—Treorema 1. O logarithmo de Q;"n 'qlchZdo
ente ¢ equ.a,l ¢ differenga entre o logarithmo do divu
¢ o logarithmo do divisor. :
| S [0S, 0 pri-
Demonstragdo.—Sejam @ € b dous ilum:?“ol;l,1 doI-) :
meiro dos quaes deve ser gll\'ldldo pelot e
representemos por ¢ 0 quociente (comple 0) de
de @ por b : teremos
0 = w8
donde se-tira (n. 60)
gb=a;
porém, sendo ecguaes dous numeros, 0S S€0S logarith-

S -s20 : por-
mos, tomados . no mesmo systema, tambem 0-sao: p
tanto,

lggb = lga,
ou (n. 342)  Igq + lgb = lga; | |
subtrahindo Igb de ambos ‘os membros da ultima egual-

dade e substituindo ¢ pela expressao equivalente a : b,
vem -

lg (@: b) = lga — lgb. C. q. d.
344.—CoroLLarI0. O logarithmo deuma frac-

¢do ¢ equal d differenga entre o logarithmo do numera-
dor ¢ o logarithmo do denominador.
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Porque toda fraccdo exprime um quociente indi-

cado em que o dividendo se-considera como numerador
€ 0 divisor como denominador - por conseguinte, sendo
a ~

% qualquer fraccio, ter-se-ha

lg% = lga — Igb.

345.—TueorEMA III. O o
potencia de wm nume
multiplicado pelo log

Demonstrq
numero q.

garithmo de qualquer

10 ¢ equal ao expoente da potencis
arithmo do numero.

¢@0.—Sgja gm qualquer potencia de um

Segundo a definigao do potencia (n. 240), temos

a" = qaqq...... a;

porém, sendo eguaes
mos, tomados no mes
conseguinte,

dous numeros, os seos logarith-
Mo systema, tambem o-sio : por

lgom =1lg(aqa.....q),
ou ainda (n. 342)

lgam =Tga 4 lgo + lga + ....... + lga ;

'
uma somma de parcellas eguaes pode ser substi-

ora,
tuida pelo producto do numero das parcellas por uma
destas (n. 49) ; portanto,

lgam — lya. C.q. d.
. 346.—THEOREMA IV. 0 logarithino de qualquer
ravz de um numero é

A A ual ao logarithmo do numero
dwidido pelo indice da 'r‘:]uz. i

267
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7 i i de um
’

(e ‘n/—a_ A
donde, pela definicao de raiz (n. 241), se-tira
P = (18

logarith-
us numeros, os seos 10g
sendo eguaes do o L0
g:)orf mt:)m:dos m;g mesmo systema, tambem o0-sao : por
consequencia,

lgrr =lga,

ou (n. 345) n lgr = lga;

dividindo por » os dous membros desta egualdade e

n -
a i 2 , tem-se
substituindo r pela expressao equivalente )y = , te

n
ly [/‘7_:%&’

347.—(QpservACR0.—Se 0 primeiro termo da ptl;(:‘-
0 por quocients nao fosse 1, e se o primeiro ter-
ressao por quociente nao fos 5 b
;éno da Dlr')ogrgssﬁo por differenca nao fosls.(fa‘ Oa,r g(zr:lgflelg’
dos logarithmos, bem longe de simplific
complical-o-hia mais.

C. q. d.

g 2°.—Propriedades dos logoarithmos decimaes

348.—As progressoes que definem o systema de-
cimal sao .

s+ 1:10: 100 : 1000 : 10000 : 100000 - ete.
3(1)'.11.2 Rt AT T o RO



268 A ESCHOLA

Além das
0s systemas,
especiaes que
Systema.

349.—THEoRE)N
tencia de 10 ¢ egual o expoente dessa potencia. :

Demonstragdo.—Seja 10™ uma qualquer potencia
de 10: temos (n. 345).

lg10™ — mig10
Mas, no systema decimal, temos tambem
lg10 =1
[conforme a definicao de bage (n. 339
lg10™ — . 4 — g,

Q50,—THE0R:§3(A IL. O logarithme de wm numero

que nao for potencia de 10 ¢ numero fraccionario.

Demonstragao, — Seja ¥V qualquer numero com-

Prehendido entre dugs polencias consecutivas de 10, e
se]am 0 expoente da maig baixa dessas potencias :
lemos, por causa da hypothese,

] : portanto,
C. q. d.

10m < < 10m+1,
porém, sendo deseg
thmos, tomados ng
éguaes e no ng mes

lg 10 m

2

<l<9N<lg10m+1’

m<lgN <m {1,

Ora, estando Iy IV cop
meros inteirgg consecutiy

ou (n. 349)

prehendidg enfre dous nu-
08, m e m 4 1, é egual ao

propriedades geraes, communs a todos

5022 0 systema decimal de propriedades
: b

tornaram preferivel a qualquer outrofeste

A L. O logarithmo de qualquer po-

B e L
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. T
menor delles mais wma parte da unuladcb l(l)loo,(Z
numero fraccionario. _ S

351 —Osservacio.—Os logarithmos Catcuinteira

b T ; imaes : a parte

inari neros decimaes: a p
ordinariamente em nun agpal i
do lo((ra;‘ithmo denomina-se CARACTERISTICA; a Pa

o *
decimal, manTissa (*). i :

359 — Tueorema IIl. A caracteristica do logaz;
thmo de ;un numero maior quea unidade encery gatazﬁe
unidades menos wma quantos sao os algarismos da p
sntewra desse numero.

Demonstragdo. — Seja IV um numero comprehen-
dido entre 10 me 10 ™+ 1 . O numero IV, por ser maior
do que 10 m , nao péde conter menos del-m Sl alé;g;
Tismos ; e, s,endo menor do que 10™+ \; t2:1110mp+ :
conter m + 2 algarismos : logo, 0 nuznigro { T
algarismos. Por outra parte, /g .N‘ thdt CQ;: Pe AR
(segundo a propriedade ante.rlo;) en 66 } e
portanto, lg IV encerra m unidades. Ora, ARy
que m = (m + 1)—-1: o que prova a propr ot

Reciprocamente. — O numero, mctzlzo;‘ que as tfzén:l,;

7 mith jado, con
dade, ¢orrespondente @ wm logarithmo [ aas, e
tantos algarismos mais wm quantas sao
contudas na caracteristica desse logarithmo.

353.— Taeorema 1V. Quando se-conhece o .lo"qa,rz-
thmo de wm  numero, basta Junctar ou subtrahz‘o al sua
caracteristica 1, 2, 3, etc., unidades para_se-ter (()) oga-
rithmo de outro numero que seja 10, 100, 1000, etc.
vezes Maior ow menor.

Demonstragio.—Seja N qualquer numero: [N.10 m

(‘) Nome usado por quasi todos os mathematicos, mesmo francezes
(Vej. Paque : Arithm. ; pag, 370).
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é um numero 10 ™ vezes maior, ¢ N : 10™ é um nu-
mero 10 ™ vezes menor que NN,

%f Desenvolvendo lg (V. 10 m),

e 349 teremos (ns. 342

lg (N. 10m) =lgN + g10™ =g N + m.

it 92)’ Desenvolvendoj lg(N : 10 m ), vird (ns. 343

lg (N:10m) = g N—ig 10m — Jg N—m.

Os dous Precedentes deseny

: ; olvimentos demons-
tram o que queriamos.

2 3.°—Disposicio e uso das taboas de 1

354.— Tago
! A DE LOGARITHMOS ¢ uma tabella que
contem, de wm lado, : 7

05 numeros inteiros desde 1 até 0
numero que Se-qu-ivgr 3
zer, e, do outr 08
correspondentas. , tro lado, os logarithm

A construccdo de um I
. ci a taboa de logarithmos, posto-
ggg : usgf)a doperaggo Puramente arithmetica, depende,
» @ consideracdes que sao do dominio de outra
parte da Mathematjcg - P

assamos, pois, em silencio por

ogarithmos

geral, com sete ¢
das logarithmos, por
simples inspeccio g

§ taboas de

as caracteristicas

ue estas ficam conhecidas pela
0 numero (n. 359). ‘

allet estag divididas em duas partes.

e——————

—
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Na primeira parte, intitulada kiLiape I (*), achan:)—se, em
columnas iniciadas por N, os numeros inteiros 1, 2, Sk
1200; 4 direita, e na mesma linha horizontal, encon-
tram-se as mantissas dos logarithmos desses numeros,
formando columnas designadas por Log. N§ segunda
parte, em columnas iniciadas tambem por N, vém o0s
numeros inteiros 1020, 1021, 1022, .....10799; as man-
tissas dos logarithmos destes numeros buscam-se, a
direita, nas columnas marcadas com O: os quatro _ultl-
mos algarismos de cada mantissa encontram-se na linha
horizontal em que vem 0 numero, e 0s fres primeiros ou
(depois de 10000) os quatro primeiros acham-se dA es-
querda daquelles e, em geral, um pouco acima. ; se-
gunda parte das taboas fornece ,tamben} 0S logﬂarl.t* mzs
dos numeros decuplos dos que la vém inscriptos, isto &,
de 10200 10210, 10220,:....107990; porque, quando
um numero é dez vezes maior do que ou’tro, a mqnhssa
dos logarithmos de ambos é a mesma : somente differem
as caracleristica, (n. 353). Para ter os logarithmos dos
numeros comprehendidos entre cada dous dos numeros
10200, 10210, 10220,...... 107990, e ainda os dos
que vao desde 107990 até 107999, procuram-se os qua-
tro ultimos algarismos Ja mantissa na columna que ti-
ver, no alto, o algarismo em que termina o numero, e
na linha horizontal onde se-acham os outros algarismos
deste numero. A segunda parte contem, pois, mais nove
columnas iniciadas com os algarismos 1, 2, 3,...... 9
(e nisto jd differe da kiliade I). .

Na ultima columna & direita, disignada por Dirr.,
encontram-se as differengas entre oslogarithmos de dous

(*) Ndo comprehendemos como, na.mesma sciencia, possam escrever-se
palavras da mesma familia com radicaes differentemente representados :
escreva-se chilo e chiliade, ou (melhor) kilo e kiliade, A pronuncia nio se-
oppae, aqui, & etymologia,
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numeros inteiros consecutivos e as partes proporcionacs
dessas differencas, isto 6, os productos de cada differenca
por 0,1, 0,2, 0,3,..,... 0,9 : os multiplicadores estao
d esquerda de cada pequena columna, que tem no alto
a differenca, e os productos & direita. Esta ullima co-
lumna serve para calcular, completando-os, os logarith-

mos dos numeros que excedem o limite das taboas
{108000). .

356.—Por meio das taboas de logarithmos po-
demos resolver as duas questoes seguintes :1.* Dado
um numero, achar o seo logarithmo ; 2.° Dado wm
logarithmo, achar o numero correspondente.
upporemos que o numero dado é maior do que a

unidade : dentro em pouco vamos ver como se-pro-

cede quando, no calculo que se-quer fazer por lo-
garithmos, ha fraccoes proprias, quer ordinarias, quer
decimaes.

357. — Dapo unm NUMERO,

ACHAR 0O SEO0 LOGA-
RITHMO.—Temo

S aqui tres casos principaes a consi-

derar.
; 1. Caso : o numero dado ¢ inteiro e nao excede
@ 108000—. Conhecendo-se a disposicao das taboas

de logarithmos (n, 355), nao se-encontra difficul-
dade em tirar o logarith :

_ 0 mo de qualquer numero in-
teiro nas condicoes em

‘ ) que o-suppomos : menor do
que 108000, Assim, por exemplo, obter-se-ha sem
Operacao alguma :

lg1018=3,00774778,
lg10666=4,02800158,
1984237=14,9255029
2.> Cas0 : 0 mumero dado ¢é intes )
ro e ewcede @
108000. — Supponhamos que se-pede o logarithmo

—
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idirmos por ro pro-
de 9728395. Se dividirmos pol le?l(t)a 0"1 u(llli[:']eeita gous

o ivale a separar n d

oste (0 que equivaic - X
glgul‘ismos), teremos, cvidentemente,

§728395=97283,95 X 100,

donde (ns. 342 e 349) se-tira
lg97 98395=1g97283,95 +2:

. v N ocurar o logarithmo
-eduzidos a procurar o 10g
stan tanto, reduzidos sse lo-
flzzmg]’;oié‘%p‘());l)mc j(mctnr 9 4 caracteristica desse
- ’_"

o ; - tre
gaulh(?lol;umem 97283,95 esta comprehendido en

972 } ) onseg i S lot‘arilhmo
356 2 r conse umle, 0 Seo 5 :
128: (.)I_S/L.' Hor C o) et ; s 1
‘lCh‘lSl' se-ha entre lOS destes dous ultimos nume CS 3
dachar-se-nd ;
mas, pe.las taboas, ilCh'ilmOb

984 — 4,9880414,
lzzg—'fzs?t _ },9880370,

dil. por 1 Ad:

portanto, |
97‘283,95:.—4,9880370 4@,

! lades da T° ordemv

sendo & um certo numero de ?“u.(d 4 mantissa_do
lecimal que devem ser addicionadas 933.95
g .  so-ter 0 de 97289,99.
logarithmo de 97283 pava S dentro de limites
Calcula-se « admittindo que, Toarithmos. $G0
proximos,— as differengas entrs Osos gzwneros cor-
proporgionaes ds  dufferongas ant7fd raciao este prin-
respondentes.—Tomando, em CODSL ei Et}[]‘crenga et
cipio, diremos : por wma wnidade de U
umeros 971284 ¢ 97983, temos AL unt
0S numer 2 b L Jhe
7* ordem decimal) de dufferens

) a entre 08 numeros
garithmos ; por 0,95 de differeng 4
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Q) (= o 4 SI L
97283,95 ¢ 97283, qual serd a differenga entre o0s
logarithmos correspondentes? Esiabelecendo a propor-
a0, vem

1: 44 =0,95 : x,
donde se-tira

T =44 x 0,95,
ou, approximadamente,

T = 42,
Temos, pois,

1997283,95 — 4,9880370

+ 42

—= 4,9880412 -

portanto, 199728395 — 0,9880.’112.
O numero ¢

omplementar  tamhem péde ser cal-
culado por meio das taboas. Clom effeito, uma vez que
99 = 0,9 + 0,5:10, temos

(=]

5 =44(0,9 4+ 0,5: 10)
=44 x 0,9 + (44 x 0,5):10 ;

mas, nas faboas (columna as differencas) encontra-se

44 % 0,9 =
44 x 0,5

POr consequencia,

o

3)

40,
2

Il

189}

& =40+ 23.10
= 40es 90
= 42

(proximanmne}.

295
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Na prdctica dispor-se-ha o caleulo do modo se-
guinte :

97283,95
1997283 = 4,9880370
diff. por 0,9 40

diff. por 0,05 2.2
1g97283,95 = 4,9880412,
199728395 = 6,9880412

3.> Caso : o nuwmero dado ¢ fraccionario im-
proprio.—Se o numero dado ¢ uma fraccao ordinaria
impropria, procura-se 0 seo logarithmo como de um
quociente (n. 343); se ¢ numero decimal, avanca-se
para a direita com a virgula tantas casas quantas sejam
necessarias para que a parte inteira conste, no maximo,
de cinco algarismos, e recahe-se no 1.° ou no'2.°
€aso.

Exemplos :
1.© Achar o logarithmo de %[gi Tem-se(n.343)
58473 “Q g 209~

958473 = 4,7669554,
— 142925 = 3,4661259,
lg-ger = 1,3008295.

o

2.° Achar o logarithmo de A728,578. Temos

AT28,578=47285,78 : 10 : -
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| A, 6747234

diff.-por 0,7 64

diff. por 0,08 15
lgAT285,78=4,6T47:305,
lgAT28,578= 3,6747305

358.—OBsERVACI0.—Para completar o logarith-
mo de um numero maior do que 108000, admittiu-se
que as differencas entre os logarithmos sao pro-
porcionaes ds differencas entre os numeros correspon-
dentes, e é nessa hypothese que foram calculadas as partes
proporcionaes que vém na taboa das differencas. Lste
principio, entretanto, nio 6 rigorosamente verdadeiro,
como seria facil provar comparando, admittida a hy-

pothese, os logarithmos d» tres numoros inteiros conse-
cutivos.

359.—Dapo un LOGARITHMO, ACHAR O NUMERO

CORRESPONDENTE.
Ha dous casos unicos a considerar.

1.° Caso: o logarithmo dado encontra-se nas ta-
hoas.—Quem conhecer a disposicao das tahoas de logari-
thmos (n. 353), facilmente poderd ler nellas o numero
correspondente a um logarithmo dado, nas condicoes em
que o-suppomos ¢ & caracteristica desse logiil'ithmo
dird quantos algarismos deve ter a parle inteira do nu-

mero pedido (n. 852). Assim, temos
3,38021128—] 2400

A5TTAABS ] 37796,

1,577/11158:19 37,796.

“SUNEENSSEIRSEES

ARITHMET{CA PIrir |

2.2 Gaso : o logarithmo dado nao se-encontra nas
taboas.—8upponha-se que nos-pedem 0 numero cujo
logarithmo ¢é 3,8870279, e seja [V esse numero : tere-
mos

3,8870279=lg N.

Procurando nas taboas a mantissa do logarithmo
dado, achamos que ella estd comprehendida entre as
duas 8870262 e 8870318, correspondentes, cada uma
a cada um, aos numeros 77105 e 77106 : logo, o nu-
mero pedido IV (suppondo, por um momento, que a sua
parte inteira consta de cinco algarismos) fica compre-
hendido entre os numeros 77105 e 77106, e serd, pois,

sendo = uma fracggo propria que se-deve junclar a
17105 para ter IV.

Para calcular z diremos (como em o n. 357, 2.°
Caso) : por 56 unidades de differenga entre as mantissas
8870318 ¢ 8870262, temos 1 unidade de differenca en-
ire os numeros 77106 e 77105, correspondentes; por 17
unulades de differenga entre as mantissas SST0279 e
8870262, qual serd a differenca enire os respectivos nu-

meros ? Escrevendo a proporcao, vem N
56 5 1 = 17 5,845,
donde se-deduz
R
i 567

ou, avaliando = em fraccao decimal,
.’IJ:O,3.
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Temos, portanto,
=77105+0,3
=105731
porém, sendo 3 a caracteristica do logarithmo.DI'OPOSLO' '
deve {0 numers N conslar de quatro algarismos na
sua parte inteira : logo,
N=7710,53.

A fraccao complementar  pode tambem Ser de-
terminada por meio das taboas. Com effeito, @ 6 um
numero que, multiplicado pela differenca tabular 56,
produz a differenca 17 : logo, procurando na taboa
das differencas o factor 56 (no alto) e o producto 1
(do lado direito), achar-se-ha, do lado esquerdo, &
isto é, 0,3 (n. 355). ) .

A disposicao do calculo péde ser a seguinte :

3,8870279
4,8870262 = 1477105
+ 17  diff. por 0,3
4,8870279 = 1g77105,3
3,8870279 = [37710,53
Outro exemplo :

9,5732601
4,57132546 = 1937433
55
+ 46 diff. por 0,4
90

+  81diff. por 0,07
9

4,5T32601 = 1437433, 47
5,5732601 = 15374334,

N -

R e
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Neste exemplo a differenca entre a mantissa do
logarithmo proposto e a do immediatamente inferior
é 55, que nao se-encontra nas taboas; toma-se, pois,
46, que fica logo abaixo e corresponde a 0,4. A diffe-
renca 55 — 46 =9, convertida em unidades de ordem
immediatamente inferior, da 90, que tambem nao se-
encontra nas taboas ; toma-se 81, que fica logo abaixo
e corresponde @ 0,7: 10 =0,07. Assim tambem, a
differenca 90 — 81 =9, convertida em unidades
de ordem immediatamente inferior, fornecer-nos-ha
0,07 :10=10,007.

§ 4 c—Applicagoes

360.—0 calculo por meio de logarithmos offerece,
na practica, difficuldades que provém antes da falta de
habito do que da natureza dos logarithmos; por isso
accrescentamos aqui alguns exercicios, pelos quaes
se-poderao formular outros analogos.

Comecaremos por uma nocao geral sobre com-
plementos.

361.—CompLEMENTO de um numero ¢ outro nu-
mero que, sommado com o0 primewo, dd para resultado
1 sequido de tantos zeros quantos algarismos howver na
parte wnteira do numero dado.—Indica-se o comple-
mento antepondo ao numero a lettra C. ,

Segundo a definicdo precedente é facil ver que

o C 4T = 53 ) g 7 + 53=100
. porquanto
(7,14 + 2,86=10

C 7,14 =2286)
ara achar o complemento de um numero,—tira-

P
se de 10 o primeiro algarismo do numero, d direita, e

de 9 cada um dos outros.

i, o RSN L o L
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Quando- 6 10, 100, 1000, etc., a somma de um
numero com 0 seo complemento, este chama-se com-
plemento a 10, a 100, a 1000, etc.

Por meio dos complementos convertem-se as sub-
traccoes em addicoes. Supponha-se, por exemplo, qué
queremos subtrahiv 17 de 54. E’ evidente que

54—1T7T=54—17 + 100 — 100
=54 + (100 —17) —100
=54 + C17T — 100;
eslamos, pois, reduzidos a procurar o complemento do

subtrahendo 17, addiciondl-o a0 minuendo 54, ¢ do re-
sultado tirar 100 :

ot

A
+ 83 =017
—1
| BN
Na applicacao dos coniplementos ao calculo por

Loz‘i?gllhmos, empregam-se quasi sempre complcmcntOS

203 s
,36" = Exercicio 1. Calenlar o valor de » dado
pela expressio
__ 4815 x 59
43 X 1/ 8637
arithmos de ambos os membros €
egundo membro, tem-se

Tomando os log
desenvolyendo o do s

lp=1y 4815 X 593

; 43 |/ 8637
= (4875 x 59°)— [y(43 x 1/ =en
= 94875 + lg59"‘~l%(43— 5,/(];/8“6 &736%7
= 194875 +3 lg59—1g

(n. 343)
(n. 342)

43— = 148637 (ns. 346 e 345)

-
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Dispondo o calculo para tomar os logarithmos,
vem
14875 = 3,6879746 I
3 1gH9 = 5,3125560
Clga3 = 8,3665315
(L 148637 = 8,0318185
lgp =2) 5,3988806
Procurando nas taboas o numero cujo lcgacithmo
¢ 5,3988806, Ler-se-ha
5,3988806
A,3988771 = lg 25054
T e diit ey )2
%,3988806 = [g25054,2 :

lg59 = 1,7708520
lga3 = 1,6334685
198637 = 3,9363629 .

+ 1g8637 = 1,9681815

portanto, S
o == 250542.

363. — Osservacia. — No precedente exercicio
seria necessario fazer duas addicoes & wmne subtracgao,
se empregassemos o0s logarithmos sublractivos em logar
dos seos complementos a 10.

364. — Exercicio II.  Formar, por meio dos
l(g))garuhmos, o producto das tres fracgoes . proprias
= 13 . 51

SERLAERORE s

- Apresenta-se aqui ‘um embaraco que ¢ neces-
sarlo que se-saiba vencer. Com effeito, sendo o lo-
garithmo da unidade egual a zero, o logarithmo de
um numero menor que a unidade (fraccdo propria)

.varece que deve ser menor do que zero. Para evitar,

0 Calculo arithmetico, consideracoes inteiramente

ttranhas a esle ramo da Mathematica, vejamos ¢omo
“deve proceder. ;
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Representando por z o producto pedido, tem-se
95 13 51

E T

- Ora, esta egualdade nao se-altera se multiplicarmos

ambos 0s seos membros por 10 x 10 x 10= 1000 :
portanto,

(==

! 950 13 510
JOOOJ):TG X 7—8 ‘W‘ ’

e, assim, ficamos reduzidos a formar o producto de
tres fraccoes improprias.

Tomando os logarithmos, vem :
191000z = 19250 — 1536 4 1g13 — lg8 +1y510 — lg9%
Dispondo e fazendo o calculo, tem-se

19250 = 2,3979400| 436 = 1,5563025
lg13 = 1,1139434| “1,8 = 09030900
lg510 =

2,7075702| lg94 = 1,9731279

Clg36 = 84436975 i
Clg8 = 9.0969100
Clghk = 80268721

lg10002=31, 7869335
10000—61,536

r= 0,061226

Em outrg qualquer exem
Préga-se o mesmo artificio,
plicar amhos os membros (

cognita ¢ 5 EXpressao  equivalente, Por uma potencia

de 10 que faca com que essa eXpressao fique composta
e fraccoes Improprias.

plo analogo a este em-
qué consiste em multi-
2 egualdade entre a in-

B

SEGUNDA PARTE

Applicacoes

365.—Para obter o valor de uma quan.tlda(ge cc:lg.
linua, é necessario mediwr essa quantidade, lbtoe(:;:h prard
Parél"l com outra da mesma natureza, (1“‘(3] 2 T
85 928,
unidade de medida (n. 3). As umdz?_de‘s n(:e] P
arbitrdrias no principio, foram poster ‘O'm‘j i G
por lei : vamos, pois, comecar esta segunda ['Lnt'l e
2 < J » e SNCE X
Arithmetica apresentando uma exposicao succint
unidades de medida lega:s.



LIVRO VII
SYSTEMAS METROLOGICOS

36 Sear i 4 r .
um'(ladgg i ,,Sn\cs(ggl““‘l.METROLOGICO ¢ wm conjuncto de
lagdes. ta lwadas entre si mediante certas re-

O conhecime
ra duas pal~t%§]m¢1'-ltf) de um systema metrologico encer-

» L% conhecimento das unidades que

constituem M A & A
que licam lo Sysfﬁma’ 2.%, conhecimento das relacoes
; ot Umas as outras essas unidades.

367.—4 i
As unidades de medida recebem formas €

nomes differentes, ¢
S, conforme a especie de idades
que com ellas queremos med'( Pocleide quanndad'

ir.
Deslas quantidades

o
61).0, ConpnnmNTO,
2.% AREa, q

as mais vulgares sao :

L que é a extensao de uma linha;

Sk S a extensad de uma superficie;
AloS o) lel:le ¢ a extensao de um corpo;

de conter; ADE, Ou volume que um corpo 6 capa®
95.°, DEso,

tar um corpo ;
6.2, Texro, que 6 a dur

°, Mok
servieg ; DA, que é o pre

g
ferencia (’% I_lco’ i ioion

( A M .
{ue ¢ 0 exforco necessario para susten-

acdo de um facto :
¢o de um objecto ou de um

alquer'parte de uma circum-

() Circun ;
it lsan he Yferencia ¢ uma i
quidistan a linha cury i
tes de um cepto ponctoa’s i?xlxi;lgi% ?1 fephtada cu&ofl ponr
0 interior della.

—a

)_ﬁ‘
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368.—A perfeicio de um systema metrologico es-
ta dependente de certas condicoes, que podemos reduzir
a quatro principaes : invariabilidade e uniformidade
ne systema; simplicidade na nomenclatura; facilidade
nos calculos.

Um systema metrologico ¢ mvariavel quando as
suas unidades forem determinadas por modo tal ‘que

-seja possivel, em qualquer tempo, achar de novo a gran-

deza de cada uma com a mesma exactidao.

Um systema metrologico 6 untforme quando as
suas unidades provierem todas de uma unica. Esta ulti-
ma unidade chama-se base do systema.

Um systema metrologico ¢ simples na sua nomen-
clatura quando os nomes das unidades que o-constituem
forem formados com um pequeno numero de palavras.

_ As unidades de um systema metrologico produzi-
Y0 facilidade de calculo se esliverem subordinadas
umas ds outras pela relagao decimal, que ¢ a que lige
as unidades do systema de numeracdo ordinario.

_ 369.—Para que da medicio de uma quantidade
D30 resulte numero demasiadamente grande ou pequeno,
convem que a grandeza da unidade seja proporcionada
; SL‘;O(}ua.nl.ida’de. Por ahi se-conclue que, num systema

‘rologico, § mesma especie de quantidades devem
gg;ggzp(’“}lef unidades de differentes grandezas : uma
d Unidades toma-se como principal, e as outras

enominaim-se muyltiplos e submultiplos.

i CAPITULO ‘I
SYSTEMA METROLOGICO DECIMAL

370.— Considerando os grandes inconvenientes
que, nas lransacgoes commerciaes ¢ nas investigacoes
stienlificas, provinham de nao haver um systema uni-
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forme de unnidades de medida, a Assembléa nacional
franceza decretou em 1790 a creacao do systema metro-
logico decimal. Durante sete annos (1792-1799) de tra-
balho incessante, a commissio que fora encarregada de
dpresentar ao- governo os fundamentos do novo syst(imil
determinou o com])rimento do quadr(mtc terrestre ( ) €
achou 5130740 toezys. Para obter a base do systema,
dividiu-se 5130740 toezas por 10000000 : esta base
chamou-se metro (**), e deu-se o nome de systema me-
trico ao conjuncto das unidades de medida derivadas do
metro.

METRO ¢ @ wni
equivale ¢ decimam
resire.

dade de medida cujo comprimento
tlionesima parte do quadrante ter-

SYSTEMA METRICO ¢ o systema metrologico que teimn
por base o metro.

Z 1.o—Nomenclatura

371.— No systema metrico consideram-selespe'
cialmente as unidades de comprimento, de area, de vo-
lume, de capacidade, de peso e de moeda (**¥): exami-

Nemos  como se-formaram as unidades de cada uma
destas classes.

372.—Em cada classe de unidades de medida ha

1,° uma unidade principal ; 2°, mulliplos ¢ submulti-
plos desta unidade.

A unidade principal de comprimento 6 o metro
z TR

(") Quarta parte do meridiano,
(%) Da sies0—metron, medida—,
unidade de medida

» querendo exprimir 0 mesmo qué
("**) As unig

porexceilencia, hase do systema.

Ades de tempo e de arco sig gs mesmas do antigo systema, .

e

. -
P T T
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i o LT ST T e
(base do systema), ao qual, as vezes, se-accrescenta
ualificativo de linear. Ly i
i A unidade principal de area ¢ Oll({ua(flloah({elilcz
construrdo sobre wmm metro linear : di-se-lhe o
metro quadrado. " L
Aluni(lmle principal de volume b'o-cz*[bom(et;)'occu—
Strutdo sobre wm metro lincar : denomina-se met
bico
: inei apacid: 2 0 cubo con-
A unidade principal de capacidade ) o :)u[buc i
Suido sobre wm decimo do metro linear : é o v
chama Jigpo. N 4
A unidade principal de peso obl.em-ae[1)0a(11132211;:lr(1)
Volume de agua pura equivalente ao~m‘)0*€)0)(ll‘ex]omi-
S00re wm centesimo do metro linear : esse pes
Na-se grammo. ; . A
!il unidade principal de moeda ¢ uma‘!p"(x;d (‘ll(l:‘.s)léllg
que pesa ¢inco grammos ¢ conlem ()_,.) de lha[(fl'-[);]c;) té’n ;
U6 cobro : g5ty “‘moeda chama-se franco. O franc tem

€ espessura wm mallesimo do metro l_mea‘r. " )oem—ae
ara formar os nomes dos 111ultlploa, antej
40 nome da unidade principal as palavras A

deca, hecto, kilo, myria,
(que signi{icam, respectivamente,
dez, cem, mal, dez mal.

Para formar os nomes dos submultiplos, antepoem-
S@ 40 nome (g unidade principal as palavras

decy, centr, millz,

==l

) O . n g aguaes.
(.!Q“'"""“’O ¢ 0 Guadrifatero que tem ladose angulos eguae
) Cubo g ¢ COrpo que terming por seis quadrados eguaes.
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(ue significam, respectivamente,
decimo, centesimo, mallesimo.

Segue-se a enumeracio das unidades de medida
(ue conslifuem o systema melrico.

. UNIDADES DE COMPRIMENTO : myriametro, kilomelro
hectometro, decametro,—metro —, decimetro, centimetro
millimetro.

UNIDADES DE AREA : myriametro quadrado, kuo-
metro quadrado, hectometro quadrado, decametro quad-
drado,—metro quadrado—, decimetro quadrado, centv-
melro quadrado, millimetro quadrado.

: O decametro quadrado chama-se areo quando se-

emprega na avaliacao de superficies agrarias : 0 areo
tem por multiplo o hectareo o por submultiplo o centi-
areo (7).

UNIDADES DE VOLUME : myriametro cubico, kilome-
tro cubico, hectometro cubico, decametro cubico,—metro
cubico—, decimetro cubico, centimetro cubico, mallime-
tro cubico.

O metro cubico toma o nome de stereo quando ser-
Ve para medir volumes de lenha ou de madeira : o stereo
tem por multiplo o decastereo o por submultiplo o decis-
tereo (*¥).

UNIDADES DE CAPACIDADE :

hectolitro, decalitro,—litro—, dec
Litro.

myrialitro, kilolitro,
itro, centilitro, malli-

T y ' ) ]
; UNIDADES DE pESO : myriagrammo, kilogramino,
ieotogrammo, decagrammo,— grammo —, decigrammo,
centrgrammo, milligrammo .

() Estas unidades nio Se-usam no Brazil

(*") Estds unidades nao sz, empregadas aqui no Brazil

. Melros ¢ o hectometro 100 me
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ARITHMETICA

) AT
' UNIpADES DE MOEDA : franco—, detc.’"’gn(ceor)“ loga
. NIDADES DE M S ifranco).
de decifranco), centvimo (em logar d‘e (clen nfadidﬂ veja-
373.—Conhecidas as umdadqb elra‘ ’
mos que relagoes as ligam umas asdou capacidade, de
As unidades de comprimento, ed | E)m para dez,
peso ¢ de moeda procedem na relaQ‘dOl ,e\?ezesla imme-
listo 6, uma dessas unidades contem 1(616 metro equivale
‘diatamente inferior. Por 6.\'01“111%,1_‘;10‘1‘110”0 ol
Fa - 5 . S A fara
A 10 hectometros : porque, bbtros, o kilometro nge[a
‘ o 1000 con-
Hantas vezes o hectometro ql1ﬁ'llff° Qe,numelo
tiver o-numero 100, isko (:,0 (;le?]g[gﬁu;.re‘xaci'lo do wm para
‘ Asunidades de area pre 3 vezes a
~cem, isto 6, f:un‘a dessas unidades c??.Lf:.n ccoc:sbideremos
. Immediatamente inferior. Para O-m?b l';m:airo quadrado
~ 0 decamelro quadrado. A base do clegl yodemos €OD-
6 un decametro ou dez l.ne‘"ms: Oﬁgt'roL quadrados,
struir sobre ella uma serie de q.ez ' c;r deante; porém,
Sobre esla serie uma outra, € assim [l)) m é um decame-
4 altura do decametro quadrado tam eetro quadrado fi-
0 ou dez metros : portanto, 0 decz;ms e
Card chejg com dez series de dez n:lg%m ;
Ma, oy com 100 metros quadrados. relacao de um
l As unidades de volume Pro-ce%e“} (lzlodnlem mil vezes
Para mil, jsio 6, uma 0essas un‘ldil)-ﬁ:ostmr, considere-
4 Immeqiaamente inferior: Pal? do decametro cubico
108 0 decametro cubico. A base d0 matros quadrados
(so. decamelro quadiedoies ce(inmos éonistruir sobre
-"‘l(““%lllld‘.) mostramos) : logo, podem sobre esta serie
N d uma serie de cem meLros C“DIG?D’-\ altura do deca-
(I oulra, ¢ assim por deantes A% & <+ poclanto,
Melro cuhieo ¢ um decametro ou dez 31:/ ;e,l‘.'lels de cem
‘ ‘mete o8 pF0cubico ficara. ohelo Coi];)()()‘ melros cubicos.
.10 cubicos cada uma, ou CoM 19

‘
|
\
!
\
|

19
(o

L3
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374.—Exposta a nomenclatura do systema melrico,
cumpre notar que as unidades de medida p6dem ser
classificadas em reaes e ficticias : as unidades de medida
520 reaes quando ha objectos expressamente constru-
idos para representdl-as ; - sao fictictas no caso con-
trario. Nem todas as unidades que enumeramos (n. 372),
foram construidas ; das que o-foram conslruiram-se

tambem, por compensacio, os dobros e as metades,.
como abaixo se-vé.

UNIDADES REAES DE COMPRIMENTO

Duplo decametro Decametro  Meio decametro
Duplo metro Metro Meio metro
Duplo decimetro  Decimetro

UNIDADES REAES DE CAPACIDADE

sereeseeeenenwnn. Heclolitro  Meio hectolitro
Duplo decalitro  Decalitro  Meio decalitro
Duplo lityro Litro Mevo litro
Duplo decilitro  Decilitro  Meio decilitro
Duplo centilitro Centilitro OE0OSCA0 PO
UNIDADES REAES DE PESO
50 20 10 i
5 9 { 5 wlogrammos
100

=}

4} 20 10} grammos

; :
13} decigrammos
L} centigrammos

ot

o ot ot

{
(
3500 200
{
i
2

19 K e N

) 7.
1§ milligrammeos

i
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375.— Oservacio.—Do que fica dicto dcerca da
nomenclatura do systema metrico, sera facil con-
cluir que este systema metrologico satisfaz ds quatro
principaes condicoes de perfeicao exaradas em o n.
368 : 6 invariavel e uniforme, porque todas as suas
unidades derivam-se do metro, e este acha-se fundado
sobre o comprimento invariavel do quadrante terrestre
(n. 370) ; 6 simples na sua nomenclatura, porque sao
bastantes treze palavras para formar os nomes de todas
a5 unidades (n. 372) ; sdo faceis os calculos a que
este systema dd logar, porque as unidades que o-

constiluem acham-se ligadas entre si pela relacao de-
cimal (n. 373).

2 2.°.—Calculo

376.— Achando-se as unidades de medida que
constituem o systema metrico subordinadas aos mesmos
principios que reégem a numeracao dos numeros in-
teiros e dos numeros decimaes, nenhuma difficuldade
10va se-péde encontrar nos caleulos relativos a essas
unidades : aqui limitar-nos-hemos, pois, a elucidar

alguns ponctos de ulilidade practica que convem ter
sempre em vigty. '

377.— Para simplificar a répresentacao numerieg
s avaliadas em unidades do systemg
lmal, empregam-se as abreviaturas gq-

L > M, mq, a, me, st, I, ¥ ue signifi :
melro, metro quadrado, areo, nget[(; qcubicog st(:;'g:).
o, grammo, franeo ; 9, °, M,K,H,D, 4, g
>e-antepoem dquellas o querem - dizer : m;/ri’a ’kg‘l
hecto, deca, deci, cents, mill; . aturas ‘oo
frevem-se § direj

elfa -da parte intejr
Pouco acima: 39m | 2[1)3“1,85. N
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378.— Vindo os numeros acompanhados com
designacdo da unidade, tres ponctos principaes deve-
remos examinar em relacdo a elles: a numeracdo, 2
mudanca de unidade e as operacoes.

NumeracAo. — Para ler ou escrever um numero
que venha referido a unidades metricas, empregam-se as
mesmas regras estabelecidas para ler ou escrever
numeros inteiros e numeros decimaes: apenas Se-
accrescenta, quer na enunciacio, quer na representacao,
0 nome proprio da unidade a que o numero ¢ referido.
Assim : 1°, 0 numero 6™ ,25 ler-se-ha 6 metros e 25
~centesimos do metro, ou 625 centesimos do metro ; 20, 0
numero 548 grammose 7 centesimos do grammo, ou
94807 centesimos do grammo, escrever-se-ha 5485 ,07.

Tambem se-péde ler um numero referido a uni-
dades metricas decompondo-o, primeiro, em classes que
-.correspondam  aos multiplos e aos submultiplos da
unidade principal e enunciando, depois, cada classe
acompanhada com o nome da unidade que ella repre-

-spnta: ne'ste caso cumpre attender as relacoes que
ligam as diversas ordens de unidades (n. 373). Assim :
1°, 0 numero 6°=,25 ler-se-ha 6 decametros, 2 metros
¢ 5 decimetros, ou 6 decametros e 25 decimetros,
ou ainda 62 metros e 5 decimetros ; 2°, 0 numero
2n4,834 ler-se-ha 2 metros quadrados, 83 decimetros
quadrados e 40 centimetros quadrados, ou 2 metros
g)uadmdps ¢ 8340 centimetros “quadrados, ou tambem
,..083 decumetros quadrados e 40 centimetros quadrados ;
3°, 0 numero 7 9856 ler-se-ha 7 metros cubicos, 985
decimetros cubicos o 600 centimetros cubicos, ou

metros cubicos ¢ 985600 ; : AL
) ) centimetros cubi 1 ainda
1985 decun'e.t'ro's cubicos e . bicos, ou i

600 centimetros cubicos.

Mupan :
NCA DE UNIDADE, — Quando um numero se-

},

|

'

L
\
A
i
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acha referido a uma cerla unidade, é muilas vezes
necessario referir esse numero a uma outra unidad_e:
tal 6 o objecto da transformacao que se-denomina
mudange de unidade.

Supponhamos, em primeiro logar, que se-pretende
referir a0 kilometro um numero que se-acha referido
a0 metro (unidade menor a maior), e seja 5™ ,96 esse
numero. O numero dado contem 596 centesimos do

{ :
metro ; porém, se 1 metro vale T do kilometro, 1 cen-

<0 A alard 700 o (
tesimo do metro valerd 100 vezes menos, ou B 1o

kilometro: logo, 596 centesimos do metro corres-

596 -
ol kilometro, e teremos
pondem a 07000 do )

596 Km
m - 2
5m,96 = 100000

= 0¥m 00596

Comparando o numero obtido com o proposto,
vé-se que bastava ter dividido este ultimo numero

por 100, que 6 a relacio entre a maior unidade e a
menor .

_Stlpponhqmos', em segundo logar, que se-deve
refergl 40 centumelro quadrado um numero que se-acha
referido a0 metro quadrado (unidade maior a menor ;

e seja 7™1,45 esse numero. O numero dado encerra 745
f]cntesxmos do metro quadrado; mas, se 1 metro (ua-

rado vale 10000 centimetros quadrados, 1 centesimo
do metro quadrado valera 100 vezes menos, ou L2000

; _ i e 100
0 centimetro quadrado: portanto, 745 centesimos do






