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pretende extrahir a raiz quadrada do 5,7500, quo eii-
cerra numéro par do decimaes. Convcrlciulo em fracçâo
ordiiiaria o numéro proposlo, vem (n. 229)

5,7569 = 57569
10000

mas, conforme a regra para extrahir raizes quadradas
de fracçôes ordinarias (n. 260), tomos

1 / 5'j5G9 _ l/~ 57569 _ 57569
10000 \/~ 10000

per consequencia.

5,7569 _ y 57569~ 1 0 0

A ultima cgualdade uos-mostra que, para obter a
raiz quadrada de 5,7569, deve-se extrahir a raiz qua
drada de 57579, isto é, do numéro decimal considera-
do como inteiro; e que, no resullado, é necessariosépa
rai- para a direita dous algarismos, isto é, metade do
numéro do algarismos decimaes existontcs no numéro
proposto. Assim, teremos, amenosde0,01 por excesso,

1/ 5 , 7 5 6 9 =
2 4 0
1 0 0

= 2,4

No exemplo que precede, suppoz-se quo era par
0 numéro dos decimaes contidosno numéro dado : quan-
do isso uao acouteça, é necessario escrever um zero à
direita do numéro dado (ns. 204 e 256 [1]).

Regra.—extrahir a raiz quadr^ada'de urn
numéro decimal, 1.", se o numéro dos decimaes é par,
extrahe-se, a nwios de iima unidade, a raiz quadrada

1

a r i t u m e t i c a 1 9 :

do numéro dado, feita abstracçâo da virgula, ̂
sultado separa-se para a direita metade dos decimaeŝ
existentes ncsse numéro ; 2.°, sco numéro dos decimaes e
impar, escreve-se um zero d direita do numéro dado, e
depots proccde-se como no caso anterior.

CAPITLLO n

CUBO E RAIZ CUBICA

203. Cmio 6 0 producto de très factores eguaes.-̂
Assim, 0 cubo de 3 é 3.3.3 ou 27 ; o cubode-̂
é 1.

3
X O U

Para Lmar o cubo de uma fracçâo ordinaria,
oleva-se ao cubo os dous termos des a. , .,cvmcx é 0 numéro <,ue elevaioa lê-oeira potcneia, reproduz um numéro dado.-Xssm, d é
a raiz cubica de 27, porque 3' = 27 ; -g- é a raiz

o / 2 _ 8 _
c u b i c a d e p o r q u e - 2 7 *

I l,o_Ciibo

2 6 5 . — A s a I h e o -
par-nos constituem a base sobie a i
r i a d a r a i z c u b i c a . ^

266.—TiiEOiiEiUA I. 0 cubo da q
numéros é equal ao cubo do primei) o,producto do quadrado do prmeiro polotrès vezes 0 producto do primeiro polo qmdiado
ĉgundo, mais o cubo do segundo.
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Demonstraçâo. — Sejaiii a g b dous numéros cuja
somma é a b : vai-se provar que

[a ^ by = -f 3a=fc -h 'W 4 //.

Scgundo a definioiio de cubo (n. 203), Icnios
(a + by = {a b). [a + â). (a4^ ;

porém, fazendo o prodiicto indicado no segundo membro,
vem (n. 80)

(a b), [a 4- 6). (04- b} = [a' 4- 2afc + 6"). (a4- ''l
= + ^ a ' h 4 - a b '

+ a-b + 2a6^ 4- b^
= a' 4- Sorb 4- 3a6" -H

portanlo,

(a + by = + 3a-b + 3a6=+ 6' C. q. d-
267.—Conou -ARID L 0 cubo de îtm numéro coni-

posto de dezcnas e unidades 6 equal ao citbo das dezcnas,niais ires vezes 0 producto do quadrado das dezenas pelus
imidades, mais très vezes 0 ĵ roducto das dezenas pelo
quadrado das unidades, mais 0 cubo das unidades.

Porque todo numéro intciro maior que 9 pode ser
considerado como a somma das suas dezenas com as
suas unidades, Assim, ■

57' =(50+7)' =50' +3.50\7+3.50.7^ + 7'
=1250004 52500+7350+343

—CoLLORARio II. À differença entre os cubos
de dous numéros inteiros consecutivos é egual a très vezes
0 quadrado do menor, mais très vezes 0 menor, mais
uma unidade.

a tu thme t i ca
1 9 7

Porque, conforme o tlieorema tlo u. 266 , lemos
(a + l)'=a° +3o'+3œ+l,

ionde se-lira, subtraliindo <1° de anibos os meinbio",
(a+1)'— l̂°=3a'+3a+l•

ora, a 0 a + 1 sâo dons miineros iuleiros conseculivos,
6 f t é 0 m e n o r d e s l e s n u m é r o s . _

c u b o d e u m a f r a c ç â o . . . . . .
n - Qph V uni numéro mtenoqueM. /STS» 2" S-"

q u e c u b o ' d e u m a f r a c ç a o

6̂, que suppomos irreductivel, tei se hia
N

porém, esta egualdade é os soos cubos
^os enti-Ê si os numéros a e a fU- ^3

0 h' tambem o-sâo (n. 141). e a fracçao ̂3
ûctivol : logo, iV nâo pode sei eu

n Anus termos de uma271.—TiieorëmaIII. Se os fracçâo nâo
fegcçào irreductivel nào foretii euh ,pode ser cubo do outra.

n ~ c ■ ^ lima fraccâo irreducti-Domon̂ traçao.-Soî  ? vai-se demonstrar
cujos termes a g b nâo sâo cubOb.que esta fracçâo nâo é cubo de outia.
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Supponlia-se por um instante que a fracçâo
é cube (le unia fracçao iiTcductivoi — : dcvcinos

n

tor, nesla hypothèse,

m '
3 .b n

ora, sendo irrcdiictlveis as framles — c —, os seos
- . ' b n 'lernios sac primes entre si (n. 17-i) ; e, scnJo os numé

ros m e n prinios entre si, os seos cubos m' e tani-
bem o-sao (n. LU) : logo, asiJuas fraccôos ~ qI o ' * b

sâo ideulicas (n. 172), e teronios
a = m ^ e ;

0 que é impossivel, pois suppoz-se que a e b nâo sfio
cubos.

â 2.".—Kaiz ciibiea «le qiiulqncr iiiiiiicpo,
a i n e i i o s d e u m a i i n i i l a d e

-71. Se compararmos a serie dos numéros intei-
los consecutivos 1, 2, 3, A, etc., corn a serie dos cubos
correspondentes, bem depressa reconheceinos aexistcn-
cia do numéros inteiros que nâo sâo cubos de outros nu
méros inteiros; desde 1 até 1000, por exemplo, somenlo
existem dez cubos. Logo-que um numéro iniciro nâo
é ciibo, se a sua raiz cubica nâo é numéro ialeiro, tam-
bem nâo pôde ser numéro fraccionario (n. 200); nias, é
sempre possivel encoiUrardous cubos inteiros consecu
tivos, um dos quaes seja inaior e o outro mener que o
numéro dado : a raiz cubica de um desses cubos é um
valor approximado, por defeîlo ou por oxcesso, da raiz
pedida.

ARITIIMETICA
1 9 »

Com effeilo, sendo fado o immera
comprehcndido entre o cubo de 8 e

8' < 630 <

doude sc-tira, cxtruliindo as raizes cubicas,
8 <|/~iîâ9 < ̂  i

ora , os numérosuma iinidade: portanlo, qualquer (lestes
comprehcndida entre 8 e 9, .. q ,iuinero 8 é a
u u m e r o s c m m e n o s d e u m a • p o i 'raiz cubica de 039 a ,̂ 639, a menos
defeUo;o numeroO 6 a raiz cubica Cleode uma unidade por ^xcessi). ^ ^ ^ cuhica

De modo analogo unidade por defeito ; ede 639,/i8, a ̂  esnio numéro, a menos de
que 9 é a raiz cubica do mesmuuma unidade por excesso. ̂  numéro, .a menos

Extuaiiik a é procurar a raiz en m
UE miA UiNidade poi nçsse niuncro. _
do maior cubo de um numéro luto» '

A exlracçâodara z cubica^ por
u m e n o s d e u m a a s o u t r a s
ultimo, ticam rcduzidas . ̂ jai-emos, l̂ oî .
oxlracçâode raizes cubicas.uuiis cspecialmente. miyes cubicas dos

272. — Na extraoÇâo_̂f"̂ ŷg' confovrao 0
Uumeros inteiros consideia-^ iQOO.
uumero dado é mener ou ma l ^ que

273. — l.'' Caso : 0 nwuîc' j ge-pede a raiz1000. — Quaiido 0 mentalmeutc os■cubica é nUor que 1000, o>̂  10,
*^u!)osdos numéros iuteiios coi
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ale se-achar o numeio cujo cubo soja ogiial ao luimero
piojjosto ou ao niaior culio iielle contido ; esse numérosera a raiz cubtca pcdida (us. 201 o 271). Para faci-
lUara operaçao 6 convenionto que seja entrcgue a
raemona a tabella seguinte :

I' ''f' -1'^' 5J2, 729. 1000 Ciibos' O , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 K a i z o s
Poi esta tabella facilmente se-coiieluo que, per

frSo'k ' ^ 7 exaclamenle, o que
«nhrn'"'̂u'̂  approxunadameiite 6. 0 excesso 79 ile 295sobre 210 denomina-se reslo.

^ d a d o é v i a i o r u n e

r l n n . ; . ^ C l l b i c ado numéro 0/069371.
Sendo 0 numéro 57069371 maior quo 1000, asua raiz cubica e inaior que 10 (raiz oubica de 1000) :

poi coiiseguinte, suppondo esla raiz deconi posta em
fptZT ® unidades, o see cubo coiiterd o cubo das
dezenn!' nlf' ° Jtroducto do quadrado das
das riP7Pi,-.= unidades, mais très vezes o producto
dis iinidiiipc P® s),3!| *̂ 30 das unidades, mais o cubonth nl ,'t- ' ® P»'''es, addicio-
proposto opcaçào (se o-houver), dâoo numéro

0 cubo das dezenas da raiz é urn numéro exactode m d ha res ; portante, esse cubo existe nos 57069
miiiares do numéro 57069371, os quaes poderâo
conter amda réservas de milhares provenientes das
outras partes do cubo da raiz e do reste da operaçrm ;
estas réservas, comludo, nâo intluem sobre as dezeuas
da raiz, isto é, extrahindo a raiz cubica de 57069,
ter-se-ha o numéro exacto das dezenas da raiz. Com

eiîeito, sendo a a raiz cubica do maior cubo coi doem 57069, este ultimo numéro acha-se çompiehendiclo
entre os ciibos consecutivos a' e (a -f l) » e tenios

< 57069 < (« -r 1)'»
dondc sc-doduz, muUiplicando por 1000 os très nii-

. nieras,

1000.< 57060000 < 1000. (a + ij' •
ora, os numéros 57009 c {a + Iĵ , f'''"tiuîti-didercm pelo menos em uina mudade, «
Dlicadn̂  nnr lOOO ficaiTio differiado pelo menos em«Mku : s juuctando 371 < 1000 ao numéro
57069000, tor-se-ha amoa

1000.a' < 57069371 < 1000. [a + 1)'.
ou, extrahindo as raizes cubicas,

10.a < \r5lmm < iO. (a + 1) ;
1-rvn fiP fî7069371, eslando conipre;assmi, a raiz cubica de . dezenas, nâo poderahendida entre a dezena» e a + uumero de

encerrar mais do que «■ dezenas ogual îi raiz cubica t ® ^
Sonde 0 a t? 1000) : logo,raiz cubica é maiorque j „as e unidades,

suppondo esta raiz doconiposta e -0 sec cubo contera o cubo das mais
prodncto do quadrado das ̂Mcuas pe >1res vezes o producto das dezenas pe qunidades, mais o cubo das unidades (u. ̂  ̂
quatro partes, addicionadas _ao reste da opeiaçao (
vendo-o), formam o numéro urObJ gPor um raoiociuio inteirainente suuelbante ao que
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fizemos ha pouco, somos coiuluzidds, para acliar as
dezenas tla raiz cuhica de 57069, a cxlrahir a raiz
cubica de 57 ; era, o maior cube contido cm 57 c 27,
cuja raiz cubica 6 (ii. 273) : per conseguiiite, a raiz
cubica de 57069 encerra 3 dczeiias. Vamos procurai'
as unidades da mesma raiz.

Se tirarmos de 57000 o cubo de 3 dezenas, que ̂
27 niilhares, obteinos para reslo 30 milliares e 09 uni
dades ou 30009: esle resto contem ainda U-cs vezes o
producto do quadrado das dezenas pclas unidades, mais1res vezes o producto das dezenas polo quadrado das
unidades, mais o cubo das unidades, mais o resto da
operaçâo.Très vezes o producto do quadrado das dezenas
pelas unidades fornecem um numéro cxacto de cen-
tcnas : portanto, este numéro existe nas 300 centeuas
do resto 30069, as quaes podein encerrar lambem
réservas de ceutenas provenientes das duas outras
partes do cubo da raiz e do resto da operaçâo. Cha-
maudo u o algarismo das unidades e k as réservas de
cenlenas, teremos

300 = 3.3=.w 4- A',

doiide se-tira, subtraliindo k c dividindo por 3 3%
3 0 0 - A -

3.3'^
= M

assim, para achar o algarismo das unidades, é precise
subtrahir das '*00 ccntcnas do resto as h centeuas de
reserva e dividir o resultado pelo triplo do quadrado
das dezenas ; mas, a subtracçâo nâo podemos effec-
tual-a, porque a resorva é desconbecida : por conse-
quencia, se fizermos a divisao de 300 por 3,3" ou 27,

arithmetic.^

achai-cmos nm quôciente cgual ounio das unidades ; dondo se-iufere que é necessar
rificar o dido quociente. «« n • mas, nâo po-

Bividindo 300 per " ^ 9' Ycrificaremos
dendo as unidades da rau e, ■ algarismoeste numéro. So 0 numeio 9 . ° ĵ p̂Q̂ io-se de 3
das unidades contidas na laiz, ̂  hypdhese
dezenas e 9 contido em 57009 (n.
0 cubo de 39 6 0 inaioi , inferior on, quan-
271), e. por este verif icar 0 numérod o m u i l o , e e s t e c u b o c o m

39^<57069.

0 processo de
e que 6 ordiu^riame pelo que pas-vantagom ̂,,volvondo o cubo de 39 (u. -66),
s a m o s a e x p o r. . „ - n i n t e r i o r ,teremos, segundo a relacao anterioi.

-, n . 9'+ 9^ <57 069,30'+3.30-.94-3.6U.J
,■ I. W de ambos os membres, se-donde, sublrabmdo 30

d e d u z ^ ^ , , 3
o 'JO m 9' < 57069—30 ;3.30'.9 + 3.30.9 + J ^

r-jAfn '̂ 0' ̂  conbecida e egual ao
ora, a differouça acbamos : porlanto, para vo-resto 30069, ^ Pfo'^'o' 9

m s P i
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resto 30009, afim de exaiuinar so 5 verdadcira a ro-
laçâo

(3.30' 4- 00.9).<) < 30009.
Formando o numéro quo 6 dado pcla cxprossao

(3.30" + 99.9).9, tem-se, por iiina parte 3.30'=2700,
e, pela outra, 99.9 = 891 ; c, nuiltiplicando por 9 a
somma 3591, acha-se 32319, numéro maiorqueo resto
30069: portanto, o numéro 9 é maior que o algarisnio
das unidades. Verifiquemos 8.

^Formando o numéro que c dado pela expressâo
(3.30"4-98.8).8, obtem-se, .de uma parte, 3.30'=2700(numéro ja achado), e, da outra, 98.8=784 ; e, raulti-
plicando por 8 a somma 3-484, aclia-se 27872, nu
méro meuor_ que o re.sto 30009 : logo, 8 6 o alga-
rismo das unidades contidas na raiz cubica de 57009, e
estaraiz 6 38. 0 excesso de 57009 sobre o cube do 38
é, evkienlemente, cgual ao cxcesso de 30009 sobre
(̂ ■33"4- 98.S).8 ou sobre 27872, ou, tinalinente, eguala -497, que ô o resto da operaçào.

Para acharo numéro exacto das dezenas contidasna laiz cubica dê 57069371, fomos levados a extrahir
a raiz cubica de 57009 ; porém, esta raiz é, segundo
vimos, 38 : portanto. a raiz cubica de 57009371 con-
tem 1.8 dezenas. Iracteinos de achar o algarisino das
unidades.

Se tirarmos de 57009371 o cubo de 38 dezenas,
obtemos para rosto 2197 milhares o 371 unidades ou
2197371 : este resto ainda enccrra Ires vczes o pro-
ducto do quadrado das dezenas pelas unidades, mais
très vezes o produclo das dezenas pelo quadrado das
unidades, mais o cubo das unidades, mais o resto da
operaçtâo.

Repetindo aqui o raciooinio que fizémos para

acha. os unidades dactlectuar a divisùo do 213 3 po ̂  i ̂  33,̂
ta-se mua ditlicuUlado, ^ do metliodo
q u o p o d c r i a s e - f o r -
de verificaoao quo P , .Vir.i
ma esse divisor. ïomos (ti. 2d(>)

38==30=-i-2.30.8-i-8-,
e, muUiplieando por 3.

3 38'=3.30*--râ.3.30.8-!-3.8-
=3 30'+3.30.8+8'

+3.30.8+8;
4-8 ;

-o ^ -W 4-3.30.4-88' ou
ora, 6 couhecida a do algarisino 8
3484, <iue nos-serMU pau concoue ii
e tambem se-conlmce _ • bastante, para acha
para o mesino fim : _ dous numéros 0
3.38', reunir a somma g_venficou. Assim, temos
8'do uUimo aigansmo que0 08̂ =34844-7844-04=433-, ̂

r -,0 de 21973 por 4332, vira parae,.effoctuandoadivisdO .nara
•'""tèS-od'uziudo tarabem.aqui 0 /ere-
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Examinaiidô com ullençâo as operaçOes que forain
execulailas, facilmente sc-doscobro que a extracoâo du
raiz cubica de imi numéro intciro decoinpôe-se em très
partes priucipaes ; 1\ dctermiiiar o algarismo das
mais allas unidades ; 2% determinar cada uni dos alga-
rismos seguiiites ; 3% verificar cada uin destes algaris-'
m e s .

Dispôe-se o calculo do modo seguiiite :
5 7 0 6 9 3 11
27

3 0 0 6 9
2 7 8 7 2

2 1 9 7 3 7 1
219/1625

3 8

4 3 8 9 2 5 5725

Regra.—Escrcve-se o numéro dada e à
delle um traça vertical e otitro horizontal (conicna di-
visâo).Para achar o algarismo das mais allas unidades,divide-se o numéro em classes de très algarismos, da
direila para a esquerda, e exlrahe-se a raiz cuhica do
maior cubico contido na ultima classe d esquerda. Desta
ultima classe tira-se o cubo do algarismo que se-obt̂ er'

Para achar o algarismo seguinte, escreve-se a
reita do resta a segimda classe, a conlar da esquerda,
divide-se as centenas do numéro résultante polo ti ip

3 . 3 ^ = 2 7 . . 9 9 f
891 » !

3 5 9 1 8 9 ! .

3 . 3 = = 2 7 . . 9 8 1
7 8 4 8

3 4 8 4
6 4

784

3 . 3 8 W i 3 3 2 - . 11 4 5
5 7 2 5 5 '

ARITHMETICA
2 0 7

do fjuadrado da raî  aoliada : o quocicnto é «m numéro
ecjual ou superior ao algarismo /jerfu o.Vnrn verificar o alqansmo obtido no quociemc^
!• escreve-se csle algarismo à direila do "/P'® :
uchadaepor elle se-m fiplicao f2". somiLse IZLa'Lda
q u a d r a d o d a , p , . „ â o

'T n Zmo °lo mes,no modo, o algamsmocont ra r i o ve i i j i caso ,
immcdialanicnte infeiio^- nlnnrismo da rais

até haver considerado iodas as classe . . .
^ ^ . 1 a x ' . i e x l r a c c â o d a l a i z275. — .l'i' mais allas unidades, cada

cub ica , cxoep luaudo 0 a ' j gum dos oulros algansm = . j ,g qm,i(iuci' divisâo
divisâo : logo-quo 0
paroial seja zeio. zc coutiuuar a operaçao,Ihc-cori-espoudc na lai . 'V^ numéro con-
e s c r e v o - s o . u m a n o u ^ o o n s i -
stituido pelo ultimo lesto c

« . 0 ciuocieute de qualquer dasObseiivaç.\o2- ,J„rvacâo que precede, oudlvisoes lembradas ua obsm gĵ_j.g|,gggg outre maioruos-dii 0 algarismo l'" "J®'g (liuiiuuiiido, successi-
quo este : iia soguiida ' yP°. ®'oi,u,.isiiio que achariiiosRameute, de uma algarismo vorda-
sor grande, por , , .,i)voviar, dimiiiiic-se dedeiro ; poréni, ̂«®'jĴ'g°gg-,ouado quociente, podera
'sutVto""o 0 algarismo veriticado seja moiior mio o
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verdadeiio : aoonlece isto quando o reslo que se-obte
excede 0 tripln do qiiadnuio da raiz acliada, mais
triple da mesma raiz (n. 268).

l̂ ado urn numéro iiUeiro, sera, fréquentes
vezes, util reconhecer de promplo se elle nâo é ciibo.Us caiaeteies que vamos cslabelecer sào purameiite
negativos : isto é, permittcm-iios somente aflîrniar'
quo 0 numéro dado nào é eubo.

1. 0 miinero que termina por zeros cm numéro-
que nao seja multiplo de 8, nào é cubo. — Torque, seiim luimcro iiUeiro acaba por zeros, o son cubo devera
lerminar por très vezes mais zeros, isto é, por um
numeio de zeros multiplo de 3 : logo, nâo lia cubo que
dTs""̂  îîuros, e nâo seja o numéro destes niuUiplo

2. 0 numéro par que nào for divisivcl por 8, nào
e cubo. -Porque o cubo de um numéro inteiro nào pode
sei par sem que este numéro tainbem o-seja ; ora, o
culîodequalquer numéro par 6 multijdo de 2.2.2 ou S,pl. «8) : porlanto, nào ha cubo par que nào seja divi- T
s i v e l p o r 8 . t

Sào estes os principaes caractères H' '
um numéro nâo é cubo. Da lus- ^ '

Observaçâo.
para reconhecer se

a î u t h m e t i c a
S 0 9

tem per.la de unia unidade.
!omo so-detenniua essa mesina raiz cubica sem peraa
. . 0 , 1 j 0 , 0 1 1 0 , 0 0 1
I kTUAHlB A RAIZ CUBICA DE UM -NUMERO, A MENOS
OF IIMS. UNIDADE FRACCIONARIA DADA, é prOCWai 0mior multiplo destu unidade contido na va,a cubica" rîopoidiamo-uos, por exemple, extrahir a raiz eu-

. U o - L . D e s i a n a n d o p o r x o m a i o
r r u j u i i " " " ' " ' » .

;̂>bica de G39, a menés de -■ Designaude per ̂  e ma.er
- 1 ronlidos lia raiz cubica que se-procu-numéro ̂  !̂','omprehendida enlre asduas fraoçOes
w-' ra, licara esta laiz cuujih^^ p-^±1- , 0 ler-sc-ha

c o u s e c u t i v a s - q - ^ '
j . , .

y</639< 7 *
.Un os Ires numéros, vira (ns. 263 eelevaiido ao cubo os ucb

264]
.o; '

7 '
. < 6 3 9 <

( x + i y .
V

- - i J X A n i v i u I i a u U U U U U . U d l i i s

pecçao do ultimo algarismo do numéro proposto nada
se-infere, porque o cubo do um numéro inteiro pôde
terminar em qualquer algarismo.

§ 30.— Ralz cubica <lo qualquer nnmcro,
a m c i i o s ( l e u m a i i i i i d a d o f r a c c l o n a r l a

^"77. — Quando um numéro nào é cubo, sabcmos
como se-obtem a raiz cubica do maior cubo que nelle !
se-contera (n. 274) : encontra-se assîm a raiz procurada J

1 *

multiplicaudo per T, lem-so
Ï'<639.T<(®+1) '

e, fmalmente, exlrabiudo a raiz cubica,
®< / 639.1'<®+i'

niirTiero de selimos conti-donde se-deduz que o "®""̂ b̂tera-se exlrabiudo a raiz
dos na raiz cubica de 639, producto

ora exlraUindo esta raiz, amen
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de unia uaidade (ii. 274), encontra-se GO ; poi'lanto,
maior muUipio de -y- contido na raiz procurada é -y,,
e v e m

Q I J 10 + —, a menos de j .
Em geral, chamaudo N um numéro qualquer,

inteiro ou fraccionario, e ̂  a unidaclo fraccionaria
conhecida, tem-se, pela definlçao,

<i/îf < Î±1
e, reproduzindo as mesmas transformaçôes de ha pouco,

51,^ n *

œ' < N.n'<:{x + l)\
3

N.n' <a; + l.

mero (pialquer, amenos"de'i!' de um nu-
àada, multiplica-se esse numer'n'̂  fraccionariador da fracçà̂  que e!mZc l I ' '̂ "̂ omina-
pcdida ; exlrahe-se, a menos dp'"'PP̂ 'Oximaç.âo
fncado produoto, e d Ze st T"denommador. "■ êue-se o resultado pelo diclo

c o t t h e " d e r a i z e s c u b i -coahocer, medlante a oomiMri- meio de
vatr m • ® "'«mo numéro nn ® a ra'zalormais proximo da verdadeira raiz'°° o

f t

i K

f

AUITHMETICA
2 1 f

E A o_Raiz cubic» rte numcros fracclanarios,§ * orrtiiiarÂesou rteciiuacs

d ̂'®:7ẑ?uWc1'"°se-?rtcuXou'sômenté̂̂^
proximaçâo delermma a § d̂  ou de numéros
S:!râ  ?ôs veẑ  dadô^̂^̂^■■ 4to4o.NxruXs.-Supponhamos
se-quér extrahir a rai. cubiea da h-acçâo or̂j ̂
cujos termos sao K̂ji.i®°'°eioTO-se ao cubo o seccubodeumafraccao o d ̂  ̂ gg,. porém,
n u m e r a d o r e e s t e n u m e r a d o r
sendo 8 o cubo do numeudoi da ra
é =2, e sendo 27 o cud . ^ ^
mesma raiz. este denommador é
raiz procurada é -j-- " 'omo

I / ' 2 7 *3 lZ

No exempio considerado OS
posta eram cubos : nao è isso, ̂dinariamente ..jn̂ eivo logar, que somente é

Supponha-se, em p eseia — esta fracçâo.
„ubo 0 dcnominador da oubica
Exlrabindo a menos de uma unrdade,do numerador ^ g.^
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donde se-lira, dividiiido por 216,
5 ^ m 6 '

216 216 < 2Ï6'
e, cxtraliiiido as raizes cubicas das très fraccôes,

6
< 198

"216 ^ *
por consequencia, ter-se-ha, a menos do 4 por
defeito,

l / i ï =V t i —
1 9 8 _ K ' - Ï Û 8 ±
2 1 6 a — C

1/^ 216

Supponha-se, em segundo logar, que o denomi-nador da fracçâo nâo é cubo, e seja, | essafracçâo.
OS tem™ara'if™r"̂ ° particular, eilrahir do ambos
Porém. odenÔminadn?'fr 'omos felto;
teiro nem fraccao (nidéa Clara sobfe a 'i' possivel 1er
necessario transforma? a f é
equivalents cujo denominarlnr̂ ^̂
seguir,—multinlica-cp n ? seja cubo. Parac-con-qmdrado do seo denominld̂  termos da fracçâo peloateao dadrnatTX Vda nova fracçâo fica sendo cnli Hn a • ̂?"ominador

, P. I . , . .«7, • ' - " I
5 6 ,

5 3 » 5 3
53»

ARITHMETICA
2 1 3

T> Vara extrahir a rah cubica de uma frao'- i ' se o dcnominador é cubo. extrahê se
çao ordinana, 1. , st' ^ *■ ^nndade, a rair cimca
exactamente ou a ^ yah cubica exacta

fo XSnador? %\ facçL'felo
;Si zlt'Sr,. p«*- ""caso anterior. Ouando o denomiaador de

281.-0BSEKVA0AO.-Uuajĵ ^ trausformal-auma fraccao ordinana < • ' procede-se tambeinem oulr7cujo deuommadm ̂do modo seguinte ■ I P multiples ie i
fracçâo dada os que entram no denomi-os expoenies dos fad . ̂  ,,ni que o producto de,„,do?.-Este P;a« f , o tnplo dos factoros pri-
t r è s n u m é r o s n u m é r o s ,
mos de (jue se-coi p ___Admitla-se que se-

<=>82 —Numéros i. o 459 que cacerrapretendo-extrahir a BaizcugâĴ  3. Convlrtendo emnuméro de '1®';""̂® n,ero proposlo, vein pi. —9/
fracçâo ordinana o numéro p p

3,159 = S •

fraccOes ordmanas (n.
3459
1000

por consequencia,
3

| /

3

/"4000
1 0

3,459



rait cubica d'e'"3'459̂  nos-mostra que, para obler a
de 3459, isto « dn linm " f® .exlrahir a raiz cubica
inteiro; e que/no resulMo r"""' f""""a direita urn algarismo isfn 4 s®!'''™'- para
algarisnios decimaes evis entés na '" ''®Assmi, teremos, a mono=; de 01 ° proposto.

« _

K~3,45y 1 8

1 0 1,8.

plîde®3'o''ilumero''dos''ti' S"® «'"a mulli-dado : qtiando isso nan ®®"''dos no numcro
on dous zeros à dirn,?'®:"' ® "®®®®®®"® ®a®''®vere 276 [].•]). direita do numéro dado (ns. 204

decimal, se o niimcm de um numéro
extrahe-se, a menos de umn I ̂  multiplo de 3,numéro dado, feita abstrarcZ di ' "tado separa-se para a di^t„ ® »•«««'-

2 -f "'""'f'o de 3, /-a' „ ' ̂  ° dos decimaesum ou doùs rer j't'y'da-''"''-'̂ '̂'ndo-lhe àno caso precedenle. ' ' procede-se como

f

LIVRO VI

COMPLEMENTO
DO

o a l o i i l o a r l t u m e t i c o

■583 —Expostos até aqui os principios e as regras
one coiistituem propriamenle, o Calculo aiilhmel co,vaLs Moceder a exposioao de 1res Iheorias cuja utdi-

Ar i t l ime t i ca .
CAPITULO I

EQU1DIFFERENÇAS E PBQPORÇÔES
■9SA 3̂ ZÂ0 d 0 resultado da comparaçào entre

pSr«,».r ». to;-̂ ;—
dous modos p™®"p®®®-e u in destas,
Quando se-da a somma de duas pareel̂s e ̂  ̂a outra dolermina-se por ®"w ™ 'oduclo de dousma-se dilferonra ; Ôando se-da o producm
factures e um destes, o oulro acha-se por me

I") rcSdo tambem um numéro Jûimo°m'odô'?ào é elomenlar.qual'dade de rod. ou de «P»"''®-ĴVolÛ principal (u. 5M).
0 o outro acha-se incluido no segun
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duasespeciL'de razLs!™ ° = ha, pois,
e«rêrMrnJmerr!!rsŝ̂^ "7" ĉpmsâo da dilferençtrença entre 7 e 5 a cnnW; ^ ,, ® P®'" 'h®'
convencionaiinente,7 estd ^ ^ °i'
-nte^ 'an;,.e:fSâ:nTr,Ks'

r;:,roiai
-̂5-̂En, geranenfos ::.:""""'""'̂' '

P'esmenle, razào henomina-se tamliem, sini-heve ser tomada a nainvm reslriclo que
285.-OS douî n." ®-«'"P''egarmos so.

?enn 'hffereuça, que'r'̂ iî̂ p̂ ®"'a razào,mpir°V ° P̂aieiro terme fn n,'®®®*®"'®' denominam-seT'!° lem 0 nome 11",® ®®-8®®'-6ve e 16 em pride conséquente. ® ®® "ntecedente, e o seguiido, 0
VjStO-CIU0 3c rn ~

s , " i n * i r i s ™ ! " » » » " wKs-£S™' • » .3fs.*i-r.ï;s:
r z , S i " > -3 ada ou dminuida desstZu
-̂ ^ZiJ^do junctamos on 1 '•

Ï00 significam absolu-

ARITHMETICA
2 1 7

qualqucr ao conséquente de nma rasdo por diflerenf»,esta fica dimimdda ou augmentada desse nuinei .
For conseguinle :

" ûiiando iunctamos ou tiramoso mesmo numéro
MS doits lermos de uma razào par dilferença, esta nao

nwldendr'toma 0 nomo'de antecerlente e 0 divisor, 0de coirseriucnto, sogue-se que (us. 9i e Jo)

Ç L r r r s ™
,;ï£"r;.: S:= P 'S-E rSi^iSK" -

- î - = ^ ; " = s sassim, por exeinplo, 57 « 0 fL—1
b a— X'̂

brazoes inversas é egiial d unidade- ̂
287.-PROPOKeiod a e.pre«o da egualdade

entre duas razoes da mesma especic. tambem ha
Havendo daas especies de razoes.

duas especies de propor^oes. daegual-
Proporçào pgr _-^ssim portante,

dade entre duas razoespor dilferença.
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se-lê°8 proporçâo por differenca, qui
8 eslâ vara t 'n̂  menas 12 ou, per coiivencâoalTJe-T como lo estd para 12. Eni geral tem-se
equidil[erlnça!''̂ ° differenca chaina-se lainbem

da egual-
8:6=32:24 6 um^n^nr- Assim, pois,8 dividido par 6 emai ff""?"
geral iemos a-.b Id
simp!esm'ente°,'̂'»ro»orrâo"p'''''"̂^ denoniina-se ainda,que se-toma a palavn sentido restricto é
panhada de qualquer modifil! r se-acha desaconi-Numa eqiSrencf ®-ê Pe«ifiq"e.
Porçâo: 0 primeirn P n T' ? P^"®'
tremos ; o seguiido e chamam-se ex-
termes de cada razào nop ̂Ĥ '*®eoiiservam os sees nomes (n.
coïKinwa quandf̂os"'n-ie?̂s ̂nlf chama-se
iecebe,entào. Gnome de testes
proporcional. differencial ou de media

288 .—
glo-̂ Equlairrcenças

somma dos extremes é epaoU '"T ®
Demonslraiâo. _ feH Vf™" dos meios.qualquer ̂ "ja dada uma equidifferença

a—bz ' c - - d .

a r i t h m e t i c a
H 9

Junctando aos dous membres da precedenle egual-
dade fi+ci (somma dos conséquentes), temos

a—b+b-̂ d̂ c — d-rb-rd ;
mas, é évidente que—b-¥b=ô e que—rf+ d—o p
t a i i t o , ,

aJrd=c+b C. q. d.
>sn — Theorems II (Reciprocal. Se a somma de

dous-,„,mm-oŝ ^
meios sâo as duas pai cellos

Z)c;uo«o.-Supponhamos que se-tem

Tirando b+d aos dous membres da egualdade
proposta, vem

„ + d-b-d=b+e-b-d-,
, j_(, e +b -b=o : por couse-

porém, temos + o a—o ̂  -r
a - b = o - d . .

290.—COROIXARIO I. Em '"̂̂ ŷg"fgl[ro''do meio.timta asomma dos exlremos e egual ao dô
Demonstraçâo.-Da equidifferença continua

a—b=b—c

deduz-se (n. 288)
a + c = b + b ;
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p o r é m , l o g o ,
a + c=26. ■ C. q- d.

Cof̂ OLLARio II. Em qimlqiter equidifi-
/>«/>• ' r desconhecido é equal d somma dos
T o m e i o d e s ^
outrn mnin somuia dos extremos diminuida do
tremnt cp ' ^ metade da somma dos extremes se a equidiffcrença (or continua.

emonsttaçào.— Dii equidifTerença qualquer
a—b=c—x,

(u. 288) desconhecido um extreme, tira-se
a+x=b+c ;

subtrahindo a de ambos os membres desta egualdade»
3Î=6+C—a.

Da equidiffereoça qualquer
a—b=x~~d,

(n. 288̂  ̂  desconhecido um dos meios, deduz-s®
b-hx=a.̂ d ;

subtrahindo b dp
ter-se-ha aiembros desta egualdade,

x-a + d—b.

a r i t h m e t i c a

i.

Da equïdifferença continua
a—x=x—h,

em quo a media differencial é desconhecida, lira-se
(n. 290)

^x=a-{ -b;

dividiudo por 2 ambos os membros desta egualdade,
Vira

X — ô *

gag _Tiieoreu4. III- Uma equidifferença nào se-
a l t c r a ' t ' I J c S P r - s " , "
5% a todos os termes. • j-ir^ronpn' Dcmonstrapûo.-Seja a equidifferença ,

(I—6=c df

e n um numéro qualquer. mesmo numéro aos
Quaudojuncaniosoûtiramô^̂  eguaesf.cam

argm̂tadaf m. diminuidas desse numéro (n. -85) -
{a±n)—b=::('̂±n]—d-

Quaudo juuclamos eTclTê efncam
SuXr-gmrnir numéro ,n. .85, :
p o i t a n t o , ( d ± n ) -

Quaudo junctamos ou tiramos o mesmo numéro
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de uma differenca, esta nâo se-altera
[a. ^80) : por conseguiute

(û±w)—(6±/i)=c—(/,
^(c ± n)—((i+ïi),

(a±ïi)-(6+rt)=(c±n)—(rf+7i).
equidifferefica nào se-

numprn tnri ^ oit dividimos pelo mesnionuméro todos as tei'mos.

flemonsîraçào.—Seja a equidifferença
a^d=c—d,

e ?Kjual(|uer numéro.

«lente eSdaJterse"
donde

(a—6)n=(c—d]n,

an—bn^cn—dn.

destaïmTe''gTaUadê'vem'̂° P" " membres
a—b=c—d.

a l t e r a : i ° e q u i d i f f e r e n ç a n â o s e -dos enremor i 'ZT ' ' «»
wos e vice-versa! passâmes os meios para extve-

»«o,w.afào.-Seja a equidifferença
a—b=c—d.

a r i t h m e t i c s 2 9 3

Junclaudo ans dons membres desta egualdade
6— G, vem

donde

d—b +&—c=c—d-rè—Cy

a—c—b—d ;

ejunctando aes dous membres da mesma egualdade
d^a, teni-so

donde
(i — b+d—a=c-~d-\-d~-a,

f l—h=c—a.

d—c^b—a,

ou, 0 que é evidentemente o mesmo.
b—a=d—e.

- As duasmudanças de que traclaOiîSERVAÇAO. —A ̂  fréquentes, receberam
0 proseiito é trocar os logares dos
nomes ospeciaes : inverter é ivocav os memmeios ou os dos .e^emos, î g^res
om exlromos e vice-versa. ymmu
das razOes, transpôe-se.

g 2.o_PrOporçôes

DcnonstraçAo.- Seja dada a p.oporçao
a : b=c : dy
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que podemos escrever de outra forma :
a c

b d

OS incmbros desta ultiinJ
(n" 194̂  Por 6 (i (producto dos conséquentes), Yenj

0' b d c h d
b d '

por̂ .éclaro quel=iequê  =l:porlauto,
< '< i=ob C . q . d . \

r f e P r o d u c U
esses aualrn ^ V '̂Oduclo de oulros doiisieureios sào os "Zus 7moZ'"]
meios <<nn n<i I de um jiroduclo e cujoimeios sao os dous faclores do oulro produelo '

fieHWHsfrafâo.-Suppouhamos que seja
tt d=b c.

por bd, terenios membres desta egualdadc
d d b e
O" ^Td '

porém. como i _ i „ & ,
i — 1> segue-se que

a c

a w t h m e t i c a
s s s

ou, 0 que é o mesmo,
a: b=c: d.

C. q- d.

m c i o . .

Demonstraçâo.- Da proporçao continua
a: 6=&: c

deduz-se (u. 295)
a c=b 0 ;

mas, bb==b'-- portante,
a c=6'.

,>Tn IT Em uma proporçao quai-■- ̂T̂em dLnheeido c egual ao pro-
q u e r : o e l o o u t r o e x i r e m o ,ducto das , ■if.'A eaual ao producto dos extr̂um meiq desconhecido raismos dividido polo ga;(re»ios, so a proporçao for
quadrada do producto dos exirm
c o n t i n u a . _ „ „ ^ i n n f i r- T)a proporçao qualquer

demonstraçao.— \) i .

,a qua, suppomos ido uui oxtreuio,
deduz-se (n. 295)

ax = bc;
Kmc desta egualdade por a,dividindo ambos os membres desta

■ v e m b e
X l b
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Da proporçào qualquer
b = X: d,

^ •'«̂"«nhecido urn meio, lira-se (n. 295)

tem-se ̂  membros desla egualdade.
X a d

Da porporçào continua

?l97) "'̂̂ '̂''''heoida a media proporcional, deduz-se
X•ju rrr: (xb •

egualdaf vird" ''® «'"bos os niombros desla

mguand, ̂uZZmosZ Ï̂XT'T
3' OS dnf"̂̂  ̂'̂̂ '̂■■edentes ■ 9-

' toUos OS termes ' ^ > os dous ultimas
êja a proporçào

" " " . t s - w « . » «
' ^ razoes eguaes

ATllTHMETICA s a t

ficam multiplicadasoudivididas por esse numéro (n. 285):
por conseguinte,

(a., n) : t = (c. ?i) : d ;
e, reciprocamcnte, dividintlo por n os antecedeutes desta
proporçào, tem-se

a : /) = c : d.

Quando mulliplicamos ou dividimos peto mesmonuméro os dous conséquentes, as duas
fleam divididas ou multiplicadas por esse numéro (n.
285) : logo,

a : [b. n) = c : [d. 7i) ;
c, reciprocamenle, dividiado por n os con̂equenles des
ta proporçào, vem»

a : h = c: d.

Quando mulliplicamos ou .fnuméro os dous termos de uma razao, esta nao
lera (n. 285) ; portaiito,

(fl. n) : jfe. 7i] = c: dj
a : b = (c. ît) '• [d- '̂ )»

» " ■ (o. .n) -."{h. n] — (c. «) : (̂ - ") î
e, reciprocamente, dividindo por n, lem-se

a : à = c : d

300.—Theorema. IV. Uma propoi'çào nâo se-alie-
lu ra : 1.®, quando élevâmes à potencia do mcsnio grao
Jr, todos os seos termos: 2.°, quando delles extrahîmos a
( mesmo grao.
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a r i t h m e t ^
a a 9

Demonstraçào.—Seja a proporçâo
a : b ~ c : d,

que se-p6de escrever
a J , c

T = V'
e seja n qualquer numéro inteiro.

Elevando ambos os membres da precedente egual-
dade a potencia do grao n, tem-se

s i

( i r = (T ) -
donde se-tira

a Q C Û

ou, 0 que é a mesma cousa,
= c" : (il .

Extrahindo a raiz do mosmo indice aos dous mem*
bros da mesma egualdade, vem

daqui se-deduz

a \ r

o u
\ r à [ T T

" * a

a -.[T i =:|/- c-.\r~d.

D:::«st,-aç.«.-Seia a proporç.0
a : b=c : d,

o u a c

dade por ̂  • vem (n. 193)
^ ,

donde se-deduz, simplificando,
'

c d

0 ^ a : c = ^ h : d - ,

e multiplicando ambos os memoroh da mes
dade por — , temos In. 193)a J

b a d d

donde, simplificando, se-tira
b d

0 ^ , d : b = c : a .
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e O S l o g a r e s d o s m o i o se dos e\iremos da proporçâo dada, ter-se-ha
d:c = 6:a,

ou, 0 que é o mesmo.

h:a = d:c

este n alteraçôes do que tracta
differenças. mesmos nomes que lias equi-
m̂'suas*a7alo!t̂,l̂® Pi-ecedentes propriedades, quogozam de outras as aû p" - proporcDes

nas applicacoes da omprego frequonte
metria PasS ® ossim como na Geo-1 assemo. ao esludo dessas propriedades.
mente os termoŝ d̂ê dlm^̂ ' ordcnada-

« f » -

flamoMïrapâo.-Sûjain très proporçôes
a : 6=c : d,

: b'=c' : d',
a" : b"=c" : d",

as quaes podemos escrever como se-segue :
a r

à r
c'

à ' d '

_a"_ c"fc" =-^

Mulliplicando membro a membre as ires ultimas
egualdades, vem

^ V — X —T ^ f t ' ^

doude se-deduz (n. 195)

' V — X —
T'^ d' ^ d^'

a a ' a " e d c "
d d ' d 'f t j ' f t "

ou, 0 que é 0 mesmo,
^̂ ■a- : hbV=cdc" : dd'd- c. q. d.

P̂A —TnBOREiu VII. Em qualquer proporçâo a

ultimos \ermos esté para 0 quarto.
Dôïîonslraçâo.—Seja a proporçâo

a ; b=c : d.

Da pioporçâo proposta deduz-se (a; 295)
ad=bc ;

junotando esubtrahindo bd aos dous membres da ulti-
ma egualdadi, vem

e pondo em eddencia os faclores commuas [d no pri
meiro membro » b no segundo), lem-se

[a±b]d= {c±d]b:
portanlo (u. 296)

a':b-,h = c± d: d C. q. d.
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305. CoROLLARio I. Em qualquer proporçâo o>
somma ou a differença dos dous priineiros icrmos esta o
pnmeiro como a somma ou a diiïerenca dos dous ul-Umos termos esta para o terceiro.

Demonstraçâo.—Da proporçâo
- h^ c:d

tira-se (a. 314)
f^±ii-b = c±d:d:

ter-se-hâ  proporçâo,assim como a proposta,
O'-c^zhid,

f^±b:c± d = b:d;
entre'"sif pwianb?̂  ̂

b:c ± d=: a : c,
OU, alternando,

Œ + 6 ; a = C + d ; c. C. q-

sommait do"®''qualqmr jroporçâo a
ferenca comn a c/im termos esta pam a sua dif-SierenZ ' V^ra a sua

êmcnstraçâo.—Da proporçâo
, a : h ~ c ' . dueduz-se (n. 304)

^±b:hz=:c + d'Ao u , a l t e r n a n d o , ~

«±6:c+d=4. i .

a r i t h m e t i c a
d 3 3

ao signal + e a outra ao signal —, "vem
a ^hi c d^b-. d,
d .— b c — d == b : d;

mas.duas, razees eguaos a uma teroeira sao eguaes
entre si : logo,

0+& : c+d̂a—b : c—d,
ou, alternando, C.q.d.

c* YTIT Em qualquer proporçâo a3 0 7 . — T h e o r e m a A I I I - ^ y a
somma ou a coimQuentes como urn ante-
somma on a differença doscedenle esta para o respectm conséquente.

Demonstraçâo.—Seja a pioporçao
a b = e df

a quai, alternada, se-transforma nesta
a:c =^b '.d;

tVipnrema anterior
applicando a esta proporçâo
(n. 304), vem

a±c:c = b±d:d.
donde, alteraando e altendendo â proporçâo dada, s
deduz

a±c:b±d=<'-d'
= a ; b C. ç. d.
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j . E m q u a l q u e r p r o p o r ç à o dnima dos anteccdenîes estd para a sua differença comoa somma dos conséquentes esta para a sua dllferença.
Demonslraçâo. — Da proporçào

a : 6 = c ; rf
se-tira (n. 307)

o:b ± d = a:b;

p o i T d e m ^ ^ c o r r e s -signal + e a outra ao signal — , lera-se
d-hc:b-{-d=a:by
a^c : b^d=a ; b ;

eSs ••'̂ portanlof̂  ® ®°"'® ®'
OU, aUernando, a+c.6+rf=:a—c;6—rf,

3 0 9 . - T H E C . q . d .
d s o m m a d e r a z ô e s e g u a e s

esté para a somma tn7̂ ^ wwmcro de antece-de conséquentes como mmin ̂  mesmo numéro
respectivo conséquente ontecedente estd para o

uonsfïafao. — Seja dada a serio de razOes eguaes
^•o=B:b-C:c=

Hesignando per a o vnlnr /in jH or de cada razâo, temos

•̂■a=q.B:5=̂ ,C:o=,

f

h

A R l T H M E T t C A ^

donde se-tira (n. 60)
A=aq, B==bq, C=cq, ;

sommando membre a membre estas egualdades e pondo
q em evideiicia, vem

.4+5+^ + = (a+b+c-h )
donde se-deduz,dividmdo por a+&+c4-

A-^B-\rC :a-\-h-\-c + = q
=A : a
= B : h
^ C : c

C.q-d.

CAPITULOll
PROGRESSÔES

310 - SERIE d wma succcssâo illmitada de numéros
taesque qualquer dettes ̂erim-sedo precedm̂^̂^alguns dos precedenles segundo uma le—Esses numéros deiiominam-se lermos da sene.

Exemples ;
1, 4. 7, 10, 13, 16. etc.
A i 1 1 _L 4r , etc. (^)

2 * 4 '8 ' 16 ' 32
1 1 1 _ L 4 - , e t c . ( 6 )— , -g , 3 > 4 ' 5 ' b

1, A, 10, 23, >46 , 94, etc. ^
3. 5, 21, 73, 361. 1229, etc. l )
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Na serie (1) cada termo deriva-se do precedeule
junctando a esteo numéro 3 ; na serie (2), niultipli-
cando o precedente por; na serie (3), junctando 1
ao denominador do precedente; na serie (4), multi-
plicando o precedente per 2 e junctando 2 ao producto ;
na serie (5), finalmente, cada termo forma-se dos dous
que o-precedem mulliplicando o primeiro delles por 2,0 segundo por 3, e sommando os productos.

Lei da serie e o modo como um termo qualquev
SG-dcriva do precedente on de alguns dos precedentes.

infinitas series, pois-que infinitos saoOS modos imaginaveis de fonnar um numéro por meio
de dous ou mais numéros dados. A sciencia que se-
occupa com o estudo das series constitue um ramo ini-
portantissimo da Mathematica, denominado — TheorI'̂
d a s s e r i e s .

A Arithmetica tracla unicamente das series nas
quaes uni termo qualquer se-deriva do precedente flwj/-
mentacio ou diminuindo de um numéro constante d0
umdades esse termo precedente, ou mulliplicando o
mencionado termo precedente por um mesmo numéro.A estas series elementares da-se o nomo de proqressôes,
e 0 numéro constante que serve para de um termo qual
quer denvar o seguinte chama-se razào.

Progressâo é uma serie cujos termos crescem ou
aecrescem numa razào constante.

n n ^ c o n s t a n t e e n i q u e c r e s c e m
ça entre S progressâo é^differenr0 nome de n conseoutivos, essa progressâo tem
consrame pCr''"'Quando a razào
Dma proeressân"?n̂ '̂ ^̂ "̂̂  decrescem os termos de0 é 0 quociente da divisâo de qualquer

t

ARITHMETICA
2 3 7

termo pelo precedente, â  progressâo denomiua-se pro-
gressào por quociente. (*)

g 2^0 progrcssûcs por differença

313 —Progressâo tor differença 6 a vrogrcssaoem queumtcmoqmlqucré equal ao ««î"
mentado ou diminuido de um numéro constante.

P v7 vn (le uma progressâo por differença é o numéro conical de qu! L-dL auqLuar ou dùmnutr um
termo qualquer para acharo seguinte. nmndoUina progressâo por differença é crescente quando
a razào é numéro a addicionar ou addiUma progressâo por diffiirença é decre»cente quando
a razào é numéro a subtrahir ou subtractwo.

3tA —Pan indicar que mùitos numéros constituem uma progressâo por dijferença,
uariamenle escrever antes do e'™ "Troîlocar em

(sienal de nrogressâo por differença) e collocar emseguida os outrSs precedidos, cada um, demponcto.
A-ssim, as duas progressôes por differença.

5, 8, 11, 14, etc.,
48, 46, A4, A2, 40, etc.,

escrevem-secomo se-segue :
4- 2. 5. 8. 11- lA. etc.,

A8. A6. A A. A2. AO. etc.

f 0 Costutnava-se, nûo ha muito, designar asf e r e n c a c n n r . , . , . . i : n n n n H o - a s . r e s n e c u v a m c n t e , o e o r

. . . . . Q U C I I U I I I I I

80C8 como a outra.
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Assim tanibem, sendo a, ft, c h, l quacsqUCV
numéros ein progrcssâo por differença, teremos

a . f t . c k . l .

Esta ultima progressâo por differença o gérai por-
que, sendo inteirameute arbitrarios os valores nwncricosde secs termes, ella abrange todas as progressôes pô *
differença possiveis. Na progressâo geval por differen
ça designa-se o numtro total dos termos por n, o pri'meiro terme ̂ or a, o ultimo 1ermo, 00 .0 tcnno daordcm
n, por i, e, bnalmente, a razào por r (inicial da pa!a-
vraresto). \ somma de n termos representa-se por S-

—Da definiçâo de progressâo por differença
résulta que

A differença entre dons termos consecutivos é
constaïue.—Porque esta differença nâo é mais do que a
razâo,

'Très termos consecutivos quaesquer fornianiuma equidifferença continua.—Corn cffeito, sendo /', g>
h très termos consecutivos era razâo, temos

0 = fjzr eh g ±r ;
donde se-deduz, subtrahindo f da primeira egualdade o
g de segunda,

g — f=±r e h — g=±r:
p o r c o n s e g u i n t e , '

ou (n. 294)
fif —

f — g ^ g
■g
h

que qualquer terme de uma progressâo por dilferença (exceptuados 0 primeiro e 0 ul

timo] d mcm differencial (n. 287) entre 0 terme preco-
dente e 0 senuinte. E' por esta razâo que os termos m-
termedios tôm 0 nome de nieios differenctaes. ̂

3iG Estabelecidas as précédantes uoçôes indis-
pensaveis, passemos jà ao estudo das priacipaes ques-
tôes relativas as progressôes pur differença.

317 Valor de qualquer termo. — Para calcular0 valor de qualquer terme de uma progressâo imr
differença, logo-quo sejam dados o primeiro termôa razâo, péde-se procéder da maiieiia segumte .
3uncta-se ou lira-se ao primeiro lermo a razao etem-se o seguudo. lermo ; juncta-se ou ̂  f®"
gundo lermo a razâo, e tem-se o lerceiro lermo eassim por deanlc, alé clmgar ao lerum cujo jato ̂Pcde.- Quaudo, porém, a ordom do f®''®® f®fDiuila olcvada, este processo torna-se ""P'f 1 ®®:®'f,"'
axlremamenlo iougo; Iraclemos de descobi
processo mais facil.

318. — TiiEOUEMA I. Qualquer lermo de uma pro-
k 'jressào por dilferença é equal ao primeiroT ou menas a razâo muUipUcada pelo numéro dos let mos

V̂ ficedentes a esse çitalfjitcr.
ômonsiraçâo. — Seja qualquer progressâo pordifferença

j 4 - a . f t . c ^^ unde i é o lermo procurado. inrormim, Conforme a definicâo de progressâo poi diffuiouça
-̂ 13), tem-se

ft = u + r,

^ 0 = f t ± r ,
t = fc + r.
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d a d e s ! T e r ° ' ' ° ^
+ +l=a+b + + u±r{n — i ] -

parcelĥ mmm cm ambos os membres asparcellas communs, a expressao
l=a ±r (îi—1),

que traduzoenunciado.A expressao que achamos decompDe-se em duas :
l=a+r [n-
l=a—r [n- -1),

nresceLe ® ^ progressaogressao é decrescent ^
mra — Â formula (*) /=a + r fn—11 serve
gressao qualquer termo de uma pro-precedê Ufcnur̂a razào e o nuinoro /n̂nf ®̂ -conheoa o pnmciro termo,
flm. substituir na formula adpnn?r/ P®™
que a forbiula l=a + r fu i '"'"®
>̂r Qn peios sees ̂ inLc « ' ®®'̂ ®̂ ompô0) as lettrasas operacoes que vôm npiT̂ "®?? e effecluar
exemplo/apjgl̂essa'ôesconle'"''"®'''̂ '̂ P®*"

^^•3.5.5 .... • • • • • • J

numeroi dados para S?"m numVo pêdo ® effecluar
s o b r e

A R i m i E T I C A 2 4 1

! na qual o primeiro lermo é 2 e a razao é 1,5, e sup-
ponL-se que é pedido o 100" termo ; ter-se-ha :

a=2, 1=2+1.5.(100-1)
r=l,5, =2 + 1,5x99
n=100 =2 + 148,5

; = 1 5 0 , 5
i qpo —Somma dos lermos.—k somma de todos os'termes tie uma progressao per differeuça p de-s
,oblêl-a directamenle ; porém, ̂ esde-que o uumero

termos seia muito consideravel, o caicmolorna-se fSioso.̂  Vamos, pois, procurar um me.o de
icalcular mais facilmente aquella somma.

S20 - Theorb-MA II. Em uma progressao por dih

de n termes
® — ' '

U qual xey s-ao dous termes equidistantes dos ex-
. : Da progressao dada P°̂®™g 1 ®Jg''câdTuma!
parar as duas progressoes, do p teira

I.
+ a

I'.' '--tias quaes se-deduz (n. 318)
X = a ±r {p —■ 1) »
I = y t r i p - i ) - 10

I I .
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Ajunctaudo + r (p—1) aos dous membres da ul
tima destas egualdades que precedem, vem

y = l^r (p—1) ;
e sommando a présente egualdade com a primeira das
duas auteriores, teremos

X -{-y = a + I C. q. d-
3^1.—Theorema III. A somma dos termos d'J

uma yrogmsao por differença é equal a metade do pro-
ducto da somma dos exlremos mulliplicada pelo numéro
dos termos.

Demonstraçào.—Seja dada qualquer progressâq
por differença

- r a . b h . l ,

e represen(e-se por ̂  a somma pcdida. ..̂ nn-rossâo
Por ser S a somma dos n termos da pr o

pToposta, é évidente que
S = a + i» + + fc + t,

e uma vez que o segundo membre dcsta egualdade
se-altera escrevendo os termos na ordem inversa,

S = i 4- k + + ^ + a.
Sommando membro a membro as duas

egualdades, e agrupando dous a dous os termos eq
distantes h e k, etc., tem-se

%S = (a+ï) + (b+k) + (fc+b) + '
porém, segundo o theorema que precede (n. 320), temos

a + l = b+fe = etc. :

4 ^

ARITHMETICA
S 4 3

logo, senJo n o numéro dos parentheses, podemos es-' O

c r e v e r

2 S = (a+ï) H,

donde se-tira, dividindo por 2,
[a -ri) u

s = 2

(o+d»formula que corresponde ao enunciado.
Anolicacâo.—Por ""elo da fôrmula S

podeinos oalcular 0 vX^nMeri-
por dijferença, \Ocfl ̂  t \̂ (̂i,fioir.rmo o do numéroLws. s» «"S;. .*■ —
p o r d i l l o r o i i c a g^ l . t . ^ ■

» r A n OOSlOOaBO.lia quai àS),o g termes, vem
achar a somma dos y»

^

quorci»do

a :

n -

-A

=49,5

. 9 8

50,5x98

=50,5x49
=2474,5

A insersâo de meios
0^2 —Insersâo de ^na progressâo per
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ferenciaes entre OS numéros coiihecidos a e b. Logo-
que for conhecida a razao da progressao quo se-procura,so a-junctarmos ou tirarmos ao primeiro termo a, tere-
mos 0 segundo; se a-junctarmos ou tirarmos a esto se-
gundo termo, acharemos o terceiro; e assim por̂  deante
(n. 313) : par conseguinte, a nossa questao esta redu-zida a procurar a razao de uma progressao per diuereu-
ça que tenha aeb por extremos e que encerre m ter
mes intermedios.

A progressao pedida, por isso que deve encerrar
m termes intermedios, constarâ de termes : pô '
tanto, sendo a o primeiro termo, b o ultimo, e suppondo
que a progressao deve ser crescente, ̂ remos (n. 31o)

6r=a+r (m+l) ;
subtrahindo a de ambos OS membros desta egualdade,
v e m

b—a—r(m + l) :
e daqui se-deduz, dividindo per m 4-1,

b — a
T —

Se a progressao pedida fosse decresceute, t®"
riamos

b=a—r[m-^i ;
sommando r(m 4-1) aos dous membros desta egual-
dade, vem

ï>4-r (m4-l)=a,
e sublrahindo b, tem-se

r(m—1) = a—h ;

À

2 4 5
ARITHMETICA

donde se-tita, dividindo por m+i,
a - b

m 4 - l

Da, «aa> SÎ'
numéro dos meios, mais

Applicaçâo.-Por uma das fôrmulas r -
,,,rula-se a razao de uma progremo po.

'dilTeZm desde-que forem dados ̂tt:To-dos ter,nos „a'ef que?emos inserir5 e 40 dous numéros enW » ̂  suppondo crescente a
6 meios ditferenciaes : ler-se na, nn
progressao,

5 = ^ 0
i O - 5
64-1

35

a

m

: 5

= 6

e assim acba-se
5̂.10.15.20.25.30.35.40

IV Tmerindo entre os teimos323.—Theoreua l\- Merença 0 mesma
consecutivos do, uma progrèŝ  progi'essôes parcmes
numéro de meios Mmenome -
oblidas eonstituem uma progrèsffemonstraçâo.—Seja a proo ̂

que, por maior simpUcidade. suppomos crescente.
e a
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b e c/etc!,"'e''sen(]o7® Meronciaes eulre.a e b, entre
^ressôpcî mrp{on« ' / as razoes das pro-ô'csôues parciaes, veai (n. 322}

r' =z
m - f - l '
c ~ b
w + i

oi'a, sendo

b~a = c~b=
tambem ieremos

»+T= = ;sTr
portante,

r' = )•"

parciaes ;^mast' progressoos
mesmo que o primeiro lermT i progressao é o
progressoes parciaes fm-f, segumle : logo, essasquae ' uma progressao unica,

I.
« '•'-»"'»Bross8cs por

w que urn termo qualauer'̂ Ĵ  PMciente é a progressaoV '■cado par uni numéro constant precedente multi-

A R I T H M E T I C A

(.«I

f

Razao de uma progressao por quociente è o nume-
TO constante 'pelo qual se-deve multiplicar um tenno para
obter a seguinte.

Uma progressao por quociente é crescente quando
a razao é numéro maior do que a unidade (numéro in-
teiro ou fracçâo impropria).

Uma progressao por quociente é decrescente quan
do a razao é numéro menor do que a unidade (fracçâo
propria).

325, Para moslrar quo muitos numéros consti-
tuem uma progressao por quociente, é costuillG CSCt'OVCr
antes do primeiro termo o signal ̂  (signal de progres
sao por quociente) e collocar em seguimento os outros
precedidos, cada um, de dous ponctos. Assim, as duas
progressoes por quociente

3^ 6, 1% 24, 48. etc.,
192, 96, 48, 24, 12, etc.,

«screvem-se da maneira seguinte :

^ 3 : 6 ; 12; 24: 48: etc.,
^ 192 : 96 : 48 : 24 : 12 : etc.

Do mesrao modo, sendo a, b, c k, I quaesquer
numéros em progressao por quociente, vira

~ a : b : c : : k : I.

Esta ultima progressao por quociente é geral por-
que, sendo inteiramente arbitrarios os valores mmeri-
cos de seos termos, ella comprehende todas as progres
soes por quociente possiveis. Na progressao geral por
quociente representa-se o numéro total das termos por
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», 0 pnmeiro termo por a, o ultimo terme, ou o termoda ordem n, por /, e, a final, a razào por q (inicial da
paiavra quoclente), A somma de n termes exprime-se
por S,

resuitâqiie"̂̂  ̂®fiûiçâo de progressâo por quociente
îwocienïe da divisào de um termo pela pre-

eniicn m Porque este quociente nâo é outracousa mais do quearazâo.

Q i m n c o n s é c u t i v e s q u a e s q u e r f o r m a m
très continua.—Corn effeito, sendo f, g,très termes consécutives e q a razào, temos

g=-fqeh=gq;

ff'Tâ eguïda /*a primeira egualdade por
= î e ^ = : q

portante,

ou (n. 301)

gressào por ^crmo de uma pro-é meio proporcional (i l87re«rro''/i'"®'''° ® " fTl
0 segu in te . E ' no r p^ Ia p receden te e
dies

dem, vamos entoMlativas as progressoes por quïiente!'""'"'®'

fi *

A

32g. Valor de qualqicer termo.—Para calcular o
valor de qualquer termo de uma progressâo por quo
ciente, uma vez que sejam dados o prmeiro tmno e a
razào, p6de-se procéder do modo segumle : Multipli-ca-se 0 prinieiro termo pela razào, e tem-se o segundo
terme; multiplica-se o segundo terme pela razao, e
lem-se o terceiro terme; e assim por deante, alô ciiegaiao termo cujo valor se-procura.-Quando, porem for
muito elevadaa ordem do termo que se-quer achai este
processo torna-se impracticavel por demasiado longo .vamo'-î descobrir outro processo mais rapide.

329 —Theouema I. Qualquer termo de uma pro
gressâo por quociente é equal ao prmeiroplicado pela razào elevada a uma potencia cujo expoenteé 0 numéro dos termos precedeiites a esse qualquer

Demonstraçâo. — Seja qualquer progressâo por
quociente

fi a : b : c :

em que o termo que se-procura é i. _ «nnPÎPntp
Segundo a definicào de progressâo por quociente

(n. 324), vem
b = aq,
c = bq,

l = kq.

Multiplicande membre a membre as n
dentes egualdades, tem-se

bc .... /. — ab .... kq^~^

— 1 prece-
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donde résulta, supprimindo em ambos os membros os
lactores communs, a formula

I =z ûço—1 ̂
_<iue é traducçâo do enunciado.

Applicaçâo. A formula /=ag°—i serve para cal-cuiar 0 valor de qualquer termo de uma proqressào por
quociente sem passar pelos dos termes que o-precedem,
logo-que se-conhecam o primeiro termo, a razâo e o

ïemos : é baslanle, iiesse intuito,
menciopada formula as lettras a, o e pelos

rapHPc mfo conhecidos. e effectuar as ope-
nrofrrpcJo ̂  indicadas, Sirva de exemple aprogressao crescente

- 2 : 3 : 4,5:
^ • 7

e a razâo 1,5, e admitta-que queremos achar o valor do 6." termo; ter-se-ha :
a = 2

Î = 1 , 5
n = 6

/

x( l ,5)«- '
= 2 x(l,5)=
= 2 X 7,59375
= 15,1875

(proximamente).
termes de um̂nrô rp̂^ ̂  somma de todos osde modo directê  nnmiin podemos obtôl-a
nios for muitr^anr desses ter-
E' necessario nortanïn enfadonho o calcule.ĉegar ao coôfiÏÏ' ZqS

O U I . — T h e o r e m a T r j * . j'^^0, proqressào nm-n,.r> •' ^ dos termos de^ ° P"' egual : l.% d differenscL

1

•r '

entre o prodiicto do ultimo ̂erwio pela razâo e o primei
ro termo, dividida pela razào inoios 1, quaudo a pro
gressao for crescente; 2.% a dijferença enti-e o primeirotermo e 0 producto do ultimo pela razào, dividida por1 menos a razào, desde-que a progressâo seja decresĵ
c e n t e .

Demonstraçào.—̂ e]di a progressâo gérai por quo
ciente

^ a: b : c : ' k : l,

e desisne-se por S a somma procurada.
Ŝ ndo S a somma dos n lermos da progressao pro-

posta, é claro que

S = a h -\-c + + k + (1)

e multiplicande por q ambos os membros desta egualda-
de, vem

Sq::=aq + bq + eq + k q + Iq. (2)
Consideremos agora, alternadamente, os d<ms ca-sos que se-p6dem apresentar, segundo a progressao pro

posta é crescente ou decrescenle.
Se a progressâo é crescente, temos (u. - ]

g > 1»
donde se-tira, multiplicando por S,

S q> S:
subtrahindo, pois, a egualdade (1) da egualdade (2),
v e m

Sq~S= (aq~b) + (bq-c] + .+(fc q—i)+'î""i
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mas, Yisto como (n. 324)
b = aq, c = bq, l = kq,

OS termos encerrados em pareutheses destroem-se, e»
pois, teremos

S(ï— S = lq — a :
doude se-deduz, pondo S em evidencia e dividindo por

S =
I q—a
q - iH —

fôrmula que corresponde â primeira parte do enunciado-
Se a progressao é decrescente, temos (n. 324)

1 < 1
donde tiramos

Sq < S:
portante, subtrahindo a egualdade (2i da egualdade (i)>
v e m

S —Sq= (b — aq) + (c—bq] /eg)—'î'
e daqui se-deduz, como no case precedente,

S~Sq=a—lq,
S {l-~q)=a—lq^

r t i f f ,

e esta formulâ  traduz a segunda parte do enunciado.
Appiicaçâo.—Mediante uma das precedentes f6r-muias pode-se calcular a sommu dos termos de uma

progressao por quociente, quando sac dados os valores

ARITHMETICA
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numericos do primeiro termo, dozào. Supponhamos, por exemple, que se-pede a somma
dos sels termos da progressao cresceute

H 2 .■ 6 : 18 ; 5i ; 162 ; 486 ;
tem-se, neste case,

fl = 2,
S =

486.3—2

:486,

q= 'd ,

3 - 1

' — 2

1456 ijQg

332.-0DSERVAÇÂ0.-Se em logar do
mo, nos-for dado " "lume™
n e o e s s a r i o , a n t e s d e ' " d " ' m .ultiino termo para subsUtuil substituindo,
porém, podemos procéder f de I o seonas duas fôrmulas que achamos, em lô a
Yalor aqn—1, vem

-Zi ̂  e S =S = aq̂

ou, multiplicando c pondo a. em evidencia,
o alq"—1)S = J— e 8 —

333. — Producto dos ° 6dl°seTobltdo
termos de uma progressao por o pri-
multipiioando 0 primeiro ̂  „ jsgim por deaute ;meiro producto polo terceiro termo, e P
mas, a operaçâo, teita deste modo, seria tx
mente longa : procuremos um processo ma
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334. —Theorejla in. Em tima progressdo pot
quoGientê  de 7mmero Umitado de termos, o prodiicto dedous qmesqiicr temos equidistanles das extremos é
egual ao pi'oducto dos mesnios extremes.

Dcmonstraçâo. — Seja a prosressao por quocieate
de n termos

^ - a : : : y : : I ,
na qual a; e y sao dous termos equidistaates dos ex
t r e m o s .

Poderaos, evidentemente, da progressao proposta
separar as duas progressôes, dep termos cada uma,

TT a : : X,

das quaes se-tira (n. 32
x= aq P—i ,
I = yq p-1 ̂

e a membro a ultima egualdadepnmeira das duas precedentes, ter-se-ha
d .

u m a

^ y ^ a l . c . q

dos termos doP y por quociente é egual d raiz quadîetdO'

do produclo dos cxlrenm elevado a uma potencia cujo
expoente é o numéro dos termos da progressao.

DemonJi-afffiO.—Seja qualquer progressao por quo-
clente

: b ^ k : L

e represenle-se por P o producto dos seos »
Sendo P o producto pedido, temos, e\meme

meute,

donde (n. 81)

p = a b k l ,

Pz=lk.,..-.. b a.

Mulliplicando membro a membro as duas ultimas
egualdades, vem

P==:a/x6fex -xkb l̂a;
mas, conforme o theorema precedente, tem-se

a l=b /c=etc:

logo, por ser n o numéro dos termos dajrogressâo,
pôde-se escrever

0 daqui se-deduz, extrahindo a raiz quadrada,
=̂1/ [a I)

c r . • 4 i n s e r s â o d e m e i o s336.—Insersâo de meios. A. ■ nr̂ ffressao
Proporciouaes tern'como objecto pvtremos e o.por quociente, sendo dados os tein
^^mero dos termos inlermedios.
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V i •Admiltamos que se-pretenile inserir m meios-'
proporciouaes entre os numéros conhecidos a eb.—r'lr
Quando for conhecida a razao da progressâo que se-;' i.; ■
pede, se mulliplicarmos por elle o prlmeiro termoa, '.',/»
acharemos o segundo ; se muUiplicarmos por elle este ,
segundo termo, vira o terceiro, e assim por deaute' I
(n. 324) : por consequeucia, a nossa questâo fica redu-, ,zida a procurar a razao de uma progressâo por quo-̂  v' )
ciente que tenha a e 6 por extremos e que encerre
termos intermedios.

. I 'A progressâo que se-pede, havendo de conter j/:
termos intermedios, constara de in -t- 2 termos: por con- !. ;
seguinte, sendo a o prlmeiro termo e 6 o ultimo, temos
( n . 3 2 9 ) . :

b = a ;
dividindo por a os dous membres desta egualdade, veui i

4 ■ :
te daqui se-deduz, extrahindo a raiz de graô m+1,
: • i

' = ( / t i . '
Gonclue-se desta fôrmula queA razao, numa progressâo por quocientG,éeguoi.

araizde grao indicado pelo numéro de termos inlerme-
O'̂ os mais do quociente da divisào do ultimo termo'
p e l o p n m e i r q . •

m + i ^
Applicaçâo.—Pela fôrmula q =1/ ~ calcula-se a ' V '

razao de mna progressâo por quociente, quando forem , 'i
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dados OS termos extremos e a numéro dos termos inter
medios. Sejam, por exempio, 3 e 192 dous numéros
entre os quaes queremos inserir 5 meios propordio-
n a e s : t e m - s e

6-hl

i = 192 î = l/x
G

a = 3 = t / ~ 6 - J

Extrahe-se a raiz sexta de 64, notando que 6 = 2.3 :
entâo a raiz sexta é a mesma cousa que a raiz cubica
da raiz quadrada de 64. Assim, pois, temos

3

3

= r " 8
= 2

OiîSERYAÇÂo. — Someute sabemos extrahir raizes cujos indices contenham por factores 2 e 3 ;
por isso 0 calcula da razao nas progressOes por
quociente 6, nmitas vezes, impossivel ou, pelo meuos,
muito cmbaraçoso. A '̂eremos na Iheoria dos loga-
rithmos como 'se-vence essa irapossibilidade ou em-
baraço.

337.—Theobema III. Insùrindo entre os termos
consecutivos de uma progressâo por qiiociejite o mes-
mo numéro de meios proporcionaes^ as progressoes
parciacs obtidas constituem uma progressâo unica.

Demonslraçào.—Seja a progressâo
TT a : â : c : : k: I

17
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Inserindo m meios proporcionaes entre a Q h,
entre h e c, etc., e charaando q\ as razôes das
progressôes parciaes, tem-se (n. 336)

m + l

9 ' =
m+I

Ora, temos
b c

'â ' ~ '~T ~
donde se-deduz

m + l m + 1

1 / 4 = / ? »
logo,

9 ' = q " =

^ A razâo é, portante, a mesma em todas as progres-soesparciaes; mas, o ultimo terme de cada progressâo é' 0 mesmo que o primeiro termo da seguinte : logo, essas
formam uma progressâo uoica»

* n - H m + l
I

CAPITULO II I

L O G A R I T H M O S

(theoria elementar)

338.—CoDsideremos as duas progressôes seguin-
tes, uma por quociente começaudo pela unidadB e
a outra por differeuca principiando ̂ ov%zcrol:

v^l: 3: 9: 27: 81; 243: 729: 2187:
-rO. 2.4. 6. 8. 10. 12. 14.

1 ."• Multiplicando dous termes da progressâo
por quociente e sommando os termes da progressâo
por differença correspondentes, o producto e a somma
sâo termes *da mesma ordem nas duas progressOes.
Exemple :

9 X 8 1 = 7 2 9 ,
4 + 8 = 1 2 .

2. » Dividindo urn termo da progressâo por quo
ciente por algum dos terraos anteriores e subira-
hindo urn do outre os termes correspondentes da
progressâo por differença, ô  quociente e a differença ,
correspondem-se em ambas as progressôes. Exemple:

729 :81=9 ,
[12 — 8=4.

Elevando a qualquer potencia um termo da
progressâo por quociente e multiplicando pelo expo-
ente dessa potencia o terme correspondente da pro-
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gressào por differcnça, a potcncia e o prodiiclo sâo
ternios correspoiidentes iias tluas progi'essôes. Exem.-
plo :

27 == 723,
r » x 2 - l ' a .

A." Extrahindo qiialquer rais de um terme da
progressâo por quocienle e dividindo pclo indice dessaraiz 0 terme correspondente da progressâo por dif-
ferença, a raiz e o quociente correspondem-se uasduas pi'cgressôes. Exemple :

\/ 729 =27
12 : 2 = 6

_ Da observaçâo que precede se-deprehende a pos-sibilidade de substituir, no calculo, umas opcraçOes
por outras mais faceis de executar, a saber : ^
muUiplicaçâo pela addiçâo, a divisâofpela subtracçâo,a eleyaçâo a potencias pela muUiplicaçâo, e a extracçâo
ae raizes pela divisâo ; bastara, para isso, que se-
construa uma tabella onde venham inscriptos, do um
lado os termes da progressâo por quociente, e, do
outro os termoS' correspondontes da progressâo pof
d i f f e r e n ç a . . °

Logarithmo de um numéro é o termo de umd
-̂ ogressao por dtfferença que começa par zero, ear-cspondenle a esse numéro considerado coma termô
ZiZdc quociente que principia peU
de weAiuTiiMos (! 0 connmcto dos termesde dims progressoes, uma por quociente e a outra

ARITHMETICA 2 6 1

por dijferença, começando a primeira pela unidadee a segundd por zero.
339 __ E' évidente que aos termos de uma mesma

nrĉ ressâo por quociente podemos fazer corresponder
uma iiilinidudo do progrossOos por dtUerença, e que
.o-ionnos .lo uma mosiiia |)i'Ogrossau |)or (Il Icrcnça
poilemos razor (■oi ro.-.po.uim- a.,mUssôes nor cmooieuto ; por coiisogiiinto, um niosmonuméro pôde ter uma infiiiidade de loganthmos. assim
como, reciprocamenle, uni niesnio logaillluiio p
perlcncer a uuia iuliiiidade do numéros. Dahi se-segue
que, para définir complelamenle um systema de loga-
riliimos, nâo basta dizor iiuo a progressâo por quo
ciente comeca peia unidade c que a progressao poi
differenea comeca por zero; 6 necessano ainda fxarua progressao pm' quociente um termo que oonespoiula
a outro tornado arbitrariamente na progressao por
differença. Este termo arbitrario da progressao por
dilfereiiça é, ordlnariameiite, 1.

Base de um systema de logaritiimos d o termo da
pronressâo por quociente ao quai couùspon eo eiinda progressâo por differença ; ou, por outras palavras,
é 0 numéro que tem por logaydthmo a unidade. ̂

A base de um systema de logarillimos podç ser
qualquer numéro, excepte 1 ; e havcndo uma intiui-dade de numéros, résulta que existe uma inlimdade de
s y s t e m a s d e l o g a r i t h m e s . , ,

Os mais conhecidos entre os systemas de logari
thmes sâo 0 systema neperiano (*) e o systema decimal;
a base do prlmeiro systema 60 numéro 2,7182818-8....,
que se-costuma designar com a lellra c, e a base do

(■) Esta qualificaçâo lembra o notn-i do cscossez John Neper (155C—
1617), que c o inventor dos iogarilhmos.
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segundo é o numéro 10 (base, tambem, do nosso sy»-tema de numeraçâo). Os logarithmes neperianos tam
bem sâo conhecidos pelas denominaçôes de logurilhmot
mturaes e logarithmos hyperbolicos, e designam-se an-
tepondo ao numéro a letlra l: assira, l 25 quer dizer
logarithmo neperiano de 25 ; os logarithmos decimaeschamam-se ainda logarithmos vulgares e logarithmos de
Briggs (*), e iudicam-se collocando as lettras Ig antesdo numéro: assim, Igth significa logarithmo decimal
de 25.

340.—Obseryaçâo,— Segundo a definiçâo de lo
garithmo apresentada'em o n. 338, parece que somente
possuem logarithmos os numéros que fazem parte da
progressâo por quociente caracteristica. A. verdade,
porém, é que todo numéro maior do que a unidade
tem, num dado systema, um logarithmo e somente um-
Esta proposiçâo, embora nâo possamos aqui demons-
tral-a directamente, convencer-nos-hemos de ̂ 4® i
certa por meio do raciocinio seguinte : — inserindo
entre os termes consecutivos da progressâo por quo
ciente caracteristica um determinado numéro de meios
proporcionaes, e inserindo entre os termos consecutivosda progressâo por diiferença o mcsmo numéro de mcios
differenciaes , formam-se duas novas progressôes
(ns. 323 e 337), e cada termo da segunda é logarithmodo termo que Ihe-corresponde na primeira ; ora, se o
numéro dos meios inseridos for tâo grande que a diflU'
rença entre dons termos consecutivos da progressâo
por quociente seja tâo pequena quanto se-quizer,
qualquer numéro maior que a unidadepôQ ser tomado.

i^iom (1556 - 1630), professor de Malhematica em
SlS LimaT (emlJora incompleU) de loga-s. Esta tabou d̂  logarilhoios foi, mais tarde,
O x f o r d

h

faStom dos logarilhimos decimaes.
g l.._PropHcdaacs bc'»" •"S""'*"""

QAg —Theoremx I- 0 logarithmo de um producto
é ogual à somma dos logarithmos do seos

r. # —Rste theorema consta de duas pair̂r ri.uîi. m.is d. d...
" " To C » - '■ - ' t s
respectives logarithmes. caracteristicas de
,u.i£ïï5Srd.1.5d~- «;;; pissâo por quociente os factores ̂ opos loffarithmos
obs.) e na progressâo por differença ̂
desses factores ; e sendo p um ^
meira progressâo, tâo distante de 6 quanto ~ *e Igp 0 termo correspondente na segunda p © ▶
teremos

j L i 1 ; : a : - h : P 'X 0 I g a I g h ^ Î / P *
ora numa progressâo por quociente, de numéro limi-
tado de termos, o producto dos exlreraos é egual ao
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delles (ii. 334); e

tprmns o iliffereiiça, de numéro liinitado de-
termni'-5fnm-Tĥ  <3xtreinos é egual a somma de dousq listantes delles (n. 3i20) ; porconsequencia,

i-po\ip = ab,0 + (jp ou Igp = Iga + Igb,
k)"ar'rtp «'n™o se-deduz, substituindo eiu, lOoai de p 0 seo valor ab, dado pela primeira,

lgab = lga +lgb.
factore's P'''>ditcto de 1res ou mais~i m Tr i°'.̂ °9̂ Uh,nos desses faclaros.

Sunnnnl S '""î® ®or''espondenles.p»Ŝ Vr p; S»'""''""» "• • '« '• •
P = ab,

abc = jjc ;

thmos,' tomadoŝ n̂o numéros, os seos logari-omados no mesmo syslema, tambem o-lao :

igp = Igab,
Igobc = Igpĉon. conforme a L- parte do Iheorema,

hp = Iga + Igb,habc = igp _|_ iĝ ..
dades, TCm"""''"' ® membro estas duas ultimas egual-

I
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portauto, suppi'imindoaparcella commum Igp, ter-se-ha
Igabc = Iga + Igb + Igc*

Com raciocinio analogo se-provavia o t̂ ieorcma no
caso de quatro, cinco, etc. factor es ; logo, o theoien a
é verdadeiro em toda a sua generalidade.

3/43 _TiiE0UEM\ tl. 0 logarithmo de im qaoGi-
ente é egual à dijferença entre 0 logarithmo do dividendo
e 0 logarithmo do divisor.

DemonstraçÂo.—Sejani « e 6 dous numéros, 0 primeiro dos quaes deve ser dividido polo
representcmos per q 0 quocienle (completo) da di\iS(
de a por b : teremos

q = a: b,
doude se-lira (n. 60)

qb = a;
porém, sendo eguaes dous numéros, os seos logaritli-
mos, tornados no mesmo systema, tambem o-sao: por
tauto,

Igqb = Iga,
ou (u. 342) Igq -i- Igb = Iga ;
subtraliindo Igb de ambos os membros da ultima egual-
dade e substituindo q pela expressâo équivalente a : 0 ,
v e m •

Ig [a: b) = Iga Igh. C. q. d.
3^.4.—CoROLLARio. 0 logarithmo deuma frac-

çào é egual à differença entre 0 logarithmo do numera-dor G 0 logarithmo do denominador.
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f'arln ̂ oda fracçao exprime urn quociente indi-
e 0 divknr dîdeiido se-considera como numerador^ mo denoniinador : per conseguinte, sendo
-̂ qualquer fracçâo, ter-se-ha

^5'T ~ —

poiemw7~Jm ̂  logarithmo de qualquer

qualquer potencia de um
Segundo a definiçâo de potencia (n. 240), temos

a"* = aaa a ;

môŝ'"tomâ^̂  numéros, os seos logarith-
conseguinte, systema. tambem o-sao : por

Iga^ = lg{aaa a),
ou ainda (n. 342)

'?«"■ = ¥ +V + V + +
tuida ̂ lo ''produclo" ®guaes p6de ser substi-
deslas (n. 49) ; portanto parcellas por uma

lga'^ = mlga. Q.q.d.
346.—-Theorema TV n 7 1raizdeum numéro é eoùnJ de qualquerdîvidido pelo indice da rail do numéro
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n

Demonstraçào.—Seja a qualquer raiz de um
numéro a, e chame-se r a raiz de a : temos

n
r a ,

donde, pela defiuiçâo de raiz (n. 241), se-tira
r° = a ;

porém, sendo eguaes dous numéros, os seos logarith
mes, tornados no mesmo systema, tambem o-sao : por
consequencia,

Igr^ = Iga,ou (d. 345) n Igr = Iga ;
dividindo por n os dous membros desta egualdade o

n _ _ _
substituindo r pela expressâo équivalente a , tem-se

I. (/'=¥• C. q. d.

347.—Observaçâo.—Se o primeiro terme da pro-gressâo par quociente* nao fosse 1, e se o primeiro ter
me da progressao por differenca nao fosse 0, o eraprego
dos logarithmes, bem longe de simplifîcar o calculo,
complieâl-o-hia mais.

g ?'>.—Propriedadcs dos logorlthmos declmaes

348.—As progressôes que defînem o systema de
cimal sâo.

TT 1: 10 : 100 : 1000 : 10000 ; iOOOOO : etc.
- r O . 1 , 2 . 3 . 4 . 5 . e t c .
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n« propnedades geraes, communs a todos
psinppiioc 0 systema decimal de propriedades
systema ̂"̂'naram preferivel a qualquer outrOĵeste

^ do qualquer po-
r>gual ao expocnte dessa potcncia.

IjlO- = ,nlglO-,
mas, no systema decimal, temos tambem

IcjiO = 1[conforme a definioào de base (n. 339) ] : portante,

que nS°/̂™Z"ri"in®II poieneia de 10 é numéro fraccionario.

pro]mndwrÏÏe"'duK notmfseja m o expoente di Tn' i'"- "'O'̂ ssoutivas de 10, etemos, per causa da hypothèse potencias :
10"> < JV lOm + i.

■ " t o r i -
eguaes e no no mesmo sentido ■

10 < fe' iV < /gt ĴO m -f-1
» < I , i V •

"tos'iti",??"?! 5°",' 'I™ "-* "<■ e m + é egual ao

mener delles mais uma parte da unidade logo, é
n u m é r o f r a c c i o n a r i o . t . q . d ,

351 —OusERVAÇÂo.—Os logarithmes caloulam-se
ordinariamente eni numéros deciniaes : a parte inteira
do logarithme denomina-se cakacteristica ; a parte
decimal, mantissa (*)-

352 Theorema III. Â caracteristica do logari-
tJwio de um numéro maior que a unidade eïiccïTa tantas
unidadcs menos wma quantos sào os algarismos da parte
inteira desse numéro.

Demonstraçào. — Seja N um numéro comprehen-
dido entre 10 e 10 ^. 0 numéro iV, porser maior
do que 10 , nâo pôde conter menos de m +_ 1 alga
rismos ; e, sendo mener do que 10*" + ', nâo p6de
conter m + 2 algarismos : logo, o numéro N tem m + 1
algarismos. Por outra parte, Ig N esta comprehendido
(segundo a propriedade anterior) entre ïr eîu +1:
portante, Ig N encerra m unidades. Ora, é évidente
que m = (m + 1)—1: 0 que prova a propriedade.

Reciprocamente. — 0 mtmero, maior que a unidade, çorrespondente a um logarithmo dada, consta detantes algarismos mais um quantas sào as unidades
contidas na caimcteristica desse logarithmo.

353.— Theorema IV. Qiiando se-conheceo logari
thmo de um 7iumero, hasta junctar ou siétrahir a sua
caracteristica 1. 2, 3, etc., unidades para se-ter o loga
rithmo do outî o 7iumcro que seja 10, 100, 1000, etc.
vezes maior ou menor.

Demonstraçào.—Seja N qualquer numéro : iV.lO ^

(*) Nomo usado por quasi todos os malhematicos, mesmo francezes
(Vej. eaque : Aritlim. ; pag. 370).
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LT 10™!™ e ̂  : 10 ■" é um nu-mero 10 vezes nienor que N.

e349);° 10-"), lercmos (ns. 342

e = v i r d ( n s . 3 1 3

kj [N: 10 ">) = ig j\_ig lom̂ ig

tramo\urque?iamî"'''' ''̂ ŝâ'o'vimentos demons-
? 3. nisposiçao e uao das toboas de logarllhmos

m

contetn de um^h^n é uma tabella quenuZ'o 1 IS'r ""r™' 1 '
<^orrcspondentes " os logari thmos
que seja '̂ operaSn logarithmes, poste- ̂
comtudo, de censideraorm̂ '̂ n"̂ '̂  _arithmetica, depende,
parte da Matheraatica * ? dominie de outra
esta questào. * passâmes, pois, em silencio por l

m e n t e e m p r e g a d a s s à o u s u a l - .t é m a s m a n t i C d e s ^
inteiros desde 1 até lOSrmn r numéros
gérai, corn M^sive) , calculadas, emdas iogarithmos, porque eslafT™ caracteristicassimples inspecçào do numéro (n Ŝ Î conhecidas pela ̂

i
I

Na primeira parte, intitulada kiliade I (*), acham-se, em
columnas iniciadas per N, os numéros inteiros 1, % 3,...
1200; îi direita, e ua mesma linlia horizontal, encon-
tram-se as mantissas dos logarithmos desses numéros,
formando columnas designadas por Log, Na segunda
parle em columnas iniciadas tambem por N, vém os
numéros inteiros 1020,1021,1022, 10799; as man
tissas dos logarithmos destes numéros buscam-se, â
direita, nas columnas marcadas corn 0: os quatro ulti-
mos algarismos de cada mantissa encoiitram-se na linha
horizontal em que veni o numéro, e os très primeiros ou
(depois de 10000) os quatro primeiros acham-se a es-
querda daquelies e, em gérai, um pouco acima. A se
gunda parle das taboas fornece tambem os logarithmosdos numéros decuplos dos que là vém inscriptos, isto é,
de 10200 10210, 10220,:....107990; porque, quando
um numéro é dez vezes maior do que outro, a mantissa
dos logarithmos de ambos é a mesma : sômente differem
as caracterlstica, (n. 353). Para ter os logarithmos dos
numéros coraprehendidos entre cada dons dos numéros
10200, J0210, 10220 107990, e ainda os dos
que vào desde 107990 até 107999, procuram-se os quatro uUimos algarismos da mantissa na columna que ti-
ver, no alto, o algarismo em que termina o numéro, e
na linha horizontal onde se-achani os outros algarismos
deste numéro. A segunda parte contera, pois, mais nove
columnas iniciadas com os algarismos 1, 2, 3, 9
(e nisto ]à différé da kiliade 1 .̂Na ultima columna à direita, disiguada por Diff.,
encoutram-se as differengas entre os logarithmos de dous

(*) N5o comprehendemos como, na.mesma scicncîa, possam escrever-se
palavras da mesitu familia com radicaes difftjreQteraeQie cepreseatados •escreva-sB cMlo e chillade, ou (mclhor) kilo eftiliade. A pronùncia nao se-
oppoe, aqui, & etymologia.
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numéros inteiros consécutives e as partes proporcionaes
dessus ditTerenças, isto é, osproductosdecada differença
per 0,1, 0,2, 0,3,..,.,. 0,9 : os multiplicadores ostâoa esquerda de cada pequena columna, que tern no alto
a differença, e OS produotos a direlta. Esta ultima co
lumna serve para calculai', comptetando-os, os logarith-
mos dos numéros que excedem o limite das taboas
(108000).

356.—-For meio das taboas do logarithmos po-
(iemos re.solver as duas que.stoos seguintos :1.* Dai/o
urn numéro, achar o sea logarithmo ; 2.' Dado wn
logantlmo, achar a numéro corre<ipondente.

Supporeraos que o numéro dado 6 maior do que anuidade : dentro em pouco vamos ver como se-pro-
e e quando, no calculo que se-quer fazer per lo-
decimaeŝ' fracçôes proprias, quer ordinarias, quer

™ NUMERO, ACIIAR 0 SEO LOC.A-

derar ^9^1 O'cs casos principaes a cousi-
n r o numej'o dado é inteiro e nao excedc
(Ifl Inffirithm a disposiçâo das taboasflaflp Pn? r. se-enconlra diflioul-
W r n d e q u a l q u e r n u m é r o i n -
que insonn o-suppomos : menor dooperaio aïûmt''™'

/!/1018=3,00774778
'910666=4,02800158
/?84237=4,9255029. '

108000 datio é inteiro e cxeede alubouo. _ Supponhamos que se-pede o logarithmo

AniTHMETICA
2 9 3

algarismos), leremos, cvidentemonle,
9728395=07283,95 x 100,

doude (US. 312 0 349) se-lira
(j9728395=/(/97283,95 + 2;

eslanios, portanlo, '■odozidos ® lo
de 97283,95 c junotar 2 a caiacien^uta u
garillmio. cn̂ sqOu esta conipreliendido entre

0 n u m é r o 9 / i o o , 0 ' - ' r i n < y a r i l h m o
q7-:>R-iA nor conseguinle, o seo lOoanum.u9/ 283 e J'384. po' , . " ultimes numéros ;
achar-se-ha entre Ob utsits
mas, pelas taboas, achamos

/f/97̂ 8̂4 = A,988041-4,giss =4,9880m
dill, por 1

portante,

l(;97283,95=4,9880370 4-£C,
sendoxum certo numéro dedecimal que devem ser addiciouadas 07̂ )8395.logarithmo do 97283 pava se-ler 0 ̂

Calcula-se x admitlmdo que,
proximos,- as dilferenças enlre os mo
propomonaes as dilj'erenças entie osrespontetcs.-Tomando, em 0̂cipio, diremos : por «l!» ! '"J 'Udades (de
O S n u m é r o s 9 / 2 8 4 e 9 7 2 8 3 , w / / / i « » i
7- ordem decimal) de dif\erenm enlie os seos to
garithmos ; por 0,95 de d̂ lforensa entre os numéros
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9/283,95 e 97283, qiial sera a differença entre os
lojiaritfimos corrcspondcnles ? Eslabelecendo a propor-
ç a o , v e n i ^

1: 14 = 0,95 : Xy
donde se-tira

a; = -U X 0,95,
ou, approxiinadamonte,

X = 42 .

Temos, pois,

5̂97283,95 = 4,9880370
- I - 4 2

portaiUo,
= 4 ,9880412 ;

Î5f9<28395 = 0,9880412.

culado nnrS x tambem pode ser cat-0 95 9 -L Com eifeito, uma vez''que, /o — u,,i 4- u,o:io, temos

^ = 44.(0,9 + 0,5; 10)
= X 0,9 -f- (44 X 0,5) : 10 ;

mas, nas taboas (oolumna das differença.?) cncontra-s0
U X 0,9 = 40
44 X 0,5 = 22':

por consequencia.

a: = 40 -[- 22 . iq
^40 + 2,2~ (proximaniontey.

Na practica dispôr-se-ha o calculo do modo se-
guiiite :

07283,95

/f797283 =4,9880370d i i V . p o r O , 9 4 0
d i l l ' , p o r 0 , 0 5 2 , 2
/o97283.95 = 4,9880412,
;i;0728395 = 6,9880412

3.° Caso : 0 numéro dado é fraccionario ini-
■proprio.—'̂ e 0 numéro dado é uma fracçâo ordinaria
impropria, procura-se o seo logaritlimo como de um
quociento (ii. 343) ; se é numéro decimal, avança-se
para a direita corn a virgula tantas casas quautas séjam
necessarias para que a parte inteira conste, nomaximo,
de cinco algarismos, e recahe-se no 1/ ou no 2.®
c a s o .

Exemplos :

1." Achar o logarithmo de . Tem-se(n.343)

= i!,58473 - Ig 2925 ;
if/58473 = 4,7669554,— i!/2925 = 3,4661259,

'9'-292= 4.3008295.
2." Achar o logarithmo de 4728,578. Temos

4728,578=47285,78 : 10 :
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por conseguiute (us. 34:î c 340)
/(/4728,578=(747285JS-1 ;

47285,78
/747285 =4,07-4723-4,

( ] i f f . p o r O , 7 0 4
d i f r - p o r 0 , 0 8 7 , 4
/747285,78= 4.0747305.
/î/4728,578= 3,0747305

358. OitSERVAçÂo.—Para complétai' o logarith-
nio Ue um numéro maiur ilo que 408000, a(lmittiii-?c
que as differeiiças entre os logarithmos sâo pi'O'
porciouaes as diflerenças entre os numéros correspou-
clentes, ee nessa hypothèse ([ueforam calculadasaspflr/̂ ''»"
ptoporcionaes que véni na taboa das diiïereuças. Este ,
punoipio, eutretauto, nâo 6 rigorosamente verdadeiro,como séria facil provar coniparando, admittida a hy'"
potnese, os logarithmos d'; très numéros inteiros couse-
c u t i v o s .

359. Dado tim logauithmo, aciiar o numéro
CORRESPONDENTE.

Ha dous casos unicos a considerar.
r 1- Caso : 0 lofjarithmo dado emontra-ss nas ta-
aZn< ,P''oL\f°f''''.?®''»'''sposiBaodas taboas de logari-limos (n. 35d), tacilnionto podera 1er nellas o numéro
we o''sSDnnlt dado, nas condicOesemdb-â miinfn» T ■ «".'■aotoristica desse logarithfflo-p. ,.aid. i.°3snï.i".;r"'

' s s s a ,
1,5774458=;̂  37,796.

A R I T I I M E T I C A Z t T
i

2." Caso : 0 logarilhmo dado nâo se-cncontra nas
I taboas.—Supponha-se que nos-pedem o numéro cujo

logaritlimo 6 3,8 '̂70270, c .sojadY esse numéro : tere-
i t i o s

M

3.8870279=/f/ N.
Procuraiulo nas taboas a mantissa do logaritlimo

dado, achamos que ella esta comprehendida entre as
duas 8870262 6-8870318, correspondantes, cada uma
a cada um, aos numéros 77105 e 77106 : logo, o nu
méro pedido N (suppoiido, por um momento, que a sua
parte inteira consta do mco algarismos) fica compre-
hendido entre os numéros 77105 e 77106, e sera, pois,

I i Y = 7 7 1 0 5 - p X ,
sendo x uma fracçào propria que se-deve junclar a77105 para ter iY. ^ ^ ^

Para calculai' x diremos (como em o n. 357, 2."
I ^0 unidades de di-j]erença entre as mantissas
^ 8870318 e 8870262,ïenios 1 unidade de differença entre os numeroslliOQ e correspondentes-, por 17

de differença entre as mantissas 8870279 e
. adijj'erença entre os respectives 7iu-

I mcros ? Escrevendo a proporçào, vcm
56 : J = 17 : a;,

donde se-deduz

ou, avaliando x em fracçào decimal,
a;=0,3.
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Tenios, portanto.
i Y = 7 7 1 0 5 + 0 , 3

= 7 7 1 0 5 , 3 ;

porcm, sendo 3 a earacteristica do logarilhmo pi'oposto,deve ;p numéro N conslar de quatro algarismos na
sua parle inteira ; logo,

N=77iO,53.
A fracçâo complemeiitar x pode tambem ser de-

terminada per meio das taboas. Com effeito, ® ®
numéro que, muUiplicado pela dilTerença tabular 00»
produz a dillerenca 17 ; logo, procurando nadas differenças 0 factor 56 (no alto) e 0 producto 17
(do lado direilo), achar-se-ha, do lado esquerdo, 3,
isto é, 0,3 (n. 355),

A dlsposiçâo do calculo p6de ser a seguintG •
3,8870279
4,88702^= ij;77i05

+ 17 diff. por0,3
4,8870279= 1//77105.3
3,8870279 = 1[/7710,53

Outro exemplo ;
5,5732601
4,5732546 = lj/37433

+
5 5
46 diff. por 0,4

+
9 0
S l d l f f . por 0,07

9
4,5732601 = lg37433,47
5,5732601 = ̂ 3̂74334,7

ARITIIMF.TICA 2 7 î >

Neste exemplo a dlfferenca entre a mantissa do
logarithino proposto e a do immediataniente inferioré 55, quo nâo se-encontra nas taboas; toina-se, pois,
46, que fica logo abaixo c corresponde a 0,4. A dilTe
rença 55 — 46 = 9, convertida em iinidadcs de ordem
immedialamente inferior, da 90, que tambem nâo se-
enconlra nas taboas ; toma-se 81, que fica logo abaixo
e corresponde a 0,7:10 = 0,07, Assim tambem, a
differenca 90 — 81 = 9, convertida em unidades
de ordem immediatarnente inferior, fornecer-nos-ha
0,07 : 10 = 0,007.

g 4 c—Appli caducs

360,—0 calculo por meio de logarilhinos offerece,
ua practica, difficuldades que provém antes da falta do
habito do que da natureza dos logarilbmos ; por isso
accrescentamos aqui alguns exercicios, pelos quaes
se-poderào formular outros analogos.

Gomeçaremos por uma noçâo geral sobre com-
plementos.'

361.—CoMPLEMENTO de um numéro c outro nu
méro que, sommado com 0 primeirOy dd para rcsultado
1 seguido de tantos zeros quanlos algarismos houvcr na
parte inteira do numéro (furfo.—Indica-se 0 comple-
mento antepondo ao numéro a lettra C.

Segundo a definiçâo precedente é facil ver que
« C 4 7 = 5 3 \ ( 4 7 + 5 3 = 1 0 0

.• porquanto \C 7,1/1 = 2,86) (7,14+2.86=10
Para achar 0 complemento do um numéro,—tira-

se de 10 0 primciro algarismo do numéro, d direita, c
de 9 cada um dosoulros.
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Quando c 10, 100, 1000, etc., a somma de um
numéro com o seo complemeiito, esle chama-sc com-
plemento a 10, a 100, a 1000, elc.Por meio dos complementos convertem-se as sub- ̂
Iracçôcs em addiçôes. Supponha-se, por exemple, que
queremos sublrahir 17 de 54. E' évidente que

54 — 17 = 54 — 17 + 100 — 100
= 54 + (100-17)—100
= 54 + C17 — 100;

estamos, pois, reduzidos a procurai' o complemeiito do ,1.
subtraheiido 17, addicioiml-o ao minuoiido 54, e do re-
sultado tirar 100:

5 4
+ 8:3 = C 17

1 3 7
— 1

37
Na applicaçâo dos complementos ao calcuio pô *

mganiiimos, empregara-se quasi sempre complementos ▶
362. —- Exercicio I. Calcular 0 valor de x dado

p e l a e x p r e s s a o . ^
4 8 7 5 X 5 9 ^ I

X = I
43 X 8037

de ambos os membres e
desenvolvendoôdosegundo membre, lem-se= ( n

4 3 X 8 0 3 7

= tmi + ¥j! X (». 343) ,
'!/i87u+3;359-;3.i3- ̂  (ns. 346e 3i5)

A U I T H M F . T I C A S S I

Dispondo 0 calcuio para tomar os logarithmes,
v e m

IqiSlo = 3,6879746 /f/59 = 1.7708520
y /rt50 = 5,3125560 /743 = 1,6334685
C/|/43 = 8.3665315 /|/8637 = 3,9363629

Ci-/78637 = 8.0318185 ~ UfiiyM = 1,9681815" Up =2) 5.3988806

Procurando uas taboas 0 numéro cujo Icgarithmo
é 5,3988806, ter-se-ha

5.3988806
4,3988771 = /r/ 25054" 35 dilV. por 0,2

4,3988806 =/725054,2:
portante,

X = 250542 .

363. — Observaçào. — No precedente cxercicio
seria necessario fazor dwas addicOcs e amc sublraceào,
se enipregassemos os logarithmos subtraclivos em logar

seos complementos a 10.
364. — Exercicio H. Formar, por meio das

loprithmos, 0 producio das Ires fracçôes . proprias
' ~8ô ® "gT • .

Apresenta-se aqui um cmbaraco que é neces-
saiio que se-saiba veneer. Com cflcito, senile 0 lo-
gafilhmo da unidado ogual a zero, 0 logaritiimo de
um numéro menor quo a uuidade (fracçào propria)
^mrece que deve sor menor do que zero. Para cvitar,
AO Calcuio arithmetico, cnnsideraçôes inteiramente
vtranhas a este ramo da Matbemalica, vejamos como
Meve procéder.
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Representando por x o producto pedido, tera-se
n e > n

X =
2 5

36
X

13
SO

X
5 1

9 4o u U 4 '

01̂ , esta egualdado iiao se-allera se mulliplicaniios
porlanlô ^ iiienibros por 10x10x10= 1000:

1000a:z=-?2i y ii V -515 .
î i t i 7 8 9 4 '

reduziclos a formar o ijroduclo detrès fidcpocs improprias.
Toniaiido os logarithmos. veni

ijlOOO® = ;j,250 — _ Irj8+igol0 — Ufii
Dispondo e fazeiido o ealoulo, tem-se

Ig'm = 2,3979400
. ,'?[ 3 = 1.1139434

'f/olO = 2.70757026 930 = 8.4436975
UgH = 9.0969100

C/gOi = 8.02687 ■) I
7869332

1000a:=oi,226
0.061226

/736 = 1.5563025
/f/8 = 0.9030900

= 1.9731279

X z

Pregaïe TinLJir'S a este em-plicar ainbos os nw.mî  i ̂ "̂siste em niulti-cogn i la e a r ^u t re a i n -^le que faca com uma potei ic iade fracçùes improprias ®'̂ Pt*essao fique composta

SEGUWDA PARTE

Applicaeôes

305,—Para obter o valor de uma quantidade cou-
linua, é iiecessario inedir essa quaiitidade, isto é, com-
paral-a com outra da mesma uaturezal que se-cliama
unidade de medida (n. 3). As unidades de medida,
arbitrarias no principio, foram posterionueiUe lixaiias
per lei : vamos, pois, começar esta segunda parte da
Arithmetica apresentando uma exposlçâu suceinta das
unidades de medida legais.



LIVRO VII

SYSTEMAS METROLOGIGOS
366.—Systema METuoLor.ico é urn conjuncto de

'̂ laçôfs ligadas entre si mcdiante certas re-
rn rin? (Ig uiii systcma metrologico encer-
pLcHi ̂  '■ ' conhecimento das unidades que
mm ® systema; 2/, conhecimento das relaçOesque ligam umas as outras essas unidades.

medida recebem formas e
( i i i p f 'nm espec ie de quaat idadesque com elias queremos medir.

Deslas quantidades as mais vulgares sao :
s>*o' ̂Ĵui'UiHEXTO, que é a extensâo de uma linha;
q ^ ^ s^tensâd de lima superiicie;
\ ^ ^ exlensao de um corpo;de conter; volume que um corpo é capaz

lar um cor'̂ poT ̂  ° P»''» susten-
7>° ' ' '® " "1 f "c 'o ;service ; ' > lue é o preço de um objecte ou de um

ferencia (*) ̂  qualquer parte de uma circum-
equidistantes de ^ ''«'=hada cujos ponr

Poncto situado no interior délia.
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368.—A perfeiçâo de um systema metrologico es
ta dependente de cerfas condiçôes, que podemos reduzir
a quatre priucipaes : invariabilidadc e uniforniidade
110 systema; simpllcidade iia nomenclalura; facilidade
nos calculus.

Um systema metrologico é invariavel quàndo as
suas unidades forem determinadas por modo tal que
seja possivel, em qualquer tempo, achar de novo a gran-
deza de cada uma com a mesma exactidào.

Um systema metrologico u uniforme quando as
suas unidades provierem todas de uma unica. Esta ulti
ma unidade chama-se base do systema.

Um systema metrologico ô simples na sua nomen
clalura quando os nomes das unidades que o-constituem
forem formados corn um pequeno numéro de palavras.

As unidades de um systema metrologico produzi-
l'âo facilidade de calculo se estivcrem subordinadas
umas as outras pela relaçào decimal, que é a que liga
us unidades do systema de numeraçâo ordiuario.

369.—-Para que da mediçâo de uma quantidade
uào resuite numéro demasiadamente grande ou pequeno,
couveui que a graudeza da unidade seja proporcionada
u da quantidade, Por ahi se~conclue que, iium systema
metrologico, â mesma especie de quanlidades devem
correspoiuler unidades de diirerentes grandezas : umadessas unidades toma-se como principal, e as outras
denominatn-se multiplos e submultiplos,

CAPITULO ï
SYSTEMA METROLOGICO DECIMAL

370. — Gonsiderando os grandes incouveuieutes
que, lias transacçoes commerciaes e nas investigaçôes
scieutiûcas, proviuham de nâo haver um systema uni-
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"nidades de inedida, a Assemblea nacioual
in'fTîin i' T? ^ creacao do systerna nielro- |
loç 00 decimal. Durante sale annos (1792-1799) de tra- ,^ ̂ t'n^missao que fora encarregada de
(lpi(M-n • ̂ ôO'̂ 'erno OS fundamentos do novo systerna

do//wat/m/iie Ze/wi/'c (*) e
(1 vidin ^ <-» ^ase do systerna.
ohVmnTcV L por iOOOOOOO : esta base
trim in"pn - ̂  dcu-sG 0 uoiiio ÛQ sijstcuia mc-
m t̂ro unidades de mcdida dcrivadas do

^ dc juedida ciijo comprimento
Zlre parte do quadrante ter-
p o r ^ ° q u e l e m

§ l-"—I^Iomenclatura

phim'oll' sys'eaia metrico considoram-se espe- «
kme de A'nr'a "î"®' ?® «""iprimento. de area, de vo-
n o m o ' s o n n m r ' ( " * ) =deslas classL ""'''"''es de cada uma
1 " iimn"i',̂ ,î ? unidades de medida IiapiJ4"Sl'''-p'' I =•• ~i«n- « p"P~»i- ,1A unidade principal de comprimento é o wetro

( ) Quarta parle do îneridiano.
«nidade de n̂îf-Ta por cxccdŜ'̂bTje do Sem. ®J As anidadcs de tempo e de urco sào as meimas do aolîso syslcrDa.,
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(base do systema), no quai, as vezcs, sc-accresceuta o
qualificalivo de/iucar.

A uiiidade principal de area é o quadrado\{*)
^nstruido sobre uni metro linear: dâ-se-lhe o nome de
»iet?-o quadrado.

A unidado principal de volume é o cuho{**) con-
^truido sobre uni metro linear : denomina-se metro cu-
bico.

A unidado principal dc capacidade c o cubo con-
■'̂ 9'utdo sobre uni deciino do mctro linear : é o que se-
^ b a i l l a / i ï r o . - i

A unidado principal de peso obtcm-se pcsando um
t̂iliimede agua pura équivalente ao cubo construidoôbre um centesimo do mctro linear : esse peso denomi-

na-se grammo.
A uuidade principal do nioeda é umapcça dclprata

que per;a cinco grammes o contom 9,9 de prala para 0,1de eobre ; Qg(̂  moeda cliania-se /'runco. _0 franco tem
de espessurâ um millesimodo metro linear.

I*ui'a formai' os nomes dos multiplos, antcpOem-se'*d nome da unidado principal as palavras ̂

dcca, hecto, kilOy nujria,

signifjQmĵ^ respectivamente,
dez^ cem, mil, dez miL

sq forniar os nomes dos submuUiplos, antepôem-,uoine da unidado principal as palavras

deci, cenli, milli,

r*} Cî//<o i5 •î '̂liUalero que Icm îadosc angiilos eguacs.<̂ orpo que Icrmiiifiporseîs quarlrados egaaes.
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(jue sigiiificain, rcspecHvamente,
deciinOy centesimo, millesimo.

Segue-se a eiiumcracrio das unidados de nicdida
que conslituem o systciiia melrico.

^ UiNiDADES UE coMi'iuMEXTO : mijnaiuGlrOj kilotnetro
hectomelro, decainetro,—metro —, decimetro, centmetro
mi l l ime l ro .

Umdades he area : mijriametro qiuidrado, kilo-
tnelroquadrado, hectomelro quadrado, decamctro quO'drado, metro quadradO'—, decimetro quadrado, cetili-
metro quadrado, millimelro quadrado.

0 decametre quadrado ciiama-sc area quando se-
cniprega na avaliaçâo de siiporncies agrarias ; o arco
lem per mulliplo o kectareo c por subniiiltiplo o cenli'
areo (*).

Unidades de volume : mxjriametro cubico, kiloitie-
tio cubico, hectomelro cubico, decametro cubico,—metro
cubico—, decimetro cubico, ceniimetro cubico, 'miilimC'
Iro cubico.

0 metro cubico toma o nome de stereo quando ser
ve para medir volumes de lenha ou de madeira : o stereo

^ «̂ ecast.ereo epor submultiplo o deeis-

Umuades DE CAPACiDADE : myrialitro, kUolitro,
luto decilitro, centiUtro, milU'

kilogramino.
cern i l rammn' , dec igrammo,ceniigiammo, milhgrammo.

n Estas unidades nao se-usam no Brazil.I 1 fctas „„iaato „-a„ sûu empregadas aqui „o Brazil,

ar i thmet ic^
2 S »

- ' UNin.\DES DE moeda : franco-,
Ai deeifranco), cenlimo (em logai de ygja.

373.-Conhecidas as unidades de raedida, Aeja
:nias que relaçôes as ligam umas [le
1 As unidades de compruneii o,_de capacidade.̂jJe(peso c de nioeda prooedem na relaçao ̂  imnie-(isto 6, iiiiia dessas unidades conlem d - ez s a mnm
diatamenle inferior. Per exeniplo, o lvia 10 lieclomelros : porque, se o 1̂''°'" ̂e ro coS■ lSa?̂'czcs oSm̂^

.LmuSefdeâ'SP™fcm 'vezC
•: 0 decametro quadrado A base do "̂ ..'̂«"feon-■ -é um decametro ou dez fquadrados,

struir sobre ella uma sene de dez
■sobre esta serie uma outra, e P x decame-
q .'lluia do docamelro iwamelro quadrado fl-

«quadrado, cad.
( ou com 100 metres relaciio de «m

'■'f^ ■ »•> :*.r,r.i.S"A S «hy s
decametro quadrado ou cem sobret̂euudo moslram̂ .: logo,

serie de cem nietros eubico»,

é̂ rdSlTo ̂ dez
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374. Exposta a nomenclalura do syslema raetricô

cumpro notar que as unidades de medida podeni serclassificadas em reaes e ficticias : as unidades de medida
sac reaes quando ha objectes expressamonte constru-
idos para represental-as ; sac ficticias no caso con
trario. Nem toclas as unidades que euumeramos (n. 372),
foram coustruidas ; das quo o-foram couslruiram-se
tambem, por coinpensaçào, os dobros e as metades,.
conio abalxo se-vô.

UNIDADES REAES DE COMPRIMENTO

Duplo iecametro Decamelro Meio decamelro
Dup o metro Metro Meio metro
Vupio decimetro Decijtietro

UNIDADES REAES DE CAPACIDADE

............. . Heclolitro Meio heclolitj'o
Duplo decahtro Decalitro Meio decalitre
Daplo htro Litro Meio litro
Duplo dccihtro Decihtro Meio decilitro
Duplo cenlihtro Centilitro

UNIDADES REAES DE PESO

10 1

J j kilogrammos
1 0 0

A

( 50 2 0

( 5 2
/500 2 0 0

50 2 0

5 2
5 2

{ 5 2
1 5 2

grammos10

1

1Î decigrammos
1Î cenligrammos
1 j itiilligranmos
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375.— Observacao.—Do que fica dicto acerca da
nomenclatura do systema metrico, sera facil con-cluir que este systema metrologico satisfaz as quatre
principaes condiçôes de perfoicfio exaradas em o n.368; é invariavel e uniforme, 'porque todas as suas
unidades derivam-se do metro, e este acha-se fundado
sobre ocomprimento iiivariavcl do quadrante terrestre
in. 3/0) ; é simples na sua nomenclatura, porque sao
baslantes treze palavras para formar os nomes de todasas unidades (n 372) ; sao faceis os calcules a que
TOnstrtnPm"' 1. ® I-• que 0-S T a ® d e -

8 S .o . -C a l cn i o

consthnL~ as unidades de medida queTOnsliluem o systema metiico subordinadas aos mestrn<
lue regem a numeracao dos nmLros in

nova se decimaes, nenbuma diSiculdade
s"'r.î «r" " " " " î " ° 1

das qnantidades^^ numeriea
metrologico decimil «m unidades do systema6 .» !» : 1 - r i rS fSTf "
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378.— Vitido 03 numéros acornpanhados coma
designaçâo da unidade, très poiictos principaes deve-
remos exaininar em relaçào a elles : a numeraçâo, a
ni.udanca de unidade e as operacOes.

Nu.meraçàg. — Para 1er ou escrever um numéro
que venha referido a unidades metricas, empregam-se as
inesmas regras estabelecidas para 1er ou escrever
numéros inteiros e numéros deciinaes : apenas sc-
accrescenla,quorna onunciaçâo, quer na rcprescnlaçâo,
0 nome proprio da unidade a que o numéro 6 rererido.
Assim : 1°, 0 numéro 6*" ler-se-ha 6 meiros o 25
centesimos do metro, ou 625 centeaimos do metro ; 2", o
numéro bAS grammos e 7 centesimos do grammo, ou
54807 centesimos do grammo, escrever-se-ha 548s ,07.

Tambem se-p6de 1er um numéro referido a uni
dades metricas decompondo-o, primèiro, em classes que
■correspondam aos multiples e aos submuUiplos daunidade principal e enunciando, depois, cada clas.se
acompanhada com o nome da unidade (fue ella représenta: neste caso cumpre altender as relacôes quo
hgam as diversas ordens de unidades (n. 373).' Assim :
l",̂ o numéro 6i''°,25 ler-se-ha 0 decametros, 2 7netrose o dccimet-i'os, ou 6 decameti'os e. 25 decimeti'os,
ou ainda 62 metros e 5 decimelros ; 2°, o numéro
2n>a 834 ler-se-ha 2 metros quadrados, 83 decimelros
qmdrados ccntimetros qua,drados, on ̂  metros

o J • ® ceniimeiros 'quadrados, ou tambem-8d decimetros quadrados e 40 ceniimetros quadrados ;

tr rnfz ' cenUmetros nubicos, ou 7
! ® o u h i c o s , o u o i n c l a7985 decimetros mhicos e 600 centimelros cubicos.

Mudança de d.nidade, — Quando um numéro se-

T

¥
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acha referido a uma cerla unidade, é niuiias vezes
necessario reforir esse numéro a uma outra unidade :
tal é 0 objecte da transformaçâo que se-denoinina
mudaiiça de unidade.

Suppoiiharaos, em primciro logar, que se-pretende
reforir ao Jdlometro um numéro que se-acha referido
ao metro (unidade mcnor a maior), e seja 5™ ,96 esse
numéro. 0 numéro dado conlein 596 centesimos do
metro ; porem, so 1 metro vale ̂  do kilometro, I cen-

dotesimo do metro valora 100 vezes nienos, ou
kilometre: logo, 596 cciitesimos do metro corres-

l o u o o o

pondem a
5 9 0

lOOOOO
do kilometro, e tereinos

5"^,96 =
596 Km

100000

= OK"',00596

Gomparando o numéro obtido com o proposto,
vfi-se que bastava 1er dividido este ultimo numéro
por 100, que ô a relacâo entre a maior uuidade e a
m e n o r .

Supponhamos, em segundo logar. (|ue se-dev&referir ao centimetro quadrado um numéro que se-acha
referido ao inetro quadrado (unidade maior a menor).
e sejU 7""'i ,45esse numéro. 0 numéro dado encerra 745
ccnlesiinos Jo metro quadrado ; mas, se 1 metro quadrado vale 10000 cButimetros quadrados, I centesimo
do metro quadrado valeri 100 vezes menos, ou
do centimetro quadrado : portauto, 745 centesimordo




