
:?O. Di\'itlir l::.?80$ por .\ u B do sortP <pw n parte de A mul
tiplicncla por í, 1:1cj11 igual a.parte tlc B ~1~ltiplicnd11 P.ºr H. Rcsp'. ? 

:.?1. ,\ differo11~a <lo dorn uurneros l' 20, e o quociento <lo ma10r 
•li\·idido pelo mtino1· é :t Quae1:1 sAo csto1.1 numeros "? Resp. ? 

Equaçót}tl simultaneas contendo mais de duas incognitas 

202. As t•quações que conteem mais de duas quantidades 
dcôconhccida::i, podem ser resolvidas por qualquer dos tres methodos 
de climina.çito que explicamos nos capítulos precedentes. 

Quando ha mnis dP duas incognitas, é preferível o methodo 
de rc>ducÇ1lo ao mesmo coefficieute, e é esse o que agora vamos 
empregar. 

Pl'oblema. Achar os valores de ro, y e z nas equações s1-
multanens: 

W) x+2y+z =20 ', 
(2ª) 2x+ y+3z=31, 
(3ª) 3x+4y+2z=44. 

Solução. llfultiplicando por 2 a la. equação para tornat· o coefficiente de x 
igaal ao coetliciente de x na 2ª equação, temos 2x+41J+2z=40, 

subtrahindo a 2ª equação 2x+ y + 3z= 31, 
temos a 1ª resultante..... 3y-z=9. 

Multiplicando agora por 3 a 1 ª equação para tornar o coefliciente de x igual 
ao ooefficíente de x na 2ª equação, 

temos.................... 3x+6y+3z=60, 
subtrnhindo a 3a equação 3x+4y+ 22:=-#, 
temos a 2ª resultante..... 2y+z=16. 

Temos agora: as duas equações resultantes que são 

1ª resultante......... 3y-z= 9, 
~·resulúinte ... ':-)···· 2y+z 16, 
solução. . .. .. .. .. . .. . 6y =25, e y=5. 

Sommando as duas equações resultantes, achamos que y=5 · substituindo na 
2ª resultante o termo de 2y por 10, achamos que z=6; substituindo na 1 • equação 
os termos 2y e z pelos valores 10+6= 16, achamos que x=4. 

Regra. Elimina-se wna quantidade desconhecida, combinando 
uma e~uação com outra; e~imina-se ainda a mesma quantidade des
conhe~ida por outra combinação; e as equaçlJes 1·esultantes das duas 
combinaçlJes 1·esolvem-se confo1'me a 1•eg1·a pwra duas incognitas. 

Achada Utma inco,qnita, as outras se obteem por deducção. 

1. 

2. 

3. 

4 

PROBLEMA:-

1 . .A.,.11 •111tA~ 1,.111:1 ... 1es ainmltanoas o 011 aetfuintea problemu: Heao vt•r n• ª''" L~ • • 

rn:-3y+~== :18 
3x+:ly-.t:= ~o 

:r+i'\y+ 4:=;)8. 

2.c+5y-:~z=4 
4x-3y+2z=H 
5x+6y-2.::=18. 
2x+3y-4z=20 
:r-2y+3:=l) 

3x-2y+t'>z=2li. 
5x+2y+4z=4li 

10x+5y+4z=75. 

li. 

7. 

~x+4z=4.3 
2y- z=rl 
fla:+3y =4;}, 

3x+2y+ e=:?3 8. ~ + ~ +f =22l. 
..!...+ L+ .!.- =31 5. :.e+ y+ z=f>3_ a r, ~ 

x+2y+3z=l~)n .!..+.!.+~=32. 
x+3y+4z= 134. " ' ·3 

dAs idaaoe ao primeiro 
1. Um homem tem trcs filhos;: d:~des do primeiro e ter-

e do segundo é. 27 annos; ª som~l ó 39 Qnal é a idade de cada 
ceiro é 29, e a do segundo e terceiro R~sp. 12 n.nnos, 15 e 17. 

filho ? ~ 59 . 1 ela differença entre o 
2 A somma de trcs numeros e , "l . . o ter-

primeiro e segundo é 5, e Í da differença entre ~esppn~~rº19 e 11. 
ceiro é 9· requer-se achar os tres numeros. . . ~'d outros 

3 Achar tres numeros taes que o prime1ro ~om o-sm ~e dos ou-. t d tr s dois e o tcrce1ro e '!" 
dois, o. scg~ndo com 0~ ou 

1 
° 95. ' Rosp. 13, 17 e Hl. 

troa dois seJa cada somma igua a - 4 b i::. laranJ· as por 
. · uma vez ananas e v 

4. Um memno comprou em 360 réis e em ontrn, 
280 réis. em outra, 6 bananas e 4 peccgos por do ~da fructa? 
9 laranj~s 8 pecegos por 20840é~éisi Q\l~ ~ ~Af~ç~ pecegos rn réis. 

Resp. Bananas r is, aran:JM A dé 200S 
· nh 2 OD0$000 · se sse ·· 

5. Tres pessoas, A, B ~e ti am .\nas se B désse 100$ a A, 
a B então B teria 100$ mais do que C' e a quºntia que cada 

' d d' h . de e. requer-s .. então B teria só t o m euo 1 A i::.oo.i. B '700$ e C 800$. 
· Resp. v >i.'1 

um possuia. . t do rimeiro batalhão 
6. Tres batalhões teem 190f>dsoldad~~~ do q~e tem 0 terceiro 

com t do segundo te~ 60 sol~a os nl!.eiro tem 165 soldados me-
batalhão ; e t do terceiro com '3' do pr, umero de cada um ? 
nos do que o segundo batalhã.o. Q~abl e ~~ 630 2º 675 e 3º 600. 

Resp. 1 ata o , 
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Problemas indeterminados 

203. Um problema póde ser determinado ou indetermi~ado: 
é detea•minado quando offerece tantas equações ou condições 
differentes quantas são as suas incognitas ou quantidades desconhe
cidas. Tem esta denominação, porque a sua resposta é determinada 
e definida, e não admitte nenhuma outra. 

Um problema é indete1•minado quando offerece menos equa
ções do que incognitas. E' assim der"minado, porque não tem uma 
só resposta, como os problemas determinados, mas admitte um nu
mero illimitado de soluções ou respostas. 

204'.. Se um problema offerece mais equações do que incogni
tas, empregam-se sómente as equações necessarias para a solução, 
e desprezam-se as excedentes; e deste modo, o problema ficará de
terminado, como vemos no exemplo seguinte: 

Pa•oblema. Achar dois numeros cuja somma seja 8, a diffe
rença 2, e o producto 15. 

Soluc;-ão. Seja x um dos numeros, e y o outro. 
Neste problema temos só duas incognitas e tres equações. 
Somando as dua.s primeiras equações, temos x=6, e, por 
conseguinte, y = 8-5= 3. A outra equação que é xy=15, 
embora seja exacta, porque 5 X 3=15, foi desnecessaria 
para a solução, pois não tivemos precisão della para achar 
o valor das duas incognitas. 

x+y= 8 W> 
x-y= 2 (2ª) 

2x =10 
X = 5. 

Para os alumnos não acharem difficuldade alguma no ensino 
dos problemas indeterminados, vamos primeiro distinguir as equa
ções independentes das equações derivadas. 

205. Na solução de um problema de duas equações simulta
neas, quando queremos eliminar uma das incognitas, operamos com 
equações independentes e com equações derivadas. 

Equações independentes são as que teem a sua origem 
no enunciado de um problema, e exprimem alguma condição nelle 
estabelecida ; assim as equações 

x+3y=21, 
2x+5y=37 

são duas equações independentes, porque não sendo uma derivada 
da_ outra, só em alguma condição do problema pódem ter a sua 
ongem. 

PROBLEMAS INDETERMINADOS 

derivadas silo as que se fo~am das ~q~ 
Equações . d uma addiçilo subtracção, multiplioaçiO . de endentes por meio e ' 

m d~ · "o Assim as duas equações OU lVlSa. • · 

(1 ª) :x:+2y=16, 
(2ª) 2x+4y=32, 

. . é ºndependente e a segunda é derivada, porque é ore-
a pnmeira i ul . Íi d or 2 
sultado da pr1d·meira mil tp1~;:n:o pnão ~nvolve condição alguma ~u~ 

A segun a equaç o . ·r~ nem com ella poderemos elimi-
t . ~ rmulada na primei ' ult' li a.rmos não es eJa 0 

. . d rimeira equação; pois se n;r ip e 
nar qualquer mcogmta d a primeira e depois subtrah1rmos uma de 
por 2 todos os ~er~os ª P ult~do será nullo como poderemos 
outra para a elimmação, o res 
verificar. 

2x+4y=32, (r multiplicada. por 2) 
2x+4y=32, (2ª) 
o o o. 

li · incognita de duas 206 Para podermos portanto e mmar nma • . d 
•. ultaneas é necessario que essas equações BeJam m e

eqnações sim d . d' s de duas equações independentes. pendentes ou enva ª 
207 Se nos derem um problema que estabe-

.6 e ua ão com duas incognitas, como, por 
leça uml a s qy.!8 este problema terá forçosamente exemp o· x- - ' d 
uma sol~ção indeterminada; pois trai;sformdan o ols 

-B+y Ora 1azen o y= ' 
seus :~m1;:io:, 9t.e:~:n~~ y=2; x será igual a 10, e 
x s~r igu diant~ como vemos na serie que está ao 
assrm por · utra serie 
1 do Podemos tambem organizar uma o L 

a . J.' ndo y-11 x ser1:1o fraecionaria, e neste caso, laze, . . - {fl_ assim 
i ala 91. fazendo y=2t, x sera igual a 1 ~e . 
gu dianf~. de modo que poderiam os formar senes f ::erminav~is de soluções ou respostas deste problema. 

x-y=8 
9-1=8 

10-2=8 
11-3=8 
12-4=8 
13-5=8 
14-6=8 
15-7=8 

Etc. 

derem duas equações contendo tres incognitas, 208. Se nos 
como 

(1•) x+3y+5z=41, 
(2•) x+2y+3z=28, 

y+2z=13. 
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podemos eliminar n incognjta .1: isuhtrnh.inrlo a s~gunda equação, da 
primcim, mas o l'l'Bllltnrlo scr:í ta!nLcm _1ncl1•tcrm!nado,, porque apro
senta uma só equaç1lo ('0111 duas incogmtns: y-t-2z=l3. 

Transpondo os .termos dP~tn ~·qwt~ilo, tomo~ 7J+2z=13 
.1·= 13- 2z. Om, so fizermos::= 1, 2z= 2, <' y sera · 
igual a 11; so fizt•rmos Z'-'- :!, 2z=4, o ,li sor:~ igual 11+2 =13 
n !)

1 
e assim por diante, eomo vrmos nn. sene que 9+4 = 13 

está ao lndo. 
Se nns <luas equa('õcs acima subtrn.hirmos as 

incognítas y e z pelos diversos valores que ellas 
teem na serie, acharemos que x poderá ter os va
lores 3, 4, 5, 6, 7, ou 8, conformo os valores da 
serie, quo substituírem y e z; e deste modo a solu
ção fica igualmente índeterminnda. Portanto, 

7+6 =13 

5+8 =13 

1+12=13. 

209. Qitando o numero das quantidades desconhecidas excede 
ao numero das equações independentes, o p1·oblema é inâete1·minado. 

21 o. Podemos obter uma solução ou resposta para um pro
blema indeterminado, pelo seguinte processo: 

Problema. Comprei 20 aves por 20$000, sendo gallinhas a 
1$000, perús a 4$000, e frangos a $200 ; quantas aves comprei de 
cada preço ? 

Solução. Soja x = ao numero das gallinhas; y= ao numero dos perúa, e 
z= ao numero dos fraugos. Então, 

a 1ª equação é 1ooox+4000y+200z=20000, 
a 2ª equação é x+ y+ z= 20. 

Nota-se logo á primeira vista que este problema é indeterminado, porque 
apresenta tres incogmtas, mâs offerece sómente duas equações. 

Simplifi~ndo a primeira. equação, dividindo-a por 200, temos 5x+2oy+z=100, 
subtrahindo della a segtmda. equação., ...... , .......... ,, x+ y+z= 20, 
temos a equação resultante ............. ,.,, .......... ,,, 4a:+19y= 80. 
Fazendo agora x=l que é o menor numel'o inteiro e positivo, temos 4a:=4, 

19y=80-4=76, e y=76+19=4. Ora, sondo x=l e y=4, segue-se que 
z=20-1-4=15, porque os tres numeros devem sommar 20. Então, 

x= 1 gallinha... . . . . . .. .. .. .. . . .. 1$000, 
y = 4 perús a 4$UOU .............. , 16~000, 
e=lõ frangos a $200.............. 3$000, 

2õ aves por. .. . .. . . .. .. .. .. . . .. 20$000. 
. Este pr~ble~a tem outras soluções ou respostas, mas como apresentam quan-

tidades fracc1onar1as, não se prestam para este caso que requer sómente nume-
ros inteiros. Uma dessas solucões Á LJ;1Q1'1°L...Jih--...ui:u· "'"'"'"""...1Lll.-"" ..... ..,..,~[A-.,.<.__.. ...... _ ____ ........ ............, 

PROBL&JUS lNDETUlllIM.&008 

~STRAÇÕES ALGEBRICAS 
2 J l. To<las as dcmom;trnc;õcs que temos apresentado até aqui1 

silo simplesmente clemonstrnc:ões arithmcticas, baseadas em racioei
nios sobre quantidades pnrticulares, e que estilo ao alcance até da.a 
intelligencias inlimtis. 

As demonstrações propriamente alt1cln·fra.s nilo po~ ser apre
sentadas aos alumnos scnilo depois que clles sabem operar com tàci
lidade e preci.silo os div?rso~ ~r?ccssos <lc. uma e.quaçilo do primeiro 
irrau · antes disso, é mruto d1fhc1l1 se ni'lo imposs1vel, que elles com-
o ' l . d prehendam c9m clareza. uma e emonstmç1io exposta, por meio e. 
um processo, que se trnnsforma complc-tmnimtc em cada operaçãó 
que se effectua, e <tue só póde ser comprehcndido por aqnclles que 
conhecem o cncaclenmento inteiro dC>sse trnhalho. 

Como os alumnos jA aprenderam a operar os processos neces
sarios para resolver quàlqucr equação do primeiro grau, estilo agora 
no caso de comprehonder facilmente como se demonstram alge~ri
camente os enunciados, regras e theoremas da Algobra e d~ ~r1~h
metica, e de avaliar como silo exactos e engenhosos os rnc1oc1ruos 
desta demonstração. 

V amos dar agora a clemonstraçi\o algobrica. do .alguns theor~
mas e enunciados algebricos, começando pelos mais simples e faee1s 
de comprehencler, para que o alumno ni\o ache difficuldade algum~ 
no encadeamento destes raciocínios. 

212. Theo1•emn. Se multiplicarmos ou dividirmos ambos 
os termos de uma fracção por um mesmo numero, mudaremos a 
fórma, mas não alteraremos o valor da fracção. (Vêde n.º 147). 

Demonsti•ação algebrica. Seja : a frarçào, : =q - (l•} 

e q o seu valor; temos portanto : =q. (ta equai;ào). a=bq (B•) 

am=bqm (Ba) 
Na. fracção T' a é o dividendo, b é o divisor, e o 

valor da fracção é o quociente representado por q. Orn., 
como o dividendo é igual ao divisor multiplicado pelo quo
ciente, segue-se que a=bq. Multiplicando ambos ?ª.II!em
bros desta equação por m, temos am=btlm. D1v1dindo 
agora os dois membros desta equação por ôm, temos a 48 

equação. Cancellando no segundo membro desta equação 

am "fiqm (4a) 

bm = "fi1ll 

""' ~=q· (lia) 

dor ... ... -resta-
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podemos climinnr n incogu!t:'t .e 1:1ulitrnhin<lo 1\ s<'gundit equnçllo, da 
primeira, mus o n•sttltndo scrA t:unbem incleterminndo, porque apre
senta umn só cqunçi\o com duas incognitns: y+2z=l3. 

Tr:rnsponclo os termos dPc;tn c4unçt101 tomos + 2 -13 
~= 1:3- :2:::. Orn, se fizermos z= 1, ~z=2, e .'/ sor1í. Y z-
1gual a 11; se fücrmos ; = ':!, ~z=4, e.'/ sed igual 11 +2 = 13 
n H, e nssim por dinnte, como vemos na serio que 
está ao l~do. , 

So uns duas equações acima subtrnhirmos ns 
iucognitas y e z pelos diversos valores quo ollas 
teem nn serie, acharemos que x poderá ter os va
lores 3, 4, 5, 6, 7, ou 8, conforme os valores da 
serie, quo substituirem y e z; e deste modo n solu
ção fica igunlmcnto indcterminnda. Portanto, 

9+4 =13 

7+6 =13 
5+8 =13 

3+10=13 

1+12=13. 

209. Qnando o numero das quantidades desconhecidas excede 
ao numero das equações independentes, o problema é indeterminado. 

21 o. Podemos obter uma solução ou resposta para um pro
blema indeterminado, pelo seguinte processo : 

P1•oblema. Comprei 20 aves por 20$000, sendo gallinhas a 
1$000, perús a 4$000

1 
e frangos a $200; quantas aves comprei de 

cada preço? 

Solução. Soja x = ao numero das ga.llinhas; y= ao numero dos perús, e 
z= ao numero dos frangos. Então, 

a 1• equa<;ão é 1o<iox+4000y+2ooz=20000, 
a 2ª equação é x+ y+ z = 20. 

Nota-se logo A primeira vista que este problema é indeterminado porque 
apresenta tres incogmtas, mâs offerece sómente duas equações. ' 

Simplifi~ndo a f:rimeira. eauaçílo, dividindo-a por 200, temos 5:i;+20y+z=100 
subtrahindo dei a a sognn a equação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x+ y+z= 20: 
telllos a equação resultante. ............................. 4a::+19y= 80. 
Fazendo agora x=l que é o menor numero inteiro e positivo, temos 4a::=4 

19y=80-4=7G, e y=76+19=4. Ora, sondo x=l e y=4, segue-se qu~ 
z=20-1-4=15, porque os tres numeros devem somma.r 20. Entíio, 

x = 1 gallinha... . . .. .. . .. . .. .. .. . 1$000, 
y= 4 perús a 4!SOOU............... 16$000, 
z = 15 frangos a §200. . . . . . . . . . . . . . 3$000, 

20 aves por.................... 20$000. 
. Este pr~blem.a tem outras soluções ou respostas, mas como a.presentam quan-
tula~es _fracc1onanas, não se prestam para este caso que requer sómente nume
ros rnte1ros. Uma dessas _soluções é 1 perú, 15-l ga.llinlrns e St frangos. Nesta solu
ção, temos tambem 1+1.,~ + 3!=20 unidades na importancia de ~000+15$250+ 
$750=20i)OOO. ' 

.. 

PROBLEMAS 1.NDKTERMIN&DOS 

21 J. Todas ns demom,trn~ôl:s que temos apresentado até aqui, 
são simplesmente clemonstl'fl)Õt'S nrithnwticas, U!lSCRdut~ em I'aCÍOCÍ• 

nios sobre qunntid1\llcs pnrticularl·s, e que <>sttlo ao alc1mce até das 
intellicrencias inl'imtis. 

As demonstrnções proprinm~ntc "l!Jcb,.i1·as nilo podem ser apr~ 
sentadas aos altunnos semi.o de1101s que cUPs sabem operar co~ f8:_Cl
lidade e precisão os diversos. 1~r?cl•ssos dt>. uma c.qutH~ilo do pnme1ro 
""'au· antes disso ó muito d1füc1l, se m'l.o nnposs1vcl, <1uc clles oom-
5• l ' • d prehendam com clareza uma deruonstrnçAo cxpostu, por meio e 
um processo, que se trnnsforrua compktnment~· em cada operação 
que se effcctun e qne l>Ó póde ser compr•·lienchclo por nqndlcs que 
conhecem o en~adN1mento inteiro dessc· tral11üho. 

Como os a.lumnos ji't np1·cndcrain n 01>e.rnr. os processos neces-
sarios para. resolver qunlqucr cqua,ào do pnmcn't) grau, cst:'l.o ago~ 
no caso de comprehendcr facilmente como se dr.m.onstram nlgel;m
camente os enunciados, regras e thcorcmas da Algebra e d:~ .J\ri~h
metica, e de avaliar como são cxactos e engenhosos os rnc1ocm1os 

desta demonstração. 
V amos dn.r agora a clemonstraçi'l.O algebrica. de .alguns theor~-

mas e enunciados alO'ebricos comcçnnclo pelos mais simples o face1s 
de comprehender, p~ra que 'o alumno não ache difficuldade algum:\ 

no encadeamento destes raciociuios. 

212. Theo1•ema. Se multiplicarmos ou dividirmos ambos 
os termos de uma fracção por um mesmo numero, mudaremos n 
fórma, mas não alteraremos o valor da fracção. (Vêde n.º 1~'7). 

Demonstração algcb1•ica. Seja ~· a frnc.yã.o, + =q - (1•) 

l 
ª 1 - a=bq (ll•) 

e q o seu va or; telllos portanto -;;=q.' a equnçao). 
am=bqm (SI) 

am lJq~ 
-- (41) 

bm - 1Jm 

º"' -;;;; =q· 

Na fracl}ll.O +,a é o dividendo, b é o divi11or, e o 

valor da fracção é o quociente representa.do por q. Orn, 
como o dividendo é igual no clivisor multiplicado pelo quo
ciente, segue-se que a= bq. Multiplicando ambos ?s. ~em
bros desta equação por 1n, temos ani=bqm. D1v1dmdo 
agora os dois membros desta equação por bm, temos a .ia 
equação. Oancellando no segundo membro desta equação 
os factores b em que são communs ao numerador e denominador ( .. • •••), ;resta 

'l isto é ~=q. Este resultado mostra que & fracção ~b , tendo ambos oa termos 
' ' bm • multiplicados por m, não fica com o valor alterado, porque se conserva igual a q. 

" 
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nm . •.1 • 
Ficou poi~ dt'moustrado que b,; é igual n q ; agora, om 11ent1uo mverso, se 

am 11 • n G é • ) 
dividirmos ambos os termos da fracção T,; por m, o a ficará b ; e como b 1gua 
a q, 11C'gllf."·~O quo o valor de tmw fracyà-O nà-0 ~e alt11ra, qucmdo niultiplicamos ou di
ridim03 ambo1 03 81JtU tsrmo1116la muma quantidade. 

* 
213. Theorema. Se a mesma quantidade for addicionada 

a atnbos os termos de uma fracção propria, a nova fracção resul
tante será maior do que a primeira; mas se a mesma quantidade for 
addicionucla a ambos os termos de uma fracção impropria, a fracção 
resultante será menor do que 1:t primeira. 

Demonstrn~ão. Seja : a fracção propria, e 11i a q~antidade que se addi-
. a+m 

ciona a cada um de seus termos; então a fracção resultante será b-J-m. 

a a-j-m . 
Reduzindo agora as duas fracções Te b-j-m ao mesmo dflnonnnador (o.• u;;e). 

para determinar qual dellas é a maior, teremos 
a ab-j-am a+ Ili ab-j-bm 
t;= b•+bm e ~= bt+bni 

Desde que o denominador é o mesmo em ambas as fracções, a fracção maior 

se1·á a que tiver maior numerador. Se : for fracção propria, a deverá ser menor do 

que b, e am menor do que bm, e por conseguinte, ab-t-mn menor do que ab+bm, 
isto é, a fracção resultante será a maior do que a primeira. 

Se : fo» fracção impropria., é evidente que ab+am>ab+bm, isto é, a fra

cção resultante será menor do que a. primeira. 

* 
214. Theol'ema. Se um numero dividir o dividendo e o 

divisor, dividirá tambem o resto, se o houver. 
f)cmonstração. A. demonstra.yã.o deste theorema baseia-se nos dois prin-

cipios seguintes : 
1° A cl ifferença entre duas quantidades inteirm deve 11er uma qU<11T1tidade inteira. 
2° O quociente de uma divisão exacta dtnJe 11er um numero inteiro. 
Seja. poisado dividendo, bd o divisor, q o quociente e r o resto da divisão, 

Vamos demonstrar que d dividindo acl e bd, dividirá tambem r. 
Como o dividendo é igual ao divisor mul- d-bd + , (1•) 

tiplicado pelo quociente e mais o resto, temos a - q 1 

ad=bdq+r (la equação). Mudando o lugar do ,. 1·=ad-bdq (2a) 
pal'A toroa.1-o mais saliente, temos a 2a equação. Di- ,,. ad bdq 
vidindo os tormos desta equação por d, temos a. 3a -=----- (3ª) 
equac;.ão. Cancella.ndo a.gora nos dois termos do se- d d d 
gundo membro o fa.ctor d que é commum a.o nume-

ra.dor e ao denominador, temos -i-=a-bq. Esta ul

tima. equa.Qão mostra-nos a. differença de dois nume-

(48) 

1 
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ros-inteiros, que deve 11er nm numero inteiro, como o quociente da divido ile f'.'11111 
1l. Ora se o quociente é inteiro a divisão é eucta, e r é ontào diviaivel por ci. Voji 
tanto, " um minMtro àit-idir o àivkl•ntlo 11 o divüor, dioidird t.ambni o t'llCo ,. il
howBr. 

* 
215. Tbeol'ema. O numero que dividir dois outros nu

meros, dividirá tambem a differençn que houver entre ellee. 
Demonst.rn~ão. Sejam a e b os dois nu-

meros, e d o divisor de ambos, então como d divide 
a e b, dividirá t:i.mbem a-b que é a sua diffürença. 

Se d divide exacta.moute a e b, os qnocien
tes q e q' hão de ser necessariamente nnmeros in
teiros. 

Desde que a=dq e b-=:dq' · se~e-se que 
a-b=dq-dq', (1• equação). :Oividmdo a.gora. 
todos os termos desta equação por d, temos a 2• 
equação. Cancellando agora. nos dois termos do se
gundo membro desta equação, o füctõr cl que é 
commum a.o numerador e ao denominador, temo11 
a 3• equação. Ora, como q e q' são numeros intei
ros, a sua differen<;n lambem deve ser um nu mero 

inteiro,eseoquocientede ª-;;- 6 
éum numero in

teiro, mostra que a divisão é exacta., e que a diffe
rença. a- b é divisível por d. Portanto, o numero 
qus dividir dois outro11 numer03, dfoidirá lambem 
a differença que houver entre elle:i. 

a 
-=q ou a=dq 
d 

b , b d ' -=q ou = q 
d 

a-b=dq-dq' 
a-b = dq _ dq' 

d tl ti 
a-b I 
-=q-q 

d 

Base das regras das quatro operações sobre fracções 

* 
216. Somma1•. Demonstrar que ~ + ..!.. = a'-f-b' • 

b a ab 

Demonst1•nf,:ão. Em .A.lgebra. bem 
como em A.rithmetica, as fracções devem ter 
um denominador commum para se poder ope-

rar a addiç.ão e subtracvão . .A.s fracções + e 

~ , reduzidas ao mesmo denomina.dor ficam 
a 
a2 b2 

- e -b. (Vlide n.• u;;e). 
ab a 

• • a1 bt 
SeJ& pois ~ = m, e ~ =n. 
Então a~+b2=abm+abn, 1• equação. 

:i;>ividindo todos os termos desta equação por 
ab, temos a. 2• equação. Cancella.ndo a.gora 
nos termos do segundo membro os fa.ctores a 
e b que são communs ao numerador e ao deno
mina.dor, temos a. 3a equação que apresenta. a aomma de m+n., valores dai duas fra-

ª' +b2 . cções, igual a --;;b . Daqui coneluimoa que, para " som.mar jroq4• ~·a 
um denominador commum, e e.•creve-se a somma dos numaradoru aobrll •lle (a.• •••)· 
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Demonstrar que .!:. - ~ - ~ 
b à- bd. 

21 '7. Subta•ahit·. 

Dcmonst .. ação. As fracções ~ 0 ..:.__ ro-
b t! 

<litzic111s ao mesmo deno111in1tdor, ficam ~ 
0 
~ 

, . nd bc M btl • 
l'll•Ja - 111 o - E t' 

• bd ' bd n. ' n "º tomo~ a.cl b1lm, 
e.b~=bdn ou ad-bc brhn-bdn 1• oqirn •i\o Di 
v1~lmclo todos os termo~ dest~ equd~ão por í/J t • -
a~· º:\naç!lo. Cancell:rntlo o.~ factores commm~m~~ 
!ªfi·~t<. o 1ue111br~, temos a 3• equação, que mo.~ t l'd qne 

i e1euçn entie me n, que são os valores das duas 
frncrõ .. 1 ad-/,c 

• v es, e igua 11 ~· Daqui conclui mos que 
part se subtraliil' u~ui fl'acçào de outra, 1·edu::em-se 
~,"/ ª';.;,.m denomina.dor commum etU1creve-se sob1·e 
< e a ~11ere11ça dos n111neradortU1 (a.• 10 • ) . 

* 

ad 
bd =m. · .ad=bdm 

bc 
bi=n. ·. bc=bdn 

ad=bdm, e bc=bdn 
(1•) 

ad-bc = bdm- bdn 
(2•) 

ad-bc lJdm lJdn 
bdd= lJd -~ ud 
a- bc 

bd =m-n. 

2 l8. 1\lultiplica1·. Demonstrar que~ x ~=..!!:.. 
b à bà • 

Dernonstr•ação. Seja ~=m e _;__ E 
b ' à -n. n-

t~o te1~0.s .a -hm, ec=d1n, ou ac=-bmdn 0 a=bm,ec=dm 
ção. D1v1dmdo os termos rlesta e ' 1 equa-
a 2• equMfo C·uicelln d quaçiio por bel, temos a X c=b1n X dn 
S"o co .. · • • u o agora os factores b o d quo ac --b~orln 1 " 111muns ao n11111 erador e a d · d "°'' ( o a 3• equação que mo t. o ouomma or, tC'111os 

s ia que o protlucto de 1n e n que ac limdn 
são os valores das duas fracções, é igual a~. ;aqui bd = lJd <2•J 
concluimos que para se achar d bà 
cçõe!, multiplicam-se entre si os °,,Jjro .'<etto de duas .f1•a- ac (3•) 
se jaz com os denominadores meia-e ores, e o mtU1mo bd =mn. 
será o producto (n.' •o::). 'eª .fracçào rtU1ultamte 

* 219· Dhridit·. Demonstrar que~+..:...=.!!!!... 
b à ÚC' 

Demonsla•ação. Seia~- e , b-.m,e-=n; 
Então temo.• a -bm e c-dn . . . à 

a b111 ' - ' ou divulmdo um pelo 
outro- -

e d11 • 

.Multip~cando agora ambos os membros desta 

equação por b' temos a 2a equação. Concellando no 
segnudo membro osfactore b d 
nnmerndor e ao deno1uinad s. e quesàocommunsao 
mostrn quo a divisão de o1'temosa3a equação que 

m por n que são os valores 
das duas fracções, é igual a ~ 0 . 

bc · ra este q1toc1ente 
ó composto do dividendo~ e d d' . e 

b o 1v1sor d com os 

termos invertidos : . Daqui concluimos que para se 

a=bm, e c=dn 
a bm 
-=--
e dn 

(2•) 

axd lJmxd 
cxT= dn xt: 
ad m 
-=- ,3B) 
bc ?l 

DEMO!'ISTRAÇÕES AI..OEBRICAS 

dividir unia fracçilo por omra, invert~m-ae oa lermos do dioüor, e ~ioo...,. • 
cluaa fra(.Ç6es ( a.• • •• ) 

* 
220. Uma equnçilo do primeiro grau com uma só quantidade 

desconhecida terá umn, só raiz, isto é, um só valor ou resposta que 
póde verificar a equnçilo (n.º 179). 

Demonstração. Seja a·= 11 qu11ntidade desco- are-cx=b-d 
nhecida; a= 11 somma dos coofficieutes positivos de a:; 
e-c= a somm11 dos coefficiAntes negativos; seja tamhem x(a-c) =b-d 
b= a somma das quantidades conhocidas que são positi- b-d 
vas, e-d= a aomma. das que são uega.tiva.s. Então temos x=--· 
o resultado que está ao lado. Fazendo agorn b-d=n, e a-e 

a-c=m, temos x=~. Ora, dosde que n dividido por 
'" m não pode ter senão um quociente, segue-se que uma eq11açdo do primeiro grau 

com uma s6incognita, ncio 1J6de ter sendo uma raiz. 

· Nota. Os exemplos quo acabamos de expôr, habilitarão º' a.lumnoa a com
prehender, sem difficuldade as outras demonstrações algebrica.s que apresentaremos 
no desenvolvimento desta obra. 

GENERALIZAÇÃO 

22 l. Quando as quantidades conhecidas de um problema alge
brico são representadas por lettras7 estas quantidades chamam-se 
valol'es gel'aes, porque o resultado da solução apresenta um 
modo geral de resolver todos os problemas da mesma especie. Ge
neralizar um problema é pois substituir os seus valores par
ticulares ou dados por valores geraes representados por lettras, pnra 
que o valor da incognita seja expresso em uma fórmula algebrien. 

222. Fót•mula é o valor da incognita de um problema ge
neralizado, expresso em linguagem algebrica, e que serve de regra 
geral para Tesolver problemas semelhantes que apenas differem no 
valor particular de seus dados. 

223. Reg 1•a é a traducção de uma fórmula algebrica feita em 
linguagem commum. Assim a fórmula a~b • tmduzida ou expressa 
em linguagem commum, quer dizer: O P'roducto de a multiplicado 
por b dividido pela somma de a mat's b. . 

Vamos agora resolver alguns problemas generalizados para elu
cidar com clareza este ponto. 
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Primeiro caso da generalização 

22~. P1•oblema. A somma de dois numeros é 68, e a sua 
ditferença é 20; quaea são os nwnoros? 

SohH,;iio. Seja :li o numero maior, e:u-20 o numero 
menor. PelAS condiçôos do problema, o numero maior é 4'1, 
e o menor é 2·1. 

x+x-20=68 
2x=88 
x=44 

x-20=24. 
Se tivessemos de resolver agora muitos problemas desta natu 

reza, em cnda um dclles teriamos de estabelecer identica equação e 
repetir o mesmo trabalho da solução. 

Generalizando porém, este problema, obtemos uma fórmula que 
resolverá facilmente todos os problemas da mesma natureza. 

Generalizemos pois este problema: 

A somma de dois nume1·os é s, e sua dijferença é d; quaes são os numeras~ 

Solução. Seja x o numero maior, ex-d o numero 
menor. Temos então a equação x+x-d_a, Resolvida a 
e ã . é •+d quaç o, vomos que o numero maior -

2 
- • e o numero 

M-d menor é -
2
-. 

x+x-d=s 
x+x=s+d 

2x=s+d 
a+d x=-

2 

x-d=!...::::!...· 
2 

A solução deste problema ,g-eneralizado apresenta duas fórmu-
1 • •+d é 1-ã as: uma e-, a outra -· 

2 2 

. Estas duas fórmulas estabelecem a seguinte regra da Arithmet1ca: 

Para acharmos dois nurneros, q1tando sabemos a sua somma e 
a _sua differença, ajunta1·ernos a metade da somma com a metade da 
di.flb·ença, e teremos o numero maior; e subflrahiremos da metade da 
somma a metade da d~lfe-i·ença, e teremos o numero meno1·. 

Appliquemos agora estas fórmulas na solução dos seguintes problemas: 

1. A somma de dois numeros é 100, e a sua differença é 6; quaes são os numeras ? 

~oJução. Se substituirmos nas duas fórmulas as lettras a e d pelos seus respectivos valores, teremos : 

•+d 100+6 
~ = ~ =53 numero maior, 
•-d I00-6 

• ~ =~=47 numero menor. 

( 
1 • 

dEMER4LIZAÇÃO 

Segundo caso de generalização 

223. Problema.. Qual é o numero que sendo dividido por 
3 e por 5, a somma destes quocientes é 16? 

Solução. Seja :z o numero requerido. Resolvida a 
equação, vemos que o valor dez é 30. 

Generalizemos agora este problema : 

...!.. + -=-=16 3 :, 

5a:+3x=240 
:i:=30. 

Qual é o numero que, sendo dividido por a e por b, a somma 
· dos dois quocientes é e ~ 

Solução. Seja a: o numero requerido; a equação 
x 11: • _ abc 

será então- +-=c. Resolv1daaequaç.ão, temos X--
6
+ , 

Q b Q 

isto é, o producto dos tres dados divididos pela somma dos 
dois divisores. 

..=:..+~=c 
Q b 

boo + ax=abc 
:i:(b+a)=abc 

oN x=-•+11. 
A solução deste problema dá a fórmula que resolve todos · os 

problemas desta natureza. 
Appliquemos esta fórmula na soluç.ão dos seguintes problemas : 

1. Achar um numero que dividido por 3 e por 7, a somma des· 
· tes quocientes seja 20. 

Solação. Substituindo na fórmula acima as lettras C1, b e e pelos 11eus res
pectivos valores, temos : 

~= Sx 7 X20 _ ~20 =42. 
b+a 3+7 10 

2. Qual é o numero que dividido successivamente por 4 e pOI' 
5 a somma destes quocientes é 45. . Rcsp. 100. 

' 3. Achar um numero que dividido success1vamente por 5 e por 
6, a differença destes quocientes seja 2 ? 

Solução Neste problema, como é dada a differenç.a entre ãJº~::;::8 em 
vez da somma, a fórmula deverá conter tambem a differença entre os v13 • 

11bc hX R X 2_= 60 =60. 
b-o ti-õ 1 
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Terceiro caso de generalização 

•1>•>6 p 
, -- >· 1•ohlen1a. Umn lcl.n·e ~ O' r ~0 metros de distnncín j O CtlO COrr~º~od~ UIQ Cão que n perscgU!J 

e rc corre 36; cm quantos minutos o cil ml etros por minuto, e a 
s J .- . o a cnnç1mi a lebr0 ? 
• o "<'•'º· S"Jª x o n ~lanrl<.l 40 mC\tros pol' niia.ut nmerii tl~ minnfoR. O cito an-

Hloutic101. raz:io 11 Johro n.ndaQ!l(;_.~.111 x 1111uutos antla 40x. Por 
l .irl\ o l'i\o akançar 11 1 b . 40x=36x+6" 

,·onça os :lti.l' quB .iu<la 
11 

IE1h' 0 re.. o nocoRsario qno ollo 40 3 ,_. 

<l
Rup11r11111 dt.11111. PolaR comr r~, o ª1 Ilida OH 60 metros que o x- 6x= 60 

ovo ~!Ir 4ílx 3Gx , GO içoos e o problema a o ua il 4x= 60 
o numero dB minuto;rl'qj!;i:J~'~ª;~.ª oqnaçilo: ;em%s :~~ X=J5. 

Generalizemos este robl 
ticulnrcs GO 40 0 ;3f f emn:, substituindo ns quant·d d ' . • >, pe as quantidades gemes I a es par-

s 1 - a, me n 
. o uçao. Tomos a oquação - • 

v1cfa o~ta eqmv·ilo t mx - nx+a; resol-
• , . , omos a fórmula~ 

t.odos os problemas d ta ,,. _ ,. que resolve 
hnguage , os natu.roza 0 q t d . m. comi:num, quer dizer . ' ue, ra mnda em 

. À dutancia dividida l . . . 
da 0 lem1JO 1·ro11erido pe a dijJerença das velo,.;dad 

I • '"'" 8 ,fl, 

mx=nx+a 
mx-nx =a 

x(m-n) =a 
X - a --m-n 

.A.ppliquemos esta fórmula 1 D na solução dos seguintes problemas : 

19 
• o porto do Rio d J · 

..., milhas por hora. e. aneiro sahiu um vapor nav 
mil~as, sahiu do me~J~ª;:I~j~ t!nha alcançado a distancia eâ:n~~ 
gan . o 1.6 milhas por hora. em u ro viapor no mesmo rumo nave-
º pr1mell'o ? ' quantas 10ras o ultimo vapor ai' cançou 

Solução. ~- 72 12 .,,_,. -lã=-i2=4=18 horas . 

2 u . di . m gavião vendo u 
!~ancia de~e, voou para a~:n po~~a que estav~ a 80 metros de 

~uºiu do gavião; ora voando o rra;~ a ' no mesmo mstante a pomba 
o que a pomba, em quantos :in~t~s em clada mi?uto mais 8 metros 

, a a cançarrn ? 
Solução, ~- so 

n•-n - 5 = 10 minutos. 

3. Entre dois via· 
mesma est. d h Jantes que seo·uem . 
frente and~a6 ª1' ·1 a uma distancia deº 56 kflom1 estma direcção pela. 

u ometros . h ne roa · o que · 
este alcançará aquelle? po1 ora, e o outro 10 . em 'qua t vha1 na ' n as oras 

Solução. ~- 56 56 
m - n - lõ=õ== 4 == 14 horas. 

\ 
1 

\ . 

Quuto cuo de generalilac;io 

227. P1•oblemn. Um homem pódc fnzcr um trabalho em. 
8 dias; outro o pódc fnzcr em 12 dias; trabalhando juntos, em quan· 
tos dias o poderilo fozer? .. 

Solução. Hoja ::e o numero do dias rcqut•rido; como 
um homem faz o trabalho em 8 dia.q, em nm din. fará i do tra-

balho, e em ::e dias fará ; . Por sem•>lhanto razão, o outro 

homem fará ..=_. Orn. como ambos fazem o trabalho, que é 
12 :r :r 

1 inteiro, segue-se que a equac;ão deve ser 11+ 12 =1, que 

dá 4! dias. 

Generalizandll :tgnra este problema, substituindo os 
valores particulares 8 e 12 pelos valores gernes a e bb tomos 

a equação ao lado que, resolvida, nos uá a fórmula a~b que 

resolve todos os problemas desta natureza. 

-=-+-~=1 a 22 

3x+2x=24 
00:=24 
x=4-!· 

..!...+-=-=! a b 

ax+bx=ab 
:r(a+b) =ab 

ab x=--· 
a+b 

Appliqnemos esta fórmula na solução dos seguintes problemas : 

1. Um tanque tem duas torneiras, uma o enche em 6 horas, 
. e a outra em 9 horas; abrindo-se as duas torneiras, em quantas horas 
o tanque ficará cheio ? 

_ ab ox!l M 3.h 
Soluç..-.o. --= --=-=3• oras . 

a+b s+o 1:, 

2. Uma vacca pó de comer um sacco de farelo em 7 dias, e um 
boi póde comel-o em 5 dias; em quantos dias o poderão comer 
ambos? 

-
ab __ _ 7xó -_ ? 

Solução. a+b 1+;; 
Resp. 2H. 

3. A. póde fazer 
20 dias; em quantos 
juntos? 

uma obra em 10 dias, B. póde fazel-a em 
dias a poderão fazer os dois trabalhando 

Resp. 6-i· 

Nota. Pocleriamos apresentar ainda muitos outros casos de generalização, 
estes porém são sufficientes, para nos mostrar que as mais importantes regras da 
Arithmetica são baseadas nas fórmulas obticla.s na solução dos problemas gene-
ralizados. 
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FÓRMAS DA SOLUÇÃO 
228. O rcst;ltnclo da soluçll.o de um problemn póde appareccr 

com tuna dns seis f'órurns seguintes clcuominnclns: 

1• Soluçao positiva, 1 4ª Soluçao zero, 
2" ó'olução 11e,qativa, 5• Sol1içao indetermi11aàa

1 H" Soluçdo úV1'11ita, tiA Soluçao abswrda. 

Consideremos cada uma destns soluções separadamente. 

Solução positiva 

229. Soluç1lo positiva é nquclla que temos obtido em todos os 
problemas resolvidos até esta pagina. A solução positiva dá á inco
gnitn um valor ex:acto e positivo que satisfaz perfeitamente todas ns 
condições do problema, como podemos reconhecer por meio de uma 
veri:ficnçilo. (Sec. 177). 

Se algumas vezes a incognita e o seu respectivo valor appare
cem com o signal negativo, como: -.e= -4, isto provém da inversão 
na ordem dos membros da equação; mas este resultado se corrige 
facilmente, e a solução se torna positiva, mudando a ordem dos termos 
da solução, como : 4=x, ou mudando os signaes de ambos os termos, 
como: x=4. Nestas mudanças o vnlor da equação não so:ffre alte
ração alguma, como ficou exposto na secção n.º 182, Regm. (Vêde 11.º rn1, VIIl Prob.) 

Esta é a solução natural que os discipulos já conhecem, porque a 
teem obtido em todos os problemas já resolvidos, e por isso não pre
cisam de mais esclarecimentos sobre ella. 

Passemos pois, ás outras soluções que ainda são desconhecidas. 

Solução negativa 

2:10. Jii vimos na secção 11. 0 11 que, quando uma quantidade 
não tem signnl algum, subentende-se o signal positivo +,e que todas 
as quantidades são consideradas positivas, se não forem de outro 
modo designadas. Do mesmo modo, o valor da incognita é conside
rado positivo, quando a incognita tambem o é. Assim x=8 quer dizer +x= +B. 

231 . Algumas vezes, porém, acontece que, na solução de um 
problema, a incognita tom o signal positivo subentendido, e o seu 
valor apparece com o signal negativo, como x= -4. A este resul
tado dá-se o nome de soluç:lo negativa. 

.. 

J'ÕltlUS DA. BOLUQlO 

o com o seguinte problema.! ~ 
Exemplifiquemos =e sacca1 de caf~; o Wiplon ékoo'~ _..1 1 

arma.um ha um certo n o seu nu.mero mais ~ ' '1-
100 ~igual a quatro t1UU 

menos 11 • 
-·-ero de saccaa . entlo temoa a seguinte n,..,. dai !l&CCU ; 

Solução. Seja :i: o numero <Lz+200=3:z:-100, 
eqna~lt.o 4:1:-3 :i:=-100-900, 
trans~ondo x=-300. 

redw11ndo tã no sentido 
. da ue satisfaça a ques o . • 

O resultado x=-300, am.d 1rithmetico, porque em um~ 
algebrico, não a satisf nz no senti ~ de café. Essa solução mostradá polB 

6de haver - 300 sacca iado ou então se uma 
zem ::~l~m defeito ou engbalno noE~~~n:rros 'podem ser facilmente que " da ao pro emn. 
intery:etação erra dos si naes, pois em 

corn~i~t~p~ot1ª':1_'._ º13Ô~;,:·~á.r:ª ~gfo e ~~~0ôo~;i;gi;~ 
lug~ e bÍema a equação ser x assun este pro ! . 

. t é a solução positiva. . é 40 annos, e a de seu 
is o ~32. Problema. 4 iddadde de :.té~aiquadMLplo da idade do 

ha a ida e o 'P filho é 13, em que epoc 

filho ~ . numero 11ue falta para 
Solução. SeJ& x.dº Então a equação será 

•ha requeri a. t o~x-c-4. 
chegar xª ~~g+x. Resolvid!' a equa~s'tr~ue ha al-
4(13+ Flte resultadc;i 1;1eg~il~ ~l~ples loitnra deste 
gum engano a corngd. e ·utgar erradamente qb: 
problema, fomo~ led:s ~! !fl~ctuaria em uma epoc 
essa r~lação ~ ~~os do pai, e não antes. ocha a 
posterior aos eiado dissesse : • JPm <JUe.doe'J!G11o~ 1 • 

Se o enun lo da idade o J--
idade do pai foi ~ quadrup era em uma epocha an
logo comprehendena~~~~~~os formulado a 2• .:u:~ 
terior ~os 40 it~d~s~ostra que a e13ch:_:_~:~os e 
ção, CUJO r~s~quand<1 0 pai tinha - - ' 
Problema, 101 

filh 13-4= 9. falta de clareza no 
o . o NI ·• solução vemos ~u~nferpretação err~&, 

1• Equação 

4(13+x)=(40+:c) 
52+4oo= 40+:x: 

3x= -12 
x=-4. 

2 • Equação 

4(13-x)=(40-a:) 
52-4x= 40-a: 

-3x= -12 
x=4. 

problema, levlu-no~d~e~t'idos pela solução negativa 
do que fomos ogo d fundamentaln OB 
x=-4. l que temos apresenta o, 233. Os exem~ os . 

dois seguintes princip1os : . . d. geral alguma troca de signae• 
l egativa in ica em 

1 º Uma so ução n . d do 'T>'l'Oblema. · do do """0-
.-t. "t enuncia o r- · enu,ncia r-

ou out1·0 de1ei o no bt ••ma solucão negativa, o di-i:cando-ae o 2° Q ando se o em "' • · naes ou mo 'J" 
u . . d trocando-se os sig . exacta~ o blema póde 88'1' corrigi do te que a solução e:tpn.ma 

· lhe deu · e BO'I' • • 
sentido qu_e se 't o' sentido poB'ltivo. •· •· valor da mcogni a n 

8 
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Solução infinita 

:!:Jo.1 • ..:\ palnvra Í1\/i11ilo tem di,·c1·13os 1>c11tidos, c?nf?~·me a 
ncccpl,'<10 cm qnt> é tomada. Em Algcbra, dl1i tem unrn. s1gn1ticaç~o 
particular que n110 pódo ser facilmente eomprohondida senão depois 
do trrmos uma idci<l clnnt da mntcri1t da sua npplicaçfi.o. E' pois con
,·enientc estml11rmos primeiro o enso em que este termo é applicado, 
pnra depois comprehondermos focilmonto n definição que se lhe dá 
no sentido algcbrico. 

2:J;:>. Quando os dois termos elo uma fracção qualquer são 
quantidades finitas o determinadas, a fracção deverá ter tambem um 
,-alor finito e determinado. Assim o valor da fracção f é o quociente 
de a diYidido por b. l\Ias se um ou ambos os termos desta fracção 
forem substituidos por zeros, os quocientes ou resultados serão 

n O n 

U-' b ou u-· 
Examinemos separadamente cada uma destas expressões alge

bri~ns, para vermos o valor ou significação que devem ter. 
236. Uma fracção algebrica é uma divisão, e em uma divi

são, é evidente que, quanto menor for o divisor, tanto maior será o 
quociente. 

Se na fracção f, o dividendo for constante, e o divisor for 
diminuindo de valor, o quociente irá crescendo sempre á medida 
que o divisor for diminuindo. Se o divisor for reduzido a um de
cimo, a um centesimo ou a um millesimo do seu valor

1 
o quociente 

se tornará dez, cem ou mil vezes maior. 
Se o divisor b for reduzido a um millionesimo, o quociente se 

tornará um milhão de vezes maior, porque ª = 1000000 a ou 
0,000001 

um milhão de vezes o valor de a; se o divisor se tornar ainda 
menor, o quociente se tornará ainda maior. De modo que, se o di
visor se tornar a menor quantidade assignalavel, isto é, o menor de 
todos os numeros, o quociente se tornará a maior quantidade assi
gnalavel, isto é, o maior de todos os numeros. E se o divisor descer 
a zero, limite sem valor a.lgum, o quociente tocará no extremo 
opposto que é o infinito, e se tornará uma quantidade infinita. 

237. Para se exprimir em.Algebra este quociente, emprega-se 
o symbolo oo que se chama infinito. 

De sorte que ; = oo lê-se: A quantidade a dividida po1· zero 
é i·gual ao infinito. 

.. 
. • • 

\ 

l 
\ 

FÓRMAS DA SOLUÇÃO 

d Em.Algdobra pois, uma quantidade infinita quer dizer. uma,.. 
eza '?'aior o que qualquer outra grandeza assignalavel .da -~ especie. .........._ 

238. Na i;o.luçilo de um problema~ quando o valor da incoD"nita 
apparece com a formula de ~ _ d ' 0 -

• 11 - ex; , ovemos entender por esta ez-
af;;::~~lºp(Y;~bi~~~ufi;~~1~; h1lllil\o·a1,or 11lg-um finilto que satisfaça as oon 

/ ' lll num<'ro a !!'lllll que ult' r d 

f~~i;;/:=~r~~~~~.:~~~ ·;.~.~~~~::·~: ~}s:~.~:;~Z~!~~:,~ 
pri~e. npossavcl, po1·que é exuctnmentc estn ideia que ella ex· 

Nota. No capitulo rlenominntlo I>Yriu à d 
exem~li.ficado, bein como os C0.8011 da~ outras ~~li~çõ::. problemaa veremos eate cuo 

Solução zero 

2:19. Se na fracção ª d · d 
. . • 7, o enomma or b for constante, e o nu-

merador a for dimmuido de valor . 
irá tambem d' . . d A . ' o quociente ou valor da fracnl!o . _ 1mmmn o. ss1m as fracçõe _6 t a 2 t Y"" 
denommador igual, mas porque e d 8 

61 i;! ·o! i;_ e -ç toem um 
lor, cada rima destas frac,..õcs o: m n~era or vai d1mmumdo deva-

p .. eno1 quo a precedente ortanto, se o numerador a d. . . d . 
menor dos numeros, o valor da fmc~:1a~; e . ~.!"ldor, e se tornar o 
e final :>' uuDUllu. O mesmo modo• 
. mente se o numerador descer a zero, a fracção f ficará redu' 

z1da tambem a zero e se oxprimini· ~-O .. 
Pela quantidad b é · l · b - ' que se lê : Zero dividido 

e 19ua a ze1·0. 

appa!!º;o2:ª~::m~o~s o hresultado da solução de um problema 
b ' c ama-se solução zero e uer di . 

q~e não ha necessidade de uantidad ª '. q Z!31 
dições do problema e po 9 e alo uma para satisfazer as con· 

' r isso a resposta é zero. 

Solução indeterminada 

241. Se na fracção ~ b 
zeros o z·esultad ' o ob am os os termos forem substituídos por 

' o sera - ra z d. 'd'd 
Arithmetica significaçãtalgn~ ero ivi 1 o por zero, não tem em 
cação importante que deve ser a, ~a~t em Algebra, t~m uma signüi. 

9 9 per 01 amente conhecida. 
· - 4 -. Quando o valor da incognita . 

me1ro grau apparece com a f, 0 em uma equação do pn· 
orma lri mostra que qualquer quantidade 

.. 
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póde satisfazer as concliçõcs do problema. ~) resultado % ~ham~ 
soluç1\o indete1·minadn, porque expnmc uma quantidade m 
determinada, isto é, um numero qualquer. 

24::J. Em uma divisão, o dividendo ó igual ao divisor multipli
cado pelo quociente; ora, desde que qualquer numero, multiplicado 
pelo divisor zero, dá um producto igual ao dividendo zero (0=0 X x), 
segue-se que o symbolo i exprime uma quantidade qualquer. 

.244. Algumas vezes o valor da incognita apresenta-se com a 
fórma indeterminada~' sem comtudo o ser, como vemos no exemplo 
seguinte: 

a!- 16 
x=--· 

a-4 

Se dermos a quantidade a o valor de 4, a2 será 16, e então 
teremos 

X= a!-J6 = 16-16 =t· 
a-4 4-4 

Mns se simplificarmos a fracção, supprimindo o factor (a-4) 
que é commum ao numerador e ao denominador, teremos o seguinte 
resultado: 

X= a2-l6 = (a-4) (a+4J =a+4 . 
a-4 a-4 

Ora como demos a a o valor de 4, segue-se que o resultado 
desta equação é 4+4=8, e não -8- como acima obtivemos. 

Podemos evitar facilmente este engano, se, antes de darmos a 
solução por concluída, reduzirmos o valor da incognita á sua expres
são mais simples, supprimindo os factores communs ao numerador 
e ao denominador. {Vêde n. 0 151.) 

245. Na solução de alguns problemas, obtem-se uma outra 
fórma que tilmbem exprime uma quantidade indeterminada. Essa 
fórma é 0=0, que se lê: Ztwo igual a ze1·0. 

Vamos resolver um problema que nós dará a fórma 0=0. 
. P1•oblema. Ha um numero cujo t mais t dão uma somma 
igual a t do mesmo numero; qual é esse numero ? 

Solução. Seja x o numero. Então temos ~+~ =~ 1 
3 6 2 

inteirando 2x+x=3x, 
transpondo 2x+x-3x=O, 
reduzindo 0=0. 

O r~sultado _0=0 mostra que qualquer numero satisfaz as condições do pro
?lema. E 1~to é ~vidente, porque t+t são iguaes a t; ora qualquer numero tem t 
igual a ou.ro t, isto é, uma metade igual a outra metade. 

d fórma % ou 0=0 appareee como o rt'llll• 
246. Q

1 
uban. 0 ~e um problema, quer dizer que a Ml 

da solução a ge rica 
indeterminada. 

Soluçlo absurda 

é uma traducçilo fiel de um enunciado d.e 
24'7 • Uma equação diz em linguagem eommum, a equa-

um problema. ; o que 0 problem~ u em algebrica, por isso q~do 
ção exprime com clareza. em ng ~os e a.a condições razoa.veis, & 

os dados de um problema s~o exa. ~as a.ttesta ta.mbem a. verdade 
solução dá. não só.º valM! ;!~~o uma equação traduz fielmente 
exposta no enunciado. f dã d.e um problema., traduz egualmente 
quaallquer vberurdadd~ ~: ~~ap:r~teº que elle contenha.. 
qu quer a s . 

. al absurdo nos da.dos ou nas eondi-
248. Quando pois ba di f: apparece com toda a. clareza. no 

ções de um problema, esse s ~ o valor da. incognita. 
resultado final da. equação, que t com o seguinte problema: Qual ~ o 

Exemplifiquemos est~ po~ 0 
• es á di lrerença que ha entre 

'os , menos 5 inteiros slLo igua 'JJ' • 
numero C'UJ TI · 7 '2 ! e t do mesmo numero e mais . 

. Então temos Solução. SeJa :i: o numero. 

intein.ndo 

transpondo 

reduzindo 

1:z S:i: :i: +'1 .. ____ ' 
12-u- 4 G 

'l:i:-60= 9x-2:i:+8', 

7x+2:i:-9x=B4+60• 

0:=144. 

t 0 i·esul.tado da solução 
O erro ou dislate appa.rece clarame:e;oné igual a 144 unidades, 

0= 144; ora é um absurdo affirm~~;n;e solução absurda. 
e por isso este resul.tado tem o n no roeesso da solução, o a~urdo 

Não havendo engano ª~ d ~o problema.. E com. etfe~to, se 
não póde partir senã~ do enuncia o veremos logo a sua dispa.n~e' 
examinarmos as condições ~rop~~ta.h. ora -fs-Õ não póde ser 1gwu 

orque a ditferença entre T e õ ' 

p , + 7 como affirma. ·o problema.: um roblem.a, não poder-
a TI Qu~ndo pois, pela simpl~ll~e1:~!:, o r~sultado da solução o 
mos perceber o absurdo que 
mostrará. com clareza. 
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•>-"9 o -·.1 • .:::-e dermos á I tt seguinte tabella . 'd e m n um valor qualquer, teremos a 
solu"'i"s .· I osullll n das expressões l b . .., ''" ª ge ricas das diversas 

Soluçílo zero , X=~ 
n Solução positiva 

Soluçilo negntivt;, 
Solução infinita 

x= - n Solução indoterminad , ~ X=~ o 
) a.· " =o= oo Solução absurda 1 O=n. 

DISCUSSÃO DOS PROBLEMAS 
1 • 

~-o Q _., • uando um problcm 

(

quando suas quantidades conhcc·~ se apresenta generalizado isto é 
nº . .:.!.:.! l ), podemos inda o-ar u 1 as estão representadas po1~ lett1:a~ 
solu~uo desse problema ;e atf 'be~ serito os diversos resultados d 
putieulares ou imagin:rios. " mrmoe a essas quantidades valore: 

•>-1 n· -~ • iseutir um bl ás suas quantidad pro. ema é attribuir valores p t' ul 
sultad es generalizadas e d . . ar ic ares os. , epo1s mterpretar os seus re-

A discussão do seguinte neeessario para comprehender!~~biem~ nos dar<Í o esclarecimento ev1 amente este ponto: 

Problen1a D · l • ois c01Teios . ogm·es ~ e B que distam a milhpartwam ao mesmo tempo de dois 
mesma du·ecção, um andava 11t m:i~ um do ;utro; segiiindo ambos a 
em quantas horas wm alcançou o ou~~o~o1· o1·a, e o outro 1t milhas; 

Solução Ha 't maia fücil. ' mm 08 modos do resolver este bl 

S

. ~~ª 
eJa x o numero d h ' anda ?n milli e oras requerido. semelhante r~~lor hora, em x horas ell~ como um correio 

mos os valores d~'~ outro correio .andará ri:ni~rá ~; por 
O correio que e and supponhamos r,ue ~). n. mo ignora-

~~:S~~c=~d~ dirancia ~,ªe ~ctf~·di:t~~~i~r o outro, tem 
· equação deve ser . nx que o outro 

aqui daremos 0 

Equação 

nix=ru.c+a 
mm-nx=a 

ro(m-n) =a 

ro=-"-· e o resultado, x=· -"-· portanto, mx=nx+a, 
m-11 

259 m-1> 

-· Discussão d 
mero de horas requerido no ;r!~·oblema. A resposta que é o nu

ema, apparcce com a fórum-"-111-n 1 O 

DlSCUSSlO D09 ~ 

que quer dizer que n clistancia a dividida. peladifrerença eu\re• que~sl\o ns distAncins que andnm os correios cada hora, dJ. o ít41aaili! 
ele horas cm que ellcs devem fü:nr junto~. 

Ora. a soluç11.o -;;::_,. \lóde ter cinco re:;ultnclos ou f6rmaa ~ 
sas, segundo 08 vnlorcs que nttribuirmos as lcttras a, m e n. 

l ª Fó1•11u\. Sttpponbaroos que l\S trcs qunntidadee a, "' e .,.. 
sejam 1)ositivns e qttc 111 sejn maior do que '11 1 neste caso o numero 
de horns requerido no prohlenm será uma qunntidudo positiva, por- . 
que sendo "'>'" n diffmn~• entre estas duns <1aantidad .. e..O 
positiva; e a qunnticlilde (L divitlicln. por um divisor positivo, dará um 
quociente i:iositivo (n.n n6). Ora, isto é evidente clns circumstnncins do problema, porque se 
o correio que vai atrai, anc1n. mais veloz do quo o quo vai adiante, é 
claro que a distancia que o~ se\fnra, iril. diminuindo, e no fim de 
certo numero ele horas, m;sa distancia' desapparceerá, e elles ficarão 
1untos. Poderemos fazer esta verificação com valores particulares. 
Se dennos· ás lettras a, m e n os "'alares 20, 8 e 4, teremos o seguinte 

resultado: 

Isto quer dizer que se a distancia que separa os correios for 20 
milhas, e um andar 8 milhas por hora, e outro 4, elles estarão juntos 
no fim de 5 horas. Ne&ta supposição a solução é posit.i-va. 

2ª Fó1•ma: Supponhamos agora quem seja menor do qne '11
1 

nes~e caso, o valor de x será negativo, porque, sendo n maior do que 
m, o resultado de m-n será ne~ativo, e a quantidade a dividida por 

m-n dará um quociente negativo (n·º 86). 
Poderemos verificar facilmente este resultado por meio de alga-

rismos. Como n é maior do que m, daremos a m o Ynlor de 4, e a n 

o valor de 8. Então, 
x=~=~=~=-5 isto é x=-5· 

,,,_,. 4-8 -4 
1 

' 

Ora quando o valor da ineog,mta appnrece negativo, mostra que 
ha no problema algum defeito que deve ser corrigido. Nesta suppo
siçilo dos valores, o defeito é evidente, porque se o correio que vai 
adiante, anda mais veloz do que o que vn.i ntruz, é cll)l'o que este 
nunca poderá alcançar aquelle para ambos ficarem juntos; e 
quanto mais """1inharem, maior será • distancia que os separa. 
Neste easo a solução é negativa, e mosh .. que o problema deve 
ser modificado para ter uma solução positiva. 
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Pela simples leitura do problema, comprehendemos que os dois 
correios seguiam a direcção : 

1n ........ n ........ ->-

mas o problema não dizendo qual delles ia adiant~ ou a.traz, n~o nos 
auctoriza a pensar assim, e por isso podemos modificar o sentido da 
direcção fazendo-os seguir em caminho opposto : 

-<- ....... . 1n .......• n 

e deste modo a solução se tornará positiva, porque sendo n>m, a 
diffcrença (n-m) será positiva, e a quantidade a dividida por um 
divisor positivo dará um quociente ·positivo ( n.º 86). 

3" Fórma. Supponhamos que m seja igual a n, isto é, que 
os dois correios andem com igual velocidade, neste caso, o numero 
de horas, que é o valor da incognita, será infinito, porque sendo 
m=n, então m.'.'...,. = ~ =oo, isto é, será igual ao infinito como já 
demonstramos nas secções 236 e 237. 

Nesta supposiçã.o dos valores do problema, a solução é in
finita, e não póde ser outra, porque se os dois correios estilo sepa· 
rados por uma certa distancia, e andam na mesma direcção, e com 
igual velocidade, é certo que nunca poderão ficar juntos, pois, por 
mais que caminhem, conservarão sempre a mesma distancia que os 
separa. 

Em linguagem mathematica, diz-se que os dois correios ficarão 
juntos a uma distancia infinita do ponto da partida. Mas esta ex
pressão quer simplesmente dizer em linguagem commum, que elles 
nunca se encontrarão, ou que é impossi vel encontrarem-se. São desta 
natureza todos os casos que, em Algebra, apresentam uma solução in
finita. 

4ª Fó1•ma. Supponhamos ainda que a seja zero, isto quer 
dizer que não haja distancia alguma entre os dois correios, neste 
caso, o numero de horas requerido será tambem zero, porque a so-
l (J ··ai o ó''d ução x=m=n sera igu a m-::;;-, e n s Jª emonstramos que zero 
dividido por uma quantidade qualquer, é igual a zero. (n.0 239). 

Ora este resultado é evidente na solução, porque se não ha dis
tancia alguma entre os dois correios, é porque elles estão juntos, e 
se estão juntos, não ha necessidade de tempo algum para se juntarem. 
Nesta supposição dos valores, a solução é zero. 

5ª Fórma. Supponhamos finalmente que a seja zero e m 
igual a n, neste caso, o numero de horas requerido será indeter-

• 
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minado, porque a solução ,,. :. • será igual a .g., symbolo que sipl.( 
fica uma quantidade indeterminada, como já demonstramos ( n.0 248).: 

Este resultado é evidente das condições que suppomos no pro
blema, porque se os dois correios estilo juntos e caminham com igual 
velocidade, é certo que, desde a partida, elles estarão juntos na pri
meira hora de caminho, na segunda, na terceira e em todo o tempo 
que caminharem nestas condições; por isso qualquer numero de 
horas satisfará. as condições do problema. Esta solução é inde
terminada. 

Vemos pois, que, attribuindo-se ás quantidades generalizadas a, 
m e n deste problema valores particulares ou imagina.rios, as f6rmas 
da solução teem um resultado completamente distincto. 

253. Para fazermos apparecer a solução indeterminada com 
a forma 0=0, vamos resolver o seguinte problema : 

Tres pessoas A, B e O teem as seguintes idades : a idade de B ~ 
6 wnnos menor do que a de A, e 4 annos maior do que a de G; e t da 
idade de A màis t da idade de O sllo iguaes a -?v da idade de B e 
mais 1. Quaes são as idades destas pessoas? 

Solução. Seja X a idade de A, x-6 a idade de B, e x-6-4 a idadede e. 

inteirando 4:!:+8:1:-30= 7x-42+ 12, 
transpondo 4x+3a:-7z=-42+12+30, 
reduzindo 0=0. 

O resultado 0= O mostra que a solução é indeterminada, e por isso qualquer 

numero satisfará as condições do problema. A expressão !:i: quer dizer i de x ou ; • 
Tomemos agora ao acaso o numero 20, para a idade de A, afim de vermos se 

elle satisfaz as condições do problema. A idade de A sendo 20 annos, a de B será 
20-6=14, e a de C 20-Ji-4=10. AB condições do problema são as 11eguintes 1 

l 1 7 

3 de 20+7 de 10= 
12 

de 14+1, ou 

~+~=~+1 u ~=~. 
3 4 12 o 12 12 

A identidade desta equação mostra que o numero 20 satisfaz os condições do 
problema, e o mesmo euccederá com qualquer outro numero. 

' • 



122 ALGEBUA ELirnEXTAU 

DESIGUALDADE 
...... -,,,. . _., • • Des19unld·\ l 1 • 

apresenta duas qunnti.dad • • e . ·d' geb1•1ca é 
dcllas maior do que n t. cs um ns pelo signal 

"' ou ra, como : 

(lo Mombrol (2º Memb1·0) 

3+5 > 7-2 

uma expressão que 
> ou < sendo uma 

A desigualdade sio·nifi . . ~ermos que vão antes d~ sio·~~i° mverso da ~gu~ldade. O termo ou 
igualdade, e os que vão d:po. ' fir~am o primeiro membro da des-
n.• 168.) is, ounam .o segundo membro (VAd 

N a· . e e 
a iscussão dos probl . quantidades desi aes . emas) mu.1tas vezes é necessario c . 

desconhecidas, e ~tabef:~~· ~:~~~:~~a1 r oõs valores das qua~~a:J:~ 
•:>-- D aç es entre ellas 
_.,., ua · · 
d 

· s ou mais dcsio·unld d q uan o cm todas ellas o . . . ci a es estão no mesmo se f d 
ou guando cm todas, o st:~~~iro membro é ~aior do que o seO':~d~' 
tJ."~' as des;.gnaldades [5 > 1'2 m~'::'.b5o ~maior do que o pri':nefro'. 
I o ' e as d.es1gualdades 5 < 8 9 < 11 e 1> 3 1 estão no mesmo sen-

mesmo sentido. ' e · < 15 estão tambem no 

Duas desigualdades estão • e~ ~a dellas o primeiro membt: :en~1d~ eont1•ario, quando 
~ul~a~ ~4segundo membro é maior do mq:~o~ º. qu~. o segundo, e na · primeuo, con:io 15> 12 

2-6 ., • Para notarmos com . 
val<l'res positivos e negativos ex i:nais clareza a differença entre os 
varemos a seguinte escala d pressos em uma desigualdade oh 
val0res dependentes do SÍO'nal eqs~end;nte que mostra a rel;ção se;~ 

b e a ecta uma quantidade: 

(Numeras positivos) 

-f-5, +4, +3, + 2 + 1 
' ' 

(Numeras negativos) 

o, -1, -2, -3, -4, -5. 

. Visto que esta escala é d 

d
gmdntes factos que servem d e~cendente, notamos nella os tres 
a e : e ase para as operações da d . sel-

Jº Q esigua-
ualquer nwmero . . 2: Zm·o é maio1· elo ~;sitzvo é maio1· do que ze1·0. 

3. Entre dois nume;os qualq1!'e1· niime1·0 negativo. 
numerzco menor·. n egatwos, o maio1· é o que t em o valor 

• 

..,.._ 

DESlGUALDA.D'RS 

Asaim, + 1 >º• isto é, 1 positivo é maior do que ir.oro. 
ll>-1, iAto ó, :toro é maior do que 1 negativo . 

-2>-5, i~to é, 2 nogntivo é maior do que l> negatin. 

25'1. Qunsi todas ns altern~õcs que cffectuamos nas e~~ea 
do primeiro grau, podem ser tambem operadas nas deeigualdadell, 
como vamos reconhecer nos seguintes principios: 

1º Se juntm·mos o mesmo numero ou a mesma quantidade a 
ambos os memb1·os de uma desigualdade, ou se de ambos os membros 
subtrahi1·nws o mesmo 111imel'o, a desigtllaldade nclo ficará alterada. 

1lh18ll'n<:ão. Se n cada. mombro da igualdade '7>ó addicionarmos 4., tere
mos a. expredsi\o 7 + 4> ó + ·l quo 8implificnda. dá 11>9 ; em ambos os cuos, a 
differenc;n. é 2. Se subtrahirmos 4, teremos 7-4>5-4 ou 3>1, ficando a roeama 

differenl(<l· Isto é intuitivo, porque se n cncla mn dos membros da desigualdade a>b addi-
cionarmos ou subtrnhirmos n quantidade ni, teremos a+m>b+m ou o-m>f>-m; 
ora a desigualdade entre a e/, ticarâ a mesma, desde que ambos os mem\.Jros tenham 
o mesmo augmonto ou t.liminui<;ão. 

258. 2º Qualqiiei- tel'mO ele um membro pócle ser m'!Ldado para 

o o'ILflrO memb1·0, fJroccmdo-se-lhe o signal. 
Illustra~ão. Esta\.Jeleceudo a desi11:ualdade a'.!+b'l>2ab+c1, a.ccrescen

ta.ndo -2ab a ambos os membros, temos a<r+b2-2ab>2ab-2ab+c2, redl17.indo 

os termos, tomos a.2-2ab+b2>c2• Vemos aqui o termo -211h muda.do de um membro para o outro, ficando com 

o signal"' roca.do. 

259. 3º Se qs clois 111embros de iima desigualdade forem mul
tiplicados ou divididos po1· um mesmo numero positivo, a desigual: 

dade continuará no mesmo sentido. 
. Illostrnção. Se multiplicarmos por 3, ambos os membros da desigualdade 

8>4, te1·emos S X 3>4X3 ou 24>12; em ambos os casosi. o numero maior con
tém duas vezes o menor. Se os dividirmos por 2, teremos is+2>4+2 ou 4>2, 
tambem contendo 6 numero maior duas vezes o menor. 

Mas se os dois membros da desigualdade .forem ,nultiplicados 
ou divididos por '!Lm mesmo n'!Lmero negativo, a desigualdade resut 

tante ficará em sentido cont1·ario. "' 
Illnsl.l'ação. Se multiplicarmos ambos os membros de 8>6 P?r -2, te

remos 8 X -2>5 X -2 que reduzido dá -16 <-10, pois, como já vimos, entre 
duas quantidades negativas a maior é a que tem o valor numerico menor. (N·ª •&•·) 

O mesmo 1·esultado se observa nâ divisão. 

260. 4º Se muclw·mos os signaes de todos os (er-mos de ambos 
os membros de uma desigiialdade, ella ficará com o sentido contrario, 
porque esta mudança dá o mesmo resultado que ni'!Lltiplicar todos os 

seus termos por -L 
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1 

t 
llluatraçi\o As.~im . ~~ doe termos, t~mos -'8~3d+es~guAldade 8+3-2>2+3-1 <-4. • <--~-3+1 red . d . • mudando o al-
Na d . 1 • uz1u o oa termos t 

sendo t es1gun d11de que serve de 1 ' emOll rorados os Rignae fi oxemp o é mnior · contrario, poia _
4 

é ~· C&d maior o segund~ memb 
0 

pru:J?eiro membro mu maior o que _ 9. ro, e por isso fica em s~ntido 

261 r..o S, d 

fc 
· 0 e uas designald d fc orem sommadas membro a a es armadas no mesmo sent;d 

re . lt memb1·0 co. d • o su ante nao muda1·á de sentido. 1 respon ente, a desigualdade 

11 lllnsh•ação. A somma d . >4. Este onunci:id · . . . as desigualdades 7>3 
do que os da direit~,; 8~~~~~1à~~1~6))rq110 os membros daª 0!~e~Sa.7 + 4f 3+~ ou /Jf as se d os será tambem maior do qu • sden o maiores 

11as uas desi uald d e a estes. 
~. s1~?tracçt10, o 1'esultado p~de s:r :~ em vez da °:ddição, operarmos 

m 10 ou, resultar uma tºgualdade. mesmo sentido, no sentido con-

. . llluslração o t c1p10 : · d res exemplos seguinte d s e aubtracçã<lmo t 
(Mesmo sentido) (S s ram este prin-

entldo contrario) 7>3 . l0>
9 

(Igualdade) 

-1>1 8>3 10>9 
3>2 96 8>7 

Generalizando est · . . "'< 2--- 2 
c>d, o resultado se u~~rmc1p10 podemos estabelec -
a-c>b-d, a-~<g-dºo~s ~l~ebs pa.rticulares dS: dueb dea>b eubtrahindo ª e_ -d. ' ' e e d poderá ~Q~ ' ~ 

't. .... ..... Se os dois memb , d 
: ivos, fo~em elevados á mesm; osot e ~ma desigualdade, sendo o-

esma 'ª"' a d6Bigualdade r6811lfam":fiª' º" se delles se ""trahi~ a '-.,, 
sentidolllDnstração. A1J desigualdades 3>2 e 3- ~>ar2á2no mesmo sentido. I 

· o mesmo d • que é 9 > 4 mesmo sentido. mo o, 25>16, e y25 > y16 • estão tio mesmo 
E' claro que . que é 5 > 4 estão ta b 

drado será "tambem'. !~iºorprd1meiro membro for maior do m em no 
zes. Mas se d . o que o seg d que o seg d 
cção de raiz~: n~:! ~~~~:ºJa~º forem upno_s?ii:o~.~e:l~a~~~cdderáW:o~ ~ 

8

~8q~~ , 
263 R o uma desigualdade no mesmo ~E~~dnc1as e a extra--=----..~ 

. • esolver uma d . º· ·· 
rior ou inferior do v 1 esi~aldade é determinar . . 
condições apresent ~ or que a mcognita póde ter o lim:te supe-

Em geral ª
1 

as em um problema. para satisfazer as 
reso ve-se um d . uma equação do . . ª esigualdade do 

bamos de expôr primeiro grau,_ observando os p~es~~ modo que ' . nncip10s que aca- \ 

1 Problema A h 
rest · • e ar um o seja maior do que o mesmo ~~ero de c~jo triplo tirapdo 4 ô 

Solução. se·a ero e mais 6. ' \ 
a .~ z o numero requ 'd 1 tr!egmute desigualdade er1 o, e pelas condições do , rea~º:Ido os termos t~~~~.......... 3.x-4>x-+r6blema, temos 

Sendo o num1~roº mºs. teraºª e' dividindo........ 3.x-x>6+4' 
mor o que 5, póde s~; (;". ·: x>5. ' 'visto não ter outro lim't 1 e. 

I 

264· Se um problema de desigualdade oifereaer chdlâ 
ções, em uma, a ineognits. apresentará o limite atq>erior, e em 

o limite inferior. 
II 1•roblerna. Cinco vezes certo numero e mais 4 '...m, 

do que duas vezes esse numero e mais 19 ; e cinco vezes eue .,mr 
mero menos 4 é menor que quatro vezes o numero e mais 4. Re-
quer-se o numero. 

Solução. Seja oo o numero requerido no problema. 
A primeira condição é. . . .. . .. . .. .. .. . . . • .. . . . . r>:i: + 4:;>2:1:+19 (l •) 
A segunda condiçl!.o é ...................... ,.. f'ICl)-4<"2:+ ' ('I&) 

(1ª) (r') 
f'ICl)-2:i:::> 19-4, =-•:>•+'-: 

Sa:>16, z<8· 
:i::;>6. 

Tr&nBpondo os termos em ambM 
reduzindo os termos .. , .......• 
dividindo a (1 .. ) por 3 ......... . 
Desde que :i: mostra um numero maior do que 6, e menor do q_ue 8, 1~ 

q_ue esse numero póde ser 6 ou 7, visto amb• u.tisfazerem &11 condic;llel cfo prO:' 

blemª· 
Ili P1.•oblema. Demonstrar que a somma. dos <iuad?ados de 

duas quantidades desiguaes é maior do que duas vezea o prod~ 
dessas quantidades, isto é, que a

9
+b

2
>2ab. · 

Demonstração. Desde que o quadrado de um numero, quer eaae numeto 
seja positivo ou negativo, é sempre wna q~antidade positiva, como vimos D& regra 
dos eignaes ••• "'ª; e como qualquer numero positivo é maior do que zero (-• -•), 
segue-se que a2-2ab+bl1 que é o quadrado de (a'-b), é maior do que zero. 

Portanto ...................•. ,........ a2-2ab+bl1:;>0, 
juntando 2ab a ambos os membros.,.. o'A-200+2ab+b'::>O+iab

1 

reduzindo os termos ................. , a'l + bll;> 2ab. 
Fica, portanto, demonstrado que a2+b2 é maior do que 2ab. 

Regra. P<JIT'a resolvermos wma desigualdade, fatremoB todas aa 
t;ransformações necessatrias para achar o valOf' mais appro:cimado da 
incognita, operando como nas equw;ões do primeiro grau. 

Resolver os seguintes problemas ~ 

4. Se 4x-'1 <2x+3, e se 3:c+l> 13-x, qual é q valor de•' 
Resp. Sendo maior que 3, e menor que õ, &4. 

5. Achar o limite de x na desigualdade 'lx-3 > 32. Resp. ~> õ. 
6. Achar o limite de 'I: emf>+..!..<8+~· Resp. oo<36. 
- 3 4 

7. O dobro de certo numero e mais 7 é menor que 19; e o seu 
triplo menos 5 é menor que 13. Requer·se o numero. Resp. ? 

8. Determinar quanto a somrna a11+b11 excede a.oprodueto 2ab. Resp. (a-b)i. 
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FORMAÇÃO DAS POTENCIAS 
.2G::>. Quando definimos os termoa nlgebricos (o.o• 24 a 29) 

dómos umn. exposição resumicln dos symbolos que representam as 
diYersas potencias e raizos, pam os discípulos poderem ler estas 
expressões, e cffoctuar com ellns as quatro operações algebricas sobre 
inteiros e frncções. Agora, porém, que tomos de entrar na formação 
dessns potencins e extracção das suas raízes, precisamos desenvolver 
mais este po~1to. 

!!GG. A pRlnvra potencia é usada em Algebra para significar 
o producto de uma quantidade multiplicada por si mesma um certo 
numero de vezes. 

Qualquer quantidade é geralmente considerada como a primeira 
potencia de si mesma; mas rigorosamente fatiando, ella não é poten
cia, mas sim raiz ou factor do qual se podem formar potencias; assim 
x, tomado uma só vez como factor, não dá producto nem potencia, 
porque x1=x. 

267. A segunda potencia ou o quad1·ado de uma 
qmintidade é o producto dessa quantidade tomada duas vezes como 
factor. Assim, a segunda potencia de x é x2, porque x X x=x2. 

268. A tel'ceit•a potencia ou o cubo de uma quantidaqe 
é o producto dessa quantidade tomada tres vezes como factor. Assim, 
a terceira potencia de y é y3, porque y x y X y=y8• 

!!69. A qua1•ta potencia de uma quantidade é o producto 
dessa quantidade tomada quatro vezes como factor. Assim, a quarta 
potencia de a é a4, porque a X a X a X a=a4. E do mesmo modo, se
guem as demais potencias. 

A f Ol'mação das potencias ou Potenciação é a ope
ração que tem por fim achar qualquer potencia de uma quantidade. 

Nota. Forma;;a,o de potencias e extrac'ià-O de raízes teem outras denomina
ções. Os auctores inglezes e norte-americauos chamam ao primeiro processo involução 
(involution), e ao segundo, evolução (evolution). Alguns auctores dão tambem ao pri
meiro o nome d'e p otenciação, e ao segundo, o de radiciação. 

270. Chama-se expoente o numero escripto no alto direito 
de uma quantidade para mostrar o grau da sua potencia, isto é, 
quantas vezes el.le tem de ser tomado como factor. {n.º,25). Assim, 

A 1ª potencia de 3 é 3 ou 31• 

A 2ª potencia de 3 é 3 X 3=32=9. 
A 3ª potencia de 3 é 3 X 3 X 3=38=27. 
A 4ª potencia de 3 é 3 X 3 X 3 X 3=3'=81. 

FORMAQÃO DAR POTENOIAS 

A 9• potencia de x é xxx=:z:'!. 
11 - d ' v •'-':r-;D A 3• otcncin e x u x "x" - . ~ 

p . d .... . ..( a·x:z:xa~xx=.i: 'etc. A 4• potenc1n e .... ,,; , 

. d 9 27 81 etc ·exéraizdem'tm', Daqui se vê que 3 é raiz e ' ' ' . ' 
X", etc. 

- d um monomio a qualquer potencia Elevação e 

bl Qual é a terceira potencia de 2ab2? 271. Pro ema. 
. . " tercoirr. pote1wia do 2ab' deve aer o pro-

Solução, ~egdnnto ª <l~oi~~ç~~~es como foctor . Eutào, 
dueto desta quant1da e orna b"b~b2 ou 

9 2X2XGGaX · -(2ab'.l)8=2a~~a~~1~i~~~b2>+2+2=8a"b~. 
. nte 2 so olevn á torceirr. pot~nc~a e fica ~. 

Neste exemplo vê-se que o co?ffic1~ seus expoentes ou se multiplicam 88tea 
e ás lettras a e b'.l se lhos clA tres vezes o 

por 3, e ficam a'bº. . h dois casos a considerar, 
272. Nos signaes das potencias a 

que s~~ Quando uma quantidade é positi~a. 
2º Quando uma quantidade é negativa. . . 

Q do uma quantidade é pos1t1va, 
073 Pl'hneh-o caso. .u.an . ·a qual for o nu-
- • · positivas porque, seJ 

dará todas as suas potencias fi 'tor o producto serA sempre 
. lia entre como ac ' A . 

mero de vez~s que e . li do or +dá+. (n.º '1::1). ssun, 
positivo ; pois + multip ca P 

8 
) (+ )-+a2 e tambem (+a) X( +a) X (+a)= +ci. (+a X a - 1 • 

d Quando uma quantidade é negativa, 2 74. Segun o caso. 
temos os seguintes resultados: 

_ 2. a 2ª potencia é positiva. . 
(-a)X(-a)-+a '--a11· a 3• otencia é negativa ... 
(-a)X(-a)X(-a)- '- ~~. a4ªpotenciaépos~t1va. . 
(-a)X (-a)X(-a) X(-~) X (-a)=-as; a 5ª potencia é negativa. 
(-a)X(-a)X(-a)X( par de factoresne-

oducto de um numero fi t Daqui vemos que o pr d ero impar de ac ores· 
gativos é positivo i e o pr?ducto \::Ci~:m ares de uma quanti~ade 
neo-ativos é negativo. P?: isso as po t . a! ímpares são negativas. 
negativa são todrui positivas, e as po enci . l otencia, 

l monomio a qua quer. P . Regra. Pal'a se e e·var um "do e multiplica-se o 
. l ao grau requeri ' io eleva-se o coefficiente nwmera da. otencia. ~, se o mono~ 

t-. ·'lente de cada lettra pelo expoente ·t s . m;f;se for negativo, 
fO'l" ~ º'ivo, todas as potencias se·rão posi va ' 
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todas as potencias pares serao positivas, e todas as potenciaa impa
res serao 1iegativas. 

Bespoa'8& 

9a2a:4u8. 
25bfe8• 

8-:»ºyfl. 
a2b4ce. 

1. 
2 .• 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. 
11. 
12. 

Achar o quadrado de 3aa:2y8
• 

Achar o quadrado de 5b2c8
• 

Achar o cubo de 2x9y8
• 

Achar o quadrado de - ab2c. 
Achar o cubo de - abc2

• 

Achar a quarta potencia de 3ab8c2
• 

Achar a quarta potencia de - 3ab8c2
• 

Achar a quinta potencia de ab6cé/,2. 
Achar a quinta potencia de - ab3c2

• 

Achar a setima potencia de - m2n8
• 

Achar o cubo de - 3a4
• 

Achar a quarta potencia de 7 a2x3
• 

-a8b8c6• 

8la4b12c8• 

8la4b111c8• 
ar.b1r.c"'d1º. 
-a"'b15cto .. 

? 
? 
? 

Elevação de um polynomio a qualquer potencia 
275. Problema. Qual é o quadrado de ax+cy? 
Solução. Multipli-

cando aa; + cy por si mesmo, 
ou seguindo o enunciado do 
1º theorema (a.• oo), obtemos 
o seu quadradc, como se vê 
na expressão ao lado. 

Re91•a. Pwra se elevar um polynomio a qualquer potencia, 
acha-stH) producto dessa qiiantidade, tomada como facto1· tantas ve
zes quantas f01·em as unidades do expoente da potencia reque1·ida. 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 

- 8. 
9. 

10. 

Achar o quadrado de 1-x. 
Achar o quadrado de x + 1. 
Achar o quadrado de a-cy. 
Achar o quadrado de 2x2-3y2

• 

Achar o cubo de a+x. 
Achar o cubo de x-y. 
Achar o cubo de 2x-1. 
Achar o valor de (c-x)4• 

Achar o quadrado de a+b+c. 
Achar a quarta potencia de b+6. 

Respostae 

1-2x+x2. 
x2+2x+l. 

a2 -2acy+c2y2
• 

4x4 - l 2x2y2 + 9]/. 
a8+3a2x+3ax2+x8

• 

x5-3x2y+3xy2-y8• 

8x8-12x2+6x-l. 
c4-4c8x+6c2x2-4cx8+x'. 

? 
? 

Elevar uma fracção a qualquer potencia 

276. P1•oblema. Qual é o quadrado de :=.: ? 

Solução. Multiplicando a. fracção a+b a+b _ a2+2ab~fo 
por si mesma, obtemos o seu quadrado. b X b - '' r + · a- a- a·-

J!'OBJU.ÇlO DAS POTENCIAS 

Regra. 
rida. 
1. Achar o quadrado de~. . Resp . ... 

811 ili' 
2. Achar o quadrado de ~ . ..... 

"'li > iiji' 
3. Achar o cubo de-~ Boi 

a:tys. :r> 
-~· 

4. Achar o quadrado de ~. . .. 
8y > e,;· 

5. Achar o quadrado de ~ --4:1+• 
. z+3º > s2+es+e · 

Binomio de Newton 
.277. T~dos os bi~o~ios pódem ser elevados a qualquer po

tencia por me1~ de mult1phcaçõe~ ~uccessivas, mas este processo, 
além d~ se~ mruto moroso, está SUJeito a muitos erros. O grande ma
thematico i~glez. Isaac Newton descobriu um processo facílimo de 
elevar um .bmoIIl!o a qualquer potencia, sem esse trabalho fastidioso, 
ne.m o p~ngo de errar. A esse processo admiravel deu-se 0 nome de 
Binonuo de Newton. 

Par:'l' comprehendermos a base em que assentam as leis desta 
fórmul~1mport~nt.e, elevem?s os binomios (a+b) e (a-b)até a quinta 
pot~nc1a! supprmundo as diversas multiplicações para não tomarem 
aqru mruto espaço : 

2 .. Potencia. (a+b)2=a11+2ab+b2. 
3 .. Potencia. (a+b)8=aª+3a2b+3ab2+bª. 
4: Potencia. (a+b)4=a4+4a6b+6a2b2+4abª+.b•. 
5 Potencia. (a+bY'=a11+5a4b+10aªb2+10a2bª+õab•+b11 -
2 .. Potencia. (a-b)2=a2-2ab+b2. · 
3 .. Potencia. (a-b)6=aª-3a2b+3ab2-bª. 
4: Potencia. (a-b)4=a4-4aBb+6a2b2-4ab4+b"'. 
5 Potencia. (a-b)11=a"'-5a4b+10a8b2-10a2bB+5ab•-br.. 
278. Nas diversas potencias destes dois binomios, temos de 

analysar quatro pontos, que são : 
· 1 • O numero de termos. 

2• Os signaes dos termos. 
3º Os expoentes dos termos. 
4º Os coefficientes dos termos. 
Analysemos cada um destes pontos separadamente. 

Numero de termos 
. ~79 •. Examinando o numero de termos de cada potencia dos 

dois bmom1os, vemos que a segunda potencia tem tres termos; a 
9 
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terceira potencia tem quatro termos, a quarta potencia tem cinco, 
a quinta potencia tem seis; daqui inferimos que o nume?·o dos termos 
de qualquer potencia de um binomio, é 1 mais que o expoente da po
tencia. 

Signaes dos termos 

280. Examinando-se os signaes, :fica evidente que quando 
ambos os termos do bino11do sao posi'tivos, todos os termos das poten
cias são positivos. 

Quando o primefro termo é positivo e o segundo negativo, todos 
os termos impn1-es sao positivos e os pa1•es são negativos. 

No la. Termos impareB Bão o 1°, 3°, 5°, etc. ; e termoB pares são o 2°, 4°, 6°, etc., começando pela esquerda. 

.Expoentes dos termos 

281. Se omittirmos os coefficientes da quinta potencia de 
a-b e a+b, a parte litteral será 

(a+b)
11
••••••••••••••••••••••• a5+a4b+a8b2+a2b3+ab4+b11• 

(a-b)
5
•••.••.•••••••••••••... a5-a4b+a8b2-a2b8+ab4-b11• 

Examinando estas e outras potencias de a+b e a-b, vemos 
que os expoentes das lettras são regidos pelas seguintes leis: 

1 ª O e:r:poente da lettra no p1·imeiro termo é o mesmo que o da 
potencia do binomio; e o expoente desta lett?·a nos outros termos vai 
diminuindo 1 da esque1·da para a direita, até o ultimo termo que já 
não tem mais esta lett?·a. 

2 ª O expoente da segunda lettra é 1 no segwndo termo da po
tencia, e os outros expoentes desta lettra vão c1·escendo 1 da esquerda 
para a direita, até o ultimo termo, no qual o expoente é o mesmo 
que o da potencia do binomio. 

3ª A somma dos expoentes das duas lettras, em qualquer termo, 
é sempre a mesma, e é igual á potencia do binomio. 

Nota. O discipulo poderá agora empregar estes principios escrevendo as dift'erent~ potencias dos binomios, omittindo os coefficientes, como se vê nos exemplos segmn tes : 

(x+y)ª •...................... 
(x-y)' ...................... . 
(x+y)li .................. r •••• 
(x-y)º 
(x+y)ª 
(x-y)7 
(x+y)? 

• 

? 
? 
? 

J/t 

romuqlo t>AS ~Jl10IAS 

Coeffiole•tes doa termos 
. das diversas . do os eoeffic1entes 

•>3• ... Examman ,._;Jo:_· 

- - b os que -·· L tendià.o eo ~ .a+b e a- , vem . . mo é sempre 1 61Wen • ~ 
,n;. ·,,..ite do J"'tmetro ter o expoente da 1'~ O cocJl.<.i.,. é o mesmo que 

d enundo termo . 
fiei ente o 

8 
,.., • tes póde ser 

.binomio. fficientes dos termos segum 
A lei que rego os coe . . elo _,oen14 

· · ssa · _ç, ultipl1cado P ~r .nssnu i~xprc ·. al uer termo ,1or m o da or~ 
Se o coejficiente de qr~di?do dividido pelo n:~:.te. ". 

.da ,.i me ira lettra, e o 'P coe.fficiente do termo s g escrevendo a sesta ter1~0 o quocie11te BCl'Ct o '::.Lrehe111.lida, vamos ~l:i~:r:~:fficiente, e debaixo• 
' 1 . licar bolll co o sou respe l 
!'ara esta e1 do •obre e n termo]' ª"ªº e o calcu o. 1 • +b pon ª 'l'Wl aexp iC V- 6 potNll'ia ele o a o;dom para fac1 1 r • 15 

lllllll6rO de SU lf> 20 'tb6 + cib'ÍJ + b"' • 

1 6 ·a'b2 + aªbª + aº 6º, 'iº. 
11 + af>b + 4° Ó> mapoteueiA 

a 3º , ta que em u 
o 2º ' . a li.O devemos no r "im' 

0 
primeiro i,nne> 1 > ' ndermos esta illustr ~rdem ou lugar. As ordem ; o terceU'O i 

Para com~)re~:da termo tem~ ~u:egundo termo é w;:I!º Bº, ete., mostnlll 
d da. (n • ,,.. • da t• ordem, os numero11 • • 

~: i;:ird~;fi,fie1°a!:[rr~::~rq~~ª~\0e~!: !e~é:~:tpi~!º 1U:1!b~:N:e~;~1~~ ~o ~=l:i~,; 
d ou o uga · iro termo e é 6 oe oau d coetftcien-

.a or eO coefticiente do pr~~do primeiro termo, ~ntão 'multiplicai ºn:mero de aaa. 
:iegnndo terho réº ºc~~~cl~nte do i:r5ei~o Jr::di~do o producto ipe ºtermo. Nos dados 
temos de ac ª te de o que ' . t do terce ro 
.que é 6, pelo expoen 6 x li -15 que é o coeffic1en e t w~o : muUipUcando.2! 

é 2 temos -- . t do quar o lo numero uoa Qrdem que • ~e achar o coeffic1en di°vidindo o prodncto pe 
Jo terceiro t1~rn~:~~~~ente de o que é 4, e fficiente do quarto termo. 
-uefficiente o p lb x • -20 que é o coe 11•0 • ~ os -- termos '" • ~na ordem que é 3, tem 3 os coefficientes de todosº" 2 IXl 

'ndo assim, vemos que 20XB ~' -e· Prosegui 16X4 -' 5 
~. -a-' • 6 1. 

1, 6, 2 20 ló, ' 

6 15, , ctivos termos dão : e 
ou 1, • . ·untoa aos seus raspe 'tb'+6ab'íJ+b • , 

Estes coeffic1entes J 'bi + 20aSbB + 1 f>a 
( +b)6=a6+6ar.b+15a . d illustra.r, vemos que O& 

a. 1 . ue acabamos e •>8'' Seaundo a. e1 q .... .,. o 

eoeffieientes ( +b)z são 1, 2,. 1. 
de a 1 3 3 1. 
de (a+b)ª são ' / ' 4 1, 
de (a.+b)' ~o 1, 4, ~O '10, ó, 1. 
de (a+b)'íl são 1, ~' 15' 20, l.f>, 6, 1. 
de (a+b)6 silo 1, ' ' 

• 
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Devemos notar aqui qne os cocfficicntcs crescem até ao mei<> 
da potencia, e depois decrescem na mesma razl'lo; por isso basta só
mente calculnr os coefficientcs até ao meio da potencia, e depois re
petir os mesmos numcros cm ordem inversa. 

2a.,,. Qunlquer potencia de 1 é se>mpre 1; nssim, 1X1=11 

1 X 1 X 1=1. Quando 1 é factor, nilo influe sobro a quantidade com 
qne se multiplica, nssim, 1 X x=x, ab X 1 =CIÕ. 

PotE1nciar as seguintes quantidades por meio do Binomio de Newton: 

1. Elevar x+y á terceira potencia. Resp. ? 
2. Elevar x-y á qunrtn. potencia. ,. ? 
3. Elevar m+n á quinta potencia. ,. ? 
4. Ele,rnr x-z á sexta potencia. ,. r 
5. Qwd é a setima potencia de a+b? l) ? 
6. Achar a terceira potencia de x + 1. ,. ? 
7. Qual é a quarta potencia de b-1. 1' ? 
8. Elevar 1-a á quinta potencia. 1' ? 

285. Quando os termos de um binomio teem coefficientes e 
expoentes, abrevia-se a potenciação, operando-se com um binomi<> 
simples, e depois substituindo-se os seus diversos termos pelos vale>
res correspondentes do binomio dado. 

Exemplo. Qual é a terceira potencia de 2x-ac2? 

. ~o~ução. Se substituirmos 2z por m, e ac2 por n teremos (2z-ac2) = (m-n). 
bmom10 s11nples. Então (m-n)ª=mB-3m'Jn+3mn2-n3. Precisamos agora com-
prehender que · 

sendo m =2z, sendo n =ac2, 
então mll=4a:2, então n2=al?cl. 

e m8=&z:1; e nH=aReO. 
Se substitui~mos agora as diversas potencias de m e n por 11eua respectivos 

Talores nas potencias de 2z e ac2, teremos : 

1° Termo m3 • • • . . • • • • • . • • • &z:S 
2° Termo 3ml?n=3(4a:~ X ae2) =12ac2z9 
8° Termo 3mn9=3(2z X o9ei)= 6a2clx 
4.0 Termo n3 = . . . . . . . . . . . . . . a'lcO 

Ordenando 011 termos desta terceira potencia, temos 

(2x-ac2)8 = 8z3-12CJC2x2 + 6a2c4z-allc6. 

Potenciar deste modo 011 11eguint6.! exemplos : 

1. Qual é a terceira potencia de 3a2-5b ? 
Resp. 27 a8-135a'b + 225a!bB-125bs. 

- ' - . 

• 

FOIUlAQÃO. DAS POTENCIAS 

2 Qual ·é a terceira potencia de 2ax+by? 1 1 1.1 • .1 
· Resp. 8a8x3+12aYby+6~b y +rr,,. 

3 Qual é a quinta potencia de x2 +3J/2 ? 
· Resp. x1º+lfxc8yll+90x8yl+270x•y0 +405x2y8+24Sy1°. 

286·. Quando um dos termos do binoi;iiio é. uma fra~ç~o, pod&
mos de dois modos achar o quadrado do bmom10: ~ult1plic~ndo a 
fracção ou transformando o binomio em uma fracçi\o 1mpropr1a. 

(1 • Modo) (2º Modo) 

Solução. Multiplicando-se o binomio por si mesmo, o quadrado é z9+x+1: 
Reduzindo 0 binomio a uma fracção impropria, e quadrando a fracção achamoe o 
mesmo resultado. 

outros modos de formar um quadrado 

287. Como já vimos na secção 2~U, o modo directo e simple& 
de achar o quadrado de um numero é multiplicar esse numero por 
si· assim o quadrado de 12é12X12=144. Ha porém outros modos 
de' formar o quadrado de um numero, os quaes precisamos tambem 
conhecer. 

288. O quadrado de nm numero superior a 10 p6de ser for
mado pela aggregação das diversas partes d.e que é formado. ~ 
numero 11 póde ser decomposto em duas quantidades que são 10+ 1, 
-0 numero 12 em 10+2; o nu.mero 13, em 10+3, e assim por diante. 

Ora co~o e o quadrado da somma de duas quantidades é. i~ 
ao quadrado da primeira, m.as duas vezes o producto da primeira 
multiplicada pela segunda, mas o quadrado da segunda> (secção 96), 
segue-se que se decompozermos o numero 12 em 10f2, e aggre
garmos as diversas par~es mencionadas no theorema acima, teremos 
o quadrado de 12. Verifiquemos este caso : 

Quadrado da primeira quantidade .••.•............. · .. : · · · • 
Duas vezes o producto da primeira quantidade multiphcada 

pela seguuda •...•..•........•.•.•••.. · · • · • • • · · · · · · • · • 
Quadrado da segunda quantidade .•••.•........... · •. · • · • • •. 

Provn ..... ._tl", ••• 

• 

10X10 =100 

2(10X9) = 40 
2X2 = ' 

12X12 _jii 

..... 
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8c o numero for composto <lt~ tr1·s nlg-nri:m10s, eorno por cxt·ru 
pio I~;>, podt>r«'mos dt'l'Ompnl-o cm 1 ~0 -1 5, 1! depois formar o 1>ct1 
qundrado do mesmo !llodn. 

Exemplo: 
Qundrndo 1la prin1vira q11a11tidnd1• .....................• 
Dua~ ''º"º" o protlucto <ia pri111(,irn qunntidncln multipli-

120 X 120 - J.l.10()-

~adn poln .~1•gnnda ......... , ...................•.. , 
Quadra<lt> dn "''gundn qnnutid1ul11 ...................... . 

2(120X5) 1~00 
5X5 - '?!"1 

P1•0,•:1........... 125X125 -:=- 15G~:, 

. 2HH. Pocl<'mos tnmbcm nclrnr o quad!'ll.do de um numero po1 
meio elo quadrado de um mm1oro inferior. 

A differenc:n entre os quadrados de dois numcros inteirob c
consecutivos é ignnl ao dobro <lo menor mais umn uniclnde. Assim 
8 e 9 são numeros consecutivos; os seus quadrados s;·10 8 x 8=o4 c-
9~ $l=81; n diffc•ronça entre estes quadrados é 81-64=17. Ora 17 
é igual ao dobro de 8, que é o numero menor, e mnis uma unicl.lde 
ou 1. 

Demonsl1·a(,'ão al~1cb1•ica. Seja a o 
numero monor e (a+l ) o numero maior. t~na
drnnuo estllB duns quantirlades e subtrahiuúo a 
menor da maior, teremos 2a-f-1, isto é o dobro da 

(a+ 1)2 =a2 + 2a+ 1 
a2=a2 

quantidade 111enor 111ais 1. ' 2a+1 

Com o quadrado de um numero qualquer podemos pois formar 
os gundrados dos numeros seguintes sómente por me/o de' simples 
add1ções . . 

l'1•0Mema. Sendo 625 o quadrado de 25, qual é o quadrade> 
de 26 e de 27? 

. Solu~ão. Sendo 623 o quadrado de 25, o quadrado de 26 ó G2.i 
mais 50, que é o d?bro de 25, e mais 1, isto é, 676. O quadrado de 27 
é 6J6, mais ~2 que e o dobro de 26, e maia 1, isto é 67G-f-52 +1=729· e 
assim por diante. ' ' 

290. Daqui deduzimos o seguinte corollario : 

625-
5(} 
1 

676 

Se jwntarmos a um quadrado pe1:feito o dobro da sua 1·aiz e maiB" 
1, obteremos o quadrado pe1feito immediato superi01'. 

~odemo~ portanto formar facilmente uma série de quadrados 
pe1·~e1tos, add1c10nando a cada quadrado o dobro da sua raiz e mais 1 
~m, . 

100 .. · . . . . . . . . . . . . . . . é o quadrado de 10 ; 
100+10+10+1=121 éo quadrado de 11; 
121+11+11+1=144 é o quadrado de 12 · 
144+12+12+1=169 éo quadrado de 13! 
169+13+13+1=196 é o uadrado de 1 ~ 

ICXTIU.CQ10 N. BAIZ QUADIU.D.l 

EXTRlltfiÃO DA RAIZ QUADRADA 
291. A miz é um dos factorcs iguacs de uma qunntida.de. 
A raiz, assim como as potencias, distin~ie-se pelo eeu grau, 

como: raiz quadrndn ou segunda raiz, raiz cubica ou terceira raiz, 
quarta raiz, etc. 

29.2. A 1•aiz <1uad1•ndn (Í um dos dois factorcs iguaos de uma 
quantidade. Assim a rniz quadrada de :m é f>, porque f> X 5=26 ; a 
raiz quadrada de X" é ..,., porque x X x=x:i. 

293. A 1•niz cubicn ó um dos tres factorcs iguaes de uma 
quantidade. Assim o. raiz cubicn de 21 é 3, por<tuo 3 x3 X3=21; 
a raiz cubica do x3 é x porque xx~:X.c=x8• 

Nota. As palavras potencia.q e raizea são termos correlativos. Se uma quan
tidade é uma potencia de outra, a ultima é raiz da primeira. Assim, a·• é o cubo de 
a, e a é a raiz cubica de o~. 

294. A extracção de uma 1•aiz, a quo alguns dão tam
bem o nome de 1·adiciação, tem por fim, dado o grau da raiz de 
uma potencia, achar o factor que serviu de base para a formação 
dessa potencia. 

Extrahir a raiz quadrada de uma quantidade é achar o factor 
que, multiplicado por si, dê essa quantidade. 

Nota. De tres modos podemos decom.Põr uma quantidade, a sablÍÍlf ,.._ aub
tracç.ão, pela divisão e pela extracção das ra1zes. 

Pela aubtracção, uma quantidade é separada em dull8 partes que sommadu 
dão essa quantidade. 

Pela divúão, uma quantidade é decompost.a em dois factores que multiplicados 
produzem essa quantidade. 

Pela extracção daa raizea, uma potencia é decomposta em factores ígnaea que, 
mult~plicados entre ai, produzem essa potencia. 

295. Em Algebra, as raizes exprimem-se de dois modos, a 
saber: 

1 º Pelo signal radical. 
2º Pelo expoente fraccionario. 
296. Pl'imefro modo. O signal radical é a figura y

que se escreve sobre uma quantidade, para mostrar que ella deve ser 
tomada no valor da raiz indicada pelo índice. 

297. ln dice da 1•aiz é o numero escripto no angulo do signa1 
radical para mostrar o seu grau. Assim, 

V16 =4 lê-se: A raiz quadrada de 16 é igual a 4. 

V'-;3 =x lê-se: A raiz cubica de x8 é igual a x. 
l!OC: .l !-ftl ft ~---------' 
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l ~~ o numero for composto 1 • . 
P o l-;>, po<lcren <l e e tres nlo·nnslll 
qundrn<lo do mcs tos cclompol-o cm 120-~5 o doe, ~ºllJ.º por ex(•1u , · mo moe ü. 1 epo1s 1ormar 0 

Exemplo : se11 

1
Quadr11do da prinwira . >uas ,-,•zes 

0 1 qua1111d:1d1• 
d 

proc uclo 11a p · . · · · • · · · · .... 

Q 
<'

1
a apel:l~Pgund·t rimi••rnq11n11fid111lo··~1~;Ú:· 1·: 120Xl20=J 4,10n. 

UA< raclo da ~ 
1 

• · · · · · · ·... •p 1- .,. egmu 11. quantiilnd · · · · · · · · · · · · · · · · .. <•............... ..... 2(120X5) lºO 

I
> ........ 5X" - o 

•>39 p l'O\ta..... ll :-..e: 
2

!i 

meio do ;~nd1~'l.~~1ds tnmhcm nch:n· o qu~d1:~d 1 125x125-:-: ~ 
A diffcrençn CJ~t~m numero mf'criol'. o (o um numero por 

consecutivos ~ . e os qundmdos de d . 
8 e 9 são nu e igunl no dolJl·o <lo menor ?IS numcros inteiros C' 

9x fl=Bl · n ~fn':os consecutivos; os seus qmu11a1sl lldma uniclnde. As~irn 
é . 1 ' crença entre t era os s··10 8 8 

igua ao dobro de $ • os os quadrados é 81 : t X =ô4 o-
ou 1. 'que e o numero m . -?4=17. Ora 17 eno1' e mais . 

De1nonst..-• , ' uma u111dacle-
n11mero menor e ('a ..:&'lo al!J<'b1·icn. Re'n 
drnnuo estas d + ) o numero . · · ~ ª o ( menor da m . uas qu11ntirlndos e b~1or. Qna- a+ 1 )2 = a2 + 2a -f- 1 
quantid--> :uor, teremos <>a f-1 . su rnhiudo a a2 -- a2 

une menol' mai:~ j. - · 1 isto é, o dobro da 
Com o quadrado d __ 2_a_-j ___ 1 

os quadrados dos e um numero qunlquer 
addiçõcs. numeros seguintes sóment pod:mo~, pois, forurnr e por me10 d . 

P1•oblema S e simples 
de 26 e de 27 ? • endo 625 o quadrado de 25 l ' . ' qua e 0 quadrado-

Solu,.- s mais 50 ~ao. ando 625 é 676 ' que é o dobro d 2 o quadrado de 25 
assim' ~~d~~fuue é o dob~o ~~ ~6~!i~;Ís ir~ f • ~7i~agr~~~3:al6 3 c;2,i 62f> 

' 1 IS O é
1 
676+52 +l __:> 0 27 5(} 

290 D . - 729; e 1 
. • aqru deduzimos o se . -

Se ]Untarmos a grunte coroliario . 676 
1, obteremos o quadr:~ quadr0;do perfeito o dobro d . . 
erl Podemos portantoof~er/.,to '":mediato superi:/ua 'ª"e mai• 

lssi::os, addicionando a ca~~!:~~:d~n;ed~:~ a!rie de. quadrados 
100.. sua raiz e mais L 

:g~ +· iô + ia·+·i · · iiú : 0 quadrado de 10. 
144+11+11+1=144 é o quadrado de 11 : 
169 + 12 + 12 + 1 = 169 é o quadrado de 12 ? 
196 +13+13+1=196 é o quadrado de 13: 

+ 14+14+1=225 é o qllildrado de 14? 
0 quadrado de 15 ~ , etc. 

• 

• 

EXT.ÃO DA RAIZ QUADRADA 
291. A raiz é um doe fnctores iguaes de uma qunntid.a.de. 
A raiz, assim como as potencias, dietin~e-se pelo seu grau, 

como : raiz quadrnda ou eegundn raiz, raiz cubica ou terceira l"li$, 

quarta raiz, etc. 29~. A 1•niz qund1•adn é um dos dois faetores iguaes de uma 
quantidade. Assim a rniz quadrndR. de 2f) é 5, porque 5 X 5=21'; a 
raiz quadrada de ;ta é x, porque x X x = x

2
• 

293. A raiz cuhica é um <los tres factorcs iguaee de uma 
quantidade. Assim a raiz cubiea de 21 é 3, porque 3X3X3=2'l; 
a raiz cubica. de x8 é x porque xxxx.i:=xª. 

Nota. Ail palavras potencias e raizee são termos correlativos. Se uma quan
. tidade é uma potencia de outra, a ultima é raiz da primeira. Aesim, 11·

1 
é o cubo de 

11, e a é a raiz cubica de aft. 
294. A extracção de umn 1•aiz, a que alguns dão tam· 

bem o nome de 1•adiciação, tem por fim, dado o grau da raiz de 
uma potencia, achar o factor que serviu de base para a formação 

detisa. potencia. Extrahir a raiz quadrada de uma quantidade é achar o faetor 
que, multiplicado por si, dê essa quantidade. 

Nota. De tres modos podemoe decom.Põr uma quantidade, a nb. pla aub
trac~o, pela divisão e pela extracção dn.s r1nzes. Pela subtracção, uma qnantirlade é separada em duas partes que aommadaa 
dão essa quantidade. Pela divi.!ão, uma quantidade é decomposta em dois fac tores que multiplicados 

produzem essa quantidade. Pela extracção das 1·aisies, uma potencia é decomposta em fac tores ignaes que, 
mult~plicados entre si, produzem essa potencia. . 

295. Em Algebra, as raízes exprimem-se de dois modos, a 

saber: 
1 º Pelo signal radical. 
2º Pelo expoente fracciona.rio. 
296. Pl'imei.t·o modo. O signal radical é a figura y

que se escreve sobre uma quantidade, para mostrar que ella deve ser 
tomada no valor da raiz indicada pelo indice. 

297. lodice da 1•aiz é o numero escripto no angolo do signal 
radical para mostrar o seu grau. Assim, 

VTu =4 lê-se: A raiz quadrada. de 16 é igual a ~· 
V-;3 = x lê-se : A raiz cubica de x8 é igual a x. 

V625 =5 lê-se: A quarta raiz de 625 é igual a 5. 

• 
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?fostes ex:empl mostr11 os, os algarismos 2 3 
m os graus das raizes (VAd ' e 4 são os indi .2
98 

· e e o n.• 29). ces que 
. Segundo mod E . 

expoente fraccionario da d o. xprime-se tambem a . 
no denozni d ' n o ao numerador o ra12 com um 
tidade al o~ª a o~ o grau da raiz. Assim a! m gtrau da potencia, e 
. evemos extral . . ' os ra que da 
igual a v;;-: Tamb • ur a raiz quadrada. Est quanti-

b. em x~ mostra que d B d a expressão é 
cu icOa. Esta expressão é igual 3/ - e x evemos extrahir a . 

valor de u . a 1 a:ll, raiz 
ma quantidad ã íi 

o3cxpoente fraccionario po e n o cará alterado se tro 
air -a1\ t E r outro de igual 1 , carmos 

- 1 e c. ste modo é va or. Assim at - t 
299 Q agora desusado. ' - a = 
. • uando um . 

ros e iguaes, chama numero e composto de d . 
perfeito, porque é -se quad1•ado pe1•á'eito A ~Is factores intei-
que é composto de ~o~~osto de 3 X 3; 16 é q~ad~!~m, 9 é q~adrado 

300 O . o perfeito, por-
t • s numeros q er uma raiz q dr d ue não são quadr d 
~eiro e uma fra~~ão a l approximada, com;o~: pdrfeitos, só podem 
isto é, 3 inteiros e ~ s~m, a raiz quadrada d 10 ~m numero in-
que seja, nunca es ~ acção decimal que e .e 3, 162277 .. 
o numero 10. ta raiz, multiplicada por s/ pord mi:1s. approximaW: 

1' • A raiz approximad d , pro uz1ra exactamente 
re1to eh . a e um nu 'a ama-se i·a1z su1•da. mero, que não é quadrado per-

é O 1 • Os quadrado fi · 

Q
at 100, são os seguintes~ per e1tos dos numeros inteiros de d 1 
u~d1•ados pe1•f eitos . , s e 

lfa1zes quad1•adas ; i' ~' ~' 16, 25, 36, 49, 64 81 100 
Nesta tabella ' ' ' 4, 5, 6 7 8' ' · 

os quadrados desdev~mos. que a raiz quadrada d ' 1 .' , 9, 1 O. 
posta de um só alO' . ate 100 exclusive teem e . e 1, e que todos 
que não tiver maisª~smdo j e por isso concluímo a raiz quadrada com-
só algan·smo e ois algarismos a s .que todo o quadrado 

· ' sua 1·aiz q d 309 ua rada terá um 
· -· Quadrand 

guintes resultados : o agora as dez primeiras deze 
1 O' 20 30 nas, temos os se-

100 400 ' ' 40' 50 6 
J ' 9.~0 J 1600 I 2500 J 360g' 70 J 80 J 90 1 
Destes resultad ' ' 4900, 6400 8100' 10000. 

até 10000 exclu . os vemos que todos ' ' 00. 
isso concluímo s1ve constam de tres o os quadrados desde 100 

s que todo o quadrad u quatro algarismos 
o que contêm m . d '· e por 

ais e dois alga-

• 

• 

EXTBAOÇÃO DA &ilZ QU.A.DRAD.&. 

rismos e não mais de quatro, terá a raiz quadrada. com dois 
rismos. 

Do mesmo modo se póde ta.mbem provar que o quadrado que 
contém mais de quatro algarismos e nilo mais de seis, terá. a raiz 
quadrada com tres algarismos, e assim por diante. 

Daqui formulamos o seguinte principio : 
303. Quando um numero contiver um cru dois algarismos, a 

sua raiz terá um s6; quando contiver tres ou quatro, a raiz terá dou; 
quando contiver cinco ou seis, a raiz terá tres, e assim por diante. 

Nota. Quando um numero não for um quadrado ferfeito, a sua raiz qua
drada terá além do numero inteiro uma fracc;il.o decima ; mas os algarismo• d& 
fracção não entram nesta contagem. 

304. Como já. vimos na secção 268, qualquer numero de 
mais de um algarismo, póde ser decomposto em duas partes ou quan
tidades, sendo uma as dezenas e a outra as unidades. Assim o numero 
23 póde ser decomposto em 2 dezenas e 3 unidades; o numero 256 
póde ser decomposto em 25 dezenas e 6 unidades. De sorte que se 
representarmos as dezenas por d, e as unidades por u, qualquer nu
mero poderá ser representado por d+u, e o seu quadra.do por 
d2+2du+u2

• 
Ora os dois ultimos termos ou parcellas deste quadrado, que 

são 2du+u2 tambem podem ser expressas deste modo: (2d+u.)u, 
isto é, duas vezes as dezenas mais as unidades multiplicadas pelas 
wnidades. Deste modo, a fórmula do quadrado póde tambem ser 
assim expressa: (d+ii)2=d2+(2d+u)u. 

Esta nova fórmula facilita a extracção da raiz quadrada, e póde 
ser traduzida do seguinte modo : 

O quadrado de qualquer numero de mais de um algarismo é 
composto do quadrado das dezenas, mais a quantidade qlie contém 
duas vezes as dezenas, mais as unidades multiplicadas pelas unidades. 

Assim, o quadrado de 23, que é igual a duas dezenas· e 3 uni-
dades, é o seguinte : · 
Quadrado de duas dezenas=·.............................. (1!0)2=(()() 
(2 vezes as dezenas+ 3 unidades) multiplicadas por 3....... =(40+3) X 3=1i9 

Prova 23X23=ó29 

305. Vamos agora operar no sentido inverso, isto é, extrahir 
a raiz quadrada de 529. 

Problema. Qual é a raiz quadrada de 529? 
Solução. Como o numero dado consta de tres 5,2 9 20+3=23 

algarismos, a sua raiz terá dois (a.' 110:1). 4 O O 
Desde que o quadrado à.e 2 dezenas é 400 e o 

quadra.do de 3 dezenas é 900, é evidente que o maior 
quadrado perieito contido em 500 é o quadrado de 2 
dezenas (~0)2; o quadrado de 2 dezenas é 400; subtra
hindo agora este <JUadrado de 529, o resto é 11!9. Por
tanto, 2 é o primeiro algarismo da raiz . 

• 

129 
129 

ººº 
(40+3)X3 
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. Ora, sogundo a for11111la adma 1 •X • 
.. , 11nuladoA, multipli<'adn., polas ~J° ~611 ~ I~.• coutum duas vezes as d ~fultiplicaudo."o ª' ilt•z1111n..111111i li< l'11,.1Rtu "· (l!rl 1 u)u. ezenu malit 
As •lt1zoua.~, e por i11so o ai ar· 1 o as u11ul111h•s, " pro1l11cto não ód . 
tipli1·aJas pelas unidadu!I g E ·~~o ~I nfl~1 ~l<~,·11-r11wr 1111rtt1 do dobro S d ser inferior 
qnll<'ionte sMA o algari11n; n o, An d1nd1r111us l:?O p11lo dobro d •~ Monas mulhHnu~ o quo~if\uto 3 q110 Ó <1110 n•prn1wnta 11~ nnidad .. 11. Dividi d as d117.0n1U1 (40), o 
algarirn10 da raiz 0 uumnn> elas u11irla1lt'.• ,1 por co n ° 111

!t
1
1° 120 por 40, F t 1 : ' nsegnmto o ~"gund 

• '" A a g11r1~111n junto 110 dul r o itl+3==~3 i multipli1·nnil11 agorn l'l• o da" clo:t.0111111, d1i 5J2 C,J 2.'> 
< IH'lt~ l_:l!I, que ú o dobro <111" d1•z' , por ·' tomos o pro- ;J 

mult1plrt·11rlas pelas unidadt'" iJid t')ª" 01111H llH nniclndeM, 4 
1••tn proclucto.do rt•Rto dn qnllflr 1

11 11
· omo Huhtrnhiudo 

<fllll l!,~ <• a rmz quadrnd11 <•Xn<'h ~;,~ ,:J.',uln rnstn, sogne-110 
. . lnamlo 8(1 nxtrnlio 11 r ·.' ;t· · 

prlllllrtHll-SO llH cifra~ Ili! C(ltalf~;:J !fllt rslfn, e\ COlltUmO Hllp-
0 proco~so como no llllllf(IJo qtl'; ~ ºt~ as 1º~1.011aH, e operar-se ' .. ~ a 110 ato. 

Modo pratico da extracção 

12!) 
129 

ººº 

Problema. Q 1 t ua e a raiz quadrnda de 1 8 2 3 2 9 ? 

s 1 -tem 3 ·.J° uc;-ao. O _numero 1 8 2 3 2 9 
tambe.;; ªa~~els, e_ por isso a sua raiz terá 

•• g11nsmos. 
Começa-se sempre 

J>ula primeira <'lasse da o a extracção 
q11mlracla de 18 é 4 E squerda. Â raiz 
o primuiro algaris~o sd~eve-~e 4, como 
um divisor á dir~·t d rruz, e como 
trnhe·se cio 18 o qu~chadº dumero. ~u~-
o resto 2

1 
com a classe ~e e~. que e 16, 

o uovo dividendo 223 gwnte, fórrna 

18)23,2 9 
16 

223 
1 (i 4 - 5929 
5929 

427 Raiz 

82X2=164 

847x 7=5929 

Dohra-se 0 di;isor 4 fi O O O O 
cante. (Chama-se di · . ' !J.Ue ca 8, e escreve-se ab · raiz). visor md1cante, porque elle indica a~o coIIl:o um divisor indi-

Para se achar o ai . algansmo seguinte da 
o ultimo algarismo d digar1smo seg~~te da l'aiz, divide- .. 
algarismo da raiz. Ne:ta a~'.~ªí\• pedlo divisor indicante e o sqe o d;iVIdendo 223, menos 

DI
. "d' d n is o espreza-ee o resto ' uociente será o segundo 
v1 m o-se 22 8 ., . 

raiz é 2. Escreve-se 2 por ·' o quociente é 2, e or iss 
o se torna divisor na raiz e tambem junto cor! o d. ·º o ~eg.undo algarismo da 
completo e o completo. Multiplica-se pelo se d iv1sor mdicante, que fica 82 
seguinte,' fórnf:ºod~~~o 1r ~de sudbtr:ibe do divide!don 2~3 a~~arismt o ~a raiz o diviso; 

P 
1v1 en o 5929. res o o9, com a classe 

ara se achar 0 ult" . g~u~o algarismo dobl'ad uno algansmo da raiz, desce-se d' . 
D1v1d.e-se o novo dividend' Pªíª ds!3r. um novo divisor indi~ itvisor 82, col!l o se
d!1 ~a1z. Escreve-se 7 na r ~ pe o tv1eor ~, e o quociente 7 ao e, e ~ntào fica 84. 
divisor completo e m lf j.1z e tambem Junto com o d. . será o ultimo algarismo 
~aiz, teremos o p~oduc~o jf9~gando-so os te .divisor compl~~~11or 184itl fi.cando en~ão 847' 
e um quadrndo perfeito ~ que s~1btrah1do do dividendo podo timo algarismo da 

' e a ena raiz quadrada é 427. ' na a resta. Logo, 1823519 

P1•ova. 427 X 427=182329 . 

• 

EXTRACÇÃO DA IUJZ QUADUDA 

Regra. J. Para 1e u:tralair n rniz quadrada de 1'711 ~ 
divide-1e este 1111111ero em claues de <lois algari111101 cada mna. e~ 
çandore.las uuidades. ' 

1 . Acha-se o maior quadrado pt'1feito contido na ultima eia.. . , 
e escreve-se a siia raiz ao lodo direito, em fórma de divi1or, e urd 
este o primeiro alftarismo da raiz do numero. Subtrahe-se o quaMado 
pe1fci to daquella clas11t•, e o resto junto com a classe segui nú fOf"f1UJrd 
o novo dividendo. 

III. Dobra-se a parte ela raiz aclu1cln., e escreue-se como um di· 
visor indicante ao lado do dividendo; a<'ha-se quantas vezes o divi1or 
é contido no dividendo, excluindo deste o ultimo algm·ismo da direito., 
e esse numero junta-se ao primeiro algarismo da raia e tombem ao 

diviso1·. 
JV. °ft'Iultiplica-se agora o diviso1· completo pelo numero achado, 

e o producto subfrahe-se do dividendo, e o resto junto com a claase 
se91iú1te formm·á o novo dividendo. 

V . Desce-se com o divisor o algarismo dobrado da direita, e con-
tinúa-se o processo como acima até todas as classes ficarem divididas. 

No la. Quando um divi~or inclil'anh~ ü mnior do que o seu respectivo divi· 
dando, escreve-se uma cifra na raiz, outra no di\·i~or e d68ce-se outm claue para o 
dividendo, e continua-se a operação. Se honvor resto, depois de ae achar a rais da. 
ultima classe, o numero serA um qnadrnilo imperfeito, e a sua raiz approximada 11eri 

um numero fraccionario. Para. se achar a fracção da raiz, juntam-se classes de cifru ao resto, e ee· 
crave-se uma virgula decimal no fim da parto inteira da raiz, para ae indicar que oa 
algarismos que seguem são decimaes. 

Extrabir a raiz quadrada dos seguintes numeros : 

1. yms=? Resp. 65. 5. yl#i=? ? 

2· y'ló2l =? 'J) 39. 6. y3õib =? ? 

3. y1:ris=? » 85. 7. few=? ? 

4. v'MW=? )) 97. 8. Jf 492e4=? ? 

Extracção da raiz quadrada das fracções 

306. Desde que o quadrado de uma fracção se obtcm qua
drando separadamente cada um de seus termos, segue-se que, se os 
dois termos de uma fracção forem quadrados perfeitos, a raia qua
d,·ada da fracção se acha extrahindo a 1·aiz quad1·ada de cada um 

dos seus termos. 
Problema. Qual é a raiz quadrada d~ -& ? 

y9 yãXã s 
Solução. -=-=-· y16 vw • 

• 
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l. 
2. 
3. 
4. 
[>. 

tl. 
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Qual é 11 miz qm1dr11dn do -} '? 
Qnnl é ll rniz quadrada do ~ 6 ? 
Qual ó a miz quadrada de .~ ~ ? 

Qual é ª raiz quadrada do i 4 ? 
Qual é a · 

1 

rlllz quadmd11 do _2 r,? ? 
Qual ó ª rniz qundrada do ª/'o o G ? 1l l o o tT 

Resp. -1· 
" 

li 
'!) . 

J) ? 
» ? 
» . ? 
» ') 

Raiz quadrada approximada 

:J07. Parn ·u npproxi d · 1 ustrarmos o methodo d 
dmda d:~ :o de u~1~.irquudrado imperfeito ~a~c:ar ah raiz qu~drada 

Red '. dm 2ª l~1crcnça menor de t , s ac ar a raiz qua-
uzm o á frnc(' f'i. • d 3 • 

denominador d f >
1 ° CUJO enominador se· 9 ( 18 é ª racção t), teremos 2-1ª O ~a quadrado de 3 

um numero maior d 4 -v· ra, a rniz q d d ' 
quadrada de 'ª é m . d o que ' e menor do que 5 llll ra a de . 1f a1or o que 4 • então a · 
raiz npproximada d 2 -s e menor do que 5. ' raiz Pura h e com a differença me d y, portanto, 1- é a 
diffe ac urmos a raiz quadrada d nor o que t. 

rença menor do que uma fracção ~ ~m numero inteiro com uma a a, temos a seO'ui t 

. Uc91·a. lrfulti" z · º n e 
mrnador da frac. pica-se o numero dado pelo 
p1·oducto ext1·ah ~ão que. det.ermina o grau de ap quac!n'ado.do deno-e-se a 1·a

1
z d JJroximaçã d 

e divide-se pelo denominad~~~~·t.:c;i~i~aªJ!,roximada emºi:eei:.:~: 
Achar a raiz d qua rada approximada d . 

D 

os seguintes numeros: 

e 5 com um d'A' 
De 

a iuerença menor d 
7 com d' o que i . 

De 15 uma ifferença menor d com uma d'.ir o que T1s-· 
4 De 27 iuerença menor do t . com uma dia- que ~T· 
5. De 14 uerença menor do oom diffi qe~. 

l. 
2. 
3. 

uma erença menor do que -h· 

Resp. 2 t .. 
J) 218-s-· 
• 3H. 

5i. 
3,7. D 

Extrac -çao da raiz quadrada dos monomios 

3 08. Para ah monomi d e armos o modo d t h · s.;:~d::e~;:,~o~ar !ºmo ~e fó':r::: ~·.:~ ~::i a_uadrada doe 
tencia, (o.º 271) º n. e evaçao de um mon . a o. vemos que om10 a qualquer po-

( 5a2bªc )2= 5a2bªc X 5 2be a c=25a4b6c2. 

• 

• 

BXTRACÇÃO DA RAIZ QUADRADA 

Para quadrarmos um monomio, temos de quadrar o seu eoetlY 
ciente nnmernl, e depois multiplicar o expoente de cada fnetor litt&
l'lll por 2. EnttlO, pnra acharmos a raiz quadrada de um monomio 
que seja quadrado perfeito, temos a seguinte regra: 

• 

ne91·a. Extrahe-se a raiz quadr11da. do coeffieiente mi.mtral, e 
divide-se o expoente de cada fuctor litteral por:!. 

Notn. Ests regra si\ tem appli<'at;lo <\uando o monomio é um quadrado per· 
!eito. Qnando o monomio é qnadrado imporfo1to, a 11uA raiz quadrada póde sómente 

ser indicada. Assim, a rais quatlrada de e 3ab ó yãab. ' 
309· Signaes dn 1•ni7.· Se multiplicarmos +a por +a, 

o producto serií. +a2 ; se multip\ienrmos -a por -a, o producto 
será tambcm +all. EntM a rniz quadrada de +all p6de ser +a 
ou -a; assim tnmbem a rniz quadrn.dn de 25a

4
1}'r.

2 
p6de ser +5a!b

8

e 
ou -5a

2
b3c. Daqui concluimos que a raiz quiulracla <lc um monomio 

positivo, póde ter o signnl + ou -, e esta resposta dupla se ex
prime com o signnl dobrado+; assim, y9oi =±3a, quo se lê: A 
raiz quadrada do 9a2 é igual a mais ou menos 3a. 

:l 1 o. Se um monoroio é nogntivo, ni\o é possível extrahir a 
sua raiz quadrada, porque o quadrado de qualquer quantidad~ 
sitiva ou negativa é sempre positivo. De sorte que y=ü, y -u•, y~, sã.o expressões algebricas, que indicam operações impossiveis, 
e por isso se denominam •1uant.idades imaginarins. Quando, 
pois, encontrarmos expressões desta natureza nas equações do se
gundo grau, é porque ha algum absurdo no problema, ou impossibi-

lidade na equação. 
Achar a raiz quadrada de cada um dos seguintes monomios : 

\ó. 
V 1e.,.,,.•we=? ? 

1. i~=? Resp. +2ax. 
1 vw=? 2: » ±3xy2

• 6. -V 49o1•••' =? ? 

3. v 25~'b'•' =? » +5abc2• 'l. .v 621>z'•' =? ? 

8. yí1r.eols'a8 =? ? 

4. V S611•••z'=? » +ôa2bsx. 

3 t ·1. Desde quo \ T)' = T X T = : • segue-se que V*= 
+ ~ 1 isto é, para se achar a raiz quadf'ada de wma fraet;4o mono

mia, ntrahe-st a raiz quadrada dt ambos os seus ternioa· 

9. Achar a raiz quadrada de !~ · Resp. ± :: · 

O 

1&z1r• ? 
1 . Achar a raiz quadrada de ~ • • 

• 
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Extracção da raiz quadrada ~ polynomios 

312. Antes de formulnrmos a reerra para a cxtrac"ã d . 
qu:idrada dos poly · . b ' ~ o a r1UZ 

t

. " . nom1os, cxumrncmos primeiro n rcla<;ào que ha 
cn te os var10s termos de umn qunntidndc e o seu quadrado. 

(a+b)2=a2+2ab+b2. 
(a+b+c):=a2+2ab+b11+2(a+b)c+c2. 

( a+b +e+ d) =a2+ 2ab +b2 + 2 (a+ b) ~+ c2+ 2 ( a+b+ c) d+ ,P. 

pela ~t~~%:eº"fe~~ que o quadrado de qualquer polynomio é formado 

a 1 a. o quadmdo de qualquer l . . do p1·imefro termo mais d~·as po ynomio é igual ao quadrado 

l 
. . ' w vezes o producto do · · 

?IW t1pl1cado pelo segundo . . d prime·iro termo 
• 1 mais o qua .rado do segundo · d 

vezes os dois p•rimefros tel'mos lt. t. d '·mais uas 
quadrado do tercefro m . d mit ip 1Ca os pelo tercez1·0; ma1·s o 
tiplicados pelo qum·t~. n~~Is ouqa~a~eze~ ods t?·es primeiro~ tm·mos .mul-

1 ra o o quarto, e assini po1· diante. 

1 Pl'oblema. Qual é a raiz quadrada de a2+2ab+b2? 

tid d Solu-:ão •. Como os termos desta quan- Operação 

a2+2ab+b2 R11lz 

a2 a+b 

a e se acham Jà.- ordenados com rela ·ão á 
Jettra a, acharemos a raiz quadrada do 1 º 
termo que é a2. Ora, a raiz quadrada de o,2 é a 
que s~ escrMe á direita como o primeiro term~ 
da raiz. Subtrahindo agora do lº te 
drado desta raiz, nada resta. rmo 

0 
qua- 0+2ab+b2 

Desce-se o ~e~t? do polyuomio(2ab -j- b2) 2ab+b2 (2a+b) X b. 
~ara se operar. D1v1dindo-se então o 1º termo 

2 
es\e resto pelo. dobro da raiz achada, que é O O a:• e!11o0o quociente b que é o segundo termo 

r~1z.. termo b escreve-se tmnbe d" t d 2 Mult1phcando agora 2a +b por b obte:U ª 2~n+ b'.I e a, para s~r um multiplicador. 
nada resta. Então, a+b é arai~ quad~~da de a2+ ~':;b +~!~ahido do resto 2ab+bll, 

+6a~/;l'oblema. Qual é a raiz quadrada de 4a•-12as+f>a2+ 

Ope1•a-:ão 

:::-12as+f>a2+6a+l 2a2-3a-Í Raiz 

0-12a8+5a2+6a+l -12a8 +9a2 (4a2-3a) X (-3a) 

0-4a2+6a+l (4a2-6a-1) X(-1) 
-4a2+6a+l 

o o o 

• 

EXTRACQÃO DA RAIZ QUADRADA. 

Solu~ão. A raiz qudrada do 1° tl'nno do pol)'DOmio 6 lia', que eerf. fi!-. 
termo da raiz. Snbtrahindo do 1° termo (4a

4
) o quadrado da raiz aoblà 

X 1ot:::. 4a'), nada restarãi o resto do polynomio (-t2a,+ óa2+6a+ 1) desce-se para aer operado. Di-
atndo este reato pelo dobro do 1° termo da raiz (2a~+2a'l:::.4a'l), o quocienMI -S. 
ri 

0 11

egundo termo da raiz, e ae escreverá adiante de 4a1 para formar um nOTO 
yÍ!lor. Multiplicando-se agora 4a!l-3a por -3a, e o producto sendo s®trahldo 

-12a3+&a·i+6a+1, restAró. -4<J'.l+Ga+t. .. Divide-se 011te resto pelo dobro doa dois termo~ da raiz, e o quociente -1 1e~ 
terceiro termo da raiz. Junta-se este termo ao dobro doa dois primeiros termos, e tem-se 4~-Ga-1; 

multiplica-se esta quantidade pelo terceiro termo da raiz (-1) e o producto subtra
bido de -4a~+6a+1, nada restará. A raiz quadrada é, portanto, 2a2-Sa-1. 

Regra. J. Ordena-se o polyrwmio err. rela9do ás potencias de
crescentes de uma lettra; enttlo acha-se o primeiro termo da raiz, 
.extrahindo a raiz quad·l'ada do pl'imeiro tel'mo do polynomio, e es
creve-se o resultado á dire'l.'ta, e subtrahe-se o seu, quad1·ado da quan-

II. Divide-se o primeiro termo do resto pelo dobro da parte da tidade dada. 

'l'aiz já achada, e o resultado que é o segundo termo da raiz, junta:se 
ao dfo1"sor. ·Multiplica-se o divisor assim c01npleto pelo segundo tertaa 
da raiz, e o producto subtrahe-se do resto.. . 

III. Dobram-se os termos da raiz já achados, para formM 
um divisor indicante; divide-se o primeiro termo do ?'esto pelo pri- . 
meiro termo do divisor, e o resultado, que é o terceÍ'l'o termo da rait:, 
junta-se ao divisor. :Multiplica-se o divisor assim completo pelo ter
ceiro termo da raiz, e o producto subtrahe-se do ultimo resto. E assim 
se procede até passar p01· todos os termos do polynomio. 

• 

Achar a raiz quadrada doa seguintes polynomios : 

1. x2+4x+4. 
Resp. a:+2. 

2. 4a:2-12x+9. 
> 2x-3. 

3. x2y2-8xy+16. 
,, xy-4. 

4. 4a:.!a:9 -20axyz+ 25y2zS. 
> 2a:ii-óya . 

5. x4 +4x5+6a::.!+4x+ 1. 
> ? 
> ? 

6. 4:z:4-4x8+ 13x2-6x+ 9. 
314. Nenhum binomio póde ser quadrado perfeito, porque 

o quadrado de um monomio é um monomio, e o quadrado de um 
binomio é um trinomio. Assim, a2+b2 não é quadrado perfei~; 
mas se lhe addicionarmos 2ab, tornar-se-á o quadrado de •+b, e · 
se delle slibirahirmos 2ab, tornar-se-á o quadrado de a-b. 

315. Para que um trinomio seja quadrado perfeito, é nece&
sario que os dois termos extremos sejam quadrados perfeitos, e que 
o termo do meio seja o dobro do producto das raízes quadrada& 
dos termos extremos. De sorte que, para se achar a raiz quadrada 
de um trinomio que é um quadrado perfeito, exftr~·1e tM raisu 

• 



144 ALOURA Ef,EMENTAR 

quadradu.q cio prirne.fro trrmo f' do it'1'c:r.iro, e unem-11e com 
0 
~ 

termo do mrio. 
Assim, 411ll- t :!ac+ Üce ú um qundrndo perfeito, porque Vw.::::..,; 

Jl õ,I = ± 3r, o 2(!!a X -Hc)= -12ac . .Mas 9x9+ 12.xy+ 16yl l14o I 
qnndmdo perfeito, pPrqt1l'1 embora V 07"' =3x, e Viii;i =4y, 2(&, X 4y) , 
nilo é iglllll n 1 'l.r:y. 

1. Qunl é n ra.iz qu11drndn do a2-2a+l ? Resp. 
2. Qu:il ó n miz qundrndn do 1+2x+x2 ? > 

3. Qunl é a raiz qundrnda do m2+1 x+t? • 
4. Qunl é a raiz quadrada de a2-a+t ? ,. 

Radicaes do segundo grau 

31 G. Jit vimos que, para um monomio ser um quadrado per 
feito, é necessnrio que o seu coefficiente numeral seja um quadrado 
perfeito, e que o expoente de cndn. lettra seja exactamente divisivel 
por 2. Assim 4a~ é um quadrado perfeito, emquanto que 5aª não á 
quadrado perfeito, porque o coefficicnte 5 não é quadrado perfeito 
e o expoente 3 não é divisível por 2. 1 

:J 17. As quantidades cqja raiz quadrada não poder ser exacta- · 
mente determinada, denominam-se 1•adicaes do segundo 9l'a(l 
ou quantidades irracíonaes. Assim, }Í7

1 
a VT e 5rs a.f 

radicaes do segundo grau ou quantidades irracionaes. . 

318. O ?ocHici.ented~ 1•adical é o numero oualettra que 
está antes do s1gnal radical. Assim, nas expressões 5ya 'e aJfb, as 
quantidades 5 e a são os coe.fficientes; 5 mostra que o radical Jf'i' 
deve ser tomado 5 vezes, e a mostra que o radical yb" deve ser 
tomado a vezes. 

.31 9. J:?ois radic~es são s.emelhantes quando as quantidades 
debaixo do signal radical são iguaes ou as mesmas. Assim, 3 V t 
e 7y ... 2 são radicaes semelhantes; assim tambem by-;;, .2-y-; 
2 by• são radicaes semelhantes. 

Reducção de um radical á sua fórma mais simples 

. ~20. Os. radicaes do segundo grau podem, muitas vezes, ser.r; 
s1mpldicados, isto é, reduzidos a uma fórma simples, mas com· 
mesmo valor. 

Esta reducção é baseada no seguinte principio : 

À raiz quadrada do producto de doi11 ou mais factores ~ igual oo 
producto das raize11 quadradas destes fact01'es. . 

Aseim, Vi"= )l'i"Xii = Yt X Jl1i =3 X 4 = 12. 
Tambem y';i; =V .. x ... = y-;t X Jf"7 =ay-;-, 

Prohlemn. Reduzir r ' f; 1l sua fórmn mais simples. 

Re!1•·n. Duo111p1ic-1e o radical em doia factorea, de aor~ que 
um delles seja tlm 'Jlladmdo per.feito. E;,.·lrahe-ae a rait: 1uadrada 
deste quadrado perfeito, I' " miz prf'ji.m-11e como um co,ffica'tmú ao 
outro f'acto-r que fica cfrbai.i·o do siy11al rndical. 

~otn. Um radic<1l fica rNl11r.i1lo A Rua f.lrma maiH RimplNI, quando u&o tem 
debaixo do signal racli~nl nt•11l111111 fa<·tor q1111 st~a 11un<lra1lo porftiito, 

Para se conlwcor 110 11nm 1p11111tid:uln 1·011t1•11t um fal'lor munoral que soja 
quadrado perft-ito, vtl-so so ••lia 1\ 1li\·isin•l pnr qualqu .. r um d"e qua<lrado11 perfei
tos 4, 9, 16, 2.;, 36, 49, G.J, 81, IUO, 121, 11-1, oi<'. ~l' 11!10 for divi11h·ol por nonhum 
deiles, não conterâ nf>nhum füC"tor quo Sl'ja quadrado perfeito, e esta quantidade 
não poderá ser rodazida. 

Reduzir cada um dos seguintes radic11en á eua íórma maia eimplee : 

1. ys;;;: Resp. 2a Jf2": 6. V 32..at.tc4 . Resp. ? 2. y~ " 2ay3;" 7. y~;s-: • ? 3. JÍ~ > 4a y;;b," 8. j/ H11•b-•c • » ? 4. V~ > 3a2bcJf2bc. 9. Y "6a•btc4 • » ? 5. Y 20a3b3c3, • 2abcy~ 10. )1'7ê;3blcl:" • ? 

321. Uma fracção radical do segundo grau p6de tambem ser 
reduzida a uma fórma mais simples. 

Mul~iplicam-se os dois termos por umn quantidade que torne 
o denommador quadrado perfeito; decompõe-se a fracção em dois 
factores, dos qnaes um seja quadrado perfeito ; extrahe-se a raiz 
quadrada deste factor, e prefixa-se ao outro factor que fica debaixo 
do signal radical. 

11. 
12. 

13. 

Problema, Reduzir i á sua fórma mais simples. 

Solução YT == Yfü == YT == YW==t 'Jl6." 
Reduzir aa seguintes fracções radicaes á sua fórma maia aimples: 

Resp. t-VU. 
" tr'H. 

1

14. Resp. 

Z> JYS":" 
15. 
16. Ili ...... 

? 
? 

? 
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322. Desde que a=V-;;t, e 2y'"3=f4xV3=JfiXi 
é evidente que qualquer quantidade p6de ser transformada eút 
. di al do secrundo grau, sondo quadrada .e posta debaixo do • me º ... ffi td 
radical. Pelo mesmo prmc1p10, ~ coe cien e e um radicai 
passar para debaixo do signal radica~. 

0 17. Transformar 5 em um radical do 2 grau. 

Solução. ·5=}/w = yu. 
18. Tt·ansformar 2a em um radical do 2º grau. Resp. ~ 
19. Exprimir a quantida~e 3 V5 com ~ coefficiente deb 

do signal radical. ~ Resp. 
20. Passar o coefficiente de 3c~ para debaixo dos' 

radical. Resp. y 1"' 
21. Passar o coefficiente de 5ys para debaixo do signat 

dica!. Resp. , 
22. Passar o coefficiente de 4 Yt para debaixo do ra · 

Resp. 

Addição dos radicaes do segundo grau 

323. I Problema. Qual é a somma de 3y2 e 5y2P 
Solução. E' evidente que 3 vezes mais 

5 vezes qualquer quantidade devem fazer 8 ve
zes essa quantidade. 

li Problema. Qual é a somma de y2 e y8 ? 

V2 +Vs=V2 + JÍ4x2 =V2 + 2V2=3Jf2, 
Solução. Reduzindo o segundo radical á sua fórma mais simplea 

nando-o com o primeiro, temos JIT ou 1 y2 + 2JÍT = 3JÍ 2 , 
Se os radicaes depois de simplificados appa.rece!em dess ntes, il 

caso, só poderemos juntar estas quantidades, p~do o s1gn~ de addição ent~ 
Assim,a.somma.de2j/3 e õJ17 é 2y 5 + õy 7. 

Regra. Reduz-se cada mclical á sua forma mais simple~, 
os 1·adicaes 1·esultantes f01·em semelhantes, sommam-se oi coeJ!ici 
e a somma 17refixa-se ao mclical commurn; mas, se f<>'l'em dU 
lhantes, juntam-se com o signal da ciddição. 

Achar a somma dos seguintes grupos de radica.as : 

1. Jfs e ylã. Resp. 
2. Jfl2 e y21. » 

3. y20 e V so. • · 
4. JÍ24 e Y1õo. 
5. V?S e v-m. 

, 

6. 
7. 
8. 
9. 

10. 

l EX'J'RACÇÃO DA RAIZ 

Y8 ' yã2 e Jf6Q. 
Jlf-0 , V w e Jf2sõ. 
~e Y63z. 
V 3ab e 6 y"ã.;b. 
V~ e Villiie. 

.. 
li 

:D 

:) 

.. 
Subtracção dos radicaes do segundo grau 

11 Jll • 
lOyiõ. 
5 y;;-. 
7 Jfi4ii. 

12a yiõ • 

324. 1 Problema. Subtrahindo 3yã de 5Jf2 quanto 
resta? ' 

.Soloção. E' evidente que 5 vAzes uma 
9uantidade menos 3 vezes essa quantidade, é 
igual a. 2 vezes a mesma. quantidade. 

II Pl'oblema. Qual é a differença entre Vs e yT ? 

VS-V2=Y4X2'-y2=2V2-V2=y2. 
Solução. Reduzindo o radica.! maior a sua fórma mais simples e operando 

a subtracl(ão, vemos que a differença é yT . ' 
_ . Se os ~a.dicaes .são. dessemelha.ntes, é ~aro que a sua differença pôde só ser 
indicada. Assim, subtrah1ndo 3 JI a de 5 JI b o resultado é 5 ,fT -8 ,; -

• r r o • 

. Ueg1•a. Reduzem,-se os radicaes á sua fórma maia simples, e a 
di.ffei·ença. enf!re o coefficiente do minuendo e o do subtrahendo prefia:a
se ao radical commum. 

Se os 1·adicaes não forem semelhantes, indica-se a sua dijferença 
com o s1'.9nal de subtt-acção. ' 

Exemplos para resolver : 
1. Yiã-y2. 

Resp. 2y2. 2. V ~6<JI - vs;;s. 
> 2ay6. .3. f 54b-y6b. .. 2J!'% . 4. V 112alc! -V 28a2cl, 
> 2acyT. 5. Jf27b3,;3 -y 12b3c3, 
> bcyãk. 1>. 5a y21 -3aJÍ4ã. 
> 3ay8. 7. 2VT-3JfT. 
J) o. s. VT-JIH'. l> l\JÍ'3õ. 

Multiplicação dos radicaes do segundó grau 

325. 1 Problema. Qual é o producto de y-;- multiplicado 
por yT? 

Solução. Desde que~=Yax}ÍT, segue-se que y7xyb' = ab. 





, . 
\ 
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lh>-Jd" qno 1 t(lnima 1111 '""'' q11111titla.I"• multiplkadu por •na cU•ereot& 
6 ill'ual a rlilTt•n•uça d11 81•na 411a1lrarlo• ( ••• ••), arognQ·au qno ae a f'racç&o tiYer 
a Í•'•rlllA •lo t1 , ,, 1111. 11111lti11lk11r1111>8 1111ho~ u~ t1•rm .. 8 p<>r b-y-; 

1 0 I•+ l ç • , • • . 
donv111iu11tll)r ~l• f<•rnArll ra~101111l, p11r1j11t1 h1·nr11 b2-c. AM1111, 

t1 li - v7 nl.-" y-;-_ _ __ X :::..:-----

h-1- V ' b ·- ~/ e b2-c 

l't•ln mMlllll r11r~l\o, ~li o do11omi111Ulor for b-Jf7, o multiplicador •eri 
b ·I 1 -,-:- ; :«' 111h•1w111innde1r for } b ·+ JI 7, o mnltiplicndor será t_ 6 - Jf"'; i & 

110 o d111111mi1Hl1h1r for J b - y-; 1 o muHiplicndor será V b + JI e • 

ltcnra. Se o cle1wminado1· fo1· um monomio, multiplicam-se 
ambv.~ os termos da fracça.o pela quantidade radical no denominador; 
t1ws se for um bi110111 io, multiplicam-se arnbos os termos pelo binomio 
dad1~ nÔ d1•1wmi11ador com o segundo signal t?'ocado, e o denominado,.. 
ae lurnartl racional. 

Hedu.zir as seguintes fracç.ões·a outras equivalentes com denominadores r&
ciounN•: 

1. l Resp. V2 3. 1 
Resp. 2-ya. - - - --. 

2+VS yT 2 

2. 
yT J!T 4. Ys+y2 

» 5+2y6. » -+--, 

y3 8 y'3-y'2 

Solução das equações que conteem radicaes 

329. Quando em uma equação, uma quantidade desconhecida 
e~tá debaixo do signal radical, tçmos de tornar esta quantidade ra-._ 
c1onal para podermos resolver a ~quação, isto é, temos de fazerdes
apparecer o signal radical sem alterar a igualdade da equação, para. 
podermos achar o valor da incoanita. 
. Como já vimos na secção 

0
1 •:m, prop. 5ª, se duas quantidadeB 

~guaes fo1·em elevadas á mesma potencia, os dois 1·esultadoa serao 
1-guaes .. Então para fazermos d~apparecer o signal radical temos 
duas direcções : ' 

Pi•imei~·a direeção. Quando uma equação contém uma sô 
expi·essão radical, flranspoe-se esta expressão pai·a wm dos lados da 
J1o~:çao, b os ouflros formos, pa1·a o oiitro, e depois quad1·ando 01 

mem ros, faremos desapparecer o signal 1·adical. 

EIT1lACÇlo DA 114'D QOADR.'-1>.t. 

Problema. Qnat é o vnlor de ~ na equaçlo y;::r -1 

S~Ao. Traiupondo o termo - 1 para a direita, 
temos } a- 1 ==3. Quadraodo agora 1t11te11 doil membro. 
da equaçl<>, ft"mo11 z- J 9, 011 .r - 10. 

E' nac~ que o di1dpulu 1M1 mcorde q1'e o 
quadrado d11 }' z-1 ti .i:-1, i11tu é, a muma quantiJalle 
e"m o 11ignnl radil'al. O quadra.ln do .,- 7 ô 3. 

Ope ..... 
V';::J-1-1 
YN=2+H•3 
z-1==9 

:z:=lO. 

Segundn dirtW(,•ilo. Qua11do lia duaa tiprt11Dt1 radicou ~ 
!Jffalmn1te pre/rrfrel t'll'rn·er unw, dt' um lado da tqttaç4o ta ouw'a 
do outro, a11tes ele quaclrC1r oa seus mt:mlwoa. ' ' 

__!•·oblema. Qual é o valor de x na eqoaçAo l ;;-:a, -3=4-Y z-12 ? 

Solu(,'ào. Trno11plle-~e o 
termo - 3 para A direita e clepoiM 
quadram-se 08 dois m~rnliro1 e 
desapparece o signal radical' da 
esquerda. 

O qWldrado de 7-VN2 é 
49-aV;;=a;+x-12 ( •.. n .. ). 

'franspondo-se agora o outro 
radical para a esquerda, e os ou
tros termos para a direita, temos 
14 }''~=42. Como os numeros 

Opernc:lo 

Y - ~ 4 ·"-.,_~ -.,= -}I z-1t - ,.. ,}-
"}'z-5=•-r•-12 
:r:-5=49-14y;-=a +a:-12. 

14v~=42 
Jf;=Ji=3 
::c-12=9 

::c=9+12=21. 
14 e 42 são divisíveis por 14, podem ser simplificados, e a equação ficarà Jl;;::"iã=B. 
•·

0 1 
'7&, prop. 4•). Quadrando agora 08 dois membros da equan•o temo1 z-11:9 

~x=~. -· t 

Achar o valor de x nas seguintes equaçõee: 

1. Jf;+!+3=7. Resp. :z:=13. 2. x+Jfz1+11 =11. 
"' x= ti. 

3. y7 -2 .. y;=e, » a:= 9. 
4. x+y.za....:.1=7. J) :i:= 4:. 
5. 2+y"ã;=JI 6z~. J) a:=l2. ~ 

6. Y:.c:+1=6-Vs-i. li a:= 9. ... 7. y;+iib-y;=ru -11 =0. ... 
li :z:=lOOO. 

8. V .z!+a-x=2. li ::e= 1. . JI 

9. Yse+:.c: =18-Jf7. li a:=64. 
10. JI :.c:+20 = V7 +2. 

. 
o:=16. I> 

11. Yz+a-JI :i:-a=V7 .'la 
l) a:=-• • 

12. Y a+z=2y.+;-Jf7. l 
li a:=-· 
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EQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 

330. Uma equação de segundo gra~ é a que tem a quantidade 
d h ·da elevada ao seu quadrado, isto é, com o e:x:poente 

2 escon ~~16 e x2+2x =24. (Vêde n.•• 17.2 a 174). como: x - , 

331 . As equações do segundo grau podem ser incomple~ 
ou completas. 

E'f ua<_;ões incompletas são as que podem s~r reduz.idas a 
dois termos como: x2=l6. 

Equaç ões completas são as que podem ser reduzidas a 
tres t ermos, como: x2+ 2x=24. 

332. Quando uma equação apparece já r.eduzida ao limite 
dos seus termos, como as duas equações que .a.cima apresentamos 
como exemplos é muito facíl conhecer se elia e mcompleta ou com
pleta ; mas, qua'ndo ella apparece m~to c~mplicada ou com muitos 
termos em ambos os membros, o me10 mrus seguro de conhccel-o 4 
reduzil-a á sua fórma mais simples, isto é, ao seu menor numero 
de termos. Esta reducção opera-se ~o mesi:io mod.o que a soluç~ 
das equações do primeiro grau, pois consist e umcamente e~ i.n· 
tefrm· os tm·mos fracciona1rios da eguaçao, transpol-os, addicio
nal-os e ?'eduzil-os ao meno1· numero em qu e a equaçao póde 1er 
exp1·essa. 

33:1. Simplifiquemos a seguinte equação para se v~ri6car 
qual é o menor numero de termos a que elia póde ser reduzula 

E - "' 3 +~-_!_-x2+~ qunçao . ... ..... 3 12 - 24 24 ' 

inteirando... . ...... 8x2-72 + 10x2=7-24x'.!+ 299, 
tr.i.nspondo ..... ... .. 24x2+Bxª+IOx2=7 + 72 + 2<.19, 
addicionando.. . . . .. . . . . . . . . . . . . 42x2 = 378 
dividindo por 42..... ... ........ x2=!.I. 

E sta equação, depois de reduzida ::tpresenta só dois termos q 
são X

2

=9, e por . isso é uma equa~ão 'incompleta de segundo gr&!" 
Se agora generalizarmos esta equação, substituindo o numero 9 pela 
lettra q, tert>mos x2=q. Eota expressão ou fórma serve para 
trar o me.nor numero de termos a que uma equação incompleta P 
;;~reduzida . _De sorte 9ue ;·cduzir uma equação incompleta á fó 
, -q. quer d1zer reduzil-a a fórma mais simples em que ella pó ser expressa. 

EQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 

334. Simplifiquemos agora mais a seguinte equaç1
0 
~ 

se reconhecer qual é o limite do numero de seus termos : ~ 
- 7:i:I UI 

Equaçao ....... 3+12 + 7x:::3 +4x,+40, 
inteirando........ 7x2+ 36 +21z=4Q:2 +t!b:+120, 
transpondo....... 7x2-4a;2+2tx-12x=I20-36, 
addic1onando............. . ... ax2+ 9x= 84, 
dividindo por 3............... ~...,.. 3x= 28. 

Esta equação, depois de reduzida, apresenta 3 termos que silo 
.a::

2

+3x=28, e por isso é uma equação completa do segundo grau. 
Se agora generalizarmos esta equação, substituindo o valor de 3 por 
2p, e o valor de 28 por q,,teremos x 2+2px=q. Esta expressão mos
tra o menor numero de termos a que uma equação completa póde 
ser reduzida. De sorte que reduzir uma equação completa á fórma 
.a::

2
+2px=q, quer dizer exprimil-a na sua fórma mais simples. 

335. Do que ficou exposto conclui.mos que qualquer equ<J9ão 
do segundo grau pócle ser ?·eduzida a uma equaçao i"ncompleta de dois 
termos com a f6rma x 2=q, ou a uma equação completa de tres ter
mos com a f61·ma .:v2 +zpx=q. 

Solução das equações incompletas do segundo grau 

336. P1·oblema 1. Qual é o valor de x na equação 
5x2-18=3x2+14? 

Solução. Equação....................... 5x~- 18=3x9+ 14, 
transpondo os termos.......... 5x9-3x2= 14 + 18, 
reduzindo................... . ...... 2x1=32, 
dividindo por 2....... .. ............ x2=16, 
extrahiudo a raiz quadrada... ....... x =±4. 

O processo é igual ao de uma equação de primeiro gran; chegando a :'1=16, 
extrahe-se a raiz quadrada de ambos os membros da equação, e ficará x = :1: 4. 

Con;o já vimos na secção aoe. o signal ± que vai prefix? ao numero 4, 9.uer 
dizer que o valor de x pódo ser +4 ou -4. Ora como x tem do1S valores ou ra1zee, 
uma positiva e outra negativa, dá-se á positiva o nome de p1•imeira raiz, e 
representa-se pe>r x'; e á uogl\tiva dá-se o nome de segunda raiz, e repres:'nta-se 
por x". De sorte que x= ± 4 tambem póde ser expresso deste modo: :i: =4, e 
v" =-4, que se lê: primeira raiz igual a 4, e 1egunda raiz igual a mmca 4. 

· 337. Em Arithmetica, como se opera sómente com numeros 
positivos, um quadrado tem só uma raiz, como: ~XÃ=l~ M88 em 
Algebra ha tambem quadrados de nu.meros negativos; asBim o qua
drado d~ -4 é (-4) X (-4) = 16, porque menos multiplicado por 
menos dá mais ( n.0 73 ). Portanto 16 póde ser o quadrado de +4 
ou de -4. Do que fica exposto, vemos que 

1º Toda a equaçao incompleta do segu,ndo wau tem duai ~aizu. 
2º Estas raízes siJ.o numtn"icamente iguau, mas tum ngnau 

oppostos. 
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II P .. oblema. Achar; valor de x na 
equação de 5x2 +4=49. 

. Solução. Transpondo o t ermo 4, para a di
r~1ta, a eq~ação ficará 5x2= 49-4 ou 5xl! = 45. Divi
dindo os dois mem liros por 5, temos x9 = 9 e x = ± 3. 
Ou x' = 3 e x" = -3. ' 

III ProMema. Achar o valor de x 
2:1:2 3z• na equaçãoª+ 4 =5-}? 

Solução. Inteirando a equação, e reunindo os 
termos se melhanteA, temos 17x2= 68. 

Si,:riplifi<'ando estes termos, dividindo-os por 17, 
temos x- -= 4 ; então x = ±2, ou x ' =2 e x" = -2. 

IV P1•ohlema. Achar o valor de x 
na equa~.ào ax2+ b = cx2 + d . 

Solução. Transpondo para a esqnerda os te r
rno11 <lue te m a le ttra x, e factorand" estes termos, 

temos x'l(a- cj=d-6. Então x2==d-i, ~ r, igualá 
a -e 

raiz quadrada desta fracção. 

fu!+4=49 
5x2=45 
x2=9 
X=±3. 

2zt + ~ _52 3 4 - "3" 

8x2+9x2=68 
17x2=68 

x2=4 
X =+2. 

a.r2-rb= cr + d 
rt.J.

2 -c.T?= d- b 
:z..2(a- c)= d - IJ 

'1?=~ , .. _~ 

:l:J8. P a ra r esolvermos uma equnç-llo incorn pJ,.tn 1lo >õ"~u11do 
grau, tPmos a 8egu inte r egr11 : 

He!1•·H. R eduz-se a equaç<Io d {t'lrma .:t2= q, ,,_ t/epois r.:rtrahe-1e 
a raiz qaatlrculrr de ambo.'I os Me111 &r os dt1 e'JlUZ<;-0.rJ. 

Acl1ar o valor <lb x l'm eada uma das aeguiute11 cqua<;l:ies : 

.1. :r2-8=~8 . lfosp. u:= ±6 . 2. :-b~- lf1-"-83 +'J.,2 . ,. ;c= ±7 
:1. 7x!l-2f,= 4?-rn. 

JI :n= ±2 4. a2.t2 -l./·=ü. • » :r.= ±-.· 
!). flJ:2-:!=8-35x!l. 

ÍI :t= ±t 
íi. ~, + J 2 = 8; + 3 7 ~ . ::> a:= ±7 ~ 

ti,1:~-48-2J:2=!l6. 
'1~= ±6 ' · :I> 

8. •zt+~ -4 ... , 
» :e =± 10. ll - •. 

u. :r.2-36=~+1i'. ,, x=±B . • 
10. 3x2-~U0=-"'~ + l9ti. 

2> x= ±12. f 

EQUAÇÕES DO SEG'IJRDO GRAC 

Resolver os seguintes problemas que produzem 8q"ª"""" incomple•·• .-... ....._ 
gundo grau : ._.,,,_ - --. 

1. Aeha1:' um numero enjoa t multiplicados pelos seus f darão 
um producto igual a 60. 

S 1 ã S . 22' 2.. ffl o oç o. eJaxonumero;então .. . ..• -x-=60=-=60, 
• . . • 5 is 
rnte1rando . ... ..... .. ....... 4a-.11=900 
dividindo por 4 ............. • x~=225: 
resposta............ . ....... x =15. 

2. Multiplicando-se t por i de certo numero, o producto é 108, 
qual é o numero? Resp. 36. 

3. Qual é o numero cujo quadrado menos 16 é igualá metade 
do seu quadrado mais 16 ? Resp. 8. 

4. Qual é o numero cujo quadrado menos 54 é igual ao q-Qa. 
drado da sua metade mais 54? Resp. ? 

5. Qual é o numero que, sendo dividido por 9, dá o mesmo 
quociente que 16 dividido pelo numero? • Resp. ? 

6. Dois numeros estão um para o outro na razão de 3 para 5, 
e a differença entre os seus quadrados é 64. Quaes são os numeros? 

Resp. 6 .•10. 
Soluc;ão. Sejam 3a: o numero menor, e 5x o numero maior. Qna4nn.\o eet.. 

numeros. e formando a equação, temos 25x~-9xl:::>i4. Resolvida & eq~, te111Q1 
x = 2. Então o numero menor, que é 3a:, é igual a ,6, e o maior igual a 10. 

7. Quaes são os numeros que estão na razão de 3 para 4, e a 
differençn entre os seus quadrados é 63? Reap. '? . 

8. Qual é o numero que, se lhe juntarmos 3, e se delle sub&ra
hirmos 3, o producto desta somma e desta diff'erença será 40? 

Solu~iio. (.r+3) (x-3);40; ~-9=40, e :r:=7. 

!'.-!. Um homem perguntou & outro quantos contos de réis tinha 
no bn.nco, e este respondeu: Se ao quadrado do numero fouem aeores
ecntndo~ 6 contos, eu teria 42. Quantos contos tinha no banco? _ 

Resp. 6 contos. 
10. Qual ó o numero cuja o.i~v.a parte, sendo multi~cada.pela 

ena quinta parte, e o producto dividido por 4, dá o quociente igual 
n 40 'I Reap. 80 • 

Solução du equaçGes oompletu do aeguie l'U 

aao. Já vimos no n.0 334 que uma equaçAo completa do se
gundo grau, estando reduzida, contém sómente tres term01, sendo 
dois do primeiro membro, e um do segundo, como : ail+~ . 40. 
Ora como o primeiro membro de uma equação completa é um btno
noU:io precisamos saber accrescentar-lhe mais wn termo para o ' . tornar quadrado perfeito. 
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31.0. So elevarmos a quantidade (x+3) ~o seu quadrado, te
remos (x+S)2=x2+6x+9 (n.: ~6). Ventos aqui que o .qu8:drado da 
sommn das quantidades x+3 e igual ao quadrado da prim01ra quan
tidade, que é x~x. x2; mais duas vezes o producto da prim~ira 
quantidade multiplicada pe.la segunda, quo e 2(xX3)=6~; mais 0 

quadrado da segunda quantidade que é 3X3=9. (Vêde n. 288), 

Se tivermos sómente os dois primeiros termos x2+6x, e qui
zerrnos achar o terceiró termo, será fücil determinal-o, porque sendo 

0 
segundo termo (6x) producto da primeira quantidade multipli

cada pela segunda, tomado duas vezes 2(xX3), segue-se que uma 
vez só é x X 3 ; e neste producto x é a primeira quantidade, e 3 é a 
a se"'unda. Ora, como o termo que temos de juntar é o quadrado da 

b d . segunda quantidade, segue-se que temos e JUntar o quadrado de 3, 
que é 3 X 3=9. Juntando esse termo, temos x2

+6x+9. 

341. Podemos, pois, considerar os dois termos .do pTimeiro 
membro de uma equação completa do segundo grau como um qua-
drado a que falta o ultimo termo, para ficar completo. 

Pl'oblema. Que termo ou quantidade devemos juntar ao bi
nomio xª+x para o tornar quadrado perfeito?. 

Soluc;ão. Se o segundo termo x é duas vezes o producto da. primeira. quan

tidade multiplicada pela segunda, uma só vez sel'á f · Ora., neste producto, sendo 
z 

:1 um dos factores, o outro deve ser t , porque x X t = 2. E como o termo que falta 

é o quadrado da segunda. quantidade, segue-se que lhe devemos juntar o quadrado 
de t que é t X t=l· O quadrado perfeito é, portanto, x2+x+t. 

. Regl'a. Pa1·a se complet<11r um quadrado, accrescenta-se aos 
dois te1·mos dados o quadrado da metade do coejficiente de x. 

Nota. No problema acima resolvido, o coefficiente de x é 1 subentendido 
(~·· n). A metade de 1 é;\-, e o quadrado de~- é t. No exemplo precedente, o coeffi
c1ente de x é 6, e a metade de 6 é 3, e o quadrado de 3 é 9. 

Completar o quadrado nas seguintes expressões : 

1. x2+10x. Resp. x 2+10x+25. 
2. x 2-12x. lO x 2-12x+36. 
3. x2+8x. " x 2 +8x+l6. 
4. x2-16x. » ? 
5. x 2 +3x. » ? 
6. x 2-5x. » ? 
7. x2-x. x2-x+{-. 

xª+~· 
> 

8. x2+ ~ +T\· 2 » 

9. x 8-llro. ? » 
10. x2+~ 6 • » ? 

• 

EQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 

Achar as raizaa das equaç6es completas . . 
34~. Como já sabemos completar o quadrado, resta-nos agora 

sóme~te JUntar ao segundo membro da equação o mesmo termo ou 
quantidade que juntamos ao primeiro, afim de.conservarmos a igual
dade entre estes dois valores, e podermos resolver a equação. 

1 Problema. Quaes são as raízes da equação x2+8x=S3.?. • 

Solução. Para completarmos o qua- 2+8 33 
drado no primeiro membro da equação temos X X= 
~e addicionar-lhe o numero lG; u par~ que a x2

+8x+16=33+ 16=49 
1irualdade não fique alterada, temos ele addi- + 4 + 7 
c1ona.r tambem 16 ao segundo membro, e a~sim :Z: = -
ficará a igualdade restabelecida. Extrahinilo oo=-4+7 
a raiz quadrada em ambos os membros acha- x' =3 -
mos que a raiz do 1° membro é x+4, e 'a do2º 
é + 7 ou - 7, porque ambas estas raizes dão x" = -11. 
o quadrado 49. O valor de x apparece linal
men~e com. 8: fóqpa de -4± 7, isto quer dizer que, se o nu~o 7 for tomado no 
senh~o positivo, o valor de x s~rá -4 mais+ 7 =3; mas se for tomado no sentido 
negativo, o val~r x será -4 .~:us -7-:--11. A solução apresenta, portanto, dUAB 
respostas ou raizes: uma pos1tn•a que ex' =3; e a outra negativa que é x" =-11. 

Verifiquemos agora como estas duas raízes satisfazem os valores da equa9&0. 

(3 X 3)+(8 X 3)=9+24=33. 
(-11 X -11 )+S X (-11)= 121-88= 33, 

II Problema. Resolver a equação x2-6a:= 16. 

Solução. Completa-se o 9.uadrado no x2-6x= 16 
primeiro membro; iguala-se depoIS o segundo x2-6x+9=16+9=25 
membro; e extrnhida finalmente a raiz qua- "'-3--+ 5 
drada, o resultado é x - 3 = ± 5. .., 

O valor dex é 8 ou-2. x'=3+5=8 
O discípulo fará a verificação. " 5 X =3- =-2. 

III Problema. Achar o valor de x na equação 3x-5= 
7s+ae. 

• s 

Solução. Equação ................. . 

inteirando a equação ..... . 
transpondo os termos ..•... 
di vidmdo os termos por 3 .. 
completando o quadmdo .. . 
extrahindo as raízes ...... . 
valores de .•........ , ...• , 

&z:-5- 7z+S6 
- z ' 

&z:~-00! =7x+36, 
&z:•-12!1:=36, 
:z;2~ 4x=12, 

z2-4x +4=16, 
z-2=± 4, 

z=2± 4, 
z'=2+4-= 6, 

:z:"=2-4=- 51. 

Para ·resolvermos uma equação complet.a do segundo grau, te· 
mos a seguinte regra: 

Regra. Reduz-se a equaçl1.o á forma z 2+aPz=q; acha-se de: 
pois o quadrado da metade do coefficiente do segundo termo, e jt.1.n· 
-ta-se a ambos os membros da equaçll.o. 
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E.rtrahe-se a raiz quadrada de ambos OB membros, e tran8p(Js-1t 
o termo co11hecido para o segundo membl'o. 

U011oh·or rada uma das soguiutos oqua<;õ!ls complotas d'> s!lgnndo grau : 

1. :r9+8.r.=20. Rcsp. x= 2ou -10. • 
2. x~+16x=80. » X= 4 ou - 20. 
a. :c2+7x=78. » x= 6 ou -13. . 4. :r2+3.1~=28. » X= 4ou- 7 . 
5. x8-10x=24. » x=12 ou - 2. 
6. :t~-8x=20. » x=10 ou - 2. 
7. x2-5x=6. )) X= 6ou- 1. 
8. x9-2Ll:=100. )> x=25 ou - 4. 
9. · x2+fü:= -8. )) X=- 2ou- 4. 

10. x2+4.r=-3. )) X=- 1 ou- 3. 
11. x2-fü:=-8. » X= 4ou 2. 
12 . x2-Bx=-15. » X= 5 ou 3. 
13. x2-10.l~= -21. » X= 7 ou 3. 
14. x2-15x-:--54. » X= 9 ou 6. 
15. 3x2-2x+ 123=256. )) x= 7 ou -- 1-./. 

113. 2:r2-5.x:=12. )) X= 4 OU - !· 
17. 2.r2+3x=65. X= 5 OU - 1-.f, )) 

18. !2%1 5% 2 
4ou- t. -3--2=3· )) X= 

19. x• m=x-24. » x=60 ou 40. 
20. x2-x-40=170. )) x=15 ou -14. 
21. 9 6-:r 3 • xw=-2-· )) x="2"ou- 2. 
22. x-1+-2-=0. 

:i:-4 
)) x=3ou 2. 

23. a: 2 X 3 
-+-=-+- )) x=2ou 4. 2 X • 2 ' 

24. 3x2+5x=2. » x=tou-2. 

Resolver os seguintes problemas 
gundo grau: 

que produzem equaç.ões completllll do se- . 

1 P1•oblema. Qual é o numero cujo quadrado sommado com 
15, dá um resultado igual a 8 vezes esse numero ? 

Solução. Seja x o numero ; então temos : 

Equação.................... x2+15=8x, 
transpondo os termos........ xll-Sx=-15, 
completando o quadrado ..... x2-8x+l6=16-lõ=l, 
extrahindo a raiz quadrada.......... x-4= ± 1, 
valores da incogni ta.. . . . . . . . . . . . . . x' = 5, 

x"=3. 

• 

• • 
• 

.• 
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li Problema. Dividir o numero 24 em duas partes, de~ 
que o producto de8888 partes seja 95. 

Solução. Seja .z = a um doa nnmeroa; entlo H -z =ao outro. 
Equaçlo......... •. . . . . . • • . • :z:(2-l-x)=91'>, 
tirando o parentheaia........ 94:c-xl=96, 
mudando oa eignaea .•.• ,,.... xl-24.z:=-95, 

:z:=5, 
H-:r=l9. 

Ili P1•oblema. Um fazendeiro comprou certo numero ele 
carneiros por 80$; se elle tivesse comprRdo o mesmo numero e maia . 
4 carneiros pelos mesmos 80•, o preço de cada carneiro seria lf 
menos. Quantos carneiros comprou ? 

Solu~ão. Seja x o numero dos carneiros, entlo eot é o preço que euatioo.. · . . 
cada carneiro ; e &OS o preço qne custaria se elle co~praase maia t. A dift'erença 

x+• 
dos dois prec;os deve ser igual a 1$000. . • 

Então ~- eot =lt. Resolvida esta equaçlo, achamoa que o valor de411 
:i; a:+• 

é 16, numero de carneiros que o fazendeiro comprou. · 

4. Achar o numero cujo quadrado addicionado com 6 vezes 
. o numero dará 55. Resp. 5. 

5. Achar um numero de cujo quadrado subtrahindo 6 vezes 
o mesmo numero, restará 7. . . \ Besp. 7. 

6. Achar o numero cujo dobro do.quadrado mais 3 vezes Q. nu-
mero dará 65. Resp. 5. 

7. Achar dois numeros taes que a sua differença. ~~ 6, e o seu 
producto seja 160. , ~~ 10·\' 16. 

8. Achar dois numeros cuja somma 8'ja 23, .e .~ujo._.E!odueto 
seja 132. Resp....,U. e 12. 

9. Dividir o numero 50 em duas partes, de sorte que o seu -pro· 
dueto seja 544. · Resp. ? 

10. Dividir. o numero 30 em duas partes, de sorte que o seu 
producto possa ser igual a oito vezes a sua differença. 

:Q.esp. 6· e 24. 
11. Perguntando-se a um menino que estudava Algebra, qual 

era a sua idade, elle respondeu: Se do quadrado da minha idade 
subtrahirdes t da minha idade, o resultado será 250 annos. Quantos 
annos tinha o menino ? Resp. 16 annos. ,,. 

12. T;rm professor di_vidiu 144 laranjas pelo~ se'us di~eipulos; se · 
houvesse mais doi~ alumnos, cada 11P. de~e~. teria recebido uma la
ranja de menos. Qual era o numero de disc1pulos? 

· Resp. 16. 

• 
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' Fórmas da equação completa do segundo grau 

:l!í a. Jií sabemos reduzir urnn equação completa do Begun<LJ 
grnu a fórmn x2+2~x=q (~1.º a:n); jó. snbc1!1os t1unbem completar 
0 quadrado sem destazcr a ignnldndo dos dois mem?ros da eq11&910 
(u.• ~HO); já sabemos finalmente n~h~r a~ duas .raizes da equaçao 
(n.º !!"!!); resta agora sabc>rmos c11strngu1r as diversas fórmas em 
quo apparecc estn equai;ão. E' esse o ponto que agora vamos estudar. 

:144. So exnmiuarmos com attonção os exercicios 1 º, 5º, 9º 8 
i2· da pnginn 158, notaremos que as equações. destes exercieios 
apresentam fórmns differentes como podemos verificar, pondo-as em · 
uma ordem seguida. 

1° exncicio, x2+ 8x=20, Resp. x= 2 ou-10. 
5º exerc1c10, x2-10x=24, » x=12 ou -2. 
9º exercicio, x 2+ 6.n=-8, » x=-2ou-4. 

12º exercício, x2- Bx=-15. » x=5 ou 3. 
:J.!it>. Nestes quatro exercicios vemos que uma equação com.: 

pleta do segundo grau não tem uma só fórma, mas póde apparecer 
de quatro fórmas diversas assim generalizadas: 

1 n exerci cio = x2 + 2px= q, 'la f ó1•ma ; 
5º exercicio = x2-2px=q, 2ª i'órma; 
9º exercicio = x2+2px=-q, 3ª ió1•1na; 

12º exercício= x2-2px=-q, 4ª i'ó1•1na. 

:l46. Os característicos que distinguem estas fórmas são os 
seguintes: O termo x2 é sempre positivo em todas as fórmas, mas os 
termos 2px e q silo ambos positivos na 1 ª fórma ; o primeiro é ne
gativo e outro positivo na 2ª fórma; o primeiro é positivo e outro 
negativo na 3ª fórma, e :finalmente ambos são negativos na 4ª fórma. 

347. Daqui concluimos que toda a equação completa do se
gundo g1·au póde ser reduzida á fórma x 2+2Px=q, na qual os ter
moa 2px e q podem ser ambos quantidades positivas ou negativas, 
ou um ser positivo e o oufJro negativo. 

348. As fórmas de uma equação completa podem tambem ser 
distinguidas pelo resultado da solução, isto é, pelas suas raizes. As
sim, a 1 ª fórma tem a raiz positiva numericamente menor do que a 
negativa; a 2ª f6rma tem a raiz positiva numericamente maior do que 
a negativa; a 3ª fõrma tem ambas as raizee negativas, e a 4ª tem 
ambas as raizes positivas. 

349. Vamos agora achar as raizes das diversas fórmae de 
uma equação completa do segundo grau. 

• 

• 
• 
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Problema. Qual é o valor de x na equação x2+2px=q? 
l ta quaçll.o tomos de <'Ompletar o quadrado 

Solução. Par.a rel'O vermos N e da motade do coefficiente de :r (-.- Mo 

do primeiro memhfi'iº•. JU~tjndo .0 
0 qttd.r:~). a metade de 2p é p, e o quadrado ae P 

: ;;• J~~:idoc;~ ~~·;~dl:iei~o:c ::i~fnb;~, tcm~s de juntai-o lambem ao aegundo pua 
nservar a igualdaue a equao; o. 

co é . x'1+2px=q, A equação po1~ ....... · · · · · · · 
2 d d x2+ºpx+p2= q+P • completando o qua m o .. ····· • . , 1--

. d . ·' a·'11 x+p = ± r q+P', extrabm o a raiz quaur u .. · · · , 1--. · · :z:'=-P+ I' q+P'1 Pnme,ra ra•::: .....• · · · · · · · · · · · .--
. x"=-p- r g+P2

• 
Segunda rau: ..... · · · · · · · · · · · · · h 'd 

. . m uma só quantidado de~con ec1 a 
Notn. Uma equação do pn~e1ro r:lo~~trado n~ ... .,-rolo ••Oi uma equação 

tem uma só raiz ou resposta, como lkouai~eM sendo uma positiva e a outra n~ga
incompleta do segundo grau tem dtl~ relo ~~guuclo grau tem tamhem duas raiz.e", 
tiva(•·" 34.t), e uma eq11.a5ão comp e a 1· "l\l! ou uma positiva e a outra n"gativa 

odendo ambas ser pos1t1vas ou noga iv , . 
f •.. 348). . . ativa a poRitiva cbama·se pri111eira rm~, 

Se uma raiz é pos~tiva e outra neg 'bBR sà'o ositivas ou negativas, a pr1-
e a negativa, segttnda ra1z (•· •:_a•)j mas~~!":., o~tra iegunda raiz, e distinguem-se 

. e se acha chama-se pn.me,ra ra1~, ' 
::b~!º por x' e d:11

• 

350. Resolvendo agora as o~tras f6rmas como resolvemos a 
primeira obteremos as seguintes ra1zes: 

(1ª)' x2+2px=q. Raiz :t=-p+ V 9+.P' · 

(2ª) x2-2px=q. » x=+p+ ~q+P'· 
a -- • » x=-p+ "-q+P'· 

(3) x2+2px- q ,. x=+p+ V-9+P'· 
(4ª) x2+2px=-q. - . 
Achar as raízes de uma equação ~ompleta por meio 

da sua fórma generalizada 
1 Problema. Quaes são as raizes da equação x2+8x=20? . 
~ - Esta e uação tem a primeira fórma, e a raiz desta fórma é 
Soluçao. q ) Vemos nos dados do problema, que q=~O,p=i =4, e 

x=-P ± V P+q' .(•·".ªd""º· tas lettras pelos seus respectivos valores, temos 
p2=4 X4=16. Substituiu o agora es , 

x=-4±v20+16=36 
x=-4 ± 6 'isto é, +2 ou-10. 

II Problema. Quaes são os valores de x na. equação 

x2-10x=24? da fórma e a raiz desta fórma é 
l - Esta equação tem a segun , LO 5 So uç~ d s do roblema, vemos que q=24, p = 1' := ' x=+P ± Y q+I" ( ... ·.a&~)d. Nos';: :esta ~aiz estas lettras pelos seus respectivos 

6 pll=5 X 5=25. Subst1twn o ago • ' 
valores, temos 

x=+5 ± v2•+25=•9 
:z:=+5 ± 'l, isto é +i2 on-2. 

f 6 ham se do mesmo modo. 
As raízes das outras rmas ae 1 ~ por este processo todos os 
Os discipulos devem agora reso ve 

exercícios das paginas 158. 
11 

• 

• ••• 

• . 
-3 
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Propriedades das equações completas do segundo grau 

a;; J. Já vimos na secção :l~H que n fórma x2+2px=q tem 
duns rnizes que são 

r ·raiz 
2ª raiz 

-p+ 1 q+11~ 
-p- l q+112 

-'2p 

Sommnndo estas duas raizes, temos -2p, isto é, o coefficiente 
de x com o signal trocado. Daqui estabelecemos a 

1 • P1•01wieda.de. Em iima equaçao do segundo g7·au, a somma 
das duas raizes é igual ao co~f]iciente elo segiindo termo com o signal 
trocado. 

3::>2. Se multiplicarmos as 
duas raízes, o prodncto será 
JJ2-(q+;i2), tirando o parenthesis, 
ficarii p~-q-1J2, isto é, -q. Ora 
-q é o termo conhecido do segundo 
membro com o signal contrario. 
Daqui podemos estabelecer a 

-p- 11 9+112 

p2-1) Yq+p2 
2ª 1·aiz 

+p Vg+p' -(q+p2) 

2" P1•op1•iedade. Em 'uma equação do segundo g1'llu, o pro
ducto das ditas raízes é igual ao te1·mo conhecido do segundo memb1·0 
com o signal confA·m·io. 

353. Estas duas propriedades são de grande importancia, por
que se a somma das duas raízes dá o coefficiente de x, e o producto 
dá o segundo membro, podemos facilmente formar ou achar qual
quer equação completa por meio sómente das suas raízes. 

Exemplo. As raízes de uma equação sãó +4 e -5; qual é 
a equac,:ão? 

~olução. Para formar esta equaçào, precisamos achar o coefficiente de x, 
e o valo.rdo termo d~ se.gundo membro. Ora a somma das duas raízes +4 e -5 é -1, 
com o s.1gnal contrario e + 1; portanto o coefficiente de x é + 1. O producto daa 
duas ra1zes +4 e - 5. é -20, com o sig11al contrario fica+ 20; portanto o termo 
do segundo membro e + 20, e a equação é x2 + lx = 20 ou rc2 + x = 20. 

P~ra se formar uma equação, sendo dadas as suas raízes, temos 
a segumte regra: 

lte91•a. A somma das mizes com o signal cont7-a1·io da1·á o 
coef.ficiente de x. 

O p1·oclucto das raízes com o signal contra1·io dai·á o te1·mo do 
memb1·0 seguinte. 

• 

, . 
.. 

F.QUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 

Formar a.' ~eguintes equações : 

+9e-10? 1. Qual é n cquaçilo que tem as raizes 
Rcsp. :c'+:c=90 

2. Formar umn cquaçilo, sendo dadas as rnizcs +6 e -10. 
Resp. x11+-k=60. 

3. Se as rnizcs de uma equação são +8 e -2, qual é a 
equação ? Resp. x2-6x= 16. 

4. Qual é a cquaçilo cujas raizcs si'ío -6 e -7 ? 
Resp. x2 +13x=-42. 

3:54. 3• Propriedade. Uma equaçclo do segundo g1·au póde 
sei' ti-ansfcn·mada em 1lma expressão ti-i1101~1ia .que se póde decompO'I' 
em dois factores binomios, ~os q1taes o ?Jr1111e11·0 tern.w de cada um t! 
x, e o segwndo, uma das 1·a1:::es com o szgnal contrm·w. 

Dlustremos esta propriedade. Re tomarmo~ qualquer equação completa do se
gundo grau, por exemplo, a eqna~:\o x2 : t'.>' = 20, ti trnnspozermos o termo 20 para 
o primeiro membro, teremos x] +i:sx-20=.0. 

Este resultado constitua uma equação trinomia do segundo grau, que tem.a 
propriedade de se decomi;ior em ~ois fll'~tores binomios, sendo um fac~or x e a raiz 
+2 com o signal contrano que fica (x -2); e o outro factor x e a raiz -10 com.º 
.signal contrario, que fica (::: + 10). Os dois factores são pois (x-2) e \x + 10); J!OIS 
!x-2) (x+lO)=x2+Sx-20. lodag:uemos a~ora como poderemos ac1ar as ra1zes 
-2 e +10 sem resolver a equação x2+&=20. . 

Já vimos que a somma das duas raizes dá o coefficiente de x com o s1goal 
contrario, e que o producto das mesmas r~izes dá o term? co1!hecido do seguu~o 
membro com o sigual contrario, ou o tol'c01i:o termo do tr!no.0110 com o

9 
mesmo e1-

gnal. Ora se procurarmos dois numeros CUJO producto seJa 1g'!al a - NO, toremos 
-4 e 5 0~ -2e10. Os dois primeiros, como não somrna1yi algelmcamente 8, nã.o ser
vem para o caso; os dois ult1mos, corno sommam algebncameate 8, ai.o os numeros 
ou raizes requeridas, porque (-2) X(+ 10)=-20; e tambem 

(-2)+ (+lOJ=+ 8. 

Para se decompôr uma equação trinomia em dois factores bi
nomios, temos a seguinte regra : 

Uec..a·a. Acham-se dois numeras cuja somma algeb1'ica seja 
i·gual ao 'coefficiente de x, e cujo p1·oducto seja igual ao terceiro te-rmo 
do t?·inomio. · • 

Depois a lettra x com um dos mimeros será um factor, e a lettra 
.x com o outi-o niimm•o será o ouil'o facto1·, 

Decompõr as seguintes expressões : 

1. 

2. 
mi os. 

3. 
mi os. 

4. 

Achar os factores de x2+6x+8. 
Resp. (x+2) (x-f:4). 

Decompôr a expressilo x2 +6x-27 em seus factores bmo
Resp. (x-3) (x+9). 

Decompôr a expressão x2-2x-24 em seus factores bino
Resp. (x-6) (x+4). 

Achar os factores da expressão x2-x-42. Resp. ? 

• 
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EquaçGes do segundo grau contendo duas quantidades 
desconhecidas 

a;,r,. Pnrn resolver umtl c11u11çi\o <lo segundo grau contendo 
duns qmrntidttdcs desconlwcidnR, tPmos de eliminar uma dellas, afim 
de obtermos uum equação simples, com utntl só quantidade dcsco-
nbccidn. 

1 Problema. Acluir os valores de x e y nas equações x-y=2 
e x2+y:i=100. 

~oh1~ão. O valor de :i: na (ta) 
equação ó x 2+y ou y+2. Quadrando 
os to valor, ll1mos ll/ + 2)~ ..: !P + 4!f + ·1. 
Snbstituiudo ngora na (2•) equac;i\o a. quan
tidade ;r2 polo ~ou valor, temos a (3•) equa
ção; ~impliticnndo-n, temos a (4"). Divi
dindo os sou!! termos por 2, temos 11 (5•). 
Subtrnhindo ngora 1 em ambos os membros 
para tornar o primeiro membro quadrado 
perfoito, temo11 a (6"). E:x:trahida a raiz 
quadrada de ambos os membros, segue-se 
o proces~ já conhecido, que dá y=6 ou 
-8, O X-8 OU -6. 

x-y =2 (l•) 

x2 +y2= 100 (2•) 

y2+4y+4+y2 =100 CS-) 
2y2+4y+4=100 (4•) 

y2+2y+ 2 =50 (5•) 
y2 +2y+ 1 =49 (6•) 

y+1=+7 
y=-1 +7, isto é, 6 ou -8 
X=y+2=8 OU -6. 

II P1•oblema. Qual é o valor de x e y nas equações x+y=B 
e xy=15? 

Solução. O valor de x na (1•) equaç.ão é 
x = 8-y ; substituindo agora na (2a) equaç.ão a lettra 
:i: pelo seu valor 8-y, temos a (3•) equaç.ão que, sem 
parontheais, dá a (4•). Mudando o lugar e os signaes 
doe termos, temos a (5ª). Resolvida esta equaç.ão, 
~orno apr~ndemos na •ecção t.at, segue-se o processo 
Já conhecido, que dá y=5 ou 3 e x=3 ou 5. 

x+ y=8 íl•) 
xy=15 (2•) 

(8-y)y=lf> (3•) 
8y-y2=15 (4•) 
y2-8y= -15 (5•) 

y=5ou3 
x=3 ou 5. 

III Problema. Qual é o valor de x e y nas equações 
x2+y2=164, e xy=80? 

Solução. :Multiplicando a (2•) equa
ção por 2, e aommando-a depois com a (l•) 
temos a (3ª) equa.ç.ão, que são dois quadrado~ 
perfeitos. Extrahindo a raiz quadrada de am
bos os membros, achamos que o valor de x é 
18-y. 

Substituindo agora na (2ª1 equação a 
lettra.x pelo seu va.lo~, temos a (4•) equaç.ão 
que, tirado o parenthes1s e mudados os termos 
se transforma na (5"). ' 

Resolvida eata equaç.io (•·º a.a•), acha
mos que 08 valores de y são 10 e 81 ou 09 de :i: 
8 ou 10. ' 

• 

w+y2= 164 (1•> 
xy=80 (2•) 

2xy=1601 
x2 +y2=164 ~ 

a:2 +2xy+y2=324 (3•) 

x+y =18 
x=18-y 

(18-y)y=80 (4-) 

y2-18y=-80 (ó•) 

EQUAÇÕES DO lf&OONDO GBAU 

.Achar o Y&lor de z e r nu 1ewulntea eq11&4iõea : 

t. x+y=l6. Reap. 111=901l '1. 
xy=63: • y='f 01l9. 

2. x-y=~. • z=9 ou-'-
xy=36. • y=4 ou-9. 

3. x+y=9. • x='l ou2. 
x2 +yi=53. • y=2 ou 7 • 

4. x-y=5 • x=8ou-3 • 
x 2+y8=73. • y=3 ou-8 • 

5. x+y=ll • :r: = 6. 
;c2-y2=11. • y = õ. 

6. x2+y2=34 • :r:= ±5. 
x2-y2=16. • y= ±3. 

O discípulo deve agora re~olver 01 seguintes problemas que produzem equa
ções do segundo grau com duas incognitas : 

1. A somma de dois numcros é 10, e a somma dos seus quadra-
dos é 52 ; quacs são os numoros '? Resp. 4 e 6. 

2. A differença de dois numeros é 3, o a ditl'orença dos seus qua-
drados é 39; quaes são os numeros '( Rcsp. ? 

3. Dividir o numero 25 em duas partes, de sorte que a somma 
dos quadrados dessas partes seja 425; quaes são as partes? 

Resp. ? 
4. Dividir o numero 10 em duas partes, de sorte que o pro-

ducto dessas partes exceda 22 á sua differença. Resp. 6 e 4. 
5. A somma de 6 vezes o maior de dois numeros, e ó vezes o 

menor é 50, e o seu producto é 20; quaes são os numeros? 
Res:p. 5 e 4. 

6. A somma do quadrado de dois numeros é 13, e a ditl'erença 
desses quadrados é 5; quaes silo os numeros ? Resp. ? 

7. A differença de dois numeros multiplicada pelo maior é = 16, 
mas multiplicada pelo menor é =12; quaes silo os numeros? 

Resp. 8 e 6. 
8. Achar dois numeros cujo producto seja 54, e o quociente do 

maior dividido pelo menor seja. 6. Resp. ? 
9. A somma dos quadrados de dois numeros é a, e a diff'erença 

desses quadrados é b ; quaes são os numeros ? 

R 
... ~ ... f-;:::-b. 

esp. r --;- e r -;--
10. Achar dois numeros que estejam um para. o outro, assim 

como 3 está para 4, e a somma. dos seus quadrados seja 400 ? 
Resp. 12 e 16. 



ALGEOHA ELEME~TAR 

Equações biquadradas 

. a:»() .. Fmn .cqu1H;o1lo que ll]H'nHS tem n l:H'guncln e a quartn o
tenél:l dtt 111cogn1tn com a qunnticlncle conhecicln relativa no ; 
nilor, chmnll-!fü e11m•4,'•'io bi11uadra.dn; nssim x4+4x2=3•) cu 

4 J '.l " 3l' 1 b · 1 • "" e x - •J.i'"=-· l silo e uns eqn11\ÕL'8 1qundrnc aR. 

A pnlavnt hi.qunda·:ula quer dizer duns vezes qundrndrr 
um qundm.do de um. qundr~do, que vem n ser a quarta potenc'i~ d: 
urnn quant1dnde; assim o b1qu11draclo do 2 ó 211 x22=4x4= 16. d 
mesmo modo o biquadmdo de a é a2 x a2=a4. ' 

0 

Hn vnrios modos do resolver uma equação biquadrada m 
· · · l f' ·1 é b · · ' as o mms sm1p es e ac1 su st1tmr as potencias x2 e x4 da 1·nc "t 
· " ti ogm a 

po~ .1/ e y~, no que ca. o resultado reduzido logo a uma equação do 
SC\.,undo grau; e depois resolve-se esta equação como J. á aprend _ 
mos no numero 312. ' e 

Pl'oblema. Achar o valor de · 
quadrada: x4-1Qx4=96. x na segumte equação biqua-

Solução. Substituindo nesta equação as potencias de x2 i 
temos................. y2-lOy=96, ex por y e y2 
quadra.ndo a. eq~açào ... y2-10y+il6=96+25 
extrahmdo a raiz quadrada... y- 5 =±11 ' 
valor de y ' .. .. ........... ..... Y=±I1+5 

0u. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·..• Y=16 ou -G 
orno y= x2, segue-se que.... x2= 16 ou-6: 

x= 4ouy=<J 
Podemos facilmente verificar a 0 t'dã d · 

potencias da. incognita pelos seus resp~~~fv~s ~ai~~!~ ~esultado, substituindo as duas 

x4=44= 256 i l0x2=10 (42)=160; então 256-160=96. 

Obser•vnção. Como vimos nesta. 1 ã . 
o positivo 4 

0 0 
ne t' ,r-;;- ao uç. o, x tem duas ra1z0s ou valores : 

' ga IVO y -6 • mas COIDOJ
0 á t tá raízes no numero 

3
,H aqui só 1

1 'd ra mos com toda a ela.reza das duas 
sitivo, a.fim de não rap' etirmos: :nsc1. aor~ámos o processo da solução com o valor po-

m J exposto. 

as _a!~:~t!~i:~u~~õ:c~u~i~:od fore~ biquadradas, mas tivere~ 
mlllor seja 0 dobro do da g . e ~o 0 que o grau da potencia 
este processo. meno1, pode1ão tambem ser resolvidas por 

Problema. Achar 0 1 xº-7xª=B. va or positivo de x na equação 

Solução. Substituindo xs 0 x6 2 segundo grau: y2-7y=8. Resolvendo p~r Y e Y , temos a seguinte equaç.ão do 
precedente, temos y=S. Ora. como _ : 8 ª equaç.ão, como fizemos no problema 

V ili Y-X, segue-se que xª=S 0 x- 2 
e1• icaçào. Desde que :i;G-2G- 64 7 , - • 

64-56= 8. - - , e x 8 = 7 (23)=56, segue-se que 

.. 

•· 

EQUAÇl)ES DO SEGUNDO GRAU 

Hegra. Pnra ª'" re11olt:tr uma equaçito biquadrada eubdi
tuem-11e as potencias r e ..:a:4 da i11<'0911ita J'Or y ey', procedt-~t depoil 
como uma eq1t<1Ç110 do se!11rndo yrau, e. na raiz eo11sidera·1e y=:i' . 

Rt·~olv1•r a.~ st>guiutl'S equa<;•)l'11 1lmudo sú o valor po•ith·o els :i:. 

1. ;i·•-8.r.2=~). 
:? • x4 + t1x2 = 1 :\~l. 
:3. ,r4 -f1.1.~2= ltitl. 
-l. ,r6 -8.t:8= f> 1 :~. 
ó. .1·4+4.1·2= 12. 
6. x4-13x:i=-31i. 

RAZÃO E PROPORÇÃO 

Resp. ::e= S. 
• ::e= s. 
,. :e= 4. 
• :r= 3. 
=> x=y'T. 
:l :r= 3. 

3:>B. Haz;'io cm A.l~ebrn é a relnç1lo que ha entre duas 
quantidades ela mesma espcci~·, qnnndo ellas l!ào comparadas na sua 
grandeza ou no scn valor numerico. 

De dois modos podemos comparar duns quantidades homoge-
neas: 

O primeiro modo é achar qunnto a qunntidade maior excede a 
menor. 

O segundo moclo é 1tch11r quantas vezes 11 quantidade menor 
está contida na maior. 

Illustremos este ponto. Se compara.rmo11 o numero 12 com o numero 4, pelo 
primeiro modo, acharemos que 12 excedo 8 ao numero 4, porque 12-4~-:o.8 , Este 
modo de comparar chama-se razão por ditl'erença. ou Himpleamente dilYereo~n, 
porque se effectua por meio de uma. subtracção. 

Se compararmos o numero 12 com o numero 4, pelo sell'undo modo, acharemos 
que 12 contém 3 vezes o numero 4, porque 12-;-4 _ 3. E.~te modo de comparar 
chama-se razão por quociente ou simpleMmente razão, porque se etl'ectua. por meio 
da divisão. E' deste ultimo que agora vamos tratar. 

359. As duas quantidades comparadas chumam-se termos da 
comparação. O primeiro termo chama-se anteeedente, o segundo 
consequente, e o resultado da comparação chama-se 1•azão. 

A unidade geralmente adoptada como termo de comparação é 
o segundo termo; de sorte que, para acharmos a razão que ha entre 
duas quantidades homogeneas, temos de dividir o antecedente pelo 
consequente. Assim a razão de 6 para 2 é t ou 3, isto é, 6 contém 
3 vezes o numero 2. A razão de 2 para 6 é i ou t, isto é, 2 contém 
-}de 6. 

360. Para indicarmos uma razão, escreveremos o antecedente 
e depois o consequente separados por dois pontos, como 12: 4 = 3 
que se lê: a razão de 12 para 4 é igual a 3; a: b=c que se lê: a 
razão de a para b é ig1Lal a e. 

• • 
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361. Uma razão é uma simples divisão, na qual o antece
dente é o dividendo, o consequente é o divisor, e a razão é o quo
ciente, como 12:4=V=3. Uma razão está, portanto, sujeita ás 
leis da divisão, expressas nos theoremas das paginas 58 e 59; e por 
isso e se mitltiplicarmos ou dividirmos ambos os termos de uma razao 
por um mesmo numero, nt%o alteraremos o valor da razão, isto é, do 
resultado da divísao. 

362. A razão entre duas quantidades póde ser um numero · 
inteiro, mixto ou fraccionario, como succede com um quociente. 

'.l º Problema. Qual é a razão de 15a para 3a? 

15a 
Solução. 15a: 3a= aa = 5. 

2º Problema. Qual é a razão de 16x2 para 20x? 

Solução. 16:1::9: 20x= JO.:i:
2 

=.±.:., 
20.:i: 5 

Reg.r~. Para se achar a m zão entre ditas quantidades homo· 
geneas, divide-se o antecedente pelo consequente, e o quociente será a 
1•azão. 

Exemplos para resolver: 

1. Qual é a razão de 6x2 para 2x ? Resp. 3:e. 
2. Qual é a razão de 15x para 3 ? » 5x. 
3. Qual é a razão de 20x para 5x? » 4. 
4. Qual é a razão de 2a2 para 4a ? o » -. 
5. Qual é a razão de 26$ para 13$ ? 

2 
» ? 

6. Qual é a razão de 18abc para 6ab ? ? 
7. 

> 

8. 
Qual é a razão de x2-y2 para x+y? > ? 
Qual é a razão de 27 abc2d para 9c2 ? > ? 

363. Uma 1•azão composta é o producto de duas ou mais 
razões. 

Assim 8 : 4 ~ 8 • 12: 3 ~ = e uma razão composta das razões 8: 4 e 12: 3. 

Problema. Qual é a razão de 8: 4 e de 12: 3 ? 

d . Soluçã~. Escreve-se uma razão debaixo da outra· 
epoIB_ multiplic!l'm.-se os antecedentes, e o producto é 

8 X 12_ 96 i multiplicam-se tambem os consequentes e o pro
ducto é 4 X 3= 12. A razão resultante é pois 96: 12=H=8. 

• 

8:4t 
12: 3r= 

8x12:4x3 
96: 12=8 . 

RAZÃO E PBOPORQlO 

Regra. Para se achar o ruultado de duas ou mau f"GIOA 
multiplicam-se os antecedentes, e o mesmo se fat!. com os C'YM~ 
~ depois acha-se a razt'Jo dos dois productos. 

1 

1. Qual é a razão composta de 8: 15 e de 25: 30 ? Reap. ? 
2. Qual é a razão composta de a: b e de 2b: 3ax ? • ? 
3. Qual é a razão composta de ab: b e de bc: bd ? • ? 
4. Reduzir a razão de 99: 7 7 aos seus menores termos. • 9: 'l. 

Proporções 

364. Uma proporção é uma igualdade entre duas razões. 
Assim, a: b=c: d é uma proporção que mostra que o. razão de a para 
b é igual a razão de c para d, isto quer dizer que o quociente de a 
dividido por b é igual ao quociente de c dividido por d. 

O signal da igualdade entre duas razões é quatro pontos : : , 
como a : b: : c : d, que se lê: a está para b, assim como c estd para d. 

:l65. Da definição apresentada conclue-se que, se quatro 
quantidades estiverem em proporção, a primeira dividida pela se
gunda será igual á terceira dividida pela quarta; de sorte que a pro
porção a: b: : c: d póde ser transformada na equação 

a c 
-=-
b d 

Nota. As palavras razão e proporção são pmitas vezes confundidas uma com 
a outra na linguagem commum; assim diz-se que duas quantidades estão na pro
porção de 3 para 4, em vez de na razão de 3 para 4. A razão existe entre duas quan
tidades, e a proporção só existe entre quatro. São necessarias duas razões iguaes 
para formar uma proporção. 

366. As quatro quantidades que formam uma proporção, eh&· 
mam-se termos da p1•oporção, e teem a seguinte ordem: 

l• termo 2• termo 3• termo fO termo 

a b c d 

O primeiro termo e o quarto chamam-se extremos; e o se
gundo e terceiro chamam-se 1neios. 

O primeiro termo e o terceiro teem tambem o nome de ante
cedentes; e o segundo e o quarto teem o nome de consequen
tes. 

Na proporção acima a e d são extremos; b e c são meios; a e e 
são antecedentes, e b e d são consequentes. 

367. Tres quantidades estão tambem em proporção, quando a 
primeira está na mesma razão para a segunda, as~im como a segunda 
está para a terceira. Os numeros 31 6 e 12. estão em proporçã.o, por
que a razão que ha entre 3 e 6, ha tambem entre 6 e 12. 
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O termo do ru~io ch,1ma:se meio p1·opo1•cionnl entre os 
outros dois. Assim, na proporç:lo a: b: : b: e, o tenno b ch1u~ia-se meio 
proporcional entre a e e", e o termo r chnmn·sc t.~rcc1ro pro
po1•(•ional a a e b, e a proporçilo clmma-sc <·outanua. 

Propriedades principaes das proporções 

:J6H. J • l'a•opriedade. Em toda a p1·opo1·ção o p1·oducto 
dos meios é igual ao p1·oducto dos extremos. 

DC'monsh•ni;-ão. Nn. proporção a:b::r:cl, o quo
ciente do prim'eiro termo dividido pelo segnndo, deve 
Rer igual ao 9.nociente do terceiro dividido pelo quarto. 

Multiplicando agora ambos os membros desta 
f:\qnaçi\o por bel para a inteirar, temos 11. (2°) eqnaçilo. 
Cancellaudo os factores b e d que silo communs, temos 
a í3•) eqna~·ilo que mostra o p1·oducto dos meios igual 
ao producto do8 extremos. 

Podemos demonstrar esta propriedade arithmeti
camente, isto é, por meio de algarismos. Dando ãs let
tras a, b, e e cl o~ valores proporcionaes de 3, 6, 5, e 10, 
vemos que o producto dos meios é igual ao producto dos 
extremos. 

a: b:: c: d 
a e 

--;;-=7 (1ª) 

alJd bcd 
--=-- (2º) 

lJ d 
ad=bc (3•) 

3: 6::5:10 
3Xl0=6X5 

30=30. 

369. Desde que o producto dos meios é igual ao producto dos 
extremos, segue-se o seguinte corollario : 

Qualqne1· ext?-emo é igual ao p1·oducto dos meios dividido pelo 
outro exf;remo; e qualque1· meio é igual ao p1·oducto dos exfremos di
vidido pelo outro m.eio. 

Dados pois tres termos de uma proporção, podemos facilmente 
achar o outro termo. Aasim, na proporção a: b: : c: d, 

bc b--~ nd d-~ 
a= °d' e' c=T e - a • 

Resolver os seguintes problemas : 

1. Os primeiros tres termos de uma proporção são 12, 5 e 24; 
qual é o quarto termo? Resp. 5 x 2~ = 1 O. 

12 
2. Os tres primeiros termos de uma proporção são 3ab 4a2b e 

9ab
2

; qual é o qllil:rto termo ? Resp. '12a2b2• 

3. Os tres ult1mos termos de uma proporção são 4ab3 3a2b2 e 
2a8b; qual é o primeiró termo ? Resp. ? 

4. Escrever ,: = + em uma proporção. Resp. a: m: : e: d. 
5. Escrever ~ = ~ em uma proporção. Resp. ? 
6. Escrever f = f em uma proporção. » ? 

7. Os tres primeiros termos de uma proporção são ab2, 2a2 e 
3ac ; qual é o quarto termo ? Resp. ? 

• 
' 

.. 
• 

PROPORÇÕES 

370. 2• Propriedade. Be o producto de duaa quaNidad# 
for t'gual ao producto de º"':tras duas, as quatro quantidades fOf'marlo 
uma J>'l'Oporçclo, sendo os factores de um producto os meioa, e oe facto
res do outro producto os extremos. 

Dcmonst rnc;oiio. Rejam 011 dois productos acl~ bc. 
Dividindo cada um do11 procluctos por bd, temos a (l•) 
pquac;Ao. Cancellando os tactore~ d eh qno sào communs, 
temos a (2•) equaçào que se transfor111n na proporção a:b: :c;cl. 

Se tomarmos dois prodnctos numericos e iguaes, 
e escrevermos os factores de um producto como meios, e 
os do ontro como extremos, teremos ahi uma proporçào, 
como vemos ao lado. 

Formar proporções com os seguintes productos : 

ad=bc 
ali. te 
bi= td (t•) 

o e 
6=7 

a:b: :c:d 
!)x8=4xlO 
5: 4: :10:8. 

1. 2x18=12x3. 
2. 4x25=5x20. 

Resp. 2: 12: :3: 18. 
" ? 3. xm=yn. ,, ? 

4. ax=by. " ? 
5. ac=bd. ,, ? 

371. :lª Prop1•iedade. Quando tres qiiantidades estilo em 
proporçao continua, o producto dos extremos é igual ao quadrado do 
meio. 

Demoust.onc;oão. Na primeira propriedade vimos que o producto dos meios 
é igual ao producto dos extremos. Então na proporção a;b: ;b;c, bb=ac, ou b2=ac, 
e b= y;;-, 

Daqui concluimos que o meio proporcio-nal entr~ duaa quantidadu é igual d 
raiz quadrada do seu JlT'Oducto. 

P1•oblema. Qual é o meio proporcional entre 4 o 9 ? 
Solução. O producto das duas quantidades é 4 X 9=36 i; a raiz quadrada 

de 36 é 6. O meio é pois 6, e a proporção é 4;6: :6:9. 

1. Qual é o meio proporcional entre 9 e 16? Resp. 12. 
2. Qual é o meio proporcional entre 16 e 25? " 20. 
3. Qual é o meio proporcional entre 25 e 36 ? " 30. 

:372. 4• Propriedade. Se quatro quantidades sa~ pro
po1·cionaes, eUas esttirdo em prop~rçao to11!adas alternadamente, isto é, 
a primefra estará para a terceira, asszm como a segunda para a 
quarta. " e 

b=d (l"J Demonsll•n-:ão. Na proporção a: b:: e: d, temos 
a (1•) equação. Multiplicando ambos os membros por b e de
pois ca.ncellando os factores communs, temos n. (2•) equação. 

Dividindo ambos os membros desta equação por e, e 
cancellando os factores communs, temos a (3ª} e9na?0 ~e, 
transformada em uma proporção, mostra que o pnm.et.ro rto 0 

está para o terceiro, assim conto o se911ndo eatá para o qua · 

• 
' 

bc 
a=-

" 
(2") 

• 
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373. liª P1•op1•iedade. Se quatro quantidades s4o propor
cio11aes, mesmo sendo invertidas, formar/lo proporçdo, isto é, a se
gunda estará para a primeira, assim como a quarta para a terceira. 

Demonslràção. Já vimos na proporção 
a: l>:: e: d que o producto dos meios é igual ao 
dos extremos, (1ª) equação. Dividindo amb:>s os 
membros por a e cancellando os factores com
muns, temos a (2•) equação. Dividindo ambos os 
membros desta equação por e, temos a {3•) equa
ção que transformada em uma proporção, mostra 
.que o aegu11do termo eatá para o printeiro, assim 
(;Onw o quarto eatá pa1'0 o terceiro. 

bc=ad 

!:..=d 
" 

b: a:: d:c. 

374. 6ª P1•opriedade, Quando quatro quantidades s{J,o 
p1·oporcionaes, a somma da p1'imeira e da segunda está pa1'a a segwnda, 
assim como a somma da terceira e da quarta está para a quarta. 

Demonstra(,'ãO. Vamos provar que se os 
quatro termos a: l>:: e: d estão em proporção, então 
a+b: b:: c+d: d tambem o estarão. 

Addiciouando á (1•) equação uma unidade ou 1, 
teremos a (2ª) equação que se modifica mi. (3ªJ (a" 11>3) 
Transformando agora os termos desta equação em 
uma proporção, vemos que o pri11ieiro termo maiT o 
aegundo ealào para o aegundo, asaim como o i,erceiro 
111aia o quarf,o eatào para o quarw. 

" e ---
b tl 

a+b c+d 
-b-=-d- l3ªl 

a+b:b: :c+d:d. 

375. 7ª Prop1•iedade. Quando quaf!ro quantidades são 
proporcionaes, a differença entre a p1·imefra e a segunda está para a 
segunda, assim como a dijfe1'ença entre a te?·cefra e a quarta está 
pa1·a a quarta. 

Demonsta•ação. Da proporção a: b: : c: d, 
tiramos a (1•) equação. Subtrahindo 1 em cada mem
bro desta equação, temos a (2ª) equação que se mo
difica na (3•) (a.• 1a1). Transformando esta equação 
em uma proporçã?, vemos que o primej.ro termo me
nos o aegundo eaw para o segundo, as.nm como o ter
ceiro mern>a o quarto está para o quarf,o. 

a -1 e -1 
b =--;- (2•) 

a-b c-tl 
-b-=-d- (S•) 

a-b:b: :c-d:d. 

376: 8ª Propriedade. Quando quatro quantidades são 
propOTcionaes, se a primei1·a e a terceira, ou a segunda e a quarta, 
ou todas ellas forem multiplicadas ou divididas pela mesma quanti
dade, as quantidades resultantes continuarão em proporção. 

. Demonstração. Da proporção a: b:: c: d, dedu-
zimos a (1•) e~nação. Multiplicando ambos os membros por 
m, temos a (2 ) equação. Dividindo ambos os membros por 
n (•·· 1ai;;)1 temos a (3•). Transformada esta equação em 
uma proporção, vemos que o primeiro termo e o terceiro 
estão multiplicadoa por m; e o segundo e quarto por H, es
tando na segunda pr~orçào oa mesmos termoa divididoa 
pelas meamaa qum1tidaâes. 

' 

a e 
-=-

d 
ma me 
-b--d <2ª> 
ma me ~ 

-;;b = -;d" (3•) 

ma:nb: :mc:nd. 
a . b •• e . d 

m.-;;- · · m· -;-· 
• 

• 

PROGRESSÕES 

Demonstração. Tomando as 
duas proporções ( 1 •) e (2•), e multiplicando 
os seus termos correspondentes, temos a 
proporção (3•) 

Trall!lformaudo as duas primeiras 
proporções em suas respectivas equações 
temos (I) e (II). 

(ll) 
' g 7=1 

(Ill) Multiplicando fntre si os termos 
destas equações, temos a (III) equação. 

Transformando esta e9.nnção em 
uma proporção vemos que os diveraos ter
'llW8 são o product,o dai dum proporçõea. 

" ' e g u eg 
b" X f = 7 X T ou bf =ir 

ae : bf: : cg : dh. 

378. 1 o· P1•op1•iedade. Quando quatro quantidades Bilo 

propOTcionaes, suas potencias e 1·aizes estardo tambem em proporçlJo. 

Demonsf.t•ação. Na proporção a:b: :c:d temos 
a equa9ão (lª). Elevando cada uma destas quantidades á 
potencia n (lettra que reJ>resenta aqui o numero do ex
poente de uma quantidade), temos a (2•) equação, a qual 
transformada em uma proporção, mostra oa quatro termoa 
elevadoa á potencia ,., e em proporçdo. 

Nota. Os alumnos devem verificar numericamente cada nma destas pro 
priedades, como fizemos com a primeira e segunda. 

Resolver as seguintes proporções : 

1. Achar o valor de x na proporção x+4:x+2::x+8:x+5. 
Resp. a:=4. 

2. Achar o valordex na propdrção x+4:2x+8::2x-1:3x+2. 
Resp. x=4. 

3. Acharo valor de x na proporção3x+2:x+7::9x-2:5x+8. 
Resp. x=2 ou 2f. 

4. Se 3, x e 1083 formam uma proporção contínua, qual é o 
valor de x ? Resp. 57. 

5. Se 9, x e 49 formam uma proporção contínua., qual é o 
valor de x ? Resp. ? 

PROGRESSÕES 
379. Pro91•essão é uma serie de numeros que crescem ou-

deerescem em uma certa ordem ou razão. 
Ha. duas sortes de progressões denominadas : 
1 • Pro!rressão arithmetica ou por differença ; 
2ª ProÇessão geometrica ou por quociente. 

• ' ' 
• 
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Progressão arithmetica 

:uso. A pl'og1·essiío nl'ithnwt~•~a é umn serie de nnmc
ros que crescem ou decrescem com umn d1ftercnc:n. commum n to~os; 
isto t;, cndn numero é formado do sou nnteccclcnte com o accresc1mo 
ou diminuic;11o dn. differenc;a commum. 

:JH 1. Se os termos vil.o crescendo do primeiro para o ultimo, 
a progressil.o chama-se Cl'escente, mas se vão diminuindo, cha
ma-se decl'esccnte. 

Em uma serie crescente, sendo ct o primeiro termo com o valor 
de 20, o d a differença commum com o valor de 3, temos 

a, a+d, a+2d, a+3d, a+4d, a+5d, etc. 
20, 23, 26, 2H, 32, 35, etc. 

Se a serie for decrescente, temos 

a, a-d, a-2d, a-3d, a-4d, a-5d, etc. 
20, 17, 14, 11, 8, 5, etc. 

382. Os numeros que formam uma serie, chamam-se tel'mos, 
o primeiro e o ultimo chamft.m-se extremos, e os intermediarios 
chamam-se 1neios, e a differença que ha entre elles, chama-se 
dilYeren\"a commum. Assim na série 

5, 9, 13, 17, 21, 25. 
5 e 25 são os extremos; 9, 13, 17 e 21 são os meios; 4 é a diffe
rença commum, e 6 é o numero de termos. 

383. Em cada progressão arithmetica temos <le considerar 
cinco quantidades que são : 

1" O p1·imefro termo. . . . . . a 14ª O nume1·0 de te1·mos.. . . n 
2ª O ultimo termo. . . . . . . . u 5ª A somma de todos os te-r-
3• A dijf'e1·ença commum. . cl mos . . . ... , . . . . . . . s 

Ha tal relação entre estas cinco quantidades que, sendo conhe
cidas somente tres, podemos facilmente achar as outras duas. 

Conhecendo o primeiro termo, a differença commnm e o 
numero de termos, achar o ultimo termo 

:J84. Dando-se o primeiro termo a, a differença commum d e. 
o numero de termos n, qual é o ultimo termo u ? 

So.tuc;-:1o. Em uma serie crescente cada termo se fórma do seu antecedente .. 
junto com a differença commum, como 

a, a+d, a+2d, a+3d, a+4cl, etc. 
Nesta serie vemos que, em cada termo, o coefficiente de d é 1 menos do que 

o numero da ordem desse termo na serie ; pois no segundo termo o coefficiente de d 

' 

PROGRESSÕES 

é 1 11ubentendido ; no terceiro termo é 2; no quarto termo ó 8, etc. En\lo o~ 
deve ser igual a a mais a differença commuru, multiplicada pelo numero 4e ter. 
mos menos 1. 

Fórmula: U=a+d(n-1) 

Esta fórmula, tradúzidn em linguagem commum, dá a seguinte 
regra: 

Regra. O ultimo te.1·mo é igual ao primeiro termo mai1 o pro
ducto ela d{tfere11ça commum multiplicada pelo numero de termo1 me
nos 1. 

Se a serie for decrescente, multiplica-se a di:tferença commum pelo 
nmne1·0 de termos menos 1, e o producto subtrahe-se do primeiro 
te1·mo. 

Resolver os soguintes problemas : 

1. O primeiro termo de uma serie crescente é 3, e a differença 
commum é 2 ; qual é o quarto termo ? 

Resp. u=3+2(4-1)=9. 
2. Achar o sexto termo de umn serie decrescente, sendo 30 o 

primeiro termo, e 2 a differença commum. 
Rcsp. 30-2 (6-1)=20. 

3. Uma serie crescente, sendo 11 o primeiro termo, e 6 a diffe-
rença commum, qual é o decimo segundo termo ? Resp. 77. 

4. Qual é o decimo quinto termo da serio 1, 6, 11, 16, 21, etc.? 
Resp. 71. 

5. Qual é o centesimo termo da serie 1, 7, 13, 19, 26, etc.? 
Resp. 595. 

6. Qual é o 25º termo da serie x, 3x, 5x, 7x, etc.? 
Resp. 49x. 

Achar a somma de todos os termos 

385. Dando-se o primeiro termo a, a differença commum d e 
o numero de termos n, achar a somma de todos os termos represen
tada por s. 

Solação. Tomando uma serie de 5 termos ~· ordem crescente, e a mesma 
série na ordem decrescente, começando com o ultimo termo (u), e sommando as 
duas series, temos 

a=a+(a+d)+ (a+2d)+(a+3tiJ + (a+4d) 
a=u+(u-d)+ u-2d1+(u-3ti)+(u-4d) 

~=a+u+~+~+~+aj+a+aj+~+aj . 
ou 2s=(a+u) tomado tantas vezes quantos são os termos da serie. 

Ora como o numero ele termos é representado pela lettra n,segue-aeque 2s=(a+uJn, 
e s=(a+u)n dividido por 2. 

Pór1nula: s=( a~u )n 

/( 
~· e 
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Esta fórmula, traduzida. em linguagem commum, dá a seguinte 
r<>gra: 

Reg1·a. A somma d~ todos ~·" ~ermos é igual á metade da 
$Omma do prime.iro e do ul/11110 multiplicada pelo numero de termo•. 

1. Achar a sommtt do todos os termos da serie 1, 2, 3, 4, 5, ete. 
ttté 25. 

Solução. Sommn ...: ( 
1 ~ 2'~) X25=325. 

2. Sondo o primeiro termo de uma serio 2, o ultimo termo 50, 
e o numero de termos 17, qual é a somma de todos os termos ? 

Resp. 442. 
3. O primeiro termo é 10, o ultimo é 20, e o numero de termos 

é 6; qual é a sommn da serie ? Resp. 90. 
4. O primeiro termo é ·h o ultimo termo é 30, e o numero de 

termos é 50; qual é a somma da serie inteira ? Resp. ? 
5. Dar a somma da serie 2, 5, 8, 11, até o termo 20º. Resp. ? 
386. As duas fórmulas que acabamos de expor, chamam-se 

fundament.aes, porque nos offerecem duas equações que resol
vem este problema geral : 

e Conhecidas tres das cinco quantidades a, d, n, u, e s, que 
entram em uma progressão arithmetica, determinar as outras duas.> 

(l• Equação fundamental) (2• Equação fundamental) 

· u=a+d(n-1) s= ( ª~") n 

Para acharmos o valor de a, que é o primeiro termo da serie, 
quando são conhecidos o ultimo termo, o numero de termos e diffe
rença commum, transporemos na 1 ª equação a 
lettra a para o primeiro membro, e a lettra u 
para o segundo, como se vê na equação ao lado. 

a=u-d(n-1) 

38 7. Para acharmos o valor de d, que é 
a differença commum, conhecendo u, a e n d ( n - 1 ) = 1 - a 
transporemos na 1 a equação a lettra d para o 
primeiro membro e a lettra u para o segundo, 
como se vê na fórmula ao lado. 

388. Para acharmos o valor de n, que é 
o numero dos termos, conhecendo a, a e u, fa
remos na 2ª equação a transposição que vemos 
ao lado, (Vêde n.º 184). 

Deste modo podemos achar facilmente 
qualquer das cinco quantidades de uma pro
gressão, sendo tree dellas conhecidas. 

• 

d u-a 
=~ 

2s=n(a+u) 

n(a+u)=2.t 
2• n=

a+" 

• 
• 

PROGRESSÕES 

Inserir qualquer numero de meios arithmetlco1 ~ 
dois termos dados 

389. Conforme vimo::i na scc~ilo antecedente, a 
fórmula para acharmos a ditforcnça commum dos ter
mos é a que está no lndo, e que quer dizcl': Em qual
quer progressllo arithmetica a clijfi-re11ç<i contmum é 
igual á differença dos extremos di L'idida pelo numero 
de· termos me11os J. 

Se quizcnnos, por exemplo, inserir cinco meios 
entre 3 e 15, ternos de aclrnr primeiro n ditl'crença 
commum dessa serie. Ora os extrl'ruos são a o 15; o 
numero de termos inseridos com os dois éxtl'cmos silo 
5 + 2 = 7, en~lo a differençn commum é :2, como vemos 
na operação ao lado ; e a serie é 

:J, 5, 7, B, 11, 13, t;;. 

d •-a = -;=-j'" 

.!.:.=..!. = 2 
1-1 

390. E' evidente que, se inserirmos o mesm? num?ro de meios 
entre termos consecutivos de uma progres::;il.o 11r1thmet1ca, o resul
tado formará uma nova progrcsst1o. Assim, se ins,~riri;!los tres termos 
entre os termos consecutivo1> da progrc::11>ilo 1, "' 11, etc., a nova 
serie será t, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, e assim por diante. 

Resolver os seguintes problemas : 

1. Inserir tres termos on tre 5 e 7. 

Solução. ~ = _!_=_!_. Sendo a razão !, a serie é 5, 5 ~, 6, 6 l, 7. 6-1 • 2 

2. Inserir 5 meios arithmeticos entre 14 e 10. 
Resp. 14-!, 14l, 15, 15·!, 15j. 

3. Achar 9 meios arithmeticos entre 2 e 32. 
Resp. 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29. 

4. Achar 6 meios arithmeticos entre 1 e 50. Resp. ? 
5. O primeiro termo de uma progressão crescente é 5 ; o ultimo 

termo é 50, e a somma de todos os termos é 275 ; qual é o numero 
de termos ? Resp. 1 O. 

6. O primeiro termo de uma progressão crescente é 4; o ultimo 
termo é 32, e o numero de termos é 8; qual é a differença commum? 

Resp. 4. 
7. O uJtimo termo de uma progressão crescente é 50 ; a diffe

rença commum é 5, e o numero de termos é 10; qual é o primeiro 
termo ? Resp. 5. 

8. Cem pedras estando collocadas em linha recta com a distancia 
de 2 metros uma da outra, quanto teria de andar a pessoa que 

H ~L 

f 
\. 
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tfresse ele rrc0lher todas as pedras uma a uma, cm um cesto posto a 
'2 metros de distancia da primeira pedra ? Resp. 20200"'. 

N'ola. A pessoa que recolher as .pedras tem de andar 2 vezes a rlistancia 
eutre o ce8to e a pedra : uma quando vai buscar a pedra, e a outra quando a traz. 
e por isso a differt>nça commum é 2 vezes 2 metros = 4 metros, e por isso o primeiro 
termo é 4 metros. 

9. Um estudante comprou 7 objectos. cujos preÇ'os formavam 
uma progressão arithmetica. O preç-o do objecto mais barato foi 
$500, e o preço do mais caro foi 2$:)00. Aclrnr os preços dos outro8 
objectos. Resp. $800, 1$100, 1$400, 1$700 e 2$000. 

10. Se o primeiro termo de uma progressão crescente é :>, a 
diffcren(·a commum é 3, e o numero de termos é 15, qual é o ultimo 
termo ·1 Resp. "! 

11. Em uma serie crescente, J 1 ,: o primeiro termo, 6 é a 
differença commum ; qual é pois o ,·igesimo termo da proh'Tes~iio "! 

Resp. 12r). 
12. Acli111· a som ma da serie 1, '".!, :~, 4, .), ti, etc., at1: 101)0 

termos. R1·:;p. 5!JO;>Ot ). 

Progressão geometrica 

:J9 I. P1•ou1·essão 9eo1nct 1·i«a ,: Ulllll ... 1~ri._. cli: nn1111·r1H, 
cada um dos quaes é um certo numero d1! \·1·z1·.., m·1irJ1' ou lll':ll(•l' d,, 
que o seu nnteccdente. 

Serie crP:>ccntc: 1, 3, !1, :!í, ~1. ::!.t.::, i.:t..:. 

Scri<' decrescente: 9o, 48, 24, 1 'l, 1;. :;, •Jtc 

:;02. O numet·o de n~zes qtlí: 1:11da tt:r1111J ti• r•ro!!'i'"S;,~• • .,:-1•0-
mctrica Yni crescendo ou düuinuindu cli:imn-,,.· r•aneo •·01n111un1. 

A raz;io eommu!ll póde ser inteira ou fon'<·i1Jn 1ri11. l.lu:1rnlo v. 
rnzão 1~ uw_n frac<;i1o, n :;crie é decrescente, pvriptP a 11111!ripli1·a1;;i0 
d1_• u1.11 1_nte1ro por 1:1-ma fracç-ão dá :,crupn· uu1 prudui:t•> i11f1.;rÍr11· ao 
multiplicando. Assrn1 na serie cresccnt<· ncim;i, li '"•zllo co111111u111 1: 
3, e rn1 drcre~cr:ntc l\ J. 

ana. Eu1 ca<lfl prog-re;;sào g'l'OlUctl'ica, l'Hlla tl'rmo t: for111ildo 
pelo seu n11teec>rl1mte multiplicado prla raziio. 

·e<•, I ' · · '. • • • '..111 unrn serie geomctnca, temo-,, d1; r;on::.id1:r11r ei11r;u 
qunntHlarlt·!'l <1u1: silo : 

l " O p1·i111Pi1•1J lf'.rmo... . . . . " j 
~· () 11üi1110 Ü:l'lfl(}. . • . . • • /( 

:~· A 1·11r:ü11 1·011111111111. • • • • ,. 1 
1 

4 () 111111/f'l'O rfp if'r11UM • • ... 

G · A ·'''JJ1111111 d1• toil(Js os f,,, .. 
1110.~ • ••.•••• 

IL 

lfo t:il t't+1c;ilü Plltr" ""t·c-. ;, r11wntidad1·.., 
d1•ll11::i, 1111d1·1wi,, fiwih1t<'lltL' neltar :h .- 11 

'..:.:....!.~~~:.l.l..!.l!.i.!.:1..illl~~~~~~~~~~-----' 

PROGRESSÕES 

Achar qualquel"' termo de uma progressão geometrica 

:l!l::i. Dando-se o primeiro termo representado por a, o numero 
de termos representado por n, e a razão commu:m representada por 
r1 achar o ultimo termo representado por u. 

Sohu;•ão. Sendo ª· o primeiro termo, e cada termo da progressão formado 
elo seu antecedente multiplicado pela razão, segue-se que a sene deve ser 

a, ar, ar2, ar\ ar'......................... arn-1 

Examinando o expoente de r, vemos que no segundo termo é 1 subtendido, 
no terceiro é 2, no quarto é 3, no quinto é 4, isto é, 1 menos que a ordem do termo, 
de sorte que no ultimo termo, o expoente de r deve ser 1 menos que o numero de 
termos, isto é, arn-1. Daqui temos a 

Fó1•n1ula: U=ar•-1 

Esta fórmula traduzida em linguagem commum dú a seguinte 
regra: 

Reg 1•a. O ultimo termo de uma p1·ogressdo geomefrica é igual 
ao p1·oducto do p1·iineiro tel'1no multiplicado pela potencia da 1·azt1o 
<'ttjo expoente s~ja 1 menos do que o ni~mero de te'rmos. 

1. Achar o sexto termo de uma progressão geometrica, em que 
v primeiro termo é 3, e a razão commum é 2. 

Solm;ão. /t --3X2~=3X32=96. 

2. O primeiro termo de uma progressão geometrica é 4, e-~ 
razão commum é 3; qual é o sctimo termo? Resp. 291t>. 

i). O primeiro termo é 3, a razão commum é 4; qual é o termo 
<iitavo ·1 Resp. 81920. 

4. O primeiro termo é 7, a razão commum é 2; qual é o termo 
dccimo i' Resp. 3584. 

:1. Re um ne1rociante, comcc:ando com 5 contos, dobrasse o seu 
~ . li . d . ') c·npital cnda cinco annos, quanto tena e e no fim e vmte annos . 

Resp. 80 contos. 

Achar a somma de todos os termos de uma 
progressão geometrica 

:JH6. Dando-se o prim1•iro termo a, a rttzi\o commum r, e o 
numero de termos 11, achnr a l:lommit dos termos s. 

Solu~uo analyllca. Se multiplicarmos qualquer serie geometrica Jll'la 
~1111 ra~..Ao (rJ, o resultado ~erá uma n?va.serie 1!ª qual cada termo, excepto o u~!Jmu, 
t1m4 um termo corredpou<lente na pr1111e1ra serie. Observemos est6'! duas series 

~erie a - a+ar-j-ar2+ar'I............... orn-1. 
l'.-iorie X r=r•= ar ·j- m-•+(lra+ar•.......... Mil 
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Noto.mos aqui qne os termos das duas series são identicos, excepto o fuimeiro 
termo da rimeira serie e 0 ultimo termo da. segunda .. Se a.gora subtra. rmoe & 

primeira. ferie da outra que foi multiplicada. po.r r, todos os termos do meio desap
parecerão, restando sómente os dois extremos, isto é, arn-a; então temos 

rs-s=arn-a 
a(r-l)=arn-a 

arn-a 
ons=~: 

Já vimos (a.• 896) que u=arn-1 ·multiplicando ambos o~ termos desta igual
dade por r, temos ur=artt. Substituindo no valor de s a quaut1dade arn por u.r, te-
mos a 

ur-a 
Fól'n1ula: s=--

r-1 

Esta fórmula, traduzida em linguagem cornm.um, dá a seguinte 
regra: 

negra. Para se achar a somma de uma prog1·essào geometric~, 
multiplica-se o ultimo tei·mo pela mzão, do producto subtrahe-se o pn 
mefro termo, e o resto divide-se pela 1·azão menos 1. 

1. Achar a somma de uma progressào geometrica cujo pnme1ro 
termo é 4, a razão é 3, e o ultimo termo 2916. 

_ (2916 X3)-4 
Sol uc;ao. a_ 

1 
4372. 

2. Achar a ~de uma progressão geornetricn., na qual o pri
meiro termo é 7, a razão é 2, e o ultimo termo é3:Jtl-1. H0:::p. 711)1. 

3. Sendo o primeiro termo de uma progr1;~:;:1o gr~ornetrica 5, 11 

razão 4, e o ultimo termo 81920, qual é a somma da progr<:ss,io !' _ 
fü::;p. 1 (J~f:!i:J. 

4. Achar a somma de 7 termos da progres;;i'l.o l, :l, 4, ~' i:tc. 
Hcsp. l t7. 

5. Achar a som.ma de 10 termos da progn::;são 4, l ~, '.J6, d(':· 
Resp. l H~U~J '· 

6. Achar a somma de 9 termos da progressão :J, ~O, 80, •·te. 
Re::;p. 4?ili905. 

Achar um meio geometrico entre dois numeros 

:J97. l'llrn aeltarmos um meio geometrico entre dois uumcros;i 
cxnminemo::i n progressão de tres quantidades. 

a ' ar, 
. , 

ar-. 

J\lultiplicnndo os dois e:xtremos, vemos <pie o producto é 
a X ar2=rr'.!r'2, e qne o r1uarlrado 1]0 mr·io .; (ar):!=a~1.21 isto é, o pro
dllcto <los extr1m10s é igual uo uadra<lo <lo meio. 

PROGRESSÕES 

Daqni temos a seguinte regra: 

~~gra. Para se achar um meio geometrico entre dois numero•, 
multiplicam-se esses numeras, e extrahe-se a raiz quadrada do mo~ 
dueto. '" 

1. Achar o meio geometrico entre 4 e 9. 

Solução. yw =6. 

2. Achar o meio geometrico entre 4 e 25. 
3. Achar o meio geometrico entre 9 e 16. 

Resp. ? 

" ? 
4. Achar o meio geometrico entre 4a e 49a. " 14a. 
5. Achar o meio geometrico entre t e f· " ! . 

Problemas variados para o exame 

R d 
. a2-bl 

1. e uzir 41+20
b + b• á sua expressão mais simples. 

a-• , Resp. a+6 • 

2. Achar o valor de x na equação x+ ~ - ~= ~+53. 
~ li 7 

3. Resolver a equação 2x+ "";b = x-a. 
Resp. x= 105. 

R b-Sa 
esp. x= •+s. 

4. Ha dois numeros cuja somma é 37, e se tres vezes o menor 
for subtrahido de quatro vezes o maior, e esta differença for divi
dida por 6, o quociente será 6. Quaes são os numeros '! 

Resp. 16 e 21. 
5. Achar os valores de x e y nas seguintes equações simulta-

ncas: 2x+7y=65 e 6x-2y=34. Resp. .:c=8, y=7. 
6. Achar os valores de x, y e z no seguinte systema de equa

ções: 2x+6.l/+5z=93, 4x+3y+8z=95 e 5.:c+4y+9z=ll6. 
Resp. x=7, y=9, z=5. 

7. Elevar m-n á quinta potencia por meio do binomio de 
Newton. Resp. m11-5m'11+10m8n9-10m~11+5mn'-nr. . 

8. Qual é a raiz quadrada de 1789:?9? Resp. 423. 
9. Reduzir o radical y~ á. sua fórma mais simple~'.._g .~ 

Resp. 9ab~..,- r as. 
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P~oe. 

()l,.CUAOIUlO dos problomRH .• 

Dt'Al~111aldad<' · .. · · · · • · · · · · · · • · 
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Eleva~Jt.o de nm monomio a qual-
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Eluvaçào de um. polynom10 a 
qualquer potencia ........... . 

Ehwar uma fracçi\o a qualquer 
potoucia .•................... 

Hinomio de Newton ........... . 
Outros modos de formar uru qua-

drado ....................... . 
Extrnc~ãoda raiz qu:ull'nda 

.Modo pratico da extracçi\o ..... . 
Extracção da raiz quadrada das 

fraCÇÕC\R ....... , ............ . 
~iz quadrada a.pproximada ... . 
Extracção da raiz quadrada dos 

monomios ................... . 
Extracção da raiz quadrada dos 

polynomios ................. . 
Radicaes do segundo irrau ..... . 
Reducção de um radical á sua 

fürma mais simples ..... , ..... 
Addição dos radica.as do segundo 

grau ................ , .... , .. . 
Subtracção dos radicaes do se-

gundo grau .......... . ....•.. 
Multiplicação dos radicaes do se-

gundo grau ................. , 
Divisão dos radicaes do segundo 

so1~~~~ ·a·~ ·~q~~~õ~~ · q~'e° ·~~~: 
teem radicaes ....... , ....... . 

Equações do segundo grau. 
Solução das equações incomple-

tas do segundo grau ....... . . 
Problemas que produzem equa

ções incompletas do segundo 
grau ..................... . .. . 
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Soluçlo da11 eqnaçõe. comple 
do segundo .irrau ..•. , , ••••••• 

Achar AI! raizes das equaçõee 
completas ...............•.••• 

Problemas que produzem equa
ções completas do segundo 
grau .. , ............... , , .••• 

Fórmas da equação completa ... 
Achar as raizes por meio da 

fórma generalizada ... , ..... , • 

Pr;rart::~~-e .. ~~~. ~:'.·~_<'.º.e·s· -~~~: 
Equações do segundo grau con

tendo duas quantidades desco-
nhecidas ........... ,, ... , ..• 

Problemas contendo duas quan
tidades desconhecidas .......• 

Equações biquadradas ..... 

Razão e Proporção ......•. 

Proporções ...................•• 
Propriedades principaes das pro-

porções ........... , .......••• 

Progressões ................. . 

Progressão arithmetica ......•.• 
Achar o ultimo termo da pro-

gressão ..................... . 
Achar a somma de todos os ter
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Inserir qualquer numero de 
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Progressão geometrica .•.....• , ~ 
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mos .......................•• 
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Problemas para o exame .. 

ODSERVACÃO. A presente edição da nossa Algebra sabln tão 
plladn e desenvolvida com materla nova, que alterou completame 

não l!IÓ a paginação, ma111 lambem a numeração d•s secções em que el 

estava dividida; e deste modo ficou Inutilizada a Chave composta pa 
as edições passadas. Fomos, portanto, obrlgado111, a preparar e pnbll 

uma Nova Chave para a 5• EIHÇÃO, e que 111ervlrá lgnalmente para• 
edições poste1•lores. 

A Nova Chave para a 5• edição !á se acha á venda nas diversa• 
vrarlns. 
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