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Obras do pro~ or Anti<>nio Trajano 

Ob .. ~r\ :u,:ào 

O diro.lto de rer roducçl o de-tu ohrM ú ?l'llurvaclo. 
T odo t'ol.emp :i.r l d ta obra turii A chan~l·lla J,, A111•ror. 

PREFACIO 

Na IngJnt11rra, na Franc•, na Al111mAnhA e print·ipalmt-nte no1 
Estado11 IJ nulo11 a AlgC'bra ~ eon1íd~r•dll ~on10 um do1 mmo. mais 
ut••i11 e íntt r sanntrs dA in tru ·~·\il, Tal é a importluicia qu~ alli lk' 

~n " está mntt..·ria, Cf U!'l já foi rnduida corno parte du énaino obriga. 
t-0rio nas l:'Bcolas pr1mnría1, ouclr· nM"om 01 rurn111õ9 1 U11•ni1113 apren­
dem a com·1•rtcr fadJmí"nt,, 011 dado~ do um problrnui. tim uma t'qWl· çllo algcbricn. 

Gnlculn-sc que m1ú11 !f,. qu.atroccmtos rnil cnmp,.n<lioe de A~t-bra 
se consomem annualmN1t1• nos Eatl11IOfl Unidos, u isto ,: suffic1onte 
paro no1:1 <lnr uma id1:11 cio mo1lo por c1u•1 fJf' npr•·da o d11senw1Jve ~te 
ramo <l•! estudo naqul'l111 grantJo n aclínn ta.fu nnçllo nnu.:ri<'Ana. 

N~lo ha ulli. ensino sccundario nu supt•rior de •pllll<1u1•r natureza 
que s~1n, que d1spen&o o "iltudo acurwl•> elo Al~chr11; no cmtanto, 
entre n•ís, nem mesmo nas focuJdn<lc>s d1• dir1·ito so o.xigo o oxamo 
de Al~1•Lra como preparntorio pnra o estudo dns B<'i•·ricillil aociaea e 
juridicus ! E, se nc tcs " tilbt·lt•cimeutos de c<lucaçllo superior 86 dá 
tão pouco npre~·o a "ª'" di C'iplfoa, r1uo far1i nos J,rcoUil e collegioe 
nde nem mc~mo Aritlim11tica s.-• ensina com perf"Jt.~o i' 

Para pod,.rmos fl\·11Jiur como esta mutoria ,: abandonada, ou 
pRra melhor dizer, ÍJ.,'llornda Pntre nós, hasturzi 11ó retll'ctirmos que, 
se ex.ceptuarmos os hou11•ns formadoo em qunl'lner dos rnmos das 
matbematic~, será bem <lifficil achnrmos t:m nossas cidades P688088 
que tl:'nham conhecimento do A.lgcbra. 

Felizmente já vemos signaes de grande mclhoramonto. O .Es­
tado de S. Paulo, que n1!stes ultimos annos tanto se tem avantajado, 
ao ponto de apresentar um desenvolvimento material e uma activi­
dade que cansam pasmo, chegado a este grau de engnuldecin;ien.to, 
não pôde supportar oor mais tempo o systema atraza~o e rotme1ro 
de ensino que os seus antepassados lhe legaram, e por isso acaba de 
fazer uma reforma completa na instrucçAo publica, introduzindo, 
entre outros melhoramentos, o ensino obrigatorio de Algebra naa 
escolas p'"imariae. 
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4 PREFACIO 

Esto exemplo será em breve se~uido por outros E 
poucos 11nno8, veremos a nossa mocidade aproveitar- atados, e, ent 
vantagem, da força dessa alavanca poderosa do lseul, com grandé 
Algcbrn. ca c o, chamada 

. Pnra ajudarmos a desenvolver o osto or 
ve1toso, apresentamos agora esto com g cndi p este estudo ~o pro­
dade, clareza o methodo mu1'to cont pb . o, quo pela sua s1mplic1· 
• · l · ' r1 u1rá para d • 
c1pu os o m~crcssc e gosto por esta mater· espertar nos dis-
que é t~lo ut1l para n vida ,! ta b ia que, ao mesmo tomp 

P 
' " m em tl.1o recr t' o 

ara tornarmos mais attractiv ea iva para o espírito 
lf!111.n~? foi possiYel o rigor al(J'ebrf cº ~mono este estudo, abrandám~ . 
u_ma H .... g11ngcm simples e a roº ri º.' empre~~mos em todo o livro 
rias, resolvendo ~odas as di~c~d:~a, ex?mpli~camos todas as theo-
nn.mcrosos excrc1cios e probl .es, e illustrando cada ponto c o~meote, abundamos em no~~" in:~ressantes e reerestivos e ºfi'. 
d;.,'~;: ~~·:o ";,~i;: daq~elles q~:';.t, ".i~º:: •• ~::re~:neias, p~rque 
lhes se . i d explicador nem outro auxili· p ' este compen-

A rvm o mestre. ar alem do livro que 
quclles que estuda . .Algobra, não perd I em com attenção este 

verão o seu raci ~r~o o seu tempo, porque não pequeno curso de 
bem habilitado ocm10, e esclarecerão o seu es . ··t sómente desenvol­
resolverirun sós para reso!~er muitos calculospm o, dmas ficarão tam-

com o auxilio da Arithm t' que, e modo algum e ica. , 

QUAR'l'A EDIÇÃO 

Apresentámos a . envolvida e a en quarta edição desta Al(J'eb . 
de novos pro~ tada_ do _que as tres edi õesb ra .mruto mais des-
posição perfeitam:~t~°1º mdstruc~ivos e i~ter:s~!:;ores ;dpois, além 
scentamos ainda d e ara as diversas solu es, e e uma ex­
gundo grau, e out~os e:::ivol~ento necessari~õ~~:lgebricas, accre-

aremmentos importantes. equações do se-

QUINTA EDIÇÃO 

Damos agora . 
envolvida e . ª qumta edição da nomicas ampliada com a The . nossa Algebra aind . 

grande .~~:~~·.~~~to~ t"lgebri;::• q: ~i:t"1ada,, E:.:: .. d:~ 
vei o para o ensino destam este. compendio de 

ma teria. 

• 

1 

ALGEBRA ELEMENTAR 

1. Algebra é a parte das mathematica.s que resolve os pro­
blemas, e demonstra os theoremas quando as quantidades são repre-

sentadas por lettras. 
2. Symbolos algebr•icos são lcttras, numeros e signaes 

eom que se exprimem as quantidades, e effectuam as operações. 
3. Problema é uma questão que requer uma. ou mais quan­

tidades desconhecidas que se teem de obter por meio de quantidades 

Af>, quantidades conhecidas chamam-se dados do problema; as conhecidas. 

quantidades desconhecidas chamam-se incognitas, e o processo 
por meio do qual se acham as quantidades desconhecidas, chama-se 

solução. 
4. As quantidades conhecidas são representadas pelas primei-

ras lettras do alphabeto: a, b, e, d, etc. As quantidades desconhe­
cidas são representadas pelas ultimas lettras: re, y, z. Estas repre­
sentações symbolicas teem o nome de quantidades algebricas. 
, Duas ou mais quantidades poden tambem ser representadas 
peia mesma lettra, mas neste caso é necessario distinguil-a com um 

. i· h ' " '" lê , . ou mais accentos ou m as, como x , x , x , que se : x pnmo, 

x" segundo, x"' terceiro. 
5. 'fheorema é uma proposição que mostra alguma relação 

ou propriedade das quantidades algebricas, e que póde tornar-se evi-
dente po1 meio de uma demonstração. • "\ 

6. Em Algebra, as quantidades determinadas são representa~ 
das pelos dez algarismos: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 8, 9, o . 
'1. Os signad!i algebricos teem por fim indicar abrevia­

damente as operações que se teem de effectuar, e mostrar alguma 
relação que ba entre as quantidades algebricas. 



... 
• 

6 ALGEBRA ELEMENTAR 

o~ segui_ntes signaes teem em Algebra a mesma significação que 
em Ar1thmet1ca: 

+ lê-se: mais. 
- lê-se : me1ws. 
X lê-se: multiplicado po1·. 
+ lê-se: dividido por. 
= lê-se : igual a. 
+ lê-se: ?11ais ou menos. 
> lê-se: mciior do que. 

< lê-se: meno1· do qu.e. 

ir lê-se : raiz. 
. · . lê-se : portanto. 
: : lê-se: está para. 
oo lê-se: infinito. 
( ) chama-se pm·enthesis. 

--- chama-se vinculo. 

Explicação dos signaes algebricos 

8. O ~ignal =, .cscripto entre duas quantidades, mostra que 
esta~ q~tidndes são iguae_s em valor. Assim, a expressão a=3, que 
sele: a 1gual a 3, quer dizer que a quantidade representada pela 
lettra a é igual a 3, isto é, tem o valor de 3. 

9. O signal +, escripto entre duas quantida<l1:s, mostra que a 
segunda quantidade deve ser sommada com 11 primeira. Assim, a+ b, 
que se lê: a mais b, quer dizer que a quantidad•'. represenhda pela 
lettra b deve juntar-se com a quantidade rcpre,;entn.da pela lcttra. a. 
Se a fosse igual a 2, e b igual n 3, o resultado da. expres:;!lo i<erín : 

a+b=2+3=5. 
10. O signal -, escripto entre d011s qu.anticlndeb, mostra qu~ 

a segunda quantidade deve ser subtrahidn. da prirnr~irfi. A:;sim, a-b, 
que se lê: a menos b, quer dizer que a quantidade r•: prt:'~entada pela 
lettra b deve ser subtrahida da quantidade representadn por a. ~e a 
fosse igual a 5, e b igual a 3, o resultado seria: a-b=5-H=2. 

1 1 • O signal + chama-se trunbem signnl púoi ti \.'01 e fJ signul -
chama-se signal negativo. Toda a quantirlnde nlgtLrica deve ser pre­
cedida por um destes signaes; a qnantidndo quo lcvu o signal +, 
chama-se quantidade positiva, e a que leva o signal -, chama-se 
quantidade negativa. Quando o primeiro termo de urua exprea­
sAo não tiver signal algum, subentende-se o siguul +. A:;sim, a-b 

quer dizer + a-b. 
12. Duas quantidades teem signacs ii...ruaes, qnundo ambos os 

signaes silo vositivos ou ambos negativos. Teem signaes differentes, 
quando um é positivo e outro negativo. Assim, as quantidades +a e 
+b ou -a e -b tcem signo.es iguaes; mns +a e -b teem signaes 

diffcrentes. 1. 

ta. O signal X, escripto entre duas quantidades, mostra que 
a primeira deve ser multiplicada pela segunda. Assim, a X b, que se 

• 

• 

• 

EXPLIOAÇÃO DOS SIGNAES ALGEBRIOOS 

14. Representa-se o producto de duas ou mais lettras, eit 

crevendo-se essas lettras unidas umas ás outras, como a x b=ab 
bxcxd=bcd. 

Representa-se tambem o producto, escrevendo-se as lettras sepa 
radas por um ponto, como b X e X d= b.c.d; mas este modo está cahindo 
em desuso, porque se confunde com outras expressões alco-ebricas. 

15. As quantidades que devem ser multiplicadas chamam-se 
faet.ores. Se o factor é um numero, chama-se ~aet.or nume1-al, 
isto quer dizer representado por um numero. Se o íactor é uma 
lettra, chama-se. iact.01• litt.eral, isto quer dizer representado por 
uma lettra. Assim, 2 X a X b X e são quatro factores que, multipliear 
dos, dão o producto 2abc. O factor 2 é factor numeral e a, b e e são 
faetores litteraes. 

16. Seja qual for a ordem em que escrevermos a8 lettraa de um 
producto, o resultado será sempre o mesmo. Assim, a X b X c=abc; 
b X e X a= bca; c X a X b= cab. Ora, abc, bca e cab são quantide.dee 
iguaes, como vamos provar na. seguinte 

lllostrnção. Se dermos á lettra a o valor 
de 2 ; a b o valor de 3, e a e o valor de 4, teremos 
Jl&8 tree ordens de factores obc, bco e cab o mesmo 
producto, como vemos ao lado. 

abc=2X3X4=24 
bca=3 X 4 X 2=24 
cab=4X2X3=24 

Para haver uniformidade no modo de exprimir um producto, 
escrevem-se sempre as lettras na ordem alphabetiee.; assim, o pro­
ducto de e X a X d X b=abcd. 

Nota. O eignal X é quaei sempre omittido em Algebra; poia em lugar de ae 
escrever a X b, eecreve-ee logo e produeto que é ob. 

1 "1. O signal +, escripto entre duas quantidades, mostra que 
a primeira quantidade deve ser dividida pela segunda.. Assim, a+b, 
que se lê: a dividido por b, quer dizer que a quantidade represen­
tada pela lettra a deve ser dividida pela. quantidade representada 
por b. Se a lettra a fosse igual a 6, e b igual a 2, o resultado seria 

a+b=6+2=3. 
18. Em a.lgebra, indica-se o quociente na fónne. de uma fncçlo, 

escrevendo o divisor ~debaixo do dividendo, como a+ b=f • Omi\. 

te-se sempre o signal da divisão, e escreve-se logo o quoeien~ f 
que wnbem se lê: a dividido por b. 
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8 ALOEBRA ELKMENT.AB 

19. O signal >, oscripto entre dlll&8 quantidades,. mostra que 
uma quantidade é maiqr do que a. outra. A abertur~ do s1gnal mostra 
a quantidade mnior. Assim, a> b, que se lê: a matar do. qu.e b, quer 
dizer que a quantidade representada pela lcttra a é maior do que a 
representada pela lottra b ; Rssim tam~em a oxpros~ilo e< d, quer 
dizer que e ó menor do que d. Sendo e igual a 4, e d igual a 7, o re­
sultado scrA 4 < 7. 

Quando nilo se sabe qual é a quantidade maior de uma desigual­
dade, escrevem-se dois signacs em sentido contrario, como a><b, 
que se lê: a desigual a b, e que quer dizer a maior ou menor que b. 

Exercicios sobre os symbolos algebricos 

20. Damos em seguida alguns exercícios sobre os symbolos 
algebrieos para familiarizarmos os discípulos com o uso das lettras, e 
a emprego dos signaes. 

Nestes exercícios daremos ás lettras a, b, e e d os seguintes 
valores: 

a=2, c=4, 

Problema. Qual é o valor de a+4b-2c? 

Solução. a=2; 4b=4X3=12; e 2o=2 X 4 = 8. Então o valor de a+4b-2c é 2+12-8=6. 

Achar o valor das seguintes express!les: 

1. 3a+b +e. 
2. 4a+2b+c. 
3. a+3b+d. 
4. c+20-d. 

Resp. 13 
l> 18 
> 17 
> 18 

5. 2d+c -5a. 
6. 8+c -2b. 
7. 3a+3b+3c. 
8. 2c-d +15. 

Operação 

a+4b-2c 
2+12-8=6 

Resp. ? 
,, ? 
1) ? 
J) ? 

P1•oblema. Qual é o valor da expressão a+bc+2d? 

Solução. a=í!; bc=3X4=12, e 2d=2X6 
=12. Então o valor de a+bc+2d é 2+12+12=2G. 

Operação 

a+bc+2d 
2+12+12=26 

Achar o valor das seguintes expressões : 

9. 2ab+5c-d. Resp. 26 13. ac+d-a. Resp. ? 10. 5bc+d-2ab. lD 54 14. bd-t-c-d. ,, ? 11. ab+bc+cd. lD 42 15. ab+bc-ac. 12. b+2ab-c. > ? 
11 > 16. 2cd+5ab. 1) ? 

• 

• 

4 

~ o 

'T,· 

• • 

Problema. Qual ' o valor da espl'elllo a+Zb+f' 

• 6 
Solução. a=I; 2l>=txB=6, •.-=1=~ 

O valor desta expreulo é 11+8+1=10 

Achar o valor du seeuintea expreuõea: 

17. a+: +d Resp. 11 21. ab+c+f· ieap. t 

18. 
d 6 22. • ? 2b+T-ª· • dc-a+ 0 . , 

19. e d 6 10 23. d ' li ? -+-+. lf -;-+•+•· > .. /) 

20. 
d 21 24. ... 

ad+ab+ 0 . ,. a+-;-· lt 

Nota. É neceasario que o diseipulo comprehenda que u lettru 11, b, e e à Dlo 
representam respectivamente 116 os valores, li, 81 4 e 6; ell.ãa podem repruentar qual-
quer valor segundo os dado11 de um problema. . 

Definições de alguns termos algebrlco1 

21. Vamos agora definir alguns termos algebricos que os 
discípulos precisam conhecer, e guardaremos a definição dos outros 
para os seus respectivos logares. 

22. Coefficiente é um numero prefixo a m:na. quantidade 
representada por lettras para mostrar quantas vezes essa qua.n.Udade 
deve ser tomada. Assim, em 4x, o coefficiente é 4, e mosb'a que ~ 
lettra x deve ser tomada quatro vezes que são w+x+:11+:i:=4ar. 

O coefficiente pode ser um numero ou uma lettra; se é um 
nmnero, chama-se eoe[ftciente numeral; se é nma lettra,. 
chama-se coeí'fieiente litteral • .Assim, na quantidade ay, a lettra 
a é o coefficiente de y, porque mostra que y tem de ser tomado a 
vezes. Se a for igual a 5, então y será tomado 5 vezes. 

O c~efficiente escreve-se sempre antes das lettras que repre­
sentam uma quantidade, como 8:i:y, 16~, etc. 

23. Quando nenhum coefficiente numeral estiver preiizo a 
uma quantidade algebriea, subentende-se sempre o coefticiente 1 ; 
pois x é o mesmo que lx ; bcw é o mesmo que lbca:. 

24. Potencia de uma quantidade é o produeto dessa quanti- · 
d.ade multiplicada pct' si mesma, uma ou mais vezes. . 

Quando uma quantidade é tomada duas vezes eomo fào~r, o 
produeto chama-se quadrado ou segunda potenciadeasa quan-
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tidAde; qwrndo é tomnda trcs v<'zes como factor, o prodncto chama-se 
cuho ou t.e1·N~irn pott•n<-·in ; quando é tom11da q_tmtro vezes 
como factor, ch:unn-se qm\l'tn potcneia, etc. Assim, 

A S{'gun<l1\ potonci:i de 2 ó 4, porquo 2 X 2=4. 
A ten•(lirn potencia ele 2 ó 8, porquo 2X2X2=8. 
A scgundn potencin do ri ó aa, porque a X a=aa. 
A terccirn potencia do a ó aaa, porque xaxaxa=aaa. 
A quarta pot1mcin. de a ó aaaa1 porque a X a X a X a= aaaa. 

2ú. Expoente ou exponente ó o numero escripto no alto 
direito do uma qUllntidade para mostrar a que grau de potencia ella 
deve ser elevndn, ou quantas vezes ella deve ser tomada como factor. 

Em lugnr de repetirmos muitas vezes a mesma lettra, para 
exprimir o grau de uma potencia, empregamos, por nbreviatura, um 
expoente para esse fim. Assim, 

2 X 2=22
• 

2x2x2=28• 

2X2X2X2=24
• 

2 X 2 X 2 X 2 X 2 = 2ó. 

aXa=aa=a2
• 

a X a X a=aaa=a3
• 

a X a X a X a=aaaa=a4
• 

a X a X a X a X a=aaaaa=ari. 

Os algarismos 2
1 

3
1 

4 e 5, escriptos no alto direito do alga­
rismo 2 e da lettra a, são os seus expoentes. 

2G. Os syrobolos que representam as potencias leem-se do se­
guinte modo : 

x• lê-se: x elevado á. quarta potencia, ou a quarta potencia de x. 
oom lê-se : x elevado á potencia m. 
xº lê-se: x elevado á potencia zero. 

Noln. No ~e!1tido rigoroso da palavra, entende-se por expoente o que expõe 
alJ<'um_a cousa em JWZo i e por e:i>ponenle entende-se o algarismo ou lettra que posta 
á ilire1ta e u~ pouco ac1~a de uma quantidade, exprime a potencia a que esta é ele­
vad~; ~ra a~a1m qll:e antigamente se falava nas aulas, e é esta a definição que todos 
os d1cc1?nar1os antigos dão destes termos. Mas modernamente o voca.bulo e:17p0eme 
gen~rahzou-se como termo algebrico e ficou em uso geral no ensino das mathe­
maticaa. 

diff Observação. É_necessario que o discípulo com;prehenda perfeitamente a 
erença entre coeffic1ente e expoente. Em &i:, 3 e cofficiente e mostra ue 

a: detvemadser tomado 3 vezes como parcella. Em xa, 3 é expoente e mos'tra que x d~ve 
86r o o 3 vezes como fo.ctor em uma multiplicação. ' 

desta 
Ddando-se a x o valor de õ, podemos facilmente notar a differen~ ... numerica 

s uas expressões : 11 .,- · 

3oo=x+x+x=5+5+5=15. 
x8=xXxXoo=5X 5x 5=125. 

e 

• 

• 

L (. 

EXERCICIOB SOBRE OS SYMDOLOB DAS POT~!ICUS 

27. Railf dl' uma quuntidl\dc é o factor que multiplicado por 
si uma. ou mais vezes, produz essa. quantidade. 

A raiz chama· HC <1~m<h·ndn, quando é tomada duaa vezea 
como factor; ch:tma-se cuhi(.•a, quando é tomada tree vezea como 
factor; chama-se 'lun.1•tn 1•niz, quando é tomada quatro vezes como 
factor, e assim por diante. De sorte que, 

A i·aiz quadrada de 2f) ú 5, porque .... . 
A rniz cubica de t 2f) é 5, porque .... . 
A raiz quadrada <le a:! ó a, porque .... . 
A raiz cubica de a3 é a, }lorque .... . 

A . d "~ quarta rruz e çi e a, porque ..... 

5x5=2ó. 
5xnxf>=125. 

aXa=a2
• 

axaxa=a3
• 

axaxaxa=a"'. 

Nestes exemplos vê-se que 5 é a raiz quadrada de 2ót e a raiz 
cubíca de 125; a é a raiz quadrada de a2

, a raiz cubica. de a
8

, e a quarta 
raiz de a4 , etc. 

28. Signal l'adical é a figura Y-, que se escreve sobre 
uma quantidade para mostrar que se deve extrahir della a raiz indi-

cada pelo índice. 
29. lodice da raiz é o numero que, escripto no angulo do 

sígnal radical, mostra o grau da raiz que deve ser extrahida. Assim, 

v-9- lê-se : a raiz quadrada de 9. 
V21 lê-se : a raiz cubica de 27. 

y-;;- lê-se : a raiz quadrada de a. 

y-;;- lê-se : a raiz cubíca de xy. 

V 11bc lê-se : a quarta raiz de abc. 

Os numeros 2, 3 e 4, escriptos nos angnlos dos signaee radi­
caes, são os índices das raízes. 

Nota. Na. ra.iz quadra.da, supprime-se o índice 2, e 61!creve-se simplesmente 

o signal radical; assim, y;; lê-se: raiz quadrada de ~. 
O signal V é uma. da.s fórma.s antigas da. lettra r, inicial da palavra raie. 

Exercicios sobre os symbolos das potencio 

30. Damos em seguida. ~<1'\lns exercicios para os discipulos 
comprehenderem ~ valor dos symbolos algebricos que representam 

as diversas potencias ..... 
- Nestes exercicios daremos a a: o valor de 2; a y, o valor de 3, 

e a z, o valor de 4. 



~ ,~ .. - . . -=.... ,,_r 

12 ALGBBRA ELEMENTAR 

Problema. Qual é o valor de :z:1! + yª? 
Operação 

x:=xXx =2X2 = 4 
y =yXyXy=3X3X3=27 

menco as seguintes potencias: Achar o valor nu · d 

1. :vª+Y:· Resp. 17 6 
;: x2+y -z. > 27 7. 

x2-y +z2. J) 21 . 
4. x4 +y2+2z2. ,, 43 ~· 
5. X -y -z. > 9 10: 

X +2y+zB. 
3x2+5y+z2. 
yª +zi -5x. 
2z3+y +x. 
z +y2+zs. 

Expressões algebricas 

x2Xtl=31 

Resp. ? 
)) ? 
» ? 
» ? 
» ? 

31. Chama-se expl'essão l . presentada por meio d a 9ebr1ea uma quantidad 
p•essão algebúea que e 'f'bolos algebúcos. Assim 5a é um e " 
5 vezes. mos ra que a quantidade a d~ve ser t a edx-

2 -s 
.ª+ 3b é uma expressão al ebri quantidade b, deve ser addicionaâa 2ª que mostra que 3 vezes a 

3a2-5ab é uma expressão alga.· vezes a quantidade a. 
o quadrado de a, deve subtrahi ·- e~11ca que mostra que de 3 veze 

32. Monómio é 'se_ vezes a quantidade ah. s 

d o~tm quantidade pelos":n:!:':i"dade algeb•iea que uão está unida 
es1gualdade +, - =ou > A - ~ som3mar, subtrahir io-ualdade O . ' . ..w;s1m a 2x b ,, ' o ou 

sim l mouomw é tambem chamado 't f e a ""Y são monomios. p es. e1mo ou quantidade 

li :l3. Em um monomio distin 
,:'"ali O coefliciente já foi definiÍ:em-se ~ coefliciente e a parle 

. o as ettras contidas no mon . no .n. 22, e a parte litte 1 
mente, e xyz é• P"'' litte•al. olUlo. Aasun, em 8"11Z, 8 é o ce::.. 

3.!i. Polynómio é dois ou m · t uma quantidad al b · ab-2x+5y1: s:rmols unid?s pelos signaes e+ ~: rica Aco1?-posta de 
Se um oi o po J:UO!Ulos. . ssun, a + b, 

mio . p ynom10 tem dois termo h 

2 

' se tem tres termos h s, c ama-se tambem bº 
a+b é b' . , c ama-se tamb • 1no-. um mom10; e ab-x+ é . em ~1·1nomio • Assim 

Nota M . Y um tr10om10. ' 
exp essão • onollllo é a ex ã mos~ e ol al~e~rica. que tem zr!ª~e~:Jg?br~ca que tem um só te . 
trea term::1 ~' rigorosamente fallandos ' . trmomio é alexpressàormo i b1aomio é a 
de polynomÍo a t~laª~ªe!acilitar os enun~Í:d!s ~jgP!~s~o algebrica \~~ t:e'! t:n

08

. teder-pressãC' que tem . d ricos, dá-se ge 1 818 mais e um termo. ra mente o nome 

• 

• 

• 

• • 

ExPRESSÕES ALG:S:BBlCAB 

35. C&ila termo de um polynoroio deve ser P"'cetlido ~ 
dos signa.es + ou -, ex.ceptua-se, porém, o primeiro tenno q!Le, 
quando é positivo, supprime-se-lhe, por abreviatura, o eignal -\'• 

como 3@+ 2bc-xy. 36· Se uro termo, precedido pelos signa.es + ou - é eom-
binado com outras lettrn.s pelos signaes X ou +, estas lettraB fazom . 
parte. desse termo, e a elle devem ser unidas pela operação indicada. 
Assiro, 4+3 X ô quer dizer que ao uumero 4 devemo• juntar, nliO 3 
sómente, mas o producto de 3 multiplicado por ô, que é 3XG=18; 
e por isso este expressão tem s6 dois termos que sliO 4+18. Do 
mesmo modo a+ b X e tem s6 dois tei-mos que s10 a+be; oo+ o-b..,.c 

b 

tem sb tres termos q_ue são x+ a--c· 
Os discipulos reduzirào as seguintes expresaões aos sens verdadeiros tennoe: 

~··"~ \ 
BesPO''" 

1. 50+5x2. 
50+10 1. 4a+2b+c. '? 

2. 20-3x2. 
20-6 8. 50+6+ab. 

? 

ac+Sb 9. b-cxd. ? 

3. ac+4bx2. 
50- ·: \ 10. 

ab-óc+dxx. ? 

4. õb-6b+3. 
3x-~ 11. xxyxz+ab. ? 

5. 3ro-8y+a. 
6b+;cx 12. 2õ-16ab+2. ? 

6. 6b+'icXX· 
3'1 • 'Mudando-se em um polynomio a ordem de seus termos, 

não se altera o seu valor, conservando c&ila termo o seu ,.,peetivo 
signal· Assim, a expressão a+b-c é igual a a-e+b ou a b+a-c. 

UlnFOtrac:ão. Se dermos á lettra o o 
valor numerico de 5; a b, o valor de 4, e a e o 
valor de S, teremos nas tres expressões re­
sulta.dos iguaes, como vemos nas igualdades 

a+b-c=ó+4-3=6· 
a-c+b=ó-3+4=Ô· 
b+a-e=4+õ-3=6· 

que el!U.0 ao lado. as. Cada um• das lettras de que se compõe um tenno chlr 
ma-ile dimensão do termo, e o numero de lettrBS, obBJna-•e grau 
do termo. O coeffioiente numeral não entra como dimensão. Aasim, 

2• é um termo de um• dimensão ou do primeiro grau, porque 

tem nina. s6 lettra, que é a. ""'é um termo de duas ifunensões on do segundo grau, "°rqne 

tem duas lettras qu0 são a e x. õaxy é uro termo de tres dimensões ou do terceiro grau. 
o'b' é u~ termo de qn&t>:O dimensões on do quarto P, por­

ne eontém ~uatro le-• que sliO a, a, b e b. (n." 21>.) 
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E' evidente que o grau de um termo é igual á aomma doa ex­
poentes das lettr/18 que constituem esse termo. 

39. Quando uma lettra nilo tem expoente, subentende-se sem­
pre o expoente 1 ; pois a é o mesmo que a1 ; x é o mesmo que x1, e 
a oxyi é o mesmo que a1w1y2• 

40. Polynómio homegeneo é o que tem todos os seus 
termos com o mesmo grau. Assim, x 3 + 2xy2 + axy é um polyn6mio 
homogeneo, porque todos os seus termos são do terceiro grau. 

41. Quantidades semelhantes são as que se compõem 
das mesmas lettras e dos mesmos expoentes. Assim, 2abc2

1 
3abc2 e 

- abc2 são quantidades semelhantes porque podem ser incluídas em 
uma só quantidade, que é 2abc2 + 3abc2 -abc2 =4abc2• 

42. Quantidades dessemelhantes são as que teem let­
trru> ou expoentes differentes, como 3ab2, 3a2b e 3aa:. 

4a. Um polynómio que tem termos semelhantes, póde ser 
simpli~cado, is~o é, póde ser reduzido o numero dos seus termos, por­
que dois ou mais termos semelhantes podem ser reduzidos a um só. 

Assim, o polynomio 5ab + 2x + 4x póde ser reduzido a dois ter­
mos, que são 5ab + 6x, porque 2x + 4x = 6x. 

O polynomio 3ac + 2ac + 6ab-2ab póde tambem ser reduzido 
a dois termos que são 5ac + 4ab, porque 3ac + 2ac = 5ac, e 6ab 
-2ab=4ab. Esta reducção é um dos casos da addição algebrica da 
qnal adiante trataremos. ' 

44'. Ueeiproca de uma quantidade é a unidade dividida por 
essa quantidade. Assim, a reciproca de 3 é+; a reciproca de ab é 
i . d + ' 1 d; a reciproca e a x e --, etc. 

a+z 

Modo de enunciar as expressões algebricas 

45. Q_ualquer quanti~ade algebrica representada por sym.bolos 

Asspód~ ser facilmente enunciada com clareza, por meio de palavras. 
im, 

b 

ac + 7 lê-se : « o producto de ac mais o quociente de b dividido 
por d » ou simplesmente : « ac mais b dividido por d. ,. 
a2- + 2ab + b2 

lê-se : e a quadrado mais 2ab mais b quadrado. ,. 

46. Quan~o d~s ou ma~s quantidades teem um divisor com­
mum, ou estilo mclwdas debaixo de um sif11al radical ligam-se 
todas com a conjuncç_ão e. Assim, ' 

b 

a+ e- lc-se: e a mais b dividido por e.» ~lê-se : e a somma d 
' b di 'did e e a 

mais VI a pçir e, ou a e mais b dividido por e. ,. 

• 

ADDIQÃO 

Se omittirmos a conjuneção e, enunciaremos a expre_ea&o ante­

cedente. ~ lê-se : e 2xy dividido pela raiz quadrada de o e 

menos b. > Se omittirmos a conjuncção, o divisor será V a--1. 

Lêr as seguintes e:r.pr011Sõea algebrieu : 

1. 

2. 

3. 

bx-3ay2• 

a2bc-2abc + 6:c. 

o-f-<: +~• 
e 20 

4. 

5. 

6. 

ADDIÇÃO 

4 2bB 4 40-26 a e---. 
%11 

18Xll + Y a2-b't 

~+ a•+b 
rett Y ~r 

47. Addição em Algebra é a operação q~e tem por fim reunii 
duas ou mais quantidades algebricas em uma so expressão, chama.da 
somma. 

48. Na addição algebrica ha tres casos a considerar que são: 

1º Quando as quantidades sao semelhantes e teem signa_es igua~. 
2º Quando as quantidades sao semelhantes, mas teem 1tignaes dif-

ferentes. 
3º Quando todas as quantidades nilo soo semelhantes· 

Nota. Para evitar difficuldad.0111 odiscipnlo recordarA 08 dai~ pontos s~~~: 
1º AB quantidades iue não tiverem signal prefixo, são cona1deradaa pontiT 1 

isio é com o signal +. (n. 11 ). m . te 
'2• AJJ quanti~ades que n~o tiverem eoefficiente, subentende-118 o coe cien 

1 ; assim, ab quer dizer lab. (n. 23). 

Primeiro caso da addição 

49. Quando ae, quantidades são semelhantes,. e teem signaee 
iguaes addicionam-se. os coefficientes, e á somma junta:se 8 Par: 
litteraÍ com o signa.l das parcellas. Neste caso proee e-se JUStamen 
oomo em Arithmetica . 
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Problema. Qual é a somma das 
•nnos, 4 annos e 1 anno ? quantidades 3 annos, 5 

Solução, Sommando as quatro quantidades 

3 annos, 3a 
8+õ+4+1, tomoN 13, iBto ó 13 annoH. 

5 annos, 5a 
SubstiluiuJo ngol'a a palavra at10os pela lettra 

n, é ovid1111ta quo a H01111na _Rorá 13a. So M qu~tro 
4 annos, 4a 

~ua11tidad1J.<11 em lugar do s1g11al + subaute11d1do, 

1 anno, a 
hv(\8sem o signal -, n somma soria -13a, porque 
a somrna deve exprimir o rosult.ado de todas as suas parcellll8. 

Operar aB seguinte addiç,ões: 
13 annos. 13a 

(1.) (2.) (3.) (4.) (5.) (6.) 
+5 -4 2a 2b 4ab 2x-5 
+3 -3 3a 6b Bab 5a:-3 +4 -5 5a 4b ab x-8 
+2 -4 Ba 5b 6ab 4x-2 

- - 1& - -+14 -16 
17b 19ab 12x-18 (7.) (8.) (9.) (10.) (11.) (12.) 

3ac -2bx 5abx2 
7a+8 Bx-5 2a- b 

15ac -Bbx 3abx2 
5a+3 6x-3 5a-2b 

9ac - bx 2abx2 
a+4 2x-6 a-5b 

6ac -4bx abx2 
2a+1 3x-4 3a-2b 

2ac -6bx 4abx2 
4a+6 -- - x-2 5a-4b 

50. U1na somma algeb1•ica não é em todos os casos 
igual a uma somma em Arithmetica, como no caso precedente. 

Em Ârithmetica, como as quantidades que se addicionam são 
sempre positivas, a somma deve ser sempre maior do que qualquer 
das suas parcellas; assim, na operaç•o 3+4+8=15, a somma 15 
é maior do que qualquer das parceUas 3, 4 ou 8. Em Álgebra, porém, 
como temos de addicionar tambem quantidades negativas, a somma. 
poderá ser algumas vezes ntilla ou numericamente inferior á somma 
dãs quantidades positivas, como vamos ver no caso seguinte: 

Segundo caso da addição 

. 51. ~uando as quantidades são •runelhantee, mao tem oignaes 
ditFerentea, 10.to é, quando umas teem o signal +, e outras teem o 
"gnal - , addicronam-se. os coefücientes dos termos poai ti voe ; depois 
addicronam-se oa coefücientes dos termos neg/liivoa; acha .. e a ditre-
ren.ça das duas sonunas, e, se a somma maior for positiva, prefixa-se 
á d!trerença o Signal +,e, se a somma maior for negativa, prefuta-se 
á differença o signa.I -, e junta-se-lhe a parte litteral. 

t 
~ 

! 

1 
) 

i 

/ , 

Solução. A somma das qnanti­
cladee positivas é 14a; a 11omma daa quan­
tidades negativ&B é 6a; a dift'erença das 
duas somm&11 é l4a-6a==8a. Ora, como 
a somma maior é a positiva, prefixa-se á 
tiifferença o 11il!'nal + e ficará+ tia que é 
a somrna das cinco parcellaa. 

+aa 
+5a 
-4a 
+6a 
-2a 

+ ªª -4a + 5a -211 
+6a r 

+I4a -6a == &· :+&; 
Demonstração. Para comprehendermo8 este caso, figure~~ mn cofre 

enlle guardamos din11eiro. As quantias que recolhemos no cofre·s11.o positivas, aa que 
tiramos são negativas, e a aomma de todas. most!~ o que ex111te no cofre: Om, como 
cada qu&ntia negativa annuUa um~ quantia .Positiva s~melhante ou ~t? igual valor, 
segu~se que, se a somma das quantias oegahvu fosse igual á das pos1tivuJ o resul­
tado da addição seria nullo ou zero; mas como, no caso presente.ª somma aas qnan­
tidades negativas é só 6a, annnlla 611em14a, e o resultado da add1çlo é 8a. Portanto, a eo~ma desta8 cinco quantidades é +&. 

52. Este caso da addição é uma simples reducção de polyn~ 
mios; (n. º <ia), pois, se escrevermos todos os termos desta addlção 
em fórma de um polynomio, e effectuarmos a reducçllo, o resultad? 
será o mesmo, como 3a+5a-4a+6a-2a=8a. P?rtanto, não é n­
gorosamente necessario escrever os termos a.Igebr1cos em colm:nna 
para se effectuar a addição ; podemos tambem chegar ao mesmo 
resultado reduzindo os termos quando elles estão em fórma de um 
polynomÍo. A columna tem a vantagem de tornar mais intelligivel e 
claro o ensino desta operação, 

53. Para completarmos este caso, vamos operar uma addição, 
na qual a somma será menor do qU:e zero, isto é, será. uma quanti­dade negativa. 

P1•oblema. Sommar as seguintes quantidades:. +5a, +aa, -10a, +2a e -6a. 

+ 5a 

Solm;ão. A somma das quan­
tidades positivas é. lOa ! a somma .d~s 
quantidades negativas e 16a,_ e a d1flu­
rença entre as duas sommas e Ga. Ül'a, 

·. como a somma maior é negativa, a 
differença é tambem negativa, e por 
isso a somma é -6a. 

+ 5a 
+ 3a 
-lOa 
+ 2a 
- 6a 

-lOa 
- 6a --16a 

+ 3a 
+ 2a 
~=-6a -- 6a 

Demonstração. Para comprehendermos este processo, filt'u~mos ainda. 
um cofre onde guardamos. o n<!sso dinheiro,~ depositamo~ tambem o dmhei.ro de uma 
pessoa que deposita e retira diversaa quantias. As quantias que eJia deposita são. po­
sitivaa' e as que retira, silo negativas. Elia entrou com 5a+Sa+ 2a. 1Ua, e retirou 
16a+ Sa= 16a; se ella tivelie retirado sómente lOa, o resultado seria"nnllo. ou zero, 
.porque em nada alteraria os fundos que tínhamos ~o cofre; maa como e~ t1ro;

0

1:, 
isto é, 611 mais do que poz, o resultado será -6a, isto e, ficará um dCMli que · 
Portanto, a somma de +5a+Sa-10a+211-6a=:-6a. 

2 

J. ••• 
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Operar u 11oguinto1 addlçõo1 : 

(1.) (2.) (:J.) (4.) (5.) 
-2 +8 + 3a +5abx ab+ 8 
+ 7 -4 +10a -3abx 3ab+ 1 
-3 +9 -12a - abx -2ab+ f> 
+4 -7 - 6a -5abx nab-15 
-1 -6 + 2a +2abx -lfob- 7 -
+5 o - ªª -2abx Bab- 8 

(6.) (7.) (8.) (9.) (10.) 
6ab bxy 3ab-6 a+ b a+ b-2c 

-2ab -7bxy -2ab+7 -a+ b a+2b- 3c 
- ab Bbxy -Gab-2 3a-2b -3a- b+5c 

5ab _!!::J; 5ab-1 · -a+3b - a+3b- e 

11. Qual é a somma de Ba e -5a? Resp. 3a. 
12. Qual é a somma de 5a e -Ba? ,. -3a. 
13. Qual é a somma de -7ax, 3ax, 6ax e -ax? » ax. 
14. Qual ó a somma de 4xy, 2xy e -6xy? » O. 
15. Addicionar 4ac, 3ac, 7ac, -6ac, -2ac, 9ac e -17ac. 

Resp. -2ac. 
16. Addicionar 7a-5b, 2a+3b, -7a-8b e -a+9b. 

Resp. a-b. 
17. Achar a somma de 8ax-2by, -2ax+3by, 3ax-4by o 

-9ax+Bby. Resp. 5by. 
18. Achar a somma de 3ab-10x, -3ab+7x, 3ab-6x, -a,b 

+2x e -2ab+7x. Resp. O. 

Terceiro caso da addição 

54. Quando alguns dos termos não são semelhantes, escre­
vem-se em columna os termos semelhantes, e os dessemelhantes es­
crevem-se adiante, e depois procede-se como nos dois casos prece­
dentes. 

Problerna. Quanto sommam 2 centos, mais 3 centos e mais 
4 duzias? 

Solução. Como 2 centos e 3 centos são 
quantidades semelhantes, escrevem-se em columna 
para fücilitar a somma ; como 4 duzias é uma 
quantidade dessemelhante, escreve-se adiante • a 
somma das tres quantidades é 5 centos e 4 duzi~. 

Se .em h1gar de escrevermos as palavras cen- • 
tos e dt1z1a.:s1 escrevermos e e á, o resultado será o 
mesmo, pois 2c+3c+4á=5c+4á. 

. . 

2 centos 
3 centos+ 4 duzias 
5 centos+4 duzias 

2c 
3c+4d 
5c+4d 

ADDIÇlO 

.... \ nn1•a a nddi-,:alo. E1crevem-se o• nog1•a ge .. &.. 1· • J._ 
• l ª' e adiante delles, os termos ~te 

lh t 8 em co umn , . ~ n1e an e t 'vos s1'g11ae-s. addicioncun-se os ter1'11.08 • resn•c 1 , ' • • 
com os sewr } s depois OR q1ie forem nc9at1 vo1, e a dijfef'tflf}o.__._, 
qtt.e fo1·em posr ivo.' d ba1'J'O a;, columna respectiva com o tir--

as escreve-se e t duas somm . . irte littercd e acC1·escen.tam-•e º' ermo• 
d mma maior e com a pc . . ' . 

a so lh tes com os seus 1'espect1vo11 si[ptaes. . . 
deaseme an • . 

Opurnr M sE1gt1intes a<ldi<;õee : 

(1.) 
4a + f)b - 7c 
3a - b + 2c 
9a-2b- e 

(2.) (3.) 

_ a+ i1b + 4c 

:3b + 4x - y"!. 
f)b + 7x + 3y2 

b- Ga:+ 4y2 

-4b + 9x -8y2 

5a + xy + m 
9a - '6xy + 1'm 

-6a + 8xy-8m 
7a -9;cy + 9m 

lf>a+ 5b-2c • 
(5.) 

(4.) 
7x - 9y + 5z + 3 - g 

- x-3y -8- g 
_ X + y - 3z + 1 + 7 g 
_ 2x + 6y + 3z - 1 - g 

8a + b 
2a- b+ e 

-3a+ b +2d 
- 6b- 3c+ 3d 

6a+4c+3b-2a-3c-5b. Resp. 4a-2b+c. 

~: 2ab+c, 4ax-2c, 12-2ax, 6abtc~;~S~b+2ax+2c+12-:x:. 
14a+x 13b-y -1la+2y, -2a-12b+z. 

' ' Rcsp. a+b+x+y+z. 

9. 
10. 

11. 

12. 
13. 

-7b+3c, 4b-2c+3x, 3b-3c, 2c-2x. Resp. x. 
a-3b+4c-5d, 3b-5c+6d-2a, 5c-7d+4a-3b, '1d-5a 
+6b-3c. Rosp. -2a+3b+c+d. 
xS-f>x2+6x-2, 3x11-6x2-15x+4, x3-Bx2-6x+4. 

• Resp. 5:Jl-19x7-t5x+6. 
8ax-3cz2 -5ax+õcz2 , ax+2cz2 ,-4ax-4cz-a. Reep. O. 
Qual é a s~mma de 3(a+b), 7(a+b)_ e 5(a+b)? 

Solu~ão. As quantidades que estão MttiTa~s P?r um 
parenthesi~, sll-0 consideradas como um só termo, E . evidente 
que 3 vezes, mais 7 vezes, .mais 5 vezes uma quantidade 11ãt> 

igunes a 15 vezes essa quantidade. 

3(a+b) 
7(a+b) 
5(a+b) 

15(a+b) 

14. 
15. 

16. 

Somniar 13(a+b)+15(a+b)-7(a+b). Resp. 21(a+lt 
Achar a somm• de 8c(x-y), 7c("P-y), ... --5c(x-y), e

19
9c{(ill Y) 

Resp. e ~-y · 
Achar asomma de 3a(b+x), 5a(b+x), 7a(b+:i:) ~ -14a((~++:zi)). 

ntisp. " Q li: • 

• 
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SUBTRACÇÃO 

55. Subtracção em Algobra ó a operação que tem por fim 
ichar a difforcnça entre duas quantidades algebricas. 

A quantidade da qual se tom do fazer a subtracção, chama-se 
minuendo; a quantidade que se tem de subtrahir, chama-se sub­
trahenclo, e o resultado da operação, chama-se dHiel'cnça al­
gebl'ica. 

Em Algebra, bem como em Arithmotica, a somma do subtra-
hendo o da difforonça é igual ao minuendo. 

~·~t.a. A subtracção é u~ operação m_uito simples em Arithmetica, mas nm 
tanto chflicil em Algebra, o por isso e necessano alguma attenção dos discipulos para 
elles pocleren_1 comp_rehender o modo analytico de resolver os seus diverdos casos. 

Em Anthmetica, como se opera só com quantidades positivas a ideia da sub­
tracção é sempre diminuição; em Algebra, porém, a differença entre duas quanti­
dttdes póde ser numericamente maior do qno e lias; assim, sondo +a o minuendo e 
-a o subtrahendo, a differença entre +a e -a é 2a. ' 

lfa um modo muito simples de operar todM oR casos da subtracção sem diffi­
culdndo alguma. Esse modo é trocar o s-ignal de t,oclos os termos do subt:rahendo e de­
poi& sommai· o mi1111endo e o s-ubtrahendo; e assim qualquer caso da subtracç.ão 'ficará 
reduzido a uma simples addição algebrica. 

N1Lo é, porém, conveniente empregarmos esta regra sem primeiro cornprehen­
dermos a analyFe de cada caso da subtracção, do contrario não poderemos ter uma 
idéa exacta desta operal}ão algebrica. 

Primeiro caso da subtracção 

56. Q,uando os dois termos de uma subtracção são semelhan­
tes e tcem signaes iguaes, acha-se a differença entre os coefficientes 
e escreve-se em baixo com a parte litteral e o signal commum. 

Pl'oblema. Q,ual é a differença entre 7 ab e 4ab ? 

Solu~ão. Se de 7 laranjas tirarmos 4 laranjas 
rest~rllo 3 laranjas; então é evidente que de 7ab aub­
trahmdo 4ab, reatam 3ab. A ditl'erença, pois, entre 7ab 
e 4~ é Sab. Este ca110 é igual á subtracl}ão em A.ritb­
mehca. 

Oporar as seguintes subtracções: 

(1.) (2.) (3.) (4.) • 10 -9 5ac -8abc11 

8 -2 ac -8abc9 

2 - 7 4cic o 

Mlnnendo 7 ab 
Subtrahendo 4ab 

Dlll'eren91\ 3ab 

(5.) 
3a+8 
2a-t7 
a-t-1 

(6.) 
18ab 
I7ab 

(7.) 
30axy 
12axy 

f!UBTRACQÀ() 

(8.) 
-95y 
-81y 

(9.) 
3bx 
3bx 

Segundo caso da subtracção 

(10.) 
18d-11 
9d- 9 

57. Em Algebra podemos tambem subtrahir uma quantidade 
numericamente maior, de outra menor, e se os signaes forem ipea, 
o result&do será a differença das duas quantidades com o signal con­
trario. 

Problema. Subtrahindo 8a de 6a quanto resta ? 

Solução. Subtrahindo 6a de 61J, ras­
tam O ou nada; subtrahindo-se 7a de 61J, resta. 
-a, e subtral\indo 81J de 61J, restam -2a. 

Mlnnendo 
Snbtrahendo 

Resto 

Snb\raeçlo 

+6a 
+sa 
-2a 

Addiçlo 

+6a 
-Sa 
-2a 

Demonstração. Para comprehendermos a analyse desta solução, figuremos 
que um homem, levando só 6$000, foi a uma loja, e alli comprou 8$000 de objectos; 
ora, se elle tivesse despendido só 6$000, voltaria da loja sem dinheiro algum ; maa 
como gastou 8$000, voltou com 2$000 de menos, isto é, voltou com uma divida. de 
2$000, que ainda tem de pagar. Logo, 6$-8$=-2$. Trocando o cifrão pela lettra. a, 
temos 6a-8a=-21J. 

Se mudarmos o signal do subtrahendo, e operarmos a. addição algebrica, o re-
sultado será o mesmo, como vemos na operação acima. 

Operar as seguintes:subtracções : 

(1.) (2.) (3.) (4.) (5.) 

12 -15a 25ax -29ay 18x+23 

13 -18a 36ax -30ay 20x+25 
-- -2x- 2 -1 +3a -llax +ay 

(ô.) (7.) (8.) (9.) (10.) 

33 -26a 42bx -17ay 24x+13 

44 -36a 49bx -18ay 22x+15 
--. 

Terceiro caso da subtracção 
•) 

58. Quando os dois termos de uma subtracção são quanti­
dades de.ssemelhantes, exprime-se a sua differença escrevendo aa 
duas quantidades separadas pelo signal - . 
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r .. ohlemn. Dn quanti<ln<lc a subtrahir 1\ qunntidndc b. 
Solu~ilo. Doffdo quo nl\o s1ü1011!0~ 0 numero Bobtraeçllo .\ddlçAo 

d~~ uoidiul"~ rnpn•soufntla8 pt,Jn qunntulad~ <j.• .nom 
pelA ~unutidndo b, ô claro qnu aó podumos mt acnr n a +a 
~ua d11fort'uça pl'ln oxprc~~llo a-b. b -b 

Os do1~ tt>rmo~ dustn suht~n.c~i\o M:l.o nnaboH PI" 
sitiYOSj Sl' porrm trocarmos O i<agun! du RUlilrnl.a~lll O a-b a-b 
pourlo-, 0 dC'p<Jis opMnrmos .a adda~i\o nlgobracn, o 
re~ultn<lo sem\ tambom a-li. 

Opornr ns segnintos snhtmcçõos : 

( 1.) (2.) (3.) ( 4.) (5.) 
2ab a+b 2a-5 

.\!lnuendo X a 
Y __ 8 3xy e y 

Bubtrabondo ----
Ditrerençn .-c-y a-8 2ab-3xy a+b-c 2a-5-y 

(6.) (7.) (8.) (9.) (10.) (11.) 

18,11 4b+x aú-9 a+b+c 25+x2 3x2+20 
17.e 3y ~ d l8a 5x 

Quarto caso da subtracção 

~9. Q.uando de umR quantidade positiva. se s~btrahe uma 
quantidade negativa semelhante, o resultado será igual a somma das 
duas quantidades. 

Tomando, por exemplo, o numero 10, e subtrahindo delle os 
numeros 2, 1, O, -1, -2, etc., teremos 

Mlnueodo 10 1 O 1 O 
Bubtrabendo 2 1 O 

- -
Resto 8 9 ro 

10 
-1 
11 

10 
-2 

Subtrahindo 2 de 10 resta 8, subtrahindo 1 resta 9; subtra­
hindo O resta 10; subtt"ahindo -1 resta 11; subtrahindo -2 resta 12, 
porque o subtrahendo negativo augmenta o valôr do minuendo. 

60. Para comprehendermos melhor este resultado vamos re­
solver o seguinte problema: 

Pl'oblema. Em certo dia o ther­
mometro marcou 3 graus de calor, e no 
dia seguinte marcou 2 graus abaixo de 
zero; qual foi a differença de tempera­
tura nestes dois dias ? 

Solução. Os graus aeima de zero são po­
sitivos, e os graus abaixo de zero são negativos. 
Ora, é evidente que para aehar a differença de 
calor entre + 3 graus e - 2 graus é necessario 
sommar os numeros 3 e 2, que fazem 5. Logo 
a.difl'erença entre +3g. e -2g. é igual a +5g. 

~3 g. 
-2 g. 

+5 g. 

+ 3 

+ 2 

+ 1 

1 

- 2 .. -::""' 

. ' 

SUBTRAcçlo 

61. Para este caso ficar perfeitamente claro, vamo1t-1•tflo!irtsr 
mais o seguinte problema : 

Problema. Da quantidade a subtrahindo a quãntidade b-c
1 quanto resta ? 

Solução, Se 11ubtrahirmos b de a, o 
resultado será a-b, eomo vimos no 3° caso; 
DIAS o subtrahendo não é b, mas sim uma quan­
tidade menor do que b, porque é b-o; logo 
para obtermos o verdadeiro resultado, devemo11 
tirar e de b e juntai-o á differença a-b, que 
então ficará a-b+c. Se agora trocarmos os 
signaes do subtrahendo e operarmos a adiliçllo, 
o resultado será o mesmo, 

Subtta.oçlo 

a 
b-c 
a-b+c 

a 
-b+c 

a-b+c 

Demonsll•ação. Por meio de numeros podemos eomprehender facilmente 
este resultado, Se subtrahirmos 5 de 9, o re.~ultado será 9-õ=4; mas se anbtra­
hinnos a quantidade de ú-3 da quantidade 9, o resultado nlo 11erá 9-õ, porque o 
subtrahendo não é ó, mas sim 5 menos 3, e por isso temos de subtrahir 3 de õ pua 
juntal-o a 9-5, e entAol teremos o verdadeiro resto, que é 9-5+3=-7. eub11ti-­
tuindo a lettra a por 9, a ettra b por 5, e a lettrA e por 3, teremos : 

a =9 =9 
b-c =ô-3 =2 
a-b+c =9-5+3 =7. 

Todos os casos da subtracção algebrica são resolvidos facil­
mente pela seguinte regra gera.l: 

Regra geral da subtracção. Escreve-se o robtrahendo de­
baixo do minuendo, de sorte que os termos semelhantes fiquem 'llln$ 

debairoo dos outros. · 
Consideram-se todos e·~.~ :nos do svht,,.n.hendo com o signal mu­

dado : o que tiver o signal, +", ficru·á com o signal - , e õ que tiver o 
signa'l - , fica1·á com o signal +. 

Addicionam-se depois o minuendo e o subtrahendo segwndo a 
9·egra da addiçao algebrica, e o reroltado será o resto da subtracçilo. 

Nota. A regra ficará :perfeitamente comprehendida, operando o seguinte 
exemplo por subtracção e depois por addição, trocando os signaes do subtrahendo, 
conforme está preceituado na regra : 

Klnuendo 

Subtr&llendo 

Dllreren9a 

Bubtracçlo 

5a+3b-c 
2a-2b-3c 
3a+5b+2c 

Operar as seguintes subtracções : 

(1.) 

8-5 
-2+3 
10-8 

(2.) 
3ax':'.....2y 
2ax+3y 
ax-5y 

(3.) 
4cx2-3by2 

2cx2-3by2 
2~ o 

Addl9lo 

5a+3b-c 
-2a+2b+3c 

3a+5b+2c 

(4.) 
8xyz+3az-8 
5a:yz-3as+B 

3~+6as-16 
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(5.) (6.) (7.) (8.) 

7x+4y 3a-2b 6a:z:-4y9+3 5a+2x-2y 
2a+ x+4y-z 6x+ y 3a-3b 3ax-6y2+2 

9. De 14 subtrahir ab-5. Resp. 
10. De a+b subtrabir a. » 

11. De a subtrahir a+b. " 
12. De x subtrahir x-5. » 
13. De 3ax subtrahir 2ax+ 7. > 

14. De x+y subtrahir x-y. " 
15. De x-y subtrahir y+x. ,, 
16. De x-y subtrahir y-x. > 

17. De x+y+z subtrahir x-y-z. ,. 
18. De 5x+3y-z subtrahir 4x+3y+z. > 

19. De a subtrahir -a. > 

20. De 8a subtrahir -3a. > 

21. De 5b subtrahir + llb. ,, 
22. De 3a subtrabir -2b. ,. 
23. De -9a subtrahir 3a. ,, 
24. De - 7 a subtrahir - 7 a. ,, 
25. De -19a subtrahir -2a. ,, 
26. De -9 subtrahir -16. » 

27. De 12 subtrahir -8. ,. 
28. De -14 subtrahir -5. ,. 

:;:::::c;:..__,;.2:,;9:.;.,. ~D~e~3~a~2~b~+. ~n,1.1Bu1.~~L;n ..... nu· ~7b......,. -- ---·- -~ ,,...._.......,.1a.mr úa- -<J. " 
=--- 30. De 32a+ 3b subtrahir 5a+ 17b. ,, 

31. De 5(x+y) subtrahir 2(x+y). ,. 
32. De 3a(x-z) subtrahir a(x-z). ,, 
33. De 13a-2b+9c-3d subtrahir 

8a-6b+9c-10d. ,. 

19-ab. 
b. 

-b. 
5. 

ax-7. 
2y. 

-2y. 
2x-2y. 
2y+2z. 
x-2z. 

2a 
lla. 

-6b. 
3a+2b. 
-12a. 

o. 
-17a. 

7. 
20. 

-9. 
a+Di+9. 
27a-14b. 

3(x+y). 
2a(x-z). 

5a+4b+7d. 

Applicação do parenthesis na addição e na subtracção . 

62. Pelo que_ acabamos de expôr nas operações da addi ão e 
subtracção, fica evidente que os signaes + e _ t d ·ç · 
cações muito distinctas, que são: eem uas s1gmfi-

• 
1ª IndicM simplesmente as Dpei·ar.ões de add. ~ b 

ª :r içuo e su flracçdo. 
2 Mostrar a natureza positiva ou negativa das quantidades. 

• 

SUBTBAOQlO 

63. Se subtrahirmos a quantidade b da quantida.cle ,.., o-
tado será a-b; neste exemplo, o signal - simplesmente~ 
operação de subtrahir; pois, está subentendido que os dois 
da subtracção são de natureza positiva, porque a exprenio 
pleta seria +a-+ b. 

Se, porém, da quantidade positiva a subtrahissemos a q11&1l~ 
d.ade negativa -b, a expressão completa seria +a--b. Nesta ex­
pressão fica claro que o primeiro signal - indica simplesmente uma 
subtracção, e o segundo signal - mostra a natureza negativa da 
quantidade -b. Ora, como a repetição de dois signaes iguae,a,p6de 
trazer confusão, emprega-se o parenthesis ( ) para se escreTp;ooin 
clareza as expressões algebricas, e assim temos a-(-b). ' 

6~. Quando duas ou mais quantidades são consideradas como-
• um só termo, fecham-se com um parenthesis, para serem tomadu 

neste sentido. Assim, a expressão 10-(6+2) mostra que d~ JD 
temos de subtrahir 6+2, isto é, 8. Se tirassemos o parenthesis, a 
expressão seria 10-6+2, isto é, mostrava que de 10 deveriamoa 
tirar 6, e ao resto juntar 2, o que daria um resultado diiferente do 
primeiro ; precisamos, pois, saber tirar o parenthesis de uma ex­
pressão algebrica sem lhe_ alterar o valor. 

65. Os dois principios seguintes nos esclarecerão perfeita 
m®~oo~poo~. • 

1º Quando uma expressao aJ,gebrica fechada p0'1' um parenthesis 
é precedida pelo signal + 1 póde-tt. wa-r ~ p_arenthesis sem se alterar 
o val,or da expressão. --.__ . ~ _ _ _ -·· _ _ _ ~ 

Demonstração. Segundo este principio, a expressão a+(b-c) deve ser 
igual a a+b-c. Ora é evidente que tirando o parenthesis em nada se altera a 
expressão, _porque em ambos os casos junta-se b-c á quantidade a. 

Dando á lettra a o valor de 5, a b o valor de 4, e a e o valor de 8, teremos 

a+(b-c)=5+(4-3)=6. 
a+ b-c =5+ 4-3 =6. 

2º Quando uma expressdo algebrica fechada p0'1' um parerithuút 
é precedida pelo signal - 1 para se tirar o parenthesis sem se alWra.­
o val0'1' da expressão, é necessario trocar os signaes de todos os termos 
fechados no pwrenthesis : o que f0'1' positivo, ficará negativo; e o q'U8 
for negativo, ficwrá positivo. 

Demonstração. Segundo este princ!pi<? a expi:eesão a-(b-c) d.eve aer 
igual a a-b+c. O termo b, que no parenthes!B tinha o s1gnal+subentend1do, fica 
com o eignal-para indicar a subtracção; o termo e, que tinha o eignal-, fica com 
o signal+, pela. razão exa-osta no n.º 61. Dando a estaa lettraa os mesmos valores 
que demos acima, teremos 

a-(b-c)=5-(4-3)=4. 
a- b+c =5- 4+3 =4 . 
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66. Quando dnas ou mais qunntidades que :iá toem um pa­
renthesis, são consideradas como um só termo, ligam-se com um 
vinculo como a-b+(c-d). 

Esta expressão sem o vinculo ficará transformada em 
a-b-(c-d), e sem o parenthesis ficará a.-b-c+d. . . 

Com o auxilio do parenthesis e do vmculo podemos exprimir 
um polynomio por diversas fórmas sem alterarmos o seu valor. 

Tirar o parenthesis dos seguintes polynomios sem lhes alterar o valor : 

1. a-(+b). Resp. a-b. 
2. a-(-b). » a+b. 
3. ab+(a-c). » ab+a-c. 
4. ax-(a-y). 
5. a-b-(a+b). 

» ax-a+y. 

6. 2a+(B-7+6)-x. 
» -2b .• 
:.:_. •) 

7. 5x-3b-{-3a+c). 
8. 2a-b-(-2a+b). 

> ·.:> 

» ? 
9. ab-(bc-d). 

:> ') 

10. 5x-(-y+ab-4d). :; ? 
' • 

MULTIPLICAÇÃO 

_ 67. Mu!tiplica~o ~m Algebra é a operação que tem por fim 
achar o producto de duas quantidades algebricas. . 

A quantidade que se multiplica, chama-se multiplicando· 
a quantidade pela qual ella é multiplicada, chama-se multi1>liea~ 
dol'; e o re~ul_tado da operação cl1ama-se 1>roducto. 

O multiplicando e o multiplicador, chamam-se tambem facto-1•es do producto. 

G~. Co~o foi já demonstrado no n. º 1 G, o producto de duas 
ou mats qitantidí;'des é sempre o mesmo, treja qual for a ordem em que 
tomarmos esses factoi·es. 

. Isto quer dizer. q~e se tomarmos o multiplicando pelo multi­
plicador ou o mult1~bcador pelo multiplicando, o producto será 
sempre o mesmo. Assim ÕX4=4X5; do mesmo modo aXb=bxa· 
em ambos os casos o producto é aó. ' 

Segue-se deste principio que o producto d«J a x e X 3 de a X 3 X 
ou de ~X e f a ~ o mesmo; e como se escreve primeiro C: coefficient~ 
trnumer e epoé1s3 as lettras na ordem alphabetica, o producto das es operações ' ac. 

• 
• 

HULTIPUCAÇlO 

69. Na multiplicação algebrica ha 
que são: 

1° Quando os dois .factores silo monomios. 
2º Quando um factor é polynomio e o outro monomio. 
3º Quando ambos os factores sao polynomios. 

Primeiro caso da multiplicação 
4 

70. Em cada caso da multiplicação algebrica é necessario que 
o discípulo saiba operar com quatro dados que são : 

1º O coefficiente. 
2º A parte litteral. 

3º O expoente. 
4º O signal. 

71. O coefficieute e.a parte litte1•al. Para determinar· 
mos a regra para achar o coefficiente e a parte litteral do proêl.ucto, 
resolveremos o seguinte problema : 

P1•oblema. Qual é o pi:oducto de 2a multiplicado por 3b ? 

Solução. O :producto de 2 X 3 é 6; o pro­
ducto de a X b=ab. (uº ·J 4) Então o producto de 
2aX 3b=6ab. 

Operação 

Mulüpllcando 2a 
Multiplicador 3b 

- --------- - -- ProduclÔ- ·-·600- ____ __,..,.... 

lle91·a. Para se obter o coefficiente e a parte litteral de um pro· 
dueto, multiplicam-se entre si os coefficientes, e ao producto jwntam-se 
todas as lettras dos dois factores na ordem alphabetica. 

Exemplos para resolver : 

(1.) (2.) (3.) (4.) 
MulUpllcando 3x 4ab 15ac l9abc 
Multlpllcador 2y 3cd X 5ék 
Produeto 6xy 12abcd 15acx 9óabcda: 

(5.) (6.) "' (7.) (8.) (9.) 
9acx 20xy 18a.z 28:nz 15zy 
7b lOz 15b!J _J/_ Bab 
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'7!!. O expoente. Pnra doterminnrmos n r<'gm do expoente, 
resolveremos o seguinte pro4lemn : 

P1·oblema. Qual é o producto de 3a:: multiplicado por 4aª ? 
Solu~ão. Multiplicando os cooffic!C1ntes, tomos 

S X 4-1". multiplicando agora as dunH potouc1a~ de a, temo11 
a~ X ;ri ~~~ + n = a~. O prod ucto é pois l:?a5• 

Dcmon>tlrn(,'iio. De8do quo 8a2 -~aa, o 4aB=::4~a, 
1 0 rotl11cto do 3nax4aaa, e 12aaaaa; 01a, ~~fi:~e:!t2~'~e ox~rime a6, (n." :.=;;),segue-se que o producto 

ó 12a~. l'ort11nto, 

011eração 

3a2 

4a8 

12all 

Regra. O expoente de uma lett~·a ~o pro'ducto é igualá somma 
doa expoentes da mesma lettra nos dois .fact01·es. 

Exemplos para resolver: 

(1.) (2.) (3.) (4.) (5.) 3b 4ab 7ab8 
18ab 26x8 5b a 5ab 5b2c 5a4x 2 -15b~ 4a2b 35a2b-t 90ab8c 130a~ 

(6.) (7.) (8.) (9.) (10.) 12b2 13ab2 18a2b2 
20x5y 7abcd b 6a2b 5ab8 
8x4y 9ab2c8d ~ 

No la. QUD.ndo ambos os factores da multiplicação. são potencia,g da mesma 
Jettrn pode-se operar simplesmente com os expoentes. Âss1m, aa X a2=a8+2=a

5
; 

xsx af=x2+1=xS; xB Xx2 Xx4=xs+2+4=xn. 

---.._ _ -~ '7:3. Os s:~uaes. Investigan~o as !ei13 q:.!::: r:}õ~m os sig-naes 
do producto, temos o resultado segumte : . . 

) 

Se oe si.,.naes dos dois factores forem iguaes, o s1gnal do pro­
ducto será pgsitivo; mas se forem desiguaes, o signal do producto 
será negativo. Isto quer dizer que 

+ multiplicado por + dá +, 
- multiplicado por - dá +, 
+ multiplicado por - dá - , 
- multiplicado por + dá - , 

Demonstração. Para podermos comprehender a razão deste rBBultado, deTemos analysar cada um destes casos separadamente. 

PRIM.Erno CAso. Qual é o prodncto de +a multiplicado por +4? 

Analyse. A quantidade +a tomada uma vez é.,+a; tomada duas vez68 é 
+ 2a; tomada tres vezes é + 3a, e tomada quatro vezes Ef + 4a. 

Ora, como o m1,1ltiplicador é positivo, mostra que o prodncto +4a deve entrar 
no calculo de que estn multiplicação faz parte, com uma quantidade additiva, e por 
isso deve levar o signal +.Então o producto de +a X (+4J=+4a. Logo, o product,o de duas quantidade8 positiva,, é pontivo. 

• 
• 

Ssot.nrDO c.uo. Qual é o producto de -o multiplicado por -•t 
Analyse. A quantidade -o tomada quatro Tezea é -4o. Ora, 04abidêf.,, 

mufüplicador sendo -, mostra que o producto -4.ai tem de entrar DO ~ili 
qne faz parte esta m1dtiplicnç.\o, como um subtractivo; mas a sult~~ 1lDIJ 
quantidade negativ" tom effoito positivo, isto é, esaa quantidade enha no ealca]IJ 
eom um additivo (u.

0 

â!>), o por ii<.10 devo levar o signal +; entAo, -ca X(-'>==+1.ir. Logo, o producto de d11Q.J qua11tidadea negotiixu i potitivo. 

TERCEiao CABO. Qual é o producto de +a multiplicado por -4? 

Analylile. Já vimos no primeiro caso que a qu"ntidade +cato~ q~ 
Tezes é +4a. Ora, como o sigual do mnltiplicador é-, mostra quo o ptodnot0;.::._ 
àeve entrar no calculo do qne faz parte esta multiplicação, como u111 subtractivo e 
por isso eleve levar o signal -; eutAo •-a X (-4) ~- -4a. Logo, "1Tla 'JllOfttitlad. j,o.. 
ntiva multiplicada por 11111a noyatim, ela um prodw:to nrgaJfoo. 

Qo.Al!To CAso. Qual é o producto de -a multiplicado por +4? 

Analyse. A quantidade -a tomada uma vez é -a; tomada dnaa yezea 6 
_ -2a; tomada trel! vezes é -3a, e tomada quatro vezes é -4a. Ora, como o aigna.J 

do multiplicador é +, mostra que o producto -4a deve entrar no calculo de quo 
faz parte esta multiplicação, como um adilitivo; mas a addiçAo de urna qnantidãde 
negativa é o mesmo que uma subtracçai, e por isso o productd deve levar o eipal -. 
Então opro~u.cto de -a X (+4)=-~. Logo, uma quantidade negmiOCJ multiplicada por uma pontiva, da um producto negalwo. 

74. Nestas quatro analyses estabelecemos a seguinte 'regra dos signaes : 

Regra. O producto de signaes iguaes leva o signal +,e o pro­
ducto de signaes desiguaea leva o aignal - • 

Exercicios para resolver : 

(1.) (2.) (3.) (4.) Multfplicando +5a -3x + 5ab -12y Multlpllcador +2b +x - 3bc -&,e -Prodncto +lOab -3x2 
-15ab2c +60:r:y 

(5.) (6.) (7.) (8.) (9.) +l2x2 -Bab +16bz -2&.c +15abe + 5a +9ac - 6a - Bv2 
-12ac - --..::.._ 

Segundo caso da multiplicação 

'75. Quando o ~ultiplicando é um polynomio
1 

multiplica-se 
cada um dos seus termos pelo multiplicador, observando as regras 
dos eoefficientes, expoentes, parte litteral e aigna.es. 
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Problema. Qual é o proclucto de a-11 multiplica.do por b? 

Soluc:ão. Multiplicando cada tormo dt> mnlti­
plíl'ando pelo nmltiplicador, tomo8 a X b nb. Como 
ambos os füctores fonm o signal + subt'Ult'ndi<lo, o pro­
ducto é poRilivo. O St'gnndo termo é b ·, b b~. Como 
1~e~te 1·11•0 um dos fa~toros tem o signal -, o o outro, o 
1.11gm1I + Hnboolonrhdo, o produ\'to 11orA nogativo, o o 
roou ltado da oporaçào será ab -b 1. 

Operação 

a-b 
b 

ab-b2 

a-b = 5-2 
b= 2 

• Dt"mo111tll•nc;-ão. Podemos dar uma domons­
traçã~ unmoriea da oimctidil.o cio procluclo, dando A 
quantulaclo a o valor de 5, e a b, o valor <le 2. Mnltipli­
caudo 5- 2 por 2, t!:'mos o grorlucto do 10--t G. Ora 
o tormo ab é igual a 5 X ~ IOL e o termo 62 igual ~ 
2 X 2 --,4; logo, o producto ab- 9 ó ig11al a 10-4=6. 

ab-b2=10-4=6 

Exercícios para resoh·er : 

( 1.) (2.) (3.) 

ab+cd bc-ad 2a-b 
ac ab -X 

a2bc+ac2d ab2c-a2bd -2a.x+bx 

5. Multiplicar a+d pol' b. 
6. Multiplicar ac+bc por d. 
7. Multiplicar 4x+5y por 3a. 
8. Multiplicar 2x+3y por 2b. 
9. Multiplicar m+2n por -3n. 

10. Multiplicar x+y por a;c. 
11. Multiplicar 2a+2b-3c por a. 

Resp. 
,, 
,. 

,, 

(4.) 
a+b-5. 

2a. 
2a2+2ab-10a 

ab+bd. 
acd+bcd. 

12ax+l5ay. 
4bx+6by. 

-3mn-6nll. 
ax2 +ax-iJ 

2a2+2ab-3ac. 
12. Multiplicar ab+ax+xy+6 por 2ax. 

Resp. 2a2bx+2a2x2+2ax2y+12ax. 

Terceiro caso da multiplicação 

.76. Quando ambos os factores são polynomios opera-se do 
segumte modo : ' 

P1•oblema. Qual é o producto de a+b multiplicado por a+b? 

01>eração 

Solução. M11ltinlicando a+b o t 
parcial a2+ ab; multiplicando do ois !, r b' amos o producto 
dueto parcial ab+b2 · 0 d P + por b, temoe, o pro-

• 1 s mman o agora os dco' d t e1a011 temos a2 + 2ab + b~ ,. d is pro nc os par­
ca~. ' que .. o pro ucto total da multipli-

a+ b 
a+ b 

a2+2ab+bs 

, . 

KUl.oTIPLlOAQÃ.O 

R l. Multiplica-te cada termo do multi~ pcw 
termb ~ multiplicador conf~ a regra dos coefficientu, pane 

, expoentes e sig11aes; e a somma de todos os pt'Oduceo. pat'-

erd o producto total. 

Oper&r as seguintes multiplicações: 

(1.) 

a2+.2ab+b2 

(2.) 

a+b 

3a8b+allb 
4a2b-ilab 

aª+2a:.ib+ab2 

a2b+2ab2 +b3 

12al>b'!.+4a4b1 

-9a4b1-3tl1b' 

a8 + 3a2b + 3ab2 + b~ 
3. :Multiplicar a+b por x-y. 
4. Multiplicar a-b por a-b. 
5. Multiplicar a-b por a+b. 
6. Multiplicar a2 +ac+c2 por a..-c. 
7. Multiplicar m+n por m-n. 
8. Multiplicar ?fl-y+l por y+l. 
9. Multiplicar x~+y2 por x2-y2

• 

10. Multiplicar a2-3a+8 por a+3. 
11. Multiplicar 3a+5b por 3a-5b. 
12. Multiplicar a2-ab+b2 por a+b. 
13. Multiplicar d-bx por. d-ex. 
14. Multiplicar 3a2+x por 2a2 +4x. 

Uso do parentheais na multiplicação 

'1'1. Se um pnrenthesis está un_ido ª.º ~ignal X, mostra que 
cada termo do parenthesis tem de ser multiplicado pelo termo a que 
está li<Y'ado o signal x. Assim, 2a X(a+b-c) ou (a+b-c)X2a, 
mostr; que os termos a, b, e e tecm de ser multiplicados por 2a; e 
para tirarmos o parenthesis dest~ e:rp:essão sem lhe alterarmos ~ 
valor, é necessario operar a mult1phcação1 e a expressão_ se trans 
formará em 2a2 +2ab-2ac. 

78. Quando entre dois parenthesis está o ~ignal X, mostra 
que a quantidade contida no primeiro parenthes1~ deve ser mnl-. 
tiplicada pela quantidade contida no segundo .. A~s1m, a expressão 
(a+x) x (a-x) mostra que a+x ~eve ser multiplicado por a-x, e 
o resultado desta. expressão será. a -~. 
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Nota, Nestes exemplo . 
menteJ~a+b-~) e (a+z) (:~~}~me-se sempre o signal X, e escreve-se simplAs-

01s ou mais polynom1os fechad d 
{!.tC;u~ ~~~~~to(a~~o)dos. Assim, ~

8 

e~r~~~0P(:+b) P(!r+e~)th(esis,àm) ostram !JUe · a - quer dizer 

Tirar o parenthesis das seguintea exp õ 
resa es sem lhes alterar o valor . 

1. ab(a+b). · 
2. (ab-3a)5. Resp. a2b+ab2. 
3. a(x-y). l> 5ab- 15a. 
4. (x+y) (x+y). > 

2 
ax-ay. 

5. (a-b) (a+b). > X +2xy+y2. 
6. (5+6+3-12)x > a2-b2. 
7. 3x(a+ab-x). ' l> 

3 2~. 
8. abc(a-ac). l> a.x+3abx-3x2. 
9. (ab+cd) (ab - cd). " a2bc- a2bc'!.. 

i~: ?~t~~j2:.b)+(a-b (a-b). 
:> a2b2-c2a2. 
> 2a2+2b2. 

12. (x+3y)5. > ? 
13. 2x(5x-3y) > ? 
14. xy(a+b-3). > ? 
15. (a+b) (a+b). > ? 
16. (a+2b) (2-a.) :.; ? 
17. 2ab(x+y+z) > ? 

> ? 

. '79. Quando se qner i dº 
isto é, o producto d n Icar o quadrado de um 1 . 
fecha-se o polynomio e nm polynomio multiplicado o/~ ynom10, 
quando se quer indic:om um parenthesis e dá-se-lhe~ e .s1 mes1~0, 
se quer indicar a ua o seu cu?o, dá-se-lhe o ex oente x~oente 2 i 
por diante D q rta potencia, dá-se-lhe o e p 3, quando 

· e sorte qne, xpoente 4, e assim 

(a+b)2-(ri+b) ( ) 
(a+bP-(a+b) c:t~ on a2+2ab+b2. 
(a+b)4= (a+b) ( ) (a+b). 

a+b) (a+b) (a+b). 

Achar o reaultado das . 
. segumtes expres8ões : 

18. (2a+y)2 
19. (x-3)ª. 
20. (4a+5b)2 
21. (a+b-2~)ª 
22. (6-4)4. . > 

> 
? 
? 

. . 

DIVISÃO 

DIVISÃO 

80. Divisão em Algebra é a operação que tem por fim achar 
quantas vezes uma quantidade algebrica contém outra. 

A quantidade que se divide, chama-se dividendo. 
A quantidade pela qual se divide o dividendo, ~hama-se 'di• 

viso1•. 
O resultado da operação chama-se quociente. 
81. A divisão é o inverso da multiplicação, e por isso, multi­

plicando o divisor pelo quociente, obteremos exactamente o divi-
dendo . 

A divisão indica-se escrevendo o divisor debaixo do dividendo 
em fórma de fracção. Assim, para indicarmos que ab deve ser divi-
dido por a, escreveremos ~ . Tambem se póde indicar a divisão 
como em Arithmetica, escrevendo o divisor á direita do dividendo, 
como: ab I~ 

82. Na divisão ha tres casos a considerar, que são: 

1º Dividfr um monomio por Q'Utro monomio. 
2º Dividi,,. um polynornio por um monomio. 
3º Dividir um polynomio por out1ro polynomio. 

Primeiro caso da divisão 

83. Na divisão, assim como na multiplicaçilo1 é necessario 
que o discipulo, saiba em qualquer caso, operar com os quatro dados 
seguintes: 

1º O coefficie:nte. 3º O expoente. 
2" A parte littm·al. 4º O signal. 

84. O coemciente e a 1>al'te li.ttcwal. Para determi­
narmos a regra para se achar o coefficiente e a parte litteral do 
quociente, resolveremos os seguintes problemas: 

1 P l'ohlema. Qual é o quociente de 6ab dividido por 2? 
Opera,:ão 

Solu~ão. Dividir ir..b por 2 é dividir esta quantidade 
em dnas partes igunes, e por isso o quociente é 3ab. Multi­
plicando agora o dh·isor pelo quociente, temos 2 X 3ab = liab 
que subtrahido do dividendo, não deixa resto. 

3 

6ab ~ 
6ab 3ab 
o 

A. 11. 
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li Problema. Qual é o quociente do 6ab dividido por 3ab? 

Sohu;i\o. Em 6ab q11anta8 n•z<.>~ ha 3ab? lia 2 vezes, 
porque il Yf\ZOH 3ab ~!lo 6ab; ontAo o quocionto é 2. 

Opero~ão 

6ab 1 ~ab 
6ab ~ 
o 

_n_cgr:\. Dividc_-se o .co~ffidcnte do dividendo pelo coe:f.ficiente 
do clw1s?1·, e ao q~w;iente JUnta-se a parte litteral do dividendo que 
nlfo cst111er no d1 l'1sor, de sorte q14e, rmtltiplicado o divisor pelo 
quociente, de o dil'idendo. 

Operar as sog1linte.s divisões : 

(1.) (2.) (3.) (4.) (5.) 
6al_!?_ abl_!:._ 3ab~ abx~ Baby/ 2ay 6a a a/J b 3ab 3a abx ab Baby 4b o o o o o 

(6.) (7.) (8.) (9.) (10.) 
Bxy~ 15x~ l8abc / 6abc 25xyz/ 5z 2labcd~ 

U:.>. O expo«;'nte. Para estabelecermos a regra para achar 
o expoente do quociente, resolveremos o seguinte problema: 

P1·oblema. Qual é o quociente de 6a5 dividido por 2a2? 

Ope1•açàe 
. . S.olução. pividindo 6 eo.r 2, o quociente é 3. Para 6 õ J 

se div1d1r a~ por a·, acha-se a dilferença dos expoentes que a 2a2 
é 5-2-3. Então o quociente de a5...:....a2 é a5 - 2-an' or 6aõ -
que .ª'3 

X 01 =a5. Juntando agora osº coefficient; tefuo; 3a3 

~~w-~ ' . O 
. ~)<'monslr·ac;-ão. O dividendo 6a5 é igual a 6aaaaa 

e o divisor 2a2, igual a 2aa. Ora, desde que a lettra a entr~ aaaaa / aa 
6 vezes como fnctor no dividendo, e só 2 vezes no divisor aaaaa -
claro está. due ella te~á _de entrar .3 vezes no quocieute, par~ - aaa 
qud. o,lro ucto do divisor muJt1plicado pelo quocionte dê O 
o 1v1 endo. Como o expoente mostra quanta l 
factor, sogude-se qu~ a difl'erença entre o expoen~e d~zdÍv~d:i~d:ttra ed' todi~a?a como 
o e.~poente o quociente. e o o visor será 

Uegi•da. Do e.xpoente de uma lettra no dividendo subtrahindo 
o expoente a mesma letflra no divisor o rest s . 
lettra no quociente. ' ~ (')l'a o expoente dessa 

Nota. Quando o dividendo e 0 divisor ão ó . 
operar só com o expoente. Assim, x&...:....xs-ªxa! 5 ~t~nc;a~ da mesma lettra, póde-se 

· - -X ,x ~x=x2-l=xl=:x. 

DIVISlO 

Operar u selftlintea diviaôel: 

(1.) (2.) (3.) (4.) 
,, 
~ ab8 ~ l 2a"'b2 1 3a8b &!J_ ~ .;ryv 

" nb8 l 2n'6b?. 4al!b 6xyª 2z XJr y2 a 
o o o o 

(5.) (6.) (i.) (8.) 

x"' L::_. y• 1 y2 ª7 1~ 11)11 ~ 

(9.) (10.) (11.) (12.) 

16ab2 ~ 14xy L2- 24abc2 1 Bac 7x8!/' ~ 

8 6 . Os sign aes. A regra para os signaes n_a .divi~o é a 
mesma que na multip~cação. S? os ~~is term~s da d1v~sil.o t1ve~em 
signaes iguaes, o quociente sera positivo; se t iverem s1gnaes dift'e­
r entes, o quociente será negativo. 

Demonst1·a~ão. J?emonstra-.se este resul~do com a propria. regr.a doe 1i 
~es na multiplicaC}ào; p01s, se os s1gnaes de ~ois factor011 de um~ '!l~lhplica~o 
produzem o sigual do producto, claro a,,tá que o signal do producto div1d1do por um 
dos factores, dará o signal do outro factor. De sorte que, sendo 

+ax +b= +ab, então +ab + +b= +a. 
-aX-b=+ab, então + ab+-b= - a . 
+ax-b= - ab, então -ab+ -b=+ a. 
-aX +b=-ab, então - ab + +b= - a. 

P1•ob lema. Qual é o quociente do - 18abe dividido por 
+6b? 

Solm;ão. -!Sabe dividido por 6b, o quo­
dente é -3ac. Como o signal do dividendo é - , e 
o signal do divisor é +, segue-se qu? ~ signal d_o 
quociente deve ser - , para que mult1phcado o di­
visor pelo quociente dê o dividendo. Então o quo­
c iente é -3ac, porque +6b X (- 3ac) dá - !Sabe. 

Operação 

- 18abe 1 +6b 
- ! Babe -3ac 

o 

He91•a. Se o difJidendo e o divisC>r tiverem B'Ígnae1 i~, o 
qu.ociente terá o signal +; se tiverem 1ignaes dijferentes, o qu.ocieme 
terá o signal - . 
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Opor ar ae Boguintes divisões : 

(1.) (2.) (3.) 

+ 1 :»a;r j -3.r -32abc 1 -4ab +21.:r.1/ 1 +7y 
+ 1 fia.e _ 5a -32abc +8c +21xj;~ +3xy 

o o o 
(4.) (f>.) (G.) 

-27nJ'Y j +9a +33bc J -Ilc +18a8b4 j 9a2 

U7. Em todos os exemplos que temos dado na divisão de mo­
nomios, o dividendo é exactnmente dividido pelo divisor; ha, porém, 
trcs casos cm que um rnonomio não póde ser exactamente dividido 
por outro monomio. Estes tres casos são : 

1 º Qunndo o cocfficiente do dividendo nito é exactamente di­
vidido pelo coeiliciente do divisor. 

2º Quando a mesma lettra tem um expoente maior no divisor 
que no di ,-idendo. 

3º Quando o divisor tem uma ou mais lettras que não se acham. 
no dividendo. 

Em qualqner destes casos, indica-se a divisão escrevendo o di­
visor debaixo do dividendo, em fórma de fracção; e o quociente­
será então um monomio fraccionario, que póde ser simplificado, se 
o dividendo e o divisor tiverem algum factor ou divisor commum. 

Antes, porém, de entrarmos neste processo, precisamos saber· 
o que quer dizer em Algebra a palavra caneellar. 

8U. A palavra cancellar significa passar um traço ou risco. 
sobre um algarismo ou lettra para annullar o seu valor, como 2, if ~ 
ll, 'll, f' 'li· 

O cancellamento tem muita applicação em Al"'ebra e Arithme-
tica; no problema seguinte temos um exemplo: 0 

Problema. Qual é o quociente de 15ax dividido por 9x2y ?· 
Solu<-ào. Por tres razões o divi-

dendo 15ax não póde ser dividido exacta-

15ax 

Operação 

-Ox5xaxm 5a 
Bx3xrpxxxy=3xy 

m~n~e por 9x2y. Primeira, porque o co­
efiic1ente lá não póde ser dividido pelo 
coefliciente 9. Segunda~. porque o expo­
ente de x é maior no aivisor do que no 
d~videndo. 'rerc~i~a, porque !1 .lettra y 
nao se acha no d1v1dendo. A divisão será 
então indicada escrevendo-se o divisor 
delia~x? ~o ~ividendo ; mas, como 15 e 9 
sl!.o div1s_1ve1s P?r. 3, op01·a-se a divisão, e 
estes dois coefüc1entes ficarão reduzidos • 
a 5 ~_t,.3· Como a lettra x é c~mmum a ambos os termos canceUa-se no dividendo. 
e no '1sor, e ella ficará reduzida de x2 ou x X x a simpÍesmente x e 

0 
quocient 

. ]"fi d lia , & Blmp 1 ca o será Bzy. 

DIVISÃO 

Dcmon!lltraçilo. O dividendo l~é composto de sx r.xaxas, •odi~ 
9.1:!y é composto de S X 3 X z X z X y. Ora, cancellando-118 um faetor ~ oo &,..-;: 
.dendo e no divisor, n.'lo se altera o valor do quociente. (Arith. Progruaiiau.• i08). 
Então CAncellaudo os factores S e z, que são commuD.11 ao divid11ndo e ao clivisor

1 
teremos o quociente reduzido a~ . E.ate proces30 é uma simples ~ de una · 

Szy • 
fracc;Ao algebrica A sua expressão mais simples, da qual trataremos maia ad~ante. 

• 
Operar as seguintes divisões : 

1. Dividir 6am.x por 3abc. Rcsp. l!tU 
&;". 

2. Dividir 49ci2b2 por 14a8b. 7b » 2•. 
3. Dividir 18a2b por 12a4b-'. 3 » 

~,· 

4. Dividir 28a6b6c7 por lfob2c9• "·'114 • -. te 

.5. Dividir 100a8b6x por 25a3b-'d. » 
... ,bll 
- tl-. 

6. Dividir 12la8b2cli por llb8• l l1>~cS 
l> 

b 

89. Nos exemplos que demos para ensaiar as regras dos 
eoe.fficientes, parte litteral, expoentes e signaes, escrevemos sempre 
-0 divisor á direita do dividendo, por tres motivos: 

1 º Porque a divisão ficando semelhante á da Arithmetica póde 
ser comprehendida mais facilmente. 

2º Porque o discípulo operando a divisão, vê logo que o divi­
i!Ol' multiplicado pelo quociente dá exactamente o dividendo, o que 
-é importante conhecer praticamente. 

3º Porque para operar a divisão por cancellamento, é neces­
.sario primeiro entrar na exposição deste processo, o que não convem 
fazer logo no começo da divisã.o algebrica, para evitar conf usilo no 
.ensino. 

90. A"'ora, porém, que o discípulo já sabe cancellar os focto­
res cornmun~ ao dividendo e ao divisor, poderá facilmente resolver 
-qualquer desses exemplos por este meio. Assim, dividindo 9abc 

9abc . 
nor 3ab temos -- ·, cancellando os factores communs ao div1-
·r ' 3ab · 

. . . ~ 3 X-0 X ll X lJ X e T d tr -Oendo e ao d1v1sor temos = 3c. o os os ou os 
' ax~xli 

exemplos apresentados podem ser resolvidos do mesmo modo. 
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Segundo caso da divisão 

91. A divisi'\o de um polynomio por um mouomio opera-se d<> 
scCTnintc modo: t:> 

• 
Pa·oblemn. Dividir ab+ac+ad por a. 

Solução. Desde que.º. factor ~ e~tra 
em c11cla 11111 doR termos tio d1v1dendo, ~ ~l~ro 
que cndn termo do Ji,•itleudo pócle ser d1v1d1do 
por a. l'ort11nto, 

01>e1•ução 

ab+ac+ad 1 a 
ab + ac + ad ,___b +_c_+_d 
o o o 

Ue91•a. Di11ide-se cada termo do dividendo pelo divisor, obser­
tJando as· 1·egras dos co~fficientes, pa;rte litte1'al, expoentes e s(qnaes. 

Operar as seguintes divisões : 

1. Dividir 6x+12y por 3. 
2. Dividir 15x-20b por 5. 
3. Dividir 21a+3f>b por -7. 
4. Dividir 6ax+9ay por 3a. 
5. Dividir ab+ac por a. 
6. Dividir abc-acf por ac. 
7. Dividir 12ay-8ac por -4a. 
8. Dividir IOa.x-15aV por -5a. 
9. Dividir 12bx-18x:.. por 6x. 

10. Dividir a'Wl-2ab8x por ab. 
11. Dividir 12a2bc-9acx2+6ab2c por 3ac. 
12. Dividir 15a5b2c-2la2b8c2 por 3a2bc. 
13. Dividir -16by8 +4y2 por 4ys: 
14. Dividir 3ab+15a2b-27a2b por 3ab. 
15. Dividir 4a'-20a8+8ab por 4a. 

Terceiro caso da divisão 

Resp. 

» 

2x+4y. 
3x-4b. 

-3a-5b. 
2x+3y. 

b+c. 
b-f. 

» -3y+2c. 
> -2x+3y. 
> 2b-3x. 
> ab-2b2x. 
» 4ab-3x2+2b2• 

> 5a3b-7b2c. 
J) -4by+l. 
> ? 
~ ? 

92. Para operarmos o terceiro caso da divisão algebrica é 
conveniente sabermos ordenar um polynomio. ' 

Já vimos no n. ~ 37 que a ordem em q~e escrevermos os ter­
mos de um polynomio, não altera o seu valor. Assim a+b é igual a 
b+a; do mesmo modo x2+xy é igual a xy+x2• fu, porém, certa 

eonveniencia em escrever os termos de um polfnODJfo 
ordem para facilitar a divisão e outros processos aigehri®'i 

93. Ordenai• um polynomio é pois escrever to4oa :li 
seus termos de modo que os expoentes de uma lettra vão dimiD.uinttQ 
da esquerda para a direita, afim de tomar a fórnia mais conveniente 
para a divieão, e para a cxtracç~o das raízes. . 

Para ordenar, por exemplo, o polynomio 23a9b+5bª+22czbl. 
+6a

8
, toma-se o termo que tem a mais alta potencia de a, e de­

pois, em ordem decrescente, as outras potencias de a, e teremos 
6a

8
+23a

2
b+22ab

2
+5b

3
• O expoente 3 decresce até desappareeer. 

94. Para se operar uma divisão de polynomioa, é conveniente 
ordenar tambem o divisor, isto é, escrevel-o de modo que o pri­
meiro termo do dividendo seja exactamente dividido pelo primeiro 
termo do divisor, para assim facilitar a divisão. Se quizermos diVidir 
a

2
+2ab+b

2 
por h+a, é mais conveniente ordenar este divisor e 

escrever a+b, porque é nesta ordem que as lettras a e b estão no 
dividendo. 

Problema. Dividir 6a2-13aa:+6x2 por 2a-3x. 

Solução. Como o dividendo e o di­
visor já se acham ordenados no problema, 
procede-se a divisão. 

Dividindo o primeiro termo do divi­
dendo pelo primeiro termo do divisor, o ~uo­
ciente é 3a; multiplicando agora o div1Bor 
'por este termo, temos o producto de Gal-9~, 
que subtrahido do dividendo, deixa o resto 
- 4ax que com o termo seguinte do divi­
dendo faz o dividendo parcial -4a:c+Sx9. 

Dividindo agora o primeiro termo do 
dividendo parcial pelo primeiro termo do 
divisor, o quociente é -llz. Multiplicando o 
divisor por este termo, temos -4ax+&.z:!! 
que subtrahido do dividendo parcial, nada 
reata. O quociente é pois 3a-2z. 

Prova. Multiplicado o divisor p_el_o 
quociente, obtemos exactamente o divi­
dendo, o que prova que a divisão está exacta. 

Operação 

6a2-13ax+6x9 J 2a-Sa: 
6a2- 9aa: 3a-2:z: 
O - 4ax+&:2 

4ax+&:2 

o o 
2a-3x 
3a-2:z: 
6a2-9ax 

-4ax +&:• 
6a2-13ax+6:z:B 

Re91•a. Ordenam-se o dividendo e o div,isor, e depoi~ ~ividt-ae 
o primeiro termo do dividendo pelo primeiro term(). do divuor, e o 
residtado será o primeiro termo do quociente. . 

MidtipUca-se o divisor por este termo do quociente, ~ proàuc'!> 
su1Jtrahe-se do dividendo, e ao resto junta-se o termo seguinte do di-
videndo para formdl- um novo dividendo parcial. . . . 

Repete-se este processo aU se dividirem todos os tennos ® di1n­
dendo, e se nao houvef" resto, a divi's(J,Q se denominartt ~la. 
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OpMar u ~oguiott\.' divàiõee: 

( 1.) 
Dl•fdendo Dh'l1or 

(2.) 

6a~-2a-8 1 2a_+2 
na9

-1-tia 3a-4 Quoclcnlo 

O -Ba-8 

:.r• ~ ,1'1y+x2y+x,1/'+2y 1 x+.'L 
x

4 + .i~ª.lf x 3 + xy 
O O x9.IJ+xz;2 

O -Ra-8 x2.11+xy2 

o o +2y 
Xola. No sl'gundo t1xomplo, a divisllo nl1o ó eiracta, o o quociente ó 

o o 

mixto, porquo ó x8 +.i·11 + x~ii 
il. Dividir 4a~-8a:r+4..r2 por 2a-2.r. 
4. Di,•idir 2x:l+7J·y+üy2 por x-j 2y. 
fi. Di~·idir .r9+2.ry+y2 por x+y. 
G. Dividir 8a'-8.-c' por 2a2-2x~. 
7. Dividir ac+bc-ad-bd por a+b. 
8. DiYidir .c1 +,1;3+5.vy2+x~I/ por x2+4xy+y2• 

0. Dividir a3-9a2 +27a-27 por a-3. 
10. Dividir a3-b3 por a2+ab+b2• 

11. Dividir 1;8+1 por y+l. 
12. DiYidir 12x'-192 por 3x-6. 
rn. Dividir a6-b6 por a+b 

Resp. 2a-2x. 
» 2x+3y. 
" x+y. 
» 4a2+4x2• 

» e-d. 
» x+y. 
» a2-6a+9. 
" a-b. 
)) y2-y+l. 
)) ? 

14. Dividir 4x4-64 por 2x-4. 
15. Dividir x'-y' por x-y. 

)) ? 
Resp. 2x8+4x2+Bx+ 16. 

» x~+x2y+xy2+yª. 

THEOREMAS 
~;;. Theorema, como já vimos no n. º t», é uma proposição ou 

enunciado que mostra alguma relação ou propriedade das quanti­
dades algebricas. 

Vamos dar agora alguns theoremas importantes qne habilitarão 
os. alumnos. a executar com muita facilidade os processos que multi­
plicam. rnp1damen~e certas quantidades, e as decompoem com igual 
presteza em seus foctores componentes. 

Estes theoremas deYem ser conservados na memoria para 
se tirar proveito delles. 

1° Theorema 
96. A somma da quantidade a e b é a+b· 

quadrando ag?ra esta somma, isto é, multipli~ 
cando-a por s1 m~sma (a+?,)2 ou (a+b) (a-5-b), 
temos o producto a·+2ab+b-, como verificamos na 
operação ao lado. Podemos então formular o 

a+b 
a+b 

a!!+ab 
+ab+b2 

a2+2ab+b2 

.. 

~ 
.~ 

1 Theorema. O quadrado da somma ~ dua. ~ .;_ 
igual, ao quadrado da pn'meira, maia duo.a 'Vt.!U 

0 
prodVOIO à& •• 

met'ra multiplicada pela segunda, mais o quadrado da 18~"" 
O discipulo achará o quadrado du aeguint68 quantidade. por melo dae'9 theorerua: 

1. (2+3)11 

2. (2a+b)2 

3. ·(3x+2y)2 

4. (ax+by):! 

,Re1po1tae 

4+12+9. 
4a2+4ab+b2• 

9x2+ 12.i.:y+4y2• 

a2x2 + 2abxy + b2y2. 

·5, (2+5)2 

6. (2m+3n)2 

't (ab+cd)8 

8. (.v2 +xy)2 

2º Theorema 

97. A differença entre as duas quantidades a 
e b é a-b; quadrando esta differença, isto é, mul­
tiplicando-a por si mesma, (a-b)2 ou(a-b) (a-b), 
temos a

2-2ab+b2
, como verificamos na operação 

ao lado. Podemos então formular o 

BuPoltl9 
? 

a-b 
a-b -a8 -ab 

? 
? 
? 

-ab+b2 
a2 -2ab+bll 

11 Theorema. O quadmdo da dijfe1·ença de duas quanti­
dades é igual ao quadrado da pi·imeira, menos duas vezes o producto 
da primefra multiplicada pela segunda, mais o quadrado da se!flbnda. 

Achar o quadrado das seguintes quantidades por meio deste theorema : 

Respostu 
Reepoetaa 1. (5-2)2 25-20+4. 5. (8-3)2 ? 2. (2a-b)2' 4a2-4ab+b2• 6. (ab-c)2 ? 3. (3x-2y)2 9x2-12a;~+4y2• 7. ( a.v-2x2) 2 ? 4. (x2-y2)2 x'-2x'y2+y'. . 8. (5a2-b2)2 ? 

· 98. O signal + é uma combinação dos signaes +e-, e lê-se: 
mais ou menos. Nos dois theoremas precedentes podemos conhecer 
praticamente o sentido deste signal algebrico. 

Desde que (a+b)2=a2+2ab+b2, e (a-b)2=a2-2ab+b2, po­
demos exprimir estas duas formulas em uma s6, escrevendo assim: 

Esta fórmula quer dfzer que, se tomarmos o primeiro signal ± no 80lltido po­
.sitivo, o segundo signal ± deverá tambem ser considerado positivo; se o ~OI 
no sentido negativo, o segundo signal, deverá tambem ser considerado negativo. 
Este signal tem por fim reduzir duas fól'mulas ou duas rospostaa a uma só. 

~ 
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3º Theorema 

99. Mnltiplicnndo n sommn a +.b pela diffe­
rençn a-b, temos o producto B<'gumte: (a.+b) 
(a-b)=a~-b2, como n•mos nn oporn~·ito ao lado. 
Podemos ent:lo formulnr o 

a+b 
a-b 

a2+ab 
-ab-b2 

a 2 O -62 

III 1'beo1•enul. O producto da somma e da di.flêrença de duas 
q1rnntidadcs é igual ao quad1·ado da primeira menos o quadrado da 
se9u11da. 

Achar o producto da.s seguintes quantidades por meio deste theorema : 

1. (5+3) (5-3). ;~:;~ 15. (6+2) (6-2). 
2. (2a+b) (2a-b). 4a2-b2• 6. (5a+c) (5a-c). 
3. (2x+3.11) (2x-3y). 4x2-9y2• 7. (2ab+y) (2ab-y). 

· 4. (a
2
+b

2
) (a:?-b2

). a'-b'. 8. {x5+y8) (x8-y8). 

4º Theorema 

a2 
-=1 a2 

mas 

Respostas 

? 
? 
? 
? 

100. Se dividirmos 4 por 4, o quo­
ciente será 1,porque t=l.Assim, tambem, 
se dividirmos a2 por a2, o quociente será 1. 
Operando só com os expoentes, teremos 
a

2 
+ a

2
=a

2
-

2
=º=aº, isto é, a elevado á 

potencia zero. Logo aº= 1. Podemos pois 
formular o 

a2+ a2=a2-2=º=aº 

.-. aº=1. 

IV 'l'heo1•ema. Uma quantidade com a potencia zero é igual d unidade ou a 1. 

lllusta•ação. Afoitas vezes na divisão dos monomios acontece que os &x­
poentes de uma lettra sendo iguaes no dividendo e no divisor essa lettra não 
apparece no quociente. Quando porém se quer conservar a lettra' original que des­
a.ppareceu na _operação, dá.-se-lhe o expoente zero e inclua-se no quociente, 

0 

deste 
modo, o ~uoc1ente conservará a lettra sAm ficar alterado 

l Se divi<lirmos, por exemplo, x2y2 por xy2, operand~ só com os expoentes 
0 re1m tado será x2Yo+xy

2
=:x2- 1y2-2=:xlyO=x: o quociente desta divisão é ·' 

plasmante x. Se porém incluirmos no quociente a letftra y com 
0 

expo~nte z::!­
em nada alteraremos o seu valor, porque sendo Yº= 1 segu'e-se então que x X 1-x' e então XJl'=x. ' - , 
t Destelhmoaldo, qualquer lettra com o expoente zero pôde ser incluida em um ermo sem e tarar o valor. 

Operar aa a91rt1intee 
diTidenuo: 

TBBORltJU& 

1. Dividir 6a8b2c4 por 2a8b1• 

2. Dividir 8a'b8c11 por 4a'b1r. 
n. Dividir 32mª112y2 por 4m8n2ys. 
4. Dividir -H6a"bc2 por-24a'b5, 

5. Introduzir a e b como füctores em 9c8d 2• 

5º Theorema 

Resp. 
;a 

• 
• .. 

J O 1. Se dividirmos n differenqa de dnn.s potencias iguaee de 
dual'! quantidades pela di6:'!!mu:a dessas 9uantidndee, a divisão será, 
exacta como podemos verificar nos segumtes exemplos : 

(a2-b2
) + (a-b)=a +b; 

(a8-b8
) + (a-b)=a2 +ab +b2 ; 

(a'-b') + (a-b)=ci3+a~b+ab2 +b8 ; 

(af>-6
5
) + (a-6)=a'+a8b+a2b2+ab8 +b'. 

Daqui poderemos estabelecer o 

V Theorema. A dijferença de potencias iguaes ~e duas quan­
tidades é sempre divisivel pela dijferença dessas quantidades. 

Nota. O discipulo deve verificar a exactidão das quatro div.isõel preee­dentes. 

6º Theorema 

t 02. Se dividirmos a differença de duas po~encias i~a~s e 
pares de duas quantidades, pela somma dessas q.uant1dades, a divisão 
será exacta, como po~emos verificar pelos seguintes exemplos : 

(a2-~2) + (a+b)=(a-b); 
(a'-b') + (a+b)=a8-a2b+ab2 -b8 ; 

(a
6
-b

6
) + (a+b)=a5-a'b+a8b8-a2b8+ab'-b5• 

Daqui poderemos formular o 

VI Theorema. A differença de potencias iguau e p~ru .de 
duas quantidades é sempre divisível pela somma dessas quantidade•. 

Nota. O discípulo deve verificar a euctidão das trea din&aes preeedentae. 
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'/" Theorema 

t o:l. Se dividirmos n somma de duas potencias igu~cs e im­
pares de duas quantidades polu. son11u1i das. moamas qun.nt1dades, a 
divisão será. exacta, como poderemos verificar nos exemplos se­
guintes: 

(aª+bª) + (a+b)=a9 -a6+.-b2
; 

(a~+ü~) + (a+b)=a'-a8b+a2ú2-ab3+b4 ; 

(a1+b7) + (a+b)=aº-a5b+a'ú2-a3b8+a~b4-ab5+b6• 

Daqui poderemos formular o 

VII Theo1·ema. A somma de duas- potencias iguaes e ím­
pares de d1ias quantidades é sempre divisível pela so1~ma dessas 
quant1'dade1J. 

Notn. O discipulo deve verificnr a exactidão das tres divisões precedentes. 

DIVISORES E MULTIPLOS 

J 04. Quando um numero divide outro sem deixar resto, 
chama-se dhriso1• desse numero. Assim, 4 é divisor de 12, porque 
o divide exactamente. 

O divisor de um numero chama-se tambem facto1• desse nu­
mero; de sorte que 2, 3, 4 e 6 são divisores e factores de 12, po1·quo 
cada um desses numeros divide exactamente o numero 12. 

105. Do mesmo modo a quantidade algebrica que divide 
exactamente outra, chama-se divisor ou factor dessa quantidade. 
Assim, a2 é divisor ou factor de a2x, porque esta quantidade se di-

.d 2 • alx 
v1 e exactamente por a , pois a! =x. 

106. Os numeros, quanto á sua divisibilidaqe, são ou primos 
ou multiplos. 

Numeros primos são os que não podem ser divididos exa­
ctamente senão por si mesmos ou por 1. Assim, o numero 7 só é di­
visível por 7 ou por 1. 

Todos os numeros primos desde 1 até 101 são 1, 2, 3, 5, 7, 
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 
71, 73, 79, 83, 89, 97, 101. 

:Numeros multi1llos são o producto"de dois ou mais facto­
res,. e por ,isso podem ser divididos exactamente por esses fac tores. 
Assim, 6 e o producto de 2 vezes 3 ou de 3 vezes 2, e por isso, 

DIVJSORF.S E VULTIPLOS 

além de ser divisivel por si mesmo e por 1, como os nmneroa priiit.oeJ 
é ainda divisível por 2 e por 3. 

Os numeros multiplos s.l\o: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, tr> ltl, 
18, 20, 21, etc. ' 

Not n. O ruethodo para adui.r os nnmeros primos, e a exposição dOI caracteree 
da divisibilidade do~ numero~ llilo pontos qne 1e aprendem em Arithmetica. Em n1>11& 
Arithmetica. Progn·~«iva, ultiru:i. edição, ellea se acham convenientemente deeen­
volvidos na. parte co111potl•ute. 

Para. facilitar a decompo~it;llo dos coofficientes numero.os, é.quelles alumnoa 
que não estudaram convt1oientemento a Arit.hmeth·:i., vamos dar aqui o resumo doa 
mais importantes caraderes da divisihilidade dos numeros. 

107'. O fac.tor de um numero é tnmbem factor de qualquer 
multiplo desse numero. Assim, se 3 divido ô, dividirá tambem 12, 
18, 24, etc., quo são multiplos de 6. · . 

'J 08. O foctor de dois nwneros divide tambem a somma e diffe­
rença desses muneros. A:;sim, se 4 divide 12 e 16, dividirá tambem 
a sua somma, que é 12+16=21:i, e a sua differoni;a que é 16-12=4. 

'l 09. Destes e de outros princípios deduzimos os seguintes 
caracteres da divisibilidade dos numeros : 

1° Todo o numero par é divisível por 2. 

llluslra<:ão. Os numeros pares terminam em 2,'4, 6, 8 ou O. Ora, todos os 
numeros terminados nestes alga.rismos são ou 2 ou multiplos de 2, e por isso são di­
visiveis por 2. Os numeros impa.res, divididos por 2, deixam sempre resto. 

2º Todo o nume1·0, cuja somma dos seus algarismos for divisível 
po1· 3, será tambem divisível por 3. 

Illustração. A somma dos algarismos do numero 147 é 1+4.+7=12. Ora. 
como 12 é divisivel por 3, o numero 147 tambem o é. 

3º Todo o numero, cujos dois idtimos algarismos da dfreita 
fO'rem divisíveis p01· 4, será tambem divisível por 4. . . 

lllustt•ação. O numero 328 compõe-se de 300+28. Ora, 4 divide 100, sem 
deixar resto; e, se divide 100, divide tambem 200, 300, etc., que são multiplos de 100. 
Portanto, 4 dividindo os dois ultimos algarismos que são 28, divide o numero inteiro. 

4º Todo o ni1,mero que terminar em 5 ou O, será divisivel por 6. 

lllust1•a<.>ão. Os numeros qne terminarem em 5 ou O, são todos multiplos de 
5, como 10, 15, 20, 25, 30, etc., que são divisíveis por 5. 

5º Todo o numero par que for divisível por 3, será tambem di­
visível pm· 6. 

lllust1•ação. Os primeiros nnmeros pares que são divisiveis por 3, ~ ~. 
12, 18, 24, 30, etc.; ora, todos estes numeros são mnltiplos de 6

1 
e por JllSO slo div1-

8iveis por 6. 
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1)
0 Todo o numero, ruja 11om111a dos seus algarismos for divi· 

siw:l por 9, serd tambem di{~isitiel ['()t" 9. 

llln~h·1t~·ilo. O uunwro ·l3.i6 ú dh·i~iYo.1 P<?r !l, po~quo a somma dos seus 
algarismos, que a 4+3+5+li~ lt!, li tn111h11111 chv181vol por~. 

7° Todo o 11umero termi11n.do cm O é divisível por 10 ou po1· 5. 
111u .. tr•nç~o. Oa numt:\ros tt:\r111innclos em cifrn Ró podem ser 10 ou multi­

pios cio 10; a;sirn, !30, 90, 180 sAo dh-isivoi~ por 10, e tm11bem por õ. 

Bº Todo o 111tme1·0 que for divisível p01· dois numeros primos 
entre si, será tambem divisivel pelo seu producto. 

J lln.!'ll 1•11t;'zlo. Os numoros que si\o diviRivois por 2 e por 3, tambem o são por 
2 X 3=li; os quo são divisivois por 3 e por 4, tambem o si\o por 3 X 4=12, etc. 

1 t O. Vê-se nestes caracteres que um numero multiplo póde ter 
muitos divisores otI factores. Assim, 36 ó divisível por 2, po1:que é 
numero par; é divisível por 3, porque a somma do~ seus .ªl~~r1smos, 
que é 3+6=9, é divisível por 3; í:ina.lmento é amda d1v1Slvel por 
4, por 6, por 9, e tambem por .3X4=12, e .por 2 X 9=~8, .P?rque 
se um numero se divide por dois numeros primos entre s1, divide-se 
tambem pelo seu producto. (Arith. Progr. secção competente.) 

11 1 • Facto1•a1• um numero é dccompol-o em seus factores 
primos, isto é, dividil-o por todos os seus factores primos até o quo· 
ciente ficar 1. 

J•1·oblcma. Decompôr o numero 210 em todos os seus factores 
primos. 

Solução. Começa-se a operação, divicli.ndo 210 pelo menor 
numero primo que o divida exactamonte. Dividindo-se 210 por 2, 
o.quo.cionte ó 105; dividindo-;se agora 105.P?r. 3

1 
o quociente é 35, 

dividindo-se 35 por 5, o quociente é 7, e d1v1dmao-se 7 por 7, o quo­
ciente é 1. Os factores de 210 são 2, 3, 5 e 7. 

Prova, 2X3 X 5X7=210. 

210 2 
105 3 
35 5 
7 7 
1 

Ue!JI'a. Pa1·a ackm•mos todos os facto1·es primos de um nume1·0, 
dividiremos esse numero pelo menor numero p1·imo que não deixe 
resto; dividiremos depois o qiwciente po1· outro numero primo que 
tambem não deixe ·1·esto; e assim continua-remos a divisão até o quo­
ciente ficar 1. Os V<Jll'ios divisores se1·ao os factores primos do nu­
mero dado. 

Decompôr os seguintes numeros em todos os seus factores primos : 

1. 12 ...... Resp. 2x2x3 6. 20 .. .. ......... Resp. ? 2.-15 ...... " 3x5 7. 24 ...... . ...... .. » ? 3. 21.. .... ,. 3x7 8. 38 ............. » ? 4. 26 ..... . ,. 2x13 9. 66 ... . ....... . . )) ? 5. 36 ...... » 2x2x3x3 10. 100 ............. ,. ? 

DIVISOBll8 li ll'O'LT1PL08 

Deoompo1l9lo du quantldade1 algebrlou 

112. As quantidades al~ebricas, q~11nto ó. sua deeompoaiçao, 
dividem-se em primas e compostns. 

Quantidade prima é a que nilo pódc ser dividida exaota­
mente senilo por si mesma ou por 1. Assim, ~' .b+c, d+w-y

1 
Blo 

quantidades primns, porque não tendo outro divisor além da urudadi 
e da propria quantidade, não podem ser factoradas ou decompostas 
pela divisão. 

113. Quantidade «!Omposta é o producto de dois ou 
mais factores. Assim, 11 quantidade ax é o producto de aX:c; a quan­
tidade ab+ac é o producto de a(b+c); a quantidade 2a+6a~+Ba• 
é producto de 2a(1+3<i+4a2

), etc. Ora, sendo estas quantidades 
formadas pela multiplicaçi'lo de dois factorcs, podem tambem pela 
divisão ser decompostas nesses mesmos factores. 

114. Um factor chama-se pt•imo, quando elle é umn quan­
tidade prima; chama-se factor composto, quando clle é uma quan­
tidade composta. Se dividimos ax2 cm dois factores a o :c2, o factor 
a será primo, e o fo.ctor x 2 será composto de x X x. So tomarmos ab 
como um factor, elle será um fa.ctor composto de a X b; mns a e b, 
tomados separadamente, silo factores primos. 

115. Duas ou mais quantidades algebl'icns silo primas entre 
si, quando nenhuma outra. quantida~e as pó<le ~ividir exactamen~. 
Assim, ab e cd são quantidades primas entro s1, porque nilo ha di­
visor que divida ambas cxactamente. 

1 t 6. Para decompormos um monomio, temos de factorar pri­
meiro o seu coefficiente numeral, conforme o methodo exposto no. 
n.º 11·1, e depois factornr a parte litteral. r 

11 7. A decomposiçilo da parte litteral não offerece difficul-· 
dade alguma, porque estando cada factor litteral expresso em uma 
lettra ou em um expoente, só teremos de escrever cada factor do m<>­
nomio separado pelo signal X. 

Problema. Decompôr a quantidade 15a2b em seus faetores 
primos. 

Solação. O coefficiente 15 decon,ipõe-se em 3 0 5 i 
a quantidade a2 decompõe-se em a X a; Juntando-se amda 
o factor b, ficará 3.x 5 X a X a X b. 

15a11b 
3x5xaxaxb 

Ue91·a. Para se facforar um. rnonomio, dec?mpôe-se o coe,fft­
ciente numeral em seus factores pranos, e a estes ;u11tam-se. todas os 
factores litte-raes do manomio,ficando cada um separado pelo a19na/, X· 
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Decompor 01 seguintes monomioa em seus factoros primos : 

1. 12ab2c. Resp. 2x2x3xaxbxbxc. 
2. 21asxsy. " 3x7xaxaxxxxxxxy. 
3. 35abc2x. > 5x7 xaxbxcxcxx? 
4. 26x2y3

• > • 
? 5. 39a2m2n. > 

Decomposição dos polynomios 

1J8. Pl'oblema. Decompôr a quantidade x+ax em seus 
fac tores. 

Solu<,>ão. Vemos que x é factor commum aos dois + ~x __ 
termos do polynomio. E~tão, dividindo ;i:+= .P~r x, temos X ax l +a 
o quociente i+a. Os tactores silo pois, o d1v1sor x e o x+ ax 
quociente 1 +a. A quantidade x+ax decompõe-se em 
t1:X(l+a)oux(l+a). O O 

Regra. Divide-se o polynomio pelo maior monomio que divida 
exactamente cada um dos seus termos. 

Então, o diviso?' será umfacto1·, e o quociente será ouf1ro. 

Decompõr os seguintes polynomios em seus factores : 

l. 2x+2. Resp. 2(x+l). 
2. am+ac. » a(m+c). 
3. bc2+bcd. )) bc(c+d). 
4. 4x2+6xy. > 2u~(2x+3y). 
5. 6ax2y+9bxy2-12cx2y. » 3xy(2ax+3by-4cx). 
6. 5ax2-35axªy+5a2x8y. 5aa:2( 1-7 X,lf + axy ). > 

7. a3cm2+a2c2m2-a2cmª. > a2cm2(a+c-m). 
8. a+ab+ac. » ? 
9. 2ax+2ay-4az. > ? 

10. 3bcx+6bcx-3abc. > ? 
119. P.ara decompormos em seus factores primo.s um binomio 

ou um trinomio, producto de dois ou mais polynomios, é necessario 
recorrermos aos seguintes princípios baseados nos theoremas que 
já formulamos: 

1° Um trinornio póde ser decomposto em dois factores bino­
mios, quando •os termos extremos são quadrados positivos e o termo 
médio é duas vezes o producto das raízes quadradas dos' extremos. 
Os factores serão a somma ou a differença das raízes quadradas ·aos 
termos extremos, segundo for mais ou menos o signal do termo 
médio (n.01 96 e 97). Assim, .. 

a2+2ab+h2=(a+b) (a+b). 
a2-2ab+b2=(a-b) (a-b). 

,_ 

i 
' ( 

DIVl80RB8 B lfl1LTIPL08 

2º Um binomio que é a differença de dois quadndt19;: P<M-.:t• 
decomposto em dois factores, sendo um a ·somma, e o oQ.Vo a 
l"ença das raízes dos dois quadrados (n.º 99). Assim, 

a2-b11=(a+b) (a-b). 

~º Um binomio que é a differença de potencias igaaee de duaa _ 
quantidades, póde ser decomposto, pelo menos, em dois factoree, 
sendo um delles a differença das duas quantidades (n.• 99). A.eeim, . 

x6-yª=(x-y) (:z:2+xy+yll) 

x6-y2=(x-y) (x4+x6y+x2yll+xyª+y'). 

Neste caso, dividindo-se o binomio pelo factor conhecido, acha-se o outro factor 
110 quociente. 

4º Um binomio que é a differença de potencias iguaes e pares 
de duas quantidades, póde ser decomposto, pelo menos, em tres 
factores, um dos quaes é a sommn, outro a diff erença das quanti­
dades. Aqui deve entender-se que as potencias pares devem ser SU· 
periores ao quadrado (n.º 102). Assim, 

Segundo este principio, o binomio a4-bt póde ser decomposto nos factores 
(a2-b~) (a2'+b2) ; ora, o factor a2-b~ póde ser ta.mbem decomposto em (11-b) 
(a+ b), e assim (a'-b·) póde ser decomposto nos factores (11-b), (a+b) e (a2+b9). 

5º Um binomio que é a sonuna de potencias ignaes e ímpares 
de duas quantidades, póde ser decomposto, pelo menos, em dois fac­
tores, sendo um dos factores a somma das quantidades {n.º 102). 
Assim, 

a8+b8=(a+b) (a2-ab +b2). 

a11+b5=(a+b) (a4-a3b+a2b2-ab8+b4). 

Decompõr as seguintes q~ntidAdes algebricas em seus factores primos: 

1. x2+2xy+y2• Resp. (x+y) (:i:+y). 
·2. 9a2+12ab+4b2. > (3a+2b) (3a+2b). 
3. 4+12x+9ro2. > (2+3x) (2+3x). 
4. m2-2mn+n11• > (m-n) (m-n). 
5 :vil- 2 • > (x-y) c~+y). . y. 
6. y2-1. > (y::.._1) (y+ 1). 
7. 9m2-16n9• ,. (3m-4n) {3m+4n). 
• .t.. L 
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8. a~-bf>. 
9. a2b2-<'

2â-· º 
10 4c'.!-~0.I·z+25z•. 11: ci~-~11bx+b2x2• 
1~. :1.:1'

1+ !l'· 

Rcsp. 

" 

b. · trinomio contém mais 1 •>() Mui tas vezes um mo1mo ou . . . . li ex 
- • dom conhecer pelos prmc1p1os J . -

factorcs além dos qu~ se po .- docompôr a quantidade em dois 
postos ; neste caso, e nccedssa1~aºcto1·es seJ· a o binomio ou trinomio 
t. t . d sorte que um os i; • A . 
ac o1 es, . e . d d omposto nos fac tores referidos. ssnn, 
n.~s co;1d1çõ(csl! ~.2ª)~ro1·aºca2-x2 decompondo-se em (a-x) (a+ x), a·c-x=xa-..,, 1 ) 

e~ti'lo a2x-xs se decompõe em x(a-x) (a+x. 

13. 7a2-14ax+7x2• Resp. 
» 14. a'J?-m/. 

15. cm2+2cmn+cn2• 
,, 

16. ay2-a. ,, 

7(a-x) (a-x). 
'? 
? 
? 

l 9.} Quando o .Primeiro termo de um trinomio é um qua­
·ado "; o• coefficionte do segundo termo é 8; somma de duas quan­

~dad~s cujo producto é o terceiro termo, pode ser .deco~postotem 
· ' · · · A · 2+7a+12 é um trmom10 que em dois factores bmom10s. ss1m, a . . d d t o é a 
rimciro termo quadrado ; o coefficiente o segun o erro 0 

P d t'd dos 3+4=7 cujo producto 3X4=12 é o ter-somma as quan 1 a ' ( 
3

) ( +4) 
coiro termo, e por isso se decompõe em a+ a . 

17. 3?+ 5x+6. Resp. (x+5) (x+3). 
18. x2- 5x+6. ,. (x-2) (x-3). 
19. x2- 9x+ 20. » (x-4) (x-5). 
20. x2 +13x+40. ,. (x+5) (x+B). 
21. x 2 - 6x+B. » (x-2) (x-4). 

122. A decomposição das qu~ntid~des algebricas, além de 
outras vantagens auxilia a achar mais rapidamente o resultado das 
operações. Se quÍzermos, por exemplo, multiplic~r x2+2x!(+~2 por 
x-y, e depois dividir o p1:oducto por xt~1 teriamos de fazer uma 
lon(J'a multipliCação e depois uma longa d1v1são, ambas as operuçõe~~ 
suj~itas a enganos. Decompondo, porém, x~+2xy+y2 em seus facto­
res (x+y) (x+y), e indicando as operações, t:mos 

(x+y) (x+y) (x-y) = (x+y) (x-y)= x2-y2. 
x+y 

I> 

\: 

llUIKO DIVISOR CO.IOIUl( . 
Nesta expressilo, como o íactor x+ y é commUDl ao diricl* 

~ ao diviso~ elimina-se ou cancella-se em ambos os tennoe e..o ~ 
sultado é (.:c+y) (x-y)=xi-y8• (3º Tbeorema). a. 

MAXIMO DMSOR COMMUM 

123. Divisor é uma quantidade que divide outra exacta­
mente. 

124. Divisor commwn de duas ou mais quantidades é 
uma quantidade que as divide a todas exactamentc. Assim, a é divi­
sor commum de ax, ab e ac, porque divide exactamente essas quan­
tidades. 

12~. Maximo divisor commum de duas ou ma.is quan­
tidades é a maior quantidade que divide todas ellas exactamente. 

126. Duas ou mais quant.idades podem ter muitos divisores 
communs; assim, 16 e 24 toem tres divisores communs, qJ!e são 2, 
4 e 8 ; ora, sendo 8 o maior dos tres, chama-se por isso maKimo di­
visor commum ele 16 e 24. 

E' necessario que o discípulo comprehenda que 8 não é só o 
maximo divisor commum de 16 e 24; elle póde ser tambem maximo 
divisor commum de muitos outros numeros dados, como 32, 40, 48, etc. 

Problema. Qual é o marimo divisor commum de 6cW:i;, 
lOacx e 4adx? 

Solução. Decompondo-se as tres quan­
tidades em seus factores primos, nota-se logo 
que 2, a e x são as unicas quantidades que 
entram como fuctores na composiç.ão de todas 
ellas, e por isso 2, a ex são os divisores com­
muns das tres quantidades. O maximo cli­
visor commum é o producto continuado destes 
divisores, isto é, 2 X a X x=2ax. 

Operação 

6abx=2 X3 X a)l{6Xie. 
10acx=2x5xax cxa 
4adx=2 X2 Xa X à X& 

2ax. 
Demonst1•ação. Já vimos na secção •oe, 8° caracter que, se um numaro 

se dividir por dois ou mais numeros primos entre si
1 

se dividirá tambem Pen''\~ 
quer producto desses numeros. Assim, se 30 se diviae por 2, por S e por I>, -dindit­
se-A tambem pelos varios productos desses factores, que são 2 X 3=~, 8 X li=l& e 
2X3X5=30. Não sende 30 divisivel por nenhum outro n'"!lero pr!mo, 118fll8-I& 
que o producto continuado dos divisores 2, 3 e 5 será o seu maXJmo d1v.1S~r. 

Do mesmo modo, 11e as quantidades 6abx, lOacx e 4ada; se d1ndem por i, 
por a e por x, tambem serão divididas pelos productos 2 X a= 2a, 2 X•=~ • 
2 X a X x = 2ax. Ora, como as trea quantidades não teem nenhum outro diTIIOI 

• 
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e 0 seu maximo divisor commum . o e commum a ellas senão 2, a ex, segue-se qu conti uado 
J?T~ a X x = 2a.:i: .. P~rtanto, d d a.! ou maia quantidadu é o produi:to 71 e O ·mo divuor commum e u 
ck tod-01 ~torea pri mo1 e c-0mmuna a ellaa. 

uantidades dadas em seus .factores 
Regl'a. Decompoerr:-se aªsd <Je todos os j'actores que forem com-. producto continua o 

primos, ell:s será o seu maximo divisor commum. 
muns a e 1 • .fi a 

. . . M d ,. "ara s1gm car m -P b · tura usaremos das imciaes 1 • • ... l' Nota. ora revia 
ximo divisor commum. 

A al é M d. e. de 4a2x2, 6a2x, e 1 Oax3 ? P1•oblema. "(,u 0 • 

Solu<:ão. Os factores communs ás 
tres quantidades são 2, a, a e x. O fac~or 
a sendo duas vezes factor co~mucr, .e 0 
mesmo que a X a =a2; e o max1mo iv1sor 
commum é 2a'lx. 

4a2x2=2X2X aXaXxxx. 
6a2x =2x3xaxaxx. 

lOasx =2x5xaxaxaxx. 
2xa2Xx=2a2x. 

Achar o 1\1. d. e. das seguintes quantidades : 

1. 4a2x2 e 10ax8• 

2. 9abc8 e 12bc4x. 
9 3. 4aªb2x6y8 e 8a5x~y2• ~ 

4 3a4yB 6a&xByli e 9aªy z. 
. ' 224"28 5. 8ax2y4, 12x~y e a:x y · 

6. 3axy, 15a2x3z e 5aªx-y. 

Resp. 
)) 

» 
J) 

J) 

J) 

2ax2• 

3bc8• 
4aSx2y2. 

3a8y8• 

? 
? 

Achar o maximo divisor das quantidades por meio da 
divisão continuada 

"127. Podemos tambem achar ? li. d~ e. de duas ou mais 
quantidades por mei_o da divisao contmuada, isto é, por uma succes­
são de divisões segwdas. 

Problema. Qual é o M. d. e. de 30x e 42x? 

Solu~ão. Dividindo a qnant~~e m~i~r 
pela menor o quociente é 1, o re~to e l~x: D1~1-
diudo agora o primeiro divisor 30x pelo prim~1r.o 
resto lí!x o quociente é 2, e o resto Gx. D1v1-
dindo ai~da o segundo divisor pelo segundo 
resto, o quocient~ ~ 2, ~ não ha resto. 

O ultimo dw1sor 6x é o l\I. d. e. de 30x 
e 42x porquo não deixou resto. 

Df"ruonslração. Temos de provar 
agora os dois pontos seguinte.'! : 

lº Que 6x é um di1·isor commum de 30:r 
o 42x. 

2º Que &.:!: é o max.imo divisor commum 
de 30:r e 42z. 

Opera<;ão 

42x 
30x 

30x j 12x 
24x~ 

12~~ 
12x 2 
o 

1 30:. 
1 

' 1 

Jil.UDIO DIVISêB OOIOl1J]( 

Pri~iro. Vamos provar que 6x é um divisor CODlJllum a. aa. • ~ 
ultima diYi~Ao do problema acima, vimoe que 6x é contido 1 T8"I "":•i 
como 6.t: divido 12x, dividiri tambem o producto de 12x X 1 ou Mm. Taãtbhl 
é divisor de si m08mo e de 24.1i, será tambem divisor da somma de 6am +ife-, 
que é a quantidade menor. -

Pela mesma razão, se 6x divide 12x e llO:i:, dividid a aomma ele. 
12x+30x=42z, que é a quantidade maior. Logo 6x é um divisor COlllJllUlll de &o. e42x. 

&!JVndo. Vamos agora provar que 6x é o tnaximo divisor commum de ao:. · e 4-lx. 

Se o maximo divisor commum nlo é 6x então é maior ou menor do que ftAI. 
Mas nós já provamos que 6x é um divisor commum daa quantidades dadai, e por 
isso nenhuma quantidade menor do que 6x poden!. ser o M. d, e, dellas. 

Suppondo que o .l\I. d. e. seja maior do que Gx, entlo como elle divide 80:I! e 
42:1: dividirá tambem a difl'eren~ de 421=-30i:=12x, e se divide lb, dividirA o producto do 12x X 2=2.Jx. 

Dividindo 24:r. e 30x dividirá a differencta destas quantidadea · que 6 
i!Oz-24:ll=6x. Ora &.:!:, para não deixar fracção no quociente, só póde ser dilidido 
por si mesmo ou por uma quantidade menor do que 6x. Logo, &li é o mui.mo di­visor commum de 30x e 42x. 

Regra. Divide-se a quantidade maior pela menor; ckpoia di­
vide-se o primeiro divisor pelo primeiro resto, e o segundo divisor 
pelo segundo resto, e assim por diante até a divisilo n4o deWat- r·IDll·llíltf.;-~;,, 

O ultimo divisor será o m~mo divisor commum. 

Nota. Quando h& mais de duas quantidades, acha-se o M. d. e. das d. _ _,~, .. ~, 
menoresJ.. depois o M. d. e. do divisor achado e da terceira quantidade, e auhn . 
-0.iante. ve sorte que se quizermos achar o M. d. e. de 48a. 71111 e 108a, aoharemos · 
primeiro o 1\1. d. e. de 48a e 7211 que é 24a, e depois acharemoa o M. d. e, de 11411 é 
108a, que é 1211. Assim, o M. d. e. de 48a, 72a e 108a é 15!11. 

Maximo divisor commum doa polJDomioa 

128. Para acharmos o maximo divisor eommwn dos polyno­
mios, podemos empregar os mesmos processos que já executamos 
para achar o maximo divisor commum dos binomios a saber : 

1 º Decomposição das quantidades em seus faetores primos. 
2º Divisão continuada das quantidades. 
Começaremos pelo primeiro 

Problema. Qual é o M. d. e. de a~-2ab+b1 e a1-b"? 

Solução. A primeira quantidade 
decomp(le-se em (11-b) (11-b), e a segunda, 
em (a-b) (a+b); ora, como (a-b) é o 
nnico divisor commum a•ambas, é tambem 
o seu ma:timo divisor commum. {Vêde o 
theorema segundo e o terceiro). 

A regra, como é a m88ma doe mono­
mios, nAo é necessario ser aqui repetida. 

OperaçAo 

a1-2ab+b1=(a-b) (b-b) 

a1-b'=(a-b) (a+b) 
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Ad111r o \1, d .• ., dos seJ<uintes polynomine: 

1. a2+2ub+b2 e a2-b
2

• 

::?. 'J?-y2 e ii+y~. ,. 
j, aeJ.~2-.fox+4 e ax-2. " 
4 4c2-12c.l:+9.'C~ o 4c2-9002

• " 

!'>: .i.5+y5 e x2+ 2a·y+ y2. " 
ti. b2-4 e b2+4b+4. )) 
7. !)a2+5ax e a2-x2

• " 

Resp. a+IJ. 
x+y. 

ax-2. 
( 
') 

? 
') 

? 
8. x!1-c2.1; e x2+2cx+c2

• " 

I 29. V nmos achar agora o 1\1. d. e. de dois polynomios por 
meio do clivisilo continuada dessas quantidades. 

Pl'obleroa. Qu1tl o 1\1. d. e. de 4a3-2la2+15a+20 e 
a2-6a+B'? 

Solu~ào. Dividindo-se a 
quantidade maior pola menor, o qu?­
ciento é 4a \-3, o o resto é ci-4. Di­
vidindo-se o primeiro divisor pelo 
primeiro .rl'ato, o quociei;ite é ~-:-2, 
e não d01xa resto. O ultuno d1v1sor 
a-4 é o li. d. e. das duas quanti­
dades. 

Este processo apresenta ás ve­
res muitn difiiculdade para os disci­
pulos, principalmente quando é ne­
cessario omittir na divisão os factores 
que não si\o communs a todas as 
quautidades dadaR. Por isso recom­
menclamos ele preferencia o primeiro 
processo, ao qual juntamos os exer­
cicios para a pratica. 

Operação 

4a8-2la2+15a+20 
4a3-24a2 +32a 

+3a2-17a+20 
+3a2-18a+24 

a-4 

a2-6a+B a-4 
a2-4a a-2 

-2a+8 
-2a+8 

o o 

MINIMO MULTIPLO COMMUM 
130. l\lultiplo de uma quantidade é qualquer outra quan­

tidade que a contém um exacto numero de vezes. Assim, 6 é mul­
tiplo de 2, porque contém 3 vezes o numero 2; 20x é multiplo de 
5x, porque contém 4 vezes f>x. 

131. Multiplo commum de duas ou mais quantidades é 
qualquer outra quantidada que contém todas ellas um exacto numero 
de vezes. Assim, 12y é multiplo commum de 2y, 3y, 4y e 6y, porque 
c~nté~ ~ ".ezcs 2y, 4 vezes 3y, 3 vezes 4y ou 2 vezes 6y, e por isso 
pode div1d1r-se exactamente por todas estas qu~ntidades. 
. 132. llinimo multiplo commum de duas ou mais quan­

tidades é a menor quantidn.de que contem cada uma dellas um exacto 
numero de vezes. Assim, lOx é o minimo multiplo commum de 2x 

KAXDIO nmsoR L 
e 5:1:, porque nenhuma outra q~ntidade menor do que 10«, 
conter exnctamente estas quantulndes um exacto numero de 1'~ 

Duas ou mais quantidades teem um numero illimitado de ~ 
tiplos communs; assim, os multiplos communs de 4 e 6 são 121 ~ 
36, 48, 60 e todos os uumeros que fon·m crescendo nesta progrea­
sào. Orn, é evidente que 12 é o menor de todos, e por isso 12 ' 0 
m.inimo multiplo commum de 4 e 6. 

13!1. Qunlquer quantidade contém outra um exacto numero 
de vezes, se tiver todos os factores primos dessa quantidade. Assim; 
30 contém o numero () cinco vezes exactas, porque sondo composto 
de 2 X 3 X 5, tem os factores 2 e 3 de que se compõe o numero 6. 
(2X 3=6). Portonto, pm·a que uma quantidade contenha oub'a ea:­
actamente, bastarct sómente que eUa tenha todo1 os factore1 primoi 
dessa quantidade. 

134. Para que qualquer quantidade contenha exactamente 
duas ou mais quantidades, é necessario que ella contenha todos 08 
differentes factores primos dessas quantidades. E para ser a menor 
quantidade que exactnmente as contenha, deve ni'lo ter nenhum outro 
factor além dos que tiverem essas quantidades; e por isso o minimo 
multiplo cornm1im de duas oii mais quantidades tem todos os diffe~ 
rentes j'act01·es primos dessas quantidades e nao contém nenhwm O'UWo 
~~ . 

O mínimo multiplo commum de a2bc e acre é a2bcx1 porque tem 
todos os factores de cada uma dessas qMntidades, e não contém 
nenhum outro factor estranho. 

Nota. Por abreviatura, usaremos drut iniciaes !\I. m. e. para signill.car mi­
nimo rnultiplo commum. 

P .. oblema. Qual é o li. m. e. de a2x, bx e abc? 

Soln~ão. Escrevem-se as quantidades 
o!lx, bx e abc em linha e sublinham-se. Vê-se 
logo que o factor a é divisor de duas dellas. 
Escreve-se a como divisor ao lauo direito, e 
dividem-se as duas quantidades o2x e abc pelo 
factor a, eos quocientes ax ebc, e a quantidade 
bx, que não pôde ser dividida por a, escre­
vem-se em baixo da linha para nova divisão. 

Nestes novos termos vê-se que b é fa­
ctor de bx e bc; dividem-se então estes dois 
termos por b, e os quocientes x e e escrevem-se 
debaixo bem como o termo aa: que não põde 
ser dividido por b. Assim se continúa a divi­
dir todos os termos pelos seus divisores, até 
que todos fiq11em red11%.idos a 1. 

Os factores primos destas tres quanti­
dades sllo a, b, x, a e 1;; o minimo mitltiplo 
commum é pois o producto de todos estes fa­
ctores, isto é, a X b X x X a X c=a2bex. 

Operação 

a2x, bx, abc a 

a3' 1 bx, bc b 

rui: ' :e, e a: 

a 1, e a 

1 1, e e 

1 1, 1 

axbx:cxaxe=a2b~. 
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- p Qba: ·a o mínimo multi pio commum de a!x, 
Oef!•on~trn~ao. ~ra iaª:h:-toclo~ºJos fnctores primoR doatas tres quanti· 

~~ell:~· :o~l°i~:s~~:~roqf~c~~~ além clolles. Elaminnncgir:s~~do!r::1e1;nfa~~~r~~e:~ 
ve

1
mos ~uet?d Reus ~~:.e_n;~~~ªd.!~;:v~~:S·~~!h~1: ~~0 08'ta quanti~ade não tom 

ac inm con 1 os em • b . 1 .. _é 0 mínimo multiplo commum 
nenhum outro factor além de 0 1 a, , e e x, ogo, a-v-
de a2x, bx e abc. 

Rcg i•n. Para se achar o l\I. m. e. de duas o~ mais quant~­
d ades escrevem-se todas em linha sepamdas po1· virgulas e subli­
nharn~se. Acha-se um factoi· primo que div1:df!' ~x~ctamente ao menos 
duas quantidades que forem exactament_e div1siveis1 e esc1·evem-se de­
baixo os quocientes, bem como as quantidades que nlio .forem exacta-
mente divisiveis por elle. . . 

Divide-se esta nova linha de quantidades por um factor primo, 
que divida duas ou mais quantidades, e assim se procede em seguida; 
e as quantidades primas dividem-se por si mesmas, para que todos os 
factores fiquem á direita, e todos os quocientes sejam 1. O continuado 
producto de todos os facto1·es primos será a 1·esposta. 

Nota. Quando duas ou mais quantidades são primas entre si, o M. m. e. 
de todas ellas é o seu producto continuado. Assim, o l\I. m. e. de ab, r,d e xy é 
abr;dxy. . . . 

O discípulo deve estudar este processo em nossa Anthmetíca Progressrra, 
para saber achar facilmente o mínimo multiplo commum dos numeros. 

Achar o mínimo mnltiplo commum 

1. de 4a2
, 3a3x e 6ax2t· 

2. de 12a2x2, 6a3 e 8x y2• 

3. de 18c2nz~, 9n'z e 12c8n2z8• 

4. de 15, 6xz2, 9x2z' e 18cx3. 
5. de 6a, 5a2b e 25abc2 • 

6. de 3a2b, 9abc e 27a2x2• 

7. de 4a2x2y2, 8a3xy, 16a'y8 e 24a6y'x. 
8. de 3a8b2, 9a2ro2, 18a4y8 e 3a2y2• 

Resp. 12a3ro11y1• 

" 24a3x'yz. 
> 36c3n'z8 • 
,. 90cx9z'. 
)) ? 
» ? 
:> ? 

" ? 

FRACÇÕES ALGEBRICAS 

1 3::>. Em Arithmetica, uma fracção é uma ou mais partes 
iguaes de uma unidade ou de um todo. 

A B e D E 
1 1 1 1 1 

• 

:.'RACÇÕES ALGEBRICAS 

Assim, se tomarmos, por exemplo, a linha A E, e a dividirmos. 
em quatro partes iguaes, qualquer numero destas partes será uma 
fracção da linha. Assim, a parte entre A e B é um quarto da linha; 
as partes entre A e C são dois quartos da linha; as partes entre A 
e D são tres quartos da linha, e as partes entre A e E silo quatro 
quartos da linha ou a linha inteira. 

13G. Exprime-se a fracção com dois numeros separados por 
um risco horisontal, como ·h -f, t, t que se leem: um quarto, dois 
quartos, tres quartos, quatro quartos. 

137. Estes dois numeros chamam-se 
te1'1Dos da fracção ; o termo debaixo cha- l'I ....... _ 3 
ma-se denon1inndor, e mostra em quantas ••••••• ... º" 4 

partes foi dividida a unidade ; o termo de 
cima chama-se numerado1·, e mostra quantas partes da unidade 
contém a fracção. Assim, { mostra que a unidade foi dividida em 4: 
partes iguaes, e que a fracção contém 3 dessas partes. 

138. Em Algebra, uma fracção é considerada como um\ di­
visão, na qual o numetador é o dividendo, o denominador é o divi­
sor, e o valor da fracção é o quociente. Assim, se dividirmos 3 por 4, 
o quociente será ·f, isto é, a quarta parte de 3, e por isso esta fra­
cção se lê, em Algebra : e f!res dividido por quatro. > 

139. A fracção algcbrica é pois o resultado da divisão 
do numerador pelo denominador, e lê-se como se estes termos esti­
vessem separados pelo signaJ +. Assim, 

T lê-se : « a dividido por b. » 

20 +a: IA d · · a· ·a·a · --
60

- e-se: « ois a e mais tres :l} iv1 l o por seis e.» 

2d lA d • d di 'did -- e-se: e ois v1 o por x e menos y." · 
:c-y 

140. Quantidade inteira é a que contém uma ou mais 
unidades sem fracção; como 6, 3ab, 15x, etc. 

141. Quantidade mixta é a que contém ·uma ou mais uni 
dades e uma fracção; como a+ : , 2ab-+, etc. 
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l 'a:!. Ha cinco thcorcmas que silo communs ás fracções alge­
bricas e ás fruc<,:ões arithmeticas, e por isso devemos conhecei-os 
perfeitamente. Estes theoremas são os seguintes: 

J 4 :J. Thcorema 1. Se muttiplicannos o nwme1·ad01· po1· um 
nume1·0 i11tefro sem alterai·mos o denominador, o valor da f1·acçao 
au,qmenta1·á tai;tas vezes quantas f01•ern as unidades do multipUcado1·. 

Demonsh•ac;'ãO, Se multiplicarmos o numerailor de 
; por 3 som altornruios o denominador, toremos .q. Ora, t e./} 
tcem o mesmo denominador o portanto expl'imem partes do 
mesmo tnmanho; mas .J!- tem 3 vezes o numerador de f, e é 
por con~oguinte, 3 veY-es maior. O mesmo se póde demonstrar 
com qualqnor ouha fracção. 

2 x3 6 
1 =rr· 

144. Theorema li. Se dividfrmos o niimerador de wma 
.fi·acção, sem alterm·11ios o denominado1·, o valo1· da fi·acção diminufrá 
na mzão das unidades do divisor. 

Demonstrac;-ão. Se dividirmos o numerador de-! por 2, 
teremos f· Ora, ~ e~ teem o mesmo denominador, e por isso 
exprimem partes do mesmo tamanho. Mas o numerador de t 
ó :16 a metade do numerador de t, e deste modo exprime só a 
metade das partes que teem t, e por isso ficou na metade do 
seu valor. O mesmo se pode demonstrar com qualquer outra 
fracção. 

145. Theo1•ema III. Se multiplica1·mos o denominado,. de 
mna .fracção po1· um numero intei?·o, sem alterQ//'mos o numei·ado1• o 
valoi· da fracção diminufrá na razao das wnidades do multiplicador. 

Demonstração. Se multiplicarmos o denominador 
ele '.!-por 2, teremos f. Ora, cada uma. dessas fracções tem 0 
mesmo numerador, e por isso ambas exprimem o mesmo nu­
mero de partes. Mas, na segunda fracção a.s partes teem a me­
tade do tamanho das. da primeira fracção, porque aquellaa são 
{.nartos e estas são oitavos, e deste modo o valor da segunda 
racção é a metade do da primeira. O mesmo se póde demons-

trar com qualquer outra fracção. 

~ 46. The01·ema IV· Se dividi?·mos o denominador de 
1"1na frac~ão po1· um nume1·0 intefro, sem alterarmos 0 numei·ador 

0 
valo1' da fraccão augmentatrá na 1·azão das un.'dad d d · · ' • • u o wism~ 

.. FRACÇÕES ALGEBRICAS 

Demonsti•nção. Se dividirmos o denominador de t 
por 3, teremos j. Ora, as fral'ções ! e 1 tendo numeradores 
1guaes, exprimem o mesmo nnmero cfo partes da unidade; mas 
como na partes da primeira fra(·çào s1\o nonos, e ns da segunda 
são terços, e como cada terc;o ó ign11I a tres nonos, segue-se 
que o valor da segunda fracção será o triplo do da primeira. 

2 

147. Theorema V. Be multiplicarmos ou dividirmos 
ambos os termos de uma f'racçao por nm mesmo numm·o, mudaremos 
a fó1·ma dessa fi·acçilo, mas nclo lhe alte1·ai·emos o valor. 

Demonstração. Se mnltiplicnrmos o numerador de uma fracção por qual· 
quer numero, o seu valor augment:irá tantas vezes quantas forem as unidades do 
mnltiplicad·,r (Theor. 1.) e se multiplic:mnos o denominador pelo moamo numero, 
o valor da tracção descerá na razão das nuidacles do mnltiplicador. (Theor. II.) Ora, 
desde que o accrescimo da multiplicação do numera.dor é igual no docrescimo da 
multiplicação do denominador, segue-se que o valor da fracção não ficarA alterado. 

Tambem se dividirmos o nnmerndor ele uma fracção por qualquer numero, o 
valor da fracção diminuirá na razão claR uuidades elo divisor; (Theor. li.) e se divi­
dirmos o denominador, o valor crescerá na mesma razão (Theor. IY.) Se ambos os 
termos forem divididos pelo mesmo nnmero, a diminuição da divisão do numerador 
será igual a.o augmento da divisão elo denominador, e assim, o valor da fracção 
ficará inalteravel. Vêcle o capitulo denominado Demonstrações algebricaa, onde este 
ponto se acha demonstrado algebricamente. 

148. Muitas vezes o numerador de uma fracção algebrica 
exprime tambem um certo numero de fracções iguaes ; assim, a frac~ 

ção : póde ser considerada + tomado 4 vezes, +X 4= : ; a frac-
a 'd 'd d 1 d . 1 X 

11 

ção -; po e ser cons1 era a T toma a a vezes, pois 7 a= Tº 

149. Antes de entrarmos nos diversos processos das fra.cçõea 
algebricas, devemos conhecer perfeitamente as quatro transforma­
ções que mudam a fórma de uma fracção sem lhe alterar o valor. 

Estas transformações são as seguintes : 

1 º Reduzir fracções á expressão mais simples. 

2º Transformar fracções em quantidades inteiras ou mixtas. 

3º Transformar quantidades inteiras ou mudas em fracções. 

4 º Reduzir fracções ao mínimo denominador commum. 

,,/ 
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Reduzir fracções algebricas á expressão mais simples 

150. Reduzir uma fracção algebrica á sua expressão mais 
simples é cancellar ou tirar os .fac~ores communs ao numern.dor e 
denominador, para tornai-a mais simples, mas com o mesmo valor. 

151. As fracções algebricas que tiverem factores communa ao 
numerador e ao denominador, podem ser reduzidas a uma expressão 
mais simples; assim, :: póde ser reduzida a ; ' porque o factor a 
é commum a ambos os termos. As fracções que não tiverem facto­
res communs, não podem ser reduzidas ; assim, : e : ; não podem 
ser simplificadas. 

Problema~ Reduzir ~ á sua expressão maia simples. 
lóabo;t 

Solução. Decompondo os dois termos 
da fracção em seus factores primos, vemos 
que os ractores 5, a e b são communs ao nu­
merador e ao denominador. Cancellando estes 
factores communs, a fracção ficará reduzida a 

b 

lbl. 

5ab2 

--=? 
15abx~ 

ãxax!Jxb ri 
3 x ãxax!Jxxxoo 3x2 

Demonstração. Cancellando no numerador os factores 5, a e b é o mesmo 
que dividir este termo por 5ab. Ca.ncellando tambem no denominador os factores 5, 
a e b é o mesmo que d1vidil-o por 5ab. Ora, dividindo-se ambos os termos de uma 
fracção por um mesmo numero ou quantidade, não se altera o valor da fracção como 
fü;ou demonstrado no ..... .,. , 

Na soluçãó deste problema, vemos que .5, a e b são os unicos fa.ctores primos 
communs ao numerador e ao denominador, e por isso o producto 5ab é o M. d. e, 
dos dois termos da fracção.( ... 12a) Temos portanto as duas regras seguintes para 
a reducção de fracções. 

R~g ~ª· Para se reduzir wma f1·acção al,qebrica a uma expres­
sao mais simples, cancellam-se todos os factores communs ao nume-
1·ador e ao denominador. · 

Ou então 

Dividem-se ambos os termos da fracção pelo seu maximo divisor 
comm1l.m. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

4ollsl 
Resp. 

2sl 
7. -. - lia ~ 1141• 

w:ri. 8a 
8. 

12o2bc• 
> > -· ~· 8u3 4.:i: 

6a•s2 llatsl 
9. nb•czr. 

" ? » 4y' • 51b!~ eot.r:r 
9fy,.~ 112 

10. 6~. > ? 1~.a· 
J) - · 48a 1b•c3d •• 

~ » .!. . 11. 1211•bts. 
> ? 

12abc s 1e..•111r 

J811•b. 8111> • 12. """'' . > ? J) SIJ2b:rl Sac 

Simplificar 411•+ea• Resp. 
4al+6a• 2o'!2+3oll - !+Sol 

lOo~bt + 114'• 10..S•l +Sole 
- 2ol(Ó<lbl + h) 

2alco:t + 2ocx, Reap. Simplificar 
JOacts 

8a2b 
Simplificar ,, 

12ab2+ 4abc 

~-.tJ' . Simplificar > 
iiª-2:rv+!fJ 

a+1 Simplificar 
a1+2a+ l 

Simplificar 02 + 2ab-f-bB, 
a2-b2 

,, 

Transformar fracções algebricas em quantidades 
inteiras ou mixtas 

r.ob!+fc 

119+1. 
e.e 

2o 

a&+• 

:. +r --· :.-r 

1 - · A-tl 

o+», 
o-6 

1 52. Muitas vezes uma expressão ~ebr~ca tem ~ fói;na de 
uma fracção, mas contém uma quantidade mte1ra ou mixta, {~ ne­
cessario pois saber transformar esta expressã~ em sua rma 
inteira. 

-
• 

., 
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Pl'olJlema. Transformar au;&• em uma qun.nticlnde inteira 
ou mixtl\. 

Solu~ão. Desde que·º .numer;11t!or .; um divi­
d udo e 0 denominador um d1v1~or, d11•ulo-~o nq~wllo 

O 't ' to e' diviclO·SO 3ax+b~ pl.lr X; O q11oc11111le por l'S o, 1~ , b' il ód 
:l<i s!'r:l 11 pnrte inteira. O resto , como n o ~o p e 
dividir por x, escreve-se em form:, do frncçào o JUnta-~o 

Operação 

3aa::+b2 1 X 
3ax ·----671 

3a+7 
A parte inteira, que ficará Sa+7· o 

Ucg1•u.. Divide-se o nwnerado1· pelo denomúiad01·, e.º ~uociente 
scrcL a pm·fe inteira; se honve1· resto, c~cre.ve-se sob1·e o divtso1· como 
partefraccionan·a, e j1mta-se á parte i'.1te1ra. 

Reduzir as seguintes fracções 11 quantidades inteiras ou mixtas: 

ab+ 6•, Resp. b• 7. a:i- a2 
Resp. ? 1. a b+ .. · a 

2. td-cl• 
c-d. 8. ~. ,, ? --· I> 

d b 

3. 42-z:I 

9. a•-zt 
» ? )) a-x. --;;+?' a+z 

~. :i:3 
10. .. ,_!13, 

? 4. » 2ax- 0 · » o 
'"-11 

5. 4az-2xt- ai 
2x-~· 11. <>• - 2ab+b~. 

» ? » 
2a-z 2<>-'" a-b 

6. <>X- :r• 
a-x. 12. 2a+4b+c. 

» ? --· ,, 
'" 2 

Transformar uma quantidade mixta em fórma de uma fracção 

153. P1•oblmna. Transformar a+~ em uma fracçã0. 

Solnc;-ão. Multiplicando-se a parte inteira pelo 
denominador da fracção ficará ac, isto é, e vezes maior; 
mas dando-se-lho o denominador e, ficará com o seu 
valor primitivo, e na forma do fracção. Juntando-se agora 

b ac+b a fracção - , ficará --. e e 

Operação 

a+~=? e 

.'!f_+~= ac+b_. 
e e e 

Ue91•a. Multiplica-se a p0trte inteira pelo denom1'.nador da 
fi·acçtJo, e junta-se ao numerador com o signal competente, e o resul-
tado esc1·eve-se sobre o denominadO'T'. . 

154. Antes de resolvermos 01 exercieioa deate proeeaao, .., .. i;.-.-,_,,._ 
ciéamoa reflectir sobre o modo por que temos de ºJ>orar com oa 
aignaea d!ls fracções, para ni\o acharmos difficuldade alguma. 

Os signaes prefixos aos termos de uma fracção dominam 16 
esses termos ; e o sig~~~ f,rcfix? á fracção domina a _fra~çi\o inteira. 
Assim, na fracção - -;:+;"' o s1gnal de a11 que ó o primeiro termo do 
numerador, é mciis subentendido; o signal de b3 é menos; o signal de 
ambos os termos do <lenomi~or é mais; mas o eignal dn fracção, 
tomada como um todo, é menos. 

Como nma fracção póde estar unida ú parto inteira pelo signal 
mais ou pelo signal menos, precisamos saber oporar com os signnes, 
quando dermos a uma quantiuucle mixta uma fó1-ma fraccionn.ria. 

V amos resolver os dois casos seguintes: 

1 º Caso. Transformar 3a +=;ªem uma fórma fraccionaria. 

Ba+~ = ~+~ = 3az+oz-a = ~. 
: % % .., z 

Solução. Neste caso, como o eignal que liga a fracção á parte inteira é+, 
não ha difficuldade alguma, porque os siguaos dos termos da frncção eo eo11Bervam inaltera.veis. 

2º Caso. Transformar4a- ª;;:' em uma fórma fraccionaria. 

4a-~ = ~-~ = l~ao-(a-b) = 12ac-a+b. 
Se 8c 3c ac !e 

Soln~ão. Neste caso, como a fracção está unida á parte inteira pelo signal 
-, é necessado que, quando juntarmos o numerador da fracção ao numerMlor da 
parte inteira, troquemos os slgnaes de todos os termos do numerador da fracção. 
( Vêcle a.• o 1.) 

Transformar as seguintes quantidades mixtas om fracções: 

1. 5 ..L a-b 

Resp. lOca:+a-11, c, ~· 
2e 

2. 5c-~. 
li> IOCl:-a+•. 2a: 

~ 

3. 3x+~· ,. asaw+o-'. 
XII 

fli/J 

4. 3 úl-5 
\, 11.-+•. X---· 

·6# óz 

5. 8 + 3a-w! 
• ~. y --· 6; . ~ 
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6. 

7. 

8. 

9. 

x+y + -"'-· z+r 

z-1 + ~. 
1 +• 

•u ~ 
2.r 1-• - :>. 

3a2x-~· 
;z 

} 0. a + X + at + "''. 
a - :o; 

l 
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Rcsp. 

,. 

,. 

,. 

,. 

•' - . --· •+l 
~- IO.i:-fo• 

2'<+. 
2a•zJ+a, 

2ol ,._,. 
1 r>;;. Pi·oblcma. Transformar 5x em 

denominndor aú. uma fracção com o 

b:r Solu~ão. 6'1l transforma.do em uma fracção fica 
1 i multiplicnndo agora nmbos os termos desta fracção 

por ab, temos ~. 
ab 

d Já s11bemos que multiplicando-se ambos os term 
e uma fracçào por um mesmo numero, não se altera o: 

valor da fracção; logo 5x= ôab.&_ 
ab 

Opernção 

5x=~ 
l 

5x ab 5abx 
-X- =--
1 ab ab 

negra. Tmnsforma-se a quantidade intefra e .f, 

com o denominador 1, e multiplicam-se amb m uma .fracção 
denominador dado. os os seus termos pelo 

l. Transformar 3ax em uma fracção que tenha o denominador b. 

Resp. ~. 
2. Transformar 3xy em uma fracçãÓ que tenha o denomin~d 2b or a. 

3. Transformar a+b em uma fracção que tenha 
a-b. 

Resp. 6
=Y. 
2a 

o denominador 
Resp. ,.. _ b• 

4. Transformar 2x2 e fr ---;;::-;;· 
3a2-2b y m uma acção que tenha o denominador 

. Resp. lla•o:'y- ~b.:i:•y. 
8a2-2b 

Reduzir fracções a um denominadol' commum 

156. Reduzir duas ou mais frac õ . 
mum é dar a todos um dcn . d . ç es a um denommador com-

Estn redoeção é ba dmma or i_gual sem lhes alterar o valor 
no n.0 147: sea ª no segurnte principio já demonstrad~ 

Multiplicando-se ambos os termos d 
numero, muda-se a fÓ'rma d .f: e uma fmcçao p01· um mesmo 

a J racção, mas não se lhe altera o valor. 

FRACÇÕES ALOEBRICA8 

d f 
a ,. 

157. Tomnn o RS racções "í e ; , vemos que ellaa teem de 

nominndores differcntes; multiplicando agora ambos os termot ele : 

por y, no que não lhe alteraremos o seu valor, teremos : ; multipli-
" b eando tambem ambos os termos de -y por b, teremos bi . Deste modo 

obteremos as duas fraeções ': e :; , do mesmo valor que as primeiras, 
e com denominadores igunes. 

Neste exemplo, vemos que o denominador commum deve ser 
multiplo dos denominadores dndrn;, pois by é multiplo de b e de y. 

Rd • G C '" d •d Problema. e uzir t;, 'd e -; a um enomma or commum. 

Solução. O denominador commum dos denomi· 
nadores b d e y é b X d X Y-- bdy. 

Multiplicando o numerador da primeira fracção 
pelos denominadores das outras, teremos ady que é o nu· 
mera.dor correspondente fJ. primeira fracção. Multiplicando 
o numerador da. segunda fracc;ão pelos denominadores d&B 
outras, teremos e X b X y=bcy que é o numerador cor­
respondente á segnndu. frnc<(ãO. Mul tiplicu.ndo o numera­
dor da terceira fru.cção pelos denominadores das outras, 
teremos 2l X b X d=bdx, qne é o numerador correspon· 
dente â terceira fracção. -

O p e r ação 

a e -,-, 00 

b d y 

ady bry bdx -, - ,-· 
bdy bdy bdy 

R egra. Multiplicam-se enilre si os denominadores, e o produeto 
será o denominador commum. 

Miiltiplica-se depois o nume1·ador de cada fraeçlLo po1· todos os 
denominadores excepto o seu prop1'Ío, e o producto será o nume'l·ador 
co1·1·esponclente a essa fracção. ' 

Reduzir cada um dos seguintes grupos de fracções a um denominador com-

mum: 

(1 e .!... Resp. 
2ad 2bc lld 

1. "b' e ™' 2bd 
e -· 

d 2 
2bd 

% a+'". 
c.:i: :ry+ aJI, 

2. - e > - e 
li e CJ/ C!f 

~ 3a ..:-f-u. 
8b 9ab ~. 

3. ã' e 'J) iib' rn' 12b 
4 b 

4. 2"' 3x 
JO:rs 9;ry e 16a.v•. _, e a. > 
_, 

151!1 
3y 5a 

i.~y• lóy• 

• z21 .r11•. 

5. a % J!... 
ay• _, - e " 
_, e 

X y 
.rg• :ry• %!1• 

A. Jl, 
5 
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6. 
a :JI 3 - o 4· e ' • Resp. ? . 
e b ' 7. - e 7· d' J! 

,. ? 

8. 211 ;-

3b o 
a+b • 

,. ? 

9. .!!. 1 2a 
e • ' li b 

,. ? 

Achar o minimo denominador commum 

J t>8. Já sabemos achar um denominador commum, mas não 
sabemos ninda achar o menor de todos, isto é, o 1ninitno deno-
1ninado1• eom1nu1n que tem a grande vantagem de deixar as 
fracções reduzidas a seus termos menores. 

J :.>9. Quando todos os denominadores das fracções dadas são 
quantidades primas entre si, o mínimo denominador com.muro de 
todas ellas é o seu proclucto continuado, como fizemos na secção 
o.º 157. Assim, nas fracções -Í, .;- e f, o mínimo denominador 
commum é bXxX y=bxy. :Mas, quando as fracções teem deno­
minadores com fac tores communs, o producto continuado desses 
factores não é o seu mínimo denominador commum. Assim, 

f ab e .. d 'd nas racções -;:y, ~ e y;, o mm1mo enomma or commum não é 
ry X xz X yz=a:xyyzz ou ':l?y2z2

, mas sim xyz; pois desde que o deno­
minador commum de dois ou mais denominadores dados é um mul­
tiplo dessas quantidades, segue-se que o mínimo denominador deve 
ser o seu minimo multiplo commum. ( Vêde o n.º 132.) 

P bl R d . a b e . . d ro ema. e uzir xy , -;; e y; ao mmNUo enominador 
commum. 

Solução. Acha-se o mini:mo multiplo commum 
dos ~enominadores.xy, = e ye. ( ... 1a,.). O minimo 
mult1plo commum e xy111 que. se escreve como denomi­
nador commum d&s tres fracções do seguinte modo: 

xyz' xyz' xyz' 
. Divide-se esse denominador commum pelo deno-

m1:nador da primeira fracção, e o quociente multipli­
ca-se pelo seu numerador, e obtem-se xyz+xy=111; 
en.tlo 11 X a=az ~ue é numerador correspondente á 
primeira fracção. Os numeradores das outras fracções 
acham-se por um processo identico. Assim 
xuz:- xz=y, então y X b=by, numerador d~ 2• fracção. 
xyz'7'yz =x; então x X e =:ex, numerador da 3• fracção. 

Operação 

a b e 
xy' xz' -. 

yz 

az by ex 
xyz' xyz' xyz 

FRACÇÕES &LGBBBIO.i\B 

lle«Ja•a. Acha-se o minimo multiplo commum do1 ~ 
dores e escreve-se como denominadOt" commum dcu.fr~ dadcu • 

Dii:ide-se este clenominador. co~&mum pelo denominador de VIRA 
das j;·acçôe~, e 0 quociente m1dt1pl1cado pelo numerador aerd o nu 
numerador correspo11de11te. O mesmo se faz com as out1'as fraet;au. 

,, 
Reduzir as frac~õea de cada um dos seguintes grupos ao "u mínimo denomi­

nador commum : 
RU}IOllll 

3cld 2bcs ª""'· cd 'l:r ~. _, 
3cak e -WC 1. _ , e 3abo ab 3a ac 

6011 4&11 ~ 12c b e "' _, -1 e -· a 
1tr 2. 2' 3' - e -· • 12r 12~ 1211 • li 

•ad 18b 5q. 2a 3J: ~. 
6bcd ' ew e 86cd 3. -1 e 

3bc cd 6btl 

:r~+Y' • cz+~>· (:r-11)• 
e s1+11'. z+.v' %-!J ___ , 

:r•-r• :r! - r" 4. e r•-r• .10•-r2 %-fl x+r 
a!c 2cd .10!y. ? 5. _, e 
ab b!c 4bc 

2a cd :r•11. ?. 6. _, - e 
bcx 4b bc 

m+" m-" mi ? 7. __ , 
2a:r• e 4CJ; aut 

8. :t m ..!!..... ? _, 
btC e c2à ac 

Addição de fracções 

160 Quando duas ou mais fracções teem ~ denominador 
• · de partes 1guaes da mesma commum representam varios numeros d 

unidade ou do mesmo todo ; neste caso, para se achar a s~mma e~ 
tas fracç' ões bastará adclicion!lr os seus numeradores. Assim, t mais 

1 
2% Sz S:i: 

i-são t; do mesmo modo, li +-y=-;-· 
1b 4b 8b 

Problema. Qual é a somma de -;n-1 m' m-· 
Solu<;ão. Como as tres ~r~ci;ões teem 

um denominador commum, add1c10nam-se os 
numeradores que são 7 b + 4b +Sb = 19~, e a 
somma. 19b escreve-se sobre o denommador 

19b 
commnm, e fica -;;;- . 

Operação 

7b 4b 8b 19b -+-+-=-m m m m 

ad somma t1ôf'ew-1e Reyl'a. Addicionam-se os nu,mer ores, e a 
sobre denominador commum. 
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Problema. Qu1tl é a somma de f , ; e ~ 'l 

Soluc;-ão. Como os 
tlenominadoroM si\o diA0ren­
t981 temo~ do reduzir pri­
meiro 1111 trus fracçô(•s a um 
dono111iuador commum, e 
1'.t'pois prorod!'n11uoH como 
no probloma prnro<l<'lnte . A 

11.t 
~omn111 Ã J:!· 

6:n+3x +2x 
12 

llx 
=--

12 

Uc!ft'a., R eduzem-se as fracçôes a um denominador commum, 
e depois escrwe-se a somma dos nume1·ado1·es sob1·e elle. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

Exercíc ios para sommar : 

3ac + ~ + ~ + 5ac = ? 
2.z: 'l.:ry 2xg 2"'11 

2b+c + 3b-c =? 
.. % 

...!.. + ~+~= ? 2 3 6 

"' li 8 " 2 + 3+ 4= r 
~+ ~ +..::..=.=? 
4 5 6 

0:+11 +.!::::..!!... =? 
~ 2 

_1_+ _1_=? 
a+b a-b • 

-"'- + - g- =? 
x + y x-11 

5+ x +~+~= ? 
li ay 3a 

ºla 2a 2x+ 3x+ .:._ +x+-- =? :; 9 

Subtracção de fracções 

Respostrui 

:a =2a. 
27ac 
2:ry • 

5b 

"' 
a. 

az+411 H l2 
12 

143., = 2 +~ 
GO X 60 • 

X . 

2a 
-;;Li;!. 

? 

? 

&.v + 22:. 45 • 

161 . Quando duas fracções teem um denominador commum 
opera-se a subtracção achando a differença entre os numeradores~ 
A . d 3& b l' d 2a li ssim, e --;- su tra un o 7 , resta 7 . 

Problema. De -i- aubtrahindo : quanto resta ? 

Solução. Como aa dUM fract;õea teem um 
denominador commnm, acha-se a difl'eren.,a entre 

•-e a e e que é a-e, e escreve-se sobre b, e ficará ·-
6 
-. 

Problema. Subtra.hir ~ de 1
; • 

Solução. Reduzidas as fracvões a um denominador 
U a 911 Ha - 1111 5CI 

eommum, temos - 6- -9 ou 6 = 6 · 

Opt1•ac;&o 

7n _ 8a =? 
3 2 

14a-9a õa 
=--

6 6 

Regra. R eduzem-se as fmcçiJes a um denominador commum, e 
subtrahe-se o nwmeradO'I' do subtmhendo do numerador do minuendo, 
e a dijferença escreve-se sob?·e o ·denominador commum. 

Exercicios para resolver : 

1. De ~ subtrahir ~ . Resp. !!..- .!.. 
8 - • 

De ; subtrahir ; . a 2. ... ll 
8 

3x b hi ~ • 3. De 4 su tra r 3 . » -· 12 

4. D a+b b h. a-b e - 2- su tra Ir -
2
-. • b. 

De 2;z subtrahir 5
;"' • 3az 5. ,. --· • 

De :a subtrahir ~ · b ·- lOa 6. • .. 
D Sa b ah' b O.' - llorl 7. e - su tr ir-

3
-. • 12-4x a 

8. De "'+ 11 eubtra.hir z ~" • • ~ z-11 "' li --rs 
9. D 2a + 6 b hi aa -6 e--su tra r-

1
-. 

6c e 
,. ? 

10. til b h. 2 .z-b De f>x+b' su tra Ir x--c-· ,. f 
11. De -

1 
- subtrahir ~ 

6 
• a-b • 

,. ' 12. D •+ 3d b h. aa - u e - eu +ra Ir---· 
f 3 • ,. 

• 
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llnltiplicação de fracções 

1 H.2. No tlH'orcmn primeiro o no qunrto sobre fracções, ficou 
demonstrn1lo quo multiplicnndo-se o numerador ou dividindo-se o 
denominador <ln nma frncc:i1o por um numero inteiro, augmentn-se 
o vulor dn frnc!,:110 tnnt11s vozes qunntas forem as unidades do multi­
plicador ou divisor. Daqui se concluo que podemos de doiP modos 
multiplirnr umn fr:wç:1o por um numero inteiro. 

l º l\lodo. P1·oblema. Multiplicar ~ por m. 

Sol uc;iõo. ~Iultiplicando-se o numerador a pela 
qnantidado 111; o producto é am que se escreve sobre o de· 

. am 
nommador b, o ficará -b-. 

2º !\lodo. P1·oblema. Multiplicar ~por a:. 
bz 

Solução. Divide-se o denominador bx por x, e a 

frncçllo ficnrã +· Este modo só é pra.ticavel quando o de· 
nomiundor se dh·ide exactamente pela quantidade inteira. 

Ope1•ação 

a X ?n= am 

b b 

Ope1•ação 

a a 

bx +x b 

Ucgra. ilfuJ,tiplica-se o nwm~rador pela quantidade intet'.ra, e 
o p1·oducto esc1·eve-se sobre o denominador. Ou 
.. Divide-se o denominador pela quantidade inteira, quando é di­

v1swel p01· elta. 

Operar as seguintes multiplica~ões: 

Reapostas 

1. .i\Iultiplicar ~: por ad. 2a2d 

bc 

2. Mul . l' ab ab t1p 1car u por 6. 
4 

3. Multiplicar ~por d ab 
cd ' 

4. Multiplicar ª~b por xy. '"'Y+b~ 
e 

5. 1\Iultiplicar b;c por b +e. õ!-cl 

d 

6. Multiplicar :; por óy. 

7. Multiplicar ., •+e por a-2b. 
·• e 

8. Multiplicar :~: por a+c. 

9. Multiplicar :~! por c+d. 

10. Multiplicar ..'!..por e. 
e 

11 Mul . li 2o+ S.Ca ab . t1p car ~por . 

12. Multiplicar <ü;a por 2ax. 

163. Multiplicar uma fracção por outra. 

Problema. Multiplicar : por : . 

Solui:ão. Multiplicando entre si os numeradoree, 
temos a X c=ac; multiplicando os denominadores, temos 

ac 
b X d=bd. O producto das duas fracções é btl. 

Operação 

a e ac 
bxd=bd· 

Demonstração. Se multiplicarmos : , por e, o producto ser' ~ ; IDA8 o . 

multiplicador nAo é e, mas sim : e por il!so o producto 7 é d vezes maior do que 

deve ser. Multiplicando agora o denominador de 7 por d., diminuiremos d. veset o 

valor da fracyão, e então o producto : ficará no seu verdadeiro valor. 

Regra. Multiplicam-se entre si os nwmet>adores, depois os~ 
nominadores, e os dois productos serll.o os te:rmos da frac<;f!.O t'uul­
tante da multiplicaçao. 

Nota. Para se multiplicar uma fracção por uma qU&ntidade uia; .redu-ae. 
a quantidade mixta a uma fracl(ão, e segue-se a regra acima. Se • 1r;::o4•ul~ 
tante for reduzivel, simplifica-se, para que o producto fique na sua ex mala 
simples. 



b 

t 

72 ALGEBRA ELS:MESTAR 

Operar as seguintes multiplicações : 

Re1postas ltetpoatM 

J~a.r .,,.. :x; b ? b:x;I 
1. ~xr'x=? 7. .:__X-X-= d11• • .. 8 32 li 2d li 

~x~=? 12 8. a b 2 -? 2. 
5.r 7a ~· -2-x~-

3. ~X~=? Sal 9. 2Qi 3ab 3ac ? 
3 .'> ló -;-X-c-x2b= 

4. ~X 611 =? 
:x; io. (x+ 2xu ) (x- 2'!-11 )=? 

IOg 9:t &· x-y z+11 

5. ~X~=? 
2 a+z 6x. 11. -"-x _b_=? 

a-b a+b 

6. Bz+a 10z _? fz1+ez 12. (b+ :"'): =? -6-x-1--
7 

164. Quando os numeradores e denominadores teem factores 
communs, cancellam-se esses factores antes da multiplicação, e deste 
modo, obtem-se um producto já simplificado. 

Pl'oblema. Qual é o producto de -i- X ~ X : .. ? 

Solação. Como o factor b é comruum ao 
numerador da primeira fracção e ao denominador 
da segunda, cancella-se este factor nos dois logares, 
e o mesmo se faz com o factor x. O resultado da 
multiplicação é .!L. 

2a 

Operação 

!_ X .1_ X ±_ = _]/_. 
~ !J 2a 2a 

Demonstração. Dividindo-se ambos os termos de uma fracção por uma 
mesma quantidade, não se altera o seu valor ( •·• ... .,. ). Ora, a frac~o é 
b 11 % b:ty 
-; X T X 211 ou 206:t • Canceli&ndo-se o factor b no numerador e denominador é o 
mesmo que dividir estes dois termos por b, e o mesmo succede com o factor x. 

P1•oblema. Multiplicar ~ por .!!!_. 
1511 2a 

Solação. Decompondo­
se os dois numeradores e os dois 
denominadores, e cancellando-se 
os factores communs 3 5 e a 
o~tem-se logo o produ

1
ct-0 sim: 

phlicado. 

9a 5b ;J X 3 X g; X ã X b 3b 
-X-= =-. 
15y 2a 3 X !!J X y X 2 X a: 2y 

l. 

2. 

3. 

4. 

ALQBBU 

Operar ~ X ~ X ~ X__!!_. a 6 20 ~ 

Operar 0 + 11 X~. 
a-b · a+• 

Operar~ X r+r · .i:•+r S)'• 

O IS.. 3ab 2a 
perar - X - X -· 16y 36:o e 

Divisão de fracções 

» ? 

165. A divisão de uma fracção por um numero inteiro p6de 
ser operada por duas f6rmas: ou dividindo-se o numerador ou mul· 
tiplicando-se o denominador, como já foi demonstrado nas secções 
t~<i- e t<i-5. 

Vamos resolver quatro exemplos para o discípulo não achar 
difficuldade alguma nas operações. 

Dividindo-se o numerador: . 

4 4 +2 2 
-~2=- =-5 . 5 5 
3a 

3 
3a +3 a 

-,;+ =-;; =-,; 

ay +y= ay +y =~ 
m m m 

18ac + 3a= 18ac +3a =~· 
by by by 

Os mesmos exemplos, multiplicando-se o denominador : 

Regra, Divide-se o numerador pdo divisor, e se nilo jfYI' divi­
sível, multiplica-se o denominador pelo divisfYI', e esc1·eve-se o nume­
rador sobre o resultado. 

1. D" .d. 6o2b 3 b Resp. .!!.. 1v1 ir - por a . 
111 711 

D. . di 16o3c1 3 2 5Clo 2. 1v1 r mc1 por a e. • 11wº 

Dº 'di H~I 7 o fel 3. • --· 1v1 r - 1-- por acm·. llq 
·~ D" ºd' 366.cil 5bªd 111 4. • --· 1v1 ir --

1 
por . 1aac1 13ac 
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n· 'di ••+ab 
Resp. a+& 5. iv1 r -- por a. 

~· s+2.1 

" ll. n· 'di c•+cd +a 
> 6 • 

iv1 r -
6
- por e . 

n· 'd' .,1+2z11+1' a:+11 7. por x+y. J) 

c+d' 
lVI Jr c+d 

D" ·a· 2a b 2a K 1v1 ir - por . 
J) 

3bc • 
3c 

Dividir ob!cd por bd. 8 ~l. 
• abtd+bcdt ' 

D" 'di a+5a +b 
» 3+6a 10. iv1 r -- por a . 

-;;Lbl. a-b 

11. D' 'd' 3a+5c 2 3 
• !a+sc IVI ir~ por x- y. 

-w=g;;-· 
~-e 

por a-b. b-c 12. Dividir ,, 
~· 

a'+ab+bl 

l 66. Na divisão de uma fracção por outra, ha dois casos a 
considerar, que são: 

1 º Quando as fracções teem um denominador commum. 
2º Quando as fracções teem denominadores differentes. 

l o e D' 'di J2a ªª aso. iv1 r - por-. 
m m 

Solução. Como as duas fracções teem um deno­
minadqr commum, bastará só operar com os numerado­
res. Então 12a+3a 4, isto é, 12a contém 4 vezes 3a, e 
por isso, ~ contém 4 vezes ~-

111 m 

2º Caso. Dividir .!!.- por ..!'...... 
"' 11 

Solução, Desde que os denominadores são cliffe­
rentes, devemos reduzil-os a um denominador commum, 
e teremos !2!..+~. Agora, como as duas fracções teem :Z/I "'11 • 
um denominador commum, podemos fnzer a operação só 
com os numeradores, como no caso acima, ay+cx=.!!!L.. 

ca: 
Examinando o quociente !!!!. , vemos que alie ê 

Operação 

12a + 3a = 4 m m 

Ope1•ação 

a e 
-+-=? 
X y 

ay . ex ay 
-- -:- --= --. 

"" 
composto de~ x L, isto é, o dividendo multiplicado pelo divisor, tendo este 01 :z e 

termo~ invertidos. Daqui podemos formular uma só regra para os dois casos : 

xy xy ex 

'ola Se o dividendo ou o divisor for uma quanti.dade mlxta, t;l'llll!Mb ... fl"t! u~ fracÇ10 (-.• •55), e procede-se como ua regra acima. . »', 
em Se 0 dividendo for uma quantidade inteira, além da regr:J'-oi:poata( ... ·~ 
podemos tambem dar ao inteiro o denominador 1 como, a=1 e depois prooeiét 
como acima. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

. .d. .. 2a 
D1v1 ir T por -

0
-· 

D . 'd' 3o 4a 
IVI ir 6 por -

1 
• 

. 'di a2b ab D1v1 r ~ por T' 

D . . di "'' :zyt 
lVI r a;;- por 26' 

Dividir 4 por ; · 

Dividir 4 por ! · 
'di b9 2ab Div1 r a ~ por Tc. 

D .. d. º""' 4.2: 
i vi ir - 3- por 3· 

D . 'd' 3ata; 3aa;I iv1 u· -
7

- por~· 

D .. dir 16a.i: 4.2: 10. ivi -
6
- por 16' 

D .. di &+4 por a.+2. 11. IVI r 6 4y 

12. . •'-4 •-2 Dividir -
6
- por -

2
-· 

13. D . 'd'. a:t-2a:t1+11• por z-11. 
lVl ll ab bc 

14. D .. d. a2-b2 por a+b 
lVl 11' --

4
- 8 • 

15. Dividir 5a2
- f- por a+ ~ · 

16. 1 1 •- oi D. ·di ~por-. lVl r 3 3 

Resp. 

11 
lt -· Ili) 

• lt -li 
lb 

lt --· ..,. 
• .!!.. 

• 
ff 

'J> -· a 

'J> ~ 
2 

» ~. 
2 

!lo 
'J> -· .. 

• • 12& 

• .!!... 
& 

• •+li, 
8 

•• 

? 
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EQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU 
167. Eqmu;ito é uma igualdade entre duas qunntidad~s al~ 

geobricns. Assim, x- 5 = 3 é nma equn~·ilo que mostra que, se :.> for 
subtrahido de a·, o resultado será 3. 

J 68. Cadn equação é composta de du~s p1trtes unidas pe~o 
si~"linl =; a parto que está A esquorda deste s1gnnl, chama-se p 1·1-

muiro 111emh1•0; e a que estil á direita, chama-se segundo 
meu1bro. Exemplo: 

(l• Membro) (2• lllembro) 

5x+3x-y = a+ 12 
Cada membro de uma equação póde ter um ou mais termo.a 

precedidos pelos signaes + ou - ; assim, na equação acima, o pri­
meiro membro tem tres termos, e o segundo tem dois. 

169. Em uma equação ha geralmente quantidades conhecidas 
e quantidades desconhecidas. As quantidades conhecidas são re­
presentadas por numeros ou pelas primeiras lettras do alphabeto, 
a, b, e, etc.; e as quantidades desconhecidas são representadas pelas 
ultimas lettras ;r, y e z. 

1 70. As equações podem ser numeraes ou litteraes. 
Equação nume1•al é aquella que tem as quantidades co­

nhecidt1s representadas por numcros, como 5x+2x=21. 
Equaçi\o Htteral é aquella que tem as quantidades conhe­

cidas representadas por lettras ou por lettras e numeros, como 
x+y=a-b, 2x+ax=2a+14. 

1 71. Equação identica é a que tem ambos os membros 
com a mesma fórma, ou que podem ser reduzidos á mesma fórma; 
assim, 2x-1=2x-1 e 5x+3x=8x são equações identicas; e teem 
tambem o nome de identidades. 

172. As equações distinguem-se pelos seus diversos graus. 
Equação do 1 º 91·au é a que contém uma só quantidade . 

desconhecida na sua primeira potencia, isto é, com o expoente 1 
subentendido, pois x ou x1 exprime a primeirn potencia da quan­
tidade x. Assim, 2x+5=9 é uma equação do primeiro grau ou 
equação simples. 

Equação do 2º grau é a que contém uma quantidade des­
conhecida na segunda potencia, isto é, com expoente 2. Assim 
4x2-7 =29 é uma equação do 2º grau. 

1 73. Quando uma equação contém mais de uma quantidade 

EQl' AÇÕES DO t • GRAU 

desco?hecida, o seu grau é i~ á maior somm.a dos expoentes Ui 
quantidades desconhecidas em qualquer termo. · 

. 1 71_. Conhece-se o grau de uma equRção pelo maior expoente 
da i~cogm~, quando ha uma só, ou pela mnior somma dos expoentes 
das mcogmtns cm qualquer termo, quando ha mais de uma. 

Agora tratarem.os sómente. das equações do 1 º grau, depois ez.. 
poremos as outras c1rcumstnnciadamente. · 

. 175. Ha seis proposições que precisa.mos conhecer para mais . 
~ac1lmente. comprehendcrmos as transformações que, muitas vezes, · 
e neeossar10 operar em uma equação. 

Estas proposições, por serem evidentes e não precisarem de 
demonstração, chamam-se tambem axio1nns : 

. 1 ª Se a diws quantidades iguaes, a mesma qu,a11t1'.dade for addi-
cionada, as duas sommas serilo iguaes. _ 

2ª Se de duas q1tanf:idades iguaes, a mesma qucmtidade for 1uh­
ti-ahida, os dois restos se-relo iguaes. 
. 3ª Se d"!'as quantidades iguaes f<>rem multiplicadas pelo mumo 

factor, os dois productos serilo 1'.guaes. 
4ª Se duas qna11ticlades igitaes forem divididas pelo mesmo di­

VÍSO'I', os dois quociente.'I serao 1'9uae~. 
5ª Se d1tas quantidades iguaes forem elevadas d mesma potencia 

os dois 1·esultados stwão iguaes. ' 
~· Se a mesma 1·aiz for ext1·ahida de duas quantidades iguaes, 

os dois 1·esultados sel'ilo iguaes. 

176. Estas seis proposições ou axiomas podem ser reduzidas­
ª uma :só, a saber: f:Je fizermos a mesma operaçllo em duas quanti­
dades iguaes, os resultados serão iguaes. Daqui podemos deprehender 
que, se um membro de uma equação passar por alguma modificação, 
e o outro membro passar por uma modificação identica os doiÍ...-
membros continuarão em igualdade. · ' 

1 77. Vel'ifical' uma e(1uação é reconhecer a iirnaldade 
entre seus membros. ,_, 

Se quizermos verificar uma equação, substituírem~ as quanti­
dades ~esconhecidas pelos seus valores numericos, e, w 'o resultado 
nos dois membros for igual, a equação estará verificada. Assim na 
equação 2x+2a=3x+3, substituindo a lettra x por 5, e a lettta a 
por 4, teremos · 

(2X5) + (2X4) = {3X 5) + 3 
10 + 8 = 15 +3 

18 - 18 
Esta verificação póde ser effectuada, depois de termos achado 

() valor das quantidades desconhecidas. 
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'l'ransfermação das equações 
1 7'U. T.1·aust'o1•u1a1• uma CfJua~·iio é mudar a sua fórma 

sem nltcrar a igllllldade entre os seus membros. 

179. IC~solve1• uma ec1ua~·i'io ó achnr 0 valor da uanti­
tfade dosconhec1da; este valor chruna·se t11mbom i·aiz da equ~çâo. 

180. As transformações que constantemente precisamos effe­
ctuar para. r~solver uma equação, suo as seguintes: 
. 1 .. Indtem1r a equação, ist~ é, transformar todos os termos frac­

c1onn1;os a equação em quantidades inteiras. 

t . 2 . Tmlndspdôr os termos de um membro para o outro sem dos ruir a 1gua u e. -

3ª Reduzir todos os termos semelhantes a um só termo. 

Inteirar uma equação 

J 8 J • Quando um ou mais termos de uma e u 
cções, torna-se preciso transformal-os em numeros in1e ~ção são fra­
a equação fique inteirada, isto é composta só de num1ros ~ara. que 

> . ' eros inteiros. 
1 roblema. Inteirar a seguinte equação: ~ + ; = 5. 

. Solução. O miuimo multiplo commum d s d 
nunadores 2 e 3 é 6 porque 2 X 3 - 6 Mult· 1· od eno-

, - · 1p 1can o por 6 
todos os termos d& equação, temos ~ + ~ _ 

30 9 3 - • 
dada d~º: ~!t.~ multiplicação não .t~a~storna1nos a igual­
vezos ma.;. ç o, pordque, se ~ primeiro membro ficou 6 

. 1 1 
• o segua o teve l"'Dal au.,.me t · 

contmuam ambos em igu~dade. (A.xiom~ i3")~ o, e por isso 

Agora as.fracções 2 e ~ podem ser transforma­
das em quantidades inteiras a· .cli d 
Kelos seus respectivos denominad~re n t .os numerador~s 
x e 2x, e a equação inteirada será 3x+~~Jo~' e ficarao 

P1·oblema. Inteirar a equação~+~= d 
ab bc • 

Oper•ação 

X X 
2+3=5 

6x fu; 
2+3=30 

3x + 2x =30 

01>eração 
Solução. O minimo multi l . 

donominadores ab 0 bc é b ( P o commum dos 
caudo por <ibc todos os te ª e d•.• s ª'") ; multi pli­
~ + ~ _ rmos a equação, temos X X 

ab + bc =d ab bc -abcd. 
Transformando ago. d 

9uai;itidados inteiras, fom10~ as uas frac9<)es em 
1nte1rada será cx+a.c=abcd.cx 6 ax, e a equação 

abcx abcx 
-;;,;-- +---;;;-= abcd 

ne91•a D • • CX + ax = abcd . • .cara se inteirar uma 
t1plo commum de todos os d . dequaç·ª·º' acha-se o mínimo mul-t d enomina ores . 't . z · ermo a equaçao e d . . ' mu~ lJJ ica-se p01· elle cad 
d ades inteiras , epozs transformam-se as fí·acc<Jes em q1 t ;t 

• . • l(l/l l-

---

l 
1 
! 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

EQUAQÕES DO 1° GltA.U 

Inteirar u seguintes equaç!lea : 

-= -4= ~ +6. z 3 

5:i: 1) 3 7% 
9-5 -.:4+12. 

~ -f +f=g. 

~-4=~+57 2 12 • 

:i: ::t e 

a+b +-;=i; =~· 

10x-6x+3.t:=21; 

3x-24=2x+86. 

lfu:-20=16+14:1:. 

ad-bc+bdf bdg. 

? 

? 

Transpõr os termos de uma equação 

182. Quando ambos os membros de uma equação conteem 
quantidades conhecidas e desconhecidas, transpõem-se as quanti. 
dades desconhecidas para o primeiro membro, e as conhecidas para 
o segundo. 

Problema. Transpôr os termos da equação &.u-5=7 +az. 
Solução. Nesta equação temos de transpôr 3a: para 

o primeiro membro, e 6 para o segundo. Operação 

6:z:-5=7 +&J 
6x-3~=7+5 

Tirando 3x do segundo membro, elle ficará com me• 
nos 3a: ; mas para conservar a igualdade, passa-se 3a: com t1 
signal - para o primeiro membro, e assim os dois membros 
ficarão com menos lla:, e conservarão a igualdade. 

Tirando -6 do primeiro membro, elle augmentarã 6 unidades, porque -5 
quer dizer menos 6 ; ora, para conservarmos a igualdade, passaremos 6 para õ ôutro 
membro com o signal +, e assim os dois membros terão 6 unidades de mais, o que 
não transtornará a il!'ualdade. E a equação transposta será 6x+3a:=7 +s. 

Re91•a. Em uma equaç4o podemos flranspf>r qualquer termo da 
um membro para o ouflro, mudando-lhe o signa/,. 
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:-ia~ •••i:-11i11!t'>I oq11aç1)1•~. o dii<cipnlu tran•por1\ os tormos conhoci1lo~ para o 
pri1nt•iro m1•mhrn, o oi< d1••1•011hori1lo.•, pnra o ~1•g11111lo : 

1. ~tr-j li 8=~.c+i1. Rcsp. 3x-2x=3+8-6. 
•) a .. c+b = rl- c.1" » ax+cx=d-b. 
:1. 4:r 6=~J·+4. ,. 4x-2J'=4+6. 
4. 9..c t-c=c .. c+d. » 9x-cx=d-c. 
fi. a.v + d= dx+b. ,. ax-dx=b-d. 

Reducção de termos semelhantes 
J s:J. Depois de transpormos os termos de uma equação, pre­

cisamos reduzir em cada membro todos os termos semelhantes a um 
só termo paru achnnnos o valor da incognita. 

,1° Pl'oblema.. Qual o valor dexna equação 3x+2x= 15+ 10? 
~ol1u;ào. Os dois tormos do primeiro membro 

podem SN n•<luziul)s a um só, porque 3.i; + 2:i: _ füi;. 
'l'a111l1on1 os dois termos do soguntlo me mbro po­

dem ser n1<l11zid"~ a um só, pois 15 + 10=25. A equa~o 
rod11~.i<l11 ó 5x - 2J, e o valor de x é 25-Hi .:.. 5. 

Opel'açào 

3x+2x=15+10 
5x=25 
x=5 

2º Problema. Achar o valor de x na equação 3x+x=18+3? 
Operat;à'o 

Solução. Heduzindo ambos os membros, temos 
•lx- 21; ora, o valor de x é 21 dividido por 4, isto é, 
~'=61. 

3x+x=18+3 
41::=21 
x=2i=5t 

184. Para resolvermos uma equação litteral, temos de fazer 
ás v:ezes alguma combinação com a multiplicação ou com a divisão. 
Assim, na equação ax=b, se dividirmos ambos os termos por a, 
t 11% b d . d ª"' ºd d . . eremos 4 = ª; n uzm o agora ª a uma quanti a e mte1ra, 

temos a equação x = ~ . ' 

3º Problema. Qual o valor de x na equação ax-bx+cx=d? 

Solução. O primeiro me;nbro sendo 
decomposto par~ se tirar o fa~t?r. x, fit-ará 
x (a-b+c). ( Vede a.• us ). D1vulindo agora 
ª!nbos os .ter~1Jos por a-b+c, e depois redu­
zmdo o pnme1ro membro a uma quantidade in-
teira, teremos x = à 

a- b+ c 

Operação 

ax-bx+cx=d 
x(a-b+c)=d 
x(a-b+c) d 

a-b+c 

x= 

a-b+c 
d 

a-b+c 
. ·~i~·á: Nesta solução, dividimos ambos os membros por a-b+c para tornar 

mais m e ig1vel ao alwnno a decomposição do primeiro membro; mas esta divisão 

é desnecesearia, desde que elle comprehenda que, se ax=b, então x=~; do 
a 

mesmo modo, se x(a-b +c)=d, então x = d 
a- c+ a 

BQUAQÕ•B DO 1° GBAU 

185. Para formularm.oa a regra completa para. a solu~ iJl. 
equações, vamos resolver o seguinte problema: 

-'iº Problema. Qualéovalordexnaequaçno ~ -4 =6+7l 

Solui,:ão. EquaçAo dada é ...•....•.•• ·· 

inteirando a equação.···· ················ 
transpondo os termos ..... •.. .. .. .... . . · · · 
reduzindo os termos .. .......... · .. · • · · · · 
dividindo ambos 011 membro11 por li .••. • •. • 

~- "=6 +-=-· ll 4 

Sa:-16=24+:1:1 
6a:-x =24+11>, 

ál: =40, 
X =8. 

Regra geral para a soluçlo 

: J. Inteiram-se todos os termos fraccionarios da equaç4o. 
'. 11. Transpõem-se as quantidad~s c?"'hecidas para o segundo 
!membro, e as desconhecidas para o primeiro. . . . 

111. Reduz-se cada memlwo da equaçllo d sua f~a mais sim­
ples, e depois div~dem-se ambos os membros pelo coefficiente da quan-
tidade desconhecula. 

Achar 
0 

valor aa. quantidade desconhecida nas seguintes equações : 

3x-5=2x+7. 
Resp. x=12. 

1. 
x=3. 

2. 3x-8=16-5x. 
» 

5x-7=3x+15. 
> x=ll. 

3. 
oo=4 . 

3x-25= -x-9. 
J) 

4. 
x=5 

15-2:c=6x-25. 
» 

5. 
x=5 

5(x+1)+6(x+2)=9(a:+3). 
lt 

6. x=6 4(5x-3)-64(3-x)-3(12x-4)=96. :t 

7. x=8. 
10(x+5)+8(x+4)=5(x+13) +121. 

:t 

8. 
x=W. 

~-2=5-...:... 
:t 

9. 2 5 
x=l2. ., ;J; ., ., + 21 :t 

10. ---+7=--11 2· 
2 4 8 

x=8. 
:i: 

320 18 » 
11. x+-+-= . 2 4 

x=24. 
;J; ., 2' 14 :t 

12. --+---= . 
2 3 ~ 

x=2 
32' 22: ., -2-! lt 

13. -+---- . 
4 3 li x=2. 
:r-2 -2=1-...:.±'.!-. 

lt 

14. 4 a .l ••. 

A 

2 
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15. 
pi 

1 16. 
•) 

;1 17. 
4 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

ALOF.BRA ELlntKNTAlt 

3 .. +1--==-=10+ ~ 
~ ;1 (J • 

z+2 -~ =x- 2 - r-1 
3 • :! • 

~ f-z -2 7x-2 
• --2-- x--:i-· 

4 5 1 5x-Tx+ 18= 0 (4x+ 1). 

~% 

z+,l =1. 

2x- :.-2 =x+ z+1e 
10 • 15 • 

4x-b=2x-d. 

ax+b=cro+d. 

a:IJ - bx = d - c-x. 

a:IJ-bx=c+dx-m. 

7 +9a-5x=6x+5ax. 

b (a - bx) + e ( a:IJ - e) = bc. 

_:_+-=-=e. 
a b 

~=bc+~ :t :t. 

a b e 
-+-+-=1 
X 2: % • 

:t-a :t-b b 
-b---a-=7 

®' b:t 

2+3=c. 

3z +~ _ 4b l6c 
2 3 -5+3· 

x+2=3x+ :t-S -~ 
4 3 • 

' 
\ 

Resp. 

,, 

" 

,, 

)) 

,, 

» 

" 

)) 

,, 

x-2 

x=20. 

x=l . 

x=l!. 

b-d 
X=--' 

2 

d-b 
X=-­

a-c 

a:= 11a+1 
ria+ll · 

x= bc-ab+c2 
ac-b9 

X=~ 
a+b' 

X= ab-1 
bc · 

x=a+b+c. 

X=~ 
cd-bn1 • 

X=~ 
a-b' 

-

PROBLEMAS 

36. x-20=- iz+t. :. 

37. ~-!'.>=~. 
:t :t 

38. 2 
az-b x+-

3
- =x-a. lt 

39. 
!t !t' X 

-;; +b" - -;-=m. • 

• 
PROBLEMAS 

186. Problema algebrieo é uma questão para resolver, 
na qual se dá uma ou mais quantidR.des conhecidas chamadas da- · 
dos, e se requer uma ou mais quantidades desconhecidas chamadas 
incognitas. 

187. Resolvei• um p1•oblema é determinar as quanti~ 
dades desconhecidas, por meio de operações feitas com as q:nanti­
dades conhecidas. 

188. A solução algebrica de um problema consta de duas 
partes que são : 

A p1·i7nefra é a formação da equação que consiste em exprimir 
em linguagem algebrica a relação que ha entre as quantidades des­
conhecidas e os dados do problema. 

A segunda é a solução da equação, isto é, achar o valor da in­
cognita. 

189. A primeira parte é geralmente a mais diftfuR. Não é 
possível formular uma regra precisa e clara que habilite o dis~o 
a traduzir promptamente o enunciado de um problema, em 1UD& 
equação algebrica; o proprio discipulo com o seu raciocinio é quem · 
tem de formar a equação, segundo a natureza dos dados offereeidos 
para o calculo. 

Nota. lia problemas de facil intuição, e que podem ser resolvidos ~m ~­
culdade ali;um:i.; ha outros, porém, que só a custa de um esforço do rac1oeinio '­
que os disc1pulos poderão achar um meio de os dispor em uma equa9io al~~ 
Isto, porém, de modo algum deve desanimar os alumnos estu~oeos,.P?rque-.-::­
guma applicação o perseverança, elles poderão vencer as maiores dillicnldadaa. 

Se na primeira tentativ~ o discipulo ni\o puder formar a eq~ do problema. 
empregue novo esforço; rGpita as tentativas até ficar senhor do achado. Todo o ett­
forç.o e fadiga que der ao raciocinio para resolvl'r um problAma, ni\o serA trabalho 



inut1) 0\1 J!t'rdlll-' t"l~Ui\ lbn fl'-'llltui CH!1 11111§ graudN 1Jf(l'l"l'll08 I O rÍIDt'lf0 Ó 
a,1tll!lrar t!" ••tu rNdt"M bnlm<111to Oll 11robl11111a1 da Alir•'br•. " 11uo 6 J unu hc,. 
ro.•orn111 u~: o •t-g11ndl.! 6 do.t<'nrnhor a• fllcutdadM luh•llnclu.a•"• l!ºi' wndo 91la.a 
r[UlnrJ&du C'On~t11ntNutmlo no racloc1uio "º~'º o daro du "aluc;1••!!! algchriCP, 
1.cdorio tamoom rar1DC"111:1r (\ rt!Wh·i'lf .-om acarl.., ~1'1t!!!ION! 110 outra uaturcu 

A •<'l!'ID!b 1iartl• 1111 1ml11ç.\o dOJ\ J1rol!l"m•-, uto l1, a 1!01orrnlt1Açllo 11~ &OU! 
, k•mcnlos d~ro11b11cid~l!. jA íleou 1><1rf1 1~numtn 1H,phra1l11, 1111 1111,.lu a 110ci1•rotn os 
d1M'ip11h·~ rcS<>b <'r remi rri•mplidllo q111•l•1t1rr ('I\"->. 

1 !tO. ~\ l1ri111l.'im .;omm 11111• 1} dis1•ip11l11 tum d11 fn:t.1·r parn l"l'­

soh·l'r 11111 pro 111•11111, il t•o111pn·h1•111IPr p11rf'1•it111111•11!11 o enunciado, 
isw <I. 1•011he.-••r 11 1111t 111'1'7.A 1• t<ida!I 111- cornli1,•0eA dr\ qncttt.i10 para 
potl••r l'Xpri111il-ns l'lll li11guag11m nlgi'liri1•:1 num11 .. qnnc;llo. A direcc;Ao 

i 
. . 

Ç• rn p11r11 l'~tt• J'l'<Wl'SS•I !\ :\ lil'é,"llllllll: . 

.Rt'!I''"· U1pr1'S• 11frm1 .. .;ri ,t.~ i11t;o!J11il11s ru111 a.~ ultimas lettras 
do al71halJ,"'fo. 

}..';l'primr:~~·c cm li11!/llH!Jf.lll ctl!/1 l1rfra a relaçao que hn entre as 
qttmitidailc~ ro11hcâcl11s 1· 1111 i111·a1111iir111, de sorlr que cL cguaçclo for­
mlldt1 1111tit'j:1çu as 1·<'11di;;;uc11 do problema. 

Jfrsolt•c·s(' dt:j'ui11 a cq1wçt10. 

1 H 1 • V nmu:-1 agorn n'soh·cr nlgtms problemas pnra mostrar 
fü15 tlis1•ipulot1 o modo por que devem dirigir o seu raciocinio nestes 
Jll"Ol!l'tlSOS nlµPhrÍl'O:-. 

1 P1·ohlcma. A sommn ele dois numeros é 18G, e o maior é 
o dobro do monor; qmi.es suo os nu meros? 

~oh11Jào. l~fojn :z o num1.wo monor, e 2x o numero 
maior. C'.>mo os doi~ numoros ~ommam lSll, n equação serâ 
:r +!!:r;::; li"!l. J{,•;1oh·iJa a oquac;l\o, vemo~ quo :z:, numero me· 
nM, ;, li:?, ll :?.r 411~ 1i o uunH!rO m:iior, é 124. 

Vc1·iliN11:i'io. O n•sultado tla soluçào é verdadeiro, 
qnr11u\o •atisfüz tod:t• n~ comlic;ões do problema. Ora. neMte pro· 
l·l1•m11 hn d1111• n111dkõPs : a prilllcirn ó que os dois numeros 
•0111mnm li-li; o a ~ognmb ó que o maior é o dobro do menor. 
Os 1mmo~·os G2 o 12-l Mtisfawm estas condições, porque som­
mam C.;!-r 12-1 _ 186, e 12·1 é o dobro de Gi!. 

Equação 

x+2x=186 
3x=186 
x= 62 

2..r=124. 

li Prohlcma. Um pai disse a seu filho: «A differença das 
nossns idn.clcs é 48 unnoi:;, e eu tenho cinco vezes a tua idade '" Quaes 
cmm as 1luns idades? 

~ohu;ào .. Seja x a idade do filho; eutao a idndo do pui 
hOrfL 5x. Gomo n. d1fferen<;n das duas idad<•s é 1JS nnnos a equa· 
çlio será Z,;c-x:- 48. He~olvicfa n equn<;ào x é igual n l9 · loao 
a ida<lo do filho é 12 nnnos, e a do pai é !i \·e-:.:e:1 maior, i~t,,C' é: 
5X 12::: GO nunos. 

\'erHicação. G0-12=4~. 

l 
f 

• 

E«111ação 

5:c-x=48 
4;-e=48 
x=12 

5x=GO. 

panar nu 

111 Problem•· Qul 6 0 nwnilro 
terço de ai meamo, tiearâ :.!4 ? 

~ohu:llo. "•'Jª ~ 1) numero: t>ntào uni teri;<> de:.: ê .!.. • 
1 ~ 

A equaçlo aNl r t- .i 21 

ln !•1i ra..la a Np1açlo, tamOfl s.r t- .r -'j H 
ç1o, :i: ~aguai a 18; !oi,..._,, o llUllll'rv ~ Ili • . E'l!Ol•ida a oqna· 

:11+7•94' 
8.r+:e•'JI 

4:1='12 
zalS. \·f"rlllt•a-:Ao. l'I t-!.'.: -111 

J -

IV P1•oblema. Qual i) o num(\ro '\llt' jun1'\nd l 
tndo de si mesmo, e do rPsulta•lo sulitra ii1;lio.so d :>·Mt- he ~ 
mesmo num•·ro, restari\ !IYi? 

018 
t61'9ot QU 

Soltu;ào. S"ja x o nnnwro; c•uUo •1 mMA<lü t:quaçlo 
<l "' • e~'º nu moro 62, u doi3 tero;o8 elo ~. 

" A oquaçlo eerá ;r ~..!.._.E.~ 1,-,-, 
' 2 :s .. 

Resolvida a oqua.;ào, o nl.ir rio x 1\ l2ti. 
\'crillcnçào. 121i 1 1;J--IH w: .. 

+ 11 !. 
::r 7- 3- =106 

6.c+ 3.c-4.c=fi80 
5x=6:J0 

x== 126 . 

. · V Prohlemn. Dividir u111n línhn de :!f> centímetros de e -
p1.1?1ednto cm duas partes, rlo sorte quo a mnivr tenhn 3 ccntimetºrmos 
mais o que a menor. 

Solu~ão. Seja x a parta menor e z + 3 a · . 
então a equaçio será z+x+3--2f>. O \·ator d maior, 
que é a parte menor; a maior 6..e1-3==1-&. e z o li 

\'eriftcaçào. ll + 14=25. 

Equa,lo 

x+;i·+3.::::a~f> 
2r==2ó-3 
2oz:=22 
:z:=ll 

;z;+3=14. 

\ ri Pro_blema. Dividir 68$ entre A, B e C de sorte ue B 
receba 5$ mau; do que A, e C receba 1$000 mais do que B. q 

Solução. Seja x a parte de A· então 
n pa~te de B. será x+õ$, e a parte de 'e será 
:r+5$-lr7f, isto é, x+12s. 

A equa~ão seráx·f x+5,+x+l2l.=68f. 
O valor de x e 17$: então a parte de A ó 171· 
a parte de B é 22j, e a parte de C é 2'J,. • 

\' erifieução. 17$ + 221+29f = 68f. 

Equação 

x+x+5$+x+12f=68f 
3:z:=5U 
:c=l7$ 

x+Dt=22$ 
x+l2$=29J. 

VII P1•oblema. Qual é o numero que sendo addicionado 
com a sua -terça parte, a somma será igualá sua metade e mais 10? 
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Solnsi\o. S(\,ia x igi.ial 110 numero; então o nu­

mere com a ~ua terça p1Ute ó x+ : ; o a met11Jo Jo uu-

~ro com mai~ 10 tl ~ + 10. 
Jr ~ +1) AequllçAo•mx+-s= : u. 

R&:ioh·lda a equs.;~". ach4mo~ que o valor do x 

''ea·itlclu;ào. 12+-l.=. t;+io. 

VIII Problema. Um t:mque tinhn n~ua at~ a terça par~ da 
.. ua nlturn: m:1s, lan~amlo-se dentro J:Ue l'i bnrns de ;gna, cou 
dieia a mct:1dc do tanque; quantos barns leYtwa o tanque · 

Soluc;-ão. Seja x igual ao numero de b11rris. que 
lova 0 tnnquo. \isto que um terço do munero mais 17 
e igual A metade do numero, então 11 equ:i<;llo será 

~..l..Jj =.!.. . s • ! . 
O val,>r d~ x ti 102. que ê o numeru 1fo barns que 

leYa o tauque. . 
Como os dois termos te-em o s1~nnl me!1os, tro-

cam-se os ~ignaes nos dois termos, e assim 6.carao com o 
signal mais. 

10
n 

. ~ à 10~ . 1- -
Veratien~< o. - 3- , •=7· 

Equação 

.!:...+17=~ 
3 li 

2.:c+102=3.7; 
2x-3x=-102 

-:t'=-102 
x= 102. 

IX P1-oblema. A soDlllla de dois numeros é 6í, e a sua cliffe­
rcnçfl é 19 ; quaes são os dois numeros ? 

Solu~ão. Seja x o numero menor , ex+ l!l o nu-
111ero maior. _ 

A L'qmH;ào será x+x+ 19=61. 
O valor do x é 24 : logo, o numero menor é 24, e 

o maior é x+lll=43. 
\'erifica~ão. 24+43 = 67. 
Outra solução. Seja x o numero maior, e 

x-19 o numero menor. . . , _ 
Ent!o, a equa~ào será x7x-l~=ü• . 
O numero maior que é :r, é 43 : e o numero me-

nor que é :c-1 \\. é ::!-!. 

Equação 

x+x-1-i9=67 
2.'1:=6i-19 
2.r=48 
x=2± 

x+19=43. 

x+x-19=l)7 
2x=6i ...!... 19 
:?.r=811 

.1·=43 
x-19=24. 

X P1•oblemn. Um fazendeiro contractou um empregado por 
30 dias, dando-lhe 25 t(lstões e comida em cmla ~a que tra~alhass .. e, 
e cobrando-lhe 20 tostões pela comidn em cada dia que va~asse. No 
fim do tempo, o empregndo recebeu 300 tostões; quantos dias traba­
lhou elle, e quantos dias vadiou'? 

• 
-·~ 

PROBLDAS 

Sohaçlo. Beja :zi= ao numero de 
diu que trab&l.hou, 

Equação SO-z=ao numero de dias qno va­
diou. 

2frz = sal&rio doa dias de trabalho. 
20(30-:z::)=importe da comida noa 

diu que nlo trabalhou. 
Deduzindo do aalario que ganhou, o 

importe da comida doa diu que 'vadiou, 
restam 300 tostões; ontlo a equac;J.o será 

2.'>:z;-20(30-:r) ::300. 

25:1:-20(30-:z:)=SOO 
2fY.c-600+20x .::s800 

45x =800+ 
45x =900 

x=20 
Sendo z igual a 20, OI! dias que tra­

balhou, foram 20, e 011 que vadiou (oram 
30-20=10. 

30-x =10. 

Verlftcação. l!O dias a 25 tost.õel . . ..... . 
Deduzindo 1 O • :. 20 

600 to~tõea 
200 

. Restam. 300 

Nota. Damos o dinheiro em tostões, para facilitar a soluçlo i o diacipulo 
agora poderá substituir 25 tostões por 2f500, e 30 tostões por SJOOO, etc. . 

XI Problema. Duas locomotivas partiram ao mesmo tempo 
dos extremos de uma linha ferrea de 21 O kilometroe de extensão; 
uma movia-se com a velocidade de 40 kilometroe por hora, e a 
outra com a velocidade de 30. Quantas horas gastaram para se 
encontrar? 

Solução. ~ja x o nurn<:ro das hora.~; ora como 
uma locomotiva and.a 40 kilometros por bor~\ em x !Joru Equac;Ao 
andará .W:i::. A outra locomotiva, p<Jr semeJ..Uante razM, 40x+30~=210 
andará 30z. Como a linha tem 210 kilometro11, a equação 7,._ 2l0 
é 40x+~=210. Hesolvida a equnçli.o, achamos que o . vw= 
valor de x é 3, numero de horas precisas para o encontro. x=3. 

Se o problema, além de pedir o numero de horas, pe-
disse tambem o ponto do encontro, a solução seria muito ~il, porque ubendo-se 
que as locomotivas gastaram 3 horas para &a encontrar, concluia-se daqui q1'1' 

a mais ' ·eloz andou 40X3==120 kilometros; · 
a outra andou 30 X 3:..= 90 kilometro8. 

· Isto quer dizer que as locomotivas se deviam encontrar no ponto da linha, que 
dista 120 kilometros de um extremo, e 90 do outro. . ~. 

. XII P1•oblema. De uma estação sahiu um trem mixto cor­
rendo 20 milhas por hora; 3 horas depois, sahiu o trem expreuo 
na mesma direcção, andando 25 milhas por hora. Em quantu 'orà 
este alcançou aquelle ? 

Solução. Quando o se~ndo trem partiu, já o 
primeiro lho levava uma dianteira de 20 X 3=60 milhás. 
Sej!8bia z o numero de horas ; como o expr088o anda 
25 as por hora, em x horas andará 25z; e por seme­
lhante razio, o mixto andará 20:r. Ora, o expr6880 para 
alcançar o mixto, tem de andar o que o mixto anda. e 
ainda mais as 60 milhas que o separam delle. Logo, a eq:ia­
ção deve ser 2.l;:e=20z+60. ~olvida a equação, vemos 
que o numero de horas requerido é 12. 

Verificação. O expresso andou 26X12=300 milha.e; 
o mixto andou 20 X 15=300 milhaa . 

• 

Equa9Ao 

2&.c=20a:+60 
2~-20z=60 

5z=60 
"=12 
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Out.-a flolnção 1lo mesmo 111•oblemn. 
Seja x o numoro de horas quo nndou o expresso i e :z:+3 
o numoro de horas q,ue andou o mi."tto. Ora como ambos 
correm umn diqtnnc1a igual, soguo-so quo o numero dA 
horas multiplicado pola distancia quo <·nela um anda om 
cada hora, dará productoR iguaos, o por isRo 

Eq11n~ão 

25 X.f=20(J:+3) 
2f")J'=20x+60 
Õx=60 
x=12. 26 X :z: ...:.. 20 X (:z:+S). 

O discipulo poderâ ngora resolver som difficuldade os seguintes problemM : 

13. Dividir 42 amendoas entre Julio e José, de ~orte que !osé 
receba o dobro das de Julio. Resp. Juho 14, Jose 28. 

14. Dividir o numero 48 em tres partes, de sorte que a segunda 
parte seja o dobro da primeira, e a terceira tres vezes tanto como 

· · Resp 8 16 e 24. a primeira. · 1 ' • 

15. Dividir o numero 60 em tres partes, d~ sorte_ que a segunda 
parte tenha tres vezes a primeira, e a terceira seja o dobro d.a 
segunda. Resp. 6, 18 e 36. 

16. Um meio, um terço e um quarto de certo numero so~; 
mam 65. Qual é o numero ? Resp. · 

17. Dividir 88 libras esterlinas entre A, B e C, dando a B j, e 
a C-f da parte de A. Resp. A=42, B=28 e C=~8. 

18. Dividir o numero 32 em duas partes, de sorte que a maior 
tenha mais 6 do que a menor. Resp. 1? e 19. 

19. O numero inteiro de empregados de uma fabrica e 1000 
pessoas; o numero de meninos é o dobro do numero. de homens, e 
0 numero de mulheres é ll vezes o numero de menmos. Achar o 
numero de homens, de meninos e de mulheres. 

Resp. Homens 40, _menin~s 80, mull~er.es 880. 
20. Um negociante comprou quantidades iguaes ~e farmha de 

duas sortes, uma a 8$ cada sacca, e a outra a 10$ ; importando a 
farinha em 198$, quantas saccas comprou? . Resp. 22. 

21. Do triplo de certo numero subtrahmdo 17, resta 22; achar 
o numero. Resp. ? 

22. Duas pessoas estando separadas pela distancia de 4200 
kilometros tomaram ás mesmas horas os trens expressos para onde 
se tinham 

1

de encontrar, andando uma 40 kilometros por hora, e a 
outra 30. Quantas horas gastaram para se encontrar? Resp. 60. 

23. Dividir uma linha de 28 centimetros em duas partes, de 
sorte que uma tenha! da outra. .Resp. 12 e 16. 

24. A somma de dois numeros é 200, e a sua ddferença é 50; 
quaes são os numeros? . ~esp. 125 .e 75. 

25. A somma de dois numeros e 100, e a sua differença e 76; 
quaes são os numeros ? . . Resp. ? 

26. A somma de dois numeros é 5-í, e a sua differença f; 
quaes são os numeros ? Resp. 3 t e 2 ~. 

1 ' 1 
f ' 
I 
\ 

j 
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PROBLEMAS 

27. Albano disse a sna irmã:- «Eu. tenho o dobro dá -
e, se eu tivesse mais 15 annos, teria tres vezes os teua 
Qual era idade de cada um ? • f 

28. A .somma. das idades de A, B e C ó 109 annos; B e San 
mais moço do que A, e 5 annos mais vellio do que C. Quaes são n 
suas idades ? Resp. ? '-'"""""" 

29. Qual é o numero que se t e t del si mesmo lhe f.,em 
jlliltos e ainda mais 26, a somma sení igual a 5. vezes o mesmo 

1 numero ? Resp. 1 
30. Um menino disse: cr: Se a metade e um terço do meu di­

·nheiro e mais 9$ fossem juntos ao que cu tenho, eu t- 20$.• 
Quanto tinha elle ? ~p. ? 

31. Ui!i pai de familia morreu deixando 6:500$ para serem 
divididos por sua viuva, 2 filhos e 3 filhas, de sorte que cada filho 
recebesse o dobro da parte de cada filha, e a viuva recebesse 5001 
menos do que o total que recebessem todos os filhos. Pergunta-se 
qual é a parte da viuva, a parte de cada filho, e a de cada filha. 

Resp. Viuva 3:000$, cada filho 1:000$, e cada filha 500$• 
32. Em uma eleiçuo o numero de votos que tiveram dois can­

didatos foi 256; ora, tendo o candidato eleito uma maioria de 50 
votos, quantos teve cada um? Resp. 153 e 103. 

33. Tenho um numero no meu entendimento que, se for multi­
plicado por 7, e ao producto se addicionar 3, e depois dividir tudo 
por 2, e deste quociente subtrahir 4, restará 15. Qual é o numero? 

• Resp. 5. 
34. Um negociante foi á Capital comprar alguns generos. No 

primeiro dia gastou i do seu dinheiro; no segundo dia t ; no ter­
ceiro dia t; no quarto dia t, e então restavam-lhe só 300$000. 
Quanto tinha elle quando chegou ? Resp. 6:000$000. 

35. Um pintor foi contratado para trabalhar 28 dias em ~ 
obra, com a condição de receber 7S500 em cada dia qv.e traba­
lhasse, e de pagar 2$500 em cada dia que não comparecesse ao 
trabalho. No fim dos 28 dias, elle reeebeu 120$; quantos dias tra­
balhou ? Resp. 19. 

36. Dividir o numero 55 em duas partes, de sorte que u.ma 
esteja para a outra, assim como 2 está para 3. 

Solução. Sejam 2x= a um numero, e 3x= no outro; 
então a equação será 2a:+3x= 55. Sendo x= 11, um numero 
será 22 e o outro 38. 

Os discípulos que já tiverem estudado proporções em 
Arithmetica, poderão ta.mbem resolver este problema pelo se­
guinte modo: :z:= a um numero, 55-x= ao outro numero. 
Então, x:õr>-x: :2:3. Como o producto dos extremo& é 
igual 110 producto dos meios, temos a equação 3x=UO-ll:r, 
e x=2'2, e 55-x = 33. 

• 

Equação 

2x+3::c=55 
5a:=55 
oo=ll 

2x=22 
~=33. 
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:1i. A i::;o111111u de 1loi~ nnuwros 1! lill, e o menor ."~tií pnra o 
mnior a~:>im l'OlllO f> cstii pnra 7. (J_ufü•s silo os nunlt'ro!I ! , ~ 

3
, 

R<~sp. 2D e • :.>. 
·\~ Dividir 0 nm1ti•ro H2 om qnntro pnrtci:i qnc estejam na 
' "· l ., i::. 7 8 Hc•s1> 12 20 28 e 32. propon;11o < e .-1, "• o . . · ' ' 
:lH. Um ,.11 por <[til' nncla 1 ~> nulhns por horn com ~ corrente, 

1• 1 o mill1:1s por hnm contrn f'lla, g-nstu 2f> l1oras cm i.r e voltar 
de mrni eiclitdn ;i outrn. Qunl ú n distnncia entre as duns cidade~? 

Resp. 1 [>0 1111lhas. 
40. Aduir um numero que multiplicnd? s;1ccessivamente por 

12 e por 8, 1l differcnc:11 de seus prorluctos se.la 28. .Resp. 7 · 
41. Um nlfaiii.te póde fozor uma peçn de obra em 6 dias, e ~ua 

mulher póde fozel-n cm 9 dins; tmbnlllfln<lo juntos, em quantos dias 
a poder11o fazer? 

Solu~üo. l:'.lendo x= ao tempo, e a obra igual 1 ; então 
o alfoi11te faz t cada dia, e a mulhor faz A· 

:r X d • 
~~m ;i; dias, o alfaiate faz e' o a mnlher0 , e os ois 

juntb~ fazem : + : = 1. O valor de X - 3-t, isto é, 3 dias e i 
de um dia. 

Equa~ão 

--=--+--=--=1 6 9 

3x+2x=18 
5x=18 
x=3}. 

42. Um lnvrarlor póde colhor todo o seu café em 6 .dias; seu I 
filho mais velho o póde colher em 8 dias, e seu filho mais moç~ o 
pódc colher em 24 dias; trabalhando os tres juntos, cm quantos ~as 
o podcrif.o colher ? Rcsp. 3 dias. 

43. Um professor gasta ~ do seu ordo!lado annual .em cnsa e 
comicln, ·~ do resto em livros e roupa, e mnda econom~za 2:400$ 
cadn mmo; qunl é o seu ordenado ? Resp. li:OOOsOOO. 

44. Qunl é o numero cuja terça pnrte excede 15 á quarta parte 
<lo mesmo numPro ? Resp. ? 

4;), Uma mposn. pel'seguida por um galgo, levava-lhe a dianteira 
rle GO pulos. A raposa dava 9 pulos emquanto o galgo dava 6; mas 
3 pulos deste vnliam 7 pulos daquella. Quimtos pulos deu o galgo 
pnrn nlcnnçnr a mposa '? 

Solu~ão. Este proolonia offorece alg~ma difficuldnde por cam1a das unida­
des diversa~ qne apparocum nos dados, e por 18so vamos resolvei-o. 

Ho o galgo dava 6 pnlos, emqunuto a raposa dava 9, deveria dar 1, ernquanto 
n raposa da v11 ~ ~ pulos. ~ . 

E se 3 pulos do galgo são iguaes a 7 pulos da raposa, entao 1 pulo do galgo e 
igual a·~ da raposa. Ora, se o galgo dava 1 pulo, omqnanto a raposa dava~' mas 8e 
o pulo do galgo estaya para o da raposa na razão de J para 1, segue-se que o galgo 
pulava na rnziio de 1 X J=t, e a raposa na razão de 1 '>( ·~ - 1· Nestas duas fracçõc.>ii 
o~tão ns tinas velocidades redttzida~ proporcionalmeute á mesma unidade ele nw­
dida. 

PBObLIDIAS 

Seja, poli!, .r o numero de puloa qn8 dar• o galgo para 
alcançar a rapoea. EntAo o iralgo pulari l :r, e a rapoBa 1 :r; 
ora, como o galgo tem dl'I vencer a disiancia q11e anda a 
raposa e ainda maie 011 60 pul011 que l'llla lhe h•va de tliA-

1.r 3z tancia, 110guo-1e que a equação deve 11or 3=-;-+r10, e o 
resultado .; 72 pulo~. 

'\! erlílenf,'i"ao, O galgo andou 72 pulo~ doft ROll~, no tn(l~mo tompo em que a 
rapo~a audon 72 :.: ~ = 108 pulos doa ~eu11. Ora, 108 pulos com mais 60 que a 1epa­
ram do g:ilgu fazem mil. Vomo um pnlo do galgo valo ~ do pulo 1la raposa, o piro 
andou 72 X ~ - lf,8 pulo~ da raposa. 

Equações simultaneas com duas incognitas 

1 92. Duns ou mnis equações de lllllis de umn. incognita podem 
ser simultnnens ou independentes. 

As equações sllo simultaneas quando cndn, uma das inco­
gnitas tem o mesmo valor nessas equações ; assim, .c+y= 12, e 
3.e-2y=ll silo Juns equações simnltnnens, porque em ambas x tem 
o valor de 7, e y tem o valor de 5. 

As equações silo independentes quando teem as mesmas 
lettras, mas com valores cliffcrentes; assim x+y=l8, e x+y=36 
são equações independentes, porque toem as mesmas lettrns, mas 
com valores differentes, pois em uma equação sommnm 18, e em 
outra, 36. 

Xota. }!ais adiante trataremos ainda das equações independentes; aqui pre­
cisamos desenvolver Romeu te o ensino das equações simultaneas. 

198. Se tivermos uma só equação com duas quantidades des­
conhecidas, não poderemos de modo algum saber qual é o verdadeiro 
valor de cnda uma dessas ineognitas. Assim, nn. equação 

x+y=12, 
como o numero 12 póde ser formado de muitos modos, eomo 
11+1, 10+2, 9+3, 8+4, 7+5, e 6+6, nilo podemos saber 
quaes são os verdadeiros valores que x e y representam. Quando, 
pois, o numero das quantidades desconhecidas é mnior do· que ce 
numero das equações, o problema ha de ter uma solução indetef'.. 
minada, isto quer dizer que póde ter muitas respostas. . . 

Mas, se com a equação x+y=12 tivermos Ot1itra equaçãoaux1har 
que seja simultanea com elln, isto é, que tenha as lettras x e y eom 
os mesmos valores, como, por exemplo, a equnção x -f: 2p= 17, 
então poderemos reduzir estas duas equações a uma só, elimmando 
uma das incognitas, e deste modo, será facil achar o valor da outra, 
porque se na equação x+ y = 12 o valor de x é 7, então o valor de y 
serei. 12-í =5. 
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194. Os problemas que toem mais do uma quantidade desco­
nhecida, devem portanto, ter tnntns equações simultaneas quantas 
forem as quantidades desconhecidas. 

19;'.;. Chama-se elimina'.'~'io o processo que tem .Pºr fim 
combinar duas equações simultanens, contendo duas ou mais quan­
tiduclcs desconhecidas, parA. as reduzir a uma equação simples com 
uma só incognita. 

1 96. lla tres methcidos ou modos de eliminação : 
1 º Etiminaçao pela red·ncçao ao mesmo coe:fficiente. 
2" Etiminaçilo po1· cornpai·ação. 
3º Eliminaçtto pm· sttbstifitição. 

Eliminação pela reducção ao mesmo coefficiente 

197. A eliminação pela reducção ao mesmo coefficiente con 
siste em multiplicar ou dividir uma ou ambas as equações, de modo 
quo o coefficiente de uma incognita fique igual em ambas as equa­
ções, para depois, pela addiçi!.o ou pela subtracção, fazermos desapp8-
recer essa incognita. Esse methodo tem tambem o nome de elimi­
nação po1· meio da addição oit sitbtracção. 

Pl'oblema. Qual é o valor de x e de y nas equações simul­
taneas 2x+y=15 e 3x-y=5? 

Solu<:ão. Sendo o coefficiente de y igual em am­
bas as equações (n.• :i:i), mas tendo os siguaes differentes, 
isto é, sendo um + e outro -, elimina-se esta lettra som­
mando as duas equações (n.• r.1 ). O resultado da addiç.ão é 
5x=~0, ex....;:4, 

O valor de y póde ser achado, substitu.indo-se na 1 • 
equação o termo 2x pelo seu respectivo valor que é 8; e 
então teremos s+y=15 ou y=7. 

P1·obleina. Achar o valor de x e de y 
taneas 3x+2y=34 e x+2y=22. 

Solução. Sendo os coefli..:icmtea de 11 iguaes em 
ambas as equações, e tendo signaes iguaes, ellmiua.-se esta 
lettra por meio da subtracção. O resultado da subtracção é 
2X 12 OU X- 6. 

O valor de y póde ser achado, substituindo-se na 2ª 
equação a lettra x pelo seu valor que é 6, e então tere­
mos 6+2y=22; 2y=22-6, e y=S. 

2x+y=15 
3x-y= 5 
5x =20 

= 4. 

(1 •) 

B+y=15 
y=15-8 
y= 7. 

nas equações simul-

3x+2y=34 (lª) 
x+2y=22 (2•) 

2x =12 
= 6. 

198. Nos dois problemas que acabamos de resolver, vemos 
que quando uma incognita tem coefficientes iguaes e signaes diffe­
rcntes, elimina-se por meio da addição das duas equações simul­
taneas; mas quando tem signnes iguaes, elimina-se por meio da 
snbtrac<;ão. 

• 

PROBLEMAS 

Passemos agora a considerar o caso q~ndo os eoetB.~ 
incognitas são differentes. • 

Problema. Qual é valor de x e de y nas equações ~ 
taneas 3x-5y=6 e 4x+3y=37? 

l ão Nestas duas equac;ões simultaneas_, 
~~o~~cie~tes sã.o todos differentes, temos de 

como 0 ffi · t de x ou de Y 
igualar os coe c1en es ffi · nt~s de :i: temos de 

Para igualarmos os coe c1e • r 3 e então 
multiplicar a 1• e~laçào .por 4• .e ª ica~~o 12x. Par& 
ambos os termos at~ta t~!~:;1~emos de multiplicar 
igualarmos os coe cien 2• or 'õ e entl>.o ambos os 
a 1ª equação por S,_e ª p 

0
1&' Vamos agora el.i­

termos desta incogmt~ ~ca~do a. Yi• equa.l(ào por 3, o 
minar a. lettra :r.. Multiplica lt" u~•ndo a 2• equa.-

t á as• equac;l>.o; e mn 1p ~ ~ 
produc o ser d será a 4• equação. (Vêde u.• ~ '76 • 
c;ào por 4, o pro neto t•s duas novas equações sim -

Ora como nes ~ à · es e teem 
taneas (3• ~ 4•) os '?º~fficient:!e i:t~~ 1~~: meio da 
signaes iguaes, ehm1t1nd~s~ 29«=87 ou y=3. Substi­
suotracl(ào, e o resu ª ' 3 X 3-9 temos 
tuinde agora na 1 • l'lquaç.ão y por - ' 

4:c+3y=37 (u.) 
ikx:-5y= 6 (i•) 

12x+ 9y=lll (S•) 

12x-20y= 24 <4•) 

29y= 87 
'J= 3. 

4x+9=37 ' 
4x=37-9 
x= 7. 

4x+9=37 ou :i:=7. 
. z · ou divide-se iima ou ambas as equações 

Uegr;·. Jvíulti~ i;ad:eso1·te que os coefferirntes de uma ~neogn~ta 
por wm ?1" ois nume1bo; as equar.lJes e se.os signaes dessa in~ognita 
fiquem iguaes em a.m ª • ' ' .forem iguaes, 
.f. d:.ff. . tes addfoionam-se as duas equações, e se J' 
]orem we? en J • 

subtJrahe-se a menor da maior. . 
a ões simultaneas teem termos fracc10-

Nota. Quando uma ou ambas ds e~ ç.procede-se conforme a regra. (Vêde 
na.rios, inteiram-se esses termos, e ep 
o.• t.8•). h d d ducç.ão ao 

A.char o valor de x e y nas segnintes equaç.õe~, pelo met o o a re 

mesmo coefficiente: 

2x+ 3y=23 
5~c- 2y.=1Ü. 

Resp. x=4 
y=5 

7. f>x+ 7y=43 
llx+ 9y=69. 

Resp.I/ 
1. 

2. 4.n+ y=34 
·4y+ x=lÔ. 

3. 30x+40y=270 
óOx + 30y= 340. 

4. 

5. 

6. 

2x+ 7y=34 
5x+ 9y=51. 

....:... + L.=18 
ó 6 

~~ ..!.. =21. 
2 4 

2x+y=50 
~+ .!L =5. 
6 7 

» 

» 

x=B 
y=2 
x=Ó 
y=3 

? 

? 

? 

8. 8x-21y=33 
6x+35y=117 · 

9. 2ly+20x=165 
77y-30x=295. 

10. 11x-10y=14 
f>x+ 7y=41. 

11. _:_ + .JL =7. 
2 3 

~ + .JL =Ó. 
3 ~ 

12. .::_ + JL =2 
5 10 

4x- 2y=0. 

? 

'J) ? 

? 

? 
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Eliminação por comparação 

11H>. A diminai,·Ao por comparat,"110 consisto em achar o valor 
d!l rnesmn incognita cm termoi; da outrn nas duas equações, o depois 
pdn compar111;ào dos dois valores, formnr uma equnção simples, 
\'.01uo ntmos ,-cr nn seguinte i;oluçilo: 

Problema. Qu<tl é o valor de x e y nas equações x+y= 1ô 
e :!.1·-y=l-1 '? 

x+y= 16 (1•) 
2x-y= 14 (2ª) 

x=16-y 
Solui;ão. O valor dex na primeira equação é 16-y. 

ll n& segunda equanªo o valor do 2x é 14 + y e de x é H+ .,,.. ' T· Ora, como o valor de x é igual em ambas as equa-

H+11 çõllll, segue-se que 16- y =- -.,-. Resolvida esta equação, 

vemos que y=ô; e x=16-6~ 10. 

X= H+11 
2 

16-y= H+11 
l! 

y=6. 

ll~g~·a. Acha~se .em cada equação o valor da incognita que se 
q.tter el1 m1 nar, cxpnrnindo o seu valo1· em te?·nws das outras quan­
tidades. 

Fó1'1na-se urna ~wva equaçao destes valores i'guaes, e resolve-se 
como uma equação stmples. 

• Ç> d.iscipulo deve resolver as seguintes equações simultaneas elimina d 
mcogmta pelo methodo de comparac;ào: • n ° a 

1. x+ y=12 Resp. a·=8 4. 4x+3y=13 Resp. ? 
J.'- y=4. y=4 3x-r-2y=9. 

2. 2x+2y=36 Resp. ~=12 5. 3x+2y=118 Resp. ? 
3x-3y=l8. y=6 x+5y=l91. 

3. x+ y=20 Resp. x=18 6. 4x+5y=22 Resp. ? 
2x+3y=42. y=2 7.c+3y=27. 

Eliminação por substituição 

200. A eliminação por substituição consiste em achar em uma · 
equaçã? o val~r ~e uma incognita em termos das outras uantidad 
!c~:~~~s substitwr na outra equação aquella incognita p~r seu val~s; 

i 
1 

. 

PROIJLSJUS 

Problema. Qual é o vnlor do x o y naa 
tan~. x+2.11= 17 e :!.r+3.11=28? 

Solu~ào. Na primoirn '"\lln<;l\o x ó iguAl a 
l'1-2y, e ix -.; 2(17-lly: suhstitmodo na 2• E141UA<;ilo 
5lx pelo 11eu valor, que ó 2(17-2y), tomOA a l'qllaçl\o 
2(17-2y)+Sy=28. Resolvendo oata 11qua<;Ao, temos 
y=6. 

x+2!J=l7 (I•) 

2x+i3.IJ=28 {9") 

• Snbatituindo agora na 1• eqnnç.\6 2y por 

x=17-iy 
2(17- 2.IJ)+3,y=28 

.6+6=12, temos x+12.=17, e a:=fi. • ou34-4,y+3y=28 
y=6, e :i:=ó. 

Regra. Acha-se em uma eq1taçdo o valor de uma inco911ita 
em termos das outras quantidades, e na outra equaç4o 1ubstitm-se 
esta incognita pdo seu vcifor achado, e depois · ruolve-se como• na 
equaçao simples. ... 

Achar pelo methodo de substituição os valores de x o y nu seguintes equa­
c;.ões simultaneas : 

1. x+5y=38 Resp. :t:=3 4. 4x-3y=2ô Resp. ? 

3x+4y=37. y=7 3x-·4y=16. 

2. 2;i~+4y=22 Resp. x=5 5. 2x+3y=28 Resp. ? 

5x+7y=46. y=3 3x+2y=27. 

3. 3:-c+5y=57 Resp. :r=4 6. 4x+ y=43 Resp.? 

5x+3y=47. y=9 5x+2y=56. 

Problemas com duas iD~gnitas 

201. Agora, que o discípulo já sabe resolver equações si­
multanea.s com duas quantidades desconhecidas, ~á. tamb~m 
resolver os problemas que apresentarem o mesmo numero de m-
cognitas. 

I Vroblema. A som.ma de dois numeros é 25, e a sua dift'e­
rença é igual a 9; quaes são os numeros ? 

Solução. Seja x= ao numero maior, e y= a.o. numero 
menor ; então a somma dos dois nnmeros é 95, e a sua. diffe~ença 
é 9. Eliminando em ambas as equações a lettra Y por me10 da 
somma, temos x=17, e y=B . 

Nota. Como já vimos na sec~ào •·' 191, este troblem~ 
póde ser resolvido com uma só incognita; damol-o tam em aqru 
para o discipulo o resolver com duas. A Alg~bra offerece meios 
variados de resolver os problemas. 

ro+y=25 
oo-y= 9 

2x=34 
:i:=17 . 
y= 8. 



AU.F.111U F.LF.!tlF.~TAH 

li P1·oble ma. A somma de <loit:i numero!:! é 44, e um está . 
pam o outro assim como 5 <:>stn pum (j, Qunes si.lo os numeros ? . 

~oluf,'Õ.O . ~eja. ;i·=- ao unmoro maior, e !! = ao 
numoro menor ; ontllo, corno um o~ti.í para o outro, as~im 
~omo f> para 6, 1<0gue-se que &:r.::-6y. Elimiunndo n. 
l111tm :i:;. lemos ,11 :.'O e x _ !.l-!. 

E~to pr~lilouui póc.lo tnmbom ser resolviclo com 
uma só 1nt1ogo1fa, na seguin te equação !i.c+6x 44. 

.e+ y=44 (1•) 

!'ú:-6y=0 . (2•) 

5.c+5y=220 
-lly=-220 

y=20 
x =24. 

~II .•·r~blem_a~ Achar dois numerol:i t aci; que, se a metade 
do primo1ro for nddrn1onada com o segundo, a som.ma será 34 e se 
um terço do se~;nndo for addicionado com o primeiro a s~mma 
SCl'll 28. 

1 

• 

S olução. Seja x= ao primeiro numero e y- ao se-
gundo. ' -

0
0 

enunciado do problema. está e;ii:presso nas duas equ:u;ões. 
p~rn!1do a soh11}ãO, acharemos que x=20, e y=2.J.. 

O d1sc1pulo fará a ver ificação. 

: + y=34 
x +.!!.-.=28 

3 
X= 20 
y=24. 

. I V Pro~le~a. D ois mRscates ir]andezes contaram o seu di­
nheiro, e .dep01s. disse um ao outro: Dá-me um terço do teu dinheiro 
e eu t~rei .110 libras; r~spondeu-lhe o outro: Dá-me um quarto d~ 
teu dinheiro, e eu terei tambem 11 O libras. Quantas libras tinha 
cada um? 

Solu~ão. Seja a:= ao nume1·0 que tinha um mnl!cat e 
o 11 = ao que tinha o outro · en tão pelo enunciado do pro~ X + Y3 = 11 O 
bloma, podemos formular as duas equa<;ões que estão no lado 
nas quaes x:=80 e y=90. ' : + y = 110 

:>. Achar dois nmneros em taes condições que, -! do pr imeiro e 
um -l ~o segnndo sommem 22, e t do primeir o e t do segundo som-
mem 12. Q.uaes são os numeros '! R 94 30 6 S . d d esp. - e . 

· e .º maior e ois numeros fosse j unto a l do menor a 
somma ser:a 37; mas se do menor fosse subtrahido } do mai~r 
o resto sena 20. Qaes são os numcros '? R ?' 7 Um . d esp. 
d . · d negociante ven eu 20 <luzias de ganafas de vinho e 30 

uzias e garrafas de cerveja por 240$.000; em outra occasião 
25n~eu, ª rD;Zil0 do mesmo preço, 30 duzias de garrafas de vinho e 

f. e terye~a por 280$0~0. Qunl é o preço de cada duzia de gar­
ra as 

8
c e vm o, e de.cerveja? Resp. Vinho 6$, cervej a 4~ . 

por 900~00fazende1;·0 ven~1·u a um visinho 9 cavallos e 7 vacc:s 
\ 13' . ' r a ou ro ven eu a razão <lo mesmo pr eço 6 eavnllos 

f i'1'accads pe n] mesma quantia de 900$000. Qual é o preço de cada 
cava o e e ('flC n vncca r R '"' " LéSp. u ;$ e 36_$. 

• 

1· 

· 1, 

l 
\ 
1 

PROBLJDlAS 

9. Um viajante tinha dois cavallos que lhe custaram ee 
preço cada um; depois comprou um sellim inF:lez por 100$000: 
orá, qun.ndo elle punha o sellim no primeiro cave.llo, este com o ael­
lim valia o dobro do segundo; e quando pull,hn o sellim no segundo, 
este coBl o eellim valia S vezoe o primeiro. Quanto ~he custou cada 
cavallo? , Resp. 1 º=60$, 2º=80t. 

10. Se jnntnrmos .8 a~ numerndor de um!\ fracção, ella ficará . 
igual a 2 ; mas se subtra.hi.rroos 5 do d'bnominador, a fracç1lo ficará 
igual a 3. Qual é a fr~lo ? . Resp. ? ~ ~ & 

11. Ha dois numcroa que sommam ~1. ~ '9'e 3 vezes o ~enor for 
subtrah.ido de 4 vezes o ·maior, e o resto dividido por 6, ()quociente 
será 6. Quaes são os dois numeros? · Resp. 16 e 21. 

12. Se subtrahírmos 3 de ambos os termos de uma í.faeçlio, ella 
ficará ti mas: se juntarmos !) a ambos os termos, ella ~ca.rt l· Qual 
é a. fracçã.o ? .. · Resp. .? 

13. Se o maior de dois numcros fosse multiplicado por 5, e d 
menor por 7, a somma dos seus productos seria 198; mas, se o ~or 
fosse dividido por 5, e o menor por 7, a somma dos seus quocientes 
seria 6. Qua.es são os numeros? Resp. 20 e 14 . 

14 . .Axthur devia 500$000, e Henrique devia 600$000; mas nem . 
um nem outro tinha dinheiro sufficrente para pagar o que deviam. · 
Disse Arthur a Henrique: Empresta-me i do teu dinheiro, e eu 
então poderei pagar o que devo; respondeu-lhe Henrique: Empres­
ta-me -t do teu dinheU:o, e eu pagarei tambem o que ~evo. Que 
quantia tinha cada um? Resp. Arthur 400$, Henr1qu~ 500$. J 

15, Um pai repartiu 2:400$000 por seut dois filhos A e B ? 
pare. elles negociarem. No fim de um a"lJ,no, A tinha -p~rdido t db ! 
seu capital, emquanto que B, tendo ganho uma sommit igual a t do i 

seu capital, achou que o seu dinheiro era justamente igual ao de seu l 
irmão. Que quantia deu o pai a cad& um? . Rc~. A-1:500$000 e B=900$000. 

16. Ha. 7 annos, a idade de Samu~ era tres vezes a idade de 
Elias, e de hoje a 7 annos, a ida.de de Samuel s'erá justamente o do­
bro da idade de Elifls, Qua.es silo as suas idades ? 

Resp. Samuel 49 e Elias ~1. 
17. Dividir o numerO' 75 em duas partes, de. sorte que tres vezes · J4; 

a maior exceda 15 a sete vezes a menor. Quaes são as partes? Resp. ? ?t=- ~/:/== .... "'! 
18. Achar do)s numeras taes que a s.omma de cinco vezes o · ~ ""' 

primeiro e duas vezes o segundo seja 19; ~ a differença entre sete • . 
vezes o primeiro e seis vezes o s.egundo seJa 9. Resp. ? 1'- • 1.Í .. { 

19. Uma. casa e o terreno importaram em 8:500$000, o preço 
do terreno é -fv do preço da casa. Achar o preço de cada m~. ~ 

Resp. Casa 6:000$, Terreno 2:J00$. 
/;.. & • 


