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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar a interacio entre radiacdo e matéria na
presenca de uma perturbacdo nao linear em sistemas de dois niveis. Utiliza-
mos uma abordagem semi-cldssica para descrever um sistema de dois niveis
sujeito a influéncia de um campo eletromagnético externo. Neste sistema
inserimos um termo dependente da populacgdo local, o que acarreta ndo li-
nearidade nas equagdes de movimento. Foi utilizado o formalismo de ma-
triz densidade, e a dinadmica foi obtida a partir da equacdo de Liouville-von-
Neumann. Esse formalismo nos permite obter um conjunto de equagdes dife-
renciais acopladas com termos nio lineares devido a presenca da perturbagdo
local de carga Ap, onde A é o pardmetro que nos fornece a intensidade dessa
perturbagdo e p € a propria densidade de carga. A resolucdo da equagdo de
Liouville-von-Neumann gera um conjunto de 3 equagdes diferenciais acopla-
das que resolvemos em uma primeira aproximacao para frequéncia do campo
eletromagnético externo @ = (. Esse primeiro conjunto de solu¢des pode ser
utilizado como base para a solu¢do completa do problema uma vez que os ter-
mos dependentes do tempo no hamiltoniano podem ser eliminados via uma
transformacdo unitdria. A presenca de ndo-linearidades no sistema gera um
regime de autoconfinamento das populacdes para algumas configuracdes dos
valores dos paradmetros e podem suprimir as oscilacdes de Rabi. Além disso
estudamos também o comportamento desse mesmo sistema quando sujeito a
termos dissipativos. A influéncia da dissipag@o no tempo de decoeréncia do
sistema foi analisada, assim os diagramas de configuragdo que mostram um
possivel surgimento de dindmicas cadticas.

Palavras-chave: Hamiltoniano de Rabi, nao-linearidade, sistema de dois
niveis, autoconfinamento, matriz densidade.






ABSTRACT

This work aims to study the interaction between radiation and matter in the
presence of a non-linear disturbance in the two-level system. We use a semi-
classical approach to describe a system of two levels driven by an external
electromagnetic field. In this system we insert a term dependent on the local
population, resulting nonlinearity in the equation movement. The density ma-
trix formalism was used, and the dynamics was obtained from the Liouville-
von-Neumann equation.This formalism allows us to get a set of coupled non-
linear differential equations due to presence of local charge density A p, where
A is the parameter that gives us the intensity of this disturbance and p is the
very charge density. The resolution of the Liouville-von Neumann equation
generates a set of 3 coupled differential equations. We decided on a first ap-
proach to frequency off the external electromagnetic field @ = 0. That first
set of solutions can be used as a basis for complete solution problem, since
the time-dependence can be eliminated via a unitary transformation. The
presence of nonlinearities in the system generates a self-trapping regime of
populations for some configurations parameter values, and can suppress the
Rabi oscillations. We also studied the behavior of the system when subjected
to terms dissipative. The influence of dissipation in the decoherence time of
the system was analysed, and the configuration diagrams showing a possible
emergence of chaotic dynamics.

Keywords: Rabi Hamiltonian, nonlinearity, two-level system, self-trapping,
density matrix.
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1 INTRODUCAO

O estudo tedrico de transporte de cargas em sistemas supra-moleculares
garante um maior entendimento sobre tais fendmenos, o que permite melho-
rar a eficiéncia de dispositivos tais como células solares e sistemas fotovoltai-
cos em geral[3]. Em particular, na transferéncia de portadores e dindmica de
separacdo de carga em triades moleculares C — P — Cg, foi observado que a
presenga de um potencial induzido, dependente da populacdo de carga local
da molécula, contribuia fundamentalmente para o processo de separagcdo de
carga e a dindmica do exciton[4].
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Figura 1: Dinmica de separacdo de cargas em triades macromoleculares [4].

A dindmica de transferéncia de carga nesse sistema macromolecular
foi descrita pelo hamiltoniano de Huckel[5] modificado através de um termo
ndo linear que confere ao sistema um regime de autoconfinamento para o pa-
cote de ondas do elétron quando a contribui¢do desse termo ultrapassa um de-
terminado valor critico. A origem da ndo linearidade vem da presenca de um
potencial de polariza¢do intramolecular induzida. Devido a presenca desse
potencial, apds 2 pico segundos aproximadamente a energia de polarizagdo
favorece um desvio na energia dos autoestados do hamiltoniano, o que, por
fim, acarreta o auto-confinamento do elétron gerando um estado de carga se-
parada.

A andlise da dindmica de separacdo de cargas em sistemas moleculares
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foi a motivacdo primdria para o presente trabalho, entretanto, a fisica ndo
linear ¢ muito mais ampla que apenas o exemplo que demos no paragrafo
prévio. No contexto de matéria condensada temos por exemplo a presenga
desse fendmeno no estudo de transporte em moléculas[6, 7, 8, 9].

Assim como em sistemas moleculares encontramos motiva¢ao para o
estudo de ndo linearidades na fisica, em um conjunto de dtomos aprisiona-
dos em armadilhas épticas e resfriados a uma temperatura abaixo de uma
temperatura critica 7. formam os conhecidos condensados de Bose-Einstein
previstos em 1924 e verificados experimentalmente apenas em 1995[10, 11]
por um grupo do MIT. A razdo dessa lacuna de tempo entre previsao tedrica
e realizag@o pratica é devido ao desenvolvimento do método de resfriamento,
mas a questdo é que esses condensados de Bose-Einstein sdo descritos pela
equagdo de Gross-Pitaevskii, equagdo ndo linear derivada independentemente
por Pitaevskii (1961) e Gross (1961) e ainda se mantém como principal ferra-
menta tedrica para descrever sistemas de bosons diluidos em baixas temperaturas[12].

2v2

d
o) = (=5 Veolr) 0P W), (1)

Como dito, a equagdo 1.1 (GP) é conhecida por descrever bem con-
densados bosodnicos (BEC) armadilhados a baixas temperaturas [13, 14, 15],
no entanto, ela obtém sucesso na descri¢do de outros fendomenos fisicos tais
como a luz se propagando em meios ndo lineares[ 16], dindmica de pdlarons e

localizacdo de energia vibracional em moléculas. Notemos que o parametro
4nh’a

g= incorpora todas as contribui¢des de muitos corpos no sistema de
n dtomos, onde m € a massa e a € o parametro de espalhamento. A equacdo
GP € um tipo de equagdo de Schrodinger ndo linear. Entretanto, uma forma

mais geral de equacdes ndo lineares pode ser escrita da seguinte forma:
J  KV?
(:hat =TV —|—f|‘I‘(r,t)|2> ¥(r,t) =0. (1.2)

A NLSE(Non Linear Schroedinger Equation) corresponde a equagio
GP na medida em que o termo f|¥(r,¢)|?> recai em g|¥(r,7)|> em que g =
4nh’a

Estes termos ndo lineares produzem uma gama de resultados que

m
diferem bastante do regime linear[15] e nos capacita estudar outros regimes
em sistemas quanticos; a Eq. 1.2 também & base para a defini¢do da equacdo
de autoconfinamento discreta proposta inicialmente por Eilbeck (1982)[17].

1hdSC
dt

= HyC+nF(|C])C. (1.3)
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Esta equacio foi utilizada para descrever a localizag¢@o de energia vibracional
em proteinas, e posteriormente utilizada amplamente para estudar sélitons[18].
Recentemente foi possivel demonstrar que, em sistemas supramoleculares, o
potencial de polarizacdo induzida devido a presenca de cargas localizadas
gera um termo que pode ser interpretado como NF(|C|>)C na equagio 1.3
[4]. Ou seja, no referido trabalho tornou-se evidente que as interacdes de
muitos corpos em sistemas complexos podem ser reduzidas a termos ndo li-
neares na equacio de Schroedinger. Aqui se encontra a principal motivacio
tedrica para o presente trabalho. Ou seja, estudar os diversos aspectos da
dindmica de populacdes a partir da equacdo de auto-confinamento discreta,
com o objetivo de melhorar nossa intui¢cd@o a respeito do funcionamento desse
tipo de sistema.

Nesta dissertagdo vamos trabalhar com um sistema de dois niveis su-
jeito a perturbacdo externa de um campo eletromagnético, contendo nos ter-
mos diagonais do hamiltoniano uma contribui¢io de termos nao lineares. Ma-
tricialmente podemos escrevé-lo da seguinte forma:

_ (Ei+MXipu ye'®"
"= ( e ' Ext+Apn)’ 14

Vamos procurar a dindmica através do formalismo de matriz densi-
dade. Os termos diagonais de H, que correspondem as auto-energias de um
sistema de dois niveis isolado, sdo modificados pelo termo Ap, onde A é o
pardmetro que fornece a intensidade da nio linearidade e p € a prépria densi-
dade local de carga. A justificativa para a constru¢ao de um hamiltoniano com
essa caracteristica, como ja discutido, pode ser visto nas referéncias[17, 4].
Uma caracteristica prépria de sistemas descritos por hamiltonianos desse tipo
é a observacdo de regimes de auto-confinamento resultantes de quebras de
simetria, o que significa que existe a possibilidade de, mesmo sob a agdo de
um campo externo, o pacote de onda do sistema permanecer confinado em
um determinado estado.

Os termos ndo diagonais sao as coeréncias responsaveis por efetuar a
transicdo entre os estados, podem ser representados tanto por perturbacdes
constantes quanto por termos de campo oscilante. O nosso interesse é ob-
servar como um sistema quantico responde a um campo externo na presenca
de ndo linearidades. Numa primeira andlise estudaremos o sistema sem a
presenca de dissipacdo, de modo a verificar as oscilacdes de Rabi, que sdo
exemplos fundamentais de interacdo coerente entre luz e matéria. Essas oscila-
¢Oes consistem na transi¢do de populagdes entre o estado fundamental e o
excitado, no caso de um sistema de dois niveis, com uma frequéncia de
oscilagdo bem determinada devido a presenca do campo externo. Tal tipo
de fendmeno vem sendo amplamente estudado em sistemas atomicos[19],
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optica quantica[20], em semicondutores e quantum dots[21], grafeno[22],
em condensados de Bose-Eintein[23], e também em sistemas hibridos, como
dispositivos supercondutores de interferéncia quantica [24]. Por fim, iremos
introduzir termos dissipativos de modo a conferir maior realidade fisica ao
modelo.

Esta dissertacdo estd dividida da seguinte maneira: dando sequéncia a
esta introducdo, que objetiva motivar e dar razdo ao estudo em questdo, segue
o capitulo 2 responsavel por apresentar o formalismo de matriz densidade e
as propriedades que serdo relevantes na discussio subsequente e andlise dos
resultados. Esse capitulo constitui-se de uma breve revisdo e visa fornecer a
perspectiva do contexto quantum-mecénico do sistema sob a 6tica do forma-
lismo de matriz densidade.

O terceiro capitulo discorre sobre a maneira de descri¢ao da interacio
entre radiacdo e matéria , no caso o nosso sistema de dois niveis, evidenci-
ando as diferentes possibilidades de descricdo e as aproximagdes possiveis
nesse tipo de interacdo, entre elas aquelas que levam a forma utilizada neste
trabalho.

O quarto capitulo consiste no cerne do trabalho, ou seja, a resolucio
do sistema de equacdes gerados pela equacdo de Liouville-von-Neumann
(LVN), as aproximagoes utilizadas e os resultados obtidos. Faremos uma
discussao a respeito das condigdes iniciais de sistemas quanticos ndo lineares
foto-excitados, seus diagramas de fase e de configuragdo, além de aspectos
gerais da dinamica dos pacotes de onda.

No quinto capitulo que ird tratar da inclusdo de dissipagdo neste estudo
tedrico, procuramos inserir um banho ao sistema de dois niveis modelado
como uma série de osciladores acoplados de forma a possibilitar taxas de de-
caimento ao reservatorio e perceber quais as relacdes entre a nao linearidade
e a presenga de dissipacdo.

Por fim serd apresentado uma conclusdo e andlise mais detalhado da-
quilo que foi delineado durante todo o corpo teérico da dissertacdo bem como
as perspectivas que se abrem a partir deste trabalho.
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2 MECANICA QUANTICA E FORMALISMO DE MATRIZ
DENSIDADE

O objetivo deste capitulo é fazer uma ripida revisdo sobre o forma-
lismo de matriz densidade e no que segue nos baseamos no tratamento dado
segundo Blum em [25] e Louisell em[26].

2.1 MATRIZ DENSIDADE

Um ensemble é um sistema fisico constituido por ¢ =1,2,3,....N
subsistemas quanticos puros representados pelos auto-estados \l//("‘)). Ex-
pressando cada sistema quantico puro através de uma combinag¢do linear de
vetores {|@,)} que compdem uma base completa e ortonormal, que satisfaz
as relacoes

(@ |Pn) = S, Z|(Pn><q)n| =1, 2.1

cada auto-estado pertencente ao subsistema o é expresso por (Fig.: 2.1)
W) =Y o), A = (ulw'@), (22)
n

desde que o estado do subsistema & seja normalizado, Z |c£,a) |2 =1.

n

3 environment

Figura 2: Esbogo de um sistema qudntico misto composto por cinco subsis-
temas qudnticos puros, interagindo com o meio e mutuamente. O estado do
sistema todos é W) =k | wD) +ka | W@ 4k |y ))&y | yD).
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Considera-se um observavel representado pelo operador A, o seu valor
esperado no sistema quantico puro & estd dado por,

(Ao = (Y YA y@) ZC DA (Al @),
) (23)
= Z @l V') (W'D |0,) (9 |A|9).-

n'.n

O valor esperado do operador no sistema todo serd a média estatistica sobre
cada um dos subsistemas que compdem o ensemble,

N
Ay =Y Wa(A)q. (2.4)
a=1

Onde Wy é um ndmero real no intervalo [0,1] correspondente ao peso es-

tatistico (probabilidade) pertencente ao operador em determinado subsistema
N
puro, satisfazendo a norma da probabilidade Z Wy =1. Assim,
a=1

N
Z Wo (in/ (a)|¢n’><¢n'|A|(Pn>7
a=1n'n

N 2.5)
(@alplow)orlAl@),  p=Y W We(y'®).
oa=1

n/

E]

Onde p representa o operador densidade caracteristico do sistema todo, for-
necendo uma descri¢do completa do ensamble. Uma das suas aplicacdes vem
no célculo do valor esperado dos operadores que atuam no sistema todo, dessa
maneira ao continuar com a eq.(2.5) e fazendo uso da relagdo de completeza,
tem-se consequentemente que,

(A) =Y (@ulp <Z|¢n/><¢nll> Alon) =Y (0ulpAl@,) = tr(pA).  (2.6)

—_——
1
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A representagdo matricial do operador densidade ¢ dada por,

N
Pt = (@alPlOw) = Y (@0 )W (W' |0)
o=1

=Y 97w, (Matriz Densidade). @7
o

Desse modo o conhecimento da matriz densidade fornece a obtengcao da média
estatistica de um operador que atua no ensemble, (ver eq.(2.6)).

Se os estados puros |l//<°‘)> ndo estdo normalizados, o valor esperado do ope-
rador serd dado por,

~ tr(pA
(A) = 5PA). 2.8)
tr(p)
Tendo em vista que o operador densidade é hermitiano, a matriz densidade
satisfaz a seguinte relagdo,

Pon' = Poin - (@ulPlOw) = (@ |Pl@n)” (2.9

Dessa maneira a matriz densidade sempre podera ser diagonalizada mediante
o uso de transformacdes unitarias. O elementos da sua diagonal sio,

Pun = (@alP1@s) = Z|cn *Wa,  0<pum <1 (2.10)

Para entender o significado fisico desse resultado, eq.(2.10), deve-se notar
que ele € o produto de duas probabilidades, assim a interpretacdo da diago-
nal da matriz densidade implica a probabilidade de achar o sistema no estado
puro |y(®)), além disso, achi-lo no estado |,). Noutras palavras, cada ele-
mento da diagonal p,, fornece a probabilidade de achar cada subsistema do
ensemble no estado n.

2.2 PROPRIEDADES DO OPERADOR DENSIDADE

As diferentes propriedades do operador p sdo realmente valiosas na
andlise de sistemas quanticos puros ou mistos, e indiferente do sistema em
questdo, tem-se que o seu traco é tr(p) < 1 sempre que os auto-estados do
sistema sejam ortonormais, além disso ele é um operador positivo. Para poder
demostrar essas e mais outras propriedades, usar-se-4 a defini¢@o fornecida na
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eq.(2.9),
w(p) :ZWa tr () (y |)ZZWa<<Pn|lV(“)><W(“)|(Pn>7
—Z%ZM
:ZWa=1~
o

De forma semelhante mostra-se que é um operador positivamente definido,

, @2.11)

(@a1810a) = ¥ Wa o W @) (W@ 0,) = ¥ Wa| (@ ®) > > 0. (2.12)
o o

A andlise apresentada até aqui esta relacionada ao operador densidade de um
sistema misto !, embora ela seja vélida para todo sistema quéntico. A seguir
apresentar-se-4 a propriedade do operador p, capaz de fornecer o critério para
distinguir entre um sistema puro do misto.

Seja o operador densidade do sistema qudntico puro definido simplesmente
como p=|y)(y|. O traco do p? &,

tw(p?) = tr(|y)(y]- lw)(y]) = Z<¢n|w><w|w><wl<pn>,

Z OV (Wl@n) =Y (@ulplon) = tr(p) = 1.
(2.13)

Por outro lado para um sistema qudntico misto,

w(p) = X WaWplw @)y @] [y8) (wP))),
“P (2.14)

=Y w2y @)y @) = w2 <1,
o o

Isto pode ser entendido lembrando que o somatdrio de diferentes nimeros po-
sitivos inferiores a 1 a segunda poténcia, € um nimero menor que ele mesmo.
No caso particular no qual um sistema quntico misto possui o traco do seu
operador densidade ao quadrado igual a 1, isso implica que ele é descrito de
maneira exata, sendo portanto um sistema quantico puro.

' Denomina-se sistema misto aquele sistema quantico que acha-se constituido por um ensem-
ble estatistico de vdrios sistemas quanticos puros.
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2.3 EQUACAO DE MOVIMENTO DO OPERADOR DENSIDADE

Assumindo a representacio da dindmica do sistema quantico mediante
a evolugdo temporal dos seus auto-estados, sem mudanga temporal dos ope-
radores que nele atuam, ou seja, assumindo a representacao de Schrodinger,

lv) = |y(t), A—A. (2.15)

No tempo (r =1p) hd certa mistura estatistica de estados representado pelo
operador densidade,

|ae(20))Wo (a(to))- (2.16)
1

p(t0) =

M=

o

Sabe-se que a variacdo temporal de um estado puro serd dada pela agcdo do
operador unitdrio de evolucdo temporal,

(1)) = Ut.00) [ Wlto)),  (ax(t)] = (ex(t0)|U” (1.10).- 2.17)

Em consequéncia disso o operador densidade apresentard dependéncia tem-
poral,

)

e}
I
1=

|oe()YWe (e(r)

1]
Il

N
= Y U(t.10)|ex(t0))Wa{ ex(20) [0 (1,10), (2.18)

o=1

A N A
=0(t,10) | Y |a(to))Waa(to)|| U (t,10)-

a=1
Assumindo os pesos estatisticos constantes no tempo,
p(t) =U(t,10)p(10)U7 (2,10). (2.19)

Ao substituir os estados representados pela eq.(2.17) na equagao de Schrodin-
ger, obtém-se a equagdo da evolucdo para o operador unitdrio dada por,

IU(t,10)

U (1,10)
ot f

il =HAU(t,10), —i 5 =U"(t,10)H. (2.20)
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Dessa maneira, ao diferenciar temporalmente a eq.(2.19),

B s . . U (1,1)
i o p(to)U (t7lo)+U(t7f0)P(lo)T>

| A 1. .
:%HU(t,to)ﬁ(to)UT(t f0) — = U (t,00)p(00)0 " (1,00)A,  (221)
1 Y A
= = [H,p(0)]
Em conclusio, 0
ap(t) 1. .
— = [H.p(0)], 2.22)

que € a conhecida como equagdo de Liouville-von-Neumann.

Com base nos resultados obtidos na eq.(2.6) e eq.(2.22), a dindmica do
valor esperado de um operador na representacao de Schrodinger fica expressa
da seguinte maneira,

= —tr <AI-7;3 —Apﬁ>, (2.23)

Se o operador A comuta com o hamiltoniano e dado que ele ndo depende do
tempo, nesse caso se diz que o observavel associado a A € uma constante de
movimento.
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3 INTERACAO ENTRE RADIACAO-MATERIA E ABORDAGEM
SEMI-CLASSICA

O seguinte capitulo tem por objetivo, apresentar a teoria sobre a interagao
entre radiacdo e matéria, uma vez que este trabalho visa justamente estu-
dar a interacdo de um sistema fisico com um campo de radiacdo classico.
A descri¢do dada aqui é a abordagem de Sakurai[27] e Tannoudji[28]. Va-
mos partir do hamiltoniano de acoplamento minimo que estd demonstrado no
Apéndice A:

1 . - 2
H:EE(p+wﬂnﬂ)—f¢+Km. G.1)

Portanto se almejamos uma descri¢do semi-cldssica, devemos ir em
direcdo a quantizacdo da parte atdmica que diz respeito ao sistema de dois
niveis e o campo externo serd tratado classicamente. Analisando esse hamil-
toniano sob o ponto de vista do gauge de Coulomb podemos fazer as seguintes
consideracdes: o potencial escalar ¢ pode ser escolhido como constante e o
divergente do potencial vetor é nulo neste gauge de modo que temos:

VA=0,
(3.2)
0 =0.
Escrevendo o Hamiltoniano de acoplamento minimo de acordo com o
Gauge de Coulomb temos a seguinte expressao:

= V() (3.3)

+V(7) (34

H= +V(7) (3.5)

Analisando entdo o anticomutador acima, utilizando que p — _IhV
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vemos que:
A, Ply = p.Ay —A.py (3.6)
= h[AVy - V.(Ay)] 3.7
=AYy —A(Vy)+ YAy =0 (3.8)
0

Portanto, podemos reescrever o hamiltoniano da seguinte forma:

=2 =3 212
p . epA €A
H=_—+V(#) -

2m V) m + 2m

(3.9)

A andlise dos dois dltimos termos do hamiltoniano podem nos levar a uma
aproximacao para campos de baixa intensidade:

(2ep.A + 2A?)

o . (3.10)

Podemos dizer que para campos fracos o termo quadraitico no potencial vetor

poderi ser desprezado uma vez que 2¢j.A > ¢?A” para p finito. Assim po-

demos separar o hamiltoniano em duas partes, uma sendo respectiva a uma

particula e a outra dizendo respeito ao campo externo.
ep.A

H = Hejotron — (3.11)

Com base no hamiltoniano acima, afim de obter a abordagem semi-
classica, devemos entdo quantizar o termo H,jeon € tratar 0 campo externo
classicamente.

3.1 QUANTIZACAO DO HAMILTONIANO DO ELETRON

O formalismo de segunda quantizacio consiste em construir os opera-
dores de criag@o e aniquilagdo que obedecem algumas regras de comutagdo,
as quais vao definir se estamos tratando de bésons ou férmions. Seja um ope-
rador l,T/,I,(?) que cria uma particula no estado m e na posi¢do 7 e um operador
W™ (7) que destr6i uma particula no estado m e posicdo 7. Temos que esses
operadores obedecem a seguinte regra de comutagao:
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BOSONS:

{9 (7). 9 7 = {059, 0,71 } =0
Sabendo que esses operadores devem satisfazer as seguintes condi¢oes:

[ 7607100 = S

Que € a condi¢do de ortonormalidade dos vetores de base e a seguir a relacio
de completeza que garante que:

;ﬁ(?m(?) =58(F—7)

vamos expandir os operadores de cria¢do e aniquilagdo em uma dada
base que satisfaca as relacdes acima de modo que teremos:

V() = [ &9 ()8 (F— 1)

W) = [P0 377
H/_i
Yiof (P on(r')

Tal que ay = [ d> 7 P () ()

Com a utilizagdo do termo ay ,, as regras de comutacdo desses opera-
dores ficam expressas da seguinte maneira:

[lifm Jq } Z ‘Pk ¢k/ [ak m7ak m} = 6’"»’”/6(?_ ;/)

k k'
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[‘I’m Ar’; /d3 Z¢k ¢k’ (j)j )[akm,ak/ ,}25,"‘,,,/5(7—1_’7)

k k'

O que nos leva as formas candnicas para os operadores de criacio e
aniquilacdo de bdésons e férmions

BOSON —» {anaj} = Sy Sim

FERMION — {ak,m,a;[ﬁm,} = 8kt St

Agora utilizando esse formalismo de segunda quantiza¢do vamos aplica-
lo na hamiltoniana do elétron

H, = / Wt (7 H ()T

H,

[v@ [Z v vmas
H, = /d”Z% )He 1 () k/ak

k.k'

Sabendo que H, ¢ (¥) = Ey¢x(¥) vamos substituir esse resultado na
equacdo acima o que vai resultar em:

H, = /d3fz¢k/ H (7 ak,ak

k.

Ek¢k( 7)
H, = ZEk/d er)k’ PG k,ak
kK kK
H, = ZEk/d3 Zd)k/ ak,ak
kK kk/T
ke, k!

He = ZEka}L'ak
k
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3.2 CAMPO CLASSICO

Sabemos que a na auséncia de cargas ou correntes, as equagdes de
Maxwell tem a seguinte forma:

V.E =0, (3.12)
VBE=0, (3.13)
- . 10B
VXE+-— =0, (3.14)
c Jt
- . 10E
VxB—-2==0. 3.15
X c ot 3-15)

Podemos postular entdo a existéncia de um Potencial Vetor A (F,1) tal
que:
B=VxA (3.16)

, significa que a eq. 3.13 ¢é satisfeita. Utilizando posteriormente o chamado
calibre de Coulomb, podemos definir que:

VA=0. (3.17)

No gauge de Coulomb temos que o campo elétrico assume a seguinte
expressao:
- 10A

, que estd de acordo com a equagdes de Maxwell. Portanto, nesse calibre
determinar o potencial vetor € equivalente a determinar os campos elétrico e
magnético.
A partir da Eq. 3.15 podemos ver que o potencial vetor obedece a
seguinte equacio:
1 9%A
c? or?

, ou seja, A(rjt) satisfaz uma equacdo de onda com velocidade c, onde o
conjunto de solucdes pode ser escrito como:

V24 =0 (3.19)

A’(?’t) 220(7)€7iwt +A’8(?)eiwt :AO_é [ei(z-?fa)t) _|_efi(Z-?fa)t) (3.20)

tal que k = kit. Desde que A (7,t) satisfaz a equagdo de onda 3.19 temos
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w
que k= —.
c
Escrevendo o Hamiltoniano de acoplamento minimo, omitindo o termo
quadrético do potencial vetor temos :

r’ e 7
H=-—+ep(r)——A-p. (3.21)
2m, mecC
Vamos trabalhar com um campo monocromatico de uma onda plana
tal que :

e A o,
A =2Ap€cos(—A-T— ot) (3.22)
c

, onde € e 7 sdo as dire¢des de polarizacdo e de propagagdo do campo, res-
pectivamente. Escrevendo entdo:

Q)

0]
o 1| i(—A-F— ot —i(—A-F+ ot
cos(—AF—wt)==|e ¢ )—|—e ¢ ) (3.23)
c 2
Expressando o potencial vetor novamente temos:
o, o,
- | i—=Aa-F—wt) —i(—A-F+or)
A=Apé e ¢ +e ¢ (3.24)

. Comparando este dltimo resultado com a nossa expressao, para a perturbagao
harmoénica :

V(t) = Vel 4 vieiot (3.25)
vemos que o termo e 1% em
(wA 7— t) (wA 7+ ot)
- i(—n-r¥— —i(—nA-r
—(-)AF=—(=—)Agk e ¢ +e ¢ (3.26)

2

¢ responsével pela absor¢do enquanto que €'’ é responsdvel pela emissdo
estimulada. Dessa forma nossos coeficientes podem ser expressos como:

A (2 -7)
S
200y, e p (3.27)

V=-
(mec

Podemos ainda utilizar a aproximacao de dipolo elétrico, que consiste
em afirmar que o comprimento de onda do campo de radiagdo € muito maior
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. A ©w 27 . e
que a dimensao atdomica. Lembrando que — = —— e expandindo em série:
¢

A

10
:1+’7ﬁ.r+..., (3.28)

podemos aproximar essa série para o seu termo dominante. A validade
desta aproximagdo para dtomos leves é valida na medida em que o iw é da
ordem do espagamento dos niveis atdmicos [27].

Dessa maneira vamos interpretar o nosso termo de acoplamento entre
0 campo e o sistema como o operador de dipolo, escolhendo uma dire¢ao

h
de propagagdo, por exemplo py, e sabendo que [x, Hy) = ﬂ, onde Hy é o
m

hamiltoniano livre, podemos interpretar o nosso parametro de interagdo como
o operador de transi¢ao de dipolo elétrico.
0]

(—A-F), o
(le ¢ "&-pl) — &(|pl). (3.29)

Portanto, vamos tratar no nosso sistema o termo 7y no hamiltoniano (ver eq.
4.1) como proporcional ao termo de transicao de dipolo.
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4 DINAMICA NAO-LINEAR DO SISTEMA DE DOIS NiVEIS

Nosso ponto de partida é o hamiltoniano de interagcdo entre um sis-
tema de dois niveis sujeito a um campo eletromagnético externo oscilante de
frequéncia w. A particularidade desse hamiltoniano é que suas auto-energias
podem se reorganizar no tempo, ja que contém em sua diagonal principal um
termo que depende da prépria densidade de carga local do sistema. Basi-
camente, temos um hamiltoniano discreto de autoconfinamento sujeito a um
campo externo:

E\+Aipui ye'
H= | , @.1)
ye ' Er+2pm

onde ¥,E1,E>,A1,Ay € R. O termo ¥ acopla o sistema e 0 campo externo
conforme foi mostrado no capitulo 3 e fornece a intensidade com que as
coeréncias vao induzir as transicdes do sistema. Na mecanica quintica ndo re-
lativistica um sistema é completamente descrito por um estado inicial |¥(0))
e um hamiltoniano A de acordo com a equagio de Schrodinger

zM =H(1)|¥(r)), h=1. 4.2)

dt

O hamiltoniano pode ser expresso por uma matriz hermitiana cujos auto-
vetores e auto-valores correspondem aos auto-estados e as auto-energias, res-
pectivamente. Desde que A seja um operador normal, o teorema espectral
garante a existéncia de uma base ortonormal de autovetores {|¥,(f))} que
satisfaz a seguinte equacao:

Hly,(1)) = En()[yn(1))- 4.3)

No contexto de dinadmica quantica na qual o hamiltoniano depente explicita-
mente do tempo, temos que analisar com mais cautela a equagdo de autova-
lores (4.3), pois neste caso estamos tratando de auto-valores e auto-energias
instantineas do sistema. Quando a perturbagdo externa é periédica o sistema
pode ser resolvido através da teoria de Floquet[30], que associa aos estados de
Floquet Quasi-Energias”[31]. Em geral ndo iniciamos o estudo dessa classe
de problemas simplesmente fazendo a diagonalizacdo de A, mas buscamos
algumas transformacdes de maneira a eliminar a dependéncia temporal.
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4.1 RESOLUCAO DA EQUACAO DE LIOUVILLE-VON-NEUMANN

Devido ao cariter peculiar do hamiltoniano discreto de autoconfina-
mento, o formalismo mais natural para se buscar a dindmica de populagdes é
o de matriz densidade ou formalismo de Liouville-von-Neumann. A revisdo
tedrica desse formalismo foi apresentada no capitulo 2. Partimos entdo da
equacgao:

ap _
dt
e do hamiltoniano 4.1. Sendo o operador densidade ﬁ dado explicita-
mente por:

—i[H, p] “4.4)

Py P2

Escrito dessa maneira, o operador p obedece aos postulados da mecénica
quéntica apresentados no capitulo 2. De posse desses dois elementos pode-
mos agora desenvolver as solugdes através da equacdo LVN. Abrindo o co-
mutador temos o primeiro termo abaixo:

p= <P11 P12> 4.5)

puilEL+Aipui] + P e pr2lEr +Aipii] + paye™

A-p—
priye ' +pih[Ex+Aapn]  praye™' + palEx + A2p2]
(4.6)
Fazendo p - H, temos
A putlEr+Aipui]+praye @ pi1ye’® + pio[Er + Aapao)
p-H= _ '
P EL+A1pi1] +pnye ™™ pxnlEr+ Aapxn]+pi,ye’™
4.7
Expressando o resultando do comutador [H, p]:
P Y —praye @ ppE, {-MPnHPzzYei“”—
—p117e" —p12[Ex+22p2]
4.8)

PhlE2+A2pnl+p1 Ye IO~ ‘ _
—pnye ' —phL[Ei+Aipn]  praye ' —pl,ye®

Sabemos que este resultado representa as equagdes que descrevem a dindmica
das populacdes:
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dt pi2° P2
Portanto teremos agora um conjunto de 4 equacdes diferenciais de primeira
ordem para resolver, cada termo respectivo as populag¢des da diagonal princi-
pal e outros termos para a coeréncia do sistema. Seja entdo o seguinte con-
junto de equacdes:

dap _ <P11 P12> . (4.9)

d * i —i
iU — plyye™ — praye ', (4.10)
P12 _ en Aipin) — (B + A 411
ih—=="7e (P22 —p11) +pi2[(Er +Aip11) — (B2 +A2p22)],  (4.11)
dps .
ih Ztlz =ve " (p11 — p2) + PHI(Ex+ Aap2) — (E1 + Ap11)], (4.12)
P2 pyye o pryye®. @.13)

Vamos explorar as duas primeiras equagdes para extrair as expressoes
para a populacdo do primeiro estado e posteriormente vamos dividir as partes
real e imagindria da equagdo 4.11 que diz respeito a coeréncia do sistema.
Separando as partes real e imaginaria de pi, teremos:

pi2 = Rpi2+iSp12,
4.14)

P> =Rp12 —i3pi2.
. Substituindo a relacdo (4.14) na Eq. (4.10) teremos a seguinte expressao:

i

%plz(ei“” — eiiwt) — iSplz(ei“” —|—eiiwt) = E/p“ (4.15)

Utilizando as relagdes de Euler podemos simplificar ainda mais essa expressao:

€' = cos wt +isin wt,
(4.16)
e = cos @t — isinwt.
Agora inserindo as identidades (4.16) podemos chegar em uma expressao
mais compacta para a equacao que descreve a dinAmica da populagdo do pri-
meiro estado.

dpn

prate 2y|sin (@t)Rp12 — cos (01)3p12] 4.17)
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. Até o momento podemos reduzir 4.10 na forma 4.17. Analogamente para a
equagdo 4.11:

.dpia
[— =

” ¥e'® (22 — p11) + P12[(E1 +A1p11) — (E2 + A2p22)].

No que segue vamos definir Qo = E| — E», que representa a frequéncia
natural do sistema de dois niveis em unidades de 7 = 1, lembrando que ®
corresponde a frequéncia de oscilacdo do campo incidente:

d .
i% = p12[Qo + Aip11 — A2p2a] + ¥e' (P22 — p11)- (4.18)

Utilizando a propriedade do trago pj; 4+ p22 = 1 temos que:

d .
"% = p12[Qo + P11 (A1 +A2) — Aa] + €' (1 —2p1y). (4.19)

Agora por ultimo utilizando novamente as relacdes (4.14) e (4.16) podemos
reduzir as partes real e imagindria da coeréncia nas seguintes expressoes:

Rp12 = [Qo+p11(A1 +42) — 22]Sp1a + ysin (o) (1 —2p;11),  (4.20)
Spiz = —[Qo+p11 (4 +42) — 2] Rp1z2 — yeos (@) (1 —2p11).  (4.21)
Possuimos até entdo um conjunto de trés equacdes diferenciais aco-

pladas. Para simplificar a notag@o, deste ponto em diante, vamos renomear as
populagdes da seguinte forma: z=p1; ,x =Rppey=8pp

Z="27[xsin(wt) — ycos(mt)], (4.22)
X =y[Qo+z(A1 +A2) — A2] + ysin(wr)[1 — 27], (4.23)
¥y =—x[Qo+z(A1 +A2) — 2] — ycos(wr)[1 —22]. (4.24)

O parametro Y € o termo que fornece a intensidade do acoplamento
entre 0 campo externo e o sistema, Qg € frequéncia natural de oscilagdo do
sistema, os termos A, » definem a intensidade com que a densidade local de
carga perturba as energias dos estados, sendo o pardmetro que determina o
qudo nao-linear é o hamiltoniano. Temos até aqui as equagdes diferenciais
geradas pela equacdo de LVN, sendo esse um sistema de equagdes totalmente
acoplado. Vamos agora buscar maneiras de desacoplar as trés EDOs acima,
afim de averiguar a existéncia de solugdes analiticas.

Uma vez que parte temporal explicita do hamiltoniano estd contida nos
termos fora da diagonal, podemos eliminar essa parte temporal nas equacdes
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realizando uma transformacao unitdria no hamiltoniano. Assim resolvemos
as equacdes em um referencial e retornamos através de uma transformacio
inversa. Tal transformag@o nos leva a um novo hamiltoniano que corresponde
a um sistema de dois niveis sujeito a uma perturbacdo constante. Isso serd
demonstrado na secdo 4.6.

4.2 SOLUCOES PARA PERTURBACAO CONSTANTE

Como exposto na secdo anterior é possivel eliminar a dependéncia
temporal nesse sistema através de uma transformacgfo unitaria, o que serad
demonstrado posteriormente. Assim interessa-nos conhecer as solugdes para
o conjunto de equagdes 4.22, 4.23, 4.24 no limite de @ = 0. Assim temos:

Z =2Y¥[xsin(wt) —ycos(wr)], (4.25)
0 1
¥ =y[Qo +z(A +A2) — Ap] + ysin(w1)[1 —22], (4.26)
0
—x[Qo +z(A1 + A2) — 4] — yeos(t)[1 — 227]. 4.27)
——

1

Vamos simplificar essa notagio e utilizar que b = A1 + Ay e a = Qo — Ap.
Deste modo,

i=—2yy, (4.28)
= (a+b2)y, (4.29)
=y(2z— 1) (a+bz)x. (4.30)

E possivel encontrar uma constante de movimento para esse sistema,
que estd relacionada ao fato do hamiltoniano ser hermitiano, através do pro-
cedimento que vem a seguir. Inicialmente multiplicando 4.29 por x e a 4.30
por y obtemos:

ix = (a+bz)yx

yy =7¥(2z—1)y—(a+bz)xy “31)

Somando entdo essas duas equagdes

xx+yy=1vy2z—1)y. (4.32)
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Isolando y em 4.28, e em seguida substituindo o resultado em 4.32 temos:
Z

)é)c—l—)'/y:—}/(21—1)(5/)7 (4.33)

ou seja,

KX yy+z ,% —0. (4.34)

Esta ultima expressdo nitidamente representa uma derivada total em
relag@o ao tempo, na forma:

d (¥ y 72 2
iy ST AT ) 435
d;<2+2+2 2) (4.35)

Podemos perceber que derivando 4.35 retornamos a 4.34, onde o ar-
gumento da derivada € uma constante

(¥ +y*+ 22 —z) = cte,
ou (4.36)
K +y? 4 z(z—1) = cte.

Percebemos que esse vinculo correlaciona o produto das populagdes
assim como o médulo da coeréncia de maneira que a sua diferenca resulta
constante. Notemos que a Eq.4.36 pode ser escrita como detp = cte e que,
a mesma € uma consequéncia direta da equagdo de LVN, sendo vilida, ao
menos para sistemas de dois niveis, qualquer que seja o hamiltoniano, desde
que hermitiano. Por motivos que serdo discutidos posteriormente, considera-
remos nossas solugdes matematicamente consistentes desde que obedecam o
critério detp = cte.

Chegamos a essa expressdo puramente através de uma manipulagio
algébrica, entretanto podemos obter esse mesmo resultado utilizando as pro-
priedades da matriz densidade apresentadas no Cap.2. A Eq.(4.36) diz res-
peito ao estado inicial do sistema assim como de sua pureza, fizemos uma re-
visdo sobre o formalismo de matriz densidade no Cap.2 e vimos que quando
o estado inicial do sistema passa por um estado puro entdo cumpre-se a se-
guinte relagio p> = p. Podemos ver que essa relacio leva ao nosso vinculo,
desde que detp = 0 [26]. Entretanto o que € interessante é que ndo fizemos
nenhuma considera¢do sobre condi¢des iniciais até o presente momento e a
relacdo sobre a pureza aparece escondida nas equagdes. Conforme dissemos
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no paragrafo anterior, utilizando as relagdes entre p e p:

p2:<P11 Plz) <P11 P12>
Pl P2) \P, P2
pi +Rpi, +Sph p12(p11+p22)
= , 4.37)

pia(pii+pn) Py +Rph+3ph

de modo que podemos perceber que o vinculo py; = pf; + Rp?, + I p, sai
dessa relacio entre p e p? desde que o sistema passe por um estado puro.
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4.3 SOLUCAO DAS EQUACOES NO REGIME DE @ = 0

Retomando o nosso sistema de equagdes no regime de perturbatacao
constante, seja:

X = (a+bz)y,
y=7(2z—-1)— (a+b2)x.

Vamos buscar uma forma de desacoplar esse sistema, inicialmente iso-
lando y em 4.28 e substituindo em 4.29 e fazendo uma integracdo:

x:—w+b@.

Z
— 4.38
2y (4.38)
ai  bzz
(= —— — — 4.39
=y Ty (4.39)
d dz bzd
@ __adr brdz (4.40)
dt 2ydt 2vydt
Integrando a equag@o acima obtemos:
_ b 2_ .2
A=) bE-3) wan
2y 4y
az  bz? azy bz
)=———— — 4+ —. 4.42
x(1) 2y ay +x0+ 2}/—1— Iy (4.42)
G

Temos uma expressao para a parte real da coeréncia que depende de condicdes
iniciais xp e zop. Uma vez que encontramos na se¢ao anterior o vinculo, eq.
4.36, que atesta que o determinante de p é uma constante, podemos ficar mo-
tivados a impor alguns valores para as condi¢des iniciais da equacdo (4.42)
nesta etapa da resolugdo. Por exemplo, impondo a condi¢do zg =1 e xp =0
temos que z ¢ [0, 1], caracterizando uma inconsisténcia com o dominio da
fungéo z(r). Portanto, vamos fixar essa constante C| posteriormente. Agora
que encontramos uma expressdo para a parte real, vamos retornar com esse
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resultado as outras equacdes. Substituindo esse dltimo resultado em 4.30:

y=(2z—1)y— (a+bz)x,

a
.:2 — _— b _——— —_——
y=2zy—y—(a+bz)( 2y 4y+cl)»
4.43)
a’z  ab?? ab? B3 (
p =22y —Y+ —+— —aCy + —— +— —2bC
y Y 7+2y+ 4}/ aCy + 2’}/+4'y zbCy,
. b 5 3ab @
= (3y)7 () + Qv+ 5 —bC)z— (v +aC).
Utilizando y = — %/ , obtemos uma equagdo somente em z:
5 2 3 2 b2Z3
i+z(47 +a —2bC1y)+§abz +T—2y(y+aC1):O. (4.44)

Definindo novas constantes como:

Cy = 4y* +a®> —2ybCy,

(4.45)
G =2y(y+aCy),
podemos escrever finalmente:
3 b2 3
4 Cozt Sab + -~ G =0, (4.46)

Essa equagdo € andloga a um oscilador anarmoénico, for¢ado pelo termo Cs e
contendo as anarmonicidades nos termos quadrados e nas potencias cubicas
de z. Esse sistema é fortemente dependente das condi¢des iniciais que estdo
embutidas no termo C; que estd contida nos outros termos, o parametro nao-
linear estd contido em b que incorpora A, ». Novamente podemos fazer aqui a
estratégia de escrever Eq.(4.46) como uma derivada total, primeiro multipli-
camos toda a equacao por Z:

2.3

3 b
z+ Ozt Sab+ TZZ Gy =0. (4.47)
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Em seguida podemos escrever que:

d[# 2 ab 5 b*,

— | =+ =C+ = —7"—zC3| =0. 4.48
7 2+22+22+81 72C3 (4.48)
Novamente o argumento da derivada deve ser constante para que a mesma
seja nula:

? 2

ab 3 b2 4
4 — —7 = = cte. 4.4
2+2C2+2z+8z 7C3 = cte (4.49)

Se utilizarmos a condi¢do de que z = 0 espera-se que 7 também seja
nulo, uma vez que estamos em um ~’ponto de retorno”’do sistema. Isso nos
leva a conclusdo que essa constante deve ser igual a zero. Da mesma forma,
fazendo z = 1, temos z igual a zero também, o que nos permite fixar a cons-
tante C, da seguinte forma:

.2 2 2
0z ab 5 b 4
— 4+ = —+ =7 - =0 4.50
2+2C2+2z+81 zC3 ( )
Se z =1, temos:
C, ab b?
2ty 60

4 2 _2by.C b b
Y +a Y 1+a—+——2y(}/+aC1)=0,

2 2 8
%z—clby—ﬁ-asz—i—bﬁ:—ZaCly:O,
Cl(*bY*ZaY)+§+%+i: =0, (4.51)
1 Clz+ab+%2
=y | braa |0
Ci= g (a+3)

Reunindo os resultados obtidos acima, temos:

2?2

A = 4.52
2+2C2+22+82 7C3 =0, (4.52)
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1 b
C=— = 4.53
1 4Y(a + ) )7 ( )
Cy =47 +d® —2ybCy, (4.54)
C3 =2y(y+aCy). (4.55)
Esta € expressao para o seguinte hamiltoniano:
E1+A1p11 Y
4.56
( Y Ey + X202 (+36)

Fizemos a frequéncia do campo ir a zero, o que acarreta em perturbacdes
constantes. A tatica utilizada para escrever a eq. 4.46 nos permite também
baixar o grau da equacdo diferencial, ou seja, encontrar a constante de movi-
mento, o que torna mais vidvel fazer a integragfo e obter z(¢). A seguir entdo
vamos apresentar o comportamento da dindmica de carga do sistema sob essa
primeira aproximacdo. Seja um sistema unidimensional, sem dissipac¢do su-
jeito a um potencial U(z), sabemos que para este tipo de sistema pode-se
escrever:

%wfu@] (4.57)

o [
©\EE-U)

Na secdo seguinte iremos estudar o comportamento dindmico do nosso
sistema de dois niveis através da resolugdo da integral eq. 4.58, assumindo
E =0, assim como diagramas de fase que s@o obtidos através da eq. 4.57
para diversos valores de pardmetros.

==

assim como:
(4.58)

4.4 DIAGRAMAS DE FASE E COMPORTAMENTO DINAMICO DE Z

A integracdo da eq.4.52 permite a andlise do comportamento dindmico
do nosso sistema. Inicialmente descrevemos o sistema em um regime quase
degenerado, ou seja, supomos que 0 espagcamento entre os niveis é pequeno(AE =
0.01). Zerando A obtemos um sistema de dois niveis sujeito a um campo ex-
terno cldssico que induz as transi¢des entre os estados com uma frequéncia
bem definida. A intensidade do campo ¢é dada pelo pardmetro y e a quanto
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maior seu valor maior o nimero de oscilagdes que as populagdes realizam.
No estudo que realizamos aqui, por simplicidade utilizamos sempre uma
distribui¢ao simétrica de nao-linearidade, ou seja, A; = A,. A equagio de mo-
vimento desse sistema € definida pela populagio z(z) e sua evolucdo temporal
z('t). Vamos considerar essas quantidades para ser coordenadas no chamado
espaco de fase. Qualquer ponto P(z,z) no espaco de fase descreve um cami-
nho que caracteriza toda a histéria de um sistema que oscila. Como o sistema
em questdo pode ser interpretado como um oscilador anarmdnico conserva-
tivo, cada caminho percorrido no espago de fase corresponde a uma energia
total definida. Em um oscilador harmonico linear unidimensional, dois cami-
nhos no espaco de fase ndo se cruzam, o cruzamento significaria que para um
dado conjunto de condigdes iniciais x(#), %(fp), 0 movimento poderia ocorrer
em diferentes caminhos do espaco de fase, e a equagao diferencial que gera
as equacdes do movimento nao seria tnica.

Vamos analisar agora o diagrama de fases da Figura 4.1. Esse dia-
grama foi construido variando o pardmetro A desde O até 2.5. Para valores
pequenos do pardmetro ndo-linear, o sistema é fracamente perturbado pelo
mesmo e permite as oscilagcdes de Rabi, e podemos observar no diagrama
de fases uma forma caracteristica de um oscilador harmoénico simples. Con-
forme aumentamos seu valor atingimos um valor critico(linha azul pontilhada
na Fig.4.1), que para esse conjunto de parimetros € igual a A = 2. Nesta cir-
cunstincia especifica, a ndo-linearidade suprime as oscilagdes entre z=—1 ¢
z=1, o que corresponde a manter a carga em um determinado estado por um
longo periodo. Como o ponto de cruzamento no espago de fase ocorre quando
P11 = p12 = 0.5 podemos entender esse estado como um estado estaciondrio
de coeréncia. Isso pode ser visto observando a dindmica de z(¢) e as partes
real e imagindria da coeréncia nas figuras 4.2 (a) e 4.2 (b), respectivamente.
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Diagrama de Fase
¥=05;Q,=-00;A,=%,=-19; ©0=0

0,2 p = N .

0,1

dz/dt
=

Figura 3: Diagrama de fases. Cada curva representa um valor do parametro
A de modo que podemos avaliar o valor critico de ndo-linearidade para o
qual ocorre auto-confinamento. No caso em questdo podemos observar que a
curva azul corresponde a um confinamento.

Podemos observar que na medida em que o pardmetro ndo-linear ul-
trapassa o valor critico, o sistema passa para regimes de auto-confinamento.
O que significa dizer que a transicdo ndo se completa independentemente da
dinamica ser iniciada no estado excitado ou fundamental, ao contrario do que
ocorre para valores subcriticos onde todo o espaco de fase € percorrido inde-
pendentemente da condicao inicial.

Referente as configuragdes de parametros dos graficos anteriores, apre-
sentamos também a dindmica da coeréncia nas figuras 4.3 (a), 4.3 (b), 4.4 (a)
e 4.4 (b), ou seja, parte real e imagindria dos termos fora da diagonal da ma-
triz densidade. Podemos verificar que o sistema parte de um estado inicial
puro, ou seja a coeréncia € zero no instante inicial, portanto o vinculo que
foi obtido na secdo anterior ¢ uma constante igual a zero. Em termos gerais
o comportamento da coeréncia reflete o comportamento das populagdes com
mesma periodicidade.
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Dinamica de z
v=05:0,=-001; 4,=1,=-100;0=0 Q,=-001:2, =, =-L00:y=05:0=0

081 4

06 -

20

04k B

(a) (b)

Figura 4: Na figura 4.2 (a) observamos a dindmica de populagéo para A =
—1.00, o que corresponde a um valor pequeno de ndo-linearidade, possibi-
litando as oscilagdes. Na figura 4.2 (b) temos a dindmica das partes real e
imagindria das coeréncias referente a mesma configura¢do de parametros do
grafico 4.2 (a). A curva verde centrada em zero corresponde a constante de
movimento encontrada na equagdo 4.36.

Dinamica de z(t) 7}31{){;?‘1171(’:“?7%81 g\/l'yslum

A =2, =-190:Q,=~001:y=05 2, 0:Y=0.5:0=0
T

T T T
02
081 -
0

06 4

mp,,
Rep,,

«0

04k B

041 B

(a) (b)

Figura 5: Na figura 4.3 (a) aumentamos o termo A para A = —1.90, e per-
cebemos que o aumento do parametro ndo-linear induz uma deformagao na
formato senoidal da fun¢do que descreve as oscilagdes de populagdo. O gra-
fico 4.3 (b) apresenta a dindmica das coeréncias assim como o termo em verde
que correnspode a detp = 0.

4.5 ANALISE DO REGIME EM AE = 1.00

Na medida em que aumentamos o espagamento entre os niveis, dei-
xamos de tratar o sistema no regime quase-degenerado. O sistema realiza
transi¢des completas de populacéo enquanto A for pequeno. Nessa sessao
estamos utilizando como condicéo inicial z(0) = 1, ou seja o sistema parte
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Dinamica de z(t) Dinamica da Mistura
=2, =-199:0,=-001:y=050=0 Q=001 4, =1, =-199; y=05; 0=
1 T
T T T T
02 4
08 - F\ //\
s -
06 B
N 02 -
04 -
04 4
021 4
| . | . ! . | | I
20 40 0 0 0 20 40 60 80
t t

Figura 6: Na figura 4.4 (a) observamos a dinimica de p;1 para um caso
critico, no qual o pardmetro ndo linear assume um valor em que ele con-
fina a populagdo em 0.5. Comparando as escalas de tempo com os graficos
anteriores percebemos que em A = 1.99 a dinimica do sistema ndo permite
a transicdo confinando a dindmica. O grafico subsequente apresentado na
fig. 4.4 (b) apresenta o cardter critico dessa dindmica através das linhas mais
agudas.

do estado fundamental. A medida em que aumentamos o valor de A pode-
mos perceber pelo diagrama de fase que o cardter ndo-linear das equacdes
conduz a um confinamento no estado excitado. Isso porque, pensando no
sistema como um oscilador harmonico, a curva de potencial atinge o ponto
z = 0 de maneira assintética, o que aumenta significativamente o tempo ne-
cessdario para o sistema percorrer a parte final do diagrama de fase. No limite
critico, A = 2(linha azul pontilhada no diagrama de fase), o sistema demora
um tempo infinito pra fazer a transicdo do estado fundamental para o estado
excitado, o que pode ser observado nas figuras 4.8 (a) e 4.8 (b). Acima desse
limite critico o sistema passa para um regime de auto-confinamento, com a
particularidade de que ndo existe dindmica se partirmos da condic¢do inicial
z=0.

O sistema de equagdes diferenciais que governa a dinamica é forte-
mente dependente das condigdes iniciais, lembrando que as constantes fixa-
das anteriormente na resolug@o das equacdes, contém em si os termos relacio-
nados ao estado inicial da coeréncia e da populag¢@o. A prépria fixacdo de tais
constantes é feita de maneira a for¢ar o dominio da fungdo z(¢) entre O e 1.
Conforme discutimos no inicio desse capitulo, para garantir que as solucdes
na forma integravel tenham significado fisico, utilizamos como critério o fato
de que o determinante de p deve ser constante. Assim no regime em que
os niveis estdo mais espagados, ndo € possivel garantir simultaneamente as
condi¢des iniciais z(0) = 1 e x(0) = 0 e y(0) = 0 sem violar o vinculo detp



54

igual a uma constante. Em outras palavras, o sistema ndo passa por um estado
puro. Essa é uma restricdo que surge devido a problemas de integrabilidade
da equagdo de confinamento discreta[32], mas néo afeta a dindmica de z(z).

Diagrama de Fase
y=05:0,=-1.00; ©=0
04 — \

dz/dt

Figura 7: Diagrama de fase para estados ndo degenerados, Qy = 1.00
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Dinamica da Mistura
¥=05:0,=-100; &, =%, =-210;0=0 0,=-100; 4, =}, =210 y=05;0=0

0.6 4

(a) (b)

Figura 8: Conforme aumentamos o valor de A as oscilagdes de Rabi séo su-
primidas, na fig 4.6 (a) a inversao de popula¢do ndo se completa e a dindmica
da populagdo atinge o valor maximo de 0,2 nio atingindo o outro estado. Na
figura 4.6 (b) vemos que quando o estado é ndao degenerado vinculo dezp per-
manece constante(linha verde) porém diferente de zero, as linhas preta e ver-
melha correspondem as dindmicas das partes real e imagindaria da coeréncia.

Dinamica de z Dinamica da Mistura
9, =1.00: A, =4, =-2.90; Y= 0.5 0 =0
¥=0.5:0,=-100; A, =k, =-290;0=0 o 1=k

«0)

06|~ 4

(a)

Figura 9: levamos a ndo linearidade a um valor maior que as anteriores
onde podemos observar que agora as oscilagdes ficam limitadas ao valor 0,5
que pode ser observado na fig 4.7 (a), a fig 4.7(b) apresenta a dinadmica da
coeréncia assim como do detp, conforme o estado é nao-degenerado ndo po-
demos garantir que o estado inicial € puro, como podemos observar a linha
vermelha ndo inicia em 0.
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Dinamica de z
L =0,=-200:0=0

Dinamica da Mistura =050, =-1.00;
Q,=-1.00: 4, =4, =200 y=0.5: ©=0 °

1
T T T T

08|

02 { ool
0 ~

ool Y R

I I I I
0 100 200 300 400 500
t

(2) (b)

100 200 300 400 500
t

Figura 10: Acima dos valores de A = 2 néo temos mais dindmca do sistema
para essa configuragc@o de parametros. Portanto na fig 4.8 (b) vemos que inici-
almente a dindmica forca o sistema a transitar para o outro estado confinando
0 mesmo por um tempo infinito. Na fig 4.8 (a) observamos a dinimica das
coeréncias que apresentam picos nos valores onde ocorre as transi¢des e se
mantem constante no decorrer da dindmica.

4.6 RESOLUCAO COMPLETA DA DINAMICA DO SISTEMA

Nas se¢des anteriores tratamos do sistema no regime de @ = 0. Isso
nos possibilitou chegar a um conjunto de equagdes que pode ser mais facil-
mente desacopladas. Nessa se¢do, vamos procurar uma solu¢ao mais geral,
como o sistema sujeito a um campo oscilante monocromaético.

Estamos interessados em uma transformacao unitaria de forma a eli-
minar a dependéncia temporal das equacdes. Seja a equagdo de Schroedinger:

Ldly)

Vamos atuar com um operador unitario U da seguinte maneira:

~d(OUT PR
ihUT% —0'H(OU

onde U'|y) = |y), é o hamiltoniano transformado e UTHU = H,. Assim,
podemos reescrever as equacdes da seguinte forma:

V), (4.60)

TN 117, . 1 4
T '7 =
ik (U U P +U P Y H, ). 4.61)
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Queremos a seguinte transformacao:

W) =U"y),

N 4.62
H, = 0 HO — i)+ 2 o
= —1 -
! ot

A relacdo acima pode ser escrita no contexto do formalismo de Matriz
Densidade, o que nos leva a seguinte forma:

pu=UTpU,
o0 (4.63)
H,=UTHU - ih(?*y.

Além disso, a dinamica € feita através da equagao de Liouville-von-Neumann
utilizando os operadores transformados

ihPu = [Hy, pul- (4.64)

Com o conjunto de relagdes anteriores, vamos demonstrar que a transformagao
N ior 2 N —ior %
unitiriaU =e 2 eseuadjuntoUT =e 2 onde 6, é a matriz de Pauli,
nos permite eliminar a parte temporal do hamiltoniano proposto.
A partir dos operadores acima, o desenvolvimento € o que se segue:
inicialmente vamos escrever o nosso hamiltoniano (eq. 4.1) expresso em ter-
mos de operadores auxiliares, ou seja,

H = Abyg +B6,, + 7' 6, +ye "6, (4.65)

tal que A = E1 + A1p11 € B= E> + AP, e os operadores auxiliares sdo
escritos em termos das matrizes de Pauli:

6o = 18)(2l, (4.66)
G.e = le){e], (4.67)
6ge = ‘g> <e| =6, (4.63)
Geg = |e) (g| = 6, (4.69)

6, = |e)(e| —g)(gl- (4.70)



58

Cada termo possui sua representacdo matricial:

s (1 0 s (01 s (00
27\ -1 *7\o o -~ \1 o0

6_6++6_ 6_6—6_

T2 YTy,

[6,,64¢] =0 [6:,6¢e] =0 [6.,6.]=—6.
[6,,6 ]=6, [6.,6|=-26_[6.,6,]=26,.

Assim, para realizarmos a transformacdo 4.63 separamos em duas partes

i QU . :
H, = U"HU —in0"—, avaliamos as seguintes relagdes entre os operado-
—— dt

a
b
res para a parte a:

AUT6,,0, (4.71)
BU'6,.0, 4.72)
1 ®076,.0, (4.73)
ye 06 0 (4.74)
Utilizando a relagio e ABe* = [ B—[A,B] + A, [;’BH +.. ) 0s termos

ficam: .

.6 .6
06,0 = ' 2 G 2 = g O 16:60) = 6, (4T5)
0
e A —iootg ia)tg 10t

0'6l=e  26ue 2 =67 (6.6 =6 (476)

0
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A ~

.6
N A z(x)t— 10—
1?0 6,0 =e 26 2
N ot .,
=0y — 5 [6;,6]
——
26'+
=6, [1—iwf] =y 6 e = y6,, 4.77)
/4 . /4
N N —iot— _ 10t— 10t ., .
Ye 06 U =e 26e 2 207—7[ 2, 6]
—26_
=6 [l +iot]=ye PG e =y.6. (4.78)

Avaliando as relagdes de comutag@o entre os operadores nas equagdes
4.75,4.76,4.77 e 4.78, e em seguida substituindo esse resultado no hamilto-
niano transformado teremos a seguinte expressao:

A

R N N N A dU
H,=Abg+B6, + 76 +y6_ —ih0" —,

3 (4.79)
onde o ultimo termo € obtido a seguir:
o0 5 i
i -2
—in0"— = —n0" 2
hU 5 = U5l 2,
oU ‘wté iot o
N —iot— & —
—ihUTW = —1ifie 2 (o 21) 2,
(4.80)
o0 no—ior ‘. ot o
—Poh —iot— l ry
Y 2 5 2
' a2 < ’
6
wh6, h
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Inserindo o ultimo termo, podemos escrever o hamiltoniano transformado
e em seguida fazer o célculo da dinamica. Vemos que essa transformacio
mantém o traco invariante de H, e acrescenta um termo contendo a frequéncia
do campo externo nas energias do sistema. Pelo fato de estarmos em um refe-
rencial onde eliminamos o tempo das equagdes, temos em contrapartida esse
deslocamento nas energias dos autoestados. Escrevendo entio o hamiltoniano
transformado:

A

H, = A6y +B6,, + Y6, + 76 — ihUT&a—[t] , (4.81)
9 (le)(el—lg) (2])

H, = A8y + B8, + Y6 +7Y6_ + %ho - %hagg, (4.82)

H, = (A—%h)c&ggﬂ%h +B)G,e + Y6 + Y6 (4.83)

De forma explicita temos:

oh
E1+)»1P11—7 Y

H,= . (4.84)

oh

14 Ex+apn + E3
Devemos resolver a equagdo de Liouville-von-Neumann neste novo
referencial e depois realizar a transformagao inversa. Como a forma do hamil-

toniano € idéntica aquela tratada nas secdes anteriores, exceto pelo termo %h,
podemos integra-las e retornar ao referencial anterior através da transformagao
inversa Up,U".

Uma transformacao alternativa para eliminar a parte temporal das equagdes
de movimento, € realizar uma transformacio de ponto nas varidveis x € y na
seguinte forma:

x' = xcos(wr) +ysin(ot),

/

¥y = —xsin(wt) + ycos(wt), . (4.85)

7 =z,
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Dando sequéncia ao raciocinio, vamos calcular as derivadas:
x' = xcos(wt) +ysin(wt) — wxsin(wt) + wycos(wt),
y = —xsin(ot) + ycos(wt) — wysin(wt) — wxcos(ot), (4.86)
7=z

Retornando as equagdes originais:
X = (a+bz)y+ ysin(wt)(1 —2z),
y = ycos(wt)(2z—1) — (a+ b2)x, (4.87)

z =27[xsin(®t) — ycos(wt)].
Para x teremos a seguinte expressio:

x' = xcos(®t) + ysin(®t) —wxsin(wt) + wycos(wt),

e
= xcos(wr) +ysin(wt) + wy,
= cos(r)((a+ bz)y+ ysin(r)(1 —22))+
+sin(@r) (—ycos (1 —22) — (a-+b2)x) + oy, (4.88)
= (a+ bz)[—xsin(or) +ycos(or)] + @y,

= (a+b2)y + wy'.

X =(a+bz+w)y.
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Analogamente para y:

y = —xsin(wt) + ycos(wt) —wysin(ot) — wxcos(wt),

—ox

= —xsin(ot) 4+ ycos(wr) — wx’,
= —sin(@t)[(a+bz)y + ysin(or)(1 —22)]+
+cos(@r)[—ycos(wr)(1 —2z) — (a+ bz)x] — wx,
= —ysin(ot)(a+bz) — y(1 —2z)sin(wt)?>— (4.89)

—y(1 —2z) cos(wt)? — x(a+ bz) cos(wt) — wx',

= (a+ bz)|—xcos(wr) — ysin(wt)] — y(1 —2z) — 0x’,

—x

=x(—a—bz—w)—y(1—-22).

y=x(—a—bz—w)—y(1-2z) |

Podemos facilmente ver que o termo em z é dado por

/

7=-2y.

Isso nos permite reescrever as equagdes de movimento na forma abaixo:

¥ = (a+bz+ )y |, (4.90)
y =X (—a—bz— o) —y(1 -2z ‘, 4.91)
7 =-2y| (4.92)

Essas equacdes sdo idénticas aquelas geradas através da transformagao
unitdria apresentada no inicio desta secdo. Ou seja, o efeito do campo osci-
lante € o deslocamento dos niveis de energia.
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4.7 DIAGRAMA DE FASE E COMPORTAMENTO DINAMICO DE Z PA-
RA®w=#0

Como demonstrado na secao anterior, a presenga de um campo mono-
cromdtico oscilante tem como efeito espacar os niveis de energia do sistema,
entretanto, o comportamento dindmico de z(¢) permanece matematicamente
0 mesmo, exceto, como mencionado, pela redefinicdo dos pardmetros do sis-
tema. Nesse sentido, fendmenos de confinamento e supressdo das oscilacdes
de Rabi, observados na se¢do 4.5, repetem-se no caso de perturbacdo dindmica.
J4 para o comportamento da coeréncia, o quadro € outro. Devido as equacdes
de transformacéo 4.85, a periodicidade de x(¢) e y(¢) ndo € necessariamente a
mesma que a periodicidade de z(¢). Esse efeito pode ser observado nas figuras
4.9 (a), 4.9 (b), 4.10 (a) e 4.10 (b) ou nas figuras 4.11 (a), 4.11 (b) e 4.14 (a)
onde mostramos o comportamento do espaco de fase (z,z)(curva fechada ver-
melha) e o diagrama de configuragio (Rpj2,3p12) (curvas pretas). No caso
do comportamento para tempos muito longos, nas figuras referidas anterior-
mente, obtivemos esses resultados resolvendo numericamente o conjunto de
equagdes sem transformacao eqs. 4.22, 4.23 e 4.24, sendo que os resultados
sao idénticos aqueles obtidos via solu¢do da integral eq. 4.52. Continuando, o
diagrama de configuracdo também mostra que o sistema ndo apresenta com-
portamento cadtico, ou seja, as curvas de (Rpj2,3p12) sdo periddicas e fe-
chadas, mesmo para valores de A préximos do valor critico.

Dinamica da Mistura
=001 %, =2, =~199 y=05

Q,=-001:h, =4, =-199:y=0.5: 0 =001 o, 0=001

1
T T T T T T

02
o -
061 B ~_/
02 -
04

«0)

(a) (d)

Figura 11: Para @ # 0 também obtemos os regimes de auto-confinamento,
na fig 4.9 (a) vemos um comportamento regular das populagdes que ficam
aprisionadas em 0,5 por algum tempo. A dindmica da coeréncia entretanto
apresenta variacdes de amplitude no limite de ¢ grande.



64

Dinamica da Mistura Q,=-001:4, =4, =-1.90:y=0.5 ;0= 0.01
Q,=-001: A=A, =190 y=0.5: 0=001 . . .

| 1

=1 I
/N
Figura 12: Dinamica das coeréncias para o caso ndo degenerado, ressonante,

. ||J ‘
(b)

na figura 4.10 (a) e o mesmo comportamento das partes real e imaginario da

coeréncia para valores maiores de tempo na fig 4.10 (b)

1000

Dinamica da Mistura Diagrama de Fase
Q,=-001;%, =4, =-1.00 y=0.5;0=001 Q,=-001: %, =4, =190 y=0.5: ©=001

T T
04k

02

0 m | 7
02 4
041 -

0 i 10 15 20

Figura 13: Em vermelho temos o diagrama de fase na fig 4.11 (g), as curvas
pretas fechadas e harmonicas, na mesma figura, representam o diagra de ar-
gant, ou seja, analise da parte real e imaginaria das coeréncias. Podemos ver
que o sistema ndo apresenta comportamento caotico desse grafico, uma vez
que as curvas sdo bem harmonicas.

4.8 ANALISE DA EVOLUCAO TEMPORAL DOS AUTOVALORES

Uma vez que estamos tratando de hamiltonianos dependentes do tempo
um problema interessante € o de Landau-Zener, a seguinte descri¢do foi feita
baseado em Nitzan[33]. O modelo de Landau-Zener (LZ), proposto inde-
pendentemente por Clarence Zener e Lev Landau em 1932, € a base de um
formalismo semi-cldssico utilizado para descrever de maneira qualitativa o
processo de transferéncia eletronica. O modelo fornece uma solucdo analitica
das equagdes que governam a dindmica da transi¢do eletrdnica em sistemas
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quénticos de dois niveis, sendo a dependéncia temporal do hamiltoniano ex-
pressa de maneira implicita por meio de um pardmetro R, onde o parametro
R ¢ uma funcdo conhecida do tempo. No modelo de Landau-Zener, a de-
pendéncia implicita caracteriza-se por atingir seu valor maximo no tempo
t=0, onde R(t=0)=R", e as energias ndo perturbadas satisfazem a condig¢do
E,=E). Parat — +oo, tem-se que |E, — Ep| > |Vyp|.

Considera-se um sistema de dois niveis (e.g. reagente e produto) cujo
hamiltoniano € expresso como a soma de um termo independente do tempo
Hy(R) e o potencial de acoplamento V, onde o pardmetro R é uma varivel
classica, Sejam |@,) e |@,) os autoestados de Hy(R), e suas respetivas ener-
gias E,(R) e Ep(R). O parimetro R pode estar relacionado as coordenadas
nucleares. A caracteristica principal do problema de Landau-Zener € o cru-
zamento entre as superficies E;(R) expresso como, E,(R*) = E,(R*)!, para
R(t=0)=R*. Parat— oo, |E,(R)—Ep(R)| > |V,|. Em realidade os autoes-
tados |@,), |@s) e V,, podem depender do parAmetro R, mas essa dependéncia
¢ considerada de caricter fraco ao estar limitada a pequena vizinhanca de R*,
por este motivo assume-se como desprezivel. Portanto a pergunta envolvida
nesse modelo é: se o sistema achava-se no tempo (z — —oe) no estado |@,),
entdo, qual é a probabilidade de finalizar no estado |@,) no tempo (z — )?
Para achar a solucdo dessa pergunta, inicia-se representando o hamiltoniano
de maneira matricial como,

. E.R) 'V, .
A= (5 S ) V== (Ve @9

Fornecendo os autovalores,

Eva(R) = 3 [(BalR) + Ey(R) £\ /(Eu(R) ~ Ep(R)2+4V2,] . 4.9

Dependendo da intensidade do acoplamento, os niveis energéticos ob-
tidos, E1(R) e E>(R), sdo de carécter adiabético, representando superficies
de energia sem cruzamento onde a separacio entre elas depende da intensi-
dade do acoplamento. Por outro lado, se a pertubagdo ¢é suficientemente fraca,
as superficies energéticas apresentam comportamento semelhante aos cruza-
mentos dos estados estaciondrios E,(R) e E,(R), os quais correspondem 2
represetagdo ndo adiabatica. Em ambos os casos, ao sair da vizinhanga de R*
o efeito de acoplamento V, , é desprezivel, e as representagdes adiabdtica e
ndo adiabdtica sdo essencialmente idénticas, ver figura 4.15.

A dinimica do sistema inicia, em # — —eo, no estado |@,), que é equi-

10 subespago definido por R=R* ndo necessariamente é um ponto no espaco, mas pode ser
uma superficie de baixa dimensionalidade.
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E (R) E,(R)

/
X
AER)

(a) (b)

Figura 14: Esquema da descri¢do do problema de Landau-Zener. Dois es-
tados quanticos e o acoplamento entre eles depende parametricamente da
varidvel cldssica R. As energias obtidas pela diagonaliza¢do do hamiltoniano
(adiabdticas) para qualquer ponto R sdo, E| (R) e E»(R)(vermelho), e as ener-
gias (ndo adiabdticas) do hamiltoniano estaciondrio E,(R), E(R) (preto).

valente a |¢;), movendo-se na superficie de potencial E,(R) equivalente a
Ei(R).

A descri¢do da evolugdo temporal depende da representacdo a usar,
porque para cada ponto R o estado do sistema acha-se expresso pelas combina-
¢oes lineares,

[w(1)) = Ci(0)|yr) + Ca(0)[y2) = Ca(1)[@a) + C (1) | @) (4.95)

sendo |Cy(¢)|?+|Ca(t)[> =1, |Calt) > +|Cp(1)|> =1, além de |C,(t — —o0)|> =
|C1(t — —0)|? = 1. Durante o cruzamento E,(R*) = Ej,(R*), h4 duas possi-
bilidade para a dindmica do sistema. O elétron pode permanecer no mesmo
estado ndo-adiabético (também denominado diabdtico), com probabilidade
P,_,4, 0 que evale a realizar uma transicao eletronica entre estados adiabaticos,
com probabilidade P;_,». Ao final deste processo teremos |C,(t — )| =
|C2 (¢ —0)|. Também é possivel ocorrer o contrario, |Cy(t—o0)|=|C} (t —0)],
com probabilidade P,_,, de mudanca de estado ndo adiabdtico, ou P;_,| para
permanecer na mesma superficie adiabatica. A solug@o aproximada do pro-
blema ¢ dada pelo modelo de Landau-Zener

*277"|Va,b‘2
h|(d/dt)(Ea(R) —Ep(R))| | g’

P =Fsp=1—exp (4.96)

sendo a dependéncia temporal dos estados |@,) e |¢@p) estd dada por R, com

d

2t (Ea(R) = Ep(R)) = RIFy, — Fo, 4.97)



67

onde R a velocidade nuclear e F;=—0dE;/dR é a forga do sistema na superficie
de potencial E;. Todas as quantidade sdo calculadas no ponto de cruzamento
R*.

Um caso limite da probabilidade (4.96) é dado pela condicao de um
acoplamento fraco aliado a uma alta velocidade, 27|V, »| < iR|F, — F,|, re-
sultando em,
27|V p)?

‘ a7b ‘ } . (4.98)
R*

P =Fp= |:71RF;, F|
—la

Nesta condigdo, a probabilidade de permanecer sobre a mesma superficie
adiabatica 1 é muito baixa, isso € conhecido como limite ndo adiabdtico do
problema LZ1.Z1andau-Zener. Na situacdo anterior o sistema permanece na
mesma superficie diabdtica.

No limite oposto, em que o acoplamento € forte e a velocidade baixa, a
probabilidade de permanecer no mesmo estado adiabatico é P|_,; =P, ,, =1,
portanto, o sistema move-se adiabaticamente sobre a mesma superficie de
potencial.

Analisando o nosso problema sob essa perspectiva, vamos diagonali-
zar o hamiltoniano, obtendo seus respectivos autovalores, através da equagdo
caracteristica:

det(H—98)=0. (4.99)

Assim,

82— 8 (E\+Ey+puih +puk)+
+E1Ey+E Jap + Exlipi1 + A Aapiipn — 7 =0 (4.100)

e os autovalores sao:

1 1
01 = 5[12P22+MP11 +E+Ep))+ A

, (4.101)
1 1
0= 5[/121322 +Mp11+E+E)]— EA
onde
A= [(Ex+ Aopn)? —2E2E — 2E2Mip11 — 2MapnaEr —
—2M1A0p11p2 + (E1 + Aipi ) + 4772 (4.102)

A express@o acima pode ser escrita de maneira mais compacta:

A= \/[(Ez+?tzpzz) —(E1+Mipin)]* + 47 (4.103)
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Podemos observar o comportamento de 8, (n = 1,2), que so os autovalores
do hamiltoniano correspondendo as quasi-energias, evoluindo no tempo uma
vez que jd conhecemos p(¢). Dessa forma a simples diagonalizagéo do ha-
miltoniano nos leva ao ndo-cruzamento dos estados, de forma que temos uma
evolugdo adiabética. Entretanto, quando fazemos a diagonaliza¢do do hamil-
toniano néo perturbado, e em seguida somamos o termo A, P, nos estados,
isso faz com que os niveis se cruzem. A anlise do termo 8, (A, = 0) + A, P,
o qual chamamos de energia diabética do sistema, corresponde as linhas azul
e verde da figura 4.16. Fazendo o nosso parametro ndo-linear igual a zero
resgatamos um sistema de dois niveis sujeito a uma perturbacdo externa que
podemos descrever da seguinte maneira:

_(Er W\ _[(E1 O 0o w
H= <W* E2> = (O E2> + (W* 0) . (4.104)

Aqui podemos seguir uma discussao a respeito de transi¢des adiabdtica assim
como a verificacdo teorema de separacdo de niveis (Non-Crossing Theorem).
Diagonalizando esse hamiltoniano geral obtemos:

_ Ei+Ey+\/(E| —E;)? +4W?
— 5 ,

E. (4.105)
na qual W garante a maior separacdo dos niveis quanto maior o seu valor. Se a
perturbagdo tende a zero os niveis tendem a se aproximarem, a dindmica desse

sistema evolui e a transi¢@o entre as populacdes é proporcional a frequéncia
de Rabi:

1
Qr — £\/(E1 —E) +4W]2. (4.106)

Em nosso sistema também obtemos 0 mesmo comportamento onde os
niveis se mostram mais separados conforme aumentamos a intensidade da
perturbacdo:

Por tltima temos a verificagdo do cruzamento de niveis para dindmica
ndo-adiabdtica, os graficos abaixo mostram diferentes valores de parametros
a evolucdo temporal dos autovalores:
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Figura 15: Evolucao temporal dos autovalores 1
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5 DISSIPACAO

Sistemas de dois niveis sdo frequentemente utilizados para descrever
em alguma aproximacdo o comportamento de diversos modelos em fisica de
estado sélido. Vidrios sistemas t€m sido estudados nessa aproximacdo tais
como poélarons em sistemas moleculares[34, 35, 36, 37, 38]. Entretanto sis-
temas quénticos interagem com o ambiente no qual estdo inseridos. Neste
capitulo buscamos introduzir a presenga do ambiente através de dissipacdo
no sistema de dois niveis. A descricao de sistemas de dois niveis dissipativos
pode modelar uma grande variedade de fendmenos na fisica e quimica. Te-
mos, por exemplo, sistemas de particulas de spin meio interagindo com um
banho térmico na presenga de ressonancia magnética de spin e relaxacdo[39],
tunelamento de hidrogénio em meios condensados[40], experimentos com
fios de Bismuto(Bi) tém medido as taxas de transi¢do de sistemas de dois
niveis acoplados com elétrons de conduga@o[41, 42]. A inser¢do de dissipagcdo
na modelagem tedrica € uma maneira de explicar fendmenos que acontecem
devido as correlacdes com o meio ambiente, como por exemplo, o papel de
decaimentos nas oscilagdes de Rabi forgadas em juncdes Josephson[43].

5.1 MODELO

Tipicamente a descri¢do de sistema quanticos abertos € feito através
dos superoperadores de Lindblad que pressupde a aproximagdo de Markov e
fraco acoplamento entre o meio e o sistema[44]. Trabalhos pioneiros nesse
tipo de descricdo foram feitos por Bloch[45], Redfield[46] e Fano[47]. O tra-
tamento feito por Kosugi e colaboradores [43] modela o ambiente, ou reser-
vatério, como um conjunto de osciladores harmdnicos, onde o hamiltoniano
do banho é dado por

2 2.2
Do = Ma@yXg

HY =Y e

5 (Zma 2 )

acoplado ao sistema de n-niveis, cujo hamiltoniano é:

H*® :Z|n>En<n|
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H®

o

Two-level system

o

Figura 16: Sistema de dois niveis acoplado ao banho de osciladores
harmonicos, retirado de [43].

H®

Nesse modelo, entdo, temos # niveis quanticos, sendo um subsistema
de dois niveis e os demais n — 2 niveis correspondentes ao ambiente. Assim,
para determinar a dindmica do sistema de dois niveis, é adicionado um novo
termo a equacdo LVN que serd responsavel pelo acoplamento do sistema com
o banho

thp = [H,p (1)) + h[RP (1)) (5.1)

O segundo termo entdo pode ser entendido como responsavel pela dissipacdo
no sistema, e possui a seguinte forma:

R ()] e = —TaPaa + (—1)*%opii,

onde
[RP(1)lap = —TPap-
De forma explicita isso representa a seguinte matriz:
X =T'1p11 — %P1 =I'piz
th[RP(t)] = 1h , 5.2)
—I'py —I2p22+ %P
I'+r

onde ' = tlath + %y, sendo I'| a taxa de decaimento do estado 1 para

o ambiente, I'; a taxa com que o estado 2 pode decair para o meio, 7, € a taxa
de transi¢do entre os estados e o dltimo termo, ¥, € responsavel pelo alarga-
mento dos niveis de energia do sistema de dois niveis devido a interagdo com
ambiente (dephasing). Por simplicidade, no tratamento apresentado nessa
dissertagdo, iremos utilizar apenas o termo de dephasing I" = ¥, diferente de
zero. Ou seja, ndo existe possibilidade de decaimento espontdneo entre os
estados, nem dos estados fundamental e excitado para o ambiente. No trata-



73

mento apresentado em [43] o traco de P ndo € preservado devido justamente
a possibilidade de decaimento do nivel mais baixo de energia do sistema de
dois niveis para o ambiente. Para manter a estrutura geral do modelo em que
estamos trabalhando, utilizaremos apenas o termo ¥,. Desse modo, 0 nosso
termo dissipativo torna-se:

0 —YoP12

h[RP(1)] = 1h . (5.3)
—YoP21 0

As equagdes diferenciais com o termo ¥, ficam da seguinte forma:

2= 2y[xsin(@r) —ycos(wt)] — z¥p, (5.4)
1 =y[Q+Mz— A (1 —z2)] —x¥p + ysin(wr)[1 — 2z], (5.5)
y=x[—Q—Aiz+ A (1 —z)] — yYp — Ycos(wt)[1 — 2z]. (5.6)

A simples presenca desse novo termo nao nos permitiu, até o presente
momento, encontrar uma solucdo separavel na forma integral para o modelo.
A existéncia ou ndo de solugdes desse tipo deverd ser objeto de estudo futura-
mente. Assim, os resultados apresentados a seguir foram obtidos via solucdo
numérica direta das equagdes 5.4, 5.5 e 5.6.

Como comentdrio geral, na auséncia de nao-linearidades o sistema
evolui conforme mostrado nas figuras 5.2 (a) e 5.2 (b). O efeito do termo
de dissipag@o consiste em levar as populacdes a uma mistura aleatéria, ou
seja p11 = p22 = 0.5 e os termos da mistura igual a zero em um tempo que
depende basicamente da intensidade de y,. O papel do termo de acopla-
mento Y(campo-sistema) é aumentar a frequéncia das oscilagdes de Rabi.
Nas préximas se¢des vamos analisar o papel da ndo-linearidade no sistema
dissipativo.

5.2 ESTADO QUASE DEGENERADO

Nas figuras 5.3 (a), 5.3 (b), 5.4 (a) e 5.4 (b) apresentamos resultados
para o sistema quase degenerado com frequéncia do campo em ressonancia
para dois valores distintos de A. A presenca de néo linearidades suprime parte
das oscilagdes e retarda o tempo de perda coeréncia do sistema conforme
aumentamos o seu valor. Ainda ndo esta claro para nés se esse efeito vém de
uma simples mudanca da escala de tempo do sistema ou se a ndo-linearidade
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Figura 17: Dindmica das coeréncias, na presenga de termos dissipativos, para
estados quase-degenerados, onde hd a variacio do termo de acoplamento en-
tre o campo e o sistema.

suprime a dissipa¢do por algum mecanismo fisico qualquer.

Q,=-001: 4, =%, =-050y=0.1; 0=001: T =001 9,=-001: A =k, =~ 100 y=0.1; ®=001: T =001
! T T T T T T

“o 200 400 600 500 1000

(b)

Figura 18: Podemos observar o efeito do termo dissipativo nas figuras 5.3
(a) e 5.3 (b), vemos que as oscilagdes ocorrem no inicio da dindmica e sdo
suprimidas, entretanto o sistema tende ao valor de maxima entropia(curvas
verde) ao final da dindmica devido ao termo de dephasing, ao passo que as
coeréncias tendem a zero (curvas preta e vermelha).
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Diagramas de configuragdo:

Q,=-001; Y=0.1:©=001;T=001
T T T

0,=-001; 4, =1, =-1.00 ¥=0.1;0=001; '=001

0011

deldt

o

001

)

(a) ‘7 (b)

Figura 19: Um caso peculiar pode ser observado na figura 5.4 (a). A dindmica
da coeréncia acontece de modo a excecutar dois regimes dindmicos distin-
tos. Inicialmente, parte de zero, e excecuta as oscilagdes perdendo amplitude
através das espirais observadas no grafico. Em seguida temos o sistema se
comporta percorrendo uma oscilacdo longa até tender a zero. Na figura 5.4
(b) representa o grafico para o diagrama de fases.



76

Um caso interessante ocorre quando o pardmetro ndo linear € alto em
comparagdo com a diferenca de energia entre os estados. Nessa circunstancia
a dinamica realiza-se em dois regimes bem distintos. No intervalo de tempo
inicial curto, a coeréncia do sistema, que inicialmente € nula, oscila rapida-
mente e a acdo da dissipag@o € nitidamente intensa. A amplitude das partes
real e imagindria da coeréncia decresce de maneira exponencial, mas nio
para o limite zero. Isso pode ser observado claramente nos diagramas de
configuracdo nas figuras 5.4 (a) e 5.6 (a). Esse primeiro regime corresponde a
espiral do lado esquerdo dessas figuras. Posteriormente, durante a maior parte
da evolucdo o sistema passa para um segundo regime, representado nas mes-
mas figuras pela circunferéncia do lado direito o que corresponde a oscilacdes
perfeitamente harmonicas. Por fim, em um intervalo de tempo muito curto,
comparado a dindmica completa, a mistura colapsa para zero. Durante todos
esses ciclos, o comportamento das populacdes é basicamente monotdnico, e
a perda de coeréncia ocorre no instante em que a populagdo do estado funda-
mental atinge um valor menor do que 0,5. Isso pode ser observado nas figuras
5.5 (a) e 5.3 (b).

9,=-001; Y=0.1;0=001:T=0.10 9,=-001; Y=0.1;0=001:T=0.10
1 T 004 :

0,02

08 4

071 - —
P T 002

06 4
004 -

05

04 | | | |
0 500 1000 0 500 1000
t

(a) b)

Figura 20: Nesse grafico apresentamo uma forte presenca de ndo-linearidade
o que podemos observar na fig 5.5 (a) que ndo apresenta oscilacdes, devido ao
valor de A e decai ligeiramente ao valor de maxima mistura devido ao termo
de dissipacdo. O grafico 5.5 (b) corresponde a dindmica da fig 5.4 (a) onde
a primeira parcela da dinimica esta relacionada as oscilagdes com perda de
amplitude sendo seguida das oscilacdes mais longas no tempo.
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Figura 21: Diagrama de Argant para caso em que o sistema percorre dois
regimes dinamicos distintos.

Nas figuras 5.7 e 5.8 apresentamos um quadro comparativo das dindmicas
para diversos valores do parAmetro A. Na figura 5.7 o termo de dissipacdo
possui o mesmo valor da diferenga de energia dos estados. Partindo de A =0,
regime no qual ndo ha ndo-linearidade, o sistema oscila decaindo exponen-
cialmente devido ao termo dissipativo. Esse regime pode ser comparado a
um oscilador harmoénico no regime sub-amortecido. Conforme aumentamos
valores de A o sistema suprime cada vez mais as oscilagdes e retarda o tempo
com que se atinge o estado de maxima mistura. Na figura 5.8 é apresentado
o mesmo quadro para um valor de dissipagdo 10 vezes mais intenso, que faz
com que o estado atinja um estado de mistura aleatéria muito mais rapido.
Nesse regime o sistema se comporta basicamente como um oscilador super-
amortecido.
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Figura 22: Dinamica de populacéo para diferentes valores de A, a curva roxa
corresponde a A = 0 e podemos observar as oscilagdes de rabi que sdo amor-
tecidas pelo termo de dissipacdo, conforme aumentamos os valores de ndo-
linearidade as oscilagdes sdo suprimidas e tendem ao valor de mdxima mis-
tura. As curvas preta e vermelha correspondem as partes real e imagindria da
coeréncia para A =0
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Figura 23: dindmica de populag@o e mistura sob forte dissipacio

Apesar de termos apresentado apenas o caso quase degenerado, no
regime dissipativo, o comportamento do sistema é andlogo quando os niveis
de energia sdo mais espagados. Omitiremos aqui uma série de simulacdes
realizadas com uma gama muito grande de parametros para ndo sobrecarregar
o leitor.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta dissertacdo estudamos a interacdo de um sistema de dois niveis
na presenca de um campo eletromagnético externo, perturbado nos termos
diagonais por um fator néo linear. Consideramos o termo perturbativo como
sendo a densidade de carga do sistema de modo que esse tipo de perturbacao
gera equagdes de movimento nao linear. A resolucdo do sistema foi feita
através da Equagdo de Lioville-von-Neumann, e o conjunto de equagdes di-
ferenciais acopladas foi reduzido a uma forma integravel para sistemas sem
dissipacao.

A principal motivacdo deste trabalho partiu da andlise de dindmica de
carga em sistemas moleculares, onde havia a presenca de carga local como
perturbagdo. Fisicamente, a presenga de carga em alguma regido da molécula
proporciona uma polarizacdo da mesma. Essa polarizacdo leva a regimes
de auto-confinamento, que podem ser reproduzidos a partir da equacdo de
auto-confinamento discreta. Verificamos, estudando essa equacio, que a ndo-
linearidade gerada pelo termo Ap faz com que o sistema de equacdes tenha
uma forte dependéncia das condi¢des iniciais. No contexto de células sola-
res, a dindmica de separag@o de carga dirigida por foto excitacdo faz com
que a carga seja excitada para um orbital molecular gerando um par elétron-
buraco, entretanto esse par pode se recombinar emitindo féton, assim ndo
temos acesso ao elétron excitado. Portanto, um longo tempo de estado de
carga separada ¢ ideal para o transporte em células solares, que pode ser ob-
servado com a inclusdo de um potencial ndo-linear em [4] e que conseguimos
mostrar neste trabalho através do regime de auto-confinamento presente na
dindmica para alguma configuracdo dos valores de parametros. A forte de-
pendéncia das condicdes iniciais pode ser visualizada do seguinte ponto de
vista: a presenca de carga na diagonal principal sob a acdo do campo externo
faz com que no tempo inicial ja exista uma certa perturbacdo de carga local
agindo no sistema, por isso temos que obrigar as equacdes a permanecer no
dominio entre O e 1.

Para trabalhos futuros pretendemos descrever a dissipagdo com mode-
los mais robustos, trabalhar com um sistemas de mais niveis e investigar a
possibilidade de existéncia de caos na dinamica das equagdes uma vez que
encontramos para valores altos de dephasing diagramas como o da figura
abaixo.

Como perspectiva futura, buscamos também entender melhor, do ponto
de vista fisico, o que representam os cruzamentos na dindmica diabdtica
assim como encontrar mais sistemas na natureza que possam ser descritos
pela nossa abordagem. Pretendemos investigar a presenca de caos em 6ptica
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0.4

Figura 24: Diagrama de Argant representando uma possibilidade de assinatura de
Caos no sistema quando sujeito a valores grandes de dephasing.

quéantica ndo-linear, uma vez que Bajer[53] mostra que os diagramas de configuracio
para sistemas ndo-lineares em estudos envolvendo controle de f6tons € muito
proximo da Fig. 6.1 que encontramos em nosso sistema.



APENDICE A - Hamiltoniano de acoplamento minimo
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Neste apéndice serd demonstrado o hamiltoniano de acoplameto minimo.
Dentro da formulagao variacional, podemos definir um funcional cha-
mado agcdo como

{h)
Slae) = [ drLlae,de) | (A1)
1

onde a fungdo L(q,q,t) é a Lagrangiana do sistema e ¢ as coordenadas ge-
neralizadas. Segundo ainda o principio de Hamilton, dentre todas as infinitas
trajetdrias possiveis de evolugdo do sistema, a trajetdria fisica serd aquela
para o qual a variacdo da ag@o seja zero

onde a varia¢do de uma coordenada generalizada §¢; é dada por

6qi(1) = (1) — gi(1). (A3)

Além disso, gj(¢) representa uma trajetéria “teste” e gx(¢) uma trajetoria
fisica. Temos ainda que para os instantes inicial e final

5qk(t1) = qu(l‘g) =0. (A4

Isto implica que fodas as trajetérias comecam e terminam no mesmo
ponto. Tendo em vista o principio de Hamilton, podemos obter as equacdes
de movimento que regem o sistema:

Slgx] = /dlSL /dl‘Z( qu+8 qu>

3| 3|

- a2 Aoy
6qk—a6qk — 5S[Qk]—/tl dt;(&qk_dl‘aC}k)BQk_O (A.S)

dL d (JLY\
dgqr  dt \dqx)

Estas equagdes sao as chamadas equacées de Euler-Lagrange. Para
campos, ao invés de N graus de liberdade, agora temos oo graus de liberdade.

Enquanto que para particulas podemos escrever a Lagrangiana generalizada
como

N=3n 1 1
i«jzzl 2 s 2 s
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em teoria de campos estes indices se tornam continuos, de modo que agora
temos

Z — /d3x

entao

L= /d3x.$(uu,8vuu,xa) (A.6)

onde .Z é chamada densidade de Lagrangiana. Nesta notacao, a agao é

1 1
Sluy] = /dt/d3x$ =- /cdt/d3x$ =|- /d4x$ = /d4§\/fg$
c c
(A7)
onde na dltima passagem, redefinimos ¥ = % /c. Logo o principio de Ha-
milton para campos pode ser escrito como

8S(uy) = / d*x8.% = / d*E\/—g8 % =0 (A.8)

Temos ainda a seguinte propriedade que sera Titil

*

Suy =uy —uy 5 6(dyuy) = dyuy — dyuy
v (8uy) = dyuj, — dyuy (A.9)
| 8(Bvity) = 9 (Suy) |

De forma andloga a antes, podemos escrever as equacdes de Euler-
Lagrange para campos a partir de (A.8). Integrando a densidade de lagrangi-
ana numa regido Q que evolui no tempo
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6Sluu) = [ d*6v=g52
0%

:/d“é\/—ig {%Buu—ka(a‘}uu)

o st
sl st

= f sV gima”“]

6(8‘,14,1)}

e 2% Lo (/= 0%
+,/Qd 2V g[auu \/jgav <\/ 8 3 Gvn) Suy  (A.10)
0% 1 0¥
= o[V =0 A.ll
dus V8 V( 88(8\,14“)) A1
No espago de Minkowski onde /—g = 1, pode ainda ser escrita como
0¥ 07
5= (55) —

Se tivermos uy, = Ay onde A, € o quadripotencial do campo, podemos cons-
truir a Lagrangiana do campo eletromagnetico e, obter as equagdes de Maxwell.
Definindo

STAy) = Sl ] + ScampolAy]

Temos

1
S = / 5T Lo = = A (A.13)

Z.am,,,, deve ser invariante por transformacfo de calibre. Conhecemos dois
invariantes que satisfazem isto, mas s6 um deles funcionaria, pois
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Onde o termo cancelado € zero pois € uma das equagdes de Maxwell.
No entanto, ndo podemos usar este invariante, pois integrando esta equacio
o teorema de Gauss faria surgir um divergente, o que quebraria a invariabili-
dade. Temos entdo que

1
Zampo o< F[JVF”V = Zampo = _@F/JVFHV (A.14)

Do principio de Hamilton

4S8 = /d%c[ﬁﬁm + SDZCampo] =0

8L = fc%ﬂ‘ 5Ay (A.15)

Finalmente,

55— /d4x {;JVSAV - ZJICF“V%(SAV)] -

1o, 1 A
= [ a*xa, (F*V sA —/48F“V——" A, =
4m/dx“( SAV)+ 1 dx{“ CJ]SV 0
54, £ 0 9P = T v
C
A.16)

Onde o termo cortado fora cortado por que, ao integrar com o teorema
de Gauss, trocamos a integral volumétrica por uma integral na borda, e A, =
0 na borda. Deste modo, recuperamos as equacdes de Maxwell.
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Particula carregada em campo eletromagnético

Separando a a¢do em duas partes

§= Sparliculu + Sinteracao

Sint € facil de calcular:

Simt = — % Jod* X Au(x)JH(x') =
JH(x) = ecfjjdf%54(x/ —x(1)) =
Sim = —¢ Jod*x [TTdTBE S (3 —x(1)Au(x) =

u
= —¢ [2dtSiAu(x(1)) =

e (2 e (2
=—- Aydi* = | Siu=—- Aydx*
ju u
C X1 Cc X1

A outra parte da ac@o pode ser construida a partir de valores invari-
antes. Usamos para isso escalares de Lorentz. Na mecanica nao-relativistica
temos que

(5]
Spart = Ld[

13|

Ja que dt = y(7)dt, podemos reescrever a equagio acima como
)
Spart = / Ly(t)dt (A.17)
T

Uma vez que cdT = VdS? é invariante, precisamos que Ly(7) também seja
invariante. Fazendo Ly = «, temos que

1=%—a/1-p2 — L-a 2 (A.18)
=2 _ 5 ,

= o 2 .
No caso ndo-relativistico, v < ¢ e L = *3~. Quando v < ¢ podemos expandir
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araiz

2 2 ct

Como, dentro das equacdes de movimento, a lagrangiana aparece sendo atu-
ada por uma derivada, podemos eliminar a constante do primeiro termo da
expansao. Logo

4 2
L~a—av+ﬁ(v> m2 fete (A.19)

2 2
(04
L=—75="|a=—m (A.20)
c
Temos entdo que
o
Spare = —mc? / dt (A21)
T
e
2 T e %)
S=—mc / dt—— [ Apdx* (A.22)
T c X1

Abrindo o tempo préprio na integral (A.21) em dT = %\/ ds? = 1 /dxHdxy

[dxH d
Spart = —mc f/\/dx“dxu = —mc/dr ;‘L' ;:

Parametrizando x* como uma fun¢o ndo-linear de T por um pardmetro S

dxH dx”
Spart = =me [\ "5 a5 @

5 I _(d
88y = —me | dS—— 25 <x”> =

M 2 dxV dxy dS dS
ds ds
'S2 d dx* 6 Sz d M
= —mc ds— _as Ot +mc ds— | —45 Oxy =
Js ds dxV dxy Sy ds dx” dxy
ds ds ds dS
At $2 dxlt
dit 5 S d datt
= —mc a5 = —+ mc dsS— 5 (Sx,u
dx” dxy S ds dxV dxy
as ds 1 s ds
(A.23)

Onde a passagem da primeira integral da terceira linha para o termo cancelado
¢é dada pelo teorema fundamental do cdlculo. O termo cancelado é zero pois
a variagdo € zero nas duas extremidades da trajetdria. Saindo do parametro S
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e voltando para o pardmetro 7:
1 /dxVdxy 1d 1 d
dT=—\|——2dS = |-——=—F—=—
cV ds ds cdrt [dxV dxy dS
ds s

1 dxt K d?xt
SSpart—mC/ dt— I:C dT:|6xu—Al dT[ dz}qu—O (A.24)

Como 6x, # 0, temos que o termo entre colchetes deve ser igual a zero.
Chegamos, finalmente, as Equacoes de Euler-Lagrange para o problema

d?xH

Esta é a parte da acdo da particula. Temos ainda que calcular o que sai da
acdo da interacdo:

S = & / [SAydx" +Ay8(dx")]
C

__¢ / [8#Av Oxtdx¥ 4+d(AyOx¥) — dyAudx¥ 5x“}
c

—£(Ay0xY )| — £ [[duAy — IyA L] OxHdx”

e

_¢ / (F”v)d—dr&c“
T

c

e dx*
8 =| /r | (R )des,

Entdo, como 854 + 8Sine =0

2 M e dxY
d L R | 8x, =0
/r] T[m a2 ¢’ d’t} u

2t e dxY
e ;F‘fLE (A.26)
dp* e
L A
ou e v u
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Hamiltoniano para particula carregada em um campo eletromagnético
- formulacao relativistica e aproximacao nao-relativistica

Para obter a hamiltoniano, podemos partir da lagrangiana do campo:

S:/Ldt:—mcz/dr—g/Audx“:
:/< Hl_c>dt_c/<Ade —A-d¥) =
_/< mey\[1- 5 )dt—/(qﬁdx%cdt)—ﬁ-dic’ji) A7)
S—/Ldt_/<mc2\/lzii¢c+iﬁ.\7>dt

2 e -
L= —mc? 17v—2fe¢+fA v
¢ ¢

Podemos fazer uma transformada de Legendre nessa lagrangiana para
obter o hamiltoniano:

H = Z WV —
JL V2 k
=—m ( )+ Cak= V4 Sk phy Ak P
av V2 C
2\ /1 1-5
C
(A.28)
onde p* sdo as componentes espaciais do quadritensor momento
E
p” = (;7 ymvk)

e 2% & 0 chamado momento canénico. O hamiltoniano é entdo
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2 2
H= 2 A pm 1= pep— 24 5=
[ ¢ c c
02

2 2 2 2
__me {vzﬂ_vz]m):mcw (A29)
-2 L€ ¢ 1-4
C2
H=FE+e¢e¢

Podemos reescrever o momento canonico em termos da hamiltoniano.
Dividindo a equagdo (A.29) por c e rearranjando

H E e e
—=—+4-¢0 = ,QZk:pk+fAk
c ¢ c

H E
P = (ﬁk) P Pt = <,pk)
c c

PH = ph L EAR Ly g — i Epm
& C

c

(A.30)

2 2
E H - 2\ 2
P pu =m*? — <) — PP =m’* — (—e(P) - (@—EA) = m’c
c c c

H=i¢+\/m2c2+(@—ex)2

c

L en2
H:e(b—i—\/mzc“—i—c2 (@—EA)
c

(A31)

No limite ndo-relativistico, podemos expandir a raiz em (A.27) para
v/? <1

2 4
L:—mczy/l—V2+EA-\7°—e¢z—mcz—|—mv2+ﬁ(v4>—|—eA-\7—e¢
c c 2 c c

Aqui, novamente usamos o argumento de que, uma vez que a lagran-

giana entra na conta sob uma derivada, podemos eliminar a constante —mc?
Logo
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2
P = mV2+A2mv+ﬁ(v2>+A—>mV=@—eA
c C
I-a (A32)
1/~ e-
V:—(,@—EA)
m c

Escrevemos finalmente a hamiltoniano nao-relativistica como

oL - S
H=220L=m?+ 47— TVZ—EAW_/'Jre(]): Tszreq)
vk c 2 c 2

Substituindo V obtida em (A.32)

H= ﬁ (ﬁ—gx)2+e¢ (A33)
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