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e = l,2,4 , s,16,3,G , 9 ~ 12 , 24 , 4s 
D = 2 7 3 ~5 1 7 9 10 9 21 9 30 9 210 
construa os respectivos Diagramas de Il asse~ 

gv.ndO 2º Determine os equim~ltiplos d e 7
9
12, e 18 9 s e 

o nÚmero 5 9 idem segundo o número 7o 

3º Sabendo-se que o nÚmero 7 é d ivisor de A, nao 

divisor .de B, deixando resto 3
9 

e que tamb em -

, 
e 

4o 

s. 

, é di 

ressordi visor de e, deixando resto 6; pede- se 
0 

to da divisão de: a) A + B + e por 7 b) A X B+C 

por 7 9 c) A + B x C por 7, 
e) A x C + B por 7

0 

y 7 
d) A x B X C por 

Com 
os dados do exerclcio 

podem es-3 responda se tar certos 
os cálculos; a) A B e b) BxC+B + = ::: A e) e - B :: B d) e X e + B B X e ::: Utilizando a 

ex ... igualdade : 1 ººº = 8 X 1259 e a pressão N ::: D X 100 cdu , determin e •tériO + 
wn c r i - resto para o 8 

6 0 Verifique se 

a) ~35 286 

(ou 125) . 

os nÚmeros : 

b) 12 380 

?o 

e) 245 619 
f) 103 425 

são divisíveis por: 
mine os restog

0 

c) 3 275 

g) 3 926 

d) 4 266 

h) 178 

2 3 e dete!" . , .v4 9 5 9 6 9 7 9 8
9

9
9
10,ll9 

Quais algarismos 
Podemos 

lugar de "x'' colocar no para que , 

por 2 
o numero : 3 

58x seja divisível: a) 
e 5 b) por 4 e 5 e) 

d) por 3 e por 2 e 9 
5 e) por 11 

f) 
g) 9G 

por 6 
por 6 e 

b) 

145 

tando-as bolas .. Con 
de 11 

de 4 0 
menos do-as 

contan mas , 

existem 8 ,, Nu1aa urna 

- o b ra bola , tl e 9 em D nao s -

11 sobra 5. Quantas sao em 
? as bolas . 

9 º Faça os cálculos 

ve" e "prova dos 

t . e. e depois ir . a "prova dos no

11 • a) 35 + onze • 
68 ir 125 b) 

e) 248 X 34 

3 82 - 1:45 7 296 + 5 417 c) 

f) 2 157 X 19 

d) 4723 - 986 

g) 5 286 : 45 

h) 1234321 : 11. 
. e o determ1n 

indicados ndo se~ cálculos t qua 10º Sem efetuar os ~ e guin e 

d a expressao s e) por 5: resto do valor 1 
b) por l Vidir por : a ) 9 

a ~ ) 

b ~ j 

) 180] - 73 1 (32 X 48 + . 

X 384 X 12 .,. 
8 292 + 35 ) X 143 

048 : 16 (756 X 325 - 2 

+ 84xl2) (63 : 7 

dos: 
. a vans.~- . squer r:. ~ · · 8 ma 1s a1 ~~:!:.2.:!:.~~- Es~_E1a2:_ ~:;;;.;...;-- um' eros qu 

1° Prove que 

di v is j v e l 

· s n , d doi ' e. se a soma e tambem 

d ·re rença 2 S ua 1 · b por , b ::- a -

, 
e 

" Sugestão ~ ) 2 X: . . (a-t-b = ut1l1ze 

2e P~ove que o quadrado 
úmero 

é mÚl ti -Ímpar 
de um n 

unidade· Plo de 8 mais uma 

. ., Sugestão: 

. k + 1 • 2 X forma. 
• ar a de a imp à soma Utilize par , igual 

30 
Prove q ue todo 

. 4 e , . 10 de mul 'L .LP 

t ·\TOS o dois lmpares consecu 1 

(2 X }( + Sugestão: Utilize: 

X k - 1) 
1) + (2 
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Prove que se: a x h ª x e 
4. 

1 entáo b 1 e . 
5. Prove que se a b e e F 1 

J o então a x e 1 b X C • 6
• Quais os algarismos 

· que devemos 

de ":x:'' e "y'' no número lx4y2' para que: 
l uo·ar Colocar no 0 

a) sejadivisíve1 por 4 e 9, 

b) seja divis~vel por 9 e 11. 

ti vos consecu 
7, Prove que dados dois números pares 

um é serapre divisível por 4. , 2 

k 2 X k 
Sugestão: Utilize para pares: 2 x e 

s. Prove que a soma dos n primeiros 

s1ve 1 pelo inteiro seguinte,caso 
, diYinaturais e 

. Ímpa r• ê1e seJa 

. v os consecut1 
9, Prove que o Produto de três inteiros 

é divisível Por 6. 

os estude 
Sugestão: Indique-os com k, k+l, e k+2, 

casos de k ser par ou Ímpar. 
lo. Prove que a soma dos 

não divisíveis por 3 , e ros quadr a dos de tres num 

é múl tiplo de 3 º 
Sugestão: Indique as suas formas possive i 

1

, 

11. 
' ·s com 3 X k • l e 3 X k•+ 2, ou 3 X k - 1 e 3 X 

k' + 

núme
Prove que a diferença dos quadrados de dois 

r os não divislveis Por 3 é múltiplo de 3 , 

* 

14 7 

l ' 'L : .) - V 
r \l· .. ~~ -~··· 

r ' 

-A0 Defin1ça~ -....;;;.;:._ 

· d o "º Temos apr e ndi -
m r1Úmcrc u -V que ? , ~ 

f ul o I ; , . oc ._ "' 
c ap1 't . propr1 .., . -

e s im deJ l d j visor d u~s ~ 
ta as reeu 

, : os e propr J. Pode ter d ivisores ) • dis t o 

un i dade ' • r o C' a Proprio numer -

nições seguinte$ ~ 

,. • 2r :im.:; . Definicão I ~ Nunie !,,..:)_ --..;, ~...=._ 

Um nÚrnero 1.n , . n te di f ere 
; r: ~·. ~ idade , 

da un os ..::'..!.a . te : •'O'J 

lllo se 
9 e SQmente S"? 11 Ítn j cos p or 

div iso res 
poss~u 

( ~) ~isores impripri os. • 

. os to • o e 
,, 

0 C0r.!J'..- . zer ~icão II : N~r_ te de 

~- diferen . pelo 
" o i nteiro possui Um numer se9 

s ome nte de 9 é composto se ? e 

diV'iso.r- rn·Ópri o. 

ela 
. - ll"l 

meno~ 

.,;io r e s diYíSO 
l e 

b) 

Pois oü é primo ? 
, i· cos un 

, 

. os ssu1 
·sares diVl. 

pro~ 

6 e com • post o ~ 

. 2 e 3c p r 1os · 

pois p C 

, vimos e ja 
do qu ser · · ç ões 9 e podem def1n1 . ·ros 

os números inte1 

te · ormen ter1 
an dos . fi c a class1 . 

acre~ " pimo; a-"' e r de"' P ro nao uni<la 0 ze te da 
- Jta que ·fere~ rimo• Da definiçao resu: "'o: "cl.lna"'o e P 

d f iniça m Centamos na e que u 
~a de ixarmos c l a ro 
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rlo seguinte modo: 

Número Inteiro : 

1 _ Prime i r o 
uni \'ersal' divisor, ou d ivisor 

_ Primos (divisores: l e p) 

P outros) e - Compostos (divisores: 1, e e 

Múltiplo Universal 
0 _ Último divisor, em 

Definição III: 

·mus - chamados prJ. Dois ou mais nÚmeros inteiros sao a uni-
c

omo Único divisor comum 
entre si caso admitam 
dade. 

Exemplo: 

Os nÚmeros inte iros 15 e 56 sao 
e_!! , rimos numeros P 

a unidade. 
, tre si, pois o Único divisor comum e 

B. Teorema da Decomposiç~: 

"Todo nÚmero composto é igual a um produt o tÔres primos". de f a ... 

com UJ1l 
Mostraremos primeiramente, 

1
,ara facilitar, 

exemplo numérico. 

Seja o nÚmero composto 120
0 

UID 
Se9do composto o nÚmero 120, Possui pelo menos 

divisor propr10 , Por exemplo temos : so, 20, 3 ' 
, . O etc• 

Tomemos o •enor divisor próprio; se 20 é o , 
menor, 

r o ... 
é primo, .Pois em caso contrá~io admite um divisor P 

" 120, por 
prio (menor que ele), que é também divisor de e',emplo o lo. 

Logo 20 não 

e 

mo ., 

Conclu1rn . os q ue: 

120 = 2 y 60 

t com ova.me n e 

(*) 

149 

.. onclu a e -remos 
60 che ga ú.mer,e 

, . um n propr1 o 
Raciocinando n r divisor 

. c omo meno 2• são que 60 p ossu i t o • 

n ovamen e Primo, que é nc caso9 2 x 2 x 30 

X 30) = 
120 ~ 2 x (2 divisor 

o men \, , ' ara e 30, Novamente, P 
depr.Óprio 

~e ser pri mo ? que e , ·.ainda o 2 : 

120 = 2 X 2 2 X 2 X (2 X 15 ) = 
?. X 15 X .., 

e, sucessivamente . 3 x teremos : 5 

2 X 2 X 120 ; 2 X 
e t~r-~ , pr imo, 5 que e ·ente e 

então ao quoc ~ só primos• ª" "esma hegamos fatores · ocinar 
decomposto o 120 em demos r ac1 

geral po De uma maneira 
lll<tn.e ir a : 

Seja N o 

Entre os 
sto. s o m u . 11, enor::- P1 num, ero c on1po tomemo . a wn 
, ·os , ·

0 
ter i 

propr1 ntrar1 divisor divisores so co bém 
ºIli ca ·a tam pois, ~ e ser1 

que deye ser primo, 

di~isor. próprio menor qu e 

~ 't se de ~e N, contra a hipo e 
ê1e, qu 01euo~ : 

" ser o "P1 

N = P1 .x a 

menor 
" li o · Noyamente, seja P2 zão: 

r a ~ºtn''h '' pela mesma ~2 Primo, 

diYisor "a"' próprio 

, fatorado ' 
J·á esta 120 número 

"dade 0 ta oportun1 , 1e º 
- ã o e fatoraça o n comp 

., 
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·'·· .·, 

e9 raciocinando ari"à:1ogament. t1 chegaremos a 

final primo, po::-que enquanto -:i. ii :) che garmos 
racioclnio é aplicável: 

com todos fatÔres primos. 

C - Forma Geral de Decomposiçã,!?: 

·ente t: ! i; q uoc l. 

Pr imo 0 a. ~lm 

No pr~duto ~terior, é claro, que algum 

primos podem ser iguais, o que ... se verificou , . 
numeri.co: 

fat~reS dos 
10 exemP no 

120 = 2 X 2 X 2 X 3 X 5 

ou, em forma de potências; 

120 ::: 

logo, de uma maneira geral, qualquer nÚmero 

pode ser escrito na seguinte Po"ma Geral de ção: 

.lf = 
:X • 

• • X 

to N ~ompos 
.... . -

0s1 Decomp 

(*) 

onde P1 • P2• ••• p~ • são Primos; e, 
llleros inteiros. 

a,b,c, ••• m 
pÚ.~ 

são 

Exemplo: 

Na decomposi~ão t·i · smos ~ 
• u • iza-se a obtenção dos me , em ordem crescente, p d • s• 

or i~is6es sucessivas; alias
9 

o 
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e . , . rac i oc1n10 gundo o propr .1 o explicações a "' ado nas cmpr~g ' t· co• 
cima~ e9 na prática adota-se um · ra l • d ispositivo p 

Seja N = 360 

360 2 

180 2 360 = 23 X 32 X 5 

90 2 

45 3 

15 3 

5 5 

1 

nº TEOREMA DA !LIMITAÇÃO: -
''A sttcessao dos números -

De !ato: 

11riu 0r ' "p" qua. -i. úmero primo 
Mostremos que dado um n . r que ê1e. 

. maio -imos &einpre existe um número primo d todos os P• 

Para isso 
clesde 2 até p: 

Produto e façamos o 

5 X oo• p = 2 X 3 X X p 

e, em seguida adicionemos "dade: uma uni. 

N = p + 1 

Podem se dar dois casos: é: primo 
to , compos e 

que Pt e p é maior N+l s~ pois 
ndo N Primo já provado, • portan-

fo · lhid 0 • posto. 
l um Primo qualquer asco. 'tese: N com dife-

o deve ser !d..,l.· t""-os a segunda hip as q :x:a-
... ""'• "q"' m d. n· do e · mo di"Vi 1 divisor pri. números 

·s êsses 2,3,5,.o.p, pOl. 
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tamente P, nao d ' 
lVidem N, pois nao dividem a unidade 

N = p + 1). 

Sendo 0 nÚmero "q" 
3 s primo, diferente dos pr1·mos 2, 

' t••• p, deve ser maior CJle < var. · P' como pretend1amos pro._ .... 

E. OBTENÇÃO DE NÚ MERos PRIMOS 
E.1. Crivo de Erat' 

st ·ne,!!: (*) 

Consiste d 
" e urn simples 

numeros compostos processo de . liminação 
sucessiva 

) mente 1 . . 
a Cancela-se 

0 
, 9 e .iminando: 

) numero l 
b os múltiplos de 2 ' 

4, ' cancelando d 
e 2 em 2 

9 

e) os mÚltiptos · de 
a partir dO 

9:~ , 3, cancelando d 
e 3 em 3

9 
a partir dO 

d) os múltiplos de 
25' . 5' cancelando de 5 

e) os múltiplos 
em 5 a partir dO 

9 

de 7 c 
49' etc• ' a.ncelando de 

7 em 7
9 

a partir dO 
No quadro 

ioo. segu · inte obt · 
l.Vemos 

(*) Ver nota 
histór· 

lca na 3ª 
Parte 

os Primos entre 1 e 

da obra. 

r 
l 2 

11 .@ 
.21' @ 

31 ~~ 

1:1 © 
.51 ® 
61 @ 
71 .@ 

@ 

, ;_ _, 

2 3 

>{ ® 
L, 3 @ 

53 ® 
fr ··@ 

73 

83 

5 

\ 

L-~ ® ,93. ® 9\ 
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·- - - - ··· . _____ ___, 

@ 

E: 2 o • .Y._erifi~~Ç~-· :;:e-~~· n~~-~-;.·;;--é ou não pr i mo. 

O , t ~ de feito, pois~ ?~ 
crivo de Eratostenes apresen ~ . ~ -

l'a s , . b lh·ar cora mui t ~;,· 
• e obter um primo é' necessar10' tra a .. -

ll.Umõ meio desta, l . , ; -

""ros da ~ i· n1· ciar no i tabela ; ou e ntao, 
l:lleçanao o quadrado de pr i mo 

cancelamento com o primo 
Pos ~ t ~ necessidade 

de 
s~ve1. Pode t be'm de se e~ acont e cer am ' " to· então ... _e, 
saber se um , , . é compos ' 

numero e Pr imo ou ,~ 
Clar mesmo pa~-

o que ~ < • a tabela, ou 
t nao iriamos cons truir 
e dela 

Para a e11·m1· naça~ o . J o de ~ V de Verif ica~<l 
Usamo - t cr1· tér io 

P~ - s entao o se ~uin e 
trnos • . 

~ sucessivas p~ 
'l' di v i s o.es 

oma ... se o n{l.me r.o e efetua-se· 

u} 

{*) : 5, 7, 11, .... 

sendo d~visio exa ta 
é composto, 

o número . 

b) sendo ine xata , faz-seª 

w pelo primo se
d ·i nsao 

guinte 
'i 

último algarismo. 
,. , b rv-ar o 
e factl, bas ta o se 

• 
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quociente c) repete-se as regras a) e b) até que 
0 

a · vi 

a o 1 
de uma divisão seja igual ou inferi :.:-

, urimO• sor; q uando isto acon tecer o n~mcro 
0 

~ 

! . i ,_, d ade : o critério está baseado nb seguinte prop e 

Proprieda~: 

Um nÚmero é primo quando não 
- ·-:----:.: ___________ _ 

primo cujo quadrado não o exceda. 
---------~------~~~~-------~--

'lltfil ~ 1 p or n eri. é divis1ve -~ - -·-

Seja N o nfunero e p o lllaior nÚmero 
seu quadrado não <:exceda N: p2 <!. N. 

e, que N não Seja divisível por p e por 
nor que p: 

N ::: 

qt!C primo ta l 

. mo rn,! nenhum prl 

. '· Seja P1 ° Primeiro primo divisor de N tal que 

N ::: 

Como p :::;.... p • l h , do e" ... 
l ' pe a ipotese f eita o seu quadra 

Cede N: 

mas, neste caso, será 

isto é' como ql é também d. . di vi ... 

lvisor de N
9 

existe um 
sor de N menor que p • 

• l' que e contra a hipótese, logo, nao existe um nú.mero que d" . 

lv1de N. 
Exemplo: Verificar se 

08 
.r,_ e) 

·•~ueros: a) 143; b) 367; 113 são Primos. 
a ) 143 

23 
2 
~ 

47 
143 
03 

J 6 

20 

155 

143 111 

33 13 t 143 portan ° . composto e 

o 

b) 367 j3 367 5 367 7 

06 122 17 73 1!7 52 

07 2 3 

1 

367 111 
37 33 

367 17 
367 

27 21 
107 28 

4 3 
10 

36? jl9 
17? 19 
06 

Portanto 367 é primo, 9 pois não 
( i · por nenhum . ·s1ve 

e, d1Vl 

Pri~o cujo quadrado nao 

e) 

li' }) 

113 

23 

2 

j3 

37 

113 J 11 

03 10 

o excede. 

113 

13 

3 

113 

43 

1 

16 

ois 0 , rimo, p , 
113 e P . ~o e e-

div1sa nenhuma e 

• ~J.l'IR:!:E~S~~!i!....:..;........-
- ... ,'J.. um 

· ao u:l>o t e orema da decomposiç lica~ões ~ ap 

Produto num número a 

~~ 1 umas P~i~os, resul tam a g 
que veremos 

• 
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svguir (*). 

F.l. Propriedade dos expoentes: 

·te na Vimos que um nÚmero composto N pode ser f?s c r l. 

Forma Geral de Decomposição: 

:X b 
~2 X m 

X •oo X Pm 

portanto, qualquer numero M que possua os mesmos • . fat o:·-

a _or.; res primos, afetados de expoentes menores ou iguais 

de N, será divisor de N, como é fácil verificar. 

Seja para exemplo: 

tem.os 

e, ·seja 

N 

N 

M 

:: 

:: 

:: 

360 

2
3 

X 
. 2 
2 " · X 

que satisfaz a condição: 

~ :X: 5 
32 

Como N == 2
3 

:x 3
2 

x s, sera· 2 2 otl 

N :::: 2 X 2 ·X 3 X 5 

ou 
N :::: ' (22 X 32) x: (2 X 5) 

N ::: 
M X (2 3: 5) 

que implica ser H 1 N. 

º ·· que de fato se V'eritt· ca 
t POis: 36 1 360. 

M :: 2
2 x :r :e J6 e, 

Serão feitas l , · 

ªP icações também ao cálculo do maX! mo diYisor t 

comum e m1nimo mÚitipio comum, por e-xemplo. 

. . . p ráti c o: Dispos1t. 1vo ~ 

] de Deco_!!! a Forma Ger a A 

-'n t c· rinina-se N em Fatores Pr 1rriei·r ame n te ...... _ · " çao 
- D compos ... · da· e - d n c ·n1na • posição; operaçao e ' V 

Capitulo • Primos, como vimos em e. 

Seja o caso da 
como já vimos antes ·: 

. ·1çao dos dete rmi ne 
de 360; divisores 

360 = 

Escreve-se os numa 
(pode ~r 

coluna .. ) 
fatôres primos 

· ao • decomposlÇ 
· ·tivo a mesma obtida no disposi. 'tico da 

pra os pr,! 
. licando-se 

roultip tejam - obtidos ue es O d1. vi· sore.s .sao , os CJ. 

a pelos numer . • escrevendo -mos Colocados à esquerd~, A s rÓprios, Para 

. ·ma dele p zontal • dt>'eita, e colocados aci linha bor uni • 

' a 

na sua , divisor se os Produtos em frente, . t que e 
• t "dade, inicio, escreve-se a uni vis o 
~el'sa.1 ., 

Os 
crevem. - ce es naº JIW t'dos produtos repe l. 

l 

2 

4 

8 

3 

9 

s 

6 

18 

10 

12 

36 

20 

24 

72 

40 15 

1"\ - G "'fica·: ~esentaçao ra -

que O d Basse, s Diagramas e te 
~tltel' · · . t ress.an 

lot-, fornecem in e 
to d Número• e Divisores de um 

45 90 180 

360 

capltulo n.o 
·un do conJ -
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Exemplo: N = 60 

1 
60 2 2 
30 2 4 
15 3 • 3 6 12 

10 20 15 
5 5 5 
1 

Conjunto ·dos Divisores : 

{1,2,3,4,S,6,lo,12,15,20,30,60} 

Representação pelos Diagramas de Hasse: 
60 

12 

Fig.14 

5 

30 60 

O leitor observará o aspecto geométrico de um 
lelogramo; assim, um DÚmero na Forma Gera : 

a) c~ 1 fator P•imo ~_terá r epresentaçao em 

par,! 

reta, 
linha 

f or 

) 

• em -
b com 2 fatores Primos _ t e rá r e presentaçao 

ma de Paral elogramo 

for 
c) com 3 fatôres Prim08 _ t e rá r epresenta çao na -

ma de Paralelepfpedo , et 
Exemplos: e . 

<1 a) 16 = 2 

{l ,2,4, S,16} 

]. (i 

8 

4 

2 

- 2 
2 ,:, X 3 b) 72 -= 

8 36 24,72) 9 12? 1 ' ' { 1 , 2, 4? 3 ' 6? 8? ' 72 

24 

159 

9 

Nota: 

Figo l 6 

1 Hasse po-
ama de -Fi g• 16 Diagr btençao 

'tica 
0 

par a 
0 Com habi l idade e disposi t 1 , r o. pra · vo 

d como nume d e ser emprega o . ores de um 
d i Vl. S 

( •) de todos os número. 

. or es d iVl S 

Seja a Forma Decomp Ger a l de 
· ção OS l. 

X X º • • 

de N, a lque r, ~ di vis or M qu ente: 
expo ~ Pi c om ·•

1

a Ger-a1 o fator 

X 

pode sua Fo! ter na 

a 1 , 2, di eiras _ l'' man 
3 ' .. ' de "a+ expoente: 

tanto Pb com por rimo te O, ºu ~ ~esmo c om expoen 

o fet'e n t es. Idem, pode ter fator p 

• e Felix Lucienn 
êsa: ~ Paulo franc Mo - Sao 
E. Eo 

, . ca tema t i S~gestão da ma 
0 

G
0 ( c urs o mini s trado pa r a 

... 1962 )0 
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de O portanto, ou com expoente ; 
"b + l" maneiras diferentesº 

podemos fatÔres; portanto 
Anàlogamente os outros 

formar um divisor ~ qua que 1 l r de: 

(a + 1) X (b + 1) X 

maneiras 1 eren es, 
• • • o o o o o o • • • o X (m + !) 

" ro 
d
.f t logo, a fórmula do Nume 

visores é dada por: D de d,! 

D = 
) (m + 1) (a+ 1) X (b + 1 X ºº "X 

Exemplo: 

N = 
Temos: 

D = (3 + l) X (2 + l) = 4 X 3 = 12 

isto é, o nÚmero de divisores de 72 é 12. 
Q__bservaç~ : 

nos-
Sugerimos, ao leitor interessado, consultar . 

so lino: "Um Curso Moderno Elementar de Analise • 

natÓria (pp 131, 132), e, o problema anterior po . 
, . comb.!. 

dera. 

m1 S 
ser interpretado como o cá1cu10 do nÚmero total de -
turas do conjunto-depósito 

' de: cela do tipo P1 com capacidade a 

Cela do tipo P2 com capacidade b, e t c. 

H. ~o da soma dos divisor&s de um número. ~~------------~---------------~~ Seja: N ._ 

expressões: e as Multiplicando-s 

+ + 

+ + 

+ o ....... . 

... + • •••• 

• • • • • • • • • o • • • • • . . . . . . . ........ .. ... .... 
( 1 + p 

m + + 

of>teremos termos "' d a forma 

X X 

a, 

e' 
P-0 

b, 

. ... + •••• 

X • • ' • º 

e'~ e, • •• g 
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m' .~' m 

ou que M ~ divisor de Na 

elos Resulta que a soma . ores diVlS 

ao pr4)d-::1 ~ é igual 

to das expressqes: 

.{l + Pm 

a 
+ P1 

+ $'o. 

b ) X 
+ • • ~·P2 ) x (1 + P2 • 

m ) 
+ Pm 

é tri. :- g·eom oes ,.. 
ogress de t er-m as pr - , a soma . 

conhe ce ssao e . nhecida , 1.2 Os lei tore.S q ue d e:xpre la .co 
ºª" ( •) reconhece m q . de ue ca a f ~rmu 
~os em Progressao geome 'tr1ca, 

m P2 -ot.eressa 
se .1 ' ·e "eS e . ser1 esso ·meira r ocrr d prl (') hecem P ~ ·.,ro e Os que nao con r 11 

q ual que de:r-ão consultar 

do Ciclo col e gial. 
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T" •• • -

· S 
i 

pª+l 
1 - 1 

X 

' P1 
L.__ 

1 

Exemplo: 
-·-·- -

-
pb+l 

2 

P2 

: N = 72 = 2 3 X 32 

ternos• • s = 2 -ª- - 1 

····-·· 

X 
3 - 1 :: 

ou: s :: 195 

I - ~XERctcros 
- StRIE XIII 

1 • Qual é , -
o numero 

1 
X 

1 

-·-

15 
T· 

... 
·-···-

26 
2 

~ - 2 • Pode 
par que é 

.ser p . Primo? 

_, 

m+l 1 pm -
1 pm 
- -~ 

= 15 X 13 

mo( 
rimo um , 

multipl o de , · um. numero "a" pr; 
30 Pode ser Primo um 

Posto? múltiplo 
de um. num' ero ' '' fll 'b co_ 

4o Por q ue no Crivo d , e E a) os 

b) os 
multiplos ratóst d enes -, e 9 ? nao .. cancelamos: 
DlUltiplos 

e) os d de 6 ; ? 
e 15? 

d) 
os ae 10? 

5. o que ass 
obt - egura o 

ençao d Proces 

m 
o cr1· .. o so de os? • d can e Erat' celamento para 

ostenes fornece só prj; 
6 . Construa 

f uma t b au:x:11 . a ela 
lo do Crivo • 

de pr· ltnos d e l a 400 com o 
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, 

7 . Sem u ~ar n tabeJ~ a nt e r j 1, ,..&C :)?1 :l0 ça s e os nume •· 

ros .:-;.:.•güi ntc s c::Ü o pr imos : >J cor.~pr.:>stos ~ 

a ) 149 b ) 373 e) 137 d) 361 e) 389 f ):36'"' 

Veri fi<lUt pe l a tabela. 

8 • Idem p a r a os n w:ieros ~ a ) 881 9 b) 22 0 9, e) 5001 

90 o p d , l r o uto de dois núme r os é um numero primo o Qua 
, 
e um dos f a t ôr es? 

lo. Mostre que um número pr i mo maior q ue 3 pode s em .. 

pre ser e ser i to nas formas: ou m li 6· + 1 ou .m.x
6

-
1 

• 

ll. Determine a Forma Geral de Decompcsição em primos 

dos nÚmeros: 

a) 180 b) . 2170. .e) 2205 
d) 1000 e) 1600 

f) 1 8000 

l2. D t do exercício 
e ermine os divisores dos púmeros 

11. 
13

0 

R d B e os 
epresente gràficamente em Diagramas e as~ . 

conJ· n:.m·eros d.o exerci.cio 

14. 

15 o 

l '? • 

la o 

untos de divisores dos ~ 

11. 

Calcule 

a) 80 

o número de divisores de : 

b) 50 e) 48 d) 480 

Determine os divis ores º~meros do exercício ... 
dos &AJIL de aasse para obt~ 

14 e _ ' om utiliza çao do 
DiagraJDª 

, 
ção. 

Determine 

6 di visores que so -
o menor número coro 

Poss · A 2 · ~ ui fatores primos e ~ º 

I 
riúmero o 

dem < a 0 maior 
' ao exerci.cio 16 9 par 

, 
es que so 

D 12 divisor ' 
etermine número com , o menor 

Po :5 e· 5 o 
ssui os fatôres primos 29 



• 

19. Idem 9 ao exerclcio 18
9 

mas o maior º 

20º Verifique se 

primos entre 
, . tes são os pares de numeros segu1n 

9 

. ( - t · 1 · .&-atoração) º s1: sugestao: u 1 1ze i 

a) 18 e 125 b) 48 e 45 

d) 216 e 1125º 
e) 3600 e 3773 

Ex f • 

erc1c1os especiais: 

, . ores• 1. Determine o menor numero que admite 20 divis 
2o Idem, ªº exer clcio 1, mas o .maiorº 3. Idem, ao exerci.cio 1, 

24 divisores o 
mas com 4. Idem, ªº exerci.cio 3, 

o maioro mas 

• 

c.u·í i'ULO -=-~~ --------

1~ ~.iJ ;\ HIIZ~Ç~2 MAX I~i!~AÇÃO ----~--------- -----
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A. freliminar e s: 

t se-~ bastan e 
d uas operaçoes . ul Estudare mos a segu i r estudá-las sim -

. r oc ura r -
i sso va mos P· a que apre 

melhantes; e, por 

tâneamente. O le itor , a form 
.. ~·" que te' en observ ... ·· . 't · ca a -

Ari.tme i 1 ~vros de a de-••ntaremos não é us ua l nos • _ ue conduzem 

.. operaçoes q . , ltiplo C,2 tao; isto é cuidand o das - < 

1

· mo mu 
' m1n 

comum e o méritos ' terminar o máximo d ivisor outros 
entre mum, cujo processo é vantajoso, 

i tos• Pela Uniformização dos conce 

B. ~sores e Múltiplo~ Comuns: 

B.1. Divisores Corou~: -
18 e 12; 

. nemo.s determ1 
úmeros Consi dere mos os n ( •): 

o~ eus conjuntos de divisores 

e~> 

9 18} A = { 1,2,3,6, ' } 
8 12 B = !1,2,3 , 4,6, ' 

~ desses Façamos a intersecçao 

.. 
j untes: con 

{ 2 3, 6 J que A n B == 1, ' abemos e = ção s -
. tersec ue s ao _ ·unto J.n 

0
tos q 

Da defini çao de conJ , doS eleme J·unto 
· ao so o con é constitui tanto ' , 

0 

con 
. por ·sto e, -dados' 2 . 1. do i s conjuntos !8 e 1 ' 

q· números lYisores comuns dos 

' p cessoo 0
i- qualquer pro 
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d num, eros que dividem os 
junto os 

números 8 e 12. dados l 
Como 

so hou ver 
· . 1 que vimos no V ca ~ tulo ' -cap1 

co ... 

consequenc1a , pe 0 es 

d . sor • · · · to de n• a dois numeras CUJ o conJun . dade , s_ 
. , . . do da uni unitario const1tu1 t re -

muns s e ja o conjunto 

bem os 9 por • defl
.ni'çio. que os n~meros sio - os cn pr .1m 

Exemplo: 15 e 28 

A ::: { 1 , 3 , 5,15 J 
B :=: 

{1,2,4,7,14928J 

e ::: A .. (\ B :::: { 1 J 

a.S' . . , 18 e 12 ; rn Consideremos agora , os mesmos numeras c lU" 

d e term i nem os os se Us ~.J llJl. !_oi;;_ _<!e . !'!)!lt .!RJ 2"'---- úine r os . , . 1 com_.~~~ 
'!_ão __ d~-~"l:!!. ( ~) , por exemplo, multiplicando os(:•): 
dados pela sucessão de naturais : 1,2,3,4, ••• • • 

A• = lia,36,s4,72,90,1oa, •••••••••• J 

n• ~ {12 ,24, 36,4a,60,72,a4 , 95,10a,120 , • ••• ~ . J · 

. to .,..i fl ~ 
Da mesma forma anterior, procuremos o conJun 

tersecção <também conjunto-infinito) , 

C ' = A ' (\ B ' = f 36 , 72 , l 08 , ••• • • • • • J 

(*) Lembremos que zero é m~ltiplo universal. 

·un 

(

** ) e o conJ -omo a sucessão dos naturais é ilimitada, 
to é infinitoº 

H 

._; .. : ' ) n : · • :·: t 0 .... . -. ..... ( ";i o l 1 t !..' l ,.. 
o conjun~ 

, 
o conjun

di vi-
l ·:> . isto e' • 8 e .. ' 

de i serem cc1111un::;., . rlade de : -t o dos m~lt i. pios pr.apr1e 
n ""OZarr. da to dos ni'.ur.e.rQs <J.U . '-' l8 e 12. 

síveis pe los numeros , dados 

e. Qi>eração de Divisor Comum. 
.. 

· ste WI! eXl omuns , o 

No conjunto . no exemplo e indicamos 

que e 
. . sores e numcr dos dJ.Vl. dad o , 

0 o maior de todos; assJ.ru, 

,. 
6 e 

1 · vi s or ' máximo ( 1 --
o lllaior, isto e: 

18 D 12 

as def inições: de onde seguem 

6 

q ue "e"' -' e r o :.--:.-1 ao n~ - ·- - uns,de 
b' ' com - -= e . . sores 

de d1V l. - --

"a ·nados dois inteiros 

Seja o maior numero __ 

0 

·unto ,. do conJ ~--- --- - - _ comum_ ho . ,. . d 1· visor " n11n. <:\ dos max1mo_...: _ _ _ ~·-·------ D b = e l d . º a 
n icamos. ·b) = e 

max( ª' ou ) _ e, 
d c(a;b -OU fio o 

o onde~ 0rre~-- a f~ e .- --- ' ch~-b) e .. ar (a;~ com~_!- . --·- -- ue ao~ ·-viso ---4 opera çao, -'···--· • . mo d~.-. ~----- · max1 ___ . -~ho "c" igual ª~_.!>.•~. - ·- um• li~ -----==----·-- --- . --- . r com __ _ ~él d . lSO _ .. "-~~~i~.~.çã~ -~~ - 1 ~ - -- -·-

comum o lo nº O e~a ão de Minimiza 
·unto conJ 

· dos 

rior, ante 
o 

toàos; 
, 

isto e: 

De maneira análoga ª enor que ~~lt1Plos comuns possui um~nor, 
•>< ' 36 é o mos • ·~Plo dado, o número indica ~~l 12; e, ~~~~lo comum de 18 e ·--·--..... - . - -- --

assim, no 

l'nim~ m ---
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18 M · 12 = 36 
Definições: 

en-
) 

, "e" difer -a º8-d!'s inteiros "a e b", ao num"-ro_ mÚI 
t~ -~~ zero, que seja o menor numero do conJun , . to de ... 

, t · plO C2 !~P.l?s comuns de a e E' denominamos mfnimo mul 
1 mum. 

Indicamos: 

ou 
a M b 

mill(a 
= e 

b) = e 

ou m.m.c.(a ' b) = e 
) 

nder b A operaçã_o, que ao par (a; b) faz corres po ·-é 0 

inteiro "e", iguaJ ao seu minimo múltiplo comum, · • 
chama_da __ minimização do mÚJ tip_lo __ comum~ 

E. ~OPRIE~ADE PARTICULAR: 

E.1 • .Q._2. MaxiDJ.ização....! 

, • JllO 
Quan_do .. _ do ' 

0 

maJCJ. -
- ...... s numeros divide o outro, divisor comum é 

0 Dlenor 11 • 

De fato: s · b 
eJa divisor de a.· 1 

b ª· Pela propriedade ref1e~1· v • en -
, 

4 ª· blb; é claro que tão b e divisor comu,. de "a e 

pois, não Pode existi· ~ , 
4 nurner0 Prio b, b é o: máximo· div · 

lso:r connun
0 Exemplo: Sej~ os , 

nuniet-os 12 e 48 
Temos: { 12 l 48 

12 1 12 ' logo: 12 D 48 = 12 

b", e como é o maior; 
, -maior que divida o pro 

E.2 .~: 
''Quando , e' mÚl"': - -- ~ um do_s numeros 
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é o maior". , . . lo cor.~~ ~ nimo ;nult-i p --· -tiplo do outr? 1_~---~~ -- - · · -··--

- - ·- b divisor de a. entao 
De fato: S eja . ala; é claro me-

ef lex1 va coroo é o Pela propriedade r b" ; e, 

de "a e que se-que "a" é múltiplo comum ' o menor que a, ' 
nor, pois não pode 

0 

ze ' e xistir numer ro) ./ "a" e 
ja seu proprio mu ip , , l t . 1 o ( exc 1 u imo.s 

mínimo múltiplo comum. 

Exemplo: 

. como No exemplo anteriorg 

12 M 48 

F' 
0 ~ERMINAÇÃO DO MAXHiO 

~LO COMUMº 

temos: 12l4S, 

= 48. 

COMUM E DO MÍNIM2 

F~1º Pelo Processo 
,.. o . 

expontane .....! - -

o 

as ·r 
1. ntroduz1 a 

· ara para vimos p ' 1culo O Procedimento que à.e ca co-
d 0 proc do minl esso ' . mo . 

\las º I>eraçÕes, serve com comum, e ·s surge 

deterniinaç ão do máximo d• vi expontaneo' . ·sor ,.. pol ' 
~h- inamos ~; Processo que denom 
da • N 

Propria definiçao
0 

a) ~<Íximo Divis or Comum ~ 
de ·sores diVl de ·untos l~ Determina-se os conJ rimos, 

cada 

- em P nÚIJlero, por fatoraçao ~ o coa ·untos' de conJ 
<o Determina-s e, por 

çao intersec 

comuns, junto de divisores ·unto 
conJ , 0 do 30 

Toma-se o maior numer 

comuns. 

de 
. ores diVJ.5 
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Exemplo: ·· 50 e 45 
l 

60 2 2 .. 
30 2 4 .. 
15 3 3-6-12 

5 5 
5-10-20-15-30-60-

l 
45 3 3 
15 3 9 

5 5 5 - 15 - 45 
1 

B ::: { 1, 3' 5, 9, 15, 45 } 

e == A (\ B :::: 
{ 1, 3' 5, 15 J 

Conclusão: 
60 D 45 ::: 15 

b) !:!Jnimo múltiplo com"'!!.! 

ada l, D~termina-se os ~-de _JllÚ_l_:t_i,el_o:- d: : nat.!! 
DUmero Por ~Ultiplicaçã0 , Pela sucessao 

0 
• tais, 

2. Determina-se, Por intersecção de conjuntos, 
o ~-º!';iUQto dos_ !"~l tiplos co.,Uns_, 1os 

~ T 'ItiP ~. •ma-se 
0 ~'L"!: número do conjunto de mu comuns. 

Exemp1 o : .6() e 45 

~:~ . ·; )( 

60 X '> ... 
60 X 3 

60 X 4 

60 X 5 

60 X 6 

60 X 7 

::: 

::: 

::: 

.' .· : 

= 120 

= 180 

= 240 

= 300 

== 360 

= 420, etc 

1 
-~ 

'> 45 X .;.. 

45 X 3 

45 X 4 

45 X 5 

45 X 6 

45 X 7 

45 X 8 

= 
= 
= 

= 
= 
= 
= 

-- -----~·-

. , ... ! 

90 

135 

180 

225 

270 

315 

360 , etc. 
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lt' Ili' } -60 420,t'!9 . 
240 300',) ' · ••• } { 60,120,1so, ' 315 ,360, •••• 

2 05 270, } 
I 45 909135' 1 ' • .•. • • 80 ''" ' 

i • ( iso,360 , • A:' (\ B? = 

6 0 M 45 = Conclusão: 180 
·un d conJ -un ° 

A• , • quando se i1ota: Na pratica, se o seg trar-mina con deter do en 

odeto de mÚltiplos 9 p 
q uan , o r a r sera pa qual, 

'1tiplo ·ro mu snos o primei 
• o 

coro um' 

omum o ~ . ' ltiplo e m1n1mo mu a o 

a r lide~ Euc 

um com~ 

· :x:pÔr os e 
ue varo amado 0 

processo q . as , eh ~ 

. te de 
0ns

15 
Al"" 

e ente -
comum di-~esso de di~~~~~ -- - . -- ·-- ·-º~i tmo de Euclides 

uces~!-- ·naçao s - -· term1 - · de 
para a 

, ·roo do max:1 

\"' 
numa l.l:iot- comum. 

O estabelecimento 
D~0Dl'iedade simples da 

esso roe 
do P .. Geral, 
Divisao . 

eado 
, baB remos esta cura 

Pro que 

úmeros 
doi~ n - to da 

Oroum de d res. ''o , . d . isor ~ .. r e --~--- ·- · rnaximo i ! ___ . · · enº ... ·-·· "" ~--- dom ·· 
..,o ,. . um 
· -~:)elmo di visor .. ~~m· ·- · ·· 

~:lt'hl . . d • 
..,.. leal' em segui a. , . gual 

e l . - -

divisa~ 

--=-- .... _ -·······-- -
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do maior pelo .~~" 

De fato : Seja a > b. da Diú• 

expressao 
Dividamos "a" por "b"' temos ª 

são Geral : 

a = b x q + r 

e 9 
admitamos a di~is~o nã? exa.ta. 

Seja "d.
1

! um divisor comum qualquer de 

{
d 1 a 

dlb~d!bxq 

Da definição ~e subtração temos: 

"b'': "a" e 

, 
rela portanto, pela propriedade da divisib~lidade em qu•' 

H , - ( garantir çao a subtraçao Prop. 5- Cap. IV) podemos 

ou que : d 1 r , 

" , , 9 de r 
"todo divisor comum de •a e b" é divisor 

portanto de "b e r". 

> de lleciprocamente, Seja "d" Um divisor comum r" ; temos : 

{
d 1 b 

d 1 r ~ dlbxq 

"b e 

e , co~o a = b x q + r 

1 a' a d i ç á o r 
pe a Propriedade da divi &iblida de em relação 

(Prop. 
1 

- Cap. IV), P•demoa garantir que : 

d 1 a 
ou que : "todo d i Visor com ..... de "b e r" , r de 

""" e diviso 
"a" 

, Portanto de ''a e b"~ 

n ue na -> rlu n.:3 pe . 

rnar : 

c on e 
af i ,!: . podemos lusoes 

b" é i gual de " a e omuns . r es e 
de di v iso ' 'b O con j unt o uns de 

f"Offi d 1 V i S lH ' e S -ao conjunto de e r " . 

e ~ f inalmente ~ 

o máxi mo 

c on sequência ~ , i gual a o 

e b " e " a 

c omo 

mum de diviso r c o 

d "b lllo d i v i s or comum e r " e º 

Exemplo ~ 

Sej am 3 6 ... 2 0 ; 08 n úme r os -

d e 36 . d ivisores Conjun~o dos _ . 1 

l'J 18 0.)t> J f 1 2 3 '.)Ll: 9 ': 9 
A - t ' ' oo 6 9 .J "" '} 

.:s de ... d ivisor~ . Con j unt o de 

1 
1 o~ 20 } B :::- ~ l 9 2 ~ 1 9 5 \l - -

t c omuns . is or e s Conjunt o de d 1 v 

4 

J 

- { 1 9 2 ~ e A (\ B 

~§~52~ 
O !.ei t oi.' •')t, _.·~c.rv a 

,. o 
t n lo ~ r es sobra 1 e "' 

J 6 ~ 



.. 

ri:- íi :SL· : · a plicada at. <.: ']ue ;:;e o.b tenha 

... -.:. , ... : ... 

. ' 
. . 

comum e o lllent:.1· r!a Últi mF.t ,:1 ·.·: .:i'. (, v:;-~! i.• f• " ' '· " 

Segue ent~o o Al g0ri~mo: 

l, Divide-se o maior "a" Pelo menor "b" • , 

b , 

2
• Se 

0 

resto· r ;; zer o, o máximo divisor comum e 3

• Se o r esto não é zero, divide- se I> por r • , o 4

• Se o novo resto é zero, o máximo divisor com 
resto anterior 

' 
UJJI e 

5
• Se 0 novo r esto não ·é 

te ' an r esto . zero, divide-se o r
. te. ior Pelo novo t · vamen 

res o; e, assim sucess1 

Nota: ~ claro q~e ' o 
o Processo possui um numer 

de ºPeraçi es, Pois a sucessao a~ restos 
crescente . 

DISPos1T1vo PRÃTICO: 

a 
q 

q' 
c1" b r 
r' 

d O limita 
, de .. 
e 

bJC:q . . . . . . . . . .. 
rxq • 

r ' :icq•• . . .. . . . . . . . . . . r • 
r "' .. ' . . . . • ...... . . . . . . . . . . 

a:::: 400 , b 2 80 :::: 
'."" .. 

l 
2 3 400 2ao 

120 40 280 
240 

120 
120 

40 
o 

40o D 280 
:::: 40 

_ '' i·imos. 
i' ~ l { ()~~-· -~-') ( .. i ,.. ao ._·m --cl D e e u m l ·~·:;:· -:...' :::....;:i:'!.;:_ _ _ Fo3o Proces~.~º=--.:;;._ª--~--

A decompos i <;30 e. e \ Ur:t 
, . IJri mos' que . r~tores 

< \' , aprendemos n o cap1llilo 

núme ro cn. ' - d<'ls 
, . l i e a ç oe s ' . . var ias ap . Poss ui - a~ 

. , . . far e mos agor a ap licaç oes 
quais ja vimos alguma$' . . ão , 

. . . ~ e min1 m1zaç 
ºP••açies de max1 m1~açao de outro, se -

, , divisor 
Recordemos que um nume ro e , atôres primos 

Possui os seus fatore s tamb em f . A primos, 

rnc n t e s ~o outro1 e, afetados de ex ' · 
&os expoentes 

Exemplo: 

Qualquer 

d tes. correspon en 

24 2 
X 5 720 X 3 = 

número N' fo r ma: 

N' = a -:::b x 5c 2 X V 

i guais me nores ou 

e 
0

rn a ~ 4 ~ v ~ 2 , de N é divisor = 7_20; por 

e:x: 1 e e = O• emp10 1 com a = 4, b = 

l - 48 3 X -2 4 X 3 X 50 = 16 X 

= • ·1mente f aci 720 , o que e, de f a to 48 é divisor de 

!Se direta o ~ Verificado por divisao 

a) Q__e maximização: 

p ode 

, 

resulta Da propr i edade 
dois n~ t · vermos 

que se 
1 ~ um divi -

osiçao, 
Decomp tisfaça ' 

que sa 

llle~ois ' ' Geral de a e b" na Forma ~º~ , 
ComUm de ''a e b" e úmero q u a l quer n 

cºtno d de 
ivisor, a proprieda 

E!:)(emplo: 

ambos para 

Se j am os números 48 e 180 ' 

n úmer os os da-
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Temos: [ 48 

180 

Os di Visores 
comun -s sao da forma 

::: 

X~ 2 
(do fator 

7 ~ 1 
primo 2 de 180) 

(do f t a or pr· 
~ e . i.mo 

do vidente -
Pela forma ' entao, que o 

3 de 48 ) 

, , d3 
maximo divisor comUJJI e ... 

tes anterior 
Permitidos quando tornamos os maiores e~poe~ 

condições· 
Pelas 

' no caso: 

Teremos. . 
X::: 2 e 

N ::: 22 
X 3l 

48 D 180 ::: 12 

y ::: l 

::: 4 X 3 = 12. ou que . . 
de onde 

resu1t a a REan • re g:r-a •• 
~= 

''O • 
a lllaJr imo d . . 

o Produt'o l.YJ.sor corn . º"" dos s UllJ u , l . . . "" men eus "' " .:. ·. ~is n' ' a l ---..:. __ ~res e ~ores . __ u...:;;m:::..::.e~r~o~s'....i9~e~1J;.l! --
dec0 ---- Xpoent - - ... Pri mos oJll 
- Dlpos · - ·- - es que - ·--- comuns, tomados ~ ...... 

- - -- --;~~. ---- - · ~st~?.. nas ·- - · - -~ ~ 
"'- · s~a_s _f oz:.m __ a_s _ U'~!:.~}i~ · · 
~ª111Plo : - _Q. 

240 
120 
60 
30 
15 

5 

l 

2 
2 
2 
2 
3 
5 

240 e 360 

360 
18() 

Q() 

45 
15 

5 

l 

2 
2 
2 
3 
J 
5 

360 - 23 - X 

240 D 360 = 
== 120 

177 

b) De minirn i z açio: 

Aind a
9 

da propriedade , resulta que um múltiplo 

comum de dois nÚmerbs "a e b" é qualquêr que satisfaça, 

como mu' lt . .. "b". por lplo, a propriedade para "á" e para . ' 

e~emplo: 

Cotn: 

, Sejam os num~ros ante riores: 48 

Temo": l 48 = 24 X 3 

180 :: 22 X 32 X 5 

Os múltiplos comuns são da forma 

a~ 4 

b ~ 2 

e~ l 

d~ o 

(do fator 2 de 48) 

(do fator 3 de ISO) 

(do fator 5 de ISO) 

e ~ 0 9 etc º 

e 180• 

~ , t ' I o comum 
• !!; Cl , . mfniIDº mul ip 
~ d d a r o 9 tambe-rn a qui 9 que 0 

5 menores 
a o pe 1 do t omamos o 

~~p a fo r ma a n t erior 9 qua.n 
ºentes condições ; no caso : 

p e r mi t i dos pel a s 

e == 1, 
d :::: o, 

N :: 2 4 
X 3

2 
X 5 

48 • 180 120 

~onclulmos ª 

120 

eguinte: 
regra s 

, s é igual _ 
''O dois numero ' 
~~~~ múlt i plo co~Ulll de 

- -·- _. ... . -- -
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• 
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. o 
os ma1 ... d com .... · s toma o s d coni 

ao produto dos seus fatores primo • de e -
t que esta- o nas suas formas b 

r es expoen es 
.,..e r a is 

{
240 

360 

Exemplo: 

:: 24 
X 3 X 5 

:: 23 
X 32 

X 

240 M 360 = 

lUspositiYos Práticos: 

5 

· 4 
X 32 

X 5 = 720 
2 

Os Processos estudados de maximizaçao . rni ... · n1 e de ml 

· s 
zação Podem ser aplicados de uma maneira mai 

com a Utilização de um dispositivo prático: 
1es ' simP 

a) ~ maximizaç~ 

Na Prática, coloca-se os números- dados em 
Simultâneainente Para a pesquis a dos fatôres . 

nas' colU 

p~ Opera-se por divisões sucessivas de c a da 

los fat~res Primos comuns; para i s to , pode-se ---=--. ---.. . . -- -·-. -
Para facilidade os critérios de divisibilidade. 

f que orma P•ssa-se ao fator primo seguinte sempre 

Ver Um !1.Úm.et:_o~.º . dhi."iv~! Pelo fator primo tes 

, e ro num 
ar reg 

emp ta 
Des 

Exemplo: 

:: 240 

:: 360 

tadO• 

..;::· h J ::> tj \ ) 1 
1 
1 

... r') ~· , o,..., 1 

Sü ~ü 

30 4 f:i 

10 15 

2 3 

') ·-
" 

:..?, 

oJ 

5 

( ( ; 

17 0 

e, divisivel não númer o - ngun 1o 

;_, ~ por 2 ) - é d i vi s f -
nao . -·o númer)' (

o prime1' 1 por 3 comum) 
ve ·mo 
. fator prJ. , , mais (não ha 

23 X 3 X 5 = 120 

240 D 360 = 120 

-b) De minimização as-• mas' P · terior, dos , 
O ao an nenh~ .. --1 

og do ------ d , ana quan __ ·-- uan o 
O P

rocedimento e • ente ·- · · . e, q 

. nte som tado' en-g
u1 tes novam 

~ . o se ·mo "ª-se ao fator prim prl · a-s• 
• ' lo f a tor • s copl ~ .... eros é dívi s1v~~ pe um del• ' 

lla~ ' · ~ di· visão de 
0 

e Possivel a 

te o número. 

""- 1 { a = 240 
"'"-"•mp o: b = 360 

240 - 360 2 
120 - 180 2 

60 - 90 2 
3Q 

, 
or z) 'yel P di yiSl 

da e 
(o 30 ain 45) 45 

15 - 45 
5 15 
5 5 

l - 1 

2 

3 

·3 

se 
0 

'yel (copiou- , di\l'isl 
·nda e 

(15 ai o 5) 
u-se (copio 

r 3) po 



• 
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Conclusão· . 
2 40 M 360 = 729 

Go b'opriedades Gerais : -
--:~~d~o~m~á~x~i~m~o~~~~~:.__:~~~ "Todo ri . . divisor comum 

, - -- divisor max · . - -.. - _3omum imo d1v · . ·-·-· 
. . .. ~sor comum"º 

de doi~ . n.Úmeros é .di v~-~OJ' _ _ .9.~ 

Â propriedad , 
ve · e e ev·d Ja- se 0 

1 ente seguinte: em exemplos num~ricos 

{ 
ª == 18 

b ::: 12 

O conjunto dos 
divisores 

:::: {1, 2n 3 
e 

• 9 possui t d 
O OiJ 

comuns C : 

ximo os 
divisor 

element os, 
comum d 

divisores 111á~ do 6 9 que e o 
e 12 .. e 180 

da 

comum
9 

todo d_i , 
. rP e 

181 

do com o - ,. . proce sso da dec ompo~ i çao em f atores pr1mos
0 

G.2º Dos "1t ' · ' 1 - mu iplos do m1n1mo muitip o comum. 

"T d ' o o multiplo comum de 
dois números é múl tipl o _~ 

.. 
mini , ·------

. , ~~ tiplo comum" . 

També e' ra' cilmente .,-erif i ca· m· aqui
0 

a propriedade .. . 
l'el atr " aTes de exemplo numérico : 

Sejam os nÚmer os 18 e 12 ; o c onjunto dos mÚl t ipl!S 

cOlnuns 

- { 'T6 7 2 108 • o o • . • • • • } 
- " 9 ~ ' é o !li~ ... 

POaà\li 
todof! os eleme ntos 

lli1110 , 
DlUltiplo comum 0 

A p· rova . . cle baseia-se 
na da veracidadde da proprie~a 

@Jt:pr -
essao da div i são 

v " 1• ., ,11~ 11 i mo 
111 um multipl 0 9 e "m' 0 

t a e um 
11or p ,, a~-" 1 cn· e -
1' or m

9 
t eremos wn ~ ..,_ 

N = m :x q + r 

l{) 
o 

Caso N não se j a mú l tip l o de 

em 

, 
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• 

, 
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a) De maxi.'.!!__ização: 

, riDI?~ d h dois numero& p 

11

0 máximo divisor comum "" 
entre si é 

a unidade". 

· ão De fato. ~ consequ;ncia da pripria defin•Ç •• 

• • ' - s nÚm"ros n'1!Deros primos entre si; pois, estes sao 
0 

possuem por divisor comum somente a unidadeo 

12 D 35 ::: 1 

Pois 12 e 35 sao primos entre si. 

b) ~ minimizas~ : 

"O minimo múlt ipl o comum de nÚmeros, 
tre Si i igua1 ao produto dos números~. ·mos Pl'l. 

go, o 

duto 

fa ... . ~ 0 em de decompos1ça teS 
. fere!l 

primos todos di ·) ;12 
tre Sl. 

Propria definição de o[,meros primos en o' 

• . • elo pr minuno multiPlo comum '"··!>. const itu í do P po•.!! 
de t d " · os eJC 

0 

os fatores Primos e . os respecti. v 
tes; e' Portanto igual ao seu Pr ' ... uto • 

Exemplo: 

portanto: 

12 M 35 ~ 22 ~ 
3 

~ 

~ 5 ~ ? ~ 12 X 35 ::: 420. 

a ) ~iza"ão: . 
11

D ->·-~ d • ~ di": 
• • 1 indo-se do · • • · roo 

· ls nllrne :t'os pelo_ :Seu. _maxJ. 

Visor c omum os 

De fato ~ 

.o rimos S3.0 q uoc i entes 

Seja "a e b" os 

sor comum. 

númer os dados e 

Temos : 

= 
= 

d X q 

d ::C q ' 

si"•entre 

d ·vi ' ·mo 1 -"dí' o max1 

Caso "q e q t 

thiam um divisor 

Plo ''lll"; isto é: 

admisi 9 entre 
primos por e~e~ 

. dade_; i da uni,. ~ 

- f ossem " '·nao 
·· t"e 

di feren · \':: ornum -

" m :r.: o. 
,, li 

m X tl 

Subst i tulmos teria mos · { . 
' q" ( d :X ID J X = 

t• .1 
) ,.. q (d X ID ::: 

u.e c omum 
l.

·~t , à 1'\risor .. •d''9 o ~ 0 
e .. (d ::x. m) ser.i[.) " 

• - comum <l'tte o -n~a"pri.· o , . d ' viso~ 
!-".. max1mo ... 

~~ernplo: 12 D 5 4 -= 6 
Ternos: 

6 ::: 2 [12 o 
o 

9 l54 o 6 ::: e 

s i• ,. re 
~, 

ele 
' ., .. (.mos (? !_i '.1 fa t o 

9 2 e 9 sao ,_) . 

, b)~: elº~- ~2 F . -· 

b " os ,. a e 

t re e!l . --
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Temos: 

:: 

:: 

a X q 

b X q' 

Caso "q e q' " não sej am primos entre 

um divisor- comum "d'' diferen te da unidad.e; 

{
q -

q 1 :: 

portanto: 

:: 

:: 

"111" é 

q" X d 

q 111 X d 

(a X q 11 ) X d 

(b X q111 ) X d 

si, aurni tel!I 
, .. 

is to '~ . 

b JC q"' Por d; 

Portanto: 

igual ao produto de 
a x q" por 

de d 
9 

oU 

axq"::: bxq"' 

e, Sejam• igual a Õste produto, 

m == m' x ~ 
verificamos .então 

, que m' (: ·. · "a e b" .. 

e lllenor que "m"' que e 0 
que é absurdo

0 

de 
, . "it ~ l o comuJD Jllt e mu .... p rnu 

, . lo co rnfnimo multi.p 
Exemplo: 

12 M 40 ::: 1200 
te111os: 

{ i~o : i2 ::; 10 
120 : 40 

:::: 3 e, de fato 
lo e 3 t 

r~ e 
A . •) 6 

sao Primos 

Do roduto dos nfuneros 

J'~tJplicando-se , 

entre si. 

- - --- - ---
0 .111~i1110 divisor comum 

. --- .. -~ . -- -- -- ----· 
( .... 

Jll l:pe l O - -

d elo is · • · ~ comum e n1mo mul t 1p1 0 . --=·-· ·-
, os numer ' 

to dos dois numeros º , ,, 
De fato : Se jam : 

b {: D 

b M 

Pela propriedade G.4°ª• 

(a 1 b) 

são Primos entre si · 

Pela proprie dade 

e 

= d 

= m 

n úmeros os 

(b : d) 

, e o obtem-s 

185 

produ:-

n.':iu1E mesmo 
..,. >Híl ..,, ~ , ',.,,ero . .,., "" ,.,. l'r. . (A~ i' '·.!. 

lias, lllUlt i plic an ° or êste · f;ca r<
0 

:;. 
· - Oliu• , ~ ~OP d ã o :t..o nuirt•• · ~ . 

l'o:. t • .. ·~ado P p j mos 
0 

•>nuno f ica mul tipJ.•u • ·e.~ r ·· 
- Fat or -Ilias G . • a~ em 

•ra1s d e Decnmpos1ç J • 

0

). 

e ft numer "•scidos dos fatÔres desse l) x d 

: d ) M (b : d a M b == {(a 

a M b 
~ 

, ~~la P~oprtedade 

a M b = 

a M b ::: ~ i\ ' 
' lt\da : 

a M b = 
~ 

, ~~la 

definição 
de 

' (b ((a : dJ X 

. ti·,,-a: associa 

f (b (a ~ d ) X ' 

(a . d) X b . 
(a X b) • d . 

-divisao 

a X b 

: d) JC d) 

, 



• 

Exentplo: 

( ~2 D 18 = . 6 

112M18 .::: 36 

<12 n ia) x <12 M 18) 
:::: 6 X 36 :::: 216 

que é igual ao produto 12 x· 18 = 216. 

u. PllOPnrEDADEs ESTllUTUllAIS DA MAXIMIZAf'.ÃO 
!.A:.Ç~. 

H.1. Pro riedade Comutativa 

a) a D b 
::'·"

1 
'b) ' a M b 

. ' 
::: b D a 

::: b Ma 

· da Esta Propriedade. resulta da comutativ~dade tersecção de conjuntos, 

Assim teremos: 

A{\ B 

lºs) mÚitiP 

0

nde, A e B sao ~s conjUntos de <U. visores (ou 
colbuna de "a e b" respectivamente, 

Exemplos: 

a) 
12 

D 18 = 6 e 18 D 12 = 6 

b) 1
2 

" 18 = 36 e 18 M 12 = 36 

a) 

b) 
(a D b) D e 

(a ~ b) l-f e 

:::: 

:::: 

a D (b D e) 

a M (b M· e) 

( l) 

(2) 

(3) 

(4) 

. <leão: \..!"n i m1z •. d e •'ll defini~ao ) 
Te mos por 1 (<a M b) M e 

a Ji1 b ) .N eJ 
e 1 ( (a M !"> 

a 1 a M b 

b M b . a -

Pela propr ied a de 

(3) e (l) ~ (4) e (l ) 

· ti ya t rn11~ 1 da 
. il idnde divis1b 

(5) 

(6) 

e e'' 

b 

. lt\ 11e Pela propr1 c t • -

l.I b ) M ( (a r 

1 ) a: ~ j ( 1 • . n b . ,, 
: \ 1,..'1 
\ 

~ m~l t ipl o do min i mo 

b H e 

187 

··Li 

id ( ) ( 7) ~ .l· 
1 1

_,_n..)Mcj ou •m , por 5 e , ;u•• i R) no -
( 

u ) 1 ~· 3- • t t • ~ ( aM b"c ' _ pro•" · . siUJ• · ·.!. 
aremo~ a~ a nt\ - : y i 0 

... ur . .-cl ;J. ,. e ·•t - .::. Na pa rte s eguin te pr - pr opn - · a as• ·"' ·· 
- ic l :t - ...,

3
da entaos 1 ~ r pro 

t~o sentidos po is 

Ca_ (pl"op~ A. 3o 3 -
d.q_de, 

( 11 ) 

« ? ) 

( 3 1 ) 

(~ l) 

) " -:;; t .... --v "·-Ca p .. L . 

(bfl.c ) ) 
1 (a M ,, b M e "' 

( J)y1C .' I 

a. 1 (a M 

b b M e 

b Me e 1 

(1') ( 4 ' ) e 
" mOS 0 t e•" 



• 

188 

(51) 
b (a M (b M e)) 

(6 l ) 

e 1 (a M (b M e)} 
Por (2•) e (5 1 ): 

(71) 
a M b (a M (b Me)) 

Por (6 1 ) e 
(7 J ) ' temos: 

{a 1) 

(!aMb ) Mc) 
(aM(bMc)) 

Pela (8) e (8t) resulta finalmente que 

(aMb)Mc :::: aM(bMc) . 

Exemplo {De maximização)º 

Sejam os nÚmeros 36
9 

24 e 18 . 

{
36 

:::: 

Portanto: 
12 

D 24 

D 18 :::: 

12 

6 

Temos: 

e, então: 

ou que: 

(36 D 24 ) D 18 = 6, 

{
24 D 18 

36 D '6 
:::: 6 

:::: 6 

36 D (24 D 18) :::: 6. 

(36 D 24) D 18 ~ 36 D (24 D 18). 
Nota: E t m os 

• a Propriedade Permite trabalha rmos se 
nais de reu.nião. 

fl.3.~. 

a) li~ 0 Pll~-

si ... 

~ ~!!~~-~-~ da a D o ~ O D a ~ - "" . açao max i m 1 z - ---- ---· 

ª · 

b : ' 'A Ull i 1i I ~ , , 
- 1f minimizaçao _ neut}'O da ___ _ 

São 

a ~I l = l M a 

consect u enc i:i ;:; l . a tas os l ITIP. C l 

= a 

fatos de 

. ersal • , 1n1 o uni v 
{

O zero , mult • -

. versal • . or un i O um ? divi s 

ser-em~ 

~ 
l . NOTAS COMPLEMENTARES • .oxtrair • º" ~-- · dade de - de v! 

necess1 , . l o co111urn ~ !lutas Y~zes tem-s e ·nl tip _ d. ~ ·~;.l e 
mini~o . ' ~ao .,, • n ou o .1cf ln .1.-r ' . . ,, 

"'ª Xi tno d1' v 1·.sor comw , ~ e v. 1e.i. 

""Ta q u - é élP iic~ . t'i os nu'me...,or.:. _ O lei t.or obser ·.. -1 ;°i.nP- o 
" ~~· - c o C'Xf>Ol1 . 

proce::."' a rnesma ; e portan to ? 
0 b 

J)r()cessos. • tn como os outros as 

sucess1Y , d · v i s0es O Process o das ..1. 

tno • ~ J)Or · ta 
" L• >':l_ a0-...... .. · t ar. to 'j so de do i s numeros , , .. ,; lS 

o c.1 ... 1... ·R.i:: sue . , ta:l to ,, t ·u t ·..:1. • •ss 1 V<une nte; ent' e · e es 
1 U.$ . s gera lS 

0 

boni das propri edade UI) 

lltit-, , arôe s " "LJJl.. ?,é'.çno e . -" Ui:t- o numero de ope.r 'f i•1a.x..1. -e::. 

de · u~o~ lO ' .: OS • • exemp , ,...::; v-B.rJ. 
pC<.v-

9 
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De 60 : · 

30 601 
e = f i ,2, 3,4,5 ~ 6 9 10,12 9 15 9 20 , 

9 

De 

De 

De 

120 

60 

30 

15 

5 

l 

A n B n e = { 1, 2, s, io' 20 } 

120 D 80 D 60 

f!?njuntos de múltiplo~: 
120 : A• 

::: { 120, 240, 
360, 480, •o•oe o J 80 : B• 

480 ••••• } J 
== f ao, 160, 240, 320, 400, 

o 480,. •· 
::: { 60' 

300, 42 ' 

60: C• 
120, 180, 240, 360, 

A • n B • n e • = { 240 , 4ao , • • • • • J' 
120 M 80 M 60. ::: 240 

h) ~ºlllposição e111 fatôres primos .. 
2 

ªº 
::: 2 3 

X 

2 
60 2 120 

2 
40 2 30 2 80 ::: 24 X 

2 
20 2 15 3 

3 X 5 

5 

22 x · 3 X 5, 3 60 = lo . 2 5 ·s· 5 5 5 .i 
l 

120 n ·acr. n 60 ::: 22 
JC 5 

120 M 80 M 60 
::: 24 

e) Dis 
X 3 

ositivo 
t-ático : 

120 - ªº .. 60 
60 - 40 .. 30 

30 - 20 - 15 

6 - 4 - 3 

X 

::: 

5 

2 

2 

6 

20 

= 240 

Minimização: 8 0 - 6 0 120 ·-· 

6 0 - ·10 - 30 

15 30 - 20 -

15 15 - 10 -

15 -

5 

5 - li) 

5 - 5 

1 - ~ ·- 1 

2 

2 

2 

3 

X 5 == 240 , 

d) ~xi~zaçao por 

80 

o 

10 

o 

r120 

l2l. D 80 

60 D 10 

· ) D 40 :::: D 80 
20. 

::: 40 

D 60:;;20 ::: 40 

~<\ 'tl ... 
~ Mas como demos 

60 i .120? pe 00 e 800 
fazemos .só c om 

80 601 20 
3 

60 60· 

2 0 o 

D 8 0 D GO 120 

20. ;::: 

D 60 e-
80 odemos 

::: I 120' P , com 
60 os so ,.,, como f azeDl ,.,. .. açao, 

rara a min1m1z 
50

; e' 80 • 
liminar o 60 do P 

6

0 ~ roces 120 M 

120 M 80 M 120 e 80 : 

e 
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-J. EXERcfcros - SÉRIE X~ 

esso 
.P roc . pelo 

lo Dados os pares de nÚmeros
9 

determine 

expontâneo o seu maximo divisor ) J5 e 
, · · comum : 48 

e) 140 e 126 ; d 
a) 80 e 60; b) 120 e 75; 

, t • j) lO , m1(n1·mo mul 1 
2. Idem , ao exercicio 1

7 

o seu 

3, Determine, Pelo processo de divisoes 

comtJJll • 

máximo õi~isor comum dos 
a) 400 e 360 ; 

i vas' sucess 
o 

pares: 

9 53 • e) 240 e ,. es 
fator 

b) 380 e 150 ; 

4, Determine , Pelo Processo de decomposiç 

de 
Primos, o máximo divisor comum dos pares 

. ao em 
, ros nume 

do exercício , 1, e tam6em de: 

e) 90 e 140 ; f) 48 e 60 ; g) 72 
108• e 24 ; h) 36 e 

, x·oS nume 
5, Mostre, com os conjuntos de divisores dos oúin• 

, dois o 480 e 90 , que o maximo divisor comum de coin 

, enor • ros e igual ao máximo di Visor comum do m a ~ 
resto da divisão do maior P•lo menor, 

Plicar o r aciocínio com os novos restos. 
· nue Conti 

lnt.Jlll • co 

6

• Idem, • o º " •releio 4 , a ••u mlnimo ciÚltiplo 

8

0 

?, O nue • ocô • - d , c. 
" . u .ic nf ir,,01• e ;;i re l açao ao m • 

"'·•·•· dos Pares de números seguintes, e por 
e 

a) 120 e 40 ) 

1 

e 12 
b 32 e 32 e) 

d) 11 e 7 e) 12 e 77 f ) 20 e 8 0 

q 
I') 

ue• 

1C ( . o 7 b 9 1&l e:x:erc1c1 

'' c iO e x erc1 e para o a ,.., 

1 . que-as Ap 1 

mesmo.. ·· tj" 
. .. pra Pelo d ispositivo. 
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a) 54 e 36 b) 70 e 80 ) 36 e 60. 

10. O m.d.c. e 

vamente 12 

tro? 

de dois 
e t · 

- respec .!. sao números 
r.

1 
m. e• é 24. o ., . • números 

7 0
• um dos e ~, 

, ouq ual e 0 

De-ll. O m.d.c. de ' 36, e , ros e dois· nume 
288. o- maior 

termine o menor. 
- dos imizaçao da max lu · ·edade so P

ri v~rias -a pro haver Su"estão: Empre~ue .. pode 
º tre si, quocientes primos en .. 

Çoesº 

l') o d dois .... m.m.c. e 
, 

n úmeros e 48, e um 
, 24 . Ca! d~les e 

cular o outro. 

Sugestao: 'mp e. - E . recrue 

rimos dos quocientes P 

a) Soma = 60 

a D b = 12 

números 

a) 
Diferença = 4 0 · 

con 

da 
. ·zação mínimi 

u lll'• "'ª' e se so •• 

soma ::;: 108 

12. 
D b == 

a ça 
diferen 

do sua hecen 

== 15 ·rerença 
DJ. _ 15 

e 

D b -a 
, seu. a D b = 10 ndo i;o 

, . conh·ece ls. Calcular dois numeros 

d •. c .... m. e 

a) 
a D b 

a M b 
= 15 

= 180 

D b ::: 4 
b} a b ::: 24· 

M ob-a ·~as, 
cessJ. , e - s su s num_ . soe 1 r o di'V'l CalcU a. por 3 2. 

1,z,2, ' 
N d d.e. a Pes quisa o m. 

te~e-se os quocientes: 

d.e • ro~ sabendo-se 0 m. 

, 
9 
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a) a D b 
15 

b) a D b = 20. 

'icuos ca d S em efetuar 
17. Aplicando as proprieda es, e que: 

mostre 
los de maximização ou minimizaçao, 
a) (12 D 36) D 6 = 6 

b) 15 D (30 D 45) = 15 

18. 
e) (60 M 20) D (15 M 5) = 15 

Idem, determine: 

a) (O D 50) D 10 

b) (1 D 20) M 10 

e) ( 1 M 8) M ( 12 M 4) • 

d) (11 D 7) M (8 D 2). 

«•3 . ntl"' .... maXl 
19, Verifique , através de exemplos (*) que ª 

- . ação: Çao é distributiva em relação à minimiz 

a) a D (b M c) = (a D b) M (a D c). 

b) (a M b) D c = (a D c ). M ( b D c ) • 20. 

"'o . . miza.Çél 

Id 

' a mini 
em, atraves de exemplos ( •• ) , que 

é diStributiva em relação à maximização: 
a) a M (b D c) = (a M b) D (a M c) 

b) (a D b) M c = (a M c) D (b M c) 21

• Calcule o m.d.c, e o m.m.c, dos nÚmeros: 

af 48, 60 e ~6 b) 60m 150 e 180 
c) iso 

1. 

120

, 240 > 80 e 360 d) 45, 105, 13
5 

e 

~: 
Deseja-se di~idi.·-

4 4 

Peças de fazenda to : 64m, 80m, 102m e 16om res, 
• JtleJl ... 

de compri tÔ ... 

em peças meno to 
d ' ·men as com o mesmo comprimento e de maior compri 

(*)-(**) A 

- s demonstrações nao sao fáceis. 

2. 
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~ 1 C-dc:ul e POB S 1 '· - • < o nÚme;·o de peç comprimento as e o 

de cac1 n. urna º 

Pae far. aram 
tam! 

Alos de 
dois ro · or dividir . e de ma1 

Um Sl.
. tiante quer · gua1s 

edaços l. uantos do de 40m e 50m, em p comprimento e q 
Calcule o nho possivel. 

, 
los obtera . 

ro ... 

cidade com o 
·untas de uma ·. e descan-

arti ram J seguidas mas d!' . 3, Dois andarilhos P 
15 

horas · das, . 

U anda ~egui te mesmo destino. m !8 horas ,.. novamen 
anda tirao sa 6 horas; o outro t amb <.;.• par 

q ue m? Quando ·ada u . 
nsou e . ira desca Â prime 

cansa 9 horas. 

juntos? Quantas horas 

Um 16treiro luminoso p cada 
ras. 

palaV undos. 
15 seg 

. 2 . ossui 

~ outra, '-a& acenda 12 segundos' ara que e a amu· 

Quantos segundos de • mante? correm: P Quantas 
·multane Sejam acendidas si 

1 

a lavras 
p en. ,. e1::~ ac -vez " 

intervalo 180 de cada uma no ravos, 

. . 120 e úmero 5 possui ·
0

r n • Uina floricultura 
0 

roa> cada 

, formar ,... s de Olgas. Como podera flor• 

e 90 rosas ,. 
ramalh! de 
, . e" -especi . 

( 
o 

, ero de tes com o mesmo num '? 

ra-,.. forma Quantos ramalhetes 
d(°l saem _.. que ~ 

avi oes itvame~ tém spec 
- roan - aem re cada ,, v iaçao · s " .. 

0

ma companhia de " os quai ro M·as d• 

...., ~ses; c.a:<la - . depois ºl'a.si.· 1 parn 4 pai 1s ~ vi_a 

te cada 6 dias' cada •rtirª" tos e qua 8 h ol'< todos' ntas 

? dias. Num certo dia rtir J . pc• ·un 
<tua n tos dias - 0 a Pª tornara 
o- , ·t cada (:)ens tera fe i o um? 

de ·ndO 
subl de 

,. iero nun 

Uma escada dá certo, 

nor 4 em 4 ; qual ~ o me 

e de raus 
6 deg sca 6 eJll a e -que degraus 

, 
9 
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da pode Possuir? J 

~ ada~ ... , "do da e B. Numa corrida de bi e i clet as 
9 

o ma is r api 

2

4 se• 

, da volt.a em ta em 18 segundos, o segundo da ca . juntos. 

gundos, e o terceiro em 30 segundos• depois Partindo 

locidade9 
e admitindo que mantenham a mea!"a ve itas ti 

de quanto ':tempo Passarão juntos e quantas vo # 

~a dad~· cada um? 
'· 

. : . :, 

. ·-
* 

' . ~ 
1 -

Ao PRELIMINARES 
-c. -a.:.,.. _ ~c:.. - ... ... _ 

VII CAPl!U~Q.--
~~-

de.sd~ 
conhecidos , neçe~ 

# • os são idaa a ~ fracionar> . - é dev 09 
Os nÚme:ros i' nt!'·oduçao randezas . . 

n .. t , en 1)arece 9 algu.r.ir- · ,. atflS -- >gu idade ; • . da de • <omc SU:! " g 

id exprimir a n.edl . rraçces, oooa.~ ·i • ade de se . ento das - CO a 2 
, .- , h H·,m 15 jn 

•g1Pcios tinham Jª rnn •atando <· • _ egípeia~, -

t · d Rhind," taçr.•S ·tan r. a o famoso Papiro e documen- dor Ull l . 

" outras ~ wnc ... ·~ o PaPh:-o de Ahme s ,como Õcs de ,, 
... . . aram fra ç dicarn que eles ut ~!.l J.z 

fui1c r<JS; e •aramente outro numerado•' -oc. novo!> _n 'vel qn:'!'! 

tudo a • 1)o e..'3J. a 
O P.S r $ 0 ~ Out~a causa par. . •idi: .s r· 

• . •. e~ d1 • •·tllldO • %a1oga é a da operaçao •. J do se~ 
<l<> o " mÚ l ti P o ... s .:.;e Primeiro número e fraço• 

·1 das em 1 nicir.- euie A. apre ndizagem · itialm d• -a se princ • < orto • lntui tiva ' ba.seando •. - <lo con. r . . " da• 
r. ·• · ç? D 9 ,, -1. ..!.'11· •<>elSI "' "t . da me ai . - --ao 1:>eome ricas . >:. 

0

-..ie ~ ~él iguah .,, ~tn ·~ át-ias gr andezas " <l'l<le.,, 
"' :fl'aci onárias~ 

e 

9 
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, 
sario 11 

aceitar" 
da, que con . o Principio de 
za A siste em ,, divisibilidade indefinl 

e Para aceitar" 
outra g qualquer num que para qualquer grand!· · 

randeza ero n t B, tal a ural n ( * ) existe wna -
que seja: 

:::: A s' . o depois 
gra.nd de tal ezas d aparato 
enési o tipo B se poderá definir 

-..;.,,;;. ID~ ( * * ) 
ca: Parte 

que e 
quiYal 

como b , su -mu1t · 
de A iplas 

' se adot , ara 

de A, ou coJDO 
.. . bÓlÍ 

a notaçao sJ.111 _. 

B 

B 

::: 

:::: 1 -l 

denominadas ~ 

A 

a torna e a . 1. B 
ou . r o s{ ... b :::: A' ou B 

lnt . .,. olo e1r~ 1/1 e 
:::: A, ou B = 1, que 1e~3 

l, isto , Sirnpl orno 
esmente e, unidade inteiT

3
' 

o símbolo 

A 

o 

gerai de fra -Çao 

:::: 

da 

lQ ( 1 . -n- ! A) 

grandeza 

tn -n 

Parte A, é igual à m grª~ 
neces , de A . sar · , e p dos lo a d 9 a ra r esulta 

Porta 
nto -

.. enés· nao l111a nu10. 
ou , n -es· lma. 

emonstr -açao de que; 

19lt" 

m ( l A) 
l (m A) = n n 

, 
i g uais ' 

, parte de A i-
a enesima e isto ' e, m g randezas 

gua1 ' , a e nesima parte de A m grandezas • 
.. 

inerentes a este desenvolvime! 

ao método sintétiÇ,!! . , julgamos 

dados intP:itivos dos leit_2 
A 

dos normalist~~, futuros professo -

B., ~EROS RACIONAIS --
!.ntrodução 

Para - há 6 oJuçã·o ' 
\riist ª equaçao· b .x = a, nem sempre 

0 que p _ , b (;: ia divis or · 
d.e a ara a soluçao e exigido que "'e . 
3 (b 1 a) 10 °ni 3x:::2 ' 

nã , , como em 3x = 9, e por exemP "" 

t\o 

' 

~Uja 

()e a · lVisor de 2o 

Nós sabemos da vida 
l'eso1u - ' 

é nece.ssária a 
prática ., que 

· t se de te! 
no 10 caso9 adnll a-

9 d Çao; assim, como 
Oce · s s pai -t menino • 'a repartirmos por v 

r d de cada meui ... 
n icando d s com x o número de oce 

tet'em . 
O$ evide ntemente a equação~ 

3x :::: 9 

l"esa1u· - dividi ndo 9 por ::;: 

~ªº se obtém 

X = 9 : 3 

ou 
X = 3 

9 

e 
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doces para 
No segundo caso, terlamos ~ imagem, 

2 
re Partir por 3 mi ninos, e a equação ser ia : 

3.x ::::: 2 

é •vidente que dev-erfamos div-idir 2 por 3 ' prá 0 que 

não é P

0

ssfve1 trabalhando só com inteiros; mas n:~id: 
tica, como em outras Situações, o problema e 10 ' , reso 
repartindo os 2 doces em partes menores, por to 

exemp • 
a) d· ·d · · ... d portan 

lv1 Indo cada doce em 3 partes fican ° ' diJl 

' ) di V'l ; partes a cada um; ou b 

8 

. 

Partes, um grande e uma pe pa.! 

com 6 Partes e dando 2 

do cada dÔce em 2 

quena, 

. uma menino 

grande o d~bro da 

menor, e dando a cada te grand --

e ou entao 2 Partes pequenas. 

... 
,solU • ~abeinos então que a equação possui sempre utili' 

Çao, nao co,. UIQ inteiro, mas de qualquer forma, 

8

u-2ando os d . . de a 
. • 

0

.is inteiros: 9 e 3 ou 2 e 3, de on gestao Para d f. . , ao 

e 1n1rmos um nÔvo tipo de numero, den~in~os • ;to 
nfunero. ~ ~racional , ampliando o conce 

B.2.~ , 

N" ' o ~ Utnero racionai, ou nÚmero fracionário x, e b" 

"•ro que satisfaz a equação bx = a, onde "ª e 
. •ão inteiros, e b ~ o. 

Nós ad t '1icaSt 
0 

aremos as seguintes notações simbo 
o , 

numero l'aciona1 · ' e': 
, isto e, o seu !!_umeral 

<a,b) 
ou a/b 

ou 
onde, a Primeira numer.,.!!: 
dor componente do Par é denominada -...' e a se ....... nda nº 0

~ denomin d , l De -
-- - ---~-~ , do numero raciona " 

201 9 

d número 
r al 

0 
· n ao n~~ - l - N nos i_ minama& tnmbéon fraçao • . à equaçao 

a referencia . entretan-o l e ito1· o se •. 
0 

mais . onario b n:a q ue concreto, , . 
dica so· mente um ponto de apoi. número !rac~ 

1 de r i nindo do nao nu 09 to , na ve rd a de, estamos com o segun 

, int e iros~ b ~rata: de um par de numeros ais a 
5

" 

· 1 nte m e q uiva e de ond e a de f in içao 

núme ro N~mero racional, ou 
:-e-, WU Ouw . r;rio9 e s frac 10 - úmero 

do de n 
ordena sat i~ 

não nula9 t e 
ar c.l por um p ro represea ta 0 compon« 

i nteiros 9 com a SC o a·ç~es. o·u ncla 

c on .t fazendo determina<las endo 

f ornec ,, iremos Estas con d iç~es nos 

, 
e -· n term por 1 

dio de novas d efini ç Õesu 

t importante que 

o niilllel'o fracionário 9 

·onal9 rac1 J e ro 
que o niun 1~ 

r UID -
b a rve no S

e o Se tan t C' 1 .r duto 

~~-~~-..!.~ _ir~ ; 
por · , 

0 
i>r0 , definido 9 - • um e ção 

e equaçao . not a 
assim 9 n a os leva a 

o que n C! 

0 

ºut.ro é 0 rrrnl t i pU c a d or
9 

colll º ..... d ·- dos 1· n ·1·.p l r os" • enaça.o 

, 
Ção e 

equ.::i, 1 
· meira igua Prl ·ros g Çã v da e n s oJ u , e ros 01110 sabemos qu <> nUJll tq~bêlll llamos com 4: 

<lo . ~ ciuando trab a. l. 3 ~ e 

l..llt . . te de 9 e , eros e1~0 3 quoc1en num ~... ' s coioo 
a colocar o~ inteiro 

l· ntel su-
isto 

1 :::: 
3

' as -·s · . ona l ' rac1 

e 
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ideE ci ona l , , como r o. 
sim, o inteiro 3, nos <> coloca riamos 

tificaDdo-o com o nÚmero racional (3 ; 
1 

' os 
) ou 3/1. 

. i caf! · aént1f De Uma maneira geral, isto sugere ª i · me ira 

Pr1 . com a . 
inteiros "a" com os nÚmeros racionais . ua l 

te rg 
componente igua1 a "aff e a segunda componen "l ''. él 

lias Para isto é necessário que adotemos 
Par·a as operações com <>s nÚineros racionais, 

. ÕeB f in1Ç 
de ·a111 

consistentes com a identi ficação dos 
s? Particular. 

B,
3

, IGUALDADE E EQUJVAL~NCL\ 
B.3.1. ~ 

. que 

com inteiros 

Aprendemos no capitulo I o conceito de 
te · . ' · da •iano de do1s conj11ntos; faremos uma rapi 

Para depois introduzirmos a noção de relaça<> e, esp · 1 · 

•eia • as relações de '!l._Ui ";gi_nci~. 
' · . Recordemos: 

Dados doi~ conjuntos 
Siano dos . · 

: · conJUntos, nessa duto A e B, chamamos pro P.arek orden d 

· ª 0
s que Possuem a tence~te ao conJ·Unto 

te ª0 conj4nto B
0 

to de ordem, ao conjun 

A e a segunda 

A X B. 

={a', h', e•, d•} •) 
!a,a•),(a,b•),(a,c•),(a,d•),(b,a ' 
(b,c'), (b,d')} 

seJ 

ª"' o e 

·untos dos conJ l e me ntos E tre al z uns e 
n ue os . laridade q alguma parti c u los : 

s exemp Vejamos algun 

a) Tomemos os c onjunto3: 

! acione. re 
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existe sempre 

A = ( 2 ' 1 ' 3 1 con -
0 s! um 

B 

= { 5' 7' 4' 1 ' encontrar a es-

formando o produto car de a segun t. plicaç vamos rdenad tesiano, dd coo ão 

on - • mul i . ordena dos9 opera·; oes. 
Junto de pares 

duas • ' . or roa• tá ligada a primeira P de pa 

. o conjunto e adição ; de fato ' J 

(3 IO) 
{ (2,7), Cl, 4 )' ' ·iano 

que ;, •uh-conjunto do triplo a -
A X B po 

. a 
55Ul 

cartes . me ira produto d pri ~egunda coordenada igual ao 
'llll..i.da.de. 

uma mais 

Corn o mesmo 0

'lltr-o$ conjuntos de 

trar ncon , e 
e 

mos 
q~ere,.. como 

i an ° ~ ..... e s ' do t 
cartes l aço · can -

0 

c<l$o do conjunto~ 
'Se 

0 
Primeiro elemento 

d.aa.e b , o segundo 

produ o tras re uitipli i 
oro ou de m a. un_ pares c 7) ' on . ando UJll 

(2,5) s (3, e adic1on 
or 2 

par P do par 0 ~ o tem-se e lem ent o 

. untos ; b) Tomemos os conJ l in J 
.... Luiz , FiliP 

J·oao, · co, uar C ~ {Segismundo, pitl e ncon 

Eurico 9 aeremos ·'o so-Mari a, D po araÇ• ' 
C X coroP ·ano de • 

cartesi "es' b•! 
l ígaço etc o •º ou ' ·as do 

pares var i • e' as. gor ' de pa-
• . . dontinan • sej• . unto Preferenciais• . smund

0 
conJ 

A • ue SeP que o ss i tn, a d.mi t e ..ise q poss 1 vel 
Qll. .... · ., , é bem ,_ l co., e-t , .. c: ~ 
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res : 

. } 4SegismUE { (Segismlltldo, Eurico) (S<>gismun.d o, P iti c-0 
do 9 ~ilipirn) J 

rel! , válida a •eja o conjnnto dos Pares para °" q-is e 

11 

etc. ; • 

ção' "é mais go,.d o que", 011 "é mais baix-0 que ' defi • 

tgsi.ano 
Portanto UJn SUb-conjUJlto de um. pl"oduto ear 
ne urna relação •. 

de tJJD 1'bl - lemen~os ' gerai estuda-se as relaçoes doa e ·st• •• 
conJ.Unt

0 
• · w1to, 

1 

• ºº"' os Propi•ios elementos do conJ . ,.es 
f . Sl ª•-se 

0 

Produto cartesiano de um conjunto por ~:. mo: A X Aº 

Muitas ~êzes o relacionamento se faz 
-se, se Para elementos x e y do conjunto, 

• Propriedade, um critério, etc., 

. ca.ndº 
ver if 1 tJlllíl 

é válida 

de toe 

Assi m, se o~ ) 
~ Pares orde nados (x ;y um conjunto (*) A 

dire.nios que está 
- emen de el. R 9 

. dade satisfazem ou não uma proprie 
ção binária 

Quando 
n. 

d 

~ar efinida sÔbre o conjunto A elª 

' 
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~emplos: 

. . lidade di vi. s i ln definida o con~ s~bre 
A r e l açao de propriedade 

· woza <la 1 junto de inteiros o , x 

" 1 mesmo . todo número é divisor de . e 

reflexiva, 

:X ; 

pois 

rela-
~ 

Çao "maior que" , . ,, l ex i v a • A se ti 
e irre J. • ·unto ' -

b) Quando para todo pa: 

\terrnos x R y en tao se - tera 

(x;y) do conJ que a re
d . zemos y R x, i 

lação R. é simétrica em Ao 

., re . . ' trica; ~ -
- s1me t ao e . . ·un.,o 

n - 1td1SJ 
. . - · 11ilillade A relação de d1vi ~ 1 · 

lação ".Par de" 
de •• ' ., 

r e laçao t~s , ... trica, a 
nn o e s1me Ii s~o 

e simet:r ica ~ a relaç n.o ,., 1' [i l (' d<~ P« . 
re ... entre 

·un do conJ -'" e z ~ • R 7 , ;. os J'- ç u , "1í 
elemenL - e tera e} Quando nara todos ent ao • 

to A. .. R e y R z s lfl A• 
' se tivermos x Y itiv~ e 

d· _ é trans l~e~os que a relaçao R · -

~: 
·t i-, transl 

11 e 
. l' · t!e , tnrn ... 

llr d1 1 0 de" e 
A • • : • • : ] (' •' 1 t· ipl 0 .. t,Í _.. .t\ ..... l - 1 - ~ .. ffi\l • lc:; l 'e açao , e a es. "e • trai · 

'> , n ,. • . - .. .. _. .-: i) i'.'"Je ·Je" não e iti"a, . e .-.. ~ (.:u o t:c <.tJ ·, J • . J "ti· o l . - trans hê" · - · ao 
t:i:-un,· 1· t. a i.' C l aça o r ou n ». . .... · i vn, mas · · de se do . 

.. , a . - . . de" Pº ·aer• · 
t elaça0 "disJunto con•

1 
• • ""~· ·un<oS ; vál!!!!--1. ol',,.. . d conJ u_!...:.---

'"º o conJunto 0 
•• ooe d~ 

4,3 - i » e . ~-
•3 " • · lenc '- r1• • "•la ao de e< U1va_ - proP - , 

li! algumas Qq_ ntl'e as relações~ 
~.~ que ª 

' neste caso diremos 

daS 
gozam , 

- e Çªº rela 

tres de 
,... º 

l aça re 

,g 

e 
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.... 
equivalencia 

,. eia . valeD de ~qui (*); portanto, uma relaçao . 
possui · as tr~s propriedades 

·das b . o resumi • a a1x 

Reflexibilidade 

Simetria 

Transitividade 

O exemplo mais simples e importante 

' l "="· 
Çao de i gualdade "igual a" de sumo o • d• 

,, acor 
- sta de ili\ J:: Útil observar que a denominaçao e • . . as• 

com a noçao in u1 i ' ª que ·e mos e la pr 

rela ... é o da 

1 nc1a , i · t ·t t d equiva e opr ... 

- daque nº 
entende-se , que debaixo daquela relaçao , iemf 

Uiva I 6 
edade , daquele critério , os elementos se eq ·unt

0 pr ópri o in icio da Aritmética nós temos visto l•" 
conJ ., 

eqili"ª ""lllº 
eqUival entes , no sentido numérico , portanto m•• 

. relll o 
tes P• la relação numérica , isto é, de possui 

, 

nume ro de elementos v 

\ 1 
- ,,. lo de ' re açao de congruencia e um exemp "' o 

l a·ça r e . 

fato 9 
de "!Ui valência que já nos foi importante• De 

0

ã.o 

tor de t , "a e · d.J. ve es ar lembrado que dois numeras i~• ~ 
• dO d congruos segundo UJo determinado número d , quan ···•-º$ 

Je.J. o .,.. 

b " p • 

·ca~ 

dos Por êsse ' ind• 
numero dei~am o mesmo resto ; e a r e lação de .... 

congruencia por: 

Para 
a ::: b (d) a qua1 é fác1· 1 
V'e1• que: 

a) a ::: a (d) 

b) Se a ; b 
então 

b - a 
e ) Se 

(d) a. !'! b 
e b ; e 

(d) ; 
(• )_ o t 

u r-o tipo ünportante de ordctn ' 
relação é a de qua1 já temos re1·t 

o Uso. 

então -a = e . 

' 
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de divisibi'pios os princ1 c om tabe l e cermos . - trabalhamos quando, para es ç oc s, pois 
<las opera ... uos, ovas congr lidade, para as pr os seus 

mas com -
elaçao. 

os próprios números ' 

.. . s egundo sao eqU1valentes 
est a r e separa-

lementos 
. nto de e ão uma um conJ u . f . quem ou n Quando tomamos er• i ele-

onf orme v os seus •os os seus e lementos c º ficando -

dada propriedade, po tos que pe ntes. classl. . m a um rta n to' rtence 

elemen do eqUivale 
· deran 

mentas, na verdade , os 

estamos ~esmo sub-conjunto, 
c o ns1 ado -

, separ ,. . nto e 
um conJU Uivalen-al se - de eq · De uma maneir a ger ' elaçao de 

· o de uma r Classe •m ª~-conjuntos por mei , denominado 
Ci - sub-conjunto e a, entao cada 

equiV'alê:ncia. 

homens 
· por 

. to ·de onJUD um e 
emplo' ·untos' Consideremos, para ex b-conJ tere -

em su - ue"; e Sep elementos f1· ssao q médi-ª•emos os seus pro . de 

llle l.· · a mesma heiros, ão 
0 

da relação "possui engen relaÇ 

de , wna "' lnos Pol' exemplo sub-conjuntos lação e tres 

Esta re elas ~os d .... etc•º• l.. ficar p lasse • e Professores, , .
1 

ver do e 
d.e u· .... , facl omina ctas eq lvalencia, o que e ' den sroa -

·unto e u.roa me hohiedades; e cada sub-conJ íh ntos de . po de r•-~. • . ' • os ele e • st• t1 qU1 va lenc ia , isto e• 
11 

sob e 
;• ~. •q Ui va1inc ia se "eq Ui valem <lção 

• 

,. o 
f raça a que e 

·car tei·ro · f1 ·n ""er1 UJD i ro 
dO dO CO toroan ran 

a chegamos 
mplo, exe ... 

do toman 
9, e cornPª 

9 

e 

·~ 



' 

' ' ,, ,-.. ...: , ,~ 

ou 
d 6 delas. ,. inteiro dividido em 8 partes e toman o . a 

oasu1 mesmo, raciocinando que a equaçao: 12x = 9 • p s"di 

. "podemo ... mesma solução 1ue a equação : 8x = 6, pois 

3 

e 

Vidir ambos os membros da prime ira igualdade por ~ 
depois multiplicar ·por 2 obtendo a segunda g • l dade• i ua ' 

ºª" 9/12 e 6/8 I 
-sao Sabemos portanto que as frações 

ou .. esmo o m ·e; 

são nUJ mero racional, o mesmo nÚ.mero fracionário; neraJJ= 

, ero• do mesmo nÚmero são representantes do mesmo nWD · 

9 ·nJ 
Estas noções nos levam a tomar a 

çào de frações eqlli~alentes : 
Bo4o2o !...EFINIÇÃQ 2...1 

defJ .., 
seguinte 

Definimos Pa.ra f - l o 
as raçoes a re aça " -

f.•) 
,, por· 

ou 
~ 

se e somente 
se; 

b Jr e, com 

-!_ 
12 6 -8 Pois 9 X 8 : 6 X 12 

B,4.3 0 ~ 

! relaçã0 " ., • • e fa 
como Pro~aremos • e UJna relação de eqliivaJen 

a seguir: 
a) ~ilirld--" 

~:-
Como a X b :::: 

a X b , então a -b 
a -- b 

ou E L'l • 
t ou 

.· 

b) Simetr i a -- -
Se a 

b 
e 
d 

t c rn 0;.:; pela da relaçao definiçao 
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" ... ,, 

· da que: a X u = h X e : pela s imetria d de inte ~ igualda e ~ 

e , r () X e = a X d i os , Podemos e ::-;.:: rever· ~ 
l escrever ~ a definição cht rc l.u c.,;a 1:i paliemos 

e -d 

%e Prova a simetria º 
e) T 

~: 
Se a -b 

e -d 

... e -d 

~ 
f 

a -b 
" 

entãC? a X n = b X 

então e X f ::: d X 

l10v·amente pe= 

e 

~ 

e 
-..- ~· 

~1 . . 
~ Ult1pl icando 
E:l'lliclo a· 

f obtemOS9 . ualdade por a pri meira i g . • 
associatividade e a t ·vidade . comuta 1 

b . X e X f 
a X f X d esi;rever : •' ººna . d podemos lde~ando a ·segunda Ígualda e~ 

a X f X d = 
·a X f X d = 

a X f = 

b X d X e 

b X e X d 
~ da multip~ica -
ento do canc~lam 

e X b 
, 

Por defi_niçjo · de tf N lf g 

a -b 
N e 

f 

'-· 

•; 
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M 

Com êste teorema passamos a ler a expressao 

! e 
b d 

comoa a fração a/b é eqUivalente à fraçao e/do 

tos ' Separand 
j - sub-conjun . ~ o o con unto de f'raçoes em _ eqlll\T~ 

sendo q c3"h fraçoes ue!\cada sub ... conjunto colocamos as ,. eia 
lentes a uma d d f - - d Ui "'ª1en 

a a r-açao sob a relaçao e eq 
15

eiJ 
" .. " f t elas ' ormamos, conforme vimos anter i ormen e~ 
de eqUiva~ência. 

õeS 
ft'3Ç Em outras Palavras, formamoe conjuntos de rr•9 ' ~qUivalentee· . · • ia co 

' 8.Ssunv a classe de eqUivalenc 9 

Pondendo à fração~/4, por exemplo, é dada por• 
\ {i 6 9 

"ººº•ºººººººº 1 
t -8 9 - 9 12 

que lDdica.ua08 
com ( 3/4 ) [~] éa ou 

9 isto 

( 3/4 ) =: {~ 6 9 é} 9 - 9 - ·· o o o o o o o e e o 8 12 9 

! importaQte t f ação 
UJna ·: .,,-.i., er em mente que qualquer r 

0 

f~ Classe de e~~i l~ !.met' 1 

'i.u va encia o n~ ,.
0 

e Ciona1 ou • . r-epresenta o mesm r.

3 nUJnero f'r-ac1 , . fre...., 
UJn repr onar10; dizemos que cada ~et 

esentante da 1 ... 111.za- , 
em gerai _ e a.ase de eqUivalencia~ Ut e• 

' as fraçoes e u ... . isto satiefa~ d q !valentes como iguais, ~e 
en o 'ª • re1açio dA 1ssº 

escreve: "" igualdade " = ", pór 

a 
b !; 

d no lugar 
de ... ~ .... d 
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- por outra, de uma relaça o entretanto, tal subst i t uiçao represen·~ -
qualquer em cálculos, não afeta, visto que' , . 

0 

é 
0 

mesmo ' 

f racionar1 t t 1 · 0 num' ero 1 · tor an e que se uti 1ze, - o e1 

das operaçoes • 0 
que veremos quando tratarmos 

08 

seus e· 

b - . uais possuea - 2 é 
0 

serva que a rigor fraçoes ig , fraçao 3 
l d isto e' ª _ ement os iguais e na me sma or em' . 1 ucidarao 
. banais e 1

!lllal à fração 
2 

• Vários exemplos seguinte : 
3 . u e rimos o 

0 

leitor, mesmo intuitivamente' 8 g t s das quais 
. . m 3 par e Pense Uma barra metáli c a dividida e tes das 

. m 6 par tolllamos 2; e depois' a barra di vid1da e t . das? -

dezas ob 1 qua· - . . as gran a e 18 

tomamos :A; sera o i g ua is barra, m 
Pense ª"'ora d realmente a com-
s · o que não se divi ª . t omando um 

>m fazendo pequenas marcas, e depois 6 parte~ 
llt-i"'ent partes ou ~ 0 

de barra que contenha duas Ser .. 
~o ago~a igua is? 

B,4•5. 

~ 
Multiplicando-se 

. ador de denom1n 
o nume rador e o . não nu-

, inteiro, Uma fração por um mesmo 

lo, Obtém-se uma fração 

SeJ· a 

numero 

U·valente. eq J. 

a a fração: b • 

~l.lltiplicando ambos 
lll.llo 

' 
0
btemos a fração: 

inteiro k, 
os t~rmos pelo 

k X a 
k X b 

a JC (k X b) 

definição da 

= (k X a) X b 

def in! " eia 
U. yalen 

.. de eq J. . relaçao 



• 

.. 

1 • ) 

a -b 
k X a 
k X b 

Nota: Ê.ste 
simp l es 

.sar de uma fra a- teorema permite d e maneira fácil Pª~ 
mi t ç o a uma f - , per e transfo , raçao eqUivalente 9 isto e, .. 

d 
. rma-la e 

e eqU . " ' trocand da clélss lValenc · 0 o ~resentante 
. la um 
inteiro. ' ou mui tiplicando ou dividindo por 

a) .. §__:X 2 
5x3 

, 
e: isto 

,, 
e : isto 

2 
3 

12 
28 .., 

10 -15 

3 -7 

. o" 
intui t . f!'a.cJ. 

t vas sÔbre nÚmc r os o.f°' 
grandezas 5 0 l' 

f ornecem o pr oce/5 
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se ind uz ª r egra; assim, seja X o númer o !racioná 
, 

rio sol -u çao da equação bx = a, e y 0 nÚUlero fraciona -

tio solução da equaçao by =a'. 

Das i gualdades an teriores, eneoniramos ainda ª 6~. 
guinte: 

igualdade: 

bx + by = a + a' 
e, 11 con · d s1 erando" válida para os números ·fraeionários 
a 
' Propriedade 

# em relaça.o 
distributiva da multiplicaçao 

a adição , em . podemos escre -
~er. analogia com os inteiros, . 

b (x + y) = a + a' 

Esta , número fr_! 
Cionár· equação nos indica, tambem, que 

0 
lo deve ser 

<lad
0 

soma dos números fracionários X e y, , 
Pelo par ( tação fracion_! 

t'ia.: a + a', b) , ou com a .no 

lcie 

~ 

' 

tn, a 
s eq -uaçoes: 

d 

b 
})ºt-t 

a + a' 
b 

·:bx = a 

dy = e 

por inteiros nos 

b X :: ad 

d y = b e 

anto 
' a igualdade: 

;.,.ual 
fornecem as.ao -

~' 11 d b X + 
~0ns · 

a d + b e 
b d y ::: 

· ~idade: 
a distrib.ut~ -· lde:r-ando" válida 

.e 



• 

• 

- - - - -
· -~-----

que sugere 

d b (.x + y) 
::::: a d + b e 

a .SDTna dos .. 
nwneros fracionários ~ 

(ad..,.. b 
e ' -db) 

' ou ad + bc 
db 

e y por 

Êstes 
• res121 ta.d 

nUJneros r~ . - os nos 1 ad. :; o de ~a - eva m a tomar para J Ç« 
c1-0narios 

nD..,. · a segu · . -
~IJUÇ.io ·· .. ln te ,nlc f1niçao: 
. :·,,. ~ 

l 
.. ~a.dos dois n' 

os Par · . Umeros pe' 
es {a b} · fr a ci onários representados 

dos d
01

· · .. ' e ('C,d} a · ·. · solJl.8 
s nlllnei-o .. ' ou b e e defin1JJJOS 

Cionário S t fl'ac i .. d ' ff él" 
dado onari os a uma terceiro náJnerº 

Pelo .Par . 

(~d + b 
. .xc 

õti· . 

ou: 
(2,3) + 

(l,4)_( 
..... 2)(4 

l -4 .::: 
t ~Sta . . 
{Ue e1 . defini -

a e Çao 
del" < de · t · ' no 

ou 

d + d 

+ 
bxd 

X C 9 
b X d} 

----~~~~---~----

::::: _axõ + 
bxd 

+. 3Jc:l ' 3x4) 

::::: 

bxc 

= 

·11. 
12 

( 12) 11, 

la~0 ºdo i · ª te?' ~Yre 
defi.n. ' 

entanto 
ai- . . ' pode 

bl. tl'ár·· . . ia, por ldo do 
seguinte 

rnodo: 
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a e a + e 
b + = d b + d 

Faç:amos t -e n ªº 9 a r es pe ito , algumas consideraço es : 

Ela é 1 · çà0 e 1 v re , mn s nã o pode ser contrária à defini -
conce i t 

a dºf. os a n te r i <· re s e la de v e s er consistente com 
" in · - ' lÇao de f -raçocs e q Uiv a l e ntes • 

n· d lZemos -
ªde que a opc r a ç a o definida goz a de estabili-

com a 
defin · relação d e eqll i va l ~nc ia; o leitor observa que 
t llJ\os a 
es dos , adição u t ilizand o particulares representan-

E> id nurnc ros f . , ªde d r a c l ona r i os 
5 

o que nos indica a neces-
qu e \re :r - f . 

i"ªlelll 1 lcarm os se os resultados obtidos se 

?e ' ºPc rando com outros r e pre sentantes. 

~: Estab1·1 · d - d. -l ade da opera çao de a içao. 
Se · 

Ja.rn. out 
ros represxntantes: 

a' -b' e 
e' 
d' 

e-

ll~U· Sendo 
l"~l ~ tambe'm lasses de ~ representantes das mesmas e encia 

e • • 

... 

' devemos ter as relaç~~s de eqilival~ncia:-

ct -d' ::: 

ª' a (I) -b' b 

e' e (II) -d' d 

definição 3, teremos: 

a'x d + b' X e' 
b' X d 1 

~() ê~t 
qtt...... .~ l'~<--Ult sul ta '-~ ~ t' ao re -

~lQ ado precisa ser eqUivaJen e l' . 
, lsto .. 

e, é necessário que: 

9 

;e 

a 



1 

r 

1 ' 

-~--
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a ' x d' + b'x e' - + bxc axd b 1 X d' - b X d 

5ejll para que Mas, Jlela Definição 2, é necessário, • 

" . que o 
verdadeira esta solução de eqUivalencia, ) 

(axd+bJCC (bxd) . :x: (a•x d' + b' x e') = (b•x d 9 ) x 

e, Pela associatividade e comutatividade~ 
(a• X: b) X (d X d•) + (e g X d) X (b X 

: (a X bº) X (dxd º ) + 

e, Pela II: a• x b = a x b~ 

X d = 
ª igu;tldade de fato se verifica . 

· dacle · 11 

N t 

es tabl 
0
e 

0 

a: Com esta d a 
demonstração fica prova a ão 

da ºPeração de adição definida com ª qu• r e laÇ a equ
. • ' . u-se ,e l Val~ncia,. ern outras provo . ot' ,.. 

palavras , 
0 

Jeit eº~ ·~•ração de adição está bem- definida. dO 
l'ifica · ·d " trabalhan ~ ~ln a. que ele ·pode operar b i . 

Par que lhe convierg 

e -+ 
d aº -b' + e' 

d~ 
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Seja : 

d. e 
b 

+ 
d 

Tomainos 

aº a -
m b 

e: 

e' 
m 

ºnde ' m é um m ú 1 L i p 1 e 
c omum 

e 
d 

<le '1 
'\ .. 
1. • 

E! 

m ·- k X b 

m ..:: k 1 x u 

a -b 
d 
e - + s. + 

' Pela Der iniç.ão 3 ~ 
m 

a ~ -I[l + ct -
= 

c ' x m_ :i.' x m + 
-.----= m x m 

I ., 
\..'-" 

eº a r Qo -
+ e ' ) X..!!!•--; 

m x m 

para ual: , · ca US .. s Prat1 fraçoe ~.- n·ra or ea•·::i p " Do& forne~. . . dados ore ' ' 
, . n ii. •• t)S9 numerad num<::ros f r ac .i o ' os 

a-se ad i. e i r ·ri 

a 



I"'\ f . : . ) 

1>,,~mpl os: 

lo 3 - + 8 

3 - + 8 

l -6 + 

2 -3 + 

.! 
8 + 

5. 1 -8 + 

Nota: 0 leitol' 

2 
8 

2 -8 

3 
4 

l -9 

l -6 

.! 
6 

3 + 2 
8 

2 -12 

6 -9 

6 .. _ 
48 

3 ... _ 
24 

5 
8 

+ 

9 
+ -

12 

1 
9 

+ -.ê_ 
48 

+ --!__ 
24 

ou: 

-

11 
12 

7 
9 

14 
48 

7 
24 

7 -- 24 

vel'if ica 
e 1. usa que nos exercícios 

mos o m ~ 

<a :ic 

lnimo múltiplo comum. 

intuitiva s, 
Pa:ra def . . 

in1rmos 

fO!, , . nos . tambem aqui, JJ 
mul til' ,,... 

a operação de 

el0 S 
representados P 

autº 
e/d , definimos pro 'rjº 

. 011ª fracl 

e, · b Jt d) 
' ou 

a x e / b x d. 

219 39 

Escrevemos: 

ou: 

~--

. (a,b) X 
L__ 

(c,d) 

r-_-·-- ----
1 ~ e L b X d 

3 -4 
2 -5 

X = 

- -·- -- -
= (a x e, b x 

= 

3 X 2 
4 x 5 

a X ~ l 
b X d _ 

6 
= -20 

'l' 
~ema 4·. 1 · çao 
~ !.stabilidade da mult i p ica -

Sejam outros representantes~ a'/b' 

Sendo tambe'm t temosº representan es, • 

a' a -b' b e· • 

e' e - -d' : d 
Aplicando 

a definição 

e' -d' 

~ b• J( . d.' . 

(I) 

(II) 

4, teremos·: 

a' x e' 
b' X d' 

a x e 
b X d 

e 

d f , para que e inição 2 é necessario, 

se \rerifÍ.que , · que: 

c•/d'· 

i> eqilie.sta 

= 
(b' .X d') 

(a x e) x 

;e 

a 
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/ 
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t . vidade da Aplicando a associatividade e a comuta 
1 '~ ' U l tiplicação de i nteiros: 

(a' Xb) X (c 1 Xd) 
= a') (a X b') X (e X 

0 

que de fato se verifica, pois pela relação II 

e, pela II: 
a' x b = a .x b' 

C 1 X d = C X d' 
0 

que prova que a operaçao de_ multiplicaçao 
bem-definida: 

!! e ~-, -~ -ci 
__ h __ x __ -d_ --=- ·-bl _ --~ 

G.3. ~OPRIEDADEs -

I 

, esta 
tambeID 

A adição de nÚmeros fracionários goza das me 
Propriedades da adição de inteiros: 

slll36 

ª· ~: 
a 

~ e - + 
.! 

b d ::: - + d b b. 
.!!sociatividade: -
( .! 

+ ~ ) ~ .! ~ e 
b d + :::: 

+ ( f 

e. ~tência do neutro: -A adição de nfunero Cia do l 

b d + t: 
) 

e emento neutro. ,. tJ 
· ste ... rracionário goza da exi 

2.2 l 

Como: 

é\ a = o .... 
= -o o a 

b 

a 
+ lxb 

+ = , 
b b ] 

~ 

~ a o 
b ... 

b = b 
ou: 

a a = -o a 
l> 

a o - + = .,.. 
b 

b b b 

ou: 

= a o a o o - = b + - = + 
b 1 l 

a ~ a -::: 
b = b 

um ,. . ue possui c omo Con l < , ionari 0 q tro e bimos que o numero !rac ento neu 

~.. . . - 0/1 e o ' . zero , elem r~Presentantes a fraçao 9 fracionario 

' ro · % e ' ia nume na adJ. e denominado , por analog ' to n e u t ro 
ou o e l emen nu10. O l e i tor observa que dor nul o. ç~o com numera Possui os represen tante s 
co3 '\ 

oco o 

~LTIPLICAÇÃO 

a) Comuta tivi dade : 
~~~:;.::.:...::..::..~~~-

a 
b e 

d 
e ·-d 

X = 
b) 

Associ ativi dade : ~ 

e ( a e ) - X: - X 
f b d 

a 
b 

= 

e) Exis tência do neutr,2 : -

( a 
X -b 

e ) -e X ! -d 

goza da 
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." . . . 

existência do 
elemento neutro. 

De fato• • 

a - l 
b -l l -1 

X = a -b 
X = a X 1 

b X l = 
a 
b 

o que nos mostra que o , f · ' ui co rac1onario que poss ~ mo um dos numero 
·.representantes 

neutro. a fração 1/1, é 0 elemento 

O leitor ~ observa 
caçao possui que 0 elemento neutro na multipl! 

os r epresentan tes aenomiJl~ 
dor iguais • 

d) 
do · inverso: 

com numerador e 

Ch -ama-se el uma 
0 

emento · "0 a Peração inverso de outro em rela,Çª 
-se ' 0 element bll Para 0 que ""! obteJl ' resultad ' operando com e e, 

Most o o elemento -raremos q . neutro da operaçaO• 
Possuem i ue os ilÚme r , . .. 106' 

nversos os fracionarios nao nu 
Se· em relação , 

do - Ja um número f a multiplicaçã o (*): 
nao nu1 , racionár· - ~·se!! 

ri 0 e a ~ 0 
1 0 dado pela fraçao b' , 

0 dado Pel ' Portanto · 011ª ª fração ,!! existe um número fracl ' 

F a • açarnos 

(*) E.a 

a IDUltipl. -icaçao: 
! b 
b X -a 

relação à 

b -a 

a X b 

~ 

.! 
b 

temos: 

.. ! 
1 

adição só 
com 

a X b 
b X a 

~ .. 
os D Úmeros . . :nega ti 'V'06 • 
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0 que b mostr a que o pr odut o d os n~mc r os f r a c ionirios 
a 
b 

e - , b 
de onde 

ser 0 inverso -
( 

a e 0 eleme nto n e u t ro , 
ou r , eciproco) d a d' e b ; b em como, 
lZemos 

a ª é 0 inverso de 
b 

b -; ; 

que ª fr a ç; o ~ invers a . 

~: 

O inve rso d e 3 
5 

, 
e 

5 
3 

!:_ROPRIEDADE DISTRIBUT IVA 

gçxo À ADIÇÃO o 

DA MULTIPLICAÇÃO .EM ~ 

De fatog 

a b X ( + 

::: ~ ( e 
X {:: 

~ ) 
f 

X f 
d 

+ 
X 

X 

e X _g ) 
f 

a X ( f + e X d ) 
e X ::: 

b X d X f 

a X f + a x e X d -:::: C X 

' b X d X f 

~ 
~ ' b X .2. ~ ... .! ~ 

d X 
b f 

q_ Jt 

~ 
d Jt f + a X e X d 

b 
lliito 

X f X d 

~-. 

~e 
~- :X: \ d + 

- .._ __ _____ ----

= 
a x e_ 

- b X d 

a :x: e 
== 

.! ) -
f -· --

+ 

.X 

b 
f 
X 

== 

( e x.l. 
(Íxf 

a X~ -b"x f 

+ a " d X f 

~-2) 
+ fJCd 

f 



.. 

a com!! A d i reita e d istributiva 9 p o i s pode mos usar 
t a t i vidade da mult iplicação º 

Co4. SUBTRAÇÃO 

Definição 5 : 
-- =--

1 l t• 
( (i ) J yar e s , 

. !l tl 
<lo lS -

Dados dois números f rac ioná ri os pe los 

(c , d) , ou a/b e c/ d, de fin i mos di f e rença 

, t e rce i r o 
meros fracionarios

9 
nessa ordem, a um 

dos , 

rio dado pel~ par 

(a X d - b :X e , b X d) ~ 

·Escrevemos : 

e~ ~ 
== d 

Condi~ão de 
]2ossibilidade : - . -

l>a Própria 

ou a X 

a X d 
b X 

d 
b 

b 
d 

, 

b 
X d 

. onn f rac1 -

X ~ 

x~J 

qtle: definição, 
r e s ul ta que e ne c ess ár i O 

Exemplos : 

1 2 
5 -3 Cond.içã0 de 

Po.ssibi lidade: 
4 JC 3 == 
5 JC 2 

== 
Portanto é Pos r 

Sl.ve1 a b 
su tração, Poi s ~. ubl1aa !'\ 5 : 

~ lstabilidade da 
subtra ão 

ª' -b • 

12 

10 

o 

" z. 4 X 3 ~ 5 

e e' - . d' 
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Sendo represent~ntes das me;-;mus e d eqlli l asses e 

Valência, devemos t e r : 

a' a ( I) 
b ' b 

e ' e ( I I) 
d' d 

Aplicando a De fini çao 5: 

a' X d ~ e ' -d' = X 

P 
s e j a ara que a ope r a ç ao 

relação~ , 1 com ª es t a ve 
equ · " , . q ue : 1

Valencia 1 é neces sario 

Pàl - 2 ft devemos ... a Def iniçao , t er : 

X d l - b ' X c g ) ~ ( b x d) x (a' b x e) 

d -
: (b ' x d') x ( a X associativ! 

depois Aplicando a <la,<le 
e comutat ividade9 

·vidade 9 distributi º 

amos • ericontr 

(b X b') X 
( b X a•) X (d X d') - (b X 

d') -~ (bt X a) X (d X 

~ q pois ~e de fato se verifica ' ll~la l· . 
~ 

' l'le1a 
ll: 

a' X b 

e' X d 

~icando desta forma 

== 
b' a X 

d ' e X 

"ªdº pro 

:::: 

I 

1 



• 

, 

.. ~:· 
- 4J,1 

1:<.' m é bem-definida: 

---; U------- i 

e' : a' , 
E. - d' l b' ~~~--~~~~~~-

~ denominador f.onseqnencia ..!• gedu~ão ao mesmo , . oS ' 

. onarl , os frac1 e~ Pelo teorema 5, dados dois nwner do 

por fraçÕes quaisquer, podemos opera -
balhan r tra 

fraçoes 
fraçÕes que nos convier. Assim , sejam as 

a -b e e 
d 

Utilizando ~~ações eqUivalentes 
e omurn , te l°'eJn.os ! 

e, Pela 
Def it:iição 

ª' -lll 
5: 

~ 
d 

e' -m 

a' -m 

::: a ' :X: 

com o mesmo 
dof ·na denoJDl 

e' 
m 

m e'· X_1!! ::: 
m X m 

a' - e' 
m 

de onde çÕeS 
ª regra Prática: transforma-se as fra 

5

e qUivaientes btrae-
com denominador comum, depois su , ·caS nUmeradore6 e · dentl 

conse~va-se o denominador ( em 
1 

condições colll. a _ 
adiçao) 

0 ~: 

5 -12 ..1_ 
15 

f'ossi L i id ari..-: :\' 

ou: 

;j X l .~ 

·1 X 12 

111 1 li i líl \) 

·l 
1 5 

;j 

12 

:.. 

- ívcl pos::. 

- t 1 J ll l o 1111 ~ e um um) ; 

GO 

-1 
J G 

16. 
2 0 

3 
2 0 

0_ 
:= 60 

.. .. :i operação ~ 5 é q ue ~qu;ll.c i a TI ' Subtraca 0_._ -- da definiçao ção in-~ ~ncia opera Outra imp ortan te 
consequ - o como 

b r "Ç ª a s u '' · Ql ' de rar a c ont i nua a c ons1 

"~t-sa da ad ição~ 
n~ fato : 

Se a 
b 

entãa : 

a X d 
b 

::: a 

e 
= d 

e - ,., 
X d 

d 
~ b :ic; + d" b d=-- d 

b X: 

b e~ 
d 
~ 

:::: b X d 

' dade: - t · v1 e, Pe l a tra nsi 1 

ax~ 
-b X 

bX~ 

d 
+ 

e 
d 

·car 'f1 ver1 N , . pode-se a prat ica ão -
f orrnaÇ :Pos a trans 

a po 

a -b 

·dade 
' bilJ. sSJ. 

a.-

9 
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ou que a s , . ' oma da diferença de dois números fracionar~ 
com o dº · im1nuidor ' t b, . e am em igual ao diminuendo: 

!xemplo: 

o que 

.! 
b 

1 - -4 

e 
d 

está certo 
t pois: 

ou: 

! 1 
8 + . -

4 

l ! - + 8 4 · 

c.s. DIVISio -
DEFINIÇÃO 6· • 

-· 

... 

'! 

) + ~1 
3 2 1 
8 8 = 8 

1 2 
+ 8 8 

3 -8 

• 

Dados do· ) 
e (e d) is n.Úmeros fr . , s (ii,b 

' ,ou ; / acJ.onarios pelos pare 
. a b e e/d ' g 

quociente dos d . , ' o .segundo não nulo' def iniJJJº ~ 
um t ois n d ~' erce· UJneros f . , or e 

ii-o ' racionari· os nessa 
nUniero ' fra · , cionario 

3 -5 l -2 

dado pelQ par 

ou a X d 
b X C 

_.::_ (a x d, b x c)I -------
~Xd 
b -X .e 

= 
6 
5 
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~ema 6 : Estabilidade da di visão 

Sejam represen tan tes dos núme ros fracionários ou

tras f rações: 

Teremos as 

a' 
b ' 

eqliival~ncias: 

a' 
b' 

e' 
d' 

e 
e' 
d' 

a 
b 

c 
d 

(I) 

(II) 

segundo núme ro fracionário não 
nulo, ent~O 
obrigatÔr.!j 

e' 
pots d' e / O, e, com o c 1 x d = d' X e, 

e' ~ O; o que de fato dever ia acontecer, 
, 
e . 

representante do mesmo número. 

Aplicando 6.· a Definição 

a' - . . = 
a' X d 
b' X C

1 ê' 
d' b' 

Para estável com a re-
laç.. que a divisão definida s~ja ª0 de A , ' • 0 que: eqUivalencia, e necessari 

X d' 
b' X C 1 

a :x J! 
b"xc 

Ma haja esta equiv.li-

l"' s' p l - 2 para que ~~~· e a Definiçao ' 
"l.a , 

' e suficiente que: 

(a• z d') x (b x e): (a x 

· · dade e 8 
a associat1v::a. 

de inteiros: 

1 e 11. 

d) X (b' S e t) 

t. 'Y'idade· 
comuta J. 

da 



• 
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.Logo: 
e' 

a -b : 
e 
d 

a' 
b' -d' 

f_onseqUênc ia ..! : Redu -
------..;çL.;a:::..0::.._!:!a.!:o~m~e:..:s~m~o~d~e~n~o~m!..:I.~· n~a~d~D~r : 

Tomemos d , 
- a os numeros 

çoes - e e .e · ' fra-~ rac 1 on ar i os, dados pelas 
b d 

res iguais: 
' outros do 

representantes, mas com denomina -

a e -b d 
Pela 
' 

definição 6: 

, . . 

ª' ·: . 
e' . ~ - . 

m . 
.. m 

Mas, Pela Dérin·: -1çao 2: 

at -m 
ou que: 

ª' -ID 

que nos 

)( 

)( ID -e' 

. .. 
'· 

. e • -

a' e' 
m rn 

== ª' X m 
m X e' 

ª' -. -e' 

a' -.. 
~ · fornece 

denomin . lllna regra(*) ~ de 
adore~ p s 

T 
~ desiguais · ara qperar com fraçoe 

. ' r • .ans.f'.ot-111 
com d a-se a 

enominad . s :rr.ações em 
fração e ores i l?:Uai frações eqil i valentes 

.ºO:stitu ~ d s, e toma- a 
E 1 a dos · se para quociente 

Xemplo· numeraa 

( * ) 

• ores 0 

a) ~ 
5 

6 -b) 
8 

Ver na 2a 

! 
2 

3 -8 

.. 
5 

10 

2 -1 
Para api · Parte d 

l.ca - oi · Çao l.Yro 
desta , sugest-

regra . ao 

6 
5 

P
a ... 

·metodológica 
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e ~ 

~eqUencia LI : Di visão c C1 m ': t•· \.·raça<' inversa . 
~ - ------ __:__:_) ---

A Definição 6, • · I'- '\ l' X is-a ! ém de r c t 1 r a r a r e s l, rt'1t\ . 
tente Par a d · · - , . . • <"' 11' i. ,,. 1 n na -r iv1sao t.lc nume r· o ~ i nt l•1ros , '1_U\.: · , . · 

ª sua Poss · b · t J l õ o 
d . . 1 i U d a d e e l u C' () d i \' i <l e n <l u f o s::. e m " l '- P ( 
iv1soi-

Po e ' genera l izando a ü }l l' t a ç ; lO 
ss1ve1 . 

lllo ' ª 1 n cl a e o 11 s e r v a o e o n e f' 1 t. 0 p u r :i !\ fJ .i..-; i B ;- 0 e .i 
ºPe1' -açao · -

i n v e rsa tl a mult i p ti c: \<;:"!. n 

De fato: 

Se a e 
b tl 

~ 

a X cl e ~-x: e X -
d 

a X. t'. - - --
~ ) X .. 

a ): 
' -- -·- -·· 

I' '.~ 

se rem iguais ~ operando com u-
- - . l i adiçao ~ s u b traçao, multip -

u s ado , escrevendo no 

11 • • 11 a no tação de i-



Tais substit . -
consid - uiçoes -eraçoe nao apre iguald d s feitas ; ma . sentam perigo , pelaB 

a e ser s , pr1nci l e, ta b ' a eqllival ' . pa mente pelo fato da 
m em por s · enc1amais . as impl · • evidente. mais cowumô 

na prát . i ... icar as . ica . indicações 9 identí f icand,2 

Eo !§OMORFISMO ----
Consià 

o sub eremos 
-con· 

(a/i) . . Junto 
' i sto • 

·aos números frac ioná.ria; 

das 1 e asses de eqUiva1ência 

no co . nJunto 

con · e 9 
Junto A 

P 
dos 

constit ç Uldo 

para estudo o 

f 

' em par ticul vr.' 
rac · ' 

tomemos 

nfun eros resant ante~ fz-açõe.s 
ionar · com d ' 09 qu é possuem por r~ 

enominador igua l à un i dade~ ~amplos: 

(*) 

(111. ) 

(211) 

l. a -l + 
- s Ubtraç .. 

ªº 0Peraçoes 

2 -2 9 

4 
ã ~ 

& 
2 ' 

6 
3 9 

9 -3 9 

4 -4 

8 
4 

de ad . -
~ J.çao 

o o • } ~ º r. ~ e o ~ o o o o 
0 

' 
000 0 0 C>f'., Õ04'•i'00 J 

~ 0 " 0 0 0 o o a a o • • • P J 

e mu1t· "' .tplicaçao 

~ 
1 

desse 
~onjunto A ~ 

a + b 
e"- · ~ Ul\ris.. 1 . ªº -tn\>e... nao .. .. sas sao necessárias poiS J:Jã.0 

X = = 
a X b 

1 a 
1 

b 
1 

a X b 
1 X 1 

isto " e • e las ' ' sao efetuadas como se operassemos so co~ 
radores - OS númer ' portanto , com núme ros inteiros, entao num e 

os frac . , " , ionar ios d <· s se particular conjunto A. se ct>il! 

tiOrtam se fossem n \1me ros inteirosº 

Sabemos tamb' . dos • em, q u e as propriedades operaciona18 
como 

numeros letr fracionários são as mesmas dos números in-

os. 

6 dessas partes a 3 grandezas 

§ com o número 3. 
2 para 

, 

inteiros "a"' isto e: 

a X X a' X ~ 9 a' 
:=::: a = 

= 
X 

X 
Dest que podemos por 

"' as · a - · f i.· e amos ~~ cons1 e raçoes veri. · corr , - s os ~.-... espondencia (') que conser~• as operaçoe ' 
•ros f com o conjunto do• 

~.-... racionários do conjunto A 

et-os inteiros: 

{ I 1 .-..a 

• t~ · 1..-.b 
== 

!? ) 
l 

---:"'ª ... b. 

+ 

e 



( b ) 
>I a b 

-
- X 1--a X 

l .. • b 
1 l 

b 

Observemos que: 

,,. 
e de t Ú al form a que a cada n .... 

mero 

lo A corres A 

frac . , pondencia 
ionario correspond 2º A e e um só n úm e ro in te irO• 

, orres A 

um numero . pondenc ia , , 
r. inteiro e tambem 

no outro sentido, a 
I 

, , . na"' 
io, do corres conjunto A pondente 

um so numero frac
10 

o 

3. Todo , 
racionár. o intei~o é n.Í· mero f numer 10

0 

corre spondente d• "" 

Em v· 
que os .d ssa nota' vel .:i• zer lsta de 

ta ois e • d ~o•"' 
. abstrat Con j unt orrespondencía

9 
Pº e . 

a . . o' p os de , ae 11.~ r1tmét. ossuem numeros ~ de wn ponto " 
lca • a m o raorf. e a esma r•ç• --..o_l&mn mesm . estrutura a estrut" 

• --!!. o a' dize • re
0

' 
Çoes ele u que os d . mos ainda que e xiste •• }P 

ares _ conjunto õJPer1v· lllent ois sa
0 

. s munidos da.5 

Aceito " .!.._somorf 
:tos fr este . .osº 

: •cion. . •somo . ,\JO' 
. m1nad •rios rfismo dos o , or i ' qu entre o conjunto nº 
ros . . gua1 ' e um do · d' ' , e. . a 11.... s repr Pº.::istJJ. ; 

1JUst . . ~ l dad ese n tan teS p J.. tl te~ 
..,· lf1cá,. e, e oco . , roS vel e llJWltO doS nuJTle 

e, escr 
ev-etn Os 

onvenc· 
( a - i_onarmos que ~ 

1 J = a 

tatnb, em: 

~ 
l :::: 

3 -l ::::: 3 

a ou a X x 
a 

o -1 = o 

= a 

4 
l 

G 
2 

= 

= 

4 

3 

o 
7 

12 
3 

= 

= 

o 

4. 

Desta . 
te· 1 d e n t · f · -·it-os · 1 1 c:-i c; ao r e sulta que o conJ· unto dos i_n 

passa meros a s e i· , frac . • n m >" Ub-conjunto elo conjunto dos nu-

c · ion · · l on, d r i o s . , •rios - · ' 1 " lo e , urna parl e aos números fra-

de sao ' norn· num c: r . , lna - os inte iros Sur we tambem uma nova 

i Çao· • o 
gua1adas • se as fr "'ç u- . t -s' a • - s d o particular conJun o sao 

•o ~ . num e r os -ais inte ir o " no aspecto intuitivo,nao 

llle: Partes .1 . · ' f :r - u o i n t · - d o ~oefi ·--- - . c 1r o , ·'ª º inteiros, de on e o n_ 

Con ~~ ( - ) ~. e~ ª!' " rentemente fraçoes • 

e . Fraçao como quoc iente indicad_E 

OOSide º~o: ois inteiros a e b, b = o. e remos d 

a = 
a 
l 

a b 
a 

= 1 

a . b 
a . = 1 

1 a : b = 

3 . 5 . = 

8 : 4 = 

b 
b = -1 

X 

X 

. E. . 1 

1 
b 

:] 
3 -5 
8 -4 

( Def •6) 

2 

'":~ . ~·, n~ . . Numero misto. 
l.clent if. de se operar 

icação surge a necessidade 

9 

e 



, 
com numeroa inteif'.os indicados e frações; assilll ~ 

a -1 
De + 

sui-geg 

' . . 

= 

a + .E 
d 

a X d 
d 

= 

+ 
e 
d = 

a x d + e 
d 

a x d + e 
d 

e, a soma indicada : e ·m 
a + d 9 passamos a indicar mais 51-

plésmente : ' · 

e -d 
a a e/d . ou 

indicamos '!om ou 3 

e temos : 3 2 
5 

2 De a 
~ o -1 X 

. "d 

surge : _ a X 

!!e111E.!2 ( * ): 

3 

2o De a 
~ 1 d 

surge: 

,ExemElo : -
5 - ~ 

4 

( * ) Observe-se 

= 

.s. 
d 

X 

- · 

a 

::: 

3 X 5 2 + 17 
5 = -5 

= a X e 
d 

= a X e 
d 

2 3 X 2 = .§ 5 5 = 
5 

a X d - e· 
d - a 

d : 

e 
~ -. ~e d = 

d -

.ê..x_i - 3 
4~ = l1 

4 

2/ 5 

X d ~ e 
d 

que o uso 
minador 1, nao ~ ' no ensin~, 

descabid 
da escrita ao aeng 

.o o 

ou : 0 ... 5 ') -
4. = '-1 . :. 

* 
4, a) De a e ·- =. 

l d 

surge ~ a • . 

b) De e a o 

d o 
1 

surge~ e -
11 ~:lte 

~ 

3 . 6 -· • 5 -= 

6 ..... 
5 3 

'3 l 

~ - -
\. • 

a X ô a - = 
1 X e 

e a X d - = 
d e 

C X l 
= -- = 

d X a 

" a = - · ~ d X 

3 X :.5 15 -._-.--~ - 5 . 6 

= 

' .a. - . 
· ~ 

X rl 

e 

-4 
d X a 

2 
= -

utilizando 

r<:'njuntos º 

.: ·:> aldade 
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1 
4 -·• 

Tui.s . · \)m-

e <.~~sigu·-

S e 
l'~ l\ c . a ~- b ( a mai<.w· ou ·;,,gual a b) existia um 'tercei-

llrn~ t- o . 
l..nt~· h· o e tal que b .... e = a ~ ao qual denomin~ 
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mos diferença de a e b 
. ' nessa ordem. 

tes 

Para nÚmero f . , 8 rac1onarios questão: 
aparece a me s ma 
, sentan-

fraci onari os ne los r·epre 
i ' 

Dados d · , ois numeros 
a - e e ve · f · - possl .. 

' ri icamos que a subtraçao era 
ve l se a x d .... , erº -- d • , · nUifl ' x e, e, tambem que o t erce iro 

b d 

fracionários g1lfl .. 
denominado diferença, adi cionad o ao se 

do é igual ao . primeiro. I 

Desta pll 
noção, somos levados à de s igualdade entre .... 

meros fraciona' . rios. 

m:FINIÇÃO 2. 
"o 

Diremos frªçª 
! 
b 

, 
e 

que o , 1 numero fracionário dado pe a. ,, E, 
nú f 1·a'fª

0 
d 

se mero fracionário dado pela 
se 

e 
e d. ' lt-emo 

r:-;;-;·-b--~ 
-- - X C - -··---. ,, .... ' 

' frªça.º d 
supervalent~ a 

. s que e . 
lndic"'-...... os: 

~ 

a fração a , 
b e 

! Dir-emos "o 
b 

e rn que o , f rª çs. v 
en0~ numero f lll " 1 

se e~ 
0 

, racionário dado pe aº v 
ªºment numero f 1a ffªç 

e se racionário dado pe 

b X C g. f 

"o d 
, a' rraÇª e .,E.revalente 

i 
C ' _, 
d : 
.. .J 

e 
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~mplos ; 

a) 3 < 2 
5 3 ri ois 3 X 3 = 9 e 5 X 2 = 10 9 logo 3x5 < ~X~ 

b) 4 ~ J 
5 3 p ois 4 X 3 = 12 e 5 J( 1 = 5 , l ogo -lx'l 75xl 

F'~2 o !_EOREMA 7 : 8STAilILIDADE DA PREV ALÊNÇIA E DA SIJPER~· · 

VALÊ~CIA e 

Sejam os nÚ.meros f racionáríos dados por cut. r:-c.s ?S"" 

P~ese t r n antes : a e e f • t , . 
b r dr ç is o e : 

lle1a 

e • o 

equ . ,.. l..Va l encia 

ª1 
b ~ -
ct 
~· dr 

... 

I t emos~ 

a 
b 

e 
d 

a' X 

(I) 

(II) 

b = 
temos~ e :X: d' = e pela II 

ele 
0 n.de ' obtemos a igualdade: 

a X b g 

e' X d 

(a ( X b) X (e X d') = 
(a x b') x (e' 

Pela 
associatividade 0 

comutatividade : 

X d) 

~rl ( a t X d ') X ( b X e ) 
(b' X e' ) X (a X d) 

4ll). 
ltindo A que houvesse a preval enc ia: 

~elq, 
"- def i . ~ 
'-i.tu · n .1çao 7 9 

e. -d 
~ • portanto subs

tem os : a x d L. b ~ e ' 
rl"' l.nd o 
~v 

0 
na igualdade 

se~u d 

b x e est amos aumentan 
a x d por 

· ~ n o me mbro: 

(a1 i\ e') x (b x e) 
x d) x (b x c) L (b 1 x 



.. 
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O pro u o x e d t b na-o é nul o, la aefl 
b I o pe Poi s con 

n . ção de nÚme:rofr ac ioná r io, e ~ ;i 

trário, terlamos a x d~ O, o que 

b X C P O; deveremos ter : 

0 po ~ s , rn C aso ' 

9 S e !ld o é ·~ bsurd· , . 

at X d 9 ~ b' X e ' portanto : 

e' 
d' 

Da mesma meneira se p rovara7 , admi tindo que 
UveS"' 

hO · 
se a supervalência. 

,. 
" ª1e.!! 

Pr e , · - d e O teorema Prova porta nto que a r e laçao · t alPb elP• 

eia (ou de s uperv ai;nci a) está b e m-defini d a ; e ' as ft'~ 
com como Para as ope.raç.oe s '· nos permite trabalhar 

Çoes que nos convier. 

ecit1J. a amos r Como ·para frações eqUivale ntes consider< " Pº 
" " ,_ Valencia ~•mo igualdade, substituindo o s i na l wa l ; p• 

" - " ' • s up er • l - • nos oonsn.raremos a pre valencia e ª síP 
e i a d ·f - . · ndo 

0 
' Jll · e: - J:.a_çoes como desigualdade subsh tu> . JPb• " . .(. - -- • - 'f. 

: " poi- " < .,, , e o Sinal " r " por " > n ° 
diremos: fraça-0 - qúe• 

menor que, ou fraç~o maior Em resumo : 

a 
~ b ::: 

~ a d b X e d X = 
a 

~ -'ii· ~ <. 
d ~ a :x d < b X e 

.! > ~ 
~a 

b 
d :X d > ;b X e 

241 

F.4 . CONSEQÜtNCIA II : REDUÇÃO -
a ~ 

e -Sej a - d b 

a i 
.L. ~ logo : 

m m 

III b e do múltipl o comum âe 

Pela def1n1ção 1 & 

e ' x m a ' x m ~ 

C ~ X D1 

<>u Pela 
Definição 7 ~ 

~ ()tno 

li'. t3 
• 

aí 
m 

e ~ -m a .. se f o!"ll 
• • Tr aJlS t ... 

çao • ... es · compara minad~ re ,,.ra práti ca para deno dO!" 
t::. tes com __ ,...,. n~ eqUi vaien . ~ 

5 4 - e 8 -6 

5 
12 - :::: e 8 24 

15 < 16 5 , 
e 

8 
Co " 
~: 
s~ja 

a -b 

<.: 

~ 

Possui r que 

4 16 -::: 2 4 6 

4 -6 

e -d 



logo: n - ~ b 
n 
d' 

com n múltiplo comum de a e 

Pela definiçio 7: e. 

Il X d' 4, Il X b' 

ou que d'..( b' 

ou b ' > d' 

Recip roca.mente. . 
b' > d' é:~d' 

ou pela D -_,,, efinição ?º . 
n 

bt 
n -d' 

De onde 
9 a regra 

as frações 
prática para - ~se em fr - comparaçao: Transforma 

ais , açoes eqll · ' sera men 1valentes s igu' ~ or aqu 
1 

com numeradore 
Ex e ª que 
- •mp~ (com o possuir !!!.~· 

m.m.co): 

5 4 - e 8 -6 

5 20 -8 ::: - 4 
32 e - 20 

6 
:: -30 

corno 32 > 30 , .§ 
e 8 < i 

DE 
6 

( 
C NÚMEROS F 

. o1110 identir· 'llACIONÃRIOS E IN'fE!ROS 
lCamos a 

e -- '- 1 co_m a ., d - a • teremos: 
~~:::... ! 

l ~e · > a X d 

e 
d 

e 
d < a <~=~~. e 

d 

= 
E\ , ... <==/C = a X d 

L y ~e <'..a x d 

isto , e: 

Uma fra - , l.ltn , çao e "maior que" "igual a" , ou "menor qud' 

numero ' inteiro , tnen
0 

? se o numerador e maior, _igua t , ou -

r que ~: 0 produto do inteiro pelo denominador. 

~l>li 

8 > 3 2 pois 8 > 2 )( "'; 

6 - ::::: 3 2 pois 6 = 2 X 3 

3 
8 <. 2 ·p~is 3" 2· X a· 

quem os 0 processo para comparações com a unidade : . . 

E. d > 1 ~e > d. x 1, ou e > d 

~ d = 1 ç==> e = d x ~ , ou e = d 

ou e e::. d 
·' - . .. • . --

,,~ " - ~ 
mane ira que àt1rf'dmi'n ·o11·- f v·~ç.oes aparen-a..es, 

as f raç ões ·maior-es qn~ · a u~idade: de· .!:'rações 

( ).
. ~ . ,· · fraço-es) ,· e~ as me nores c1ue 
mpr opr1a :rne nte • 

chamamos frações próprias (p.~Ôpr~aruente f:ra-

. D 0 8 
resultados anteriores, concl uimos que uma f ra

e itnprÓp1-... ia (ou própria ) '" q_u;~1do o nwnerador é maior · 



... ;. .... 

' -
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:.., ·.emplos: 

1. ~ > 1, 

2. 

3. 

s 
5 

3 -5 

= 1, 

< 1, 

Pois 5 > - 1 0 , og o 
5 
3 

é f raç <3 o imprópria 

I -pois 5 = =-...., , ou também porque 
5 
5 1 

logo 5 , 
5 e fração aparente; 

, ·a 
pois 3 < 5, log 3 , irnproprl • 

5 
e fraçao 

!As frações impróprias 
. da de' 

sendo maiores que a unl .. 
sao iguais ' 

to, 
a soma de um inteiro fraçao, 

portall .. 

pollem com uma 
s e r escritas na forma de 

, misto: numero 
Seja: a > b l 

Escrev-ere ! mo.s k X b b :: + a• 
b com a' 4' b 

o~ 
a -b :: a' + 

b 
ou a -b ::: k + ª' -b .. ou a - a• b ::: k 

~ -b 

18 
? :::: ~X 7 + 4 

7 - e 4 4' 7 
ou 18 

? :::: 2 Jt 7 
~ + ~ 

ou 18 7 

? :::: 2 4 + -7 
ou 18 

? :::::: 2 4 · -? 
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De ond t · ' f - d e i.ramos a r e gra pratica de trans ormaçao e uma 
fraçã . , 0 i.mpropria em nÚme ro misto: 

Dividindo-se 0 numerador pelo denomina.dor, e qoo-
Cient ' ' e e o inteiro do nÚmero misto, o resto e o numera-
dor e 0 denominador é o a esmo. 

~: 18 
7 

18 l 7 
= ? 

4 2 

18 -7 = 2 
4 -7 

t costume denominar-se operaça,· de extra ç ã o de ig 
te i r ... ~ a divisão do numerador pelo denom ina<lor~ 

Reclprocamente, como já v i mos cm E.? na ccns~qtiê~ 
Cia l 

• I, podemos transformar um número misbJ em f ·N.tçàç ~ 
l>t-oPl"t.a: 

= 
a -o a• -b 

a' 
b 

k k+ = 
cll. 

la regra pr,tica ~ conseqU;n~ ta da adiçi~ de \ntei r o 
Cotn fração d a operação a.nte:d.nr: -

' ou como regra inYersa 

h Multiplica-se 
0 

inte iro pelo denominador , adicjo-
.,a ... se com 

0 
obter 0 numerador ~ e con-

numer ador para 1-:;t: 
~~ .. l'

ª-se 0 denomi n a dor. 

~: 
2 4 2 :X: 7 + 4 - = 

7 - 7 

li'.7 
_!!O REMA .. 

8 

t Dados dois núme r os frac ionários , s e mpre existe um 
e r-ce · ' frac i onário -

~eh lro int~~medi~r io ~ isto ~ 9 uro nume ro 
"ºl' que o mai or

9 
e maior ~ ue o me n or: 



~ : 1 , . 

Sejam os nÚme ros frac ! n n '1 rj o~, ela c1° ::; l ' 

a 
b 

e e 
d c om a 

b 
e 
d 

fr~·.ção Cóns i de remos o numero fra cionário el a d o pe 1 " 

a + e 
b + d 

. ões P 
C o nd1 Ç rova r emos que ess a " f r açã o" sa t i s f az a s 

teorema : 

Sendo a 
b ~ 

portanto : 

e 
d e ntã o a X d 4 h .x e ; 

.... axd+axb L... bxc+axb 

a X (? + b ) L b x (e + a) 

e, pela Definição 7 : 

a 
b 

a + e 
b + d 

Da me "" sma· ~arma, teremos : 

ªXd+cxd b X C 
ou: 

(a + e) x d ~ (b + d) x e 

e , pe la Definição 7: 

-ª + e 
b +d- ~ 

e 
d 

Reunindo os 
resultados : 

~ < 
b 

o que prova o t 
eorema. 

~+ e 
b + d <. e 

d 
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~nse q u e n c ia · De ns i l!~~2' ·::: ·- - - - - ·· . ros fra . tem nurrre -
ex1 s ue , os . traci onar1 Entre do i s número~ 

Cionários qua n io qui scrm.05 ' 
Di r lamos 

. t i vameri te q: in t ui 

,, cl e 
"che io ·. entre doi s fracJ on .~rio.s cs t. .< 
se d iZ que 

fracionários. .R1 goros a mt: n t.e 

núrne ·· · e' d e nB 0 0 ros fra c ion a r tos .• ~-

Sejam as fraç oes 
3 5 -6 e 
8 

tetnos : 3 L:.. 5 
8 G 

ló 'r 3 8 5 
<'.'. -eremos : ~ -- - G 8 14 

ou 

~Q 4 

· núm<> r os 
outros 

t ll,~S 
o con j un o 

5 -· fi 
7 Idem ~ 3 L -4. - - 7 8 15 

5 
14: ' -9 ..;-.: .. _ 6 

3 1 0 
8 <. 23 

Ou.tro procea$O ( * ) 
ft-a. .. 

Çoes intermediárias : 

Fazemos: 
e -d 

! 
b 

11 -22 

~o~ a : 
~amos fraç~es iguais 

1t evidente que : 

~ 
y + .r 

y 

a. -b 

(:t. -re'"ª º · ) , 
0 

teº 
- Pr-ova tambem 

1 4 _,. 
- L - ._ 
2 7 

L 19 }.~ L ").3 
!!O 

, 



li 

• 

/ 

2 1i~"1 

1 ºi"''\) . a a .., . - L_ 
b - + b y + e::::. 

a X 
r b + 

y 

ou: a 
-~ 

él 

b b + L_ e 
u 

3 
· 8 

4'. .§ 
6 

Fazemos. 5 3 . -6 --8 = 

Portanto· 

11 = 24 
. 

3 3 
8 .e::: - 11 

8 + 25 < 5 
6 

e• . 3 
- <: 3 11 8 8 + - < 3 

26 - .!! 
8 + 5 

25 <::. 
6 

idem· · . 3 3 ·a <: - 11 
8 + 3 27< - 11 

8 + 3 
26 < .!! ~ 5 

8 + -·. etC• 
25 6' 

Fo8 o 

ORDEM · 
T • 
_RANSITI -

VIDADE · 
Tem --..!. 

te · os o . 
' rnas . sina1 11 < 

v-a ' isto " r emos pressu -que Poe 
Trans · . de fat 

entr L ,·'~a ~ que . · ç oes, sucessivnme~ 
ex1st a rela - c.t t r a nsit.; . d d p .ro çao d ~ v1 a e. . ..-

ltlV"i d o ade. 

Seja 

e: ~ 
d < e 

f 
Pela l 
Pela a :x: d 

)•.1 II < 
'l u e •• : e X f < 

(a 

e Pre val A . da enc 1a g oza 

( I) 

(II) 

b JC e 

d x e 
)C d). )C 

(e JC ) 
f < (b )C ) C X (d X e) 

. ..,, e 1 a t' v i tl ade as r· o . 

(a 

e 
l Por ser 

l\lte i mplica 

X f) 

e X d 

ser: 

X 

-j 

( e X 

o , 

a 
b 

d) L (b 

Lc>· c- :! c :> : 

e 
f 

llot-tant o, 
. 
e c orre to escrever: 

a 
b 

e 
d 

e 
f 

X 

mane?ira se ~rrrv :l riél 

transitiva: 

e) 

a e e -:::-:7 ~ - ;1l) 

b > e 
e 

l º go . 
' e permitido 

a 

a 
b 

e 

::;e 

> 

- ';::>-
d f 

e.sc revl: r: 

e 
> -
r f 

E 

X (e X d) 

e 
> -· ! 



F P ·) . . :;., . Iii.REFLEXIBIL - IDADE (*) 
É . . 

i mposs íve l q 
superval ente) ue uma fração seja preva] e nte (ou 
d a s i mesma e: ' com o é fácil verificar, pois 

~ -< ! b L a x b 

o que é absurdo. 

Propriedade 
da r 

1 
que c e ação 11 orresponde ' de men a irreflexibiJida 

frac· , or qu '' ( que") entre números ionar1· os. e ou"ma1· or 
de ser • entretanto rep ' como , , . n'l d resentado de , um numero fracionar1or-

e ~as rei - vari os rá ·. açoes de modos, . a irre:flexibil i d.!! 
ser ·Prov desigualdade A • ada com ' de pre ferenc 1a? deve-

rep resenta t n es difere n tes: 

Seja a 
b { a' 

bl com a 
b e ~ 

represent 
antes do 

Temos : 

e : 
! 
b 

0 que ' 
e absurd 

F º· 
'08 3 

º º Ass1'• 
~ 

mesmo , numero 

a' -b ' 

ª ' -b' 

b' 

fracionário o 

L.. a' X b 

A rei 
~tt-; ,,..,. ação de ~, PrevaiA Pois e ncia 

, 
( 

A ·~)e 
ou de superva1enc 1 ~ 

' se t · iverm . os: 

f " 

a 
, \) , não , b ~ S. 

· e Poss{ d _(I) 

l 
Ve! 

eitor que 
r as não ~everá. Seja: 

5ao · 0bsex-:U-x-er1 vax-exi que h' vas . a l' 
, co1110 é e l ações 

o caso 
q 

- - . ve.5 
ue nao sao r ef 1eX1 

de "orgulha- se de"· · 

251 

De fato : 

Da I temos : 

Da II ternos : 

e 
d 

a 
b 

(II) 

axd ~ bxc 

b X C ~ a X d 

e, peia t ransitividade àa relação "menor n , meros . que para n u-

1nte iros: 

a X d ~ a X d 

o que é absurdo 1 teir ' pe a lei de tri c otomin de n úmeros i n -

os º Al. , Para a i as? esta l ei nos garantL tarnh~m que haver~ 
s f r -

P 
açoes a mesma l ei, i s to é~ 

l'ev 1 ª ente 

=ma fração ou 
, 
e 

a outra
9 

ou eql\ivalente ~ o= t s uperva lente . 

Da me~ f y •sta ama orma que para as outras propriedades , 

~ correspon de ~ ass1·me tr1· a de n~merns f · ·• t. racioúO:ri 0 s : 

lvermos ; .,. "ma· um nume ro fracionario " menor que" (ou 

. 
l or i1ue") , ( Ja outro, então, aio e p o8s 1ve l que iste se-

tnenor tiu e o primeiro. 

ORDENAÇÃO 

•st t natural, que na ordenação de um conjunto, se 

llar ~beleça um critério àe prcc_!"!!_;n<oiJ! • o qual · dete rmi-

a o el ~. emento q ue ve101 antes e o que 11em depoi;; , •li -

ll.do que um elemento precedo e o ou t ro sucede~ 

11 

No conjunto dos inteiros j& •imos a ordenaçio 

ªtu r a1: 0.1 2 com o crit~ri• tt me11or 
O • 9 9 3, 4., 59o• • r• • 

• lle" : o L. l 2 ...::::. .(. 3' • •. ... 
pa l avras dos dicioni rios, na indicaç~o 
de parágrafos, etcº? é costume adotar-se 

l ex i cográfica, fornecida pela ordem das 

Nas 
<!a ~ 

P1tu1os, 
ºl'd e nação 
tl:'a 8 do a lfabetoº 

de 

a 

le-



· ... : :: .... .... , 

;:;:r. C·Jncursos '.'l ·_l. ,_)!. ·t · ··:::.·_ · - - - ~· critcrio ": ·L·. c r :rns, como 
f1 • • "' I 

.:r lteri os Je b 1 " , , . ,, "crit_e e e z a , "cr i t.c ri os el e sin; :.·u .. :..a ' 
r ios fot ogêni cos " , t e e •• 

Para os n:tm , t a r! ' ' eras fraci onar i os pode m o.s a do .ar 
lação llmenor que" ou . to' 

m;uor qu e ", o que ertUiva Je ::i 
mar: par a as f - " , · · raçoes a 1 - A • " ou ,s t.' re açao d e "preva l e nc1 a 
pervalência". 

Como haver1· a _ orden~ fraçõe s 

fraçõe s 
d~s, ~ois teríamos 

nao poderíamos 
afirmar que 

que 

que 

nao p oderiam ser 
outr as· 

n o confronto com 
ut ra· 

suce de 0 

Is to ocorre . ria 
lentes e 1 

precede ou qu e 
sempre qu , - s _ e c omparassemos fraç oe 

· va e qUl -

. ' e as 
nao poderiam ser ordenadas . 

Em outra 
ut · 1 · 

8 
palavras o critério de 

l iza tÔdas· , 
frações 

~denado. ' e 0 conjunto seria -
-Para te' afastar ~ cri ' 

r io '' este · o Prevalente i nconveniente adot a -se oll 

U ou equ · · te 
eq ivalent !Valente a" ou "superva l en ., 

e a" . !file" te ' ficand o . ta ' 
ordenado . . d o co:i .J :.mt o de f r aç õ es to . 

, , l ern crJ."' 
terio ''menor , em corres1)<.>: · :,: nci a., a d o ta- se o a.''• 

que ou . ~l 
Par-a, os , igual a" 1gtJ<-< . nu111er05 f . ou ·;:a i or que ou 

raci • Desta f onari os . 
~ orma 

Çoes· (l , a rei -
:ºm os si111b açao seria 

mesma 
111 

• o l os 11. -< ,, # 

ane1ra o u .. " o u " "- o u ,.., _, ;. corno t r . Jlu,.... 
caremos esta emas pr te J 

reiaçio ~cedido anter i ormen ~ . 
c om os . ,, ~ · 

sinais " 6: 11 ou 

.. 
f ra. 

indicada p a ra. v~ 

a - <. e b -d se 
e 8 0Jnente 

e ; 
se d 

6 . 
b " " a X 

·:~.u a - ~ e b -d ' 

.. 
Se e ' cí ª 0111ente s e a X d ~ b " 
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"f .,.._: '') a / b menor ou igual a fra 
' . , /d '' ~1., ma i or ou igual a fr aç a o e 0 

-
Pel a pr tme 1r~ rela ~ ~º f 1d e m para a s egun da) :;ao 

, 
va l idas as s e gu1nt e s pr op r 1e Jades ~ 

l o 

2 o 

3 0 

Beflex i b ~ l i da<lc ? a <::: 
b -

! n tl.- s i metria ~ o. :'.. 
b 

!!'ansitiv~ncle : a L -
1' 

Quaisque r que s eJam as 

a 
b 

" ..... 

d 

a 
b 

e 
cl 

e 

~ 

rl 

.. r l« i :" r .: 3 

ou b 

a 
b 

e -
d 

a 
b 

~ 

L.. 

e 

e 
d 

e 

e 
d 

f 

e 
d 

~~ e 
- d b 

.:::=:;> ! :._ e 
f b 

t e r e mos: 

D 1" z e c 1· ~s;.: Cit Le 
emos y_ue a .O..~' Ll~ <l_aÇ ~!?,. ---· - - -

quando ut ili. 

2 ªmos - ~ or~enaça~ a relaçao I \ ~ n ~ e q ue "' ·- -· . 
é Jec res·-- - - -·· -

, cent 
- e q uando a relação u s ada e · ~ ~ "o 

~~ Se j a o eonj u nLo 

[~ 
( 3 

1'ernoa º . 
l., E!an ~ 

-...;;~~enaçao -----
1 - ~ 4 

ou ~ 1 :=:; 
4 

3 
4 

1 
' ) ..... 

crescerrte : ---
2 l 

<::.. e: 
4 2 

1 2 L L.. 
2 4 

llsa=se tamb ém esc rcver9 

d e fraÇ ~}es: 

'v 

0 
lJ 

3 

6 -9 

o 

1 
9 4 

L.. 
6 
9 

2 
~ 3 

f}Ue nao 

~ 

~ 

, 
e 

.') l 
: J . 
~..1: 

3 
4 

3 
4 

melhor : 
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1 ~ 
4 

1 
2 

= 
2 
4 

2 
3 

2 º Em ordenação decrescente : 

G. EXERCÍCIOS (S~RIE XV) 

lo Verifique que: 

= 6 ..:::: 
9 

1 
4 ? 

3 
4 

etc 00 • 

) - - e' transitiYª º e"" a A relaçao " pai de" nao é itr 
, . a mas b) A relação "irmão de" é s i me tric 

flexiva. 
, i "ªo " é refle~ e'' e) A relação "menor ou igual a tar d 

) "comple meil d A relação entre conjuntos ~ 

é simétrica e é irreflexiva 0 

·t i \'" ª º ) , transJ. . e A relação "mais g ordo que " e de e ~ 

2 . Mostr e quais 

qUivalência : 

"' s 
- na- o ião r e laçoe sao e qua i s 

a) Relação "primo de" 

· b) Re l ação "irmão de" 

e) Relação "igual a" 

d) RelaÇão "tão magro e orno" 
e) Relação x R y ~ 

da classe X
0 

onde ente ndemos 

30 
Verifique a verac idade -çoes : 

ª· 3 
4 

1 -2 

2 -3 

3 ... -
6 

5 -8 bo 

5 
d • -l 

X e 1 

4 -,,., 1 

riº6 
(.\1\l 

e . 9 6 
3 2 

40 O. que voce pode 

ª· 

b. 

Se a 
b 

Se . ~ 
b 

e 
d 

e 
d 

Se a a - -b - X 

s. Calcular x 
em ~ 

ª· 3 -2 
6 
X 

e . ~ 
18 ... 15 -·-30 

( 1/3 1 
( 0/4 ) 

1/ 1 ) 

af1rm.r 

e 

? 

e 
d 

r .. " 

(' ') 

f 

-1 

·l 

a • • 

b 1 , 

e 
1 

º 
3 
5 

b , 

r 2 / 3 } 

5/6 ) 

f (' ( 4./1 } 

Se 

Se 

6 
10 

r.: --- --l:: 

2 
5 

2 
3 

6 

~55 

2 ? 

X 

1 0 ? 

30 

e-_.., 
10 

l 
3 

3 
. X 

,.. 
d e eqlUvale_!! 

~ <) 

( 1/3 J 

eo 
•. 

1 5 / (j ,\ 

( 1 / 3 J "- 1 -~l 
~ '-.,.. ~ 'J 

12 ; 

f o 

i o 

2/3 

r 1/ 1 1 
( 1/ 4- J 
~ 

b~i. 
\.~l'rn · 

- ln"" , 
- s dad a.S9 , fraçoe 

as · !ti "'" a s fraç0e :-. Q.~ 

~om d"" . • · a ~ s 

0 qU i valc-; n tes . • dep o 1.s 
·squcr9 e 9 

~ o~ ~noru 1naaor0s igu L 

~ menor d enominador igual : 

qua.i 

( 
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3 1 
ªº 4 

e 
6 

4 5 
- e 6 9 

l 1 
C o - e -2 4 

2 1 
e -3 12 

com o 
9º Idem a o B, com numerador e s igua i s 9 e depois 

menor nume rador i gua lº 
- 3 : 

100 Ca l c ule a s somas indic a d as p e la De finiç a o 

l 3 

ª º - + --
8 5 

b o 
1 1 

+ 6 3 

5 1 
C o 12 + 

9 

4 2 
+ -- 9 9 d o 

ae .. ,, 

Not a : P od e esc re v er 
- 1 " - " no iugllr ,, o s .ina - 11ao 

< 111as 
e m t odos os f uturos exercicio5 9 

,, 

-""ªo cOl"' 
esqueça

9 
ê l e s n ão d izem a mes ma ~ 

tt05 
d o oU pO. 

11° Calcu le as s oma s do exe r c i.c io 10 9 us a n 3 . C
0111

' 
pef e (\e'" 

prese ntant es ~ mas empre gand o a inda ª cJll 
. idade 

re os resulta dos ver ifi cando a e stab i l 

fini ção 0 

12 º Calcule a s s omas pela redução ao mesmo 

v~rif ique n ovamente a estabili<lade o 

· iiiJfº 
aeJloJlll 

4 ~ 

indicados pe la De!º 13 0 Calcul e os produtos 

l 3 
ª º X 

8 5 

5 · 1 
Co - X -12 9 

3 2 
e o 

4 
X 

9 

l4 o Ca lcul e os produtos 

r e prese n tantas 9 mas 

1 · 
1 

b o 3 
-6 

z 
4 -9 

d .. -9 

2 --15 

,, 

2 5 7 

r e ~é r es1,;l ! atlo2- Vl:rific;r~'lo a cs t a hi l i d ade da d ef i 

ni çã o e 

15 º Prove a c omu t n.tjvi<l nde d n t:lcl içã o. E:x: e mpli f i .t ue º 

16 • Pro v e a a s s o c i a ti v i (l f\:lr. rln ~d i çâo. Ex e mp l if iqu;- . 

17 
º Calcule ~ 

18 a 

19 • 

~o 
o 

~l 
a 

e ., 

3 
5 

3 -4 + 

o 
2 

o 
4 

bo 

<i .. 

o -3 

2 

3 

-'-
... -6 

o 
1 

:.. 1 -c u l a r'.? por .1 n e? 

Pl°"Ov e 

q_ue
0 

ª c omut <'lt i y id a d ·~ tla mul t. ip l l c ."\ ç::.o ç ~:x:~°'plifi-

Pi-ov e ª a~s oc ; · - · -- •. a1,1v tdade 
qu~. º 

Ca l cu1e ~ 
Q 

~ -3 

1 -l 

3 
- ? 
7 

X 

X: 

\: ~ 
I>ot- qus-? 

~P l· 

)_ ...... 
l 

2 
3 

2 
'? 

3 

J 
""' 8 Do 

Co 
5 

-·· 
~-

d. 

3 
8 

{). ? 1 - .. 
6 

lq_ lle 
a d ist r i butividade nos 

11'!1 in tes : 
c á 1 c u.loS see.-

2 4 ) .! 3 
4 :t ( l 

5 + 
l ,..,,. ) 
~) 

- ~ 2 ( 3 + 9 b o 

. l 

\ 
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23. Calcule De f 1. ni çao 5 (Veja as diferenças , pela 
pri-

25. 

meiro a possibi !idade) : 

3 1 ª• 8 - 4 b. 
1 1 
3 5 

8 3 e. -9 9 
2 3 - 6 3 

e. 4 8 - --5 10 
6 2 
- 7 6 

f. 

go 4 1 -1 -3 
4 o - 3 7 h. 

i. 3 5 -
4 6 

5 2 ! 
6 2 

Calcule d. f • 23 usando as lferenças do exerc1c10 
. "' 5o representantes~ mas ainda com a Defin1çao 

• 1· a ade. re os re lt t bi.1 
su ados - ve-rificando a es ª ·plV 

Calcule d . sJTlO deJ'lºJ(lJ. z:J 
as iferenças reduzindo ao me aos eJll 

dor. Ve ·r · ntrª ~o 
( ri ique com os resultados .enco erªç 

" oP . ou 24 2 ) . da e 9 ou 5 que a subtração d ef in1 
inversa d 

a adição
0 

26º Calcule 
as diferenças reduzindo ao mesmo 

dor º Ve ·r · · r1 ique 
novamente a estab i lidade º 

6
g 

27 º Calcule os 
quocientes empregando a 

3 

· r.~o 
Defi Jl l"f 

! 
6 ª· - o 4 •. 

2 -3 
. 
o 

1 -3 

.1 
9 

28. Calcu1 ..... 
'C os 

tros 

eº 

l -2 

o 
2 

o 
o 

o 
o 

3 
5 

3 
4 

Co 
z -9 

1 -:3 

o 
o 

o 
o 

o 
4 
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denomina -29 º Ca i c ule o~ ' i U <.1c i e11L l <.; r·~· dCJ7 td o s ao mesmo 

30 . 

:si º 

dor º Ve ':' i f iitn-= nq ·~ ~11· 1.: r: l. e a e s tahilitlade. 

Verifique cum o ~ r 0Pu l ta dos encontrado~ ~m '.!. 7 (o u 

, ~ 0 jn v \; r 28 ~ ou 29 ) q u e a di v is ; ' J e fi ni<l ~ e ope~A ça -

sa da nrnl Li pl i caçao., 

Faça o s seguint e s cál c ulos o 

4 3 4 3 ªº + - b o X , l 1 l L 

8 ( 

eº X: 
~ ·l 

do 5 2 2 o - C o ~· ""' 1 l 1 J. 
6 -J 

( " - ~ 

l l 

Compare c om 08 se gu~nt::>~~ 

ª' o 4 + 3 

5 - 2 

b' " 

e' <> 

e i ,. 

.. 
L " 

2 ·x 3 

6 ~ 2 

E:x:is t.e u m ison1orfi ~m •)"Í Qual 
da? 

:; 
~ost~e que 9 com a i dent ili c a~ ;o. 3 - ? 

q u i · ~n ~-· -· · •• Q 
0ciente 3 ~ 5 pod~ s er üu1~a .. J •· ... 5 

t~o 
s e x e mplos di ret osº 

O que " e ., o q ue . ,, . e si gn · .. :. :t. e a \" Q U"!. ·1 

5 -

b ., 
l l .! 

4 

O ll. Ue , . e qual 
e~ o que eignif~ca, 

.;. -v ~·l or : 

1 
b 2 X - ? 

" 3 

Co 2 
5 - -3 

Co 

1 
3 : 4 

r 
1 X 4 ? 

l -4 

o 
t 'i 
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,. 
ou supe rvale!!, . 36. Verifique a prevalência

9 
eqUival ê n cia 

cia 9 aplicando a Def º 7 , 2 e 7 ' ~ 

e. 

3 
4 

1 -3 

e 

e 

l 
8 

1 
4 

2 

5 

2 
3 

e 

e 

3 
7 

1. 
J 

ou s com 370 
Verifique as relações do exercicio 36 9 ma e 

a Def . 7 , 2 ,. tros representantes 9 e continue usando U. vaJe~ 
7 ' .~ à eq 1 

• Verifique a e ·::; tabilidade em relaçao " ciª' 
l en . erva eia quando se verificar prevalê nci a e sup 

38
• V~rifique as relações do exercício 36 ? 

Çao ao mesmo denominadorQ 

usando 
d\l"' re 

redt.l"' 39 • . Verifique as 1 - ' . 36 <J usando 
re açoes do e xerc1c10 

Çao ªº· mesmo 

40. 

41. 

Verifique as 

ª· .! 5 

e. 4 

2 -9 

ª · 12 -5 

4 -5 

e 

e 

e 

numerador
0 

mesmas relações entre ~ 

2 

20 -3 d. 

l 

3 

1 

3 
3 

e 

e 

e 

12 -5 

3 -5 

l 

das fraçõ e s? G 
·stº rn l 

b .. 

llu"meroS seguintes em 

8 -3 
C o 

18 -4 
f o 

5 ..... 
5 

4? -· 

13. 

41. 

2 6 1 

.. ,, . 
1 •• r -. · a ~oe s 

irnp r Ópr i a:-:; ~ 

ª· 3 2 - ti , 5 

l 
i ' • 4 

d. 4 

1 
h • 2' 

g . 3 

Determine uma 1 1 ilÇão 
a maior: 

ª· 1 
3 

e. 5 
8 

Coloque 

l>ois em 

ª· 

b. {~ 

e., 

e 1 
2 

e 3 
9 

os conjunt<?s. 

decrescente: 

1 

4 -1 

3 
5 

1 
8 

4 
5 

3 
l 

3 

1 . ) 
X '-

,) 

. :) , ) 

7 

ma i 0 r rl u e a 

1 b. 
5 

1 
d .. 

6 

-e m or J cnaç ao 

1 

4. 
7 

1 
2 

~ } 

,) 

e • 
·1 

l 
f . 1 ....., .,... 

•") 

l • s : v 

me n or e men or <.._ U•:? 

J 
e 

4 

2 
e -

6 

crescen t e e de-

8 
12 

2 
8 

8 
9 

1 
4 

Dada te a fr~ 
Uma fraça- o simplesmen . çà .qualquer , di z -se ,. com 

o, qu qUiva lencia t~· ando a transformamos numa e que 
et-rno ~ diz-se 

s rneno , possi ve l , . ti-<l t res; quando isto e . rredu 
~ação ' , ntrário, i . 

\rel e reuutivel; em caso co tre sl• -
' entã A primos en d as s:i.tn . o os term'os deverao ser ue as u 

# Pllfiq sendo q 
~l . ue as frações seguintes, tlJnas 

tornando-as irredutíveis: 
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18 
24 b. 320 

840 c. 
15 
18 

d. 
36 

180 

· ue a = a e b __ b, verif1q 46. Com a identificação: 
1 1 números fr~ 

se com a definição de. multiplicação de _ 
. , , a , .~ da equa 

c~onari os, de fato o numero b e sol uçao 

çao hx = a. 

B. PROBLEMAS 

8
•1 ° PROBLEMAS COM SUGESTÕES (SÉRIE XVI) 

,~ . onar Sugestão : l •· Resolva , . d de fracl 
reduzindo a un1 a .. iJl 

. a0 9 .... 2 • Resolva como simples multiplicaÇ 

terpretando a particula "de'' º 

2. De um saco de fe .. - t. ou-se 
lJao de 45 quilos re ir 

Quanto sobrou? 

Sugestão : 1. 2 
Resolva calculando 

5 
subtraindo. 

3. De um 
2 R ,., restºº • esolva calculando a fraçao 

saco d 
e arroz 

1 parª -de 60 quilos vendeu-se 6 ·1oe uma Pessoa e ~ 

foram \rend·d 4 
l Os? 

Para outra pessoa. Quantos 

Sugestão · . 
• l º Reso1 va de Calculando os quil 05 

Venua. 

2 • Reso1 v 
_ ª calculando 

Çao total 
4 • Um senhor "Vendida. 

ganhou e $ 
e do l'esto d 4 r 120.ooo .. 

eu -
3 

Deu -
8 15 Para outro filho. 

cpl J. 

r 
26 3 

Sugestão : l oHE~so!v :l · · ,. 1 c-1 Jlan do il 1 ~u;1r li. iê.1 d<:! da a o pri 

me i r o r i i ; ' o , d e p o i s o r e ~, i. o , par a e n ta o 

'-' C:....1·t1 11do f 1. ll10, e fi ca lcular u q uan tia Llo """ ._. 

nalment e a doação total . 

2.Resolva cal culando :
5 

ela fração r esta!! 

te, d epois adicionando as fraçoes, para 

então calcular a q uantia doadao 
5, R 

esol v-a o 000 

) 

problema a nte ri o r pa ra a quantia $ 180. 
com a s duas - t s e r: 
C sugest oes; mas 9 no cas o da pergun a 

orn quanto ficou? 
Sugestão 

30 Re s olva seguind o a sugestão 2 mas ca l cu-

º lle.s;Ol 

lando a fraç~o r estante, para e n tio cal-

c ular o restante s~hre S 180a000,00° 

3 Possui da a l tura de seu pa i o Sua irma 4 
du sua altura 0 Qual ~ a alL ura da menina , 

que a altura do pai ~ de 180 ema? 
10

Uesolva ca lculando sucessivamente as al
t u ras 0 

2 1i f 
º· esolva calculando primeiramente a r a-

çio da a l t ura da irm~ em relaçao ao P~ 1 º 
Va O 

Cu1nd Problema 6 no caso da a l tura ser 160cma, s! 
o as d 

!:)e llas s ~· 
l' ~ Q Up;estocs · mas 

~u uanto ' 
ge~t - 0 Pa i é mais alto 

no caso da pergunta 
' 

ªº 3 
QReso1 - 2 mas calcu-.. va segu i nd o a sugestao 

que sua filha'? 

land 0 à diferen-~ a fração correspondente 
' ~'lh Ça de alturasº ell.d 

llllq_l -º'~e que ~ 
e meu. " 5 

Peso? 

, . 48 quilOS 9 
de meu pêso e i gual ª 



2G4 
, 

l.Resol va r e duzindo à unicl at..le fraciona -

ria Jh!.l'<l. ue po is calcular O inteirO• 

2 ·Resolva com sir.iples divis ão , r a cioci -
e

nand o como se o enunciado fosse por 

xemplo: "Sabendo-se que o triplo 

meu pêso é igua 1 a 48". 

do 

9º Caio ganhou mais ~ 
3 

cou com 30 b ··~1 
Ol l.1a.~~S • 

das bolinhas que 

Quantas bolinhas 
Sugestão: 

Resolva calculando -a fraçaC ~ ~ 

30 bolinhas. e d . U
,,.e,, 

as s e ' , epo1s, aplique 
tÕes do < • exerc1c10 8. 

10. Re~ol va o· 
problema 9 d 

colll ao 
de ter fica 0 

b no caso 
0 1inhas . 11as g~ 

' e sendo a pergunta·. 
nhou?" 

"Quantas bolin 

Sugestão: 
Utilize 

Çao 2 

ft~ 
ª mesma su~estão e calcule 

3 

3 

Perdeu _g 
gurinhas. 7 das ,figurinhas e ficou coin 

Su~ ~ Quantas r· 
oestao: igurinhas possuía? pte 

Reso1 va . U. ""ªle 
calculando a fração eq 1

. dº), 
a 60 f. Jl 

12. Repar-t. igu1·inhas (portanto subtra.l 
li' 36 bo1 · l ro("' 

llla qu lnhas por de ta: e o p . dois meninos, 

Suges tão: :~nAteiro receba _31 do que o segundo•~ iell'~ 
• Plicar prº"' 0 racioclnio usado no 
9. ~e 

11. Marcos 
correspondente. 

2 ·1'l'ansf orme ·o 
inteiros 
do ' Pela multiplicidade 

13. Repart· em relação ir 5
1 

ao pr imeir.o • 

Ma que o tarnPinhas ,.. de 
segund Por tres meninos 9 

0 l'eceba 1 . 0 e 4 do prime1r ' 

1 ell1;.i. \J!! 
problema em prob e~ "" 

dº 6 

265 

·°) 

c e i :e o r e e· e h a ... 
elo segundo. 

Sugestão: 1. Aplique o mesmo i·aciocinio do probl~ 

ma 9 . 

Viveu. Q . ual a sua idade? 

3 
4 

. , 
do que Jª 

2• Zen · 2 aide perdeu do t1ue possuía e. ainda ficoucom 
$ 270 11 ,oo. Quanto possuía? 

3. R 
epartir 240 bolinhas entre 2 menin os, r ecebendo 

do primeiroº 

o 

segundo 1 
6 

1. n 
epa:rti r 59 lápis por 2 meninos 9 recebendo o segun-

'"? 

do 31 l' . 
ap1s mais que 1 

3 
do pr imeiroo 

• n i\rid. 
lU-se 

l'ecebe u ~ 
ESe 5 

que 2/3 
'~e 

2 00?00 entre tres pessoas 9 r ecebendo 
0 

! do }Ti 
metade do primeiro, e o terceiro 6 -

3 

. s recebe.ado 
figuri nhas entre 3 menino 9 

3 do segu_!! 
do p r i me iro

1 
e o terc e iro 4 

medalhas por duas crianças; ª 
primeira -

Sabendo-
e . 0 restoo 

a segunda ficou com 

das . medalhas sio 600 medalhas , 
per gunt! 

quanto 
~ ~ lJ recebeu cada uma? 

ina t do seu 
.Peça d 

Coin r · e fazenda se tivesse 
. uro sex o mais 

l> lrnen t Ço do 
Sendo o pre 

~etr0 $ 0 custaria $ 42.000,00. 

-e~to lo20o , oo ' quantos metros possui 
d~ 

o compri -

Q. Peça? 
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9 o Dois meninos . Juntaram os .seus dinheiros para - com

poss ui 1 do d inhe! prar. um ,brin d . que 0 0 O primeiro 3 
ro ~ o segundo os . l . P sui -

8
º Verificaram no entanto -

que ·ainda lh ~ es ··Ialta $ 6 do .. , i-. r 
1

· n · · m º 5 O O , O.O º .Qual o p r e ç o 
• · ·1" quedo? Quanto possuia cada menino? 

P de criança · ·. J r 10. Um gru o .~ ' 
aproxi 6 estavam brincaildo . Um sen 'º 

mou- se e . bel ·:perguntou-lhes quantas eram_º 

ª garota ·. · respondeu : _ Se · sse Juntar-se · ao nosso grupo vi< 
outro i d mais gual • mais outro igual à meta e : 

outro igua1 , sexta parte. ª terça parte , mais outro igual ª 
( , e 9 se t ,. te-

riamas 
550 

A" con assemos ainda o senhor 9 
JUde cri 

anças 0 senhor a descobr ir quantas 
estavam no grupo º 

11 . Sabendo -se que 1 
4 de ' um numero é igual a tr0 , 

numero ; e 
ma 135 ' que os 

9 calcule 
dois n~meros possuem 

1 -os 
2. Qua1 é o , º numero 42 

Unidades? que divid ido por 8 9 diminue eJ1l 

13. elll 
Qua1 é o • 
6 numero 

unidad es? 
que divid"d l o por 

* 
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CAPÍTULO VIII -------------

NÚMEROS DECHLt\ IS -----------------
A. PRELIMINARES 

Procurando dar um tratamento nos n~meros fracio

nários . d~ 1 
ent ico ~qu~le usado pa ra os n~rac ros inteiros , 

e is1cos anti c ns, evidentemente, foram os m t , a ematicos f< . 

levados a 

10 

cuidar das frações com o inte iro dividido em 

Partes~ ou em t~ ~ , po encias de 10 , visto q ue o sistema'-"" 

numeração e mpregad o é decimal 9 de base dez. 

Simon Stevin, parece ter sido o primeiro a utili 

Zar e matic a me nte a forma numér ica decimal. O holan-sist ' 
t e vin trabalhava para a marinha e foi ministro dos dês S o 

ne ' l?;oc i os da fazenda; seu trabalho data de 1585, sob 

nome "La Di s me " . 
A notação usada por Steyin não era muito prátic~ 
e mpre gava por cxemplo

7 
para o número 32,453 ª n2 ass· im , 

ta -Çao : 

tes . . 

32(0)4(1)5(2)3(3) 

Outras indicações foram 

123 

32453 

32/4º5ºº3ººº 

32,4º5ºº3ººº 

32,453 32.453 ou 
ou 

32 .. 453 ou 32 1453, etC• 

usadas, como as seguin -

32 145:3 
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A nota ã ç o com pont ses' sendo que _ 0 ai nu a é usada E::!; ,,.~ ri· os pa_i 
. • muitas · " 
inteira vezes para os c1 • suprime-se ecima ho sem parte 

o algo.ri s mo O: 

Ex.: 0,34 ou .34 

B. NÚMEROS -~.:F .. RACIONÁRIOS DECIMAIS 

do 
Dizemos que sui um dos rac ionari o é decimal quaE pos um número f . , 

nári uma potência d es com a segunda coinpouen-te igual a representant 

o decimal , e 10. Isto , , f iO 

P t

• e dado e, um nume r o r ac -

0 
encia d por uma f ' e lO, ração cujo denominador e 

A f -raça o d , , iº 
e um numero fr nciona r 

fração · c1 . , 
decimal , represent e den . ante 

ominada eci mal. 
!xemplos: 

3 - _5 4 
10 

que l emos· t ... • re , 
mos, 2 i t s decimos . n eiro ' cinc o m· 1 ' ae'ci ; s, O déc . i es imos ~ q uatro 

imos . , Como mil e.:;i. mo ' · s en loº · · s, 6 cente simº • 

globa ::: l que , os números . ' concluimos , dad• 
identif · inteiro . q ue a definiça

0 

fra · icam
0 

s,ass · • -rº z, Çao 2 s com _g im, o nume ro int•
1 

-1 o ; e l ' pode • o•v 
O ' Portant , ser dado tambeJll ' Co o, e ' . ..,'1J, 

mo os , numero d cJ. ••· 
ses de n fracionário e 

e U lllnero se r q ivalên . s fracio • . cl
8

~ repr eia · nanos são dados por 
c:l u . esenta d , is to e' .:ie 

l 0 U ' , . O 110V 

mos q por . ' m numero frac i onar' ' 
r" J>r ue os n. v a rias con' 

esent d umeros f frações eqUi valentes? 
dcc- ª os rac i 0 , ,;ef 

imal da Por ciua1 nar ios d n1 class que r f • decimais Pº e •o 
e de raça o . rr" ç• 

eqUivai " eqUivale n tc a 
encia d o número. 

,\ ss i. m, 

o conjun to: 

com o n <; l a sse ele eqlliva.lência · ( 
3 

) 0 · 

6 
20 . , 

9 
3 0 

30 
, ··· · · · loÕ , .. · ..... J 

, 

" 

~número frac:i o na' r 1· o 
.::... Jcc i mal dado pe la íração decimal 

10 pode ser representado 

classe · 

por qualque r out ra f r açio 
da 

f r a-
6 9 2Õ ~ 3õ , ou mesmo por 

- ' por exemplo, por 
Çoes d . e c imais : 

300 etc .• 30 
100 1000 

lent De nominamos fra ções basimais às f rações eqUiv~ 
es ª frações decimais . 

No exemplo : 
6 , fr ação basimal, pois : 

- e 
20 

6 3 
- ,,. -
20 10 

~ Elementa rmente diremos 

~Ual ' quer froç~o transform~vel 

que uma ~o E~~~~l 
em decimal. -- -· .... -

'l'e 
~-a: A condiçã o 

necessá~ia e suficiente para que 

uma fração se ja basimal, é que, depois de r e

duz· d te" rmos possÍ veis, o seu d~ 
i a aos . menores 

nominador só tenha fatôres 2 ou 5, 
d 

· d é a fra 

a fração dadas e que re uzi a 
Seja ~ 

A -B 
A a com a e b primos entre si .-

i s to é : B b 

n ecessária: 

Ó Seja a fração ª basimal, 

eqUiva1 b ente a uma deci malo 

a 
b 

então por definição 



270 

e, portanto : = a' X b. 

Como a e b -nao possuem fatÔres comuns , por 
a 
b irredutível a' X lOk - e quimÚl t iplos ' sao de a 

a' = m X a ( !.. ~sf' 
lOk = m X b 2k X 5k ou = m X b 

ou que b 
, 
e di vis·or de 2k 5k. X de onde ' 

b k' k" ::. 2 X 5 com : o ~ k ~ ~ 

o ~ k" L. 

portantó b , 
so possui fatÔres 

k' 
2 2 ou 5, com b = 

Co d · .. _n içao suf . . 
ic1en~: 

Seja a fração a -b com b = k' k'' 
2 X 5 

com k' ~o 
k" ~ o , o 

e 

1. Caso k' = k" ::: k ,então terfamos : 

b :: 2k X 5k k 
::: (2 X 5) 

e ' a fração ! . , 
ria bas· b Ja seria decimal Una1. , en tão a fr a ção 

2. Caso k• > 

Mu1tip1 · lcando 

b :::: 2k' 

e ter' lamos. . 

k" 

b 

' existe um k" 1 tal que 

k"' ::: k ' - k". 

e a por k" ' 5 , teremos: 

k 11 +k 111 

5 = 

e 

k 

k 

" 

ser 

b: 

5 
l~ t l 

a 
b 

k"' 
a X 5 

iok' 

ou que : é bas imal, e portanto a fração dada 

bém é basimal. 
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A 
B 

tai!l -

3 • Se k" > k' , existe um k"' tal que k'" 

Mui tipl icando b e a por 2k"' , teremos: 

= k"-k' • 

b 
k' k" k"' lc'+k"' k" k" 

= 2 · ·~ X ·. 5 X 2 := 2 X 5 X 5 

e, teriarnos; ' 

a 
b 

k"' 
a X 2 

k" 
10 

ou que a , . 

b
• . b e bas1mal, 

e portanto a fração dada 
em • 

e basimal. 

E!:ic 
~: 

1) 3 
3 1 e 4 = , 

basimal, pois: - ,.. 
4 

12 e 12 

De fato: 

X 5
2 52 25 

1 l --2 = 100 = 
22 

... 
22 52 10 

X 

2) 12 , 
basimal, pois: 

40 
e 

3 'I 
, de.cima!· 

12 3 Jª e 
e -~ - 10 40 10 

16 2 

16 - -, pois: - 5 

40 
e basimal-, 40 3) 

A 
B 

22 

tam-
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4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

3 , 
basimal, pois: - e 60 

3 1 20 = 22 X 5 - - e 60 20 

16 - , 
basimal, pois: 70 nao e 

16 8 
35 = 5 X 7 - - e .70 35 

10 - , 
basimal, pois~ - nao e 12 

10 5 -12 6 e 6 = 2 X 3 

8 
~ é· basimal, - pois: 132 

8 2 - 33 - e = 132 .. 
33 

6 
~ 

, - basimal, 200 e pois: 

6 3 --- 100 200 - e 100 
3 ----- """ , , 

200 nao e basimal, pois e 

= 

3 X 11 

2 

02 2 :::: 10 
X 5 

""' 

e o 
< "el irredutl 

2 seu denominador é 200 = 23 x 5 • 

e.~~ 

Consideremos um 
Por u 

rna fração 
, , decimal numero fracionario K 

d 
10 • ecima1 .~ b :::: 

b portanto 
Sejam os 1 

a garismos 
Escrev.,m ... os s e !O: 

8-J. • • • lJ~ 
de a. a, ªr-l ' " º~ cof11 

r ~ ·c8-
o numerador na forma polinoJTll 

b = ;:; 

ou 5 pe l a de fini ç ão <le sorna: 

a 
- = b 

a 
r 

r 
X 10 

r - 1 
a l X 10 
r-

Pode-se dar tres casos: 

r > k, entao 

Teremos : 

(1) 

ou 

<11) 

a 
b 

a 
b 

= 

= 

Seja 

a 
r 

n X 
X 10 + ªr-1 

a + a a 0 
• • k r r-1 

a 
b 

a 
b 

= 

= 

35238 
1000 

+ 

Co~o ·4 . > 3, teremos: 

a 
b = 

2 -3 X 10 + 5 . + 10 

273 

,. 10 + ªo 
:) -!:_ ------

a X 10 
r 

+ º • • + lOk 

n-1 
10 + 0 o e 

35238 
~ 

10 

+ 
+ 

ªo ª1_ 
- + k 

- k-1 10 
10 

8 
~ 
10 

(I 1) 

(II') 

a 238 :::: 35 + 
= 3 

10 
-b 

35 + 



e'" -xpressao II (ou (II' ) s um.··. e sc r1· ta pa-
ra 

0 
J uge r e 

nume r o m· t is o , onde fi q u e . r d se p a r a do o n i~mero in te 1~ 
0 ' a parte fr a · , . · cionaria. A express~ o 1 ( ou I') suge-

re melhor . que essa escrita 
sistema de 

PO'lc ser anál orra él usatla no 
b 

um ao lado 
numeração de . 

cimal~ co)ocando 0s 
do outro ' com valor posicional; 

a J g ar i s ni os 

de t0 , t' o_!: 
ma, 

dez 
q~e um algarismo 
vezes ma· is. 

esctito ~ esquerda de outro 
\· i • 1 i\ 

Passamos · ten ao 

a -
' ª notaçio seguinte: 

b == ª a 
r r-1 .. . ªk ' a a k-1 k-2 •. • .. ' ª1 

ou, no 
e:x:emplo: 35 ,2380 

2. r == k 

Teremos• • 

! ::: 
a a o 

b a r-1 + r ---=:. + --!':,g ª1 10 +o •• + 

ou: a -b ::: 

Exemplo. 
• 

a -b ::: 

~ 
b ::: 

a -b ::: 

a 
r + 

346 
-:--...;. loo :::: 

3 + 4 
10 + 

102 
lOk-1 

a 
r~,2 .. , ? a a 

-1 ·•··· .. _!_Q 
10 < 

ªo 
-..;..--

!O}( 

(l) 

or) 

27!J 

ou ~ 
<l <16 ll (j ( u ') - = 3 
h + = ..) + 

') 100 
10-

Novamente s e verif i cam as mesmas idéias : separ<t: 

0 número inte.i ro
9 

o tJ ll. ( ' fizem os c om uma v irgula, e e s

crever os algarismos simpl esmente um ao l ado do outro ~ 
estendendo o sistema d e nume ração dec ima l de posiçao : 

a 
b = a 9 a a o o • 

r r-1 r..,2 

e? no exemplo: 3 946 

3.. r L k 9 então k - r = m 

Teremos: 

a a 
a r r-1 
b = + 

lOm lOm-1 

ou simplesme nte como era ~ 

a - = b 

~ 

a - = b 

a 
b = 

a 
r 

27 
-~ 
1000 

;::: 

2 X 10 + 7 

10
3 

+ o o o o 

a o -

+ 

a 2 (I') -b -= + 

ª1· a 
o 

ª1 
a o (I) + -

lOk-1 lOk 

(II) 

10
2 

sendo a 
- rópria evidentemen-

f raçao P 9 

Neste caso . ·dentificarmos as 
para i. te -

9 

nao há parte intftira; mas, 
notações 9 podemos pensar o número inteiro zero, 

parn 
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iss o colocando 

a 
b = 

e, no 

a 
o + r -

lOm 

exemplo: 

a 
b 

o algarismo o; 

a 
r -1 a 

+ __ l _ 
lOm+l 

+ ... + + 
lük-1 

= o + + 

, Entretanto' com " t irªºº este procedime nto fica res ª 1 

so a exist;nci a das d , . arte 
fracionár · . uas partes: nume ro inteiro ª P 

ia, mas 
0 

P . , ... _ . a váll 
do · ' rincipio de posiçao nao ser 1 

' para unif . a orm1zar mo f .. ~ ções -
diciona

1
· 8 ' escrevemos c ol ocand o 

1
' 

s com 
numeradores nulos : 

a o - :: o + b - o 
10 + - +o •• + o 

102 
lOm-1 

+ •• • + 

e, no exem 1 p o: 

~ 
b = o -o + 

e 
' agora Sim , 

10 + 

a 
r 

+ + 
lOm 

+ 

Podemos 
usar ª mesma notação: 

e, no 

::: 

o ºº ' ... ºª 
exemplo: 

~ 
b 

a 
r. r-1 • 0 • a a 1 . o 

0,027 

a 1 .+-
~-

- rn+ 1 
10 
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' 1e f' !lÍ e ã o : 

Defin imos nÚ_ri!.~.!:..2 decima l ~numeral decimal à 
nova 110 ~ - <l , , 1.. <H; ao os num0 ros fr a cionarias decimais, pa r:l. n 

CiU1.l ~ ~ t -': :o , ,1mos a s eguinte convençao: 

1 ° Escreve- se só os a l ga rism os do numerador~1 

f ração decimal. 

2º Separa- se o n~me r o in teiro do n~rnero frn -

cionário menor qt: !' a uni c1ade por um virgu-

la. 

3. Acresc enta- se a l ~a r:i.smos O par a r estaura r 

o va lor de pos iç~o do sistema de numeraç~o 

de cimal . 

~m todo número uecimal ficam portanto se11n r a-

dos pela < ais v irgula dois conj untos de a l gar ismos, os qu 

UG1101'1i 'la 1 · ' - se : i1arte inte ira e par te decin::t • 
" 

A l e itura 6 confo rme com a re pr esentnçio , le-
$e a pnrte in te ira? agr e gando a palavra i nte iros , e em 

segu ·d h 1 a l e - se a parte decima l , agregan<lo- se a palavra 
dé . e imos , , · t forme a ' ou ce ntes imos? ou mi les1rnos , e c . con · 
Part t e decimnl possua 1 algarismo , ou 2? ou 3 , etc . ; e, 

ªmbém er.i d ' o n11· sto conformidade com a leitura o numer -
col"r es ponclen te

0 

I.', 
~.J<: C:i·1n 11 -..::;_....:.::::os : -

a) 45,3 

b) 7,84 

e) 0,372 -

" 

quarenta e cinco inteiros ,e tres 

dé cimos ; 
sete inte iros, e oitenta e qua -

tro centé simos; 
trezentos e se

z e ro inteiros, e 

tenta e dois mil és imos; 



d) O 038 e trl. n ~ .-~ e o1· t o mil! , - ze ro int e iros? L. 

s imoso 

Costu t b , - a:-s pala-r.a-se am em l e r sem a agregac.;ao " 

vras, ruas pronunciando a pal av ra vírgula SL~ 1H1 rando 
partes: 

a') quarenta e virgula 
,.. 

cinco, tres ; 
b') sete, ' virgula oitenta e quatro ; 
e') zero ' doiS i vir·gula, trezent os e setenta e 
d') zero ' virgula, zero, trinta e oi tOo 

as 

Adota-se a· d , anteriorí 
ln a outra forma, análoga a 

lê~se a parte . t . sa-se 
' in eira, pronuQcia-se virgula, e pas 
a leitura da parte . ·e as clª~ 

decimal , lendo sucessivament ses. 

, 
numeros 

dos em 

Como para 
os numerais de números 

decimais ( . 
· _numerais decimais) também 

classes d " 
sim, a e tres algarismos ou três ordens; 

Parte . inte. , ~ 
querda conf ira e separada da direi ta 

orme o , 
mal é s numeros i n -~ ir os ·, mas n separada d , 
ra classe é e ªesquerda pa r· - a direita., 

onstituida de 
uma l, _ rl em da parte . . 

l" classe 1 

1 2a êlasse e asse ' · 
e sep~rada e~ t ~ 

l A res ordens: 
~ Ordem • 

• Ordern das 
• unidades; 
• ordern dos , 

decimos; 
orde111 dos l•• Classe º centésimosº 

2ã C! º Classe d 
A • asse o as 

razao é dada º Classe d 
Pelas r ... os Dlilésimos · · 

~açoes . ' 
decllnais de denominador 

Cada 

Exempl o: 

Temos~ 

dens 

279 

, 
:) í) Cla:ssc: Cl 4 ' -. e d u-· 1: i 1 i .' ~ . . mr• - ~ 

, 
etc • • Fl C ! -'.l ~S f' . CLi,:;s e d os b iJ !H'.' lui. ' , , 

·I , 2 76258 0:.!00 

()ll 4 unidades sim-4 unidades <l e cimais s i mp l es 
ples; 

2 décimos de unidades ou 2 déc i mos; 

7 centésimos; 7 c entésimos de uni daJ es ou 

G mil fsimos; 

2 décimos de mil ésimos; 

5 c entés imos de milésimos; 
, . ) . 

8 milés imos (milésimo de milesimo ' 

O décimos de milionésimos; 

2 c e ntésimos de milionésimos; 
. , . , . d mi l ionésimo); 

O b 1l ioncsimos (m1les1mo e 

9 d é c imos de b ilionésimos. 
3 orclasses em 

É usada também a sepé\-ação das me-
não achamos o 

mas só tla parte decimal, 0 que - con-
lho.... . . ão estarao em 

ª s poi s 9 - neste caso, as classes n d eri 
fo.,.. · , 1·nte;ros; ev affiid d numeros ~ · a e com as classes dos 

se dizer neste caso: 

lª orde m : ordem dos d~cimos ; 
.· , . os 

2ª dos Centesim ' - ordem : ordem 

3ª ordem ordem dos milésimos. , . 
deci -

Da propriedade de um 
, fracionario 

numero . 
- s decimais, 

várias fraçoe rna1 
Poder s er representado por 

equ· 
lValentes entre si, como : 

3 -10 = 
30 -100 

300 
::: 1000 ' 

etc 

1 



':!,o 

res ulta ciue é permitido ac r e , r ei ta de um • scentar a lgarismos O a di-
, numero decimal a d " -numeras ' d . ' ª içao e a su l>~.:ração coro 

· · ec1ma1 s d 

f 

.. - po e sempre e ' - de 
raçoes decimais orresponder a a diçao 

' com o mesmo denominador õ 

+ + 

De d on e, a ad' -mais é fe · t içao ou subtração com números 
l a operando 

aeci -

como s · d e inte iros fossem, toman o~ 
-os com o mesmo , o numero de 

que corre sponde a tomar 
Exemplos: 0 mesmo denominador: 

algar · 1 ismos na parte aecimª 
9 

a) 3,2 + 14,58 

Como 3,2 32 = - 320 
10 = 

100 

e 14,58 = 1458 -
teremos: 

100 

3 ,2 + 13,ss = 320 -100 ou 
1458 -100 

+ 

= 

::: 1778 
--..;....:;:: 

lOo = ~7,78 

ou: 3,2 ::: 3 + 20 
Tho 

14,48 

= 17,78 

Na prática faz-se : 

3,20 
14,58 

17,78 

281 

+ 

s1mp 1c1 a e, nao ane. -Costuma-se tambe'm, para · i· ·a d -
O, mas tomando o cuidado eqUivalente 

colocar as virgulas em correspond~ncia, de tal 

forma que se adicione (ou subt raia) para inteira com 

eira, para decimal com parte decimal, unidade 

xar os algarismos 

de se 

int · parte 

de uma ordem com a uni dade da mesma ordem: 

3, 2 

1 42 5 8 

1 7, 7 8 

b) 38165 - 1493 

e) 25 ,2 - 7,683 

MULTIPLICAÇÃO 

Como X 

38,65 
14, 3_Q 

24,35 

25,200 
7,68~ 

17,517 

ou 

ou 

a x b ::: -.{.i.k• 
10 

38,65 
14,3 
~ -
24,35 

25,2 
_7,683 

17 , 517 

a mui tipl i - . também é feita c2 
m caçao com n~mer os de cimais f o se fos • . coloca- s e a Vl! 

gula .sem nume ras inteiros ; depois, 
separa l . a parte decimal qua_!! 

to .. · Ol o tant os algarismos n e a d partes deci-

tna · s om a dos númer os de a lgarismos as 

.ts das f " atores .. 
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Exemplos: 

D.3. 

, 

a) 2,5 X 3,4 2,5 

X 3,4 
l o· o 

.. 7 5 

.,8,5 o 

b) 0,3 X l 42 l 
' ' 4 2 

0,3 

o, 4 2 6 

Consideremos a · a · . -iv1sao: 

0,3 o 2 
' Te~emos com a -notaçao de frações decimais: 

3 - 2 
10 -10 = 3 X 10 

10 X 2 = 
3 
2 

3 
2 e fr -açao basimal 1' 

' portanto transformáve l e m d e cima · 

· 3 3 5 :: X 15 2 2 :: 
X 5 - 1,5 10 = 

logo: 0,3 0,2 :::: 1,5 

Faç~unos o 
. , 
calculo de outra maneira: 

3 - :::: 3 2 2 3 2 

1 1 
r11as 1 . 2 • ::: 

10 2 

::: 5 o 5 - ::: ·0,5 10 

is to é : 3 
2 = l + 0,5 

283 

= 1,5 

Obse r vem os ainda q ue ~ste segundo cálculo pode

ria ser feito continuando o algoritmo da divisão, poi s 

bast ar~a ter acrescentado um a lgarismo.O ao lado do a! 

garismo 1, transformando-o em décimos, por i sso colo .-

cando já uma virgula no quociente: 

Consideremos 

0,5 

0,5 

temos: 5 3 

3 

10 

o 
agor a 

0,3 

0,3 

ou 

2 

1 , 5 

a d i visão: 

5 -= 10 

5 12... 
2 1 

3 5 - = 3 10 

5 na- o e' bas; mal, isto é, o quoci-
Sabemos q ue .L 

, 3 - é decimal; estamos 
ente d e numeros dec imais na o 

. ( *) • 
na - de inteiros 0 

mesma situação que na divisao 

5 : 3 

cujo quociente não ~ n~mero inteiro, 
é fracionário· 

. o mesmo procedimentoque 
Vamos no entánto aplicar 

empregamos para a divisão anterior. 

5 
3 

= 5 : 3 5 1.3 -

2 1 

. t de inteiros, ou que ª.di
Dizemos que a divisão sÔbre o conJun ~ . - goza da propried~ 

. - , decJ.Jlla is nao 
Visao s Ôbr e o conjunto de numeros 
de de fec hamento . 



?. :· ·1 

5 2 ou lj 11(' = 1 + ou 1 + 2 . 3 3 3 . 

2 3 20 . 3 . 
_I ~ -

10 20 

2 6 

ou que 2 . 3 6 2 : 3 2 . = + 0,6 10 10 = + 

Apliquemos novamente o processo : 

ou que: 

... 

2 : 3 
10 

2 : 3 
10 

= 

= 

20 : 3 
100 

6 
lõõ + 

2 : 3 
100 

20 

2 

3 

6 

= 0,06 + 

com estes 
resultados temos 

sucessivamente: 

isto é nó 

3 

= 1 + 0,6 2 : 3 
+--

10 

= 1 + o, 6 + o ·, 06 + 2 :: -1 
100 

= 1,66 + 2 : 3 
100 

. 3 . 
10 

2 : .1 
100 

= 

' s vamos d 
lhor, pois as eterminando 

frações: 
•reZ Jll~ um quociente cada v 

2 3 = 2 
3 

2 . 3 
2 ~ ::: -30 

~ lOo ::: ~ 
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-
sao c acl a \ ' eZ menores .. 

, 
Diz e mos que o quociente de 0,5 por 0,3 e: 

1 · d .. f lt a menos de uma uni-aprox1ma o por n a 

ela ele 

ou: 1,6 aproximado por falta a menos de um d~ci -

mo 

ou: 1,66 aproximado por fal t a a menos de um cent~-
simo, etc. 

Cujo cálculo podíamos ter feito num só dispos! 

tivo, para isso acrescentando algarismos O ao lado dos 

res tos: 

5 

20 

20 

2 

3 

1,66 

~ste exemplo e o anterior sugere ª utilizaçao 
Para , algoritmo de cálcu-

os numeras decima is do mesmo 
lo . determinan 

U d , 1· nte1ros, -sa o para divisio de numeros 
do 

me 
quocientes t exa os 9 

Por falta confor 
ou · aproximados 

ª aproximaçio desejada º 

~: 
a) 3,4 o 1,25 . 

34 3,4 = = 
10 

1,25 
125 

= -100 

1,25 = 340 
Ioõ 

340 -100 

125 
!ÕÕ 

340 !25 

\ 
1 

~ / 
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340 125 ou: 2 't3 1) 7 = 2U 1 7 

0900 2,72 

250 28 17 o u 2 8 17 

ºº 11 1 110 1 , 6 

b) 5,36 0,8 

0,8 . . 
5,36 536 

ou 28 17 ou 28 

= -100 110 1,64 110 1,647 

o,s 8 
080 080 

= - 80 
10 = - 1 20 

100 12 
logo: 0 1 

' 

5,36 0,8 536 80 Desta extensão 
pr.:)t:i co de 1 

= 80 resulta proce s so - 536 
o 

100 lõO = gualar , e fet.u :u· ô 
~ . ( . J. 

o n umero de casas ctec ima is para se 

536 l 80 
\risão . 

560 Outros ob ti-d os; vej :.:mos o 
6,7 processos podem ser 

ºº 
seguinte racioclni o q ue con J uz ao mesmo algoritmo de ~ 

e) 12,6 \ri são . 
0,72 usado , 

inteiros : . para numeras 

12,6 126 
'I'omern'as o e x e mplo b) 5,36 : 0,8. 

= ---..;;. 126 0 10 = ~ 
100 Te remos : 

0,72 ::: 72 
~ loo 5,36 536 8 

logo : 
. o,s -. == 100 10 

12,6 
0,72 1260 ::: 72 12 ~ 6 

~ 1260 ) 8 
100 - = = 8 ( 53 + -

100 10 = 10 

1260 l_ 72 53 6 c omo 53 ~ = 8 + B e , 
540 

10 5 6 
17,5 

360 
= 6 5 8 

6 8 
d) ºº 

+ + 

2,8 
10 . 

1,7 
, . 

::: 6 50 
8 

G 8 + ~ + -10 . 10 



288 

= 6 56 : 8 + 
10 e, como 56 1 8 --

o 7 

= 6 + 
7 -10 

::: 6,7 

cujos dois cálculos podemos fazer 
, dispositivo : num so 

5 3,6 8 ---
6,7 

isto ~ : 

5 6 

o 

Transformando 
Plicando-a -se 0 divisor em inteiro multipli-

. e' por uma potênci· d o d i 
visor e 

0 
d . a e dez e onvenie n te ' -· 

J.Videndo 
qua d , • Coloca- ! ula · n o e · se no quociente a v1rg 

empregado 
mal do a· o Primeir aeci ... lVidend 0 algarismo da parte 
Ex º· - emplo: -

4,5694 : 0,25 

Corno 0 d divisor ecima1 Possui d . rte 
' 0 transf ois algarismos na Pª 

100' e idem ormarnos e rll:f ~multi 
1

. rn inteiro multiplicando-Or 
4 p lcarnos 

, 5694: o 
2 

'. 0 dividendo, logo : 
' 5 ::: 456 ,94 : 25 

4 5 6 9 
2 o. 

6
' 

4 L2 s 

ou cont · inuando 

~-----º 6 9 18 , 27 (aproximado ) 

1 9 4 

1 9 

o , 
calculo o, 

Por anexação de algarismos 

pois sabemos ~ue sendo 25 = 52
, a divisão ~ exata 

prolongarmos o cálcul o s uficientemente: 

4 5 6,9 4 25 

2 o 6 18 ,2776 

o 6 9 

l 9 4 

l 9 o 
l 5 o 

o o 
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se 

Nota: Na parte meto<lolÓgica do l iv ·o o l eitor encontr~ 
rá um estudo comparativo dos v~rios processo~ . 

Eº GERATRIZES E DÍZIMAS PERIÓDICAS 

Temos visto que as divisões de de~irnais era po~ 
sivel e m alguns casos

9 
mas em outros nio, e fiz emos u

ma extens io do algoritmo da divisi o de inte iros. 
- · u pira 

A extensão d o algoritmo da divisao servl 
· d • sen

de terminar quocientes ou quocientes aproxima 
051 

do que há divi sões em que podemos melhor ar ª aproxima
. t o -

çao dos quocientes tant. o q uanto queiramos t para ~s 
'1 l com anexaçao de 

p rol ongando s uf icientemente o ca cu 0 

Ze ros 0 

. . do fato de existi -
Estas di.ficuldades surgiram 

- não-basimais .. 
rern f rações não-decimais que sao --

--- / ode ser interpr~ 
~ · iquer a b P 

Como uma fun~ao-. qua - m as quais , há fraçoes co 
tada como o quociente a : b, d o lo denomina or , 

f 
- merador pe . 

e e t uando a di visao do nu . t obtido e apr2 
o quocie:n e 

quociente obtido ~ exat o , ou 
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:ximado. D
. f ao gerou u c.uu iremos que a !.!r~a~ç~~fi-~~;::_____ Dizemos 

· rnal deC~ m número t~_"' 
indefinido. ae-

ou que .@rou um nÚmero decimal 

bém que a fração é &>ratr~ ou _geradora 
cima1. n úm e ro do 

No caso da divisão não ser exata• 

, ente; •os forçosa•ente se repetirão sistema ticam .• diS!! , 

isso, dizemos que se tem número decimal per>o 

~ ou _!ecim:1 periódica, 

os 
·s-a1gar1 

por 

oU 

que se 
O conjllnto O!·denado de algarismos 

te• é 'denominado ~fódo da dfzima , 
rePe-

Bá dois tipos de nÚmeros deqmaiS s: ·' diCO per10 

l , O Período imectiato à virgula, da ,,., 
< r"· 

2 • ois rt• ' ffa um conj11nto de algarismos dep p• 

. nado < od~ 
guia, antes do período· é denomi~r1 

' te- ' ~ri;;rl; - - f' d ou an e 
o-~ ou !!_ao- peno 0 gund

0 

O 

o se 
Prime1·ro t ' 1 s e 

ipo e chamada simp e Cha~ªda ~OR+t~ 
~o ' = 

a) 3 -4 
3 0915 

3Q L4 
;;;:: -- 4 20 

0,75 
o 

b) 

23 L3 
20 7,, 

2 

23 --3 ~ 7,6 

--
,... 

GfiG" ou ~ I 

ou ; 
1 

7 ? (:i 

o ll ~ . . (G } 

on: 7 1 1 r; l 

e) 
52 
~-
7 

escrevemo . s . 

' · i 7 - - ------ --
- l 'J857J. 7 ,' -

:iO 
•10 

50 
10 

3 
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:::. 
- - e·s:.::T 7 ~ 1l2 ' f 

u) 

esc 1 "• t.?mos = 

8 
Ts 

8 
··1-.; ,. 

80 
50 

5 

' odo Perl de 
• ~ z j ma ::: , uma a -onde . 0~50 2 

Omuosta a e • · Ótli c · pcr1 . 

.. " oclo 5 o 3 e Ge nao-pe r ~ . Q caso tlvel9 
·rredu que e ~ em 1 , bemos 

fraça o ja sa .· al e~ d
a a 2 ou 5 ~ dec1m ·f urLJla · · ro ' Tra ns - · - r es nnme _ 

0 

. e 

'"a t.o e , í~at ore.o ? . • lOSSU l • . ente 
d . dor so 1 quoc1 utros tes de enomrna .Ortanto o ,ossua o llifiren 
1 8. Ô. bas iuta l ,. p caso l . . fatôres ndo pos-

" exata. sst11 e qua . ltat o º" de e ima ,_ . ,.Jo po- i es' ' . al per! 
Qna1 51mp dec1m 

· ~<l1ca ~era 
pe:.· 'l fa tàces ? :-:o 

"ros OU<-

'Ó<.Jjcao d eci111a! per.t · 

d cimal 2 ou 5 .. 1rera e 
·:"' r:;. e 

" t) OU V SU? fat. O t'~..:.; .; .:-.. 

Ódica composta º 



~emplos: -
a) ~ 

40 ::: 
3 
4 

Como 4 ::: 22 
de decimal ' 30/ 40 

e?Cata: 
, 
e basimal, logo é gerad ora 

30 

então · . 
30 -40 ::: 

b) 3Q 
-::--;::. 
llo 

Com 

ou 

0,75 

3 -::: 

11 

30 

20 

o 

4 

0,75 

Portant , o 11 ~ 2 e 
o, e 

gerador . a 
11 -1= 5 

d , ' a fração é não-basímal 
e dizima 

e) · 3o 
22'6· 3 -22 

30 

ªº 
3 

periódica simples~ 

L11 

0,27 

então: 30 
220 

30 
. .., · ) 

8 0 o, 13G 

140 

8 

= o' 1 36 

-ºE.!:enção das geratrizes 

Conhecendo-se o n úmero decima l; exato ou per! 

odico, e possível <letcrminar fàcilu ..... nte uma fraçao ge

ratriz. 

1 . Geratr i z de decimal exata . 
Êste caso é 0 ma i s simples, pois sendo rigor_2 

sarnente número clecimal ; has ta colocar todos algarismos 

para numerador e e alocar para denominador uma potência 

de dez igual ao núme ro de algarismos da parte decimn l · 

~xemplos : 

23 
ª " 2,3 = -10 

45 
bu 0,45 = -100 

450 
e . 0 ,450 = -!000 

'.) 

-. ~ratriz de dízima 
da geratriz 

ft hns tante f~c il a dcte rminaçao 

far e mos L'. -i: r a v e s de um .;:xeP1pl O ~ 

Se· Ja: t,) ~42 
'I' -

en1os : J.00 0~42 l X o , 4~ ;::: 

X -
42,42 - o,42 

ou 
9 9 X o' 112 = 4 2 

ou 42/::.19 
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, 
Fazendo novos exemplos com outros numeros de 

algarismos no período, o leitor chegará a encontrar a 

regra seguinte, mas é aconselhável que o professor nao 

aplique a regra e sim saiba utilizar o processo. 

Regra: "Uma geratriz de uma dízima periódica simplcs

(de parte inteira nula) é uma fração que tem -

para numerador o perlodo e para denominador um 

número formado por tantos nÓves quantos forem 

os algarismos do período" . 

Exemplos : 

2,5 5 ( * ) 
23 = 2 + oi5 = 2 + = 2 ~ 

9 9 = 9 

0 , 428 428 = 999 

Geratriz de uma dizima periódica _ composta. 

ou ~ 

ou ~ 

, 

Seja : o,342 
Temos: 

1000 X 0,342 

990 X o,342 
o' 3"42 

10 X o,342 = 342,42 3 ~ 42 
= 339 

= 339/990 

O l eitor poderá fazer novos exemplos e . determ! 
nara a regra seguinte~ mas valem as d 

mesmas recome n a --çoes anteriores . 

, '<· l l t i. 1 

l"1t"" r- ... 

"Uma ge ratriz de uma dizima 

(de parte inte ira nã o nula) 

- ~ J .. 

periódica composta 

140 

8 

n, l 3G 

então: 30 
220 = o ' 136 

~enção das gerat rizes 

t Ou Per_i. , . - l cxa o 
Conl1e c nntlo-sc o nume r o tlcc1m~ 1 - " -

"' fruçao De fàci 1111 , nt e uma . 
Ódico , é possíve l determinar 

ratriz. 

l o Geratriz ele decimal~~ ~ ·n .Jf O 
. l e s pois sendo ri ~ -

A ' 111ais s 1mp ~ ~ Este caso e o l g ·Lr ismo.,,. 
toüos a " 

, 1 t:-1. coloc.-i r ,.. 
sarnente numero uecima l ~ ,)as ' uma potencia 

.., . denominador 
P ara nume rallor e colocar p"ra t d e cim-'l.l • 

- da par e , 1 al1rar1smos de dez i g ual a o numero te 0 

ExemElos : 

') -· 

far e mos 

Seja: 

'remos : 

o u 

ou que : 

23 
a .. 2,3 = lo 

b u 0,45 == 

<15 --100 

,150 ----= 0 ,450 ::: 1000 e. 

f/; c ll ª r~ Jrn ~;tante < 

.:xernpl o • 
l.'.·:, raves de um 

-4 ') o, ~ 

da geratriz 

42,42 - o,42 

-
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2 
= 10 

+ 

a 
s = --1 -

logo: 0 ., 25 = 

EXERCÍCIOS F o 

q 

5 
100 

= 

2 
10 

+ 

5 
+ ---

1000 
+ e • G • e • • e • 

5/100 5 / 100 5 
= = 9/10 90 1-1/10 

18 + 5 23 5 = 90 90 = 90 

1. Form 
de fraçoes basimais das seguintes e os conjuntt:.s 

frações.: 

ª º 
e o 

2 / 10 

1/100 

b. 5/10 

f. 4/100 

C o 8/10 

g o 23/100 

d 0 0/10 

h. 18/1000 

o u tra fraçao decimal e eqllivalente a ca,., Calcule uma ... . 
da fra :~ao dada : 

ª º 6/10 b. 5/ 100 e. 8/100 d o 10/100 
e ., 24/100 f " 200/1000 g. 3/1000 h~ 126/100 

3o Determine quais frações são b asimais ou não-basimais: 
a. 5/12 b o 16/60 e ,, 69/ 150 do 14/ 320 
e . 15/99 f o 23/273 go 28/88 h. 2400/6000 

4 • ~screva as ~ações do exercício 1 na forma de numerais 
dccilt1a is º 

5 . ··.se !'GV<:>. os rumerais decimais das frações basimais do 
ex.: ·,·e L; i o 3 . 

... frações do exercício 3 são , 
representantes de nu 

1,1 ; ros f r ac ioná r ios decimais ? 

','. ti\ .tç a : 1:-: au .i r,; oc;:; seguintes , tra ns formando OG nÚmcr os 

,~ .. -:-· :'.. ; :· ' .i.. s em fr u ç õe s tl ecimais: 
... . ~~ : 4 + 1,0 

bo 21,73 5\4 + e . 0 7 G52 + 
,... 
G' - - -

ªº 1,02 + 3,541 

< d 11 -p •.H ' lO O . 

Exemplos: 

0,462 = 

2,43 = 

4G2 - 4G 
900 

' ) 

= 

39 
~ = 2 + -90 = 2 + 90 

39 
= 2 9o 

.. 
= 219 

9o 
, 1 lJ : \~ _;_ :' r formu a -- --

. poderá em pre gar uma o l imiL .. Nota~ O l e itor , la que fornece 

ra obter geradoras, formu , . . dec ~escente 
- geometr1r .\ da soma ele uma progre ssao 

ilimitada· 

a ---s 1 - q 

onde : 

a = lQ têrmo 
têrm os e ''E. . te en tre <lois 

- ' I u oc ien 'l _ razao ou 
sec u t. .i. v o.-3 • 

Exemplos ~ 

a) 

b) 

e ) 

í;.. 

0 .002 + ~ " o 
0 ~2 0,2 + Os0 2 ~ I -· 

2 2 2 + 0 D 0 

100 
... 1ÕÕÕ ·- 10 + 

0 12 = 2/9. 
2/10 log o : 2/10 ~ a 

1:'1/íõ = 9/1 0 s --- =-= 1 (~ -
0 , 000034 + • e • 

0 , oo:H ·!-
0?34 = o ,3·l + 

34 + • o . 

!oooooÕ 34 34 -
= 100 

+ ioõÕÕ ::: 34/99 

a 34/lQQ_ 
-1100 s - - .. 1 -1 1-CJ 

0, 05 +- o ? + 

O 0005 + " º º núme r ::> 2 . ~ ~ 
O' 005 + ~ . trunente ao 

d1rc 
~ 1. ,}.in ~.r 

: ; 1:nJ.1.. · • 
o ?25 = ' ~ 

. • , , .., t i:imbGlll ,-, .... ;; ll.• ' :..l·-
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2 5 5 = + 10 100 + + 1000 ... ...... 
s = a 5/100 5/100 1 = 5 - q 1-1/10 = 

9/10 = -
90 

logo : º ~ 25 = 2 
10 + 

5 
90 

1 8 + 5 
90 

23 = = 90 

F0 EXERCÍCIOS 

1. Forme os 
conjunt~s de frações 

frações.: basimais das seguintes 

ª· 2/10 

eº 1/100 
b. 

f. 

5/10 

4/100 
C o 8/10 d .. 0/10 

2. Calcule uma 
outra 

fra ;: ã o dada : 
fração d 

g o 23/100 h. 18/1000 

da 

6 /10 ª · b. 
e • 24/100 

3. Dete rmin e quais 
a . 5/12 b . 
e . 15)'99 e 

5/100 

200/1000 

ecimal e eqUivalente a ca-

e. 

g. 
8/100 

3/1000 h .. 

10/100 

126 /100 
frações 

sao bas ima1·s ·s · 
l6/6o ou não-basima~ · 

e . 
23/273 

4. l s c reva as :Ir -

6 9/iso 

28/88 h. 

14/320 

2400/6000 

e
._; . 

açoes do 
deci~a is . exercicto 

l na forma de numera:iS 
· :SC!"GV(). os mmera. 

C '< · ···e ~ . is decimais 
~ - JJ.<!1 0 3 . das fr -

•. 1i ,t .i.~.; açoes basimais 
frações d o 

l i exer-c! . 

do 

• •. ros frac· J leio., ionari .., sao , 
,· . li' · os dec. r enre t d pll 

•tÇ<l. ar~ a .. · - 1"1ais? • sen a ntes e -
ui ::: oe ~ • · '" sen-u· ,1 .• ,. . . ; . . º llltes 

. - - · :·l . .i.g em frn. - , . ' tran 
u . '> " • Çoes deci s formanao OG nu'm,,,r os 

~:* + 1,D mais: ~ 
e . 

21 ,73 + 5,4 

1,02 + 3 ,541 
d . 
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8. Faça a s acl j ~~ e s do ~xcrc~~ i o 7 na pr~pria forma de

cima l 0 

10 0 

Faça a s subrraç Õc ... :-; e g:u i n t e s , transformando os n Úme 

r os deci mais e m fr acÕcs d e cima i s · 
.., .... 8,4 - 2,3 b o 25,34 - 12, 15 

Co . 8, 7 1,54 d o 1 2 06 - 0 ,758 

Faça 
, 

f ormll a s s ubtrações do e .:ercic io 9 fl él p ropr ia 

d ecima 1 0 

11 º Faça as - f ... ç o ··s d e -mul t ipl icaçoes transforman do e m ru ~ 

cimais : 

ªº 0 ,4 X 0, 8 
e. 1 , 32 X 3,4 <l ~ 4 9 5 X 85;2~3 

12 o Faça 

130 Faça 

Çoes 

0 exerclcio 11 n a p rbpria for ma decimal. 
a em f1·a -

as divisões seguin te s 7 trnrisforí.!?.n ° .. 
{ wa 

d e c· . quoc1· e n te uma f r açao ima1s, obtendo para 
si ma ) · tra ns fo f'ração d e cimal e depoi s . , . r me - a e m 

c ru 

numer a l clecimalg 

ª º 0 ,5 0,2 
i . 4: o , .5 b. . 

C o 1 , 2 0
9
7 

1 40 Tome a questão 

d. o 9 6 : o ' 25 
aeterminanilo: 

3 r esol va- a 
l • ªº e 

h o 

C o 

cl' 

e., 

:f. 

in tei r0s . 
o quociente e o r esto resto pelo dJ. 

l.·nclicado elo 
·a ". uoci~nte 1 0 e onr-a e r e o '1 _ de d e J! Om i n a dor ~ 

Uma f r aça o 
vis or como sendo uumel'aàor, 

indica.de no 
efetu e a <livisao 

ad:i.cione os doi.s 

. t·s e c onfira os 
q •Joc1cn ~ 

r c•s ul-

tados enc ontrado~-; 9 .,. ,.. n um só dispo.H.tt1. vo 
r ~ l cu lo n n tcriv. , 

Faça todo o ~~ caria pxsFagem prat ic <l 
. . - .s tuc1e b e m 

de d.ivi s no, e t eri o reso 
"s - a'' ·ens an 

comp ;•rnnd o ::is P" .,,. ~., 



15 . Faça a mesma . ' coisa , 
ou ~ ri ue f 
1 estoes i- ez n o 

.). b , e 13 
con c lui do º ªº º -'Lia l 

·~Xerc Í e i· o 
c ima.is? 13 . u" .._ 

e , x e r e i e i o l :1 corn as 

rcrrt"t , e:- .. p r· :i. l. t .: · • • v oce 

res1···' i to i ~ < i.l : ' c~us :-i.s cl~ 

cios a • 

Essa ·• . r egra . , 
• .J a est<1" a e b ? V <:, , 1· f ' . ' · · ica«a 

{ 

rx cr·c J. 

16 . Calcule os quo . 
pr~ti cientes i n<l i c ado . s com o 1. . . a ( i .spo:-:-; ; : , \· ·· 

co, empr d egando 
e casas . . decimais· 

regra de . 1 g un.laçã o do r..Í1me 1· , · 

ª· 1 , 54 o' 8 • 

b· • . 42 8 b 17. Áp'' .· ' : 1,25. . . • 23' 4 ' o' 02 
. +1.que : · d ~xe . . ' ·: na ques_ião 13 . • 386 ' 952 ' 62 9 5 

rc1c1 6 . . o C o O p . . 14 . · r oce d · ,. com - · sso . a . na · « , o na 0 d , sugeri d o 
,. :: . al inea ·d· . · .. ara ex·a t . . . -hlize . · • ' · d e·po i S d .· . ª a d1 nsco sugeri 
R . novamente· . . . . :· e a pl icar . < espost ·, .a a lín· a al1nen e, , u-

· es · s ucesslvament& a : Q . . e a e . uoc1 en-t º ' assim 
18 l · 1 aproximad . 

º Faça ' , 7 ~ 1 os ~ 
todo , · , 7 1 · 1 

Po 

calcul ' ? 714; etc º 
Sitivo o do 

l 

d exer· r· ~ . 
9 ,. F e div· - - leio ,. aça 83 d. . l..Sao ante ri cr· num so di_s 

visão· 
' 

lV. - o isoes 

conti nue 
seguintes 

a . empre gar 

q :~' ' I s o d isposi t ivo de di 
de e . 

a. 5 asas 
nÚmero 

decimais : 

a ., Ae gra de igualaçi o <lO 

,32 . . 0 , 3 com . aprox. 
. C:imo imação ª menos bo 0 ,85 

1 ~ ~f 

C o .34,6 

Co . 

t
,m ªPro · es. x1ma -lmo çao a menos de um ceE 

0 ~ 75 . 
20 com 

º Faç 1 • anr a as ct · esi • OXima -lVi - mo 0 . Çao cess o d soes do a menos de um mi-

-· e tr e.x:e , , Verif. ansform - rcici o • lque Se açao do d ' 19 aplicando -num as ~ • l o pro 
er os d ~·aço Visor ecima· eE3 se,,.u · e m i nte i ro• 

is a·u de , º intes são geradoras ne 

-
nume ros dec1· . , . "". mais perio il J.Cº"'' 

22 .. 

25. 

1 

1 

...... 

29<:.· 

n. . 3/8 b n 15/6 
C o 18/7 

Í o 40/250 

d .. 1 2/15 e o 10/60 
geradoras de a1 z imas 

-
No exe rci.cio 2 1 9 quais sao 

iier iÓdicas simples ou compostas? 
Obtenha os números decimais gerados por tôdas fr~ 

, 

-çoes do exerclcio 21 ~ 
Obtenha frações geradoras (ou geratrizes) dos nu

meros decimais seguintes : 

a n 32,4 b o 

d o o ,35 e ... 

e º 0 9 26 

f 0 0,23S 

o ~2o -
g u 1,025 

0 920 

h o 

kc 

2, 3 
0 , 46 

o ~ 54 
o,o2 i . ofozo 

j. 
Faça os seguintes cálculos ~ 
ª º 2734 + 1 ~ 6 + 2 ,846 + 7 ~ 2 + 9 

b . (2 ,5 0 ,42) + (2 , 63 - 1 , 8) 

(12,5 X 1,43) + (5 ,6 - 1 , 35) 

(2'101 - 1, 3 ) X 0,46 

(3 ,58 - o? 4 ) - 2,003 

c .. 

d , 

e o 

fo 5.,23 x i oo 
42,4 )C 10 

0,023 :x. iooo 
g • 

h o 

Ío 
3,52 x iooo 
0 9 4 " ioo 
5,23 X 0,1 

j o 

k o 
3,8 )(. 0901 

25,6 X 0 , 001 

( 3 9 8 •. JL) + (1, 53 - fõ ) 
10 

1 o 

m o 

n o 

O o 

ot· 

1 

' 
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RESPOSTAS SELECIONADAS 

Série I (Capitulo I) - pp ••• 
2 . c : ~; 2.fs ( a } ; 2.g: {i,j, k} ; 4 .e~ {(a ,j),(a,i),(a,k), 
(i ,j ) ,(i,i) , (i,k)}; 6: Seis correspondencias bi-univocas . 

s érie II (Capftulo I) - PP• •• 
3 . Claudi a- um, Elizabete - dois , Luiz - t r ês, Roberto-qua
tro; não é a lterado. 

Série III (Capitulo I) - PP••• 
2: zero; 5.b) treze - 13; 5.e) cinco mil, e novecentos e dez -
5 .910; B.b) sete; e s ete milhões ; 10.a) 6 524 346; 14 : 4. 

série IV ( Capitulo II) - PP•• • 
1.b: existência de elemento neutro; l.d: 8 é sucessivo de 7; 
1.e: propriedade comutativa, l.d., propriedade transitiva dai 

gualdade. 
4 . a : 9 + 8 = 9 + (7+1) por definição do sucessivo. de 7, (9+7)+ 

+l pe l a associ ativa, 16 + l por resultado obtido anter ior 
mente, 17 por definição de sucessivo de 16 , 9 + 8 = 17 P! 
l a transitiva. 

5.c: b + (a+c) = b+(c+a) pela comutativa, (b+c)+a pela associa 
tiva , (c+b)+a pela comutativa, b+(a+c) = (c+b)+a pel°i 
transitiva. 

Série V (Capitulo II) - PP••• 

l.b: 8 - 6 = 2.,.. 6 + 2 = 8 

2: t 4, porque: 7 - x 3 ~X+ 3 = 7 ~X= 7 - ~~X= 4 

7: a-b=O~a b +o ...... ª b, O é neutro. 

8: Pela equivalência fundamental. 

10: 

12: 

a - b x 4-a = b + x, (a+c) - (b+o) ~a + e = b +c+y, 

X 

~a = b + y (le i do corte), pe la transitiva: b + x 

b + y, =--x = y. 

a - b ~a b + x, x = e - d _.c = d + x , a+d = (b+>V 

+ d .. a + d = b + (x + d) ~a + d = b + o. 

14: a - (b + c) x - a (b +· c ) + x, (a - o) - b = y ~ 

(a - c) = b + y .,_a e + (b + y) ... a (c+b) + y, por 

tz:ansitividade: (b + c) + x = (t: + b ) + y, pela lei do cor 

te: x = y; ou: (a ... c)-b • x ~ a-e = b+x .,.a = c+(b+x).,. 

a = (c + b) + x ~a - (c + b) = x ... a - (b + c) = x. 

t 

-
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série --.;......;.V.;;;I (Capftulo II) - pp ••• 

2.aa 

51 

6: 

(3 X 4) X 5 = 5 X. (3 X 4) pela comutativa, 5 X (3 X 4) 
= (S X 3) X 4 pela associativa, (~ X 4) X 5 = (5 X 3) X 4 
pela transitiva. 
Aumenta -do produto do outro fator pelo inteiro, pela pro
priedade distributiva. 
b = c + (b-c), logo1 a X b = ax{c+(b-c)) ~a X b = a X c+ 

a X (b-c).,. a X b - a X c = a X (b-c) 

7: b b + O~b - b = Oe:::> a X (b-b) = a X O ~a X b -a X 

b = 4 X O..,_ a X b = a X. O + a X b ~ a X b + O = a X O + a X b 

=-a x o = o~ 

Série VII (CapÍtulo II) - PP••• 

l.c) 6:2 = 3<*=92 X. 3 = 6 

S.b) 20:(4:2); S.d) (48:12) : (812) 

6.a) Pela eq{lival~ncia fundamental. 

?.a) ((a:b)Xc) X b = (asb)X(cXb) ~ (a:b)X(bXc) = (Ca:b)Xb)Xc 

= a X e, [(axc):b) X b = a X e. 

Pela transitiva: ((a X c):b) X b = (Ca:b)X e) X b, e como 

b 1 o, pela lei do corte: (a X c):b = (a:b) X c. 

8: (a - b = y ...,a = b + y)~a:c = Gb+y) :c ~ a:c = b:c+y: c 

~ a:c-b:c = y:c ..- a:c-b:c = (a-b) :c. 

9: (a:b):c = y.,. a:b = c X y ~ a = b X (e X y),..a=(bXc)X 

X y ; ~a : (b : c) = y ......,. a = (b : c) X y 

Pela transitividade: (b X c) X y = (b:c) X y .. b X c 

b:c~ (b X e) X~c = b-.bX(cXc}•b ~ c X c = l .,,.c = l 

Série VIII (Capitulo II) - pp ••• 

l.ca 26 = 6 X 4 + 2 e 2 ~ 6. 

2: x = d - l - r, D = d X q + r com o ~ r < d. 

D+x = d X q + r' .. D = d X q + (ti•- x), com o.;;; r'.::.. d => 

r' = d - l. - Pela transitividade : r = r2 - x .. x=r'-r 

3: 

:::>x = d - 1 - r. Na divisão exata X = d-l. 

D = 12 X d + 5, D + d = 96 ~ D = 96 - d, 96 _ d = 12 X 

X d + 5 ~96 = 13 X d ::::.. d = 7 

• 
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Ou: Sendo o dividendo D + d, o quociente alterou-se (ex.2),12 
go passa a ser 13 : 96 = 13 X d + 5 ~d = 7. 

6 : 84, 9 : 33, 10 46, 12 : 12 e 40. 

Série IX (CapÍtulo II) - PP••• 

5.c) 123 ' 23 = 1728 : 8 = 216 

6.e: 2 
7 = 49; 6.hs 32 X 34 = 36 729; 6.ls 1. 

(ab)c = a bXc c X b = (ac)b = a 9: 

Série X (Capítulo III) -pp ••• 

F.l.l 0 c: 6 X io3 + O X 102 + O X 10 + 8 

F .2 .l.a: 7 X 102 +6 X 10+8=(2+a) X 10
2 

+(3+b) X 10 + (4 + e) =s> 

a s, b = 3 e e = 4. 

F.3.1.b: 3 X (3 X 102 +9 X 10+2) = (3 X 3) X 103 + (3 X 9) X 

X 10 + 3 X 2 
=9X102+(2X10+7) X 10 + 6 = (9+2)X 102+7 Xl0+6 =11 X 

X 102 + 7 X 10 + 6 = (1 X lO+l)X 102 +7 X 10 + 6 

1 X io3 + 1 X 102 + 7 X 10 + 6 = 1176. 

É • 3 de 1+6 = 7, pois 9+6 = 15,; 4, mais o quociente , ' 7 2 e 
e O resto e 1. Isto e: :, pelo mesmo divisor 2, t 

3 e o resto é 1, logo 1512 é 4+3 = 7 e o resto e . ~ 

F.4.2: 

bém 1. 

§.érie XI (Capitulo III) - PP••• 

2 : 8 e 32; 4a 8 e 6; 7: 24, 48 e 72 

10: 46, 48, ·50 e 52; 13: 54 e 23 
15 ~ 13, 26, 39, ••••• •• • 143. 

Série XII (Capitulo IV) - PP••• 
- • 4 e: pode; 7.cs x=2; 

a) 3 .c : 6; 3.e: 3; 4.as nao, • 
7 .f: 

X = 2 ou x = 8 ; 10.a .~'s 5 (2 X k+l)2 = 4 X k X 
2: Seja o ímpar: (2 X ~+l), temos: 1 se k é ímpar , 
X (k+l.)+1; se k é par .. tem-s.J: 8 X m + '·' 

, ' t 8 X m + 1. k + l e par, e tambem se em 

b) 

9: k X (k+l.) X (k+2) , - logo o produto possui -
a) Sendo k ímpar, k+l e par, , 

, par, 0 produto tambem -fator 2. Sendo k 1 numero 
possui fator 2 • ossui também fa 

b) Sendo k múltiplo de 3, o produto P, t " • 
- ' · 1 de 3 e do ipo. tor 3. Sendo k nao multip o ' 
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k = 3 X m+l ou 3 X m+2, então k+l = 3 X m+2 ou ·3 X m+3=3Xn; 
e de qualquer forma possui fator 3. 

c) Conclusãos k X (k+l) X (k+2) = 2 X 3 X p = 6 X P• 

série XIII (Capftulo V) - PP••• 
2. Sim, o múltiplo que seja igual a ê1e mesmo . 
já foram cancelados, quando se fêz de 3 em 3. 

11.bs 2 X 33 X 5; 11.fs 23 
X 52 X 32 ; 161 12, 

série XIV (Capltulo VI) - pp • • , 

4.a: Porque 
9: A unidade. 

171 18. 

3.as 40; 4e1 10; 4hs 35 ; 7.as m.d.c.= 40, m.m.c.~120, pois 
40 1 120 ; 10: 36, lls q=8, então qº=l,ou 3, ou:·5, ou 7, is 
to é, o menor pode ser: 36, ou 180, ou 252 . 13.bs q+q'=9; i.:2' 
go q=l e q' = 8, ou q = 2 e q'= 7, ou q=4 e q'=5, portanto , 
os números são: 12 e 96, ou 24 e 84, ou 48 e 60.; 18.aa 
(OD50)Dl0 = 50Dl0 = 10; 18 .c: (1M8)M(l2D4) = 8M4 = 8; Proble
ma 3: Depois de 189h, descansos: 54h e 63 h. Problema 5:Com 
30 flÔres, formará 13. 

Série XV (Capftulo VII) - PP••• 
5.a: x = 4; 5.d: x = 6; 6.as 6/12; 6.e: 10/12; 6 0 fs 12/12 ; 
10.as 29/40; 10.bs 9/18; .12 . ns 29/40; 12.b: 3/6 ou 1/2. 23as 
4/32; 25.as 1/8. 

Série XVI (Capftulo VI) - PP••• 
2: 27; 41 65 000,00; 61 90cm; 81 80kg.; 101 32; 1.21 9 e 27. 

Série XVII (Capftulo VII) - PP••• 
21 20 anos; 41 21 e 38; 61 780, 520 e 390; 81 30 metros; 
101 18 crianças; 121 48. 

Série XVIII (Capftulo VIII) - PP••• 

11.as 

19.as 

24.as 

25.ds 

,_51 2 3 4 5 \ 
\ ' lo ' E ' 2o ' 25 · · · J 

1 8 .zg_ 0,32 lo X lo = 100 

17,7; bs o,65 

324/10; bs 2 3/9 ou 21/9; 
k1 20/990~ 

o,3266; hs 23; ka 0,523; 

-o O o-

hs 20/99 ; 

na 5.63 

60 
iõõ 

is 20/lOO;j:2/90 
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1 f in:f'elize mentalidade 

9t Como livro texto, sindo ••• 

4 + tenha colaborado. 

7 t e Maria Roni 

11 de m aluno 

4 zio", etc. 

4t ={te,0,,6., ?, §,$, ,.} 

7f (Márcia; Renato), (L!gia; 
Renato)} 

8 (a;b) = (b;a) 

2 t {( (a+ b) + e) + e. ) + d ••• 

4 temos a subtração 

5 (a-c)-b 

5 , ·' . , e como aa vJJDos, e o ••• 

5 i são ternas ordenadas, 

lt 

15 {{2;z); A)} 

10 com divisor uma ••• 

4 nos 

9 f 2 33 6 

4 B = { l,2,3,4,6,B,12,18,24} 

3 que :rugiram •• º 

MATEMÂTICA,METODOLOGIA 
COMPLEMENTOS -Vol. I-

Leia-se 

in:f'eliz mentalidade 

Como livro texto, sendo ••• 

tenham colaborado. 

e Maria Reni 

de um aluno 

zia", etc. 

(Márcia; Renato), (L{gia; Edu
ardo) (L{gia; Renato)} 

(a;b) = (b;a), somente para 

{ (Ca+b)+c)+ d •••• · 

temos na subtração 

(a+c) - b 

é como já vimos, o ••• 

nomes 

são ternas ordenadas~, 
~ a rigor pares 

({2;z); A), ((2;y); •), 

((2 ;y); A)} 

com divisor 2 uma ••• 

, 
nos 

236 

B = { 1, 2 , 3 , 4, 6 , 8, 12 , 15, 18, 2 4 } 

que fügiriam ••• 
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152 
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lf 
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Onde se lê 

2 306 nã é 

pro 9 (ou 3) 

por 8 é prático, 

d~la divisfvel por 

diferente do primos 2, 

fator primo P com ••• 
o 

206 11 os elementos se equivalem? 

210 6 sendo que cada ••• 

243 ?t que denominou frações ••• 

250 8 t => a x b' a' x b 

272 9 e 11 não é basimal, 

292 6 t 3/22 

292 14a18 0,342 

-1-

Leia-se 

2 306 nao é .•• 

por 9 (ou 3) 

por ? nao é prático, 

cela divisfvel por ••• 

diferente dos primos 2, 

~ator primo Pb com ••• 

os elementos se equivalem; 

sendo que em cada ••• 

que denominou-se frações ••• 

=:>axb' =a• xb 

é basimal, 

o,27 

0,342 
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