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PREFACIO

A Matemétifgtrigg ﬁos prezados leit?res este trabalho

2 9 porque a nossa literatura correla=
ta nao possua outros trabalhos'", nao 'porque nao exise
tam grandes obras dos diversos géneros aqui desenvolvi
dos", '"chavoes" tao faceis de serem empregados; mas,
pura, categorica e simplesmente,; por julgar os livros
em nossa ]ingua jnsuficientes aos fins que a este des-

ting,

2 de Aritmetica, 0S setores

ia correspondente e 09
constituem as tres

Reuni nesta obr
a metodolog

teoricos e praticos,
0s qua_i s

tas complementares a
partes:

e sma

Primeira parvrte:

ARTTMETICA TEORICO-PRATICA,

Segunda parte 3
METODOLOGIA

Terceira partes
COMPLEMENTOSo

N . . ;
gnh?CIdO pordtogo:? i, no ensino
’rlog ja ha varios anos.,mui

Como, e vrec
ou de processos, quer di

da Aprjitmetica do curse prime

'?5 faihas, Quer de conceltos _
daticos; passel 2 apaligar malb cuidadosamente a verda

deira causa, Nao me€ foi dificil encontrar uma pelo meé-

nos das grandes causas: rarémente 0 0U1padg é o profes

SO0r , mas em gera] o mal esta na sua formégeé? ol s

lhor, na pseudwaormagao do professor primario.

Em Aritmeticas © mal se agrava, em vista da
rmais de preparagao da

&

Propria seri ao d cursos no

! . seriacao doS ;

2 gcola Elementala Carregam—-se os

Professo E

sores para 3@ ; . : o

P d?scip]inasa'quas finalidades € frutos sao

otimos, mas em detrimento exager?dog em relacac as ne-
A s e especificas do trabalho pra

cessidades mal oxima

. mais Ppro

tico. da labuta diaria do educadore Istoysemﬁentrar"no

mérito dos proprios programas;i au€: se nao sao inade-
atamento inadequado,distanciando

quados, permitem um trapas v
técnicas, mesmo pedagogicas, das

bastante as teorias © :
verdadeiras necessidades do professor com os educandos.




0@

Durante alguns anos, passei a estudar os va
rios aspectos das necessidades, pesquisando a biblio-

grafia possivelgﬁobservando as deficiencias dos candi-
dato§ a exames de admissao; entrando em contato com pro
fessores primarios com professares de Matematica do cur
S0 ginasial e normal, com professores de pratica do

ensino, com os quais fui discutindo, colhendo material,
sugerindo e acompanhando experimentacoes.

A partir de 1 961 iniciou-se, no Brasil, um

movimento de modernizagao da Matematica, reflexos  de
movimentos identicos iniciados poucos anos antes em

paises da Europa e da America do Norte, Tive, e tenho,
a satisfacao de participar de grupo de estudo e traba-
lho renovador, cujos contatos e reunioes, aliados ao0s
Meus estudos isolados, muniram-me de um elemento pre-
€10so para o tratamento moderno e melhor da ‘ritmeti-
c?;.quer no seu desenvolvimento teéricog quer como sub
sidio ideal para a aprendizagem da mesma,

Comecei entao a fazer novos estudos, pesqui

Sas e experimentagoes, que sancionaram na maioria das
vVezes as previsoes; agora,

% . utilizando nocoes da teoria
s ignquntos, procurando dar destaque as estruturas O
beratorias; Que permitem um elo seguro entre a

pe ; . ) vida c©

um elﬁ Aritmetica. Essa Aritmética "abstrata" e por
vezes arida", mas imprescindivel, tanto para o  homem
medio,

ned tgos seus afazeres diarios da vida, como para ©
em tecnico; ou mesmo par i icia.
; a o simples e rficial
entendimento da . rpisae

s relagoes e grandeza eri
: s n le‘“
senvolvimento cienti s e

Sara aidus Lfico moderno; ou como preparacao -

juntos, elem P:Ste§1ores, encontra nas nogoes de con=-

oferéc;ndo aznpiifutels e adequados para o seu ensino,
esso i "

ducando, I uma linguagem mais comum ao e-

€ mais unjifor
. me -
ta matematico, ¢ correta sob o ponto de vis-

Ao inicj =
ciar a s .
encontrar nos livreg redagao, tive oportunidade de

- 0 d :

cologos, 1logicos, mat © Brupoe de pesquisadores, de psi
tioa, meterts) q&e a egat100$s e de epistemologia genz
¢ o me de o i i
caminho escolhido U novas forcas e convicgcao no

Outro pontg- j
~ ) i
tao do ensino da Aritmét?gzrt?nte " destacar, sy sl
9

€ a infelizg mentalidade,

p*‘4‘.h-;_"‘IIIII.IIl.......IIIIIIIII---_______

Py -

¢3

mentes com 2

ola nova''s 0
Problemas

motiva-loa

itas
em mlllt‘
= formado : Nes
ter-se verdadeira "e€s¢ .
to a complexoss
. & cuidados’

(ue;, parece-me,
- 2 . 3 n na
ma ideia do que seja ufe

: : : el
aluno ¢ considerado suj

: eus 11
<sidades : de & 8% e
sociais, pleno de n?cebsqlhnos dar llberd:e que ele -~
agrada-lo descer ate ac ém geral equecs abaixar

' i b dizagem'i
Pulsos, dar jogos; Mma=s a aprel

a_-
ra ~ suas cap
i rme P2 e-10;
possui um potencial enoﬁlunog e triia-lhes-ﬂs oportl
¢ : § . ate ao rot ~ o assug
© nivel, QGSCCI ;rql desprezadaiélentos- SQbr? terra
a .no em Eer: . ria ‘
;dades 520 & ce demais mas da prop o arti=
nidades, deprecia~- a SO nossos te e oportun Educa
. ~ ’ em . an -
to, que nao ¢ probl ho © inte1055C0mmissloneT of about
d rov . e testemun , . ow
i gewei‘, i ﬁ M MCMUrrlnst ;omaﬂ should kgﬁzO
- . -l -
BS GO0 SLErLYNE inteligen nal-Marcte
tion: "What every 17 o' Home Jons num s0
" ° 1€es ir
edueatlon"g In: Lad : preunl
In 5 olvi meto
. Jerago®€ Fes’ticas i B n-
Destas conside Ariime Compleme

livro a teoria e @ pratlcintei
dologiaj; bem comOy
tos, onde o professor

res a Aritmetica e s€U

ta
o5 pitulos complemert=
L ca

o as:
finalidades g e
om

2 o profes-
I, Profess—— ndo aue mgterial

=

se
aq te
gultas artes 77
o de con ercell b a prime1ira2

a e ” {raras d aritme
7 err‘l_lﬂd con as a —
Sor encontrara, “aailzs, e . dades edzdicar o seu
Para guia de suas 7 pro e ouPadﬂ de de justifica“
Parte, a COHCQltua_'gentementeoﬁstragoeb
tica, ficando, evznto ann

tEmpo tendim

ao enten

. ’rj_QS=
W f gsore prime === -
proi€ poderao
I"Os / do que
11, Futes= textos Sgns cursos de for
ivroT .. ica D idadeo =
a) Como . atematl ;om todo CU1gomo o
. . 1 na udan as bem o
Seguir, na dlsclpllarte’ es © reg;le;as. Estarao
magao, a primeir? i :t :08 € PTro i

. ropr 1cl ~
Os conceitos, as P exer® retamente

% de~-

es . rofissaos
Solvendo as ques®® ' apdo °0 Lcfcio 42 PTG or ineren
desta forma se Preando no ecom recisao e dotes Dpes=
lnt3gral‘ para, q-u ntel ua atengao

4 a e
Sempenha-la P?rfel edicando
tes a disciplinds
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S0ais a uma aprendizagem melhor;
0s ensinamentos e sugestoes
psico~socio—biologicoso

aplicando com acerto
me todologicas e cuidados

b) Como livro-texto ou

de pratica de ensino ou
culo; quando utilizara a segunda ¢
livro, Nessa ocasizo
Zar apenas estudos
parte, para bem

tomados, 0 futur
te,

de consulta, para a
metodologia de cal
terceira parte do

0 futuro professor devera reali~

de revisao e consultas na primetrs.

entender os cuidados que deverao sel
© professor devera ter sempre em men-
ino e aprendizagem nao po-
transmissao de informagoes ou para
tolhendo desta maneira o raciocl-

ensamento matemético} em formagao

e desenvolvimento; €, para o aniquilamento do espirito

cientifico, descobridop inventor, comparador, em em-

briae no aluno,

disciplina

aquisicao de regras,
nio e a éssencia do p

IIT. Professor Primario em Aperfeicoamento:

i Como 1ivre de consulta:

devera gep utilizada 4 Segunda e g

estgdandog discuiindo em seminarios
tagoes, oqn Comparande com ag
¢ias e praticas de ensino,
meira parte, verificando a
Se obtem conm

de modo particular,
terceira parte, mas
; Tazendo expey imen.
Suas proprias experiens
efetuando consulitas a pri=
exatidao dos resultados que

Iv, Professor de Mateméticas
T =X Tatematica

. a) Como livro-texto para 0s se
matematica do

curso normal desenvolvendo
Parte do livro

LV, buscando tambeém na terceir
Cursosg auxiliare 40 professor a o

de Propriedade o
» da exigencia
agem, conforme
; Sem contudo,

lementog a re

us cursos de
a brimeira
a parte re-
Xxcjusao de
U teorema, -
nNos trabalhos
0 nivel deseg
deixar ge mi=
Speito,

> -

t ara que possa orientg;siz:
S R ec;opao fato de que sua oo
lhor o seu curso, ate;gi;aga Ao profegsz;,de -
orei-d 355922;:1 E:sim, o ensino dos topic
escola eleme °

uagoes, para exem-
~ : as de eq ~ roces=
- e sistem icoes de p
bra sobre ecluagoezevem ser meras repetig

if3 nao
plificarmos,

i dos
: i g vem ser orienta

4 do curso ginasial. Eisos habeis ao futu
S0s e calculQS ue fornega rec =0 e determina-
a uma aprendizagem g_.o para a resolug
- fessor primario, do aritmeticoo
{Erodpror raciocinio adequa
¢ao de um

cur-
a os seus .
livro de consulta Page encontrara
1 5 ] on F
b) Como ginasial, on ] todolo=
€ Irso g : ica, me
tematica a0 €& os de aritmética, ntando
sos de matemat! os e pratico do e complements
elementos teoric ntares, m91h°rantext0 de curso gina-
2 e : -~
gicos, e complgmseadas num 1livro
a
as suas aulas
sial., ino ou
Ensin® =

‘itica de E
V. Professor de Praticd =
-]

Metodologias

ivro-tex=
esmo 1liv
sulta, ou M te; com-
]ivﬁo de Con tercelra par 2
Como 1 da e : is
fonte a segun erais educacionalso
to, tendo como eus estudos &
0s S
Plementando

2 dagogia: ‘
rofessores de Pecag?g2=

tudos
te para es

ta e fon

consul

2
W 1, para sem
]_SSlOna 9 A~ &

a tarefa proﬁnto de referencia pa
P

tivas de processos,sem

VI, Futuros P

de preparagaO_Paraoium
narios de ensino; O jcas com
ra pesquisas Pfdagofemética.
fugir a exatidao ma

para

i os
& ilidade para
tamee Sarna ie Eiiia, e para ins-
Lo em
E, acred;special de'mgrio.
idatica : rim
e didatic Aoser
cursos d lares do ens voton aun
petores esee de agradecer 2a n
. ao do trabalho; mas, pe
SR~ pio da coleta de d?“
0 ibui-
professores que contrib

s o2 ssivel relaciona-los para
impo

Nao podia dzl
n
tos tenhamcolaborado®

£
o Prin01
lo tempo decorrido,desde

am
dos; pelo grande nmente
ram, geria humana




um agradeci

d iment i

a nao dar um rég ggmlnal’ com o perigo de arriscar-me
mpleto; apenas gravo nestas linhas

05 meus si
inceros a i
& t6do8. gradecimentos e o meu muito obrigado

Confia
nte . ~ %
postos, e que as finarlla'ldlmportanCla SOE DRUEREVER o
0 maior agradeciment idades serao atingidas,julgo que
termos contribuij Nto e recompensa & e ’ go q
uido para a infancia es lsperanga e
A colar,

pro-

fessoras,
experimentagoes

da parte d

rida eSPQSaDeMma?eira especial,
z ] aria d

I - o} C

,t}a? que alem de ter armO,
opicos, item por i

ra, ite

: agradeco a minha que-
omtor d‘ambew professora primé-
- fgi iscutido a totalidade dos

? sempre a real incentivadgQ

3 . De maneir :
pPrios fil - - carinhosa A
prive filhos: Haria Togina, Rark, Reger, o Marss nou
¢oes e experiénc'e prestaram tambem a vér? Maria Reni,
las; e, a mais nova, a M 18 observa-
’ aria Rose, pe-

quenina
- . s Que foi . -~
lagrimas, leniti por muitas vezes
s lenitivo e higie y COom seu sorriso ou
glene mental.

Aperad
lei gradecemo .
eitura e tambe S ao leitor que m
m com sua critica ami e honrar com sua
mlga,

Ruy Madsen Barbosa

capiTULO I
NUMERO E NUMERACAO

Para podermos
mero, daremos inicialmen
Juntos, o que tambem nos

riores,

Ax Gonjankos

Ja estamos familiar

Junto; pois, na vida diaria,

c X -
ontra-se em situagoes
- conjunto de

- conjunto de

- conjunto dos habi

- conjunto de

- conjunto de

Empregam-S€ comume

Elﬁﬁﬁgl etc.

Para rep

tilizar as letras latinas
e conjunt® B,

di ey
iremos conjunto: A,

Quando conhecemo
presentaG

Junto, podemos dar as re

Mma lista, e coloc

n
ados '"chaves', como nosS
a) O conjunto

sa, Eliana

{Eloisa,

b) 0 conjunto

te alguns elementos

resentarmo

a-los entre

dar uma ideia da nocao de nu-

sobre con-

sera util nos capitulos poste

jzados com 2 palavra con

o homem constantemente en

com:
alunosS,

1ivros,

tantes de uma cidade,

irmaoS,

frutase.
nte 0S sinonimos:colecao,

s 08 conjuntos podemos u-

maiﬁsculas: A, B, C, etc; e,

etc.

s O0S elementos de um conjun

ces dos seus nomes nu

denomi-

0s sinais g

seguintes exemplos:

constituido das meninas: Eloi

e Eliete,

Eliana, Eliete}

constituido das letras: a, b,

representamos por:




cy, dy, e e:

Fd

{a, b, ¢, d, e} .
Quando um elemento x pertence a um conjunto

A indicamos:

x€ A; e, em caso contrario indicamos por x ¢-A

B. Conjunto unitario

Diz-se conjunto quando se possui um so6 ele-
mento, assim,

admita-se que de up grupo de alunos pre-
tend

€-Se separar o conjunto de alunos que usam

oculos
¢ verifica-se entao que do grupo,

S0 um usa oculos;con

dewm aluno, um conjunto
com um s0 elemento chama-ge conjun

tinuamos a dizer conjunto,

to  unitario.
Indicamos da mesma maneira,
Assim, {a]}

€ a Tepresentacao 4o
"a."D

E possivel dar o ¢

ConjUﬂto
"unitario com o0 elemento

‘nceito de conjunto unita

T10 sem utilizar 5 Palavra myyn

: . ? aSsim dir-ge-ia con -
Junto unitarijo A, a todo con

. Junto papras o qual ,qualquer
que sejam os elementos x Yy tais que; x € & 5 € A,
_‘?Ht_s:_"—if__&, {V’C, 7T€A 2= : el
C. Conjunto vazj, &?}

H q_ue determi .
ha quaig ¢ mentos
que pertencem e os'q s . i

Junto nao Possui ele
vazio,

e tal que o con-

- rd
Dizemos que o conjunto €
Que ag Criancas vio reti-

dro de

Vi balas" atg esvazia-lo; po-

"o Vidro de balag est

Mentog,
Admita por €Xemplo,
"ando balag de um "vi

deremos dizer

a Tazmigh ou "vidro

VRI.........-I--—————f

E. Igualdade

3
) Nyidro" nac
) 5 ue o Yi
de balas vazio", o que significa, q ~ emelhantes
. a oes seme
possui balas. Analogamente, em situag

z1i "’ etco . ‘ ﬂ
j om :
Indicamos o conjunto vazio ¢

D. Sub-conjunto

us

junto B, dizemos gue .

um con
elementos pertencentes a

é sub-conjunto de B.

T Indicamos: AC B

- tido em B ou
2 sub-conjunto de B, A & koR
ey lemos A e su -

pe B . - . i d
A e parte de B nao seja também contido em A, A e
Caso i

- . e esté contido Prn-
ub conjunto proprlo, ou q
chamado sub- u

. SIS

_— s conjunto= ﬂ C Aa

ele & contido em qualquer €7 ————
Exemplos

{Maria, Marta]
C
-{Newton, Bete }

{a, b9 c,_} C

i elementos,

C {Maria, Marcia, Marta}
{Newton, Bete}

{a, x5 by €y ¥y % a}

elementos,

que possuem 0S NeEmos
. s
ConJunto

claro que A S8

[ B9

sao iguais; ..nto do outro.
qualquer um é sub-conjun

ey
Indicamos: A 3 amente,

CBe BC A; e, Teciproc
logo A = B, entao A

e
F. Conjuntos Cruzados »
Quando dois conyj

Conjuntos Disjuntos

conjuntos iguais Ae B,

untos A e B possuem elemen

)f



t

tos em comum, sao deneminados conjuntos cruzados, ou

que se cruzam, ou ainda que se interseccionam,
Indicamos: A M'B ou AY B.
Exemplo

{a, b, ¢, d, e} H {a, b, £, g)

Quando os conjuntos A e B ndo possuem ele-

mentos em comum, dizemos que sio disjuntos ou separa-
dos. '

Iﬁdicamos: A ]lB

ou ADCB
Exemplo:
{Lucia, Laiz} ” {Lurdes, Leda, Leticia) 2
G: Uniao e Interseccao de Conjuntos
. Dados os conjuntos A 2 B, ao conjunto C,
constituido

dos elementos que pertencem a um, pelo me-

nos dos conjuntos A @ B, denominados conjunto uniao.

ihdicam051
' AUB=¢C
Exmnzlosg
a) A={a, b, ¢, d)
B = {b, c, ¥, g, h}
AUB = (a, b, ¢, d, f, g, h}
b) E =:{ *, osfi}
F ={:? ’é ‘i;"]
EVF ={.,0

1A,7,8,%, 'y

Dados os conjuntos A e B, ao conjunto C,
constituido dos elementos comung (elem

. : entos que perten
cem simultaneamente 205 conjuntog A e .

B, denominados

-

————————

‘AﬂB:C {

Exemplos:

Usando os conjuntos A, B, E e F anteriores, te

remos:

{b, c}
ENF= §

H. Produto Cartesiano de Conjuntos

ANB

Il

(E e F sao disjuntos)

Dados os conjuntos A e B, chamamos produto

tesiano, de A e B, ao conjunto cujos elementos sao
cartesl 3
——

t d are 9 p

r pertence ao conjunto A, e o segundo elemento per-
Pa

tence ao conjunto B.

Indicamos:

AXB
Exemplo:

o : Z -
A [cristina, Marcia, L1g1a}

p = {Eduardo, Renato}

X B {(Cristina; Eduardo), (Cristina; Renato),
A =

(Marcia; Eduardo), (Marcia; Renato), (Ligia;
! -
Renato)} (L{ca{é, , L:'tlvta,wls)

Notas:

Considera-se par ordenado; assim caso a #£b

b a)a
temos (a; b) £ (b; ‘
em 1 Observemos que 0S conjuntos {a, b} E{b, a}

nas. 6 muito comum situagao em que a mu-
9

sao iguais; " % . .
os implica no aparecimento
dos element
danca de ordem




de novo ente,

Exemglos:

a):
) Mudando-ge 35 ordem da latitude e longitude, ob

globo terrestre,
b) Em "Heitor & pai de Angela",
dem dos nomes,

se mudarmos a or-

devemos colocar "fjilha de", Pode aconte

cer de termos 'Hei o i 4
§ "Heitor e pai de Heitor", é claro que

a - - ~
qui (a, b) = (b; a).; I Mmenle P..\‘f‘&. nNeweg,

¢) Em "Ep o i
nesto gosta de Vera", e bem possivel ques

trocando
08 nomes, deveremos colocar "nao gosta.

I enci
5 Corresgondenc1a - Bi-univoca

to 9 0 Segllinte °

IIU : g
M antigo guarda (que nao sabia contar), para ve-

rifj 1S3
1€ar se os prisioneiros nao

ror fugiam, fazia-os passar
ma porta:
Porta; e, para cada Preso, que passava, coloca

Va uma pe
Peéquena pedra numa sacola; na manhj seguinte re

betia a Operacao, mag retira:g

¥ as pedras d la.
Nao sobrande pedra o 1

n o 3 - =
. a sacola sa. ia que nao houve fuga
urante g noite,

Ob
Servemos, que do fato do guarda nao saber

descobrir as fugas,

0 que ¢ i j
Que ele fazia, Inteligentemente, era colo

Correspondenec ; i i
ndencia bluunlvoca 0s elementos do con-
--___B_______~___________

Junto de prisioneiros com
pPedrag,

car em

n

14 antiguidade;

muitissimo

nos dlas_gtu@iﬁs por

vmente um elemento de A,

homeans eiros,
nio civilizados, para contagens de homens, guerr
rebanhos, caca, peles etc.
Esquemas:
e o o ¢ o |
% % 3 # Fig.l
e @ © &

40, 0y %7

{a:bscad} \

Fig. 2

De uma maneira geral, consideremos os con-

. <

‘untos A e Bo Admitamos que seja possivel, associar
jun o AERASETER . P
il 1emento de A um elemento de B, sem-repeticao, e
cada ele ) e um e .1cimf -

- % =
. . » rocamente, a cada elemento de B um e s
tambem, recipr .
2 sem repeticao.
! entao

ue entre os ¢ entos dos
Dizemo

Ny : .
i fi pondencia bi-uni-
C,Bﬂiﬂf,f_xaﬂéjﬂﬂé corres

juntos A - = enci i
gon Jun or s estao em correspondencia bi-

onjunto
voca, ou que 0S C nju Lo
ou correspondencia

se temosy
a disco uma sO capa, e a cada capa

" ym x um" (um por um),

£
voca j .
uni : um conjunto de discos, po-

Assim,

demos associar a cad

g ociar
. 1SCO0o .
um so d da menino de uma classe podemos associ
A ca a < - -
da lugar podemos associar um s6 meni
) 2

o seu lugar,; a C 2 ‘
e jpmles el awm govrespondéneia é,—.,-un«uc!c_cg_"

no; etc Ruends o3 i a i
; o Bl tambéem que os conjuntos sao eqlliva

DizemoOsS;
L




' 9
ar D= = e
:Hf;q sp=gp AT
/) -
lentes; indicamos d) AeD e) BelD f) AeF
AvB ' g) CeD K} De R i} BeE |
e; lemos: A eqllivalente a B. 9 . No exercicio 1, calcule: \
E importante notar que para os conjuntos e- a) AUB b) ANB ¢) BND
qllivalentes sao validas as leis: d) BNC e) AUE £) ANF
a) Lei Reflexiva: g) EUD h) BNF
A /LhX‘H it 3 3 - Escreva O0s raciocinios para mostrar as leis, re
=N P & o - o . o
. 4 -, f&&#%? - i e transitiva ara eqllivalencia de
Todo conjunto & eqllivalente (ou coordenavelﬂ a flexiva, simetrica, s P
com ele proprio; {H Q'PAJ conjuntos. )
< - - -
b) Lei Simetrica: 4 - No exercicio 1, determine:
a D b) DX E c) CXF
Se A n/B, entao B /A, a) AN % B
c) Lei Transitiva: d FXC e) F .
@ - Tenho as cadeiras: a e bj; e, as meninas: Maria
Se AVB, e BN C, entao A nC, -
Nota: e Irma. ,
- Quantas e quais correspondencias bi-univocas
Os elementos que se correspondem sao denomina- untos? Faca esquema
dos homologos., podemos estabelecer entre os conjuntos: Fag RHES
o juntos:
J. Exercicios: 6 - Idem ao exercicio 5, com 0s conjuntos
Série I e S, } e |7 Py } . Faga esquemas,
--____- -
1 - Dados os conjuntos: T—. K. Numero Natural

A - {a, b, ¢, a, e} A nocao correspondencia bi-univoca nos leva

B - {c, 4, e, f) jmediatamente a aceitar que a quantidade de element0§

C-{ de A e igual a quantidade de elementos de B.

“1¢, d, e, £ % : s
v B2 By By h} ) iste carater comum aos conjuntos nos da a i-
D =fi. 3 ~ . : : . S Rt
{i, 3, k) déia, a nocao de numero, mais precisamente de numero na
E -{dy iy k) ~tural.
P o= {a, 1} ' Dizemos que os conjuntos A e B, tem o mesmo
7
Qg -4 - numero de elementos; cujo conceito, independe da nature
' 15 as relacgoes exXistentesg entre

za e da ordem dos elementos constituintes.,

a) AeB b) Bec ¢) Aec Caso os numeros de elementos dos

A3 Ba e AL Anc= e
D —

conjuntos




10 72(A)=a
AL(ZB) = 4

A e B eqllivalentes sejam "a" e

A~ B < nl4)-= 7B) - a

- ™ respectivamente  di
"b" representam o mesmo nﬁmero,
sao iguais, e escrevemos a=h.

zemos que "a" e ou que

Para a igualdade de nuimeros natu

rais sao va-
lidas as leis seguintes,

a8 quais sao conseqlléncias di--
retas de lei para conjuntos eqllivalentes:

7a) Lei reflexiva: a = g

Todo numero natural € igual a si proprio.
vb) Lei simeétricas:

Se a= b, entao b= a,
/c) Lei transitiva:

Se a = b, e b¥c, entao a - C.
L. Numero Inteiro

Extendemos a nocao de numero a conjunto

va-
zio, e dizemos que o namero de e]

) eémentos, de um conjun=
to vazio e zero,
A

O conjunto dos ng : -
| J SERE108 maturais e, do nimero
Zero constitui o conjunto __

dos Limeros jint
Plesmente,

eiros, ou sim-
L ; e
conjunto dos inteirog
_-_‘-——______ﬂ
M. Desigualdade:

rocu >
P Tamos por ep Correspondencia bi-
A e B quaisquer,

.Pode acontecer os

4~

11
(A é eqliivalente a um sub-conjunto proprio de B).
Az o (9] o)
H z i Fig. 3
4
B: o ) o . P - ® .. . &
Exemplo: (). {4, e, +, o] n(p)< N(B)
lB:{a,b,c,d,e,fJ. = &K < 4
Fig.h4
A B, ¢ CB. .
¢) Nao é possivel colocir todos elementos de A em

respondéncia com os elementos de B; entretanto, to-
cor - . 2 <
d de B podem ser colocados em correspondencia bi-uni-
oS e g

om os de A. Neste caso o conjunto A e supervalen
voca ¢

1 o conjunto B, (Um sub-conjunto de A ¢ eqllivalente
-te ao ¢ ;

a B).

, O
hx @ B B . -5 s B By
I 1 i Fige 5
B: ® & @& - - - - ®
Exemplo:




Conj : ;
onjuntos: {A = 14, 0, 4, o, 4 7. <;9J)J:> 01<f£3)

3 =GRy ¥y 2 e =t

que o0 numer e B:
o -

de EIementOS de A é y €m c dlzemos

5 ma

elementos io
e -
de B. —21 que o numero de

Caso o -
indicamos: S respectiypg —
m "a e p"
a
< b (a menor que b
E]

0 "
A >y U a inferjop que b)

(a maior que b
As relacgoes ante 2
—dade. .

ou
rior % Superior 3 p)
€s 55n !
:eanin
adas d
e desigual

Result

a dOS c

- nter.
% Mikeros. inteiros: VRN Seguinte ]ej
) €1 para

Efl da_Tricotomijg-
—— ‘——-—__- -

a) ‘Lei Ir e 550 Vél. -
r - lda .
‘—“—:—-SflEEEXQ: 8 a8 leis; eé&zﬂcﬁlomééw

a4 nao e meno /
b) Lei A = & 3 (.ll.le a -

=S SRNctricy ; * © 2 nao major

Se ga : que a,

a

/ _ _

¢) Lei Transitiva:
a< b, e b < ¢, entao a =L ¢

Se

N. O conjunto dos naturais.
endido o numero gzero; no caso do con-

Yemos apr

junto unitario, dizemos, gue O nUmero é um.

Excluindo-se de um conjunto um elemento,e Ve~

rificado, que ficamos com um conjunto unitario, dizemos

que o numero de elementos de conjunto e dois. Analoga-

seis, sete, o0ito

mente, diremos: tres, quatro, cinco,

nove, _d_QE, ec. [f.«'g‘,if,-_.".--,a, :}—‘yffhp;.’-)

fistes nomes podem ser introduzidos tambem pe-
la ideia de sucessivo: Pela Lei de Tricotomia., sabemos
gue dados o0s numeros 'a'" e np" desiguais, ou a < b ou
a precede b, ou gue "b'

b ~ a; seja a < b, diremos

sucede "a'"j; caso nao exista numero inteiro que seja -
maior que 'a'' e menor Jue np't, dizemos que "b" e o su-
k———_—Jﬂw——’-—ﬁf—ﬂ__*__—ﬁr—#_—_ ' I 1Mt 4

cessivo de "a'", ou sucessor de M"a", e "a'" e antecessor
TRy

de "b". Denominamos entao:

dois ao sucessivo de um,

ucessivo de dois,
ivo de tres, etce.

5
tres ao S

guatrec ao sucess
nto de naturais

a correspondencias bi-univo -

Com 0 conju podemos agova utili

2 ~ 4
za-lo como referencld par
Cd ~ - - -
cas, Para representagac desse conjunto utilizam-se as
jormente dadas,

(hindﬁ—érabes, no NossSo caso).

palavras anter (um, dois, ete.) ou i

nais(*): os algarismos
deremos um conjunto

Consid de n elementos. Sepa-
lemento, que diremoz elemento um

remos do conjunto um €

ou primeiro.
Separemos aind

a do conjunto um elemento, que




ou terceiro,
Zerceiro

elemento
£ emento

quatro ou
" ddarto,

elemento cin-

€0 ou qui
into 5
» &80, atd que toma
remos
0

-

ou enesimg
—_—1

construi
1r o ¢ . .

°njunto de p ele © qual ira re-

o ment
Ste p 0os
T'oce
tagemo SS0 e denominado«
contar o1 (P

0. Nume —=itar ou con

o naturalsn
e ©
um Pig. 7
dois -
porém
' €m orde
m (¢
om
ral). ASSlm o dlZemOS -
o * 4 cadg el © 'lmente 5
Um numero pat emento g4 . ’ Na ordem natu

ural -
te um nﬁm ?

do ou a
—_— uma & BSim
SucesSa‘ Conslder .
oraena-=
———

Fe

himer s
¢ cardina))
2lemento eiticn ’ ,
2
era
a o

ultimo elemen-
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rnente, so 0 Gltimo eleuento de um conjunto ordenado e o
o conjunto possui cinco elementos.

elemento cinco,
o conjunto de uma fami

Considere, a exemplos
i""l’ ,«r‘“ " ot"

1 .8

zabete, Claudla}

conjunto em corresponden-

Tdas -
+ L ,

{Luiz, Roberto, LEli
Podemos por este

cia, por exemplo, com O conjunto:

{um, dois, tres, quatrol
sem nos interessarmos pelos elementos constituintes dos

temos no caso, que a familia possui

.
rdinal); porem se a  COrres-

hascimentos  (idades),

pares homologos;

»
quatro criancas (numero ca
tendendo 205

& - L -
pondencia e feita a
s velha), com o um primei-

por exemplo: Elizabete (mai
s (seguﬂdO)u
uarto), temos fornecido a

ro), Roberto com o doi Luiz com tres (ter-

ceiro), Claudia com quatro (q

e ordemg ordinal, gque indica a

cada crianga um numero d

posicao do elemento na sucessaos
P. Exercicios
]
Serie II
& £ = .
1. IEscreva 08 rac1oc1nlos para provar as leis, re

e transitiva da igualdade de Hie

flexiva, simetrica
ros naturais.

2, Explique a PTre
junto de moga

valéncia, eqiivalencia e superva

lencia, para o con s e de rapazes de  uma
de um baile etc.

determinada class€,
£
a no item 0, faca a

o da familia dad

3. No exempl
mentos do conjunto de criangas

correspondencia doS ele
pela ordem das injeiaisgs U Bumerq cardinal e alterado?

a sala de aula os estudantes ocupam suas car

4, Num

-




so0 estudan-

te;

o 1i .
IIVro,‘maS ha alguns

I- De
I1I. D eStudantes e o e carteiras?
* Y€ carteiry )
111, ., Livros 5 e o de livros (1essa ordem) ?
b) Como s3o os ? - eStudantes (nessa ordem)?
Numerog g .
guntas anterjoreg? °8 conjuntos das trés per-
Q. Numeracap

adot S '
ado. ap Quase - todag na-

. 1
i - ut
f tlsm°s’ *) os Mais gao g e i ®lmais, ou al-
& o, cham e ori . ,
ados algarlsmos i g?l~h1ndu-arabe por
0 1 =arabijc
5 2 os
T+ 35
Zero u; 2 -~ 6 7
nove, * AMatro, cingq
]

sei g
eis, sete, oito,
Um Sistem

de "bY ginaie. . o€ base mpn ., .
: 2zadico

Sen ‘
lor de - w do up sinal pap » consiste

OS] ao a o
vale "pn . ' UM sina) dolocage 2 #€ro, utiliza va-
eZeg ma; a =
ai es
% g S se estivegge na duerda de outro
leraes quel o
tos, a falag €a0 poge B a posigao (**),
-_._____.'g e g Sep

ar
ada ep dois aspec-

tanto eScritg. i..,.
* Qualquep . ——=ta, 1nt1mamente -
i ePPESQHta 2 lgadOS; .
! ) ,}1’\.3_{ Cao e numeral -
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Os nove primeiros numeros sao denominados unidades.

0 sucessivo do nove e o dez; cada dez numeros cons-

titui uma dezena, e conforme O numero de dezenas, pos=-

Suem nomes especiais:

duas dezenas vinte

tres dezenas trinta

quarenta

quatro dezenas
cincoenta (cinquenta)

cinco dezenas

seis dezenas sessenta

sete dezenas setenta

oito dezenas oitenta
noventa

nove d dezenas
Os numeros compreendidos entre o dez e o vinte pos-

Suem os seguintes nomes:

0 sucessivo do dez e © onze

onze e o doze

doze e o treze

treze e o catorze (quatorze)

catorze € o quinze
quinze 4 o dezesséis(dezasseis)
dezesseis € © dezessete (dezassete)

dezessete € 0 dezoito

dezoito € o dezenove (dezanove)

reendidos entre vinte e trinta, trin

Os numeros comp
ta e quarenta, etc., <jo formados com a parcela da me-
nor dezena seguida do nome da unidade; assim temos:
vinte e umy vinte '€ doisy; « = vinte e nove;
trinta e um, trinta e doisge o « frinfaﬂe_nfve;

Sy e e =

depois do noventa temos:

Da mesma forma,




noventa e um, noventa e dois, . ., . noventa e nove
0 sucessivo de noventa e nove e o cem,
Cada cem unidades constitui uma centena ou cento.
As centenas recebem og Seguintes nomes:

uma centena ¢eém, centenas, cento

duas centenas

duzentos
tres centenas trezentos
quatro centenag quatrocentos
cinco centenasg Quinhentog
seis centenag Seiscentog
sete centenas setecentos
oito centenag oitocentos
nove Centenasg nOVecentos

Os numeros
zentos e trezentos,
dos, assim temos:

cento e um,

cento e dois,
Da mesma forma depois do n

nhovecentog e um,
nove,

i e
noventa e nove mil

o _ |

0 sucessivo do 'novecentos e L i

l or
noventa e nove, que C
novecentos e
ilhao | N
lhares, chama-se milhao. s N
! :
ros se
] de nume
Os conjuntos

recebem os nomes:

mil bilhoes —_—
mil trilhoes quf_t e
mil quatrilhoes quinti

s sextiliao

y - 1hoes sextilhao ou ey
IkE1L QRRANALES tilhao ou setilia
se

mil sextilhoes . o cbsT4E0

octi

: C
preendidos =

om
Para os numeros ¢

i man-se
A : mil cha
mes ja formadose. — mil em
ter
tos an
Os agrupamen

classes:

imples
1 das unidades simp
classe

i lhares
classe dos milh

dos milhoes

classe i -
i 1h0 variam
e dos bilhoesS; s 3s ordens, que
EDimes da em 1res ——
& separa
Cada classe
de dez em dez:
ades

id
ordem das unit

s
ordem das dezend

nase.

te —
ordem das cen 5o escrita

~ - .ili_
decimal ut
eracao dec o
de num L

ra
nume
Vejamos agora, & ——

; a
stem
Ja vimos gue 0 S12——

arismos'
6, 7, 8?

za somente dez alg

5
O, 1, 24 3y %

9: os quais permitem re
1

¥




pres
entar todos os nimer
0s.

Utili
l1za-se
o Pri z
Princi

"y ) Pio Fund -
% m algarismo escrito 3 2fental:
ve ; =240 a‘e
2es mais do que g =
e e

ltI'U ]
. e 01 v
St v ] aj.e dez

outro" ———=—"55S¢_ocupand
e an -
B 0 0 lugar desse
rincini —
. Principio verifica_g
- Em =Se que:
ualquer ¢lasses
a) o £
algari
Smo re
a esquerda g Presentative das d
0 . cZenas i
smo da S unidade
gt S centenas fjas 2 =
2 - Pa smo das dezeng €2 a esquerda do
h_EE_E§_££§§§E§, S,

thOS de Valares "

valor
—2=0F absoluto, que ¢
mero, € 0 valop

bariSm 1 V
o depende alOP rel] 5
S s € o valor

d ’,
° numero. Assim U2 posicj
» O $a0 na pre o
bresentacga©

8 304 (oito

nﬁm
.tPZe e
tr;. ntOS e quatro)

9

mil,

milhares,

DPos i
sui: Zena e
u“idadessimples
2

A ;
lgarismo 4 coms
to:

Quatro (4)

AlgariSmo 0 co
m: quatro (4)

absolutg. zero (0)

T :
€lativo: zepg (0)
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absoluto: tres (3)

valor
tres centos (ou

Algarismo S5 com:
valor relativo:
trezentos (300)

oito (8)
oito milhares =

(8 000)

Algarismo 8 com: valor absoluto:

valor relativo:

~ . = n 1
o das operagoes wadigdo" e "multl

- a i itor verificaré
pllcagaon9 que veremos mais t o leito
o decimal s um sistema POSIZ

que o sistema de numeraga W, %
o o _ b » justaposigac 2 di-
Cional multiplicativo £ aditivo Do

Com o conheciment
arde,

. - Fe-
B existe © Decreto
a0 das classes:

1939) e pelo que me consta,

Para a separag
deral 4 267 (de 16/6/
Solucao de 21/6/1957,

taticts

tistica, que no item L
ue 0s num
s indicat

de con
eros de
jvos de 2
em classes

nos do calen
de

to, p
; recomenda para d

garismos (com excegao 4°

dariop) sejam Separados por 4 gireita para a €s
tres algarismos (a parte inteirss ’ ld' ita); sendo
rei
: s poderao ser
Que nas tabelas gsapuscritass os eSPASY ’
Substituidos por pontos:
Exemplos: 287 (*)
a) Duzentos e oitenta e sete 4 090
b) Quatro mil, € noventa ——
dois ’
¢) Trés milhoes, quarenta ¢ 3 042 406
e SeiS
e quatrocentos ginais 4sa-se O mesmo proce
or
a "unidade™ ou

a palavr

950 dos
ete unidades.

e:l.'!'.ulc*’ le’nta e S
e Oi

=ent 05

na 1
gmos Av

(*) Pag
o =g acrcsceatar
inteiros"; assim dirl
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dimento dos cardinais, com as denominacoes:

a)

b)

primeiro, segundo, terceiro, quarto, quinto,

sexto, setimo, oitavo. nono;
” " - £ . . 4 . 4 *
decimo, vigesimo, trigesimo, quadragesimo,quin

quagesimo, sexagesimo, septuagésimo, octagesi-
mo , nonagésimo;

5o . |
£ ‘ceniteingy QuReettRaknG. tricentésimo, quadri-

R.

£ -
centesimo, etc. .,

Exercicios:

Qi

Serie III

- 0 que existe de comum entre P

qliivalentes?

S . -
endo todos conjuntos vazios iguais (unicidade

do conjunto vazio)1

2 L
Qual e o nimero cardinal

dos ‘seus elementos?

Ordene d
0 menor para o maior (ordenacao c¢res-
cente) os numeros: 35, 7, 8, 1, 0. 4
7 9 7 9 o
Idem (ordem decrescente)

Escreva os
nom
: €s e ag rePresentagseS dbs suces
sivos de: . s

a) oito: . .
ito; b) doze; ¢) vinte e quatro; d) trezen

0s e n 9

- seguin-

a) trinta e dois mil

€ oitenta e -
b) quatro bilhoes, seis;

d i o H“eﬂ

t uzentos mllhoes2 e qui

‘0S5 e setenta e dois:

c) cinco mithes, e trés*
7

d i 0 v om

) setenta mllhoes, e vinte e cince il

1 -

e ————

10

11

12

13
14
15
16

e e R R [N
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) os nomes dos numeros:
d) 60023 046 ;

Escreva (ou leia

a) 354; b) 8 750; c) 33 498; 4
e) 32 000 004; £) 5 329412; g) 7 0260080533
h) 1 038; i) 9 750 666

o relativo do alga-

Qual é o valor absoluto e
rismo 7 nos numeros:
a) 3 472; b) 57 083 320;

idades
Escreva (ou leia) as quantida

c) 1375 200

de cada ordem

s L]
dos numeros:

a) 3 526; b) 37 589; c) 70 035; d) 6 7
)
Ll
e) 83 110390; £) 5003 042 |
possuim:

Escreva os numeros que

i tenas de
i1h cinco cen
jdades de ml

ao,

7 TR lhar, quatro unida-

mi
i zenas de
B o quatro dezenas e

e enas,
des de milhar, tres cent

ples; .
d trilhao, quatro dezenas de
e

b) Seis centenasS : _ Ry
nas € pito un

seis unidades sim

” e .
bilhao, sete cent cinco unidades de milhar,
e

3 1 as
seis dezen '
e jdades simples.

o un
e tres dezena$S de -

i 0
(ou 1eia) abrev1adamente

Enuncie

exercicio 10

g ou 47 E© algarismo maior
o maioT

Qual o numer
8 ou 47

Qual € a metade

4o numero 87 E do algarismo 87
0

347
Ti o algarismo 3 de . . -
e e um algarismo malior q ?
ero

am
Eggments @90 rismo menor gque 52

- um alga
Escreva um pumero €

operacoes volte a resolver
r

Depois que aprende
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0S seguintes exercicios:

. . . _ s
1 - Um menino devia escrever 0 numero 352, mas €

. De
ganou-se, e trocou o algarismo 5 com o 2.

quanto foji a alteracao?

2 - Unm homen devia éscrever o numero:

. ~ . ~ e
oitenta e tres milhoes, duzentos e quarenta

c¢inco mil, e noventa e seis;

a) Na
b) Na
c) Na
d) Na
€e) Na

De quanto

mas enganou-se:
Primeira vez escreveu 83 245 960
segunda vez escreveu 83 024 956
terceira vez escrevey 83 542 960
quarta vez escreveu 83 245 096

quinté vez éscreveu 83

945 260
foram og diversos érros°

capfTuLo 1II
\S OPERACOES ARIMETICAS

A. ADIGAQ
A.1. Introdugao T {aqb,c,d,ex
: dois conjunto 3
Considaremos B = {mn,0,Py
jzados:
disjuntos, embaixo esquemati
=S juntos
Fig. 8

tiva-
4, respec
spos D € 4,
respondem os-fately
408 quais cor ;
' *), temos:
mente, ;a0 AU B, (*,
conjunto unl )
Formemos o 0,P
{a bgc,d1e’m’n’ ;
AP = L%
de diagrama:
[ o ° o Fig. 9
o & o @ L

iao dize-
iunto un
o conj
os d , y
0 nd teiro O de element e indicamos:
Numero inteir

ipos 5 &%
. 1}:‘05
mos que & a soma dos inte

e ———

(*) ver capitulo I.




)
(02]

A. 2 - Definicao
D d - £ - - £

ados dois numeros inteiros g, @ "o, a eles P2

de-se pensar sempre associados dojs conjuntos diferen~

tes A e B, que tenham "a e h"

elementos; portanto, de
uma maneira geral: .

Chamamos soma gg dois inteiros

"a e b" a um nuiCz
i 1 MNatt
¥*o inteirp “e,

Numero de elementos do
e .

" iao
conjunto C,untac-
dos conjuntos A e B.

Indicamos: 5

A operacao que ao par

de i ; P r-
. £€ inteiros (a; b) faz €OL=
responder o inteirg et

(] N
lpual - . a
. =gual a Sua soma e denoﬂlﬂﬂgﬂ =
=dicao. —_— ==

Quando es
tamos operando Para determinarmos a som®
dizemos que estapm h
> 0 i
S somando ay adicionando
e ——— ____-_____-—__—_-—"I

de adicional

do —_108 parcelas, ou adeBZ
s -
y

0 "C" omo j Vv 0 |||gao
L s Com Ja j.m e o a
S
] I‘esultado da i

chamad
© Soma, oy total,

A+ 3 - Propriedades

Do exposto, os leit

P -
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I - Propriedade Comutativa:

~ "
Regra: "A ordem das parcelas nao altera a soma’ .

De fato, esta propriedade e conseqllencia imedia-

ta da comutatividade da unido de conjuntos;
ntos dos conjunto A aos

- -
assim, e in

tuitivo que se reunimos os eleme

junto caso
€lementos do conjunto B, obtemos © mesmo conj

) 3 os elementos
reunissemos os elementos do conjunto B a
(*)

do conjunto A.

IT - Propriedade Associativa:

oy B e onee QYT

ssociatividade da uniao

qQue e, também conseqlliencia da a
de conjuntos. )
ntissima, pois permi-

. 5 importa -
Esta propriedade e 1mpP cada operacao

jndicativos de

permitem que se

te o inais .
4 supressao dos sinal adicione

de adicdo, ¢ reciprocamente; . sncias; a primei
as convenienclass; p =

bParcelas conform itmo de calculo pa-

i pd F Eiaw al or
ra aplicacao nos sera util no 'g .
- ~ . S
Ta adicionarmos de uma SO V€Z yvarias P
5 neutro
IIT - Existencia (0 elemento 7
e e e e S ._.—-—'—"-_— -

o (indiferente) da adi

T
0 zero & o elemento neut
nteiro

~ . . Ila" temOS:
$20, pois para qualquer 1

conjuntos e independente da

* R . nisc de
( ) A Propria definigao dada de E e conjuntos.
S e

ordem em gue sao consideradu
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28 29 -
que, analogamente as propriedades anteriores, ¢ conse-
qllencia da uniao de um conjunio A, qualquer, com o cOnl 0+ 2=2+02=2
junto vazio @: 0+3 =23+ = P
[t —_— . R
a [ k ) ’
= b / i ' - . 8
co ) ) )
d ! y ;
o l 4 4, 3 - Una parcela e 2 unidade s amero sabe-
{ s e um n
L__m______ .N_"/ e Pela definigao de sucessivo d
AUVG = - i 0 Mog ‘
P ﬂ_L_JfQ_ A Fige. * Que : # sucessivo de um)
' S e s oo = = e O 5
 a 1 +12 (dois cessivo de dois)
. e o su ~
; P : 2 +1=3 (tres € © :vo de tres)
! - ¢ o =suceshl '
pE 3+1=4 (quatro
l - d !
i o ° .
Ava. = Bibua da adiciol*) | ' by, qus
. . tambe °
. abemos
D . . : atative ®
a definicao dada, de adicao, verificamos que -~ Pela propriedade com
para se achar a soma e dois inteirog reune.-se num 50 1 +2 =23
conjunto os elementos de dois conjuntos e comtam-se 985 1 +3 =24
elementos, pPortanto, sob certo aspecto adicho. 6 fazer l +4=75
uma contagem. 80
Deste fat
. O resulta da conveniéncia de se obter o *
certas somas mais simpleg e rete-lag ne isnGela . .
o A , is
5 Fe F 1a e o 4ol . 1)
A.4.1. Uma parcela & Mg peres it 3 = & ,  gucessivo de
-fula a) (2 & © i ativa)
Da A S TR b 1) ( Opriedade associa
Proprie r
ta que: priedade do zero ger elemento neutro resul TR By )y 4 1) = (@4 D) FD : o sucessive de 2)
3 3 € ’
TaEr (2 1) + 1 =3+ 1 ( , o sucessive de 3)
O+1 = 14,0 = 4 s B 5 g = 4 S gransitivd da igual-
= o .
1 (Lel
°go 2 + 2 = 4 ) dade)
(*)  ou tabela,

Usualmente chamada tabuada,
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b)
2+ 3 =2+ (2 + 1)
mas: 2 + 2 + 1) = (2 4+ 2) , 1
mas : (2 + 2) + 1 =4, 1
mas : 4 4+ ] =35
logo 2 + 3 =
Pode
diferente
2+3=33+02
mas 3 + 2 =3 & (1 4 1)
mas 3 + (1 + 1) = (3 + 1) 4 1
mas (3 +1)4+71 - 14 + 1
mas 4+ 1-=-5
logo 2 +3 =5
c)
2 + 4 _ 2 + (3, 1)
mas 2 + (3 & 1) - (2 + 3, 1
mas (2 + 3) . 1=547y
mas 5 4+ ] =
logo 2 + 4

2 4+ 5 _ -
2 +6 - 8
2 4+ 7 _ 9
2+829

-Se chegar ag resultado de Maneira um

(3 ¢ o sucessivo de 2)

(propriedade associati
va)

(Resultado a)

-

(5 & o sucessivo de 4)
(Lei transitiva da i-
gualdade)

pOUCo

(prOPPieaade comutativa)

(2 é o sucessivo de 1)

(PrOPFiedade associaﬁﬁa)

(4 ¢ o sucessivo de 3)

(5 € o sucessivo de 4)

(Lei transitiva da igual
dade)

, L d
(4 ¢ 0 sucessivo de 3)

(Propriedade associati-
va)

(Resultage b)

(6 ¢, sucessivo de 5)

(Lej transitiva da igual
dade)

De maneira

31

3
L]

as adigoes com

. -se-ia

analoga estudar-se nstruir a

tamos aptos a €0
es

o3 6, 8, 9; e, . jzada no cru
téb;a4;a5;d?;50: (*) ondge a soma €=t i:::l parc las
;;;;;t;—da linha e coluna qu passam P
(*"r)n
r ¥ e .
+]0 122 3 4 5 _f,f.-—a——-/’
"0lo 12 325678 ?o
1|1 25 45678° 11
2|2 5456782 12
3fs a5 6 7 8 81 1; 13
4|a 56 7 8 9101} 14
~> = w = B B P 11 12 19 -
6 7 8 . .« - "7
ELF B O , WY
g8 910 « » » * ° .
g 1011 . » = * °

. Tl e B
» de dupla ent

0 topdn oom 2
SGuua doixamos indic

s & ;\lii‘:ar‘l

el

7.-% = 12,
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A. 5 - Lei do Corte (ou do cancelamento na adiQaO)

. s
A adicao goza além das propriedades estruturais,

. e util
estudadas en A. 3, de uma outra importantissima e

Na resolugao de problema,

£ : Cor
4 qual e chamada: Lei do Cor
te, isto &

58 84 B o= ow 4 ¢ entao b = ¢

" *
ou simbolicamente: )

A. 6 - Exercicios
—=tlCicios

Serie TV

—ri& 1¥

1 - Responda as seguinteg

questoeg

a) Por que: 4., 3 + 4 9

3
b) Por que: 5 , ¢ _ 5 9
c) Por que: (3 .+ 2)

+6 =3 , (2 & 6) 2
d) Por que: 7 + 1 - g ?
e) Por Wes 1 + 7 = g ?
f) Por que: 7>6, 7> 5, 0 < 3, 243, 224 7
g) Por que: g +2>6 9
-~ Mostre dQue as sopg

S da tabya conte

L
nd() a INircG’TA Vi
Idem agq exercicio 2,

* Contendo g bParcela 4,

€, que 8 % G o 17

- B &
!

Mostre que 9 , g _ 17

<

Utlllze as Propl‘leﬂ

adesg Para Provar que :
a)(a+b)+c

= (¢ + b) 4 a
b) {[(a + b) 4 C

J) }KI+ € = a 3+ {b : [C ¥
(l} 9wy hala ==.de ilmpls lecans

\.O, ]r"SC “l”r?ll(‘!a . el

Py 02—
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< (d + e)]}

c) b+ (a+e)=1(c+Db)+a

6 —~ Mostre que:

- 1
a) 3= (1 % 1) 4% ou}l + 1+ i
+ 1 ou
1) + 1 i
b) 4 = [(1+

B - SUBTRACAO
B. 1 - Introducao

junto A,
Consideremos um conju
seja: -
A {a b, ¢, d; €, f, g, h, 3
= 5
e
aso, com 9 elementos,
no c 3

emplo
um sub-conjunto B, por exemp

de 3 elementos
B = {ea f, i}CA

= n

Fig.1ll
e um outro sub-con-
junto C de A:

c, d, g! h}

e indica
lagao a A, in =
B em re
ntar de

C = {a‘i b’

e
denomina-se complem

wSE":OmPA (:Fi _re do CH”ljunto C chamamos
de elem

7 mos:
Ao numero 6, 3. nessa ordem, e indica
s 9 e 9y DEE=T

ros
diferenca dos intei

9 - 3 =6

a definicao e va

ue est
bservar gque :
ante © o de B = 4 A, quando C e o con-
cas q
X n; rtanto a diferenca e 0.
s PO

Nota: £ interess

-lida mesm

junto vazio




B. 2 - Definicoes:

Definicao 1:

5 - A
Dados dois numeros inteiros: a = b, a éles po

Ssociados dois conjuntos A e B, com -
BC Ag que tenham Ila" e

pPortanto:

de-se pensar a

. . #
"b" elementos respectivamentc,

0Ss l!alf

Chamamos diferenca de dois numeros inteir
L]
€ " (a> p),

’ -
1o > LOS
Bessa ordem ao numero ' s de eclementos

i < complementar do conjunto B em relagao
20 conjunto 4. resacss

4 operacdo, gue ao par |

a; b) faz corresponder 0
. ) - :
inteire e, igual i sua gifep

Ehca, e denominada sub=
tracao.,
é — ——
Consegqiléncia:
._——-—'_—-'_—-——

logo, sempre qye existip

a""bzc

existira = as i
b+ ¢ = ajy e, reciprocamente;

se equivalem §

podemos dizer -
que estag igualdadeg

L € escrevemos simbo
- lcamente :

(*) a maior oy igual a b.

o\
o)}

1 *
r = + £ = a ( )
| & b = e>b l

Desta equivaléncia fundamental da subtracao segue
cs

a raga i¢ao. De onde
Ater da subtracao como operagao da adigao. D
0 carate

(**)

- o -
temosna subtragao dois aspect

1) Retirada do numero maior, de tantas unidades

quanto € o numero menor.

) Obtengﬁo das unidades, que adicionadas resul-
2

tam o pumero maior (ou igual).
D undo aspecto podemos obter uma definigcao egiii
Do seg

valente para subtracao:

Definicao 2:

: i "at "p" (a= b),cha
Dados dois numeros inteiros "a” e b "
ado

ubtraca f 3‘ eracao
bt o desses nNumeros; nessa ordem a op

: 3 i . nan
e a obtencao do numero inteiroc "c",

l i -

que

rando para determinarmos a gdife
Quando estamos Op€

indo, ou diminuindo:
os, que estamos subtraindo,
izemos ,
-renca, dize

‘ A e-se 'me-
o . o simbolo da subtragao e le-se 'me-
i -y €
0 sinal 9
f
, ebem nomes
. nan e "bh", nessa ordem, rec b
a " ’
Os termos

- . B &
é o minuendo (ou diminuendo),
oy .
especiais; i n
: o (ou dim1nu1dor)

o subtraend do da subtragao, ¢ chamado

A sulta
0 ncn’ que e 0 Ire

exceSSO)-
c £, 07 ZSa=—s { oo
diferenca (ou resto, chlculo como prova, o simbolo<::

ati 8 nos dois sentidos.
2 utiligada na pratica de celouid GO%,
L * ) o utlli;acia indica & 1mp

de equivalen N / léﬁica.
= etodolod
(**) Nos serao uteis na parte It

( * ) operagdo: diminuigao.




. oo wal
! : A ri i . e definida para qual
Notas: A rigor, como diferenca niao

i i a Ci era
quer par (a; b) de inteiros, nao existe a opera

= ] o | .
€a0; a retirada da restricao ax>b, permite

. ; . . A
Pliar o campo dos inteiros criando os nume
negativog,

B B = Operagaes inversas da subtr

Numa adicio,

Juer das parcelas,

duz a operacio inve

acao

" al-
quando se conhece a Soma e uma qual-

. ~ n-
a determinagio da outra parcela co
rsa que e g subtracao,

~ _ _ -
Numa Subtragao, conhecldaa.dlferenga e um dos ter

. o i -4 ;
mos, a determlnagao do outro nie conduz necessariament
é °Pera950 de adigao;

a) Seja a determinagao qo diminuendo x:
———zluendo x:
X =-b=¢

Pela eqilivaldncia temos:

x-—b:cq;-_—t=b+c=x
b) Seja a determinacio .. | diminuidor y-:
——=—ifuidor y.
A - Jy =c
Pela eqllivaléncig teremos:
a - ¥y = ¢ .¢=§ Y + ¢ = a
que, nao fornece ainda y, apliquemog novamente a eqlliva
lencia:

Y + ¢ = a ‘€=> a - e - ¥

No caso a),

CNso b)., a operaga

37

{‘r
ot
i
=)
5
]
o]
jor
1 E4b]

Exemplos: —
e diminuendo sabendo-se que ¢ dimi
1) Qual e o .
39
é 4 e a diferenca e 22
Temos X = 4 = 2 ou 4
; e
encia: =4 + 2, ou x
i a: x
pela eqllivalenci N
o ¢ o diminuidor, sabendo-se que o dim
2) Qual e

do e B e a diferenga e 3?

Temos 8 -y =3 ou

Pela eqfiivaléncia: y + 3_
lainda pela eqllivalencia: y =
e

B 4.; Propriedades

1) Propriedade nao=comutativa

i Omu'ta'l:iva. 9

A subtraéao nao gGZﬂ da proprledade Cc .
Poi =4 ]"5 : L2 ; ac

1 tamenze 9 lmpomos ‘ j. T a

i i iminui-=

‘ diminuendo seja maior ou 1gua1 ao d

imi
un—. 0

C £
e dando a ordem nao sera mais possivel a
r udando
2 tanto m
dol‘ 9 pD

operacao.
e 3 s 2=5=7? (nao tem significado)
82 -2 =8, na .

i a subtracao e simplesmen
A te frizar que
I, importan i)

B a utativa, e-ndo anti-comutativa,pois ha
-=C Om .
te nao-Cco .
que podemos permutar, basta que
cas0s em
& o
i ao-associativ
riedade n
2 - Prop

tracao também nao goza da propriedade asso-
A subtr




ciativa poig €m geral:
(a - p) - ¢ #a - (b - c)

visto que, no Primeiro membro

1a desigualdade nos redu
zimos inicialmente o numero de

elementosg do maior con-
ho Segundo me

elementos do Enk
tirado)‘

mbro,

masg 9__(4_1):

Tambem ¢ neil, observarmeg que g3 Subtracgao nao
anti-associativa‘ .
———=="S80ciativa

L
e
€ € valida a asso
ciatividade,

(8-2)-0=8-(2-0)
3 Elemento Neutro
Como 5 _ 0 = 5
que,

Tabua da Subtracio
Como fizemog

———

emos = i i a)
T 1 0 i } (elemento neutro a direi o
- = - t
- 1 = 0 (Pela eq livalencia ou 22 defini-
Temos 1

1=1+0<1-1=0

b) Diminuendo 2

irei ou por
2 (elemento neutro a direita P
ERRRIES A 5 egliivalencia)

2=1+1<2-1=1 -
enc i inicao):
. 2 = Opelaeqllivalencia (on 22 definig
Temos 2 = 2 =
2 o= 2 + 0 ‘?}2 = 0 = 2
am diferencas.
An te determinariamos as outras di -
; > - a D B e
o evemos o diminuendo na primeira c
a r
Na tabua esc

n-ﬂ'

d&
talﬂ

dl. g 9

—~— 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ol o

1l1 0

alz 1 0

3/3 2 1 0

4|4 3210
5|5 4 321 0

6le 5 4 3 2 1 0
717 6 5 4 3 2 1 0
8 g8 7 6 5 4 3 2 1 0

9 9 8 % 8 5 4 3 2 1 0




40 -
41

b+ (x+e)=8aedx+c=2a->b (pela2ddefinigao de

B.
subtragao)

6: - ProEr' P
ledades articulare

-§.__(l§_§ll__btr‘av:10

1) Adicionande pr <. . =
- Cionando yp inteiro ap gir x+c=a=-bedx=(a->b) -c (pela2adefinicao de
ica adiciorada g nesm ——=—==Minuendo_a_ diferen- subtragao)
—— Lliteylr t -’
Dada a diferenga a b —=21re. que e, 0 que pretendiamos provar,
& dev .
* HeVemos proyar que ¢ Exemplo: 7 - 2 =35

logo: 7 - (2 +3) =5-3=2

ou‘! pPela se .
gunda defin
i . I . . .
¢ao g lgualdade eqllivalente : 3) Subtraindo ao diminuidor um inteiro a diferenca
a + ” : G . .
€C=b+ (4. b) . _ fica diminuida do inteiro.
Que, de fatq e verdadej ¢ Dada a diferenga: a - b, dévemos provar que:
membro g 2 1ra, pois anis ’ .
Propriedade aSsociatjy oticands ag segundo - (a-¢c)-b=1(a-D)-c¢
a obte .
b mos : " ~ ~
* fa . b) & & 5 B g que, eqllivale pela segunda definigao de subtragao a pro
€» como b 4 (5 _ b) = 5 L0 Des P+ ‘ ) varmos que: .
resulta; - == o o 2 S )
N a + ¢ cdey, _ y _ PR a-¢ = [(a - b) - cI + b
-ie_ln_ﬂlko: 7 . 2 = 5 - .- R ¢ a :7 ; P -' :
, o mas, pela propriedade 1:

[(a-h)-c]+b=[(a-b)+b]-c

a fi —_T—__“ 2_um inteiro < = =
S____Eﬂ-glﬂiﬂﬂigg_gg_msgm0 . ao diminuidor 5 A Parans e, pelo exercicio 9 (definigao de subtragao):
intej
ro. [(a-b)+b] =a

devemg
s .
Provar que: de onde, resulta de fato: a - ¢

s a b)
Chamameg d - & plo: -2=95
Temos 5 . (b € X ao Tesultag Exemplo: ’ -
+e) oy R a4 ) logo (7 -3) -2=5-3=2

4) Subtraindo do diminuidor um inteiro a diferenca fi-

= & (Pgla 24 defini

I € a .

(x )+ e a ( o ca adicionada do_inteiro
* b) + ¢ = a (.b ld:'elﬂ aSSOCiatiV}’
( tx) 4 C = 4 ( ade da adicao) Devemos provar que:
b + x) + - Pela . :
- c = Comutativi- '
- ) a,‘ b+ (x . ) -, dade da adicio) a-(b-c)=1(a-D)+c
Bk : B (pe1 i
o 2ssociativi Chamaremos de x o resultado do primeiro membro. Temos

| | - . ;"'.“i ~i;‘ﬂ-.'“(7 dade g5 adigio




a-(b-6)=x#a=(b-c)+x

& a=( 4+ x) - ¢

& wsenn sy

tb(a“c).—b:x

S (@a-b) 4oy
Bemplo: 7 .4 .3

logo: 7 . (4 -2) =3, »

B. 7 - Exercicios
=Xercicios

Serie y
1 - Respondg as seguintes questoes
a) Por que 7 - 2 =57
b) Por gue g - 6 = 22°
¢) Por que 6 - 0 =62
d) Por que 4 - 4 = 02
g =

De exem a
Plo em que a subtracao & comutativa
~ Idem, associativa, ‘

De a
€ um exemplo de nao-associatividade -
8 ~b =0 entis

a= b
= Mostre que: (5 . b) - p

Mostre que ge

= a

© @ N O g s
I

- Mostre que: (a - b) 4 b

=a
10 -~ Mostre que: a

..b:(au.c)_(b_'_c)
a - b} =

11 - Mostre que s
: i . (a - c) (
. = (b ~ &)

1

- = Hostre

(kY

(22 difinicao de di
ferencga)

(Propriedade 1)
(2a definigao)
(232 definicao)
(Propriedade 1).

RESPOSTAS SELECIONADAS

Série T (Capitulo T) - pp...

2.c: P5 2.83 (8} 5 2481 {iydy k} 3 b.e:{(a,3),(a,i),(a,x),

(i,5),(i,i),(i,k)}; 6: Seis correspondéncias bi-univocas,

Série IT (Capitulo I) = pp...

3. Claudia=e um, Elizabete <= dois, Luiz «e tpés’ Roberto=equa-
tro; nao é alterado.

Sépie III (Capitulo I) = pp...

2: zero; 5.b) treze - 13; 5.,e) cinco mil, e novecentos e dez -
5.910; B.b) sete; e sete milhoes; 10.a) 6 524 3465 14 : 4,

Sépie IV (Capitulo II) - pPa.. . .
1.bt existencia de elemento neutro; l.d: 8 e sucessivo de 73

1.e: propriedade comutativa, l.d., propriedade transitiva da &_

gualdade. ~ )
9 + 8 = 9 + (7+1) por definigdo do sucessivo.de 7, (9+7)+

e +1 pela associativa, 16 + 1 por resultado obtido anterior
mente, 17 por definigdo de sucessivo de 16, 9 + 8 = 17 pe
la transitiva.

5.c3 b + (a+c) = b+(c+a) pela comutativa, (b+c)+a pela associa
tiva, (c+b)+a pela comutativa, b+(a+c) = (c+b)+a pela
transitiva.

gépie V (Capitulo II) = DPPees
serse b

1,b: 8 =6 =2 6 +2 =8
£ 4, porques 7 = X =3 «&3x +3 = 74> x =7 - 3¢Ix=4

a_b=oo=ba=b+0ba:b,Oéneutro.

28

7
8: Pela eqllivalé‘ncia fundamental,
10: a—-b=x%va=0Db+ X, (a+c)-(b+c)ﬁa+c=b+c+y,

—sa = b + y (lei do corte), pela transitiva: b+ x =

=b + yy =X = Y.

123 x=a=-besa=b+Xy,x=¢c~-de&sc =d + x, a+td = (b+x)
+deva+d=b+(x+d)&a+d=D>+o.

1bs a-(b+c)=xema=(b+c)+x,(a-0e)=-b=y &

(a—c)=b+y4-a=c+(b+y)q-a=(c+b)+y, —

tpansitividade: (b + ¢) + x = (e + b) + y, pela leido cor

tes x = y3 ou: (a=c)=b # x &> a-c = bix &=pa = c+(b+x) e

a=(c+b)+xﬂa-(0+b)= xegpa - (b +c) = x,




@ N O s

9

10 - Mostre que: % 5 B
11 - Mostre

'l - tostre

d = (b - c) -

=Xe=a=(b-c)+x (22 difinigao de di

ferenca)

®a=(b+x)-c

(Propriedade 1)
®a+c=b+x

(23 derinicao)
(22 definicao)

(Propriedade 1).

Exemplo: 7 _ 4 _ 4

logo: 7 . (4 -2) -3, 2 =35

B. 7 - Exereicios
__-*_ﬁ-—-

& .
Serie ¥y
__‘_-—._.

Responda ag Seguintes questoes
a) Por Que 7 -2 =59
b) Por que g -6 = 27°
¢) Por que § - 0 =67
d) Por Que 4 - 4 - @2

Numa Subtracao o diminuendo & 7, e a diferenca e 3,

qual é o diminuidor? Poy que?
Numa subtracio, o diminuidnr & 5 e a diferenca ¢ 2,
qual e o diminuendo? Por que

De exemplo ep due a subtragio ¢ comutativa,
Idem, associativa,

De um exemplo de nig

—associatividade.-
Mostre que ge

a-b =g entao a=
Mostre que: (a + p) _ b = 4
Mostre que: (& = %) +b = 5

p

i da subtra
: tro propriedades particulares
tos as qua
cao.
14.- Mostre que: ( .
L - b -
15 - Mostre que: a

a-(b+c)=C(a-c)-0b
:(a+C)-b

C. Multiplicacao

C.1. Introdugao

s conjuntos
do capitulo I que dados o
Recordemos

A= ta, by oy 4y e,

B = 1, 2

e
j ordem, e
desses conjuntos, nessa
tesiano
uto car
o prod

dado por: (a: 1), (a3 2), (b3 1), (b; 2), (e5 1),
a; ) ’

PP 2), (d; 1), (a; 2), (e; 1), (e; 2),
(C; 9 1 ]

s (x3y) que po
to de todos pares ordenado ; ( >
’ ‘un 0 . to . . ‘
isto e, conj x pertencendo ao conjun <
ar, com
demos form

j ( — )n
pcl"

9 i i tI‘Odu—
[¢] i i Segu r
i ma n

; €, 3 mogas:M_,
" stao 2 rapazes: Rl_e_32’ T e 1
Numa sala ét se quais e guantos casais di
. Pergunta-se 422°2 —
My, e Ms

? -
R j eja R o conjun
tes poderemos P —
mos em
Coloque

e Mo de mogas:

RzgRl,R2}

to de rapazes,




£
' ar todos os pares possi-
Vels tendo yp elemento do co

conjunto M; jgts g,

pondidﬂ pelo

njunto R e um elemento do

a primeira parte da pergunta ¢ res

conjunto produtg cartesiano de R por M:
‘
RxM = (R, : M .

{ 1? l)s (Rl’ Mz)a (RI; Ms) (R2; Ml)e
(R, : .
23 M)y (Ry; my) )

conjunto

A e 0 i
- i este nNumero 6 denomlnamos Produto do numero 2
elo o
- ODumero 3 (o Produto aritmetico do 2 pelo 3), e in
dlcaremoa: 4 ’ )

e ¥h", a éles po
conjuﬂtos A e B

» que tenham "a" e
elementos respectivamente;

Portants, ds maneiva ge

ChamamOS p i i

- .u
cartesiano dog conjuntos e‘};r--__d nto C,produto

inteirg "en,

=responder o inteipg n (a; b) faz cor
o _inteiro

C" i ual
ao . .
hada multj licacao, —-__hﬁg;“““*—-ﬁgg_BZOGUt0 e denomi

——=90_¢€ denomi

Quando e
stamog
Operandgo Para determinerwos o pro

T ——

i sstamos nultiplicando.
duto, dizemos que estamo I

), e i a0 de mul
0 sinal x (ou .), e o sirbolo da operacaod 1
tiplicar e le-se "vezes" ;ou'"mul
P '
| tiplicado por"
‘ 4 ia vimos o resultado da multi-
0 "e", e como ja v1ImoSs, é

plicacao, e e o chamado produto

0 "a" e o "b" sao denominados multiplica?or e
multiplicando, denominagoes que
nos preferimos utilizar confor-
me o sentido empregado ao termo,
como atuante ou paciente, o gue
sera precisado quando estudar -
mos a segunda definicao. Ao "a"

e "b" chamamos tambem indistin-

tamente de fatores: primeiro e

segundo fator.

1

-~ & Ling
Cnso - Rela(}ao com a adl(}ao:v

No problem

tos parciais:

. ’ s M)
(Rl; Ml), (Rl’ M2)5(R1 3)

(Ry; M;)y (Ryi My), (Ryj M)

i

: 3 elementos (3 pares) ;
: sui exatamente
Cada conjunto pos

ta das combinacoes de um rapaz com qualquer
i ste 1S
pois, con

isto e, cada conjunto possul o numero de
das mogas; 1° 4

elementos do conjunto de mogas.



Sendo o conjunt

s g cESes
2 produto cartesiano tniao dess
—-—-—_-__-"-l_-_-__
conjuntos, pel

o T emos -
a deflnlgao de Soema, que ja ‘prend
ha operacao adigao, vemos que o

Produto 6 ¢ igual a 50
ma de duag Parcelag

- - rd = - ] n =
lguais a 3, Quantos sao os eleme

tos do Conjunto de Fapazes:

2 parcelasg
—N—

3+ 3 = 6 ou 3 . g = 3

x 3
. . - i oS
De uma Maneira geral. ge tivessemos os conjunt

Aesp respectivamente com '"a" @

Mpn elementOS; poderia
Mos formar nyn ¢onjuntos cop tpn

elementos, e depois;
fazer 5 Uniao parp obter o Produto cartestiano. com:
TR
o +bhayp g cos + b = g x b clementos
e 4 parcelag ]

= ; : . -~ de
Deste Faciocinio, que relaciona ag operacgoes

multiplicar e de adicionar .

resulta ypy Segunda defini

de multip];.

Sao de Produte ¢ -8GR0,

Definj 20:2
\i—“—-—-

Chama-ge Produto de dois 1. -irog
ma de

Vo "p". a s0-
a2 "p¥, a
"an arcelas j uais ag intejrg "h,
g S0
Chama-ge p ltipli a raca ar_par
Ultiplica a0 g ogeragao de adicion 2
=celag iguais°
1Y o
e
C. 4 . ProErledades
C. 43 P

Quando Separamg

S o Conjunto em co
tendo cada Conjuntg

Njuntos bParciais,
um so determinado ‘rapaz, evidente

EEEEEE—
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: tendo ca-
njuntos,

do em co
deriamos ter separa
ode

menteg p

y da moqa:
a determina
da um , um ) (R 5 Ml)}
s M.)
{(Rl; Mz)? (Rz"Mz }
. M)}
{(Rl; M3)$ (RZ’ 3

lementos.
om 2 e

juntos, cada um €
- e, 3 con

isto e,

~ a:
inicao de som
%o teriamos pela defi . 2(“)
ia 2 X
Fazendo & D - 6 ou EL:—E*:—;
2 +2 4+ 2= 3 parcelas

& =
.2 ssemos ©
‘ se tive
a maneira gexals
um
tog de
Portan

ec
conjuntos A e B resp

te com "a" e "b" elemen=
¢ s yvamente tos
tivam "b" eiemen

: 08 ©com
"a" ConJuntD = a
tamos formar tos, e depois fazer

eryv ntos,
tos, pod tos com 'a' eleme
junto
Hp!' con]

ou

ele=
uto car
" o Prod
a Obter

. ; tanptos
tesiano com &

i50 par
uniao P

; de
i soma
tos quanto e a amare——
men

elas 1guais a bj

a parc

. z oma de
tos quanto ¢ a SO

lemen
o 05 el
oun, tant

teunis & @
b parcelas iguais

. a
ou que: axbh=bE

1
a o produto',
fatores nao_altera o p
m dos
g orde :
nite

priedade perni :
A inicao 2:
a deflnl@ - teiro Ha" e ”b“,

int a
s do a propriedade associativa,
s ) st s

de regra
Esta pro
tiva eqﬂivalented to de doi
-se produ
Chama-se

t
+ 2 en &
a0 escrevemos (2-*iilcular
) Mg o mairerente

pois @

dar uma definigdo alterna

a somg

x
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de "b" parcelas iguais
D

deriv

co inteiro Ma",

inica L sant a6 Gue
a definicdo 2 e desta definicao alternativa,e q

i o : N
4Mos interpretacdes pars as denominacoes espec

. _~ (s . * T o5 g ]0.‘
ails dadas aos fatores: multiplicador e muitiplicando
el - .

nos julgamos convenient
Para o f

te),

) B e vaclinr
€ reservar o nome multipica
ator indicativo do nuniero

de parcelas (atuan

. i & 4 na do
® 0 nome multiplicando para o fator que e tor

como parcela repetitiva (paciente), Decorre aind=a

te fato que a leitura do sinal x indicativo da opera -

950, deve ser, tambem utilizado conforme.

Assim, POr exemplo nasg sentencgas seguintes:

a) 4 vezes o3

b) 4 multiplicado por 3

3 como multiplicando9 € na segunda o oposto.

C.4,-2 Propriedade Associativa,

*« (b x é51
desta piopriedade eqllivale’
Produtog cartesianos (AxB) X

MeSmo numero de elementos, ©

Mostrar a veracidade
mostrar que og conjuntos:

Cedx (Bxo) Possuem o

que € verdade,
Observemos primeiramente Gue cada T S .

tituido de elementos que sag te

meiro produto,

(a5 b); e},

nas ordenadas. do pri-

da forma:

¢ do segundo,
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" g "
A2 a r i —~uni-
& ivel estabelecer uma correspondencia bi
que e possive | ; g ‘ -
v ntre os seus elementos; e isto e possivel; pois,
oca e P
g J c. : e B
ilfa; b); c; dos elementos: a de A, bd §
a cada terna {la; i € \ Tbole
de C, corresponde bi-unovocamente a terna (a; b;c))
e c de C,
do outro conjunto.

Ixemnlo elucidativo:

Sejam os conjuntos:

."l={l;2}

B={x,y, 2}
C—':{*sA}
Teremos:
( B) x C = {«l;X)$#)g alixhajo «l5y);*}9
A x .=

((13y);a), ((152)5%), ((152)a),

ﬂ2'x);*)9w“2313;5)q ((252); +),

(232825905 %), ((2 y);A)J)
. el s (15 x52)), (15 (v,
Ax (BxC) = (:i' i;"a;)) {13 ese ), (135 (z30)

(2: (x3+) (2; (x;0), (25 (y;+)

{2' (y’A)lq (2; (23*)),9 (2; (Z;d))}

(2x3)x2=2x1(3x2); eo0

que a cada elemento de um dos

ambos com 12 elementos:

- var
leitor, podera obser s 2 mente um elemento do
sponde bi-univoca
. rre
conjuntos co

*)

outro o

- X i cutro
C. 4 , wistencia de eleriento n

F ate Y
s ) XS

: cartesiano sugerimos a
. dolggggZEO(ver nosso Curso de Combi-

: a0 comp Lug
(*)Para = deteri:inagao de possibi

e

utilizagao da arvor
# .

natoria).




A operacao de multiplicagdo possui o elemento neu-
tro que e o 1; de fto:

: -
aX1l=1xa=a'!
Interpretando a multiplicagao como adicao, temos °

axl = 14+131 4+ sce + 1 = g

— T e iy o

a parcela

0 segundo produto 1 x a como adig¢ao nao tem senti-
e igual também a nan

ou mesmo,

ey Pela propriedade comutativa
efetuando o produto carte

unto
3iano de um conjunt
unitario por um conjunto de "an

elementos.

Seja:
A= x, s de 1 elemento,
B = 1-]., 2, 3, oy aa ’ de a elementos
Teremos ;
AxB = i(x; 1), (x; 2)

eee (x5 a)y
que evidentemente Possui tan

tos elementosg quanto o con-
Junto B,

logo,

1l xa=g
A interpretagio de 1 x

€Om o multiplicando 1 €
o multiplicador Man

mesmo.resultadou

organizare-

porque 4

Unm

M

———eee————————
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j t "a" por ser a x b = -
Qualquer que seja o numero "a'" p -
i = ois
+ b, € facil concluirmos que a x 0 0p e
=b +b+an- ]
\-_._._‘V,———-—-
a parcelas
remos ''a" parcelas nulas.
i os forneceria 0 x a = 0,
A propriedade comutativa n ’
p - , , mnes
duvida se a propriedade é valida também nes
mas surge a
te caso. ) . .
ovamente recorrermos a definigao i
Podemos n .
j i ue devemos a
d duto cartesiano para justificarmos g
rodu . =
o 0 a = 0: basta tomarmos os conjuntos; a
; . - 2 0;
ceitar ser: - .
io (#), e um conjunto A com "a' elem
o , i emos cons-
finicao de produto cartesiano dev
Pela defin

imeliro
un [s]

j 0; ora, 0 conjun-
t rtencendo ao conjunto vazio; 4
elemento pe

roduto cartesié
j0 possui elementos, logo o p
to vazio nao

A = ﬁ.
n possui elemen 0S8, q E’ x
tambe]ll ao 1. ou ue

”,
e 0, ou
tio que o numero de elementos )
i enta
Concluimos

:0-
que deve ser 0 x a

- 3 (uﬂl}
a unidade
C. 5 -2 Um fator e num" ser o elemento neutro tere-
u

Da propriedade do

mos que:
1 x =
1x2= e &
1x3=3x1-=

C. 5 -3 Um fator é o dois

a) 2 x 2



2x 3.

6.

Pe
la Propriedage Comutat
iva;

3 x 2 =g
An\
alogamente mostrariag
i os

2x4-4
2x35. 4
2x6 .4
c-s . "
Pt
a) 3!3

Teremosg 3

x 2
x2
x 2

Que;

=8
= 10

( : ~
(:?locmtividade)
’hFﬂ de adicao)

I T e
Mtiplicacges

33

com fator 3, as multiplicagoes com fator 4, fator 5, =
etcs .
Notas: a) O produto de um inteiro por 2 & chamado do-
bro do inteiro.
Exemplo: 6 ¢ o dobro de 3,
b) Os produtos de um inteiro por 3, 4, 5, ...

sio chamados triplo, quadruplo, quintuplo,..

§ 7 B ® & . .
g 86 & U s *a
6 7 8 9 . . .
10 12 14 16 18 . . .
12 15 18 21 24 27 . . .
12 16 20 24 28 32 36 . . .
10 15 20 25 30- 35 40 45 . . .

@ O A~ N oW
© D W O |
o & O |

12 18 24 30 36 42 48 54 . . .

14 21 28 35 42 49 56 63 . . o

16 24 32 40 48 56 64 72 i 3 @

O O ©O O O O O © O o |
tbmﬂmm.;. AN = O |

1s 27 36 45 54 63 72 81 . . .

C. 6 - Lei do Corte
Caso numa multiplicacgao

tivermos

8x‘b=axc

» -
nao podemos (como; na adicdo) usarmos a lei do Corte e
b = ¢ em todos 08 produtos,

afirmarmos que deve S€T
pOiS se
axb=axc=0

= e o contra-
esta igualdade nao implica ser b = ¢, COMO e

€Xemplo
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A g . - -
o?eragao de multiplicacgao Possui o elemento neu-
tro que e o 1; de fto:

temos

s s, =

a parcelas

0 segundo Produto

L x g
£ Como . s ~ .
d0| e lgual tamhém a adl(}ao nao tem Sentl'-

a"

de Ilall
A=
VE T 5 de element
B= [y
%, & 3, .
il ¥ oawyy o y de
| 2 elementos
Axp<
que eV1dentement’(x’ 1), (x; o N |
e L 3 “’
e vt Possuj tant .
| logo, os elementos
quanto o con-
lxga_
A 1nterpretaqao de ..
o multlplicador " e

com o .
E multlpliCando 1 e

Casu T’ 0 me

abua ge Mult iy Bmo,resu1tado

COmQ £ a ag o
mos umga Paryg

Fabela gy pri OUtrag Opera
' Serj i i
- caleular y, Prog “lamos g igaq €46%es, porque
ado

numa adlga uto' tp S, por

31

Qualquer que seja o numero "a' por ser a x b =
=b +bte.. + b, € facil concluirmos que a x 0 = O pois te
Ptk g N,
a parcelas
remos ''a'"' parcelas nulas.

A propriedade comutativa nos forneceria 0 x a = 0,
mas surge a duvida se a propriedade e valida também nes
te caso.

Podemos novamente recorrermos a definigao inicial
de produto cartesiano para justificarmos que devemos a
ceitar ser: 0 x a Z 0; basta tomarmos o8 conjuntos; va
zio (@), e um conjunto A com "a" elementos.

Pela definicao de produto cartesiano devemos cons-
truir um conjunto com pares ordenados tendo o primeiro
elemento pertencendo ao conjunto vazio; ora, o conjun-

to vazio nao possui elementos, logo o produto cartesia
elementos, ou que gxA=460.

o numero de elementos é 0O, ou

no tambem nao possui

Concluimos entao que

que deve ser 0 x a = 0.

C. 5 - 2 Um fator é a unidade (um)
n ger o elemento neutro tere-

Da propriedade do ''um

mos que:
1x1=1
1 = 2
1 =3

[ R

C. 5 -3 Um fator

a) 2 x 2




A operacao de multiplicagao possui o elemento neu-

tro que e o 1; de fAto:

‘axl=1xa=a

Interpretando a multiplicacao como adigao, temoS

ax1:1+l+no-+1=ﬂ

i s & —

a parcelas

0 segundo produto 1 x a como adigao nao tem senti-
do, e igual tambem a "a'" pela propriedade comutativa
ou mesmo, efetuando o produto carteziano de um conjunt®
unitario por um conjunto de "a" elementos.

Seja:

A= x, , de 1 elemento,

B = (1, 8y 3y neey &) ; de a elemenbos

Teremos:

AxB =9z 1), {x; 2) .us Ix ;3 a)}
que evidentemente possui tantos elementos quanto © il

junto B, logo,

l x a

1l

a
A interpretacao de 1 x a com o multiplicando 3 =

o multiplicador "a" fornece o mesmo resultado.

C.5. Tabua de Multiplicacao.

Como fizemos para as outras operagoes, organizar®”
mos uma tabela das principais multiplicacgoes, pordaue ?’
em caso contrario, seriamos obrigados, por exemplo; P27
ra calcular um pI‘Odl.ltO, transformarmos a multiplicaqao

numa adicao,

C.5.1 - Um fator e nulo.

51

e
Qualquer que seja o numero "a" por ser a x b = .

=b +bt... + b, é facil concluirmos que a x 0 = 0 pois te
W“—
a parcelas

remos "a" parcelas nulas.
A propriedade comutativa nos forneceria 0 x a = 0,

L4 . -
mas surge a duvida se a propriedade e valida tambem nes

te caso.

Podemos novamente recorrermos a definigao inicial

de produto cartesiano para justificarmos que devemos a

ceitar ser: 0 x a = 0j basta Tomarmos os conjuntos; va

zio (@), e um conjunto A com
Pela definicdo de produto cartesiano devemos cons-

g elementos.

truir um conjunto com pares ordenados tendo o primeiro

: H 0 conjun-
elemento pertencendo ao conjunto vazio; ora, jun

to vazio ndo possui elementos, logo o praoduto cartesia

e Iﬂ=ﬁ.
no também nao possuil elementos, ou qu g

,
r
Concluimos entao que ©O numero de elementos e 0O, ou
que deve ser 0 x a = 0.

C. 5 - 2 Un fator € a unidade (um)

D suriadade A0 nym" ser © elemento neutro tere-
a prop

mos que:
1x1=1
1 x2=2%1%
1x3=8xl%=
C. 5 -3 um_fator é o dois

a) 2x 2
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Tomando a multiplicacao como

adicga . s
sao teremos: com fator 3, as multiplicagoes com fator 4, fator 5, -

2x2=24+2 etc. o

e utilizando a tabua de adigao Notas: a) O produto de um inteiro por 2 é chamado do-

bro do inteiro.

| 2!2:4 . v
| b) 2x 3 Exemplo: 6 e o dobro de 3,
; - o b) Os produtos de um inteiro por 3, 4, 5, ...
| omando a multiplicagao ¢ — 20 chamados tripl ad i
omo adicao sao chamados triplo, quadruplo, quintuplo,..
2x3=34+3 ~lo L 2 % 4 8 € F B 9 s o
e,-utilizando a tabua de adicio olo o o o o o 0 0 0 0 . .
1lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
2x3 =
Pel 2 0 2 4 6 g8 10 12 14 16 18 . & %
ela i
propriedade comutativa: 3 0 3 6 g 12 15 18 21 24 27 e o
3x2-=-¢ 4lo 4 8 12 16 20 24 28 32 36 .. .
: 25 30- 35 40 45 E o» @
Analogamente mostrariamos 5|0 5 10 15 20
- Que; 6 |l o 6 12 18 24 30 36 42 48 54 . . .
2x4-4x2-g »]lo 7 14 21 28 35 42 49 86 &3 . . .
2x5=5x2- 10 8 o 8 16 24 32 40 48 56 64 72 & & B
2x6=6x2=)p olo .o 18 27 36 45 5¢ 63 72 8L . . .

-

C. 6 - Lei do Corte

. Caso numa multiplicaca® tivermos

0054-‘} & .
m_fator e o 3 . axb=ax¢
a) 3 . _ ;
taren s x 3 nio poleton (como, na adicao) usarmos a lei do Corte e
0s8: X 3 =
3+3+3 afirmarmos que deve ser b = ¢ em todos os produtos,
=(3+3)+3 ‘ 5
0
A (associatividade) R
- - = =0
s 15 (tabua de adigao) gEAFRED
e (tabua de ad1qao) esta igualdade ndo implica ser b = ¢, como é o contra-
na ogamente dterminari iy P8 ’
, amos as outras multipllcagoes exemplo

e . eu———— L R T




0x2=0x4=0

C. 6 Propriedades da Multiplicacao

em relacao a adicao

Consideremos a multiplicacao indicada
ax (b +e¢)

Pela segunda definigido de multiplicacdo podemos €2
crever:
a parcelas

B S

c) + so0 + (b + ¢)

ax (b+c¢)-= kb +¢) + (b +

= [(b + c)l+ b] + e+ ... + (b + ¢) (propriedade a8
sociativa

= [b + (¢ + b) J+ e+ cus + (b & c) (associativa)

= [h + (b + ¢) ]+ C+ o0 + (b + ) (comutativa)

= [(b+h)+CJ+c+ o000 + (b+C) (associ&tiva)

= (d+b)+(c+e)v.u.s (ba c) (associativa)

-
Analogamente, conseguiremos reunir todas as "a' Pat

celas iguai "h "
guais a "b" e as "a" parcelas iguais a "c" seP2

radas.
ax(b+e)=(b+bas+bas +c)
— o?o-\]—b)‘.p&:.;.c-rf,;o’_”_,
a parcela a parcelas

ax(b+c)=(axb)+ (a x ¢) | (pela2adefinigdo)-

ou simplesmente: a x b + axec (*1 igualdade que expri
me a propriedade distributiva da multipliéacao em Ire-
lacao a adigdo pela esquerda.

(*)Eliminamos os sinais parenteses ( ), mas adotaremos, daqui par#

frente, que havendo multiplicagiio e adigdo se fard primeiro &8s
multiplicagoes.

Y

Como:

ax (b +¢) (b+c)xa (comutatividade)

temos:

(b +¢c) xa

il

axb+axc (distributividade pe
la esquerda) 2

bxa+cxa (comutatividade)

il

(b +¢) xa

igualdade que exprime a propriedade distributiva da -

multiplicacio em relacdo a adigao pela direita.

Dizemos entao simplesmente, que a multiplicagao go

za da propriedade distributiva em relacio a adigio:

Exemplo:
a) 5x (4+3) =5x4+5x3=20+15=235
ou 5 % 7 = 36
b) (2 + 4) x3=2x3+4x3=6+12=18
ou 6 x 3 =18
Nota: Observar que a adigao nao é distributiva em re-

lagao a multiplicagao.

C. 8 - Exercicios
Serie VI
Serie V1

1 - Mostre, utilizando as propriedades, que:

2x (3+4) =2x3+2x4
2 -~ Mostre que:

a) (3 x4) x5

b) [a x (b x ¢)

c) [a x (b x ¢)

3 - Qual é o valor de um pro

_(5x3) x4
Jxda=ax b“‘(c"d)}
]xd___(bxa)}C(dXC)

duto de varios fatores com

0
um nulo? Por que: £
4 - Caso tenhamos um produto nulo como devem ser os fa

tores?




S = Adicionando-se um inteiro a um dos fatores de quan

to aumentara o produto? Mostre?

(o]
]

Mostre qu~ a multiplicagao € distributiva em rela-

¢ac a subtracao.

7 - Subtraindo um inteiro a wi dos fatores de guario
diminuira o produto? Mostre?

8 = Mostre que:

(a +Db) x (¢ +d) =2 K+ BmE s Sxd o b xd

©o
1

Mostre com recursos da propriedade distributiva, 4o
eleTento neutro da adigdo, e pela lei do corte da 2
dicao, que a x 0 = 0,

10 - Mostre que:

€ que 0 xa=0

a) 4x2=2x4

1l
@

Do D]..Visao

D. 1 - Multiplos
Consideremos unm inteiro qualquer g
?

deste i i .
te inteiro pela sucessio dos naturais 1. 8. 3., 4yec°
9 9 9 ¥

e 0s produtos =

1xa, 2xa, 3x a, ¢+ x a, .

A esses produtog denominamos
Toma-se

. miltiplos do inteiro 2
tambem como miltiplo de um inteiro o seu Pr2

duto 3 7 4 2 " g
por O; isto é, o 0 & miltiplo de qualquer numero -~

inteiro.
Exemplo:
0 conjunto dog muiltiplos de 3.
{0’ 3, 6, 9, 12, °°‘°""}

¢ obtido da seguinte méneira:
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1x3=3,2x3=6 3x3=29,4x 5=12, etc.

0 conjunto dos multiplos de 2:

{o, 2, 4, 6, 8, 10,812, 14, 16, 18, ......}

.y

recebe o nome especial de conjunto dos numeros pares.

0 conjunto dos numeros inteiros que nao pertencem

ao conjunto dos pares:

{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, i 560

” <
unto dos numeros_impares.

e denominado conj

Um inteiro que seja um dos fatores de um produto &

chamado sub-maltiplo de produto; disto resulta que se

um inteiro "a" é multiplo de um inteir

o "b", "b" e sup_

-multiplo do inteiro natt,

Exemplo: 8
8 ¢ multiplo de 2 porque 4x2=
logo: 5 & sub-miltiplo de 8-

- - ~0
D. 2 - Qperacao_inversa da multiplicaca

o o produto

Admitamos que e dad

a:bxc
iy um dos fatores
dos i i np e c", e que 5€ conhece
inteiros '"b'e €7,
!
" por exemplo.

0 problema da deter

inacao do outro fator "c'" leva
mi

iplicacao.
~hos a operagao inversa da multip : s quociente
Ap vestltade deste operagao denominamo
e

1 i i camos :
(Egﬁﬁﬂﬁiﬁﬂte), e indicar
«+ h=2¢
. = cC ou & *
a:b 5
¢ 3 r’ . —
te de G por 2 ¢ 3 porgue = X 3
e 1

issin, o quociex




(%) ]
o0

Definicao

Chawamos quociente de dois inteiros ", e B! nessa
== ot EE HENT]
ordem, "a' muiiiplo de "p , &

51 N 3 Ll P ue ul"'
ZA0 _inteiro M"c¢', gue mulz
tiplicado por "b" fornece 0 _produto "a",

A _operacao que ao par_de

inteiros (a; b) fae cofz

responder o inteiro "¢

igual ac seu quocicnte ¢ deno:

minada divisao,

Quando estamos operando para determinarmos o

:1110""
ciente, diz-ge que estamos

dividindo.

0 sinal = (ou :)

e lé-se "dividingo por"
0 "an
"b"

0 "c"

D

chamado dividendo
—= _¢€endo

=]
(X9

chamado divi
1v1so:

> que € o result

. ado da divisio, é denominz
do guociente. '
.-_—'_-_—,.,__

Como o quociente nao e definido para qu

ar (a; ; i : . iga
par (a; b) de inteiros, pois existe a restrigad
1 A .
de "a" ger multiplo de 'ipn

a operacao,

alquer -

a rigor nao existe

Da definigao resulta a eqliivaienci

3 a fundamentélﬁgg
divisao:
a:b:cﬁbx s ] i
L=a&Qb+b+ oo, + b = a
¢ parcelas
?f?ta eqliivalencia segue dois aspectos para divi-
sao 2

1) Obtencio do numero de vezes que deve ser adiciQ

e do s
(*) Nos serdio Gteis na parte metodoldgica

e o simbolo da operacao de dividir’

—
pr—————

N e - e
e — - — —
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nado o divisor para se obter o dividundo.
Como: _
a & B = ¢ &¥ (b + b+ 5.0 + b) + b = a
c parcelas
ou
a s b=cemibash+ ivu+rblsb=2an~-hb
c -1 ;ércelas
Ou . o(b + b = seo h! + b = (a-b)-b
g oalh = e == (b 2

o = 2 parcelas

©. sucessivamente?

ou gue

‘

Do 3 Operagoes

a) Seja a determinacao®

Pela eqliivale

i a divi
b) Seja a determinaca® do di

teremos

a:b=c& {K(a:=b)’:!'ﬁ" T D}
¢ subtragoes de

diminuidor b

¢ . ¥ ¢ se pode sub~-
Obtencio do numero de vezes QH p
~ L Cé
| ivi do
irair o divisor do dividendoOo.

isao
inversas_da divisao

do dividendo: X

¥i b =%

! i moss
]ICia fundamental da lelsaO t.ﬁ'
L

x‘obzcd::}bxc:x I

o

|
sor y: ‘
|




Novamente, pela eqUlivaléncia fundamental] da divisao

yxc¢c=acay a : c

Hi

No caso a) a operacgao inversa é a maltiplicagan;mas
no caso b) a operagao inversa & a propria divisao; dirg
mos como o dissemos para a subtragao; '"a operacac | 0v'L%
sa a esquerda da divisdo é a multiplicagao', e " & “I'"”
ragao inversa a direita da divisio é a divisio".

Exemglos: "

1 - 1) Qual é o dividendo sabendo-se que o divisor e

s

2 e 0o quociente e 42

Temos:

x:2=4¢_—_>x=2x4=8

2) Qual e o divisor sabendo-ge que o dividendo "
10 e o quociente & 52
Temos :
10 : y = 5 & =
mas: ikl
portanto y = 2,
D. 4 Propriedades
f
D. 4 - 1 Propri a : :
priedade nao-comutativa a:b __jL;;fi
A divisao nao goza da Propriedade comutativa, ¢

que decorre da condigao do dividendo ser multiplo do £k

visor; logo mudando a ordem, em geral, o dividendo nao
sera mais multiplo do divisor,
Exemglo:

8 : 2 =4, mas 2 : 8 = ? (nao tem sentido, nao

existe)
Oheervemos entretanto que a divisao nao e anti-comy
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tativa, pois

a:b=D>b:a, quando a = b.

D. 4 - 2 Propriedade nao-associativa

(a :b) :c+azi (b:ec)

Para mostrarmos que 2 divisao nao goza da proprie

dade associativa basta darmos um contra exemplo:

12.(4;2):12:2:6

ma
s 4) 28 =5z2 =.?

(12

x i a divisao nao e anti

mbem aqul que. 1

Observemos ta j v oo

-associativa, pois ha o8 casos el que-e associati o
9

mo no exemplo seguinte:

B
]

(4 ¥ 1)
4) 3 {

1}

(8

D. 4 - 3 Elemento neutro

Como 1 x a = a

Segue pela eqllivaléncia que:

Para qualquer inteiro 2. ) . _
qualq eral nao & possivel, conclui.

Mas como 1 : a em B

0S que: | )
: 1 1 ] e e direlta

"A divisao pOSSll- elem nto n utro a

a = i i 1 ez2de

l x a para qualquer intelro, 0 ‘
-——__a‘: Como . P : - {viger
h—mul ti lo unlversal ols € d
nominado su E v

s P
a mul
inteiro (analogamente o zero € M-
r i

de gualque

Ztiplo universal).




e ——

o ST T

62

D. 5§ - Divisao com zero

1) Dividendo 0

Pela eqllivalencia

0xb=0<=¢0:b=0

concluimos que a divisio com dividendo O e possivel ¢ ©
quociente ‘e zero.

2) Divisor -0

Seja "c" o quociente:

a:0

1]
[¢)

i
&

Pela 7ieqllivaléncia temos:

-

1}

0xec a
mas, Oxc=0 (tébpa‘de multiplicagao)

. .
mas, como "a" em geral é diferante de Zero, temos um ab

. ~ ! -
Concluimos Portanto, que nao existe inteiro '"c'

que satisfaca a difinicao de quociente. Dizemos queih95
visdo e impossivel,

o0 €m outras palavras, nio existe -
divisao com divisor nulo.

Do raciocinio anteriop segue, o

tambem que se a =
teriamos:

0X¢=O

que ¢ uma igualdade Sempre verdadeira,.independente do

i . . s . R isfaz
valor do inteiro "e"; isto e, qualquer inteiro satisf

neste caso a definigao de quociente.
. ~ . .. .. 20
Dizemos entao, quando o dividendo e o divisor s2

nulos que a divisao & indeterminada.
— - —_——

D. 6 Distributividade da divisio em relagio a adicdo.

Admitimos que seja ﬁossivel as divisdes de cada
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parcela por '"c", teremos as eqilivalencias:

y<>a

]

a s ¢ c Xy

b:c=2zepb=cxz

1

portanto existe a igualdade:
a+b=cxy+cx2

e pela propriedade distributiva da multiplicacdo em re

lagao a adigao, podemos escrevers:

a+b=cx{v+32)
mag

(o)
i}

e
+
N

a+b=cx (y+2z)>a ¥ b)

logo

(a+b) sc=azc+bzie

o

s sao multi-
lﬂ!&ldade que mostra, que, se as parc?la 2e—mes
Plos do divisor a divisao é distributiva pe

€m reiacao a adicaos

Exempio: 0, 6:12=4+3=7
| (84+6) :2=8:2%+6:
ou
14 : 2 =7

da.
9 X mplo:»

[ - 2
6:(2+1)=6:3 9
6 :2+631=3+6%=

Do ? Tibua de Divisdo

é facil cons

L inlicacgao
Com recursos da tabua de multip
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: | 3 | 4 B
) 0 0 0 0 0 0
3|1 4|1 ol s
1 2 3 456 7 8 9 .. 6 | 2 8 | 2 10 1 2
0100000000 0 0 9| 3 12 | 3 15 | & -
A . L 12 | 4 16 | 4 il e
2121 . . . ., 15 | 8 20 | 5 s 'h =
FIF o 1 5 5 w o ; 18 | 6 24 | 6 e
a4 2 ., . .o 21 | 7 28 | 7 ol
¢ 8
18 « » o B . .. L . 24 | 8 32 | 8 0
6 (6 3 2 . | 1 , | .. 27 | 9 36 | 9 5 9
0
7 7 - L] . . - 1 = . . 30 10 . 40 10 50 1
8 8 4 ., 2 , . e 1
L B T D. 8 Exercicios
16 {10 5 . 2
; S Série VVII
. _ 1) Mostre que:
' a) 232l
b) 4 :2=2
Da dificuldade de leitura desta tabela, por caus? ce) 6 ¢ 2= 3

i a ta
w = d1v150r2um o
dos espag¢os em branco, onde nao existe o quociente doS €, construa com as outras divisoes com
i i . - A e g
nteiros; prefere-se subdividi-la em tabelas parciais bela I

2) Mostre pela eqiivalenc:

ivi-
para cada divisor a fundamental e

» COMO sao as tabelas seguintes, onde

; . de
_— v . a diferentes
para dividendo &5 se escreve aquéles que sdo miltiplo® S80 que para um produto de dois fatores T os intei-
dos divisores: ze . Juocientes de numer
To sempre obtem-se dois 4
Tos., ali

oV

npume
3) Escreva dois exemplo®

da 5 comutatividade de divisao

§ =b: 2
( a abd s0S
* . - o o« w . S
) Ja se exclui o divisor nulo, ndo existe diviseo. 4 por aols proces

4) Calcule (20 + 12)




64

£*)

nha .

:1 2 3 4 5 ¢ 7 8 o . ‘
010 0 0 0 ¢ 0 0 0 0 o
1 T . .

2 2 1 , . ¥ ¥ O % 5
3 * @ & = S .
414 2 |, 3 B & &
6 6 3 2 , . i : « s a
¥ T &= & =z * e .
8 8 4 . o £ w K o5 L .
219 . 3 I
10 {10 5 : ; : . 1

dos espagos ep branco
. 7
inteiros;

3 Prefere
para cada divigep ~la em tabelasg parciais

s Como Sao .
Para dividendo S0 as tabelas seguintes, onde
- 9

se escr
i i eve a ~
dos divisores: Queles que sio mii1tiplos

(*) g2
a se exclui
ui e
© divisgp nulo, ngo i
eXiste divien
visao.

A—

_ine 3 FEs .
0] 0 o 5 _;_m_a_
3 1 " . ; l
6 | 2 ila N
’ ; 12 8 - 15 3

12 4 16 ’ ™ X

ol 20 | 5 P

B1s 24 | 6 _—

T 28 | 7 e 12

24 | 8 32 | 8 i | &

ol & 36 | 9 a5 | o

S e 40 |10 so | 16

P. 8 Exercicios
Serie VVII
1) Mostre que:
a) 2 :2=1

b) 4 :2=2
ce) 6 : 2 =3
€y construa com as outras divisoes com divisor Zuma ta

belga parcial.

2) Mostre pela e

S80 que para um produto de dois fatores dffe
quocientes de nume

qﬁivaléncia fundamental da divi-

rentes de
. i ros intei=

O sempre obtem-se dois
POS y
que & vali

Aricos em
3) Escreva dois exemplos numer:

d e
@ a comutatividade de divisao

a : b= b : 2

i esS0Se
4) calcule (20 + 12) : 4 por Gols proc




5) Coloque os parénteses adequadamente nos
sucessivas
a) 36 : 6 : 2 = 12

b) 20 : 4 : 2 - 10
c) 24 : 6 : 2 = o
d) 48 : 12-: 8 :2=1
6) Mostre que:
a) (a:b)xb=gy
b) (axb) :p - a
7) Mostre que:

Be inteirg
b =(a:p) . c.

c) Multiplicando-se divig
ciente fica dividido i

sivel: (a : c )

e Pelo inteipg
possivel: a : (b x ¢) - (a : p) ,

inteirO: a : (b

e o divisor POr um megpg i
inalterado:

divisoes

=]
o
f—
o
| i
=
ot
14
()
i |
=}
—~
P
”
0
S~
(=2
1

um inteiro, o quo-

4 ~ td
Se a divisao e pos

um inteiro, o quo-

rd
Se a divisao ainda €

c) =
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lagao a subtragao:
(a - b) tc=arte=-bie
9) Mostre que se existe a associatividade:
(a:b) :c=az:(bse),e a0,
entao ¢ = 1.

E. DIVISXO GERAL

E. 1 - Introdugid:

Temos definido divisao como a operagao que deter

mina o quociente de dois inteir
ser multiplo do segundo (di

os, mas, no caso do pri

meiro inteiro (dividendo),

.

-, u ’
Na vida diaria,
problemas denomina-

Nalogos ao da operagao de divisao,
dos de reparticdo, ou mesmo de diviSaos

i i esmo
Ser resolvidos para o caso de inteiros, m

que necessitam

que um

Nao0 seja maltiplo do outro. ’ -y
Por exemplo, todos nés ja passamos por si . ¢ ;
g objetos (38 balas, 38 la-

f
ente por 7 pessoas'.

ar um numero (quocien

Camo a seguinte: "tem-s€; 3
Pis, etc,) para repartir igualm

£ claro, que devemos encontr
do por 7 sejd igual |
38 nao e multi

1 ao total . 38,

't.e)9
plo de 7y lo-

que multiplica
%6 Objetos; mas, no caso,

Q, n& _ i ; .
8% ndo existe o quociente: . resolvido,

A solugao e a
separar 3 obje- .

Mas, éste é um proble seguinte:

Pela menos satisfatoriamente:
. &

ou dados a algumas

darmog S5 objetos pa§a cada pessos
tog

e i dos
» 08 quais nao serao repartld ’

i




s .
das pessoas atendendo a8 outros critérios do previleglo.
Teremos:

7x5+3:38
B. 2 Definicao:

. ! . < (0]
Dados dois 12&2&225_23h3_£2‘iﬁ_é_9)aChamamozrﬂPﬂ

-ciente dos inteiros, nes

52 ordem o inteiro "q", s
que:

A operacao ue ao par (a:

inteiro "q", igual ao s
—'-——'_---____

-sao Geral,
=Sao_GLeral

b) faz corresponder 0

SE_EEQCiente e denominada Divi
———=5, € den

i i 1]
Q_inteiro r!'_é chamado resto
—=ateiro ''pn ——=124d0 resto,

Quando r = 0, teremos:

e multiplo de "hn,
nida, Concluimoeg qu

O conceitg de D

ivisao,
;
Diremog conforpe O Teato ps
=0 ""':'— DlVlS
40 ou Divjigz, Exata (quociente exa
to)
C4rp

» Pois, ¢ ja fornecerla a igualdade:

POis.6 x 7 = 43 > 38; es

8% a0 do quociente exato.
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<
riamos
38 = 4 x 7 + 10
4 i divisor 7,
ta > malior que o dl e
€,entao r = 10, que e ma

: : Mol 1
. e 0 inteire "q seja
N ta: A definicao dada illlp”ca qu
otaz 1LC

i satisfaca a:
0 maior inteiro que satisfag

bxqéa

SS}-]" no exemP].Oe 6 nac pOde ser 0 qu - | .

Satisfaz.

W

conduz
operagao

ue esta op

ar q

E importante observ npts e, que -dado o

ng" e
. : iros 'q
determinagio de -dois 1ntelf°' ol
: v m unico
Par (a; p) existe sempre u

g iforme). .
faz a definicao (propriedade un :

ar (q; r) que satis

3 ' imado:
2312212 de quociente aproximacy

: b

p", a nao mialtiplo de b,

2 s g e H 2lo-
Dados os inteiros "a ocesso anal

i faz por Pr
a determinacaﬂ do‘ quoelente se
ue multiplicado por -
q

N Tl -
Procuramos o inteiro "4 o "q

. ir
:  tal que o inte
' isto €y
'b" narl is
fornega quase )

Wtip) {eadg por "b" ultrapasse

Eﬁﬁﬂp&g:

; 5 uocie
Seja a determinagdo do d

"an pe

nte de 27 por 6:

Tém°s= 6 x1=6
6 x 2 = 12
6 x 3 =18
6 x4 =24 | W)
6 x 5 = 30 (ultrapasso



0
71
logo
£0, 4 e o Quociente aprox1mado
= 3. €1 0 resto ¢ 27 - 24 E. 4 3xsrcicros
Vw28 Propriedages: Série VIII
Como a divig3o exata p 1. Mostre que o quociente de:
a0 o
de e comutatlvldade, Col may Oza da associativida- a) 45 por 8 e 5 (resto 5)
or rp o ; . -
mada nao goza dessas Proprieqag R2BO a divisie aproxi b) 39 por 9 é 4 (resto 3)
" a e - - = ’
lo fato qa divis3e aproxij Si 0 que é visiyel P c) 26 por 6 é 4 (resto 2)
de dois intej "3da condyzj . aq inacs 2 to 2)
eiros (‘JUOCiente . eterminagao d) 26 por 4 & 6 (resto
Testo) . ) ; ici
Podemos, n, entretant,, , ; 2. Determine o maior inteiro que pode ser adiciona
ropri . » acreg ) ) 7
Propriedage - Centar j seguinte do ag dividendo sem alterar o quociente? Qual sera o
1y, 2 . [
Multj 11°ando-se o it restg? l
inteiro o . e 1dendg e e :
me————— 2 ﬂ% e eeee B 6 divisor por um ; 3 i
g ) —==—=20¢ por um » Idem, subtrair.
E&Bli&iﬂﬂ Pelo intejpon “ekne, 23S 0 resto fi % ’ ~ ociente € 12 e o resto e
—._____e_l__.l"g". - —==Lto i1ca mul- 4, Numa divisao geral o qu '
Pe fato: S5; determj dividendo e o divisor sabendo-se que a
mine o dividen
Sejam "y
e phn divs Sug s -
" 9 1V1den _ oma e 96, i ,
e o © resto gaq fo e Uvisor, Temos o S. N di a ral o quociente e 14 e o regto €
L u i e |
o< r<p, 0S por. B e i s, 5 ma divisao g . i -or sabendo-se que a
X1 +r com i determine o dividendo e o diviso
Multip) '
ngn. Temog o di"jdendo "o e diferenga é 68. ‘ - icionan-
3 a’ por yp inteiro 6. N P ata o quociente e 21. Adicionar
ax d = (b . uma divisao ex i a5l 5 & i
o axa. L Fw) . a do.ge 12 ae dividendo o guociente sera 24. Q 1
B xXq) x g : Vi |
o iq .
ou g x - X d ; endo ; 2 3 '
1= 0 xq L (dlstr:tbutinaade) © 0 divisort ciente 8 26. Subtraindo |
SR TN T 7. Numa divisio exata o quo , Qual é o divi
Nesta exppoc.= mutasso tividade e co ~se o . onte sera 18. QU .
400 pop . °5530 0 ant g, Qivs . tividade) .. % do dividendo o quocie |
me i LN divig Widendo gty ipld | “endo ¢ © divisor? ici |
satisfaz b Sing endg ta bém multlpli l ivisor? : snitie é 27. Adicionan- |
1cao ¢ n ' Provemog que r x d | 8. Numa divisiao exata o quocl oual e o divi :

r 18
o quociente sera ==«

faz a dees: pPo )
€Slgualdag 18 o re |
€: 0« Sto antep . ®nq z
an, Obtemos , cond Fah, logo multj OF Eatly " © o divisor? te ¢ 4 Subtraindo-
Ondicggy 4 iplicang & ocien ' .
¢ Procuraq Go por " 9. Numa divisao exata o qu ¢ 4 gl ¢ o dividen
e 1 ¢ RUE
s . sera
1 ao divisor, o quociente

e g
© divigopr?




e ——— e N —T

72 75
10. Numa divisio geral, o quociente & 15, e o res- €, ao resultado 64 denominamos potencia.
to &8 I. jzd . .
; Adicionando-ge 15 ao dividendo, o quociente s¢ Fo -~ 8 Definigao
ra 20, e o resto aj A 4 : ——- o
ainda e 1. Qual é o divid i~
endo e o di ) . 2 . il n > 1
visor? Dados dois numeros inteiros "ace b" (com b 3.
11, Wiy diaciad chamamos poténcia "y de a', o produto "C" de "p" fato-
o . ” 9 i
. a duivisao geral, o quociente e 9, e o resto 2 . . fr
e 3. 8 § L I'es l1puais 'ty
» Subtraindo-se 13 ao dividendo o quociente é 7, ¢ fnds
0 res 0 £ ” ! . n lcamOS:
to e 2, Qual & 0-dividendo e o divisor, b _ .
12 inli I il
_ + Multiplicou-se o dividendo e o divisor pelo - i . p) faz cor
mesmo ni ~ r de inteiros (aj b) faz cor
numero 5, A operacao que ao_pa

sabendo-se que o re N
sto e o quociente : £ b} ¢
| al a sua potencia e deno-

éram r ; : = . . Hall 5o
espectivamente 8 e 12; pede-se o novo quociente =Iesponder o inteiro "c", 1£

a , ] .
0 novo resto? Minada potenciacao.

o T i a o=
Quando estamos operando para determinarmos a p

. iando.
tencia diz-se que estamos potenclalt:

potenciagéo nao se usa

F. Potenciacao

z
um sim

F. -1 p s o e
ireliminares

: 3 Nota-se que para a -

sim, uma disposigao a-

Consi b g ~ . A indi i ao; e
ideremos uma multiplicacio de winn Bt Sens bolo indicativo da operaga0j ©s pimere indicati
. ) = 0 i
1guais, por exemplo: dequada dos térmos, assim, coloca=se

. - . - . e ou
VO do ntmero de fatores a direita € P

co acima do fa-

4x4x4 =64

: " ) tor repetitivo.
Da maneira
amado Eﬂ§g°

1 2y s ch
0 HaH (fator repetlthO) e ) R do réu
£+44 4= 19 ) o o de fatores) e chama Ei
O "b" (nlmero indicatiy ou €Xpoente-

ue i 5 :
due equivale a operagio de multiplicacio, ! ' encia.
. lo nan ( ltado) é chamado otencl
c resultado i

e com algaris-

--analoga a adigao de parcelas iguais:

r-se © expoent

-

E costume representa

n e Se .
(multlpllpando); MOS un pouco menores que a b2

Potenciacao: ’ b
Na potencia : a
) A531m, a multiplicacio anterjop lemOE:
bam numa nova forma, maig ppis. FScrevemos  tam- : b
8 Ppratica: - a elevado ao grau
3
4" = 64 oL cpoente b
a elevado ao expo




ou

@ elevado a poténcig b
Exemplo:
a) 7

72

2
=7 X7 =49

lemos tamben 7 ao

0u 7 elevado a
b) 73

(*)
quadrado
Seéunda potencia

=F X7 X7 = 343

Potenciacio:
e——

azch;‘)axaxaxqa’

X a = ¢

b fatoreg

¢
|
!
'—-‘“—q_'—-_"—_.—-‘-_'-—“-—-..

- —— e -

F. B = Extensces
=Xlensoes

" . . . & o fa-
Como nig tenm Sentido mu]t]pllcagao ccm um S
tor, e tambeém mMultiplicacao

TN fataresa os simbolos

sao desprovidos de sentido,

Entretanto, POr razgesg que aindgg Justificaremos,
igao tomandg

* Quando o eXpoen " i
k*3 razEES de ggea.te i ?oﬂ& Se lep Sempre
(*#%) Quando
razdes

F. 4 - Propriedades:
a ativa
F. 4 - 1 Propriedade nao-comuta
. a
Em geral : ab £ b
DT e

-exemplo :
fornecermos um contra
Basta

233 —2x2x2=8

=9
32 =3x3

v ' de-
b, e valida a proprieda
]

entretanto, caso a

a jativa
F. 4 - 2 propriedade nao-assoc

()

Em geral

(ab)c ¥ a

lo
a-exemp
contr

r um

-, ’ - da
Tambem aqui e facil

\

3
(2%)° = 4° = 64

3
as 2(2 ) - 2% = 256
m

\

F. 4 - 3 Rlemento neutro

iqca0 SO
nciag
a pOte

’ qu
, £ o
to neutro i direita, que
E .
~Xemplo: .
5 = 5

P 22 ibutive ubtra

F. 4 - 4 propriedade pistributz=— u_sul
' - ro

. e 0
50 a_adigag
laga® = -

i e re
a) Nao-distributiva €& ——
- géo.

Im geral
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Contra~ex9mElos
(2 « 3)2 _ 52 _ -
mas 22 . 32 _ 5 & = T
(5 - 2)2 = 32 _ 5
mas 52 - 22 =25 - 4 -

tipli

(a x ¢)P

I
~
o
]
0
S’

x (a x ¢)x...x@xc)
(Definicao)

(a x c) x . c)'x‘

ree X (a x ¢) = (axax (axax

cee X )

(Propriedade comuta-
tiva e associativa
da multiplicacao) -

(aXa ’ )
T oeeexa) x (e X ¢ x b

x ¢ (Defi

10393 ; nigao)

**e'Xc) =a

(Propriedade transi

Ezﬁﬁﬂl&i tiva da igualdade)

de variog fatores,

c) Nao-distribut;
1butiva pej, esquerda ep relacgao a mul

77

tiplicacao

Em geral: "
& [fabx:c F. ab .

Contra-exemplo:

52x3 _ 3% = 720
mas: 32 33 _ 9 x 27 = 243

i ao a divisao
d) Distributiva pela direita emrelagao3 P

b »
b b,
(atc) =a =¢

De fato:

Divisao:
Pela eqHivalencia fundamental da

b
b_(a:c) xc
ah=¢h=(a:c)b:>ﬂ = (a

jaca relaqao a mul
e pela distributividade da potenciagao em
ela distri
" b b ab = I(a s c) X
a = (az:c) xc &

Pela definigao de divisao:

b b _ ab
ab"—"l(a:c)xc —
© que mostra a propriedade:
EEEERlE: X g 23 g1z 1 B =
(8 : 2)" =8 ¢
e g ma
(8 :2)0°=4"=6

da
c) Nao—distributiV1dade e




~3
i
on

2
Contra~exemplo: 26 : 2 = 23 = 8
mas 2% ¢ 2% 264 14 =16

F. 5 - Operacoes com potencias da mesma base

1) Multiplicacao

b c )
a - xa =(axax... xa)x (ax A X ses X B
b fatores ¢ fatores
b c
logo a xa =(axax .., x a)
b+e fatares
b c b+ ¢
ou &8 x a = a

"0 produto de potencias 4+ mesma base « igual a po

tencia da base cujo expoente ¢ a soma dos expoentes'

(Lei dos indices),

Exemglo: 5
Fa3v =gttt 8 eag

2) Divisao:

]
b c .
La s a =ab ¢ com bZc

De fato:
Pela eqllivaléncia fundamental da divisio

ab:ac:ab_c.;-:_._a;abzabuc c

X a
I

*“s pela regra anterior

79

_ b (b-¢) + ¢
ab:ab Cxac@a i

€, pela definigao de diferenga

: b b e verda-
b (b-c)+c =a que e ¥
a = a S # deira
Re'g'—-ra: e é igual

> bas
; ias da mesma
"0 quociente, de potenclas

. é¢ a diferenga dos ex-
a potencia da base cujo expoente

Poenteg"
Exemplo:
— E [0 B
o8 . o2 _ g8-2 2* = 16

3) Potenciacao

De fatos : | b
) b b X oo x a
(2®)® = o’ xa x 8 F 22—
c fatares
Mag + P (por F. 5.1

_ L
b _ o+P

b =
4 x a X ..o X 2

; iplicag
ab+ b # swe b _ abXC (Defn

ao)

4

logo 0 riedade Transit1va)
") ke (Prop
(&%) = &
SEE£&: poténcia,

otenc "
"Para se elevar uma P base

m . . cons
ultlpllca-se os expoentes e
B

‘Esﬂﬂlgz
6 _ 729
23;3 _ =
(3%)3 _ 3 =3
F. G l‘ eﬂsses

"
~ Justificativas das eX:——

“a

2,
)



a) Consideremos o quociente:

ab_ H ab

pela definicdo de divisio a’

a =1, admitindo que a
regra de E.”S, 2,

Possa ser aplicada tambem neste caso
teremos:

& 3P s AL a’

0 que justifica a extensio

a = ]
b) Consideremos a potencia

b
a

e, multiplicaremos por a, temos:

a X a

Pela definigdo de poténcia

b
@ xa=(axagx sss X a) x a
b fatores
logo: b
8 Xxa=-axax,., x a
b¥1 fatores
ou que:

a’' xa=gaP*+l

‘Usando a regra de multi

Plicacao de potéencia da
Mmesma base temog:

b
a +1“= a.bx ﬂl
de onde teriamos a igualdade

(4

“, sendo ab A0

que justifica a extensao.

E importante observar g

gras I,

0 1 re
ue as extensoes deixamas re

; 7w s estes casos.
validas n

= 2 tambem

5. 1 e F. 5.

F. 7 - Exercicios:

6)-

Serie IX

b~
st e mostre a 0O
rua uma tébua de quadrados
Con

tencao dos resultadose. e mostre a obten-
abua de ¢
Construa uma t

cao dos resultados. e o expoente € di-

o zero
Mostre que se a base€

~ - 4 Ze]“O .
alquer potencia €
ro qu

nsaes
ferente de ze éricos as exte

m exemplos nuft
Justifique co

o i propriedade

Calcule aplicando a

2
a) (4 x 7 x 3)

distributiva:

b) (5 x 2)3

j__
c) (12 : 2)3

Calcule utiliza

s
goes parad base

Ao as opera

guais:
a) 32
b) 2°
c) 42
a) 8°
e) 7°
£) " 3*

2
g) (4% : 49

h) (3




3 2
- (5% x 57) . 58
Tl =k
k - (32)° 2
2
1'- (%)% O
C - Determi
: ine uma regra para e .
plique em: Potencias de baosge 0.6
5 :
10%, 10° 4
? O a -
8 _ k) 10 e 10‘)

Determine

um

pPlifique. enclas de base 1

9 e L
Mostre que : (ab)c B "

10 - Calcule: ' (a”) b

2
a) 3
53 + 3 20 4 03, 2, 3
b) 8 - (22 3 ’
x 2 ) G (36 32)
¢) (4 4+ 3)2 _ (5.05,3
- 2)% , 34 5 3 N

+ 3 -2 x 2

m

CAPITULO III

CALCULO PRATICO DAS OPERACOES

A rd
o Outra forma dos numeros:

0 . £ . i =
5 principio Fundamental do gistema de Numeragao
eCima = , <

1 permite escrever 0S numeros de uma maneira com
Ve

mero oitocentos € trinta e quatro,;nos
Vimos para isto, que na
sui dois

Pacta; assim, o nu

0 es :
crevemos simplesmente 834 .
cada algarismo pos

Tepr i 4
Presentagao de um numero,
valg a : '
ores: absoluto e relativo. 0 valor relativo, que @
rmos me-

o de o . .
Posigao, e que vamos realgar, para firma
aoescrita.

lhor -
08 nossos conhecimentos sobre & numerag

po -~ . .
deremos deste modo obter 2as regras operacionailsSe

Refomemos o nimero 834, temos:
valor de posigao do g = 800
valor de posigao de 3= 30
4

valor de posi¢ao 40 g =

ent =
Ntao; temos: 834 = 800 * 30 « 4
ou: 834 = 8 X 10(

ou: 834 = 8 x 10
' stema de numg

erite que © si

onde .
r © leitor observa claral N
agao ; : oi 1 multi licative
utilizado e o gsiciond
o e um sistema multip- 22—
sistello

e .
— ad 1 -~ -~
2ditivo por justaposiga? a

E53E312§:

direita.

a) 759 = 700 * 50 + 9 ,
=5 Y X 100 + 4 X 10 + =

2 ,5x10+ 9

=7 X 10




24
i 3 g Z
1)@ 326 L BO00 - 300 - 20 C
. )
- M 3
klO?Ov- IX 100 - 2x 10 - L
. Bw s = 2
xJ0™ - 3 x 10 2 x 10 O
e i 3'_ .’)-!: =, T 2
P2 o= 20060 . F0B0 = any o o
= 2% 10000 : 54
;001 % 1000 « 0 v 100 §x104
o < 3
X 10" + 3% 10° s O 10° ¢+ 4 x 10}
a] 2 N7 = 2000 : -
= 2 X l(}t:}f‘: + @ x 108 + 9 % 3O - ¢
—_— i x ‘ l. b1 h‘: .
iy & O x 10 ~ px 10 —
fdicandg . |
% i Y Eoea AC i isdnds
ey $IERde ;A pasc 10 do sistemd

LS T (] :
' HOY cvemnlg s

A Y .Y

DU T & n »
L'! -"_‘ll'l.rg'-,"'.l.l‘-..' =44 i i i
=Rl B II:!‘n('f’ O S
4 st e
ndl (lL' lii‘.l":l!”".'“ﬂ'?-

n . -
Ly ma it . T4 4 i -
. v - LETar O omvvpe 3
fnl&dl'] l"_"'-‘n(’s:' c'_uqi'j % b 2 ﬂ:" 8} . ':5';'!._ b ? t !-jl(”‘ ‘-[“.
i H “'.,.. e ? I'(—S~qd O: [iLI

) -:’

sei1a <& rite as NQ

g f O ma i
= —
iys. 7 . = .
e &y ' y 2 ]
— i [ " v ¢ ¥ fj 1
t - - i
zXoempl og: - ;
v E Bk ..
di) o g ?)
2! b o 5 2 .
) abyegde - av 1 o = -
bt . s 3 v g ¥ i '
BULTas verps
Ches €res prelere -, i s
S; algarismos fluear para expiatos

i[llji."dg v

- v e e

1% ) G lei - = U““.ﬁ DY -

V. Sisa tor deverd obseruvenr Eo Propuoras craens G
; e esta

fory O lgite forms % va
) lli?&tor 4ue comheoe . me valid=2 para guolo e’
- ‘¢ clementos de alpeb o
gebra reco
n

hece o forma p2

A‘IIIIIIIIIIllll|llllIIIIIIIII.......__________

3

-
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representam; assim, para as centenas, teremos:

o
[fcdu —¢cx 100 +dx 10 +u

B. ADICAO

Sejam os numeros N e N'

que se pretenda adicio-

nar:
N = abcd

N'= a'b'c'd’'

escritos na nova forma teremos:

3

3 2
N =ax 10 + px 10 + . * 10+ 4
s |

NP
Adicionando: )
2 e 5 o o

N + N* = (ax 103+bx10"’+::x 10+ d) + (a' x 10 = W7

+ ¢' x 10 + d')
iedade comutativa e associatli¥i

N = A
o {

alx 100 + b'x 107 + e’

I

Aplicando a proep¥

ruiremnos reunir as parcelas do se-
.

varias vezes, COnse

guinte modo: o . 2
o W s Fa e ¥O© & a7 B 10%) + (b x 10° + b' x 107) +
0 + et x 10) + (d + d')

Aplicando a Prop?iedade distributiva da multipli

adicao pode
+ (‘h'f‘b'} X J-O

{c x 1

mos escrever:

cagao em relagio a 5
N + N' = (a+a') ¥ 103 + (c+c') x 10+ (d+ad")
De onde se conclui gue devenos adicionar separa-

damente:
os algarismos das unidades: d + 4’
os algarismos das dezenas @ c + ¢!
os algarismos das centenas: b + b’
os algarismos das unidades
de milhar: a + a', ctc.

reﬁpectivamente:

para obtermos,
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o algarismo das

unidades
o algarismo das dezenas (coeficiente de 1?;
o algarismo das centenas (coeficiente de 107)
o algarismo das unidades

03)
de milhar (coeficiente de 1

Entretanto, pode acontecer que em uma destas adl

~ G g3 . s0
coes parciais, a soma supere ou iguale a base (no c2
base 10).

Seja por exemplo:

b+b" =10 + m

(m pode ser 0)
Teremos:

N + N‘+(a+a')x103+(10+m)x102+(c+c‘)x10+ (d*dr)

ou, pela distributividade e pela regra de multiplic@~
cao de potenciasda mesma base:

N+N‘:(a+a')x103+103+mx102+(c+c‘)x10+(d‘*d')

3
3
ou, airda pela distributividade, considerando 10 =1x10

N+N'=(a+a® +1)x103+mx102+(c+c‘)x10+ (d+d')
de onde tiramos: as regras operacionais:

REGRA I:

Para se adicionar dois numeros, adiciona-sé€

[a]=}

a—

. . 1
valores dos alparismos de uma ordem para se obter 2 2=

-garismo da mesma ordem da soma.

REGRA II:

A . r
Caso a soma dos valores dos algarismos,de uma o

: = 1nmit
-dem iguale ou supere a base, do valor do algarismg o

transporta-se uma unidade para ser adicionada aos

va=
——
lores dos algarismos da ordem imediatamente superior, &

toma-se '"m'" para algarismo da ordem.

87

o
-
"]
3
o
+
.
2]
[X=)
0
~
[\
+
>
L
e
H
o

como
270 + 432

1!
—
[\
+
NS
+
e
e
A
Yyt
o
¥
=
W
-l
<
+
[\

cue
ptmeros de +al forma @
0s
ati a-se

£icam
Na pratlca colo® e sma Classe)
ma - ser es—
os algarismos oy 8 dade ¢ransportadd pode
ida

a un sup2rior
na mesma colund, v os 8a ordem B

ism
s algarl
alto, em cima dos <]
crita ao

imediata.

Exemplos: A
a3 358 + 236 358
3 6
2855
5 6 4
z 2 2 0

432 =

p) 3 270 + 2 2432
-_‘_-—_d___-
57 0 2

celas:

-,
s iag parcez== - procedimento e
AdigGes de Varl .

s arcelas’ < .
. varias P . edade associatl
. i onal riedade -
ey adiel car a ProP

para jcar

™ earis-
ar de ores dos alg
o mesmo. No 1UE ra os val

va aos numeros:
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mos de mesma ordem; portanto, adiciona-se toda a colu-
na de cada ordem; o transporte pode dar, agora, de mais

de uma unidade (vep Segundo exemplo).

Exemplos:
1L2% 5 3
2 45 3 8
1l 3 6 4 2 6
504 347
8 6 4

PROVA DE ciLcuLo:

. ~ proy ” e
1cacao da adigao, e costum
utilizar-se;

a) Propriedade comutatijva: troca-gse as parcelas €

efetua-se o calculo no
Vamente
- -
b) Propriedade associativa: No caso de adigao de V2
i -se
Flas parcelas, poged:
aplicar esta proprie 5
de como prova de calce
lo; assim, adiciona-s .
As parcelas reunindo-a
de maneiras diferenteso

- = 3 s
Sera aprendida quandocu{ﬁarmo
da divisibilidade arit méticas

£ .
eém capitulos Posteriores.

¢) Prova dos nove:

d) Prova de Cauchy: Baseia-ge p

dade :
" 2
A soma de todos 9S8 valores

a4 seguinte proprie-

dos algarismos das

2722138 e dos algarismos transportados é igual

a s d 2
= =92Ma dos valos

—=2res dos algarismos da soma, mais

% Produto por 10 = ris

= Produto por 10 da soma dos valores dos algaris
~Mmos trang ortados",

Exemglo:

o

89

235 + 358 + 169

1 + 2 = 3
G s 2+3+5=10
235 ----- 3+5+8=16
A5 — 1 +64+9=16
169  --——- g
er as: 24+ 6G + 2= 15

' 15 + 3x10 = 45 (tambem)
logo, o calculo esta certo.
9

- ! A0
| -4 1 --Se (i(.liciﬂn&.‘ld‘.‘ -

vai
somas,
fizemos, separando as

como ]

3 .5 405
i ':1’;‘2""21-0 "
valores dos algarlsmos
todos os -
+5+8+1+6+ 9= 45, €
C. SUBTRAQKO
0 2 = ahed
os numeros: N o
Dados e )
: =B ]
] _allbn C"d.
= N - N' =

s N'Y
seja a diferenca: N | da subtragio devemos
Sy damenta
ivalencia fun
Pela eqlliva

ter: N = N" + N?

~ 2

i ) cx 10+

ou; que: 5 0l (a"x 107 + b x 107 + ;
% 1
ax103+bx12 iy 102+c!x10+d')
u P x

1 x 10" + b .
+d) + (a'x po— pratica de A
a

3 3 -
f’1"+a')Xl0 +(B"+hv') x

di@ao:
e, aplicando

2 c10+d =
3 X

ax 10" + bx 10 +c]_0+(dn+d')
X

2 ! ! - sem {(ou nao i
x10% + (c"+c') rciais nao ultrapas
s pa
omas P ) .
Caso as S s ter evidentemente
devem

b Y »
Zualem; a base;




a = gt + an ) ‘
que indicam ser: s S0 a

b = hM + Bt S
= b = bt

c cll + CE >
?
d = an + q° c - c
= d!

e, nOVamente | .
» pela eqliivalencia Pundamental da subtra=

qao 9 tem(}s o

a - al! = gn
b_b? =bll
- ot = wN
d - 4" = gn
exXpressge
5 qu indi
que nosg indicam ga seguint Cad
nal; nte regra operaci
REGRA 7.
-_—'——-E_n
Quando nee
O valor do i
o algarism i -
ordem, — ZS=garismo do minuendo, de ggﬂ_

- o SI"
€ maior gy ig v E Hla G
trae i -——— 21 1gual ao valor do algarismo d IS
epdo orde ( —Se 0s
d d% dem correspondente, Subtrae-se os 'alh
95 alparismos para g na or-
Se obter o a3 arismo d

d e mesma S

dem da diferenca.

da

01

ax103 + bx102 + cx10 +d = (a' + a") x10° + (b' + b"
+1)x102+ax10+(d'+d“)

podemos jdentificar os valores dos algaris-

Agora,
mos :

a=a'4+a"
b=>b"+b"+1
c=m ou c' +c" =10 +m
d=d|+dll

De c' + ¢" = 10 + m obtemos:

c' + e" = 10 + ¢ ( que indica ser c < ct)

e, pela eqllivalencia fundamental da subtragao:

e! w 6% = 10 % © == (i“'= {10 + ¢) - ¢!

regra operacional :

igualdade que nos indica 2

REGRA II:
algarismo do minuendo, de dada

Quando o valor do :
o valor do algarismo do subtraen

unidades

o,
ordem, e menor de gue€ :
adiciona-se dez

—do da ordem correspondente,
ao.
ao minuendo para efetuar a subtrac

A igualdade:
b'(b'+b'r)+l=(b'+1]+~bu
fornece tambem pela equivalgncia:
"
b = (b + b+ 1 & b - 1=0b"+Db
e, b-1=Db'=+b" & (b - 1) - b' =Db"
(b' + 1) = "

ou b:{b'+1)+h"¢:ﬂb"
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Igualdades que fornecem as regras (alternativas)
complementares a REGRA II:

REGRA COMPLEMENTAR :

Subtraimos uma unidade ao valor do

ou alternativamente:

T .
1Ciona-se uma unidade ao valor do algarismo d°

sub i i
traendo ha ordem imediatamente superior.

Na prati a
pratica procede-se como na adigao, escrevendo -

0s al i
garismos de mesma ordem (e de mesma classe) em €9

luna, e ili
» @ utiliza-se as regras anteriores mentalmente.

Exemplbs:
a) 358 - 215 358
i 15
143
o b) 2 627 - 1 374 2627
1374
1253

Neste segundo exemplo usamos:

para as dezenas: 12 no lugar de 2 ( 10 + 2)

para poder subtrair o 7.

para as centenas: 5 ngo lugar de 6 ( 6 - 1)

Ou: 4 no lugar de 3 (3 . 1)
PROVA :

L geral
g mente usada a "prova Treal”,

que utilizar g definicao (e
subtracao) :

td
que nada mais €

qllivalencia fundamental da

93

A soma do subtraends com 2 diferenca e igual ao

diminuendo.

Exemplo:
2 83 i
o iaz’”

D. MULTIPLICACAO

D. 1. Caso I:

f ! . pretende multipli
Sejam os numercs N e N' que S¢

Car:

arismo)

N = abed ;
( (de um so alg

Ni= u

;- vemos tomar:
Pela definigao de multip

licagao de

" N
NNt =N e NeN®oee oot

N? parcelas

. + N
—_—— R T ik
N
u parcelas

.. -

) - mos que se dEve

Entretanto, para adicionar, 12 i
k]

algarismos de cada ordem, pa-
s

adicionar os valores do

da mesm m da soma; logo:
0 g Mee

) a Orde
Ta se obter o algarism

)
9 4 fb—kb—h.--“b) x B w

10
N X Nl = (a" a"" '¢.+a)t . +c)x10+ {d+d+o--+d)
rhe e F w0t
como ‘TR L
C o-‘+czcx

P oo
o
L]
o
0
-
A
M oe 8
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temos: INx N' = (a4 x w)x10%+ (b x u)x10%+ (¢ x u)x10+ (d x u)

resultado a0 qual podemos chegar de outra maneira:

N x'N* = (ax103+bx 102+cx10+d) X u

Nx N = ( 3 2

=1lax10 ) xu+ (bx 10 )xu+ (ex10) xu+dxu

(pela Prop. distributiva)

NxnN = (ax(losxu) + bx(102xu)+cx (10xu) +dxu
(pela Prop. associativa)

NxN' =ax(ux10 )+bx(ux102)+cx(ux10)+dx“
(pela Prop. comutativa)

N x N

= (axu) x 103+ (bxu)x102+ (cxu)x10+dxu

(pela Prop, associativa)
de onde concluimos a regra operacional seguinte:

REGRA 1

- N - F ” a=
Para Se multiplicar um numero de varios algaZ

= », - 5 1"
rlsmos por um numero de um so algarismo, MU-Z

. PR - se
tiplica-se o valor de cada algarismo para 5€

obter o valor do algarismo da mesma ordem 42

_produto.
Exemplo:
132 x 3 132
—_
3 96

£ claro que gquando se fag

um produto parcial,el€
pode ultrapassar uma dez.e.-n.a.J

© procedimento & o mesmoO
da adicao como veremos:

Seja CXU=nx104p

Substituindo:

.A'IIIIIIIIII...llIlIIIIIIIII----———————

95

2 .
NxN' = (axu)x103+(bxu):=clo +(nx10+m)x10+(dxu)'
pela propriedade distributiva podemos escrever:
P 10+
3 Yx10°+ (nx10) x10+mx
NxN* = (axu) x10" + (bxu)x -

i inicao de po
e, pela propriedade associativa € pela definig
7

t iacao:
enciacao 0+ (dxu

2 02+mx1
NxN* = (axu)xlos*'(bxlnxlo .

. - t 4 butiva s
e, novamente pela proprledade disti

| 3 10‘a+m
UXN' = (axu)x100+ beu+n)x

acional:

x 10+ (dxu)

. oper
de onde concluimos a regra OP

REGRA IT: i
—_— de um algaris-
do se multiplica o yalol €2 == ko
ndo ___—-—L—- a "________.
o pelo valor de 3 2°4-
mo de dada orcew de dois algarismos,
e o resu idades l!ara a-
= algarismo gag Qi ——s y O
escreve-se 0 2 85— a-se o valor do 2
—— = —

nsport .
quela ordem, & transpl——— dem imediata-

a orce=

amero
ltar um nume-—

s para
gdrismo das dezenas P

mente superiore

Exemplo numerico:

2 3x3)
83 x 3 - 102+(8x3)x10+(

24 x

102 + 2ax 10+ 9

107 + (2 x 1

2 10
10 + 2 X
2 + 4 X L

283 x 3

6 x
6 x
= 6 x
(6 + 2) X 10

0+4) x 10+ ?
2+4x10+9
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96
_ 2
8 x 10° + 4 x 10 + 9 = 849
ou, de modo pratico: 283
s
8 4 9

D. 2,
CASO 11:

Sejam N e N

cilidade de explica

nllos -
[N

_ 3
Nx (a'x10 +bx103+ c'x10 + d4d')

dois numer i
Dumeros quaisquer, que para f2

0
¢oes usaremos ambos com 4 algaris-

abed

albicldl
Temos: N x Nt

Pela i i
propriedade distributiva (a esquerda) :

NxN' = Nx ' 3
' (a'x10%) + Nx (b' x 10%) + Nx (c' x10) + Nx d'

o ;
» Pela propriedade associativa:

10+(N?“1')g
e Bt

onde Nxa', N
le xb! a
numeros de, " © Nx4a' sdo produtos do namero N POF
um so algarij
ismo; Jlo
i ; €0, podemos i m cZ
€aso a regra anterior com i

0 indi i
nal seguinte: 1ca a regra operacio-~

REGRA TII:

e gquaisquer, multi=_
E;;_;_;_ 0 valor de cada algarismo do segull
= ator ireij A
—= lator, da direita para
Primeiro numer 2 esquerda, pel?
Qs acrescentando-gse a partir
—— _-'_.-—--'-

97

do segundo produto, um zero, dois zeros,tres

zeros, etc., e adiciona-se 0S8 produtos par-

ciais.
Exemplo:
325 x 246
325 x 246 = (325x2)x102+ (325x 4) x 10+ 325x 6

650 x 102 + 1 300x 10 + 1950
65000 + 13 000+ 1 950
79 950

ou de modo pratico:
3256

246

246

. 1950
13000

6 5000
79950

(x 10)
(x 100)

mir os zeros das multiplicagoes -

Costuma-se supri
locando 08 PpPro-

Por 10, por 100, etco,

dutos parciais de: um algarismos
cada vez um alg2

simplesmente des
dois algarismos, etc.,
par rismo (ou.  espaco)

4 a esquerda; ou,

Para 3 esquerda:

325
246
2453
1950

1300
_650
79950

jsmo ser © 0, & claro que

No ca de algum algar L
- X entretanto na pratica

a . i ) - -, elD
Tegra ainda valida e aplicaves

By -
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Passa-se aop Produto Parcial com o algarismo seguinte

deslocando-se maijs um algarismo (ou espaco) para a es-
querda,

Exemplos:
a)l 3 4 8 X 2 0 5

348
__ 205
1740
696
71340

--- (dois espagos)

b) 1593x3008

1593

3 008

12744
47709

4791744

--- (trés espacos)

PROVA

Utiliza-se a propriedade comutativa (ou a provd
dos nove):

548x205=-20543 4 8

205
343
1640
8 2 ¢
6 1 5
138 a 0
e 2131§59

E‘ l- E;EEOI:

99

i i mesmo numero

0 i mas
que o divisor., ou somente um a mais, s

q vigor > o di
ue, multiplicando o divisor por 10 supere
7 2 = gupele 2 &2

~videndo.

Exemplos:

a) Dividendo D = 834
Divisor d = 325

b) Dividendo D = 3 356

Divisor d = 863

(.30 =~ 3356)

Neste caso o se q =10, teria-

ntrario,
algarismo; pois, em casoO €O

mos:

>D
dxq=dx10

g i i di

de cada
i -se o valor
Sk d s0 algarismo multipl

ro de um

ica
icmo de mesma
algarism
Al i se obter o valor do alg
garismo para

ordem do produto; portanto:

a’ & jsmoSe
me al arlSM

rismo de

do alga

s yalor igal =" ~ — -

. ! =se 2 rismo da esquer

multiplicando . i

[} . oioop (primeliro alga ——.*_EI—_:
rdem do diviso * rorior i &

Qrachm LY Cae— -

i ordem do di=

de malior

maior

valor
da) devemos obter um ZZ-——

: mbém
valor do algarismo tambel

idendo. .
e garismo a mals

garismo
elo valor do algarism

pe > ——

i um al
b) o dividendo possul

jente
o produto do quocler-—
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de maior ordem do divisor deve ser inferior oulZz

gual ao numero constituido pelos dois primeiros.

algarismos do dividendo.

Entretanto, no calculo do produto, pode acontecerl
de haver transporte de unidades da ordem anterior qus
adiciona-se ao ultimo produto, e, portanto pode superars
(como & o segundo exemplo); disto resulta a regra pars

. ~ x a-
determinagao de uma cota superior para o valor do alg

rismo do quociente:

REGRA DA COTA:

. . " -, 2 . 1 iI’O
Dividindo-se o numero constituido pelo prime--——

5 . . i ros
algarismo do dividendo (23 pelos dois EE&EEiEﬂ’

. —— . : e 9
algarismos se o dividendo possui um a mails gus -

i ym , . . . 3 oal
divisor) pelo numero constituido pelo primellZ =

& - o, - .or
-garismo do divisor, obtem-se uma cota sSu gLz

do algarismo do guociente.

REGRA DO TENTEIO:

Na pratica, utiliza-se a regra da cota e tentel®-

"Determinada a cota, experimenta-se multiplical=

do-se a cota pelo divisor, se o produto e igual ou in-
ferior ao dividendo, a cota e

produto & superior abaixa-se uma unidade e multiplica=s2

Ed - - O
O proprio quociente, S5€ =

novamente; e, assim, sucessivamente.

Exemplos:

a) 834 : 325

Coti: 8 por 3 & 2, experimentamos

;—A

101

CA
v
[\

%

6

L 834

o

logo o quociente ¢ 2 e o resto € dado por:

8 3 4 -
6 50
184

b) 3356 : 863

Cota: 33 por 8 4, exper;ﬂentamos:

s

8 6 3
x4
3452 > 3356

. ; amos :
Reduzimos: 4 para 3, experiment

86 3

x 3
5589 4 3356

. dado por-
logo o quociente é 3 e © resto ©

3356 -
2589
767

inado:
) . 4 3vO denomlna
” . ) =-5e o dlSPOSItl - (*)
Na pratica utiliza==% efetua 2 subtracao
ja_ se

e . - .
Divisio com Chave', onde
e

calculos
5 -se 08

" aga

¢+ Quando se efetua uma reduya® ap

anter' ~
l0res: on
te desta gquestao ¢

- a_men
=7y g £ 10q Rpatipnad-& AO¥
fla parte metodologicad U

x
© cuidado que a operagd® *

.__.——

ed uer.



a) 8 3 4 | 325 b) 3356 l 8 6 3

184 2 76 7 3

E. 2. CASO II:

—_— : . X ivisol
0 dividendo possui mais algarismos gque O divis=—

. o ~ 3 e dade
Primeiramente mostraremos a seguinte propri

que nos vai ser bastante util:

PROPRIEDADE :

. d
Dada uma Divisao Geral de dividendo D,divisor ¢

quociente gq, e resto r:

uo
ol : ; N o gqu=
Adicionando-se um inteiro "m'" ao dividendo,9

. %o de
. i . ivisao de€
-ciente fica aumentado do quociente "q'" da diviSZcZ

e . esto
(r + m) por "d", e, o novo resto r' é igual ao IZ===—

desta divisao.

Dispositivos: D ‘ d

r q r! .
De fato:
Temos D =dxq + r (com r £ 4)
r+m=dxq'+r' (com r'¢ d)
0O novo

dividendo € D + m, substituindo o valor
de D anterior:

D+m=dxq+dxq' + p! (com r' £ d)

ou, pela propriedade distributiva:

D+m=4dx (q + q') + p? (com r'< d)

que prova a propriedade.

__—A_
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Exemgloz

3 4 l 4
2 8
i tado do
19 34 + 9 = 4 3, tera © quociente 8 aumen
g(}; + = 3

> or 4:
quociente 2 de 9 +9=117D

11 | 4
3 2

a = 10 &
3 8 + & = *
. 43 por %
A - . ente de & "
isto e, o quocl . 2o anteriore
i1 isao 2
o resto 3 e o mesmo desta @i
“r Or
~unlguer Ny ¢
gora um gividendo ¥ .
- Consideremos 2 -

exemplo de 6 algarismoSs:

N = abcdef

e? o diViSOI‘ dn

i Sainos
Admitamos que Drecis

: i ara
Meiros algarismos {abcd) P

2 pamben
que d, portanto @ devera ter
Exempio:
N =3 42 & 2
. 0 Fﬁmero D sera 3428 oot JP——
aso r ¥ 152
. do ¢as® s P (15
Pela Regra dg Cota e o ves
o quoéiente q (6 ﬂ; caﬁo) de D nol
o cago) s
| : . 32 pord
Bt <40 Cotat’
D l—d__ ou 3 4 2 8 LF’-:”-_"-’_# e 61:
| 6

r 152

q




-~ . 'ta
Mostremos agora, que acrescentando-se a direl

do numero D o algarismo seguinte "e" de N (e = 4 no ?-
xemplo), o quociente anterior ficara acrescido tambem
a direita de wm s algarismo x, que pode ser obtido 41
vidindo-se o resto "p!

e

anterior (152) acrescido

reita do mesmo algarismo "e'"; e, que o resto r'
to desta divisiao.

[ Y

di
o reg

Esquemas:

De fato:

=]
o
1l

abcde
logo® De =Dx 10 + e

= : doz
mas como D = d x g + r teremos substituln

De=(dxq+r) x10 + e
ou De=dxqgx10 +rx 10 + e
ou De=dxqgqx10 +7T e
No exemplo:
34 284 =

3428 x 10 + 4
= 546 x 6 +
546 x 6 x
546 x 6 x

152 x 10 + 4

10 + 152 x 10 + 4
10 + 1524

A igualdade anterior nos mostra que o namero D e
e igual ao numero d x (q x 10) aumentado do nameror €3
portanto pela propriedade,

anteriormente explicada, ©
quociente de D e por 4 & igual a soma do quociente de

- , : ‘om0 res
d { 14 o quecienie de ¢ € adicionado co s
X QqQ % ¥ LR * o

Yo anteyr yor,

VYejamos ¢ada div idendd
z estoe
‘ vnto de &, Togo B TeS
_|0 o X lq X ".] PO ﬂ'l‘ilvp
=0

’ i s a x 10
(i & 1 q‘.:ﬂ-;':t"""? e q X

‘0, I 9] [ S - - i (B
Mas, & @ ¢ x 190 e & v X PN
ol - . ' & ‘
i ¢ e L 2 !
x 10 e  como |
; oo ser
€ li"“- ' .
{ ) - x 19 au
ir - t)x 10 £ d
G " S ¢ A . 4 obten SO un 8o
5 i . B i @ WY sl
1&ty - TR S RO S T i T

; wy, 1Sty
i e i
alfzire 10090 !

Esquema .
= o 4 d
e .
t’ x
G ¥
-2, |-'
q 4
o) o
Pela Dropricdade o quees 1onRte ‘ §>
2 ou: a
No exemplo: = ¢ 3, passa.
) 5 po!
1 & ¢ - 1 G teld i para e
AN 3 3 ’ e H = . ey
S bt Tl eduzimos
1 3 2 2 516 & 62 enTeS
: 34284 por
Portantn o guocienté de '
' el
fg =2 : i o o Y
3 e numer o 435:.

zord
ao‘iﬂl“‘“lll
racivs-
. - ,-lle 0
AP g i [0SR 5 de N
Xixn u By

B . N L
W disaryamg e draed

L

»
. 43 por 2 & 7
Coata Sid Fa
= 25 i 5 1 0 -ugi-"'ios n
l~ = - |..s('| " C & &
Y ('\ 3 ? "1(} ¢ pesd

39 (] £2
Portanto o quociente
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resto é o numero 503.

: ; 3 ati-
Do raciocinio empregado segue o algarismo pra

CO seguinte:

E. 3.

1,

ALGORITMo DA DIVISAo-

Separa-ge no dividendo,
reita,

da esquerda para a di-

e
-] £ 5 ar ou
0s algarismos necessarios para super
igualar o divisor,

Parcial,

-

obtendo-se o 12 dividendo

; ri
Determina-ge Pela Regra da Cota e Tenteio 0 P'=

meiro algarismo do quociente,

visao

5 -sor
Multiplica—se 0 valor do algarismo pelo divi

€ Bsubtrae-ge do dividendo Parcial,

4
. . ro-
Acrescenta—se a direita do resto parcial o P

T di
Ximo algarismo do dividendo depois do ultimo ¢Z
; g
videndo parcial, obtendo-se novo dividendo p2
' ¥ e 2
cial,

Swimo
Pela Regra da Cota e Tenteio obtem-se o proxi
algarismo do Quociente,’

Repete-se ag fases 3

» entao, o algarismo do quocien
te sera o; €» Passa-ge 3

5€ 0 proximo algarismg
dendo,

fase 4 acrescentando-

a direita do éltimo divi

Na pratica fazemo

com chave:

107
b
; p 5 342845 =
Zxem Los: ) 7 o 4 6 2 7 = quociente
152
4 3295
resto = 5 0 3
b4
b) 373936 | 42
379 BBeL,
013
10

B .4, : =
4. PROVA cilculo a prova re-

ole de a
Utiliza-se como contro nicao (ou a prov

. defi
. ificar a
al, que consiste em verifi

dos nove) :
Exemplo: 373926
b) 8903 . 10%
42 —_—
35612
373936
d)
k. EXERCicI0s: p) 528 ¢) 6 one
-E—___—'-_-
» . a) 73
R 1. Escreva os nameros: 2 icas

inom
35 437 npa forma p011n

ntes escrev

a-—
- ui as pass
2. Faca as adigoes Se€g ando

i H explic
ros na forma polinomic? 7 286 + 2 952
genS' a) 372 + 517 b)
ispositi
C) 83 + 297 T 2 com O disp
” C
exercl

S« Faca as adigoes do

Vo pratico.
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Foz'

40 Ide
i - &
» 4S8 adigoes de varias parcelas:

‘a) 325
+ 579 + 384 b) 4 236 + 3 527 + 136 +
+ 92 ; 508

Apli : o
due a propriedade comutativa como controle

de ca
calculo ag exercicio 3,

Apligque : 0
que a propriedade associativa como contro-

le 3
de calculo ao exercicio 4,

Apli
Plique a Regra ge Cauchy aos exercicios 3e %

Calcul
il diferenQas escrevendo os numeros 12

forma g omi
Polinomica, admitindo uma forma polinoml

Ca para a diferenga:

a
) 768 - 234 b) 638 - 262 ¢) 2 873 - 1 149

Faca g =
S » - - -
.9. Subtragoes do exercicio 1 com o disp®
Ssitiveo eq colunas,

Calcule
0S produtos Seguintes, escrevendo 05 ~

N
umeros na forma polinamica'

a) 342 x o b) 392 x 3 c) 4 08¢ 4
X

55 A s g 0linomicas

F.4:

. p— p—

6.

FEfetue as multiplicacoes do exercicio 4 com o
dispositivo pratico.
Apligue a propriedade comutativa ao exercicio

anterior como prova de calcuto.

Determine as Cotas em separado e efetue as divi
com chave':

235 : 408
689 : 1527

soes com o dispositivo da "divisao
b) 964 : 236 c) 1
e) 4 308:856 f) 4

a) 326 : 2195
d) 3 806:784

Sabendo que o quociente de 9 por 2 e 4 e 0 res-
to é 1; aplicando a propriedade responda qual é

o quociente e o resto de 15 por 2 e por que?

Faca as seguintes divisoes:
a) 3 872 ; 46 b) 23 568 : 423 c) 203570:362

d) 10082 : 39 e) 4 000 : 120 f) 2 379 : 34

. £ &
Faca as verificagoes de calculo do exercicio 3

com a prova real.




resto ¢ o
v € D HMero 503

Do raci
aCloci .
nio ‘oz
co s ; empr ' i+
€guinte: pregado segue 0 algarlsmol’rat

E' 39 ‘i"R I “ v ‘,' L
e = & = d.

sr oV

1. s
e n S
0 dividendo, da esquerda para

reit
a
s+ 08 al X
garismos ne o P
cessarios parasupe

iguala
r o &g
. d1v1sor, obt . do
Parciaj, srdo~ge o 1o dfvide’
2. D
= Determi
na-ge ¢
- pela
me i Re : rl
o algarisme a gra da Cota e Tentelo g e

3
« M .
Ultiplica © quociente,

Va .
lor do algarismo pel? aivis’

€ 5
ubtpr
ae~
4, Se g
AcreSCenta do dividendo —
Xino g) ~8Se 3 direits p cial, pra’
8arig o resto arcial
1deng, P mo do dividendo d g d ﬁltimo di
’ arcj epo1is o
cla] lal, Obt ar
. Sdbmme mode ELviaess? P
- a Regr » = .
a
ajl " da ¢ s e dd
* Re gar’smo do q ota ¢ Tentecio obtem-S€ o proxlﬂ’
Pet oci .
i fases 3, 4
e S5 suce551vamente,

divij
te . Visor i
J%ra 0; o » entao, o algarisme do quociel”
Be -
a © proxip » Passa-gse a fase 4 acrescentando—
0 Ed - - 3
€ndo algarisme & aireita 92 Gitimo divi
Na
Via>
tS20 ¢4 Pratica fa 1
s0 di-
m Zemos fodan o c.‘-_’llcﬂlos nuﬂ'a

107
" I
xemplos: a) 342845 | 346
15 2 4 6 2 7 = quocliente
4 3 28
resto = 5 0 3
Y
p) 373936 I 4 2
379 8 905
013 6
10

E . 4. PROVA:
e calculo a prova re-

omo contrale d
icao (ou a prova

Utiliza-se C
defin

al, que consiste em yerificar a

dos nove):
Exemplo:
b) 8 903 373926
. 4 2 10 +
17806
3739 3 6

35612

37393 6

¥, EXERCICIOS:

r
va 05 numeros:

a) 73 b) 528 c¢) 6 008 d)

F,1: 1. Escre
35 43

7 na forma polinomica.
2, Faca as adigoes seguintes escrevendo 08 . —
mica: explicando as passa-

ros na forma polina
p) 7 286 + 2 552

a) 372 + 517
c) 83 + 297

gens:

~ = £ .
goes do exercicio 2 com o dispositi

3, Faca as adi

vo pratico.
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resto

€ o numero 503.

G d _ b
Do raciocinio empregado segue o algarismo prati

CO seguinte:

E. 3.

L

visao

ALGORITMO DA DIVISZQ:

Separa-se no dividendo,
reita,

da esquerda para a di-

. . u
0s algarismos Necessarios para superdr 0
igualar o divisor,

Parcial,

obtendo-gse o 10 dividendo -~

Determina-ge pela Regra da Cota e Tenteio o pri

meiro algarismo do quociente,

Multiplica-ge o valor do algarismo pelo divisor

€ subtrae-se do dividendo Parcial,

Acrescenta-se a direita do resto parcial o pré'
ximo algarismo do dividendo depois do ultimo di
videndo parcial, obtendo-ge novo dividendo par-
cial, ik )

Pela Regra da Cota e Tenteio obtem-se o proximo

algarismo do quociente,’
Repete-se as fasesg 3, 4 e 5 sucessivamente;
0 altimo resto parcial € o resto da divisao;

Na aplicacao da Regra da Cota e Tenteio pode s€

dar o caso de um dividendo parcial ser infe-

rior ao divisor, entao, o algarismo do quocien

£
te sera 0; e, Passa-ge

[0

fase 4 acrescentando-
5€ 0 proximo algarismo 3 direita do ultimo divi

dendo.

Na pratica fazemos to

com chave:

107
b4 s
Exemplos: a) 342845 | 546
B 1524 6 2 7 = quociente
5525
resto = 5 0 3
b) 373936 | 42
3790 g8 903
0136
10

E . 4. PRoOvVA:

calculo a prova re-

p de
Utiliza-se como controle

inicao (ou a prova
al, que consiste em verificar a defini¢
dos nove) :
AR 373926
b) 8903 Lo
4 2 :
17806 373936
35612
373936
F. EXERcicros: . 523"“ I
—_—tvlVo
Fel: 1. Escreva os némeros: a) 73
. ca s jcae
35 437 na forma polinom ’

nume -
crevendo 08
2, F as adigoes meguintes es1'cando as passa-
= i
o forma polin&mica: exp
ros na form
b)
Gens: a) 372 + 517
¢c) 83 + 297

ispositi
¢ s com o disp =
= do exerclclO 2
3. Faca as adigoes

r -
vo pratICO-
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4. Idem, as adigoes de varias parcelas:

a) 325 + 579 . 384 b) 4 236 + 3 527 + 136 +
+ 92 + 508

Aplique a propriedade comutativa como controlé

de calculo ag exercicio 3,

Aplique a propriedade associativa como contro

-
le de calculo ao exercicio 4,

Aplique a Regra de Cauchy aos exercicios 3e 4e

° £ a
F.2: 1, Calcule ag diferencas escrevendo os numeros o

- LA - - i 0 i
forma Polinomica, admitindo uma forma polinomz

Ca para a diferenca:

a) 768 - 234 b) 638 - 262 c) 2 873 - 1 149

" ¢ . - O’
Faca as subtractes do exercicio 1 com o disP
sitive em colunas.

Aplique a prova real ao exercicio 2,

=
Calcule os produtos Seguintes, escrevendo 08

-
numeros na forma polinamica:

a) 342 x 2 p) 392 x 3 ¢) 4 086 x 4

3. Efetue as multiplicagdes do exer

” - i -
cicio 1 aplz
cando o dispositive

r
Pratico,

4. Calcule og Produtog S€guintes escrevendo os d2
is fatores

a) 48 x 35

S. Calcule as

na forma Polinomicas

b) 326 654 c) 73 x 49

multlplicaQOes anteriores escreven=

do 0
um so fator pa forma polinomica.

EEEEEEEE—

6.

i 1 oes »reicio 4 com o
Efetue as multiplicacgoes do exercic

«dispositivo pratico.

Aplique a propriedade comutativa ao exercicio

anterior como prova de calcuilo.

Determine as Cotas em separado e efetue as divi
soes com o dispositivo da "divisao com chave":
b) 964 : 236 ¢) 1 235 : 408

e) 4 398:856 f) 4 689 : 1527

a) 326 : 213
d) 3 806:784
Sabendo que o quociente de 9 por 2 e 4de o0 resj
to é 1; aplicando a propriedade responda qual e

2
o quociente e o resto de 15 por 2 e por que?

i divisoes:
Faga as seguintes .
) 3 872 : 46 b) 23 568 : 423 c) 203570:362
a . .
d) 10082 : 39 e) 4 000 : 120 f) 2 379 ..34

€
i : - io 3
F as verificacoes de calculo do exercicio
aga :

com a prova real.



CAPITULO - 1y

DIVISIBILIDADE NUMERICA

A. MOLTIPLOS E DIVISORES

A1, Preliminares:

Temos estudado no capitulo II-D.1. os multiplos de

) i : ao
um numero lla"; isto e; o0s produtos de Mgn pela sucess

de inteiros: 9, 1, 2, 3, £y sos wne
; ) o ivisao
Agora, apos o conhecimento da operacdo de Divisao;

L4
Podemos introduzir o conceito de divisor de um numero s

conceito intimamente ligado ao de multiplo.

A2, Defini oes:
‘ o 3 - - 'ro
Dizemos que um nfmero "a" e divisor de um intei
"b" se existe um inteiro "y" tal que a x y = b

O nimero "b" & denominado multiplo de "a".

Indicamos:

al|b
e lemos:
a é divisor de b
a & fator de b
a divide b
a €& sub-miltiplo de 1
ou:

b € miltiplo de a
b € divisivel por a
Em caso contrario indicaremos a A b, e lemos "a nao
divide b",
Nota: Da definigao & claro,

~ .
que o zero é divisor somente

do zero; e, que & multiplo de qualquer numero.,

AEEEEEeeee———
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Da definigao resulta a equivalencia fundament?l da

divisibilidade

a | b=y existe um inteiro y, tal que: a x y = b

Exemplos:
. a) 3} 12 pois 3 x 4 = 12
b) 2 | 20 pois 2 x 10= 29 | 1
) 3 [ 10 pois, nao existe um inteiro y ta
c l -

que‘ 3 x y = 10.

A.3. PROPRIEDADES:

1. Reflexiva:
. a
De fato: ax 1 =a=>al
Exemplo: 5 divide 5

2, Transitiva:

entao a | ¢

Seal|b,eblc
De fato: . , ]
; i ax =
iste um inteiro Yy,
aIb‘z‘——-? ex1s e = B

(bl <«—> existe um inteiro 2,
c -
i or z obte -
' multiplicando a primeira igualdade p
multipli

mos: —_—

“(a x y) X 2

ou: N

ax (y xz) = |

iati la segunda i--

Pel opriedade associativa e pe. g
ela pr

gualdade. ) o | |
do y x z com w (tambem inteiro)
indicando .
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axXw=c =>a|c

Exemplo: "’

Se 2 | 6 e 6 | 18 , entao 2 | 18

3o Anti-simétricas

l_§e_a I b y © b-| a eniao a=2>»

De fato:

| b<=> existe um inteiro Y axy=>

b | ae= existe um inteiro z, b x z = a
Multiplicando a primeiré igualdade pelo inteiro 2:
-(a x ylx 2 =b.x2 .
ou: a x {y x £) = a ou .ax (yx zj -1xa
Se jam oé dois casos ﬁpssiveissl a £ 0'.
la = 0

No primeirc caso é aplicavel a lei do corte a muiti

pllcagao°'teremos portanto:

-

sz:l-

. . .
de onde, copcluimos que ambos fatores sac iguais 2
unidade:

Yy =2z =1 #

de onde resulta ainda

P
n
o

No segundo caso, se a = 0, resulta tambem de a xy =

= b que b = 0; e, portanto a = b.

-

— "
A=ty DIVAEOYEE ProPPlOSg Primeiro e ultimo Divisor

Da igualdade 1 x a =a concluimos que 1 | a qualquer

niversal.
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que seja a, logo:

"] & divisor de qualquer inteiro"

=

de onde, a denominagao de Primeiro Divisor ou Divisoz ¥

Da igualdade a x 0 = 0, concluimbs, cOmG ia obser-

vamos anteriormente, que 2 | 0, qualquer qusiaeja.o in-
teiro nau logo:

"0 e multiplo de gualguer inteiro"
(1timo Divisor ou Multiplo U=

de onde, a denominagao de
niversal.

Da propriedade reflexiva ala, e de 1|a, conclulmos

de 1 e de 0, sempre possu1

disto resulta que e§

que, todo inteiro diferente

d 03
ois divisores: o 1l e ele pPOPrl )
es lmproprlos.

ses numeros sao chamados divisor

” ,
i i i hamado
Todo divisor que nao e divisor improprio e ¢
ivi :+ logo, divisor
d1V1sor proprio (ou proprlamente divisor); B0,

ivisor do inteiro
Proprio de um numero inteiro e todo divis

’, .
- . 0S.
que chamamos divisores improprice

B. DIAGRAMAS DE DIVISORES

ediario de
Primeiramente denominamos Q2 d].VlSOI‘ interm
tal "e" dlferente

""" a todo inteiro

dois outros "a" e
de "a" ¢ de "b" , tal que:

alc e cl|D (no caso de a< b)
Denominamos tambeém: pivisor imediato de outro W
n (diferente deb),

divisores intermediarios. 0 nu-

divisor de b, tal
40 todo inteiro "c

dQue "¢ e b nao possuam

" “
” " jplo imediato de "a
Mero Wh" & entao denominado multip
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Assim: a) 6 e divisor intermediario de 2 e 18
b) 9 e divisor imediato de 19

.e) 18 € multiplo imediato de 9.

As definigﬁes anteriores sao restringidas tambem 2a
um conjunto de inteiros; assim, seja dado o conjunto de
inteiros:

{2,353, 518}
temos:
3 e 18 nao possuem divisor intermediario (no con -~

junto); logo 3 é o divisor imediato de 18 (que lhe ¢
multiplo imediato].

f interessante e nos sera util -em capitulos poste

3 ~ - > I~ & on—
riores a representacao grafica dos inteiros de um €

junto segundo as definicoes de divisor intermediario €

de divisor imediato.

Essa representacao grafica recebe o nome de Diagr2

ma de Hasse; e, segue a seguinte regra:

1. Cada inteiro do conjunto e representado Ppor e
ponto (ou pequeno circulo), denominado afixo ou
imagem do inteiro,

2, Os afixos de dois inteiros do conjunto sao liga
dos por um segmento somente quando um & divisor
imediato do outrd no conjunto.

3. Faeese o Diagrama construindo o afixo do multi-

plo imediato de um inteiro acima do afixo dess€

inteiro.

&
Exemplos:
a). A= {1, 2, 4, 6, 12}
12
4
6
2

Fige.
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11

RES
C. EQUIMGLTIPLOS E EQUIDIVISC=S

- uan
Yes de outros numerosS, q

= :
°l£§_g§atos desses_numer

aaitiplos d

Exemplos: 20 e 30 sao equl

4 e 6 sdo equidl¥

sio equimultiplos

r
]
- . is numero .
Definicaod:Dois ou mals - is 208 rodutos_ des-
de tmeros quando 53¢ = =
outros numero

teil"o-

. in
Ses nlmeros por um mesmo
=S numeros por um

ais numeros

Definicao II:_ggig_gng________————;faos quocien -

e

isores de 2

sao equidiviso-

do sao igudl
mesmo inteiro.

g ORlS S

4e6
0 e 30
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D. PROPRIEDADES OFERACIONAIS DA DIVISIBILIDADE

Cuidaremos em seguida, de propriedades da divisi=-
bilidade, que nos serao duplamente necessarias: para 2

determinagao dos' criterios e para as provas das opera-<
coes. -

l. Em relacao a adicao:

Todo numero que é divisor das parcelas e divi~
sor da soma, ou:

A soma de miltiplos de um nimero é ainda multl
plo do mesmo numero.

De fato: Seja para facilitar as explicagoes um2 2
digio de tres parcelas:

S =b +c¢c + d

Pela hipotese feita seja "a"
parcela; temos:

o divisor de eada ~

alPp <> existe um inteiro y,

ax ¥ =0>b
alc <> existe um inteiro z, a x z =€
ald €2 existe um inteiro w, a x w = d
Por ser: S =b + ¢ + d
sera: S =

= axy + axz + axw

e, aplicando a propriedade distributiva a esquer-

8=ax(y+ 2z + w)

2, Complementar em relacao a adicao:

[
Forma A:

” - - : e
Todo numero que € divisor de uma parcela =

nao e divisor da outra, nao e divisor da somaj; e, OTreS
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A ] = o estd
. .o mesmd T
to da divisao da soma DpOF este numero °

ks <
ol o 3 'S]_\relo
da divisao da parcela nao divi

b + £4.© ugh o divisor
De fato: Seja a somad 8 = €.

e mm:
de "b" e nao divisor de "c"j te

. . ‘. = b
a|b &= existe un inteiro ¥s aa ?
& a
ajc &—>a x 8 = r=¢€"49 eom T

Adicionando:

. . T
b e=axy %® 8 s

: : iva:
ou,pela propriedade distributt

S:ax(y+z)+r

¢, temos:
+ T de vy
chamando 0 inteiro igual 27
a
S=z=axts+7¥Y com “ ;
- to-@ Fr
. . e o TCE
igualdade qume implica @ iE '

Exemplo: 3 | 15 )
3 y 20 e o resto ® i
. (8]
logo 3 / 35 € © rest

a a esta

também e 2a

.prcpriedadez
m
Nota: Pode-se dar outra for ro ¥ reste

gm_iptel .=
P i

FOR) 4 cemE,EEE— L oS de cada
A B: Dividindo-se Ut —— resto® ———="—
~=22 38: Dividin s
3 Diviginde g ==, pane 008 =
i :

jvisad =
= 1gual ao resto da diviZ_—

'd
T O
Parcela pelo mesmo numerfc

e —-—
v duas parc
e s
gona u
De fato: Seja, para facilidader
o 9
las; S =50+ ¢ i
Temos: a )l be=sb=2 xy *
i.I
a e epee=ak z * o P
; a
+
Sha s r
Adleionando: b+rc=ax7 +) (r + ')
*-
oy + B

s = ax (y
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Como a primeira Parcela e divisivel por "

\
a", apli- sera: P=(axy)xec ‘ é
cando a Forma A concluimos que o resto da divisao de "S" €, pela associativa: P = (a x (y x ¢)
pPor "a" & o mesmo resto da divisao de r s+ pf por "a'l.- S P=axt—>a|P
Exemplo:
10 : 3 da resto i . Sxemplo:

i =12!4
16 : 3 da resto 1 a) 3 | 12 logo 3 | 48 pois 48

; 9x5,e348
20 : 3 da resto 2 b) 3 | 9 1logo 3 | 45 pois 45 )

logo, 10 + 16 + 20 - 46 da resto 1 igual ao resto da di

a0 a iplicacao
4. Complementar em Relagao a m'1t1P1
= Y . D TeSe
Visao de 1 + 1 4+ 2 = 4 por 3, Dividindo~-se o produto i >r um DNUMEro. - |
; agtnre '
e - - cdute dos res
Nota: Esta Forma B nos mostra tambem que as parcelas de to e igual ao resto da divisao do pr
uma soma podem nao ser divisiveis por um numero cada fatop cnlbn S hmero. . )
oI):
Mas que podem ter a soma divisivel, como nos mostra o ‘ De fato: Seja o produto :
exXemplo: .
g ’ temosg a 1 b hb=axy+?FPF ‘
9 : 2 da resto b | > o ‘
A ' alrc<:>c=axz
5 : 2 da resto 1
< i i Multiplicando: | r
mas 9 + 5 = j4 & divisivel por 2, pois 1 + 1 = 2, et
8.4 a ) > 1» esquerda & G2
3. Em relacao a multiplicagaos . distributiva a esqu
. € Aplicando a propriedade .
Todo nimero que é diviso: de um dos fatores e Pois 3 o _ .
e ( z) + rx {ax z)+{e ¥ ¥ |
- - - & . _ a x ) _ ‘L" |
Todo numero que e divigoE_Qg outro e d1v1§g{_gf P = (ax y) x . ¥
todos seus maltiplos. .

meiras parcelas
De fato:

£ i A . Q s trés prl
Seja uma multiplicacio de dois fatgres Pela propriedade 3 a

83 - ) ) apto, P€
P=D>bxc¢ E dlvlSivels por Mat 3 portad a propriedﬁde 2 8
Pela hipotese feita, seja "an

tor, por exemplo de "b':

la propriedade 1 a

8 £ & & italte o _pe]-
o divisor de um fa- Ua Soma e divisivel por "av:

L 'r-” V dé
, nesmo da divisao
" o 0

"esto gq divisao de P por "a

tr
£ o5 mos
L por "a'  como pretendiam

a | b &> existe um inteiro y, a x y = b

are

- 2
Exemplo: 8 : 3 da resto
Por ser: P=D>Dbxe¢ 17 ¢+ 3 da resto 2

_____
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logo 8 x 17 = 136 44 resto 1, igual ao da divisao de
2 x2 =4 por 3 que e 1,

Nota: Esta Propriedade complementar nos mostra tambeém,

que os fatores de um produto podem nno ser d1v1sl

'veis por um numero* ‘Mas, que podem ter o produto
d1v151ve1.

Exemplo: 42 ; 10 da resto 2,°55 : 10 da resto 7,
Mas o produto 42 x 55 é divisivel por 10
POis 2 x 5 = 10 e 10 é divisivel por 10.-

Se Em relacao a subtpacao:

di
”Todo numero que é divisor de d01s termog_f__—
visor de sua diferenca',

De fato:
Seja b >c, e "a" o divisor comum, temos:
alb &> existe um inteiro y, a x y = b
{alc & existe um inteiro z, a x z = ¢
Seja a diferenca d:
d=b-~-c ou d-=- ax Yy -axz

20
Pela distributividade da multiplicacao em rela¢a
a subtracao:

d=ax(y - z)

Por ser y - z igual a um inteiro t:

d =axt =%a | 4

Exemplo:

Se sabemos que 2]12 e 2|20 podemos afirmar que
2|8 pois 20 - 12 = 8,

: . e Gl ividendo e do divisor: .
€y seja "a" o divisor do dividendo e

‘ehtes) Segundo o inteiroc 6 polss

6. Em relacao a divisao:

"Todo numero que e divisor do dividendo. e dg

. b ivisao, & divisor dores . -
divisor (ou quociente) de umg'd1visaol e di : .

f0.||
by L]
. De fato: Seja a divisao de:

‘ : . .rosto r.
dividendo D, divisor d, quociente ¢ .79 .

,Cbmﬁ D=4dx g+r e D=dxg-=

a]d x q (pi‘pr1edade 3)

Comos r4a|q of hipotese,
. { . gor. hig d1v1difa a diferenga. (profi‘a

a|D por hipdtese,
dade 5) logo: a.! e

Exempi o,
3 | 180 : " fa
| 24 ., 180 = 24 6 7 e. o resto e 12, e de f2
e‘ - L] ,
to 3 | 12 que é © resto.
E . NﬁMERos CGNGRUOS 0U CONGRUENTES

elagao

ruos em I

"Dois nimeros sio denQEiEEEEE—EEEE__-‘-_d1V1d16¢H
iy iro), quando

um lm

a
M inteiro (on segundo
Por g

SsSe inteiro fornecem 0

nEruos
EXemplo. 20 e 44 sio numeros cong

mesme _restoll.
—"‘——-_-—.—.-__———

(ou congru

a2 2
20 : 6 ¢ 3 eo0 resto & & ’ )
L] "
44 : 6 6 7 e o resto também €
H e | ’
IhdiCamOS :
20 = 44 (6)
i fcamos s
Pe uma meneira geral indi

a =




yed

¢ inteiro d e denominado modulo da congruencias

e

Nota: Nao desenvolvemos este topico, .pela cxtensao
i ~

complexibilidade que fuginam wo nivel deste tra-

balho; mas, aconselhamos aos interessados a con-

sultar a bibliografia; pois, o conhecimento  da

. ¥ . vy . i e imo ¢
teoria das congruencias facilitaria muitissino o

determinagao dos critérios de divisibilidades

F. CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Fo.l., Preliminares:

" i - n - a d].
Muitas vezes e util saber se um niumero € ou nac ==

T . e PR . ‘Zes
visivel por outro sem efetuar a divisao e, outras Ve ‘

- - G T - uarl
e tambem importante a determinacao do resto sem efet

a divisao,

: $ tel
Destas necessidades decorre o estudo para a deteZ

: - , . s -
minacao de regras praticas que fornegam as resposta
anteriores.

~ N ca jviz
Essas regras sao denomina 253 "Critérios de DiV2-
gquand©®

sibilidade" ou "Caracteres de Divisibilidade";

a regra fornece tambem o resto é claro que ela é e
regra mais completa, por isso ela e entao denominada
"Critério-Resto.de Divisibilidade".

pli

Nos itens seguintes nos procuraremos dar as ex

cagoes gerais que permitam extrair essas regras.

F.2. Forma Geral Reduzida Congruente.

0 raciocinio, que faremos em seguida,'seré ut?ll’

-

zado a determinagao de um numero mais simples do que

> ~
um numero dado qualquer; e, que seja congruente com €~

i
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y i, . . a ri
le; o qual sera muitissimo util para a obtencao dos crl

terios de divisibilidade.
# - : : el 4
Consideremos o numero N (para simplicidade com

algarismos) e o divisor "a'":

N = mcdu

°U na forma polinomica:

m x 103 + Cc X 102 +dx 10 + ©

N =
Sejam:

1) r' o resto da divisao de 10 +°F wgh  portantd .

10 é um miltiplo de “a" mais F':
10 = méltiplo de 2 % r'
ou, indicando qualqueT phltiplo de a por A:
10 = A + r!
o 2 watt, portanto:

. or
2) r" o resto da divisaod de 100 P

10° = ‘Ax1T"

3 a portan‘t“ s
3) "' o resto da divizdo d¢ 10" por &

10° = A+ 7T

ma i alga
fmero N tivesse BALS -
- um 4
€, analogamente se © P

P.I.SIROS. {‘Ilero N:
A~ - do ﬂ‘-
ipomica
Substituimos na forma polin

;) + dx€A+rg) i

. ) .
ne) + ¢ X (A #

. iyvas -
ributi "
x r+dxA+dxr 5

N=mx (A +r
Pela propriedade dist

+
mige x A
N = Bk A @ X T




Lo o mualtipleo de a, pela propriedade da divisibl

lidade em relacdo & multiplicacio:

WX 4, e X4, dx A sd3o também mialtiplos de A e

de 2, nodemos cscrever:

=
Il

.-‘4.+;uxr"'+A+cxr"+‘-‘\+dxr’+A+u

¢, pela propriedade da divisibilidade em relagao a adi-

A+ i+ A é ainda multiplo de a:

N=4A+(mxr" 4+ ¢ x p" 4 d xr' + u)

Pela propriedade Complementar da divisibilidade em

relagao a adigdo o resto da divisio do numero

R=mx r"'" + ¢ x r'" +dxr' +u

-

g
- . . o~ - a 1
por 'a" e o mesmo resto da divisao do numero N por

El > " e
logo, N e congruente com R, segsundo o numero "a'":

N = R l (a)

T . di-
Esta congruencia nos permite pertanto estudar 2
i s - z 0 0
visibilidade de um numero N por "a" atraves do numerl

- [ Z-i"
conzruente R. Ao numero R chamamos Forma Geral ReluzlZ

da Concruente.

,
- - e
Obtida a Forma Geral Reduzida Congruente de um numé
v e ~ ~ - a-
ro pode-se passar a raciocinar, nao sobre o numero di

do, mas sobre este numero R.

F.2., Divisibilidade por 10:

Sendo:
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1]
o

10 2 10

1, e o resto :r'

]
<

10°: 10 = 10, e o resto r"

10%: 10 = 102,e o restor"' =0

a Forma Geral Re

» @8sim sucessivamente, substituindo na

duzida Congruente obtemos:

R=0+0+0+u

ou R=mu

isto &- N = u "Q)

: inte:
de onde deriva o critério=resto seguinte:

giiEéELQrResto por 10:

s % 0
- 10 e igual 2
0 resto da divisaoc de um numeré =

O resto da divisaoc de
Va " 3 °
=210r do algarismo das unidades:

<
. & divisivel
numero €
Com consequencia resulta que Ui

Por 319 se o ultimo algdrismo & %

Exemplos:

] "’ € nge 10
a) 3 450 & givisivel pel

3 0
b) 8 434 nio & divisivel POT 1

Foq, Divisibilidade por 2 (0? por 3.}
Sendo e 10 e 2 =5 ¢e © resto et =.0
ou 10 3 5 =2e oresto £¥ 5 8
102: 2 =50e 0 resto ' = 0
ou 10%;5=20e0 resto " = 9

na Forma Geral Re

®s ag stituindo

Sim sucegsivamente, sub
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duzida Congruente obtemos:

& Pesto ‘je 102 por 4: igual a [‘” = 0,
= . o= 0
R = qu 0 resto de 10" por 4 igual a 4 :
. . T Geral Re
isto e; €, assim Sucessivamente, substiutindo na Forma
N =q (2 ou 5) duzida Con;ruente obtemos:
" - . R = d x 2+
de onde c¢oncluimos o criterio:
@ isto &. ) -
Criterio-Resto Por 2 (ou 5) N ":- d x 2 + u\ (4)
O resto da Qivies r u 5) € i= ¥
—— 2. 9iVisa0 de um nimero por 2 (o : 9 onds conTulies o enitinlos
gual ao resto da divisao do valor do algarismo das unil

dades por 2 (oy 5), QEiiéEio ~Resto por 4.

Camo consequencia:

s
: al ao
0 resto da divisao de um numero po

) do valor
o dobro
divisao do nﬁme[{j}EﬂE@Lﬂﬁl—"-

- . = . . is r

a) Unm Dumero e divigive] Por 2 se o ultimo algaril =3§?R_§3' do algarismos das
; oo valor

gﬁtiigéf}smo das dezenas mais 0 Va10f ——

“Mdades pe1o nimero 4.

ExernDlos:

£
- ~ . ] isl
mo e: 0, 2, 4, ¢ ou 8; e, caso nao seja divisl

vel, o resto é sempre igual a unidade.

. * - - . a=
b) Um nimero e divisivel por 5 se o ultimo alg

rismo é 0 ou 5,

+ POiS,
a) 7 256 & givisivel por 4;i P

ivisivel por 4.
Exemplos: e 16 e divisi

eorestoesi

m ¥ reoe o) por 4y o

a) 3 854 é divisivel por 2 B) 3 427 ndo & divis o 11 dividido por 4
- . = 11

b) 7 327 nio & divisivel por 2 e o resto é 1 pois, 2 x 2 + 7 '

c) 470 ¢ divisivel por 5 resto 3., Alias,

d) 325 é divisivel por 5 eritério: 2 x 1 + 1 = 3¢ divisibilidade
e) B28 nao & divisivel por 5 e o resto e 3, pois NOta: Como 4 divisto p&r 2 e préticag.a . gividinsan B né
8 :5e1e o resto & 3. (ou 8 -5 = 3). PO 4 nio & muito empregadads p01B;ritériO por 2
. o
F.5. Divisibilidade por 4 Mero por 2 e depois, aplica-s€
Sendo: (ndo vale o critério-r95t0)°

O resto de 10 Por 4 igual a r' - 2,




128

Fo6, Divisibilidade por 6.
Sendo:
0 resto de 10 por 6 igual a r' = 41,
o0 resto de 102 por 6 igual a p" = 4; e,
assim sucessivamente, substituindo obtemos a s€ -
guinte Forma Geral Reduzida Congruente:

R=mx4+cx4+dx4+ u

ou R=(m+c+d) x4+ u

isto e:

e

N = (h+e+d) 244w (6)

qQue, nos fornece o0 seguinte criterio:

Critério-Resto por 6:

. o 3 ao
0 resto da divisao de um numero por 6 e lg“al et

pelo valor do algaZ”

ores
rlsmo das un1dades mais quatro vezes a soma dos val

—

dos outros algar1smos.
Exemplos:

a) 34 212 é divisivel por 6; pois,
(B + 2% 24+ 1) x4 +2 =43,
por 6 (ou novamente: 4 x 4 4+ 2 = 18;
te: 1 x 4 + 8 = 123 e,

. s os s tyvel
e 42 e divisivel
e, lloVTHﬂeﬂ

novamente 1 x 4 + =6) 7

€ claro que nao € pratico aplicar novamentee.

b) 2 306 n&é divisivel por 6 e o resto & 2; pois

292

|
2
|

Onde se 1a

—————

2306 nae ...

{ Pre 9 (ou 3)
por 8 & prético,

dela divisivel por ...

diferente do primos 2,

Fator primo P0 COm ...

0S elementos se equivalem?

sendo que cada ...

que denominou fragées...
= axnb! a' xb
ndo & basimal,

#* Sfos

0,342

IJG‘i&_SE

2 306 n8o € ...

por 9 (ou 3)

por 7 nao & pratico,

cela divisivel por ...
diferente dos primos 2,
fator primo P, com ...

os elementos se equivalem;
sendo que em cada ...

que denominou-se fragoas..»
—>axb' =a'xb

& basimal,

—

= 0,2

0,342




F.6, Divisibilidade por 6.

Sendo:

O resto de 10 por 6 igual a r'

= 4,

o resto de 102 por 6 igual a r" = 45 e,

-

. : . ) a se
assim sucessivamente, substituindo ohtemos

guinte Forma Geral Reduzida Congruente:
R=mx4+cx4+dx4+ u
ou R=(m+c+4d) x4+
isto é:

P

N

(m+c+d) x4+ u (6)

- - -
que, nos fornece o seguinte criterio:

Criterio-Resto por 6:

ao

s - "ua.l
0O resto da divisao de um numero por 6 e 18 :

- - ~ -
resto da divisao do numero formado

elo val
4 valores
rismo das unidades mais quatro vezes a soma dps

PO

dos ouffds algarismos.
Exemplos:

a) 34 212 é divisivel por 6; pois,
(3 +4+2+1) x4+ 2

o fvel

42, e 42 & divisi¥e

18; povame?
b

2 =6)}

por 6 (ou novamente: 4 x 4 + 2 =

= €y
te: 1

x 4 + 8 12; e, novamente 1 x 4 *

o~ # T “ ee
€ claro que nao € pratico aplicar novament

- - " iE!
b) 2 306 na>eé divisivel ‘por 6 e o resto € 2; P°

Yy -
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T = OhK e, 206 dividido por
(2 + 3 =+ 0) x 4 « B == 3

da resto 2.

F.7 - Divisibilidade por 9 (ou 5)

o resto

Sendos ‘ P
0 resto de 10 por 9 (ou 3) igua |
; w o= 1

de 102 por 9 (ou 3) igual a ¥ s

Ge

mos:

ral Reduzida Cong;uente obte
R:m+C+d+u‘
iEtOé; /
c +d+ 0 (9, ou 3)

N =m+

o
de onde concluimos a regra:

Critério-Resto por 9 (ou 3):

Exemplos: . pois,.2+1*6+8+7 = 24,
4 c i fvel por v?
a) 21 687 e divislve

r 2 P, l
- & divisive
e d'visivel por 33 AugSs n?iidido por 9da
e 24 e d1 c 2 6, poiS 24 di
por 9, e o res
regto 6o 9. faz-se U
Tr or 9
Na pré ra a givisibilidade P
a pratica, pa i e
ora ¢
S° da chamada regra dos npove £
hdediad w0
34+6 =9, "nove fora’ “



0+8=8,

8 + 7 = 15, "nove fora™" : 6.

o mui
Onde o leitor nota que o calculo pode ser feit

to fac11mente de maneira mental,

F.8, Qiyisihilidade por 7:

Sendo;

u
0 resto de

o
10° por 7 igual a 1, (corresponde 2
80zinho)

0 resto de 10 por 7 igual a r' = 3,

0 resto de 10° por?7 igual a r" = 2,

0 resto de 10° pPor 7 igual a r'" = 6,
0 resto de 104 por 7 igual a 4,

0s reg
0 resto de 10° por 7 igual a 5; e, novamente S &
~ ¥
tos: 1, 3, 2, 6, 4, 5; e, como a sucessao dos
tos pdﬂe sSer tomada como:

1, 3, 2, -1, -3, -2, 1, 3, 2, -1, -3, -2, ..~

e‘-
r o#
pois: 6 = 7-1, 4-7-3, 5 = 7.2 ¢

guinte:

; o criterio pode s

Critério-Resto por 7

1 =~

adi”
By B8O
Separa-se o numero em classes de 3 algarismos; ©

dem
e or
ciona-se as classes de ordem 1mpar e as classes de 0T ao
n
as Somas nessa ordem (

s ey s ' de

o ¢€
sendo p0551ve1 a subtragao, acrescenta—se um mult1p1 2
——— POS8S1vel a subteac

7 suf1c1ente). Ad1c10na—se os

Frhtutos a8
rlsmo _da nnldade por 1 o valor do algar1smo das dezen

S e valor do algarlsmo das cen
s i O

s-—
tenas por 2. O 9 ros

=T = o -
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o3 ume~—
s ivisao do nume-
to da divisao por 7 € o mesmo resto da d

ro dado.

——

3 28
Exemplo: Seja o numero 723 426 821 6

Ordem impar  Ordem par

1 054 i
o2 83; 700 (mu1t1§107q:3i1
= ! - quer de
Loss 1 75% _jente)
1 054 1 544
1 754 -
1 544
210 e 1x0=0
Tx1=9
2 x 2 =4 o
f & divisive
pumero €
7 logo, Y
por Te

5 £
divisivel,
ue era
Nest lo era facil observar d
este exemplo e

& . ode 7.
Pois 210 ¢ visjvelmente maltipl

r
Quando o nitmero possui Poucos aliarlcom facilida -
4 etCe
Usado og outros algarismos 6, Jy, o
de s
5 =
Exemplo; 4 825 1x "
3x2=
=, e 51 3 7 da resto 2
51 € © 5
resto € =e
g7 Re
PoTtanto, 4 g25 nao é divisivel PO
9

; ue
o jeiter 4
: ente 2
. D sultara poss-l‘rellll
08 exemplos res

4 -
0 s . » £ ratlco,
Critério resto pﬁ?#%&%?

om
4s concordaremos c
n
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® raciocinig

tar parte do critéd ao leitor para apli
o: -
ne-ag ep Separado Separe em classes, adici?

depois syp

se Preocupar. ¢qop traia simplesmente, sem -

o 0s algar. J
. 1sm 4
,taO 1 0s l, 3, 2 etcg efetue en:

o. I‘esto de 102 por 11 )

0 restg de 103

bor 11

€,comg

(11)
od i
P ’emos tambem .
' Ver.
oy N
Ou s
(11)

de Oﬁde

133

glité]-i O_Rest o

isa : e igual ao
0 resto da divisao de um numero por 11 e igu

a ! dos
Testo da divisao por 11 do numero formado pela soma CoS

A i i soma dos va
Yalores dos algarismos de ordem impar com a

Lorss dos algarismos de ordem par multiplicados por 1G.

ou:

: 10 algarismos
Adicionu-se em separado os valores dos alg

-se,nessa ordem ,

QE‘EEQEE—impar e de ordem par, subtrae den
5 4 : ultiplo de s
gﬁs‘“ﬂég—ﬁ_PPSSivel, acrescenta-se um multip ’

1 dessa diferenca e

gisiggzgli-9_£§§§2_ﬁa divisao por 1
11 do numero dado.

lgua) a0 resto da divisao por 11 0 BT ———
Exemplo.

= 15
Seja: N = 423 825, 5+ 8+ 2 )
2 +3+4-= _9
Pela regra primeira:
= 105

15 + 9 x 10 = 15 + 90

jcando novamen

) ou apl

* 105 dividido por 11 da resto ts

te a Tegra:

g 4 1 =6
0=0

6 + 0x10= 6.

Pela segunda regra:

' 6
= 9 = P,
e e o resto e 6.

portanto' N nao é divisivel por 11

G,
2UTROS cRirRIOS

-, -
Daremos a seguir ‘outros crit

endo que alguns
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nao sao critérios-resto,

para os quais
as linhas gerais ge demonstracao:

daremos apenas -

G.1l. Outro crite

rio por 4 (ou 23)

| Sendo D o numero cop

stituido pelos algarismos exce
to os dois Ultimeg de u,

teremos:
N=Dgqg u = D x 100 .+ du
Como 100 - 4 x 25,

entao N
dela divisive] por 4 (oy

¢ constituido de uma par
25) e outrag n

du" constituida 3¢
algarismos,

los dois ultimog logo:

de onde o criterio:

| Critério-resto

T —eBto por 4 (ou 25)
1

Exemplog:

pOI‘ 4.

e 0 res—_
da resto 7; i-
' POis 57 pao e divi-

Em Particyya,
minar ep 0o,

" P 1 : r 7
& ~~ Dumerg ¢& divisivel por %
uas Pl o = K i

s lor
2 do va
n i ntllP]-o
dag : ashmalqu qui

135
G.2. Outio criterio por &.
_—r , .
s J iVISlvel
Por ser: 2 x 3 = 6, se um numero N e d

POr 2 e também por 3, entao:

N:2X3xd:6xd

1030, 6 divide N, de onde o criterio:

Critério por 6:
e

’ * : L
P 5 isivel por 2 e tambeﬂﬁgfrufl
Um nimero que e davisives pOF = C.—— ' ' '
coy o
gi?{?}vel por 6,

Exemp1 o N = 4 314 3 (a

# divisivel pozx
P - 2 £ el poj
e divisiv

s e 12), portanto

9
rismo & 4),
soma dos valore

6
é divisivel por O-

G #
°3, Outro criterio por 7:

SejaN =ﬁu _10xD:'f—“

Multipliquemos por 5:

50xD«5EH®
p+ (D+35X )

[9}}
]
-
I

X

7)
l SxN = D :ﬂg:gigi:::z::]

e :

. de
ando o numero -
qus

do algarismo <

Mdageg ¢ divisivel por 7.
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Na pratica usa-ge o critério sucessivamente:

Seja N = 4 gas

482 350
5 x 5=235 5x7=_3_5 5x5=§§
507 85 33

portanto, o nimepq nao

D

: : ivi
divisivel por 7, pois 33 divi

dido Por 7 a;a resto 5; ¢ claro que jé poderiamos ter

dividido o nimerg 85,

Nota: Como 5 - 72 § pode-se °m lugar de multiplicar -
por 5

y € adicionar, Multiplicap por 2 ¢ gubtrair:
G.4. OQut

IO critérig por 8

Sendo N - D du = X 100 . du
Como 100 . 8 x 32 4

N =

{Caso D ¢

€ impar p x 4

3 substituindo teremos:

Par sera p 4 4 = miltipy, de 8

= mﬁltiplo de 8 mais 4,
substituindo:

{ N = multipg, de 8 4 gy
N =

" (D pap)
= Multipls ge 8 =4, du (p impar)
Seja nqyn divisivey POr 4 £%): au =4xgq
teremosg {du =4 x (2 x-k) (é P par)
du = 4 (2 x k 4+ 1) (q & impar)
{du = multip), de 8
ou -
du

137

. te nas
» spectivamen
. respec
S b t'tuindo estas duas GXPFEbSOQS
ubstit =

remos:
5 iores de N, te
duas expressées anteri

]

(D par e q par)

(D impar e g impar)

multiplo de 8
multiplo de 8

1l

< as
. de ongde concluimos a regr

Critério or 8:
————=10 por 8:

r
Um uociente do nume
o quocitli " —
! e divisivel por 8<§ﬂm__“-
numero e di po

. s
4 & de me
isSmosS POr
ro formado pelos dois ﬁltimOS_-alg—_’ﬂ—’a?_/-
tenas.
S PF o cen
P Paridade que o algarismo das
K
Exemplos:
al=-
a) N = 537 212 ¢ par), mas o
i 4 é 3 (1mP ) portanto
ividido p P ar),
12 divi _bunns & 2 (p ;
garismo das € . sfvel por O
0 numero
alga
3 6 ; 849 O
b) N = 63 53 250 (impar); bt
. T
36 dividido po nas 6 B (imparts
te "
tismo das cef . visivel por 8
- N é dl
O numero
G.5

* Cri+s. . "OS:
<riterios Yari

s
dos ©
i essa

nter

os 1
amos a ol

C idade acrescent tragao:

Omgo curiosida ‘

ns
i demo

i vida

Nteg criterios sem a de

s mos
L.< por 13 de 2 algaris
°= Por H 8
zor 11

L4
umer
Separa-se o n
e

smo da I

sos 4 o me
adlclona--sea 0 resto e
3]
a GQMa.




138
Exemplo: N = 5 349 824 24 + 28 + 34 + 5 = 91

91 dividido por 1) da resto 3,

portanto N nao
e divisive] por 11,

2¢~ Por 13 (ou 7

Tpares e pares em separado. Sub
trae-se., 0 resto & o mesmo dg divigag por 13 (ou 7, ou
11) da diferenca,

Exemplo: y - 23 428 59 659 682
23 428
682 254

254 : 13 a3 resto®? | asg .

P 7 da resto 2.
pPortanto; Festo de N por 13 ¢ »

1 € 0 resto por 7 e e
30- POP

13 _(ou 3).
\_

; Se & exata a

do algarisme das unidades,
Exemplo, N =3 285
328 33
4x2 =_8 4x6 = 24
336 57
57

.13 a3 res
POPtanto: N nia

to 5, e 357 : 3
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do-
; (D) com o

= ezZenas (

ta a divisso por 19 do numero de d

. unidadeﬁ.
bro do valor do algarismo das

Exemplo: N - 32 587

33
327
3 258 9
2x1=
2x7 = 14 2x2 =_ 4 35
3 272 i 35 da resto 16
0is
Portanto, N nio & divisivel por 19, P

Ibn al-Banna):
5

r - de
*~ Por 7 (Critério-resto

es
smeiro algaril
Multiplica se o valor do primeir do segundo, mul-
o om o valor amiibN, <
querda) por 3, adiciona-se ¢ e,

iro;
X com ¢ terce isivel por
Plica.ge por 3,adiciona-se isi

, 2 V
e di
s "1t imo resultado
\ m
ueeSSlvamente; caso o ulti

* r , . s : r °
Numepq tambem e divisivel

do
e a regra

» usa-s
- ”, culo
Na Pratica, apos cada cal
L]

se -
3 + 4 =10,

J € =
2 2 X 8 g5
T 3 . 9 (setes fora) ,fora, 4, 4% 3 +1x345
teg setes a Bq *
fora 3 2 = 11, tes for 8
0 t PO xS 3 4+ 6 = 2% i fora 2, 1089 .
' Seteg fora 6, O x - tes ’ es=
se es
S 14, Seteg ¢ ’ 0. 0x 3+ 9="% 1 por 75 © o ¥
o ora 9 * jve
divis
0 N = 33 408 659 nio &
t
- tamng, -

: _ =0
a verificac3
ll. ) lade Numéflca .
‘DiiEﬂﬁéorda Divigibilid .
8 0 _da

' ' de ve
a T Fo g : . ess08
~Clininares proc

’ ] &
§I1 varios
0 -

TEMOS dado no capit“I
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- to
ao assunto yae

rificagao de calculos, voltamos agora,

- te—
em 10
que, 08 criterios-resto de divisibilidade fornec

Ou-
- . ~ : . oesS.
ressantes e uteis controles de prova das operag

’
E erad
. % e . . tor t
tras aplicacgoes da divisibiliiade numerica O lel
nos capitulos posteriores.

2. ADICAQ:

T e R e
Pela propriedade Complementar da div151b111dad
merica em Relacao a Adigao: "Dividindo-se

orf
uma soméa po
- ori®
e . ~ ;,Oﬁ
um inteiro o resto & igual ao resto & divisao da
¥ . 0S5
dos restos decada parcela pelo mesmo numero', tirad
segulnte Regra de Prova:

Aplica-se o critério-resto de d1v151b11_ggéﬁﬂ§—£”’

f_‘J.n?ll(lla
parcela, e, novamente a soma dos restos, o (EEEE__——*’J—
ve ser igual ao resto da soma,

Utiliza-se evidentemente um criterio-resto 4

L o’
gue todos os algarismos; como e o caso da "p___’__gé—gf’
ve',

rova_9
e Prova dos onze", etc.

Exemplos:

a) 3285 -———-—w 18 parcela : O
Prova dos 4736 & —— = 23 parcela ¥
nove: 8021 —— —-= Soma: 2 2

b) 1" parcela: (7 + 11) - 11 = 7
Prova dos 23 parcela: 13 - 7 ¥

= 6

13 - 11 = 2
= 2

Os exenplos Beguintes aa.o para evidneciar que essad

Soma: (1 + 11) -

_provas nao sao sut1c1entes em alguns casos; assim, 2 pre

v@ dos nove falha quando o erro é de multiplo de 9. outre
ca de algarismos:

ue emp!—e
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3 0 1 ja parcela ® © 4
b .
493 oa parceld ® Y
572 33 pareeld ’ -
S
N la r
195 48 pareetm
91 21"
11
Soma . 3

“n
rto,
A da o calculo como €
prova a 1ve1
. . houve poss
ma & na verdade 1 2815

o H
o va1_°
to de adicionar na 2a colund '

" s0-
o 80 ver
A M dos cinco" 2 oxonpl
prova 4dos
ma no ultimo algarismo: g 5 3
rcela =7 ¥
423 13 pa 3
2 6 8 ¥ 2@ parcela 1
za parcel?® "
176 g s B
8 47
. g SO
soma * a o entanEQ-?
certos - gjzer 53T
F L 10 como ‘vemo
A prova da © calett ' pe d€

Ma correta &

; o 20%
Plesmente apos a verifica¢d®®

» "

err?
"A prova nao pevel®

H.3,

SUBTRAGAOQ:

. 12
jgua
Como o diminuend?® e 18

Om i e
a diferenga, 2 prova

Exemplos:
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a) Prova dos nove :

486 _ _diminuendo : o

138 diminuidor ; 3

348 diferenca : g ’
_;ﬁ___ 0

orta i e
P nto, concluimos que; a Prova nao revela erroe.
b) Prova dog nove:

3 4 —— S 1

— —_— 8
+

2 26 — 3

9

-__-_"bo
Portanto, o calculo deve

MULTTPLICAGRO ,

Conter érro.
H.4,

final deve ser igual

143
422 —— 8
225 =——wx 7T
2110 3 s
8 4 4
10550 il

Portanto, a prova ndo revela érro.

Hn — A
S- DIVISAO

. e r
o ng  diviso
Como na Divigio geral de dixidents ’

ter:
M0y ) npti . devemos
b, Quociente "q" e resto '"r",

a=hxag+?rF

& icaos
G % a0 e adig
4 Tegra deve se basear na multiplica¢

sto da S
. al’io’—rf_‘_”’_,__s
“resto do dividendo deve seT.ZEV_—"ll T o, o
m T A PR ’ i ’ - . r el‘_o-__g—-_ ____.——-—'—-—F——
‘3~33%F9§E2md0 produto do divisor e
re §reemeeiete
“EEEMQEMPPOPPia divisao.

. e
Xempl o Prova dos nove: . 2
J— pivisor S,
s 1
4 8 6 3 | 3 8 Quociente H ;
10 7 :
6 12 produto +
30 : 1
3 —
Resto 3
3 7 "
Soma . 3
pividend® °
Dul‘tanto’ & prova _nao rev'ela eI'I‘Oa

°

“8eieros - serre xx

E . .
‘5332i2i2§,mlementa22§'
1

a)

* Dadog 0s conjuntos:




