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P R E F Á C I O 

de , Entre go aos prezados leitores êste trabalho 

Mat e matica - " · t _ ? nao porque a nossa literatura correla~ 
t~mnao possua outros t rabalhos" ,,não "porque não exis-

d 

grandes ob ras dos diversos generos aqui desenvolvi 
9 c1av~es' tao f a c e 1s de s erem empregados ; mas ? os " 11 1 · , ~ , . 

pura 1 categorjca e simpJesmente 1 por julgar os livros 
em nos e.. a J < • f · · t f · " 

t 

• - . i ngua 1 nsu I CJ en es aos ins que a este des~ 
1no, 

RPtml nesta obra de Ar ii..mét i c a : os setores 
t e or1 c os e pr a ~ 1cos 9 a metodologia correspondente ~ e no 
tas e i ' · t ··t ...... omp .. ement ares a me sma 

1 
os qua.1s cons· 1 .uem as t:res 

partes ~ 

Prim~ ira par te ~ 
ARJTMETICA TEÓRICO- PRATICA 9 

Segunda parte ~ 
METOD0LOGIA 9 

Terceira parte g 
COMPLEMENTOS o 

d Coma, ~ r• c onh•ci do por , ~01c• i vi no •ns•no 
a Ar i tm? t 1. c a do {· urso pnmá.n. o? ja h:a v-:u·i os anos ~mul 

1 
'_'S fa ! has 

9 
que r d• c.on<• , t os ou d• proc essos , quer d.!; 

dt1 t.tc.os j .Passei a ana1 1. sa~ ~n. ~ s cuida~osamen te a verd~ 
de1 ra <> a usa o Não me f oi d Jf 1r.il encontrar um~ pel o mê= 
nos das grandes causas ; rar':"'ente o culpad~ e o profe~ 
so1? mas em geral o mal esta na sua formaç~o 9 ou me ­
lhor, na pseudo- formaçi o do pr ofessor pri mario , 

Em Aritm~tfca 9 o mal se agrava ~ em vista da 
pr~pria ier i açio dos cursos normais de preparaçio de 
Professôres par a a Esc o 1 a Eleme nt.ar Q Carre gam- se os 
~ursos com disciplinas , cujas f i nal i dades e f~ut?s s io 
otJmos ~ mas em detr imento exager~d~9 e m relaçao a s ne ­
c-;ss ídade s mais próxi mas e espec1f1cas do trabalho pr _:! 
t ~co l da ]abu~a diiria do e ducador . Isto.sem entrar ·no 
mertto dos pr~prios programas ~ ~ue , se nao ~io inade ­
quados permitem um tratamento i nadequado 9 d1stanciando 
b 

9 
J • d ,, 

astante as teorias e tecn1cas9 mesmo pe agogi cas 9 das 
verdadeiras necessidades do professor c om os educandos~ 
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, 
Durante alguns anos , passei a estudar os v~ 

rios aspectos das necessidades, pesquisando a biblio­
grafia possivel 9 ~ observando as deficiências do s candi ­
datos a exames de admissão ; entrando em c ontato com pr_2 
fessÔres primários com professÔres de Matemática do cu_r 
so ginasial e normal, com professôres de prática do 
ensino, com os quais fui discutindo ? colhendo material, 
sugerindo e acompanhando experimentaç~es . 

A partir de 1 961 iniciou-se~ no Brasil, um 
movimento de modernização da Mat emática . refl exos d e 
movimentos idênticos iniciados poucos anos a nte s em 
pafses da Europa e da América do Norte 0 Tive

9 
e tenho, 

a satisfação de participar de grupo de estudo e traba­
lho renovador? cujos contatos e reuniÕes

9 
aliados aos 

meus estudos isolados 9 muniram .. me de um elemento pre ­
cioso para o tratamento moderno e melhor d a ~ r itméti­
ca; quer no seu desenvolvime nto teórico , quer como s uE 
sldio ideal para a aprendizagem da mesma º 

Comecei então a fazer novos estudos? p esqui 
sas e experimentações? que sancionaram na maioria das 
vezes as previsões; agora, utilizando noções da teoria 
dos c~njuntos, procurando dar destaque às e struturas ..2 
peratorias; que permitem um e lo seguro entre a vida c_2 
m~m e ~ Aritméticaº Essa Ari t mét ica "abstrata' 1 e por 
v;zes"arida", mas imprescindivel

9 
tanto para o homem 

medi o ~ ~os seus afazeres diários da vida
9 

como para o 
homem ~ecnico; ou mesm~ para o simples e superficial 
entendimento das relaçoes e grandezas numéricas do de ­
senvolvimento cientifico moderno; ou como preparação -
para e studos poste · -
. riores 9 encontra nas noçoes de con--
Junt os elemento 't · d . 

f ' s u eis e a equados para o seu ensino? 
~ ere~endo ªº_Professor uma linguagem mais comum ao e-

t uacanto, ,et·mais uniforme e correta sob o ponto de vis­ma ema ico
0 

Ao iniciar a redação tive oportunidade de encontrar nos livros d ' 
cÓlogos lÓgico t 0 ,g~upo de pesquisadores, d e psi 

' s, ma ematicos d · t -r-tica, ma terial nu d ' e e epis emologia gene 
~ e me eu novas fA · - -caminho escolhido. orças e convicçao no 

Outro p t 
t ão do ens ino da Ao~to ~i~port~nte a destacar na ques-

ri metica · f ' 
' e ª in eliz~ me ntalida de

5 

c j 

t com a 
·t s ruen es O 

do em m111 a va"· 
te r-se fo~madade ira "escola noprobi.emas q ue 9 parece-me, . uma ,er 

05 
a , 

1 má idé ia do que se Jª .. to a comple-:< a' motiva- o , 
.. · do s uJ e 1 uida os, s im aluno e co n s ide r a · dades e e dade a seu -

d n e c ess1 ~ d r liber ' ~ le -
socini s? pl c n ~ e , 

0 
a J uno, a ce-se que e . 

agrad~-lo desce r ate a . m geral esque dizagem,abaixar 
mas, · e apren capa-pu l s os Lla r jogos i · para a ~ lo suas 

? • • l e no-rme traze- ' oportu 
poss ui um potenc i a, a luno ' mas ouba-lh~S .as ssu; 
o n íve l , ~escer a~e lª~esprezadas , 1:ntos . S~br: o ~errã 
cidndes s no e m ~eia d emais os ta s da propria arti ­
nidades , deprecia- se sÓ nosso , mate e oportunof Educa 

- , oblema ressan . er o -to, que n a o e pr ho 0 inte commission about 
d e Dewey , é testemunMurrin , UoS• n should knO~ 
go de Ste rlyng Mo Me 11·~ent womal Marchol96 º 

inte 0 J urna - , t ion: "Wh a t eve r y . ~ nome 0 . num so 
education" ln ~ Ladies 1vi reunir meto 

' ~ s res9 e a sua -
cons ideraçoeArl t mética, Complemen-

Destas ' tica da · arte de iementa 
. . a pra t i a p < los comp -livro a teori a e s ce n e , capitu 

acre t ara dolo~ia· bem como? e i1con r 
e , f sor 

tos~ onde o pro ·es ensinº • 
, , . e seu 

res a Aritmetica l ;dades fina .... 
de uso a: 

com 
li v.ro 

Dedicamos 
0 

., 1os : 
~ es ~ o prof es-

1 ~ sendo que material 
º sul ta ' . parte 9 • _ ae con rce ira primeira , 

Como livro . da e te trará, na da aritm! 
, a segun encon regras seu 

S Or e ncontrara9 n laSi e, . dadeS e dedicar O 

para g u ia d e s uas a~ propr1eoupado de de jus tifica­
parte a conce ituaçªºt'e~ente pstrações e 

. ' iden d J[lon ticaº ficando 9 ev to de e 
• d · en t~mpo ao enten im 

Çoes. 
· J[lários: 

sôres~ -
urofe~ podera o 

os ~ i do que 
11· ~~ _teJCto, sdn cursos de foE 

o livro mática, º~odo cuidadeo ~ 
a) ~om de mateaando com bem como~! 

. · plinª estU regras' E t rao 
seguir, na dis~i arte, deS e as oblemas. s ~ 
mação, a primeira poprieda ! cios e pr de uma maneira 
os conceitos' as ~rs eJCerciorretamentde profissão' de-

toe ' d e , · a . · n s olvendo as ques aran o ercicio - e rigor inere_ 
PreP eJC ci sao dest a forma se ndo n° om pre - e dotes pes-

in te gral, para, q~ªtamented, e sua atençao 
., rfei . an o sempenha-la P~ dedic 

tes à disciplina, 
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soa · is a uma aprendiza 
os . ensinamentos e su gem_me lhor ; ap~icando com acêrto 
ps1co~socio-b · ] ' . gest oes me todol õ~ · lO . . og1cos

0 

ºJ cas e cuidados 

d · . b) Como 1 · . isc1plina d , . ivro<·text o ou d c ulo ~ ua e pratic a de ens in o e c onsulta) par a a 
l ivr~ qN ndo ut il izará a segund Olt metodolog ia d e c á.J .. 

" essa 
0 

. ,, a t' t e · zar ap c asi.ao o futu r ce1ra p arte do 
enas es t ud r o professo d ' parte P os de re \' i.são r e vera rea l l ~· 

9 ara bem t e cons ult 
tomados ., O futu e n ender os c u i dados a s na p ~ i me ' réJ 
te~ que o ro profe ssor de , que deverao s e r 

s proce ve r a t e r dem servi ssos de e nsino sempre e m men~ 
aquisiçãord:penas ~ transmissioea:prendizag!m nio po­
nio e a e A r~gras 9 t olhendo d informaç oes ou par,a 

ssencia d esta mane · 
e desenvolvim t 0 p ensamento mat , . ira o racioc 1-
c i t < en o· e e mat ico f -en ifico d ' 9 para 0 aniq .· 1 ? e m ·· ormaçao 
brião no ai escobridor invent u1 amento do esp ir1to 

uno
0 

or , comparador , e m em ·~ 

IIE., Professor p • , _ri maria em A . ~ ·-~oamento º 
de ' Como liv ---º 

vera ser utili . r o de c onsulta ~ est~dando d . -- ~~da a segund ·' d e modo par t ic ul a r 
ta ~ isc trrind ª e a t e rc · 

1 

. ç oes i ou c o . ... o e m sem' n á r . e i ra par t.e ma s 
eia ,, mparand · l os fa z d 

1 

. ªe prat icas d o c om as s u as 1, _ _ e n o e-.xperlmen. 
me1ra parte . e e nsi no efE:t pro1Jr1.as i:-:x p e n ~n7:. 
se bt ~ veri.f l c d 1 uando co . , o e m com . a n o a exat · d - n s ul t as a p-r J .,. 
quer os d iver 

1 
a o dos me todologi a Jsos processo s resultad o s que 

geraisg mas e t' esta ligada a d . ~mpregados ; qua l n 
em qu t- s a mais , t . isc1.pl i n . es ªºº J.n -imament . . as educaclona:is e li.gada ' · ª di.sclpl i na 

IV. Professor de 
- Matemática g 

mat ' a) Como 1 . emat ica do e ivro~texto 
par te do 1 . urs o norm 1 para os se ivro b a ? des us c ursos d 
c ur sos auxi l ia; usca ndo també e nvolvendo a e 
uma ou outra es. Ca berá m na terc eira p rime ira 
ma is d1· r< . d e monstraç- a o profess or parte re ~ 

l Cl.l ao d a ex 1 -
:le verif ica - ou t r abalhosa e proprie dade - e u sao de -
v~lvido ou :~o de aprend i z 9 da exig~nc i~ ou te orema9 -
n1 s trar ou p~~el da turma · agem, conforme nos ~ trabalhos 

o menos dar' sem contudo aº . nivel d esen 
e l e ment 9 e 1xar d .-os a re . e m1 -

spe1 to .. 

É recomendável, ao professor de matemática, 
ieituras da segunda parte, para que possa orientar me-
h?r o ,seu curso, atendendo ao fato de que sua disci ­

plina e essencial na formação de um professor, mas de 
escol~ eleme ntar . Assim, o ensino dos t~picos de Álge­
br~ ~obre e qua2ões e sistemas de equações, para exem­
pl1f 1ca~mos? nao deve m s er meras repetições de proces­
sos e calculas do curso g inasialo Devem ser orientados 
a uma aprendi zagem que forne ça recursos hábeis ao futu 
t ~r o professor primário~ para a resolução e determina: 
çao d e um raciocfnio adequado ari tmético º 

b) Como livro de consul ta para os seus cur­
sos de matem~ti ca ao curso g inasial , onde encontrará 
e~ementos t e óricos e prátic os d e aritmética, metodolÓ~ 
gicos

9 

e complementares, melhorando e complementando 
as suas aulas baseadas num livro-texto de curso gina-

sial 0 

Vo Professor~ Prática de Ensino~ 

Me todologia: 

Como J. ivi'o de consulta, ou mesmo livro-tex­
to? t endo como fonte a segunda e terceira parte; com­
pleme ntando os seus estudos gerais educacionais º 

VI .. Futuro~ · Professôre~ ~Pedagogia : 
Como livro de consulta e fonte para estudos 

d~ preparação para sua tarefa profissional, pa~a semi­
narios de ensino~ ou mesmo como P?nto de referencia p~ 
ra pesquisas pedagógicas comparativas de processos,sem 

f ugir à exatidão matemática. 

E, acreditamos também de ~t~lidade .para os 
cursos de didática especial de m~t~matica, e para ins-

t 
· r o 

pe ores escolares do ensino prima i º 

Não podia deixar de agradecer a todos quan 
tos tenha~colaborado na confecção do trabalho; mas, pe 
lo tempo decorrido desde o princlp~o da coleta de da: 
dos

9 
pelo grande número de pro!essores q~e ,contribui­

ram? . seria humanamente impossi vel relaciona-los para 

• 
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um agradecimento 
a não dar um rÓl 
os meus sinceros 
a todos. 

nominal, com o perigo de arriscar-me 
completo ; apenas gravo nestas linhas 
agradecimentos e o meu muito obrigado 

Confiante na importância dos objetivos pro­
postos, e que as finalidades serão atingidas,julgo que 
o maior agradecimento e recompensa é a esperança em 
t~rmos contribuido para a infancia escolar. 

Cumpre-me em particular, agradecer àp p~o­
fessoras, que após a redação, fizeram experimentaçoes 
da parte de aritmética teórico-prática. 

De maneira especial, agradeço à minha qu~ ­
rida esp~sa, Maria do Carmo, também professora prima­

. r~a, que além de ter comigo discutido a totalidade dos 
topicos, item por f tem, foi sempre a real incentivad2 
ra. 

, 
De maneira carinhosa 9 agradeço aos me us pr2 

prios filhos: Maria Regina, Rlni, RÓger ~ e Maria R01i' 
q~e sem o sab~r se prest~ram também a várias observa­
çoes e experiencias; e, a mais nova, a Maria Rose? pe­
q~enina, que foi por muitas v~zes, com seu sorriso ou 
lagrimas, lenitivo e higi~ne mental . 

Agradecemos ao l eitor que me honrar com sua 
leitura e também com sua crltica a miga º 

Ruy Madsen Barbosa 
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CAPÍTULO I 

NÚMERO E NUMERAÇÃO 

, 

Para podermos 
de nu­dar uma idéia da noçao 

l·nicialmente alguns mero , daremos 
"b on elementos so re c -

nos capltulos post~ , nós será Útil juntos, o que tambem 

riores. 

A. Conjuntos 
·1iarizados Já estamos fam1 

Palavra con com a 

constantemente en , . 0 homem 
. na v1·da diar1a, Junto;· pois, 

contra-se em situaçoes com: 

t de alunos, _ conjun o 

_ conjunto de livros, d 
de uma cida e,, 

h bitantes 
- conjunto dos a 

de irmãos, conjunto 
de frutas. _ conjunto . ,.. ·mos•coleçao, os s1non1 . • ~.;__~~~ 

omumente 
Empregam-se c 

.!: lasse, etc. t Podemos u­os conjun os 
B, e, etc; e , resentarmos 

Para rep . , ias: A, 
. as maiuscu 

tilizar as letras latin B etc. 

. A e conjunto ' de um conjlJ!! diremos conjunto; ' elementos 
mos os 

Quando conhece - dos seus nomes nu 
entaçoes 

as repres . , denomi -
junt o, podemos dar os_~s~i~n~a~1_s~.1..--;J---

, los entre 
ma lista ~~ coloca- . tes exemplos: 

nados "chaves", como nos 

a) O conjunto 

segui.n · • Eloi 
. <ao das meninas. nst 1tu1 

co por· representamos • e Eliete, 
Eliana 

sa, } 
El"ete Eliana' 1 

{ Eloisa, 

t ituido das letras: a, b, 
t cons b) , O conjun o 
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e, d, e e: 

{a , b , e, d , e } . 
Quando um elemento x pertence a wn conjunto 

A indicamos: 

x e A; e, em caso contrário indicamos por x <f. A 

B 0 Conjunto unitário 

S Ó ele­Diz-se conjunto quando se possui um 

Pre­mento, assim, admita-se que de um grupo d e alunos 

tende-se separar o conjunto de alunos que usam Óculos 

e verifica-se então que do grupo, só um usa Óculos;co~ 
tinuamos a dizer conjunto, deu..m aluno

0 

A um conjunto . 
com um so elemento chama-se conjunto ~unitárioº 

~----~~~..;....;;;;:.::.;~..;..;._.;..;.__ 

Indicamos da mesma maneira
0 

Assim, {a} é a representação do 
unitário com o elemento 11 a 11

0 

conjunto 

~ possível dar o c onceito de conjunto unit~ 
rio sem utilizar. a palavra "um'' , assim dir-se-ia con -

junto unitário A, a todo conjun t o para 
0 

qual,qualquer 

que sejam os .elementos x e y, tais que: x € A ,e y e A!..-

então x = 7. ['P' ~. '1 e./f ~.X..,,_ Af.} 
C. Conjunto Vazio Q 

Muitas vêzes a r 
egra ou propriedade que ca­racteriza o conjunto, que d 
etermina quais os elementos que pertencem e osº que não pert , 

encem, e tal que o con-junto não possui elementos. ' 
Dizemos que o conjunto e vazio. Admita por 

exemplo, que as crianças vão reti-1·ando balas de um "vidr d b , 

-

0 

e alas" · ate esvaziá-! o · po-deremos dizer "o vidro d b 
1 

' , ' 

e a as esta ita.zi o" ou "vidro 

• ,.., 

- ··· · ----· · - ~- - -·- - . .. -----. . 

. " o que significa' " ·aro" que o v1 . 

3 

nao 
de balas vazio ' ·tuações 

, t em si Analogamen e, 
possui balas. . 

11 
"garagem 

semelhantes 

d lápis vazio ' dizemos "estojo e 
de autos va-

zi<\", etcº 

Indicamos 

Sub-conjunto 

t vazio com ..:--~-­o conjun o 

Quando 
os seus A possui todos 

ConJ· unto ue A 
um B. -~d~i~z~e~m~o_s_q=---

t encentes a um elementos per conjunto '-

é sub-conjunto .de B. 

e 9 lemos 

AC B Indicamos: 
·unto de B, A é sub-conJ -

A é contido em B ou 

A é parte de B. . 

B não seJa Caso 

, 
, ontido em ·A, A e tambem e • 

. t próprio, chamado sub-conJun o 
está contido prn­ou que 

priamente o 

Como o 
· elementos, , ~- ~~n~a~o~p~~OS~S~U~1:.__~~-~ . to va~o 

conJUil • ~ e Ao 
, ºd em qualquer êle e cont1 ° 
Exemplos 

{ Maria ' Marta J e 
e 

conjunto. 

{Maria, Márcia, 

{Newton' Bete J 

Marta} 

{Newton' Bete} 

e b Y z, d] 
{ X ' c, ' a' ' {a, b, c,j 

E0 Igualdade 
q ue Conjuntos 

elementos, os mesmos possuem B 
os conjuntos iguais A e ' 

q ue dados _ ' claro 
sao iguais; e . to do outro. 

' · b-conJun qualquer um e su · 
A ::: B • 

Indicamos~ A; e, reciprocamente. 
- ACBeBC 

logo A - D, entao__ e Conjuntos Disjuntos 

t cruzados B possuem eleme~ F º Conjun os . ·untos A e 
. dois conJ Quando_ 



Ir 

4 

tos em comum, são d enominados conjuntos cruzados , 

que se cruzam, ou ifnda que se interseccioname 

Indicamos: AÂ{B ou A'~>B. 
Exemplo 

· .{a, b., e, d, e} IJ' { b 
,{I ª'· , f, g) 

ou 

Quando os conJ· untos A e B -nao possuem ele-
mentos em comum, dizemos que são disjuntos ou separa-
do!· 

lndicamos: A 11 B 

.&xemplo: 

ou A)C B 

{Lúcia, LaÍz) li {Lurdes, Leda, Letícia) 
G4 União 1 t -e n ersecçao de Conjuntos 

Dados os conjuntos A t B ·- e, const · t . e. ' ao conJunto 
i uido dos el t . . emen os que pertenc~m a um, pelo me-

nos dos conjuntos A m. d . 
. e. B' enominados · -conJunto uniao. 
lhdicamo.s-i· 

- [ .l u B = e l 
~elDJ.?los: 
a) A = {a, b, ç, d} 

B = {b, e, f, g, h} 

.l U B ={a b . ',c,d,f,g,hj 
.E = { * ' o,~} 
F ={? ,i ,$,t) 

EU F -{ * 0 7 A 
- ' tÂt •• ~,$,•) 

. Dados os .conjuntos A 
consti tuido dos 1 . e B' ao conJunto C 

e ementos comun ( ' 
cem s i multâneamente aos . s elementos que perten 

conJuntos A e - . 
B, denominados 

·r 

r o 1 1 1·1 \ -.· ) . . --· - - ---

Exem;e~ ~ 

Usando os conjuntos A, B, E e F anteriores, te 

remos: 
A (\ B = [b, c J 
E (1 F = (E e F ·são disjuntos) 

H. Produto Cartesiano de Conjuntos 

Dados os conjuntos A e B, chamamos produto 

cartesiano, de A e B, ao conjunto cujos elementos são 

todos os pares ordenados, onde o primeiro elemento do 

par pertence ao conjunto A, e o segundo elemento per-

tence ao conjunto B. 

Indicamos: 

A'/- B 

Exémplo : 
A = [Cristina, Márcia, LigiaJ 

B = [Eduar.do, Renato} 

A X B _ {(Cristina; Eduardo), (Cristina; Ren~to), 
(Márcia; Eduardo), (Márcia; Renato), (Ligia; 

Renato) j (J...fÔ ~~, r:J~~~J .. ) 
Notas: 

Considera-se par ordenado; assim caso a #b 

temos (a ; b) # (b; a)o 
Observemos que os conjuntos (a, b} e{b, a} 

- · é muito comum situação em que a mu-sao iguais ;- mas, 
dança de ordem dos elementos implica no aparecimento 
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de novo enteº 

E.."'<emplos: 

a)J Mudando-se a ord em da l atitude e lon g itude9 ob 

tem-se em geral outro pont o n o g lobo terrestre , 

b) Em "Heitor é pai de Ânge la" , se muda rmos a or­

dem dos nomes, devemos colocar "filha de" º Pode acon t~ 
cer de termos "Heitor é pai de Heitor" 

9 
é c l ar o q u e 

aqui (a; b) = (b; a)
1 

:,C,•rn e-V)T-t_ p~r~ h t vne s . 

e) Em "Ernesto gosta de Vera" , é bem poss i v el ques 

trocando os nomes, deveremos colocar "não gosta " º 

l o ~respondência - Bi-univoca 

Consideremos para entendimento dês te concel 
to, o seguinte: 

"Um antigo guarda (que n ã o sabia contar), para ve­

rificar se os prisioneiros não fugiam, fazia - os passar 

por uma porta ; e, para cada preso, que passava, coloc~ 
va uma pequena pedra numa s ac ola ; na manhã s e g uinte r~ 
petia a operação, mas r e ti r ar •rtc. as pedras da sacola º 

Não sobrando pedra na sacola su . i a que não houve f uga 
dura nte a noite ., 

Observemos 7 que do fato do guarda não s a b e r 
cont a r nao o impedia de descobrir as fugas

0 

O que êle fazia , inteligentemente
9 

era col2 

car em ~orrespondênci~i~un ivo~ os elementos d o c on-
j unto de p · · · 

ris1oneiros com os e lementos do conj unto d e 
pe dras º A Cada prisi" o11e i"ro c o a · d e a 

rrespon ia uma p e ra, c a da p ertra c orr a · 
e s pon i a um pri s ioneiro º 

.11 a 
Êste 

proce dimento era ut i lizado 
muití s simo 

por 

7 

- c 1" v ili zn dos s para na o J e homen s > gue rreiros ~ contagens 

1 etc v a p e e s r ebanhos, c aç 9 

~squema.s : 
o o . . . ô 

f 
. . ·@ ' • t 

s 
Pig . l 

~o , o , *J 
{a,b,c,d} 

a 

e • 
b o 

Fig . 2 

1 consideremos os con-uma maneira gera 7 < · ar 

Di z e mos7 e correspondencia b1-un1~ 
- . fixada uma 

A e B fo l,_ em corres.pondênc ~a bi-conjuntos ::.-..=--- • tos estão 
nJUil ~ - - ' ) q ue os_c..Q..~ -=--- · x um" (um por um º voe a, ou - - " ·a " um 

- - ou correspondenc1 d . po 
unlvoca 9 um conjunto de iscos, -

. se ternos , 
Assim, urna só capa, e a cada capa 

demos associar a cada disco 

um ·só discoº 
Podemos associar . d uma classe 

d a menino e , men1· 
A ca d mos associar tun so lugar po e a c a da I 

o seu lugar , - · ........ ~IP" E-cvr e \p (11'\ 4e°".tt! •A ~-""""' vo~, { ""J~ros _ . {J,1A~\-\o( e. o .s ~ , e os conjuntos sao eqU1 V! tarnbem qu Dizemos, 

no; etc . 

~~ 
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l entes; indicamos 

A f\/ B 

es lemos: A eqUivalente a B. 

É importante notar que 

qUivalentes são válidas as leis ; 

a ) Lei Ref l exiva: 

para os conjuntos e -

~ A rv x~ 
Todo conjun to é eqUivalente 

com êle prGprio;· 
( ou 

í ~o 144] 
coordenável) J7\ 

1 

{H ôKA) 
b) Lei Simétric~ : 

Se A N B 9 então B f\/ A; 

e) Lei Transitiva : 

Se A rv B , e B N C -, entao ANC . 
Nota: -

Os elementos -que se correspondem sao denomina-
dos homólogos .. 

J. Exercícios: 

série I 

1 - Dados os · conJuntos : 

A - f a, b, e, d, e} 

B - f c , d , e , f} 

e - { c' d, e, f, g, h} 
D - { i' j ' k) 

E { j , i , k} 

F - {a, i} 

Q• t j F; as relações existentes entre: 

a) A e B 

.~ J ~ 

b) B e C 

~<:.(___ 
e ) A e C 

A _Q:_ e..- fine= ~ e ,~ ,e. 1 

..LI n D:- q _t.1f) r= \e} 
9 

~ 

3r1 D=cP 
.~ 11 1) 

d) A e D e) B e D f ) A e F 

g) e e D h) D ~ E . ' 11 D e E 

! 1, calcule: 2 - No exerc1cio 

a) A V B b) A f\ B e ) B t\ D 

d) B () e e) A \,) E f) Aíl F 

g) E U D h) Bn F 

3 - Escreva os racioc l n ios para mostrar as leis, re 

flexiva, simétrica, e transitiva, para eqUival ência d e 

con juntos. 

4 - No exercício 1, determine: 

a) b) D X E c) C X F 

d) F X C e) F X E 

5 Tenho as cadeiras: a e b; e, as meninas: Maria 

e Irma. 
Quantas e quais co~respondências bi-unlvocas 

podemos estabe lecer entre os conjuntos? Faça esquemas~ 
( . 

6 _ Ideri1 ao exerc1c10 5, com os conjuntos : 
~ 

!. (; , ~ , ~- 1 e \ =·• , b , e } • F a ça esquemas . 

Núme ro Natural 

~ noçao correspondência bi-uni voca nos leva 

imediata mente a aceitar que a quantidade de . elementos 

d e A é i gual à quantidade de elementos de B .. 

Êste caráter comum a os conjuntos nos dá a i~ 

aé j a a noçao de nt1mer o i mn is p reci samente de número na 

- t .ural. 
Dize mos que os conJ· untos A e B t A ~ .em o me s mo 

número de e l e mentos ; cujo conceito 9 ~nde,P.e.JJ..d.e d_ii. nature 

~ e_ d.J!:. orde m dos elementos cons t jtuin..t.e.s,, 

Cas o os números de e l e mentos dos conj u ntos 
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A e B eqUivalentes sejam "a" e "b'', rcspec ti vamente s di 
zemos que "a" e "b" represe ntam o mesmo número, ou que 

são igua is, e escrevemos a = b. 

- , Para a igualdade de números naturais sno vn= ,... 

lidas as leis seguinte§ , as quais são conseqUênc i a s d i -· 

retas de lei para conjuntos eqUivalentes: 

~ a) Lei reflexiva: a = a 

Todo número natural é igual a si própri o~ 
vb) Lei simétrica : 

Se a= b 7 então b= a. 

/ c) Lei transitiva: 

Se a = b, e bj= c, então a = c . 
L. NÚmero Inteiro 

Extendemos a noção de número a conjunto va­

zio, e dizemos que o nÚmero de elementos, de um conjun-, 
to vazio e zero . 

., 
O conjunto dos nume r os naturais e , do número 

zero constitui o conjunto ~ !_1_{1~~ !__nteiros, ou sim­
plesmente, conjunto ~ !_nteiros . 

M. Desigualdade: 

Quando procuramos por em correspondência bi­

unívoca conjuntos A e B quaisquer 
7 

pode acontecer os 
casos: 

a) É possfvel a correspondência (caso já estudado) o 

b) t possf vel colocar todos os elementos de A em cor 
respond~ncia com elementos de B, mas não 

) -. reci.proc a me n -
' "· Nis te caso o conjunto A pode ser posto em correspon 

•' e i a bi - unfvocamente com um sub ... conjunto próprio de B. 

Dizemos que A é ~revalente ao 
conjunto B 

11 

(A é eqUivalente t Pro,prio de B). a um sub-conjun -o 

A: 0 o o o 

t t i ~ , 
B: e 8 <!) . ~ 

ExemElo : j A { A, •, *• o} 
f }. l B {a , b , e , d , e, 

o 

• 

A 

e) Não é possivel c ol oc.-,r 

Fis . 3 

e ~ 

12 (~) < tYt(B) 
~ ~ < -& 

B, CCB . 

todos e l e mentos 

Fig . 4 

de A em 

e leme n tos de B; ent r etan to, to-corres p ondência com os A • b- unir 
c orrespondenc1a 1- -ode m ser coloca dos em , 

dos de B p .Nêste cas o o conjunt o A e supervalen 
os de Ao t 

voca com t d A é eqUivalen e 
( ~~s~u~b~-~c~o~n~J~-un~~º--=~e:..__:.~~~-=-~~~~ -te ao conjunto B o Um 

a B2. 
A: o o ó o ô . o 

.t 1 ' f Fir;. 5 

B: ê) ~ .!) ~ 

Exemplo: 
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A = i 4 ' o ' ::: , o ' 
B - , 

/, r 
I 

Conjuntos: { 

- t.' x , y , z 
º f a. > 6-

• 
X 

y 

z 

Dizemos 8 
d . nos casos b 

esi.guais; em b d. e c que os , , izemos que , numeros são 
e menor que o , o numero de l numero de el e ementos de A 
que o número d ementas de B 

. e elemento ; em e dizemos 

elementos de .B. s de A. é ma· _ ior que 0 número de 

indicamos: 

Gaso os , n'W!eros 

a ~ b ( a menor que b 
a> b ( ' a maior que b, 

anteriores As relações 

-dade. 

Resulta dos , casos 

respect· ivos sejam "a 

ou a · inferior que b) 
ou a superior a b) 
s a o 1 

e b'' 

tenominadas de desigual 

os numeros . anteriore~ 
inteiros: s e guint . e lei para 

Lei da T ricotom· l. a: 
"Dados <;;, - , 

existe uma numeras · e uma só d inteiros "a 

[ 

as rela - e b" Çoes· sempre 

a= b, a <:.-8 • 
'ª~b 

Para a d esigualdad -
a) L · e sao ' _ei Irrefl . Validas ex1va. as 

b ) a não é meno;-· 

leis: ?J~~~f 
I 

Lei A . , c1 ue a ' e - ssimetr . a nao Se ica. maior que 
a> b -· a. 

' então b ..ç a 

• 
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e) Lei Trans itiva: 

Se a <": b, e b .:.. c, então a e 

N. O co~_,iunto dos n atura i s. 

'.lemos aprcnd i do o numero zero; no caso do con-

jun to unit á rio, dizemos, que o número é~ · 
Excluindo-se d e um conjunto um elemen t o , e ve -

rificado ? ~ue ficamos com um conjunto unitário, dizemos 

q ue o número de elementos de conjunto é dois . Anàloga­

me nte , diremos: tr~s, guatro , cinco , se is, ~te , oit~ 

nove, d e z, Etc. (;5'1,, .. / .~ ... , p·Y;;'/ r:..,) 
Êstes nomes podem ser introduzidos também pe-

1 a idéia de sucessiv o : Pela Lei de Tricotomia ~ sabemos 

ciue d a dos os números "a" e "b" desiguais, ou a < b ou 

b :., a; seja a . .::. b, diremos a precede b , ou gue "b" 

sucede "a"; caso não exista número inteiro que seja. 

~n. ior que "a11 e menor que "b" , dizemos que "b
1

' é o su­

~~~ de "a"
1 

ou sucessor de "a" , e "a" é a ntecessor 

de 11 b". De n omina mos então : 

dois ao sucessivo de um, 

t r ês a o sucessivo de dois , 

quatro a o sucessivo de tres, etc º 

Com 
0 

conJunto de naturais podemos ago.l·a utili 

zá-lo como refer~ncia para correspond;ncias bi-univo _ 
as 

si-
cas o Para represent ação dêsse conjWltO utilizam- se 

palavras anteriormente dadas,(um 1 dois, etc.} ou 

nais( * ): os a lgarismo__ê (hindú-árabes, no nosso caso) e 

Consü~eremos um conjunto de n elementosft Sepa-

r e mo& tlo conjunto um elemento, que diremos elemento u~ 

ou primeiro . 
Separemos ainda do conjunto um elemento , q ue 

• 
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diremos 1 e emento d . ois ou 
ro, teremos c . -:---- ~gundo e . . onJunto de dois el Juntemos ao primei-

Continuamo ~ ementos. 
ou terceir s este procea· 

.__2, element imento•el co ou . ..2 .9,Uatro º emento _! r ês 
quinto, et , . ou .9,Uarto 

t c º' ate que j ~menta cin­

Último el e~ 
qual irá rf.'-

o que ser~ o l tomaremo e ement s o 
c on·struir --..:.:.:::.:º~1n1 ' ou , 

o conjunto de- ~~' o 
~ste n elementos 

processo , º 
e denominado ; tagemo con-

º·· !Úmero e ardina! e 
Número Ora · 

Observemos 1na1 
de' colocand que em c -o-se um ~ontagem , 
voca com o c conjunto em -' esta na verda-

onjunto d corres ~ o os natura· pondencia bi-unÍ 

J i O lS; Fio. 7 -

dois !. 
P 

' t r <> 
orem - ~ 

' em ordem ( 
ral) Como ct· • Assim . izemos 
um , ' a cada el . •umente 

numero nat emento do ? na ordem natu 
te um , ura19 um , conjunto ~umero ord· numero de corresponde -

inaI ordem 
O -· ? mais p conjunt recisamen 

~ ou uma J o assim sucess- · consid ~· eraao é d ' t 
Chegamos ' 1 o ordena-

ra! possui a con l dois e usão d 
Evidenteme t sentidos e que um , n e ê ' um c numero t 
r nnJ· t stes s _ardina! na u-

un o p entid e out ossua . os est- - ro ordi 1 
n;"ne ' Por ao li na • 

•. ro card1· n ) ex:empl gados. C al o' Ci • aso 
elemento ' contando , nco elemento 

um 

cinco o s ( ' ou qu· ' Ultimo 1 9 cinco, 
into ( , e ement , 

numero 0 sera o 

reciproca-
ordinal). 

' 
o 
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i:ient e, se o Último el c1.1e nto de um coujunto orde nado é o 

elemento cinco , o conjunto p ossui cinco elementos. 

Considere; a exemplo 9 o conjunto de uma fami 

li a o 
~t-t"' ..,.,..,, ,/ ~~ 

{Lu! z, Rob~~to, Eli~~bete, Cláu~ia} 
Podemos por êste conjunto em correspondên-

cia? por exemplo, com o conjunto : 

{um , dois, três, quatr o} 

nos interessarmos pelos e leme~tos 
constituintes dos 

sem 
possui 

pares hom~logos; temos no casQ, que a família 
, ) , corres-

~atro crianças (numero cardinal ; porem se a 

pondência é f e ita atendendo aos nascimentos (idades) , 

por exemplo: Elizabete (mais velha) , com o um primei ­

ro) ? Rob e rto com o dois (segundo) , Luiz com três (ter~ 
ce i r o) ? Cl~udia com quatro (quarto) , temos fornecido a 

c ada cri a nça um n~mero de ordem , ordinal ~ que ind i c a ª_J -
posi ção d o e l e me nto n a s ucessao

0 

P 0 Exerc í cios 

s é ri e II 
lo Escreva os raciocínios para provar as leis , r~ 

flexiva, simétrica e transitiva da igualdade de núme-

ros naturais. 
2

0 

Explique a prevalência , eqUivalência e superv~ 
lência, para 

0 
conjunto de moças e de rapazes de uma 

determinada classe, de um baile etc. 
3. No exemplo da família dada no Ítem o, faça a 

correspondência dos e lementos do conjunto de crianças 

pela ordem das iniciais. O número cardinal é alterado? 

4
0 

Numa sala de aula os estudantes ocupam suas car 

o 
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mas C
arteira é ocupada por um e um s ó e s tudan­

te iras, 

te; os es tudantes possuem um so 1 i vro, ~mas .1a 

que não trouxeram o seu livro. 
' r ' alg·uns 

a) Como são os conjuntos ~ 

I. De estudantes e o à e cartei-tas? 
II. De carteiras e o de livros (:iessa orclern) ? III. De livros e o de estudantes (nessa orde m)? , b) Como são oe numeros 

guntas anteriores? 
dos conjuntos A 

das tres 

Q. Numeraçàn 

O proee~~Dento, adotado.~ ·~à.se · tÔda• 
!Ões para .,.presartar os nÚmeroa, ,.i.flioiui~~ baae 

"dez" den<!ifnado ·s.;i.stema de nUJBeo-a&â'o. deciU.1" 

;•·eist.,... decimal utilh:a-Oez ~tnais, ou 
garis,...,, ·"(•) os 'Piais são de orige• hindÚ-árabe, 
isto, chamados algarismos hindÚ-arábicos. 

o 1 2 3 4 

p e r-

na-

al­

por 

5 
7 6 

zero, um, dois, três, quatro, cinco, Seis, sete, oito, nove, 
8 9 

Um !!_iste>na de base "b" ou b-ádico consiste - - ' de "b" sinais; sendo um sinal para 
0 

t · 1 · za va-
lor de posição um s· 1 d 1 ' zero, u 1 1 ~ ------~ .. ----' 

1
na o ocado a esquerda de outro Vale "b" vezes mais · -

se estivesse naquela posiçao (**)u 

A numeração Pode ser separada em dois aspec­
tos, ª!ala!!;! e ª~Cri!;!, lntimamente ligados; entr~ 
tanto, qualquer representação e' 

!!._umerak_ I ) 1-t'-'2..f. 

~) s:--rnbolo ~ 

b) ?rii-ic_ ',p•'6 d .... f~~ 

.--=:..-..---====-- --- --- -~---
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Os nove primeiros . d unidades. são denomina os 
números , os cons-

. do nove O sucessivo , dez· cada e o ' dez numer 

conforme titui uma dezena, e de dezenas, 0 número 

especiais: suem nomes 

duas 
A 

tres 

dezenas 

dezenas 

quatro dezenas 

cinco 

seis 

sete 

oito 

dezenas 

dezenas 

dezenas 

dezenas 

vinte 

trinta 

quarenta ) 
(cinquenta cincoenta 

sessenta 

setenta 

oitenta 

pos-

nove d noventa vinte pos-
dez e o dezenas entre o 

ndidos Os números compre e 

nomes: seguintes , 
o onze 

Os números 

dez e 
é o doze onze 
, treze ) 

doze e 
0 

(quatorze 
, o catorze 

treze e . 
, qu1nze 

catorze e o . ·s(dezasseis) 
, dezessei ) qu inze e o te (dezassete é o dezesse 

dezesseis t 
, 0 dezoi 0 

dezessete e (dezanove) 
, dezenove 

dezoito e o . te e trinta, tri~ entre v1n 
ompreendidos com a parcela da me-

t etc· ' ta e quaren a, 
c M formados . 

sao ·a de· assim temos: 
· da do nor dezena segui nome da un1 a ' 

• vinte e nove; 
vinte 

vinte e wn" dois'• 
' e dois' . • 

trinta e_ - -trinta e um, 
trinta e nove; . . - -

Da mesma depois do forma, 

- - -
noventa temos: 
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noventa e um, noventa e dois , º nov•~ i1ta 
, O sucessivo de noventa e nove e o c emº 

Cada cem unidades consti tu i uma centena ou 

As centenas rec e b em os seguintes nomes: 

uma centena c em, centenas, c e nto 
duas c entenas duzentos 
três centenas trezentos 
qua tro c entenas quatrocentos 
cinc o centenas 

quinhentos 
seis c entena s 

s e iscent os 
sete centenas 

s e tecentos 
oito centenas 

o itocentos 
nove centenas 

e nove 

cento o 

nov-ecentos 

Os n~eros compreend idos entre cem e duzentos, du­

zentos e trezentos, etc., formam- se com os nomes já d~ 
dos, assim temos: 

cento e um, cento e dois, etc. 

Da mesma fo r ma depois do novecentos teremos : 
novecent os e um, etc t' t e 

•, a e 11 ovecentos e noven a nove. 

O sucessivo de novecentos e' 
0 

n_Ú 
e noventa e nove, mero ~' ou mi l h!!:, ou !!!._i l heiro. 

Cada mil é contad~ da f orma-
seguinte: 

Um mil, doi s mil, três mil, etc. 

ou, um milhar, dois milhares etc. : 
Os compreendidos entre os .

1
h 

mi ares sa·o .formados a­crescentan~o-se os nomes já dados; assim, por exemplo, 
teremos apos o oitenta e t A 

res mil, o oitenta e três mil e um, oitenta t A 

e res mil e dois, etc •• 

O s ucessivo 
t e noventa e nove 

do ·n ove cen os onde a 
que corresp . noventa e nove~ novece ntos e 

lhares, chama-se milhão. 
de mil seguintes, 

Os conj untos de números 

recebem os nomes : 

mil milhÕes bilhao 

trilhao mil bilhões 
quatrilh~o 

t rilhões h 
· ntil a o 

quatrilhÕes qu1 sextilião 
extilhão ou -h -es s · t·1i·ao · til o - u se i qu1n ilhao o _ 

- set t •liao mil s ext ilhoes ·1hão ou oc 1 

- oct1 enta-se mil setilhoes didos acresc 
compreen Para os números 

mil 

mil 

mil 

19 

mil e 

mil mi-

em mil, 

os no-

mes já formadosº 
t eriores an 

· 1 chaman- se de mil em m1 
Os agrupamentos 

classes : --
classe das unida des 

classe dos · 111ares mi 

classe dos ' lhÕes mi 

classe <los bilhões, 

separada ., 
Cada classe e 

de dez em dez: 
unidades ordem das 
dezenas ordem das 

simples 

etc . 
~ 

.; res em .;... 

d centenas. -

orden~, que variam 

ordem as racao 
a ~.::;...- açã o Ve J· amos agora ' de numer 

· stema - -
decimal ut.ili-

, . - e O~~ Ja vimo::- qu . os: 
algarism za somente dez 7 

5 6 ' 4' s , o, 1, 2'i 3, 

. 8 permitem re 9· os quai 8, ' 
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presentar to os os d números . 

. PrinC.ÍJ~i 0 Fundamental: Utiliza- se o ---- d z 

O utro ,va l e~ f · escrito à esquerda de A "Um algarismo - dA c.·e 

d O lu1rar -~~e§.:=__ 
. d que se estivesse ocupan o ~~ v~e~z~e~sê__m~a~i~s~~º~L.!!.::::_~~::...=..:..::....:...:;..:;_;.;;._ __ ~-----

outro" 

Do princip i o verifica-se que: 
1 

_ Em ~ualguer class~: fica 

a) o algarismo representativo das de z enas 

à esquerda do algarismo das unid a des, 

b) o algarismo das centenas fica à e sque rda do 
algarismo das dezenas º 

2 - Para as classes : --·-------
a) a classe dos milhares fica à esquerda 

c l asse das unidades simples ? 
da 

, las-
b) a classe dos milhões fica a esquerda da c 

se dos milhares~ etc • • 

dois 
Do exposto verifica-se q ua ~ algari s mo possui 

tipos de valÔr es : , 

valor absolu1'2, que é o Valor · algarismo isolado do n_!! 

mero , como se estivesse repre sent ando sé'imente u m dos dez 

' ' v a lor 
prime iros numeros; o outro, !,alor reiati'[,2 , e o _ 

do algarismo dependente de sua posição na representaçao 

do nÚmero. Assim , o número representado por 8 304 (oito 

mil, .trzentos e q uatro), constituido de oito milhares, 

" h · ples, 
tres centenas, nen uma dezena e quatro unidades sim possui: 

Al garismo 4 com: valor absoluto: quatro (4) valo:r 
relativo: quatro (4) Algarismo o com: valor absoluto : z e ro (O) Valor relativo: zero (O) 

.. 
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A ( 3) 
~bsoluto : tres (ou 

va lor tres e• A centos 
3 c om: !ativ o : (300 ) Al garis mo va lor re trezentos 

·to (8 ) • 01 absoluto. !lares 
r . to mi l valo 01 8 com : !ativo : 

Algari s mo v·alor re (8 000) . 

"mul t i - " e . -u di çao ' ~ções a "ficara opern · tor ver1 t
o das o lel .Eosi -

1
. me n . tarde, a _ conh e c · stem 

Com o ma i s ' um si • di-
ve r emos - decimal e . ã o a -

• - 11 que ·ustapos15_ pl1caça o 9 e r aça o no.ir .il -
el e num . i v o .&--o s i stema e ~ que . ti v o 

cional -nlul tipl1 c a 
Fe ­o De creto e~iste a Re-

class e s , me c onsta , 
da s 10 que al de Es sepa raç a o - 9 ) e pe lhO Nacion -

Pa r a a /G/19~ conse de cre~ ( a 16 7 d o com o deral 4 2 67 e 7 n9 7 0 f ormidade , al-l / G/195 ' l c on . de t res 
soluç ão d e 

2 
, L , ce de mais do cal• !! 

o l. tem / e r os de anos tatist ica ? que n e os num t · vos s de 

a ra qu 1· nd ica 1 m class e to . i·ecomenda P - dos o e a a •§ 

, e çao espa Ç ' . eit a par (co
m exc or um d1r ) . s e ndo 

gari s mos os p da 

arad . te ira, a · r e ita ' dário) s ej am sep arte in para a 1 -

(a P r da poderao trê s algari s mos da e s que spaços 
. mal os e q

uerda 9 e a de ci · ri t as ' 
manusc que nas. tabe las tos· 

Por pon s ubstitu ídos 

ser 

.!_xempl os: 
287 ( * ) 

( * ) 

sete 
·tenta e 

t 
s e 

01 

t a mil' a) Duzen ° noven a ois 

3 04

2 406 · 1 e e b) Q
uatro mi ' quarenta roce 

mesmo p -
.... · !hÕes' · s se 

0 

) T es 
mi sei a- . de" ou e r e iS us "unida entos dinª i avra q

uatroc - aos or a pa uni dade s . 
e ' n>l • e sete raçao ao f - ' tent a p a a nume · r ur &, e oJ. 

ar na ie1~ . ~.,ntos 
" Cl':sc c11t a i: . e.mos du-· Podc-~e ~- . d ir1 

• • 11 • a S5JJll " inteJcr os ' 

4 090 
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dimento dos cardinais ' com as deno . -
a) prime· m1naçoes : 

iro, segundo t . ' e rce1ro 
sexto, sétimo, oita ' quart o , 

b) 

, vo. nono· 
decimo · , . ' ' , v1g.es1mo t . , , ' riges imo quad , . 
quagesimo, sexage' . ' rages1mo , qu i n si.mo 6 t , -
mo , ' ep uagesimo ' 

' nonagesimo; , octages i-

quinto, 

c) centésimo d , , uocentesi , mo , tricente' . 

23 

7 - Escreva (ou l eia) os nomes dos n~meros: 
d) 60023 046; 

g) 7 026008053; a) 

e ) 

h) 

351; b) 8 750; e ) 33 498; 

32 ººº 004; f) 5 329412; 

1 038; i) 9 750 666 0 

8 - Qual é o valor absolut o e o relativo do 

rismo 7 nos ntimeros: 
a) 3 472; b) 57 083 320; c) 1375 200 

alga-

centesimo t s1mo quadri· -
' e c. 0 , 

Exerci cios : 9 

- Escreva (ou leia) as quant idades de cada ordem 

Série III dos números: 

R. 

a) 3 526; b) 37 589; e) 70 035; <i) 6 327529 

1 - O que existe d e comum entre 
qUivalentes?. dois c . 

0 nJuntos e-

2 - Sendo todos conjuntos . vazios . va · ) iguais (unicidade 
zio ? qual , 

1 
e o número 

do conjunto 

dos e ementas? seus 

3 - Ordene do menor para 
cente) os n ' o maior (ord -umeros : 

5 7 
enaçao 

4 - Idem (ord ' ? 8, 1 o ~ em decresce t ' ' 4 . 
v - Escreva os n e ). 

cres-

nomes e 
sivos de: as 

represent -açoes dos s uces -

6 -

a) oito; b) 

tos e nove· 
' 

Escreva as 

vinte e quatro· d) t 
doze; c) 

e) cinco 
mil ' .rezen 

' e nove represent - centos e nove o 
açoes dos , numeros seguin-

tes: 

a) trinta e d . 
b) o i s mil e . 

quatro bilh- oite nta e . oes d seis· 
tos e set . ~ uze nt os . enta e d . milhões •. c) . ois; e q uinhe n 

cinco milh-

a) 

oes, e t ~ 

t 
res· 

se enta milh- ' oes, e vinte e . cinco m·1 i • 

10 -

11 -

e) 83 110390; f) 5003 042. 

Escreva os nú.meros que 
possuim : 

cinco centenas de 

a) Seis unidades 
de milhão, 

milhar, duas dezenas de milhar, quatro unida­

des d e milhar , três centenas, quatro dezenas e 

seis unidades simples; 
b) Seis cente nas de trilhão, quatro dezenas de 

bilhão, sete centenas e oito unidades de mi­

lhão, seis dezenas e cinco unidades de milhar, 

e três dezenas de unidades simples. r 

Enuncie (ou leia) abreviadamente os numeros do 

exerclcio lOo 
12 - Qual 

0 

número maior 8 ou 4? E o algarismomaior 

8 ou 4? 
13 Qual é a metade do número 8? E do algarismo 8? 

l 4 - Tire o algarismo 3 de 34? 
15 Escreva um número e um a lgarismo maior que 7? 

16 - Escreva um número e um algarismo menor que 5? 

Depois que aprender operações volte a res olver 



os seguintes exercícios: 

1 - Um menino devia escreve r o número 352, mas en-

ganou-se, e trocou o algarismo 5 com o 2° 

quanto foi a alteração? 

2 - Um homem devia escrever o número: 

oitenta e três milhões , duzentos e quarenta 

cinco mil, e noventa e seis; mas enganou-se: 
a) Na primeira vez escreveu 83 245 960 
b) Na segunda vêz escreveu 83 024 956 
c) Na terceira vêz escreveu 83 542 960 d) Na A 

83 245 
quarta vez escreveu 096 e) Na quinta A 

vez escreveu 83 945 260 
A De quanto foram os diversos erros

0 

* 

De 

e 

-_j,.,.., .. ,.. . .:'( .. 

-:_) .: \::: ,_ . 

A n ADIÇ.;\O 

-

- ·', . ,, . . , .;. 

f ~ -:: ,,. .,.. 

CAPÍTULO II 

ÇOES ARIMÉTICAS AS OPERA , 

A .. 1 0 Introduçao 
dois conjuntos Consideremos 

A = 
B = 

{ a,b,c,d,e} 

{ m,n,o,p, ~ 

atizados: embaixo esquem disjuntos, 

a m o o o 
o 

n 

§ .... _..; . 
o 6P e 

Fíg. 8 .. 

. ~te"iros 
spectiva-5 e 4, re 

aos quais 

Ilente. 

correspondem os ··~1 

Forme mos 

de diagrama: 

. . . - AUB, ( * ), 
to uni.ao 

o conjun } 
d e ro,n,o,p = {a , b,c,'' AUB 

o o o 
o 

o 
o o 

o 

temos: 

Fig. 9 

lementos do e 
uniao dize­onJ· unto 

O número inteiro 9 de e 5 e 
inteiros mos que é a soma dos 

( * ) Ver capítulo 1 • 

· ndicamos: 4' e l. 

1 
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5 + 4 = 9 
A. 2 - Definição 

, ~ pO Dados dois numeros intei r os " a " e "b" a el es -' , 
de-se pensar sempre associad os doi s conjuntos dife ren-

tes A e B, que tenham "a e b" e leme ntos ; porta n t o, d e 
uma maneira geral: . 

Chamamos soma de ------
r o inte iro "c" _, , 

numero 
dois inte iros " a e b" a um ~.: 
--. -- -

· a o d e e l ement~ d o ~njunto ,Ç ,E..!!2:--
dos conjuntos ! ~ B. 

Indicamos : 

t ª + b = e J 
A operaçao gue ~ ~ar ~ intei ros 

responder o inteiro "c" i' n-ual ' 
- ---- - .:::b a §~ soma 

(a· b) f uz ~ 
~--

é denomina~ ~ - dição .. ---

Quando estamos operando para 
d e t e rmi n a rm os 

dize mos que ~stamos soma n do m t ad · · d 
_ ic1onan o Q 

a s oma, 

O sinal 
+ , é o símbolo ª'' .... 0peração de 

e lê-se "mais" 
9 

adiciona r 

O "a" e o "b" são os A 

!._ermos ou ~arcelas, ou~~ 

O "e", 

dos, 

como já vimos, e' - é 
o resultado da adi çao e 

chamado 
som~, ou total. 

A. 3 - Propriedades 

z a 
Do exposto , os l ei tores verificam 

das s eguintes propriedades: 

1 

go­q ue a a d jçao 

27 

I - Propriedade Comutativa: 

1 a + b = b + a 

Re gra : "A orde m das parcelas n a o altera a soma". 

, consequência imedia-De f a to esta propriedade e ' · 

ta da ' . - de conjuntos i ass im9 e 1!! comuta tividade da uniao 

t dos conjunto A aos . os ele men os 
tuitivo que se r e unimos conjunto caso 
elementos do conjunto B, obtemos o mesmo 

reunisse mos os el e me n t os do conjunto B aos elementos 

do conjunto A. 
('!' ) 

d Associativa: II - Proprieda e 

(a + b) + c = a + (b + c) 

que 
, 
e9 tamb~m conseqU~ncta 

d a da uniao da associativi a e 

de conjuntos. 
O is pe.rmi­, . rtant1ssima 9 p 

d d e 1mpo 
Esta p r opri e a e . t'vos de cada operaçao 

. indica ~ 
t e a supres s ão dos sinais ·tem que se adicione 
de ' mente 9 p e rm1 . . 

a di ção , ç rec i proca nveniências ; a prime~ 
ossas co , 

as par c e las conforme as n · tmo de calculo pa-
, , . 1 no algori 

ra aplicação nos sera uti .... , ·as parcelas. 
, vez vari ra adicionarmos de uma 50 

t o neutro elemen _ . 

- (indiferente) 
neutro O zero é o elemento 

"ª 11 temos : ~ inteiro Çao, po i s para qualquer J 
1 

a+ O ~ O+ a ~ . a -
_ · tos . .- de con.Jun . ( * ) A , - da da d<> un i ao s p r op.ria d eI' iniçao - r; .<: (!,111j:tnt•> • 

o r dem em que são cons i der adu'> 

.... 
III - Existencia i-2 

da adi 

é independente da 
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é conse ­às propriedades a nt e riore 5 1 que , anàlogamente 

qUência da união de um com o coE: conjunto A, q u a lquer , 

junto vazio 0 ~------- - -··-· 

í oª 
-- ·-·-·· 1 

b 

lº ___ : ____ J_ 
t 
1 

- - ---_ __j 
Fig . 10 

·-·- ·- ... ·-··· --- . ·--- .. ; 

1 
i c 

1 

u 
d 
o 

A ~ 4. - Tábua da adição(*) 
i ---·-

para 
Da def~nição dada, de adição

7 
ver ific amos que ~ 

s o 
S

e achar a soma de doi s inteiros reune~se num 

os conjunto os elementos de dois conjuntos e comtam~se 

e, fa :t.. cr elementos, portanto , sob cert o a s pecto adição, 
uma contagem . 

Deste fato resulta da conveni~ncia de s e ob t er 

certas s omas mais simples e ret~-las na memÓria o 

A.4.1 ~ Uma parcela é nula 

ta que : 
su l Da propriedade do zero ser elemento neutro re -

o + l = l + o = 1 

----·---
( ~ ) ou tabela, usualmente chamada tabuada. 

29 . 

o + 2 = 2 + o = 2 

o + 3 = 3 + o = 3 

A. 4. 2 ·aade <E!!!) ' a uni -Uma parcela ~ . de um número sabe-

Pela 
~- - cess1vo 
def iniçao de su 

mos que: de um) 
sucessivo ) 

A., 4 o 

mas : 
tna 8 : 

tnas: 

log0 

1 + 1 -~ 2 

2 + 1 = 3 

3 + 1 = 4 

Pela propriedade 

1 + 2 = 3 

1 + 3 = 4 

1 + 4 = 5 

(d QiS é o de dois 
A e' o sucessivo ~ ) 

de. t.res (tres é o sucessivo 
(quatro 

comu tativa 
também que: 

sabemos 

, o dois ·vo de 1) 
parcela ~ - ::;;..;-- , ucess1 ·va) 

(2 e o s associab 
-- 2 + ( 1 + 1) . edade 

3 Uma 
a) 

+ 1 

+ 1 (propr1 ivo de 2) 
1) = (2 + 1) e' o sucess 3) 

(3 ·vo de , sucess1 
(4 e o da igual-

· ti Vª . trans1 (Lei 
dade) 

2 + 2 

2 . + (1 + 

(2 + 1) 

3 + 1 

2 + 2 

= 3 + l 

= 4 

= 4 

• 
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mas: 

mas 

mas 

logo 

b) 

2+ 3 = 2 + (2 + 1) 

2 + 2 + 1) = (2 + 2) + 1 

: (2 + 2) + 1 = 4 + 1 
4 + 1 

2 + 3 
= 5 

= 5 

· de . 2) (3 é o sucessivo 

eia ti (propriedade asso -
va) 

(Resultado a) 

de '1) (5 é o sucessi vo 

(Lei transitiva da i ­
gualdade) 

Pode-se chegar ao resultado de maneira um 
diferente pouc o 

mas 

mas 

mas 

mas 

logo 

2 + 3 = 3 + 2 

3 + 2 ::: 3 + (1 + 1) 

3 + (1 + 1) ::: (3 + 1) + 1 

(3 +l) + l ::: 4 + 1 

4 + l == 5 

2 + 3 == 5 

e) 

2 + 4 == 2 + (3 + 1) 

mas 2 + (3 * 1) == (2 + 3) + l 

mas (2 + 3) + 1 == 5 + 1 
mas 5 + 1 

== 6 
logo 2 + 4 

::: 6 

ta t iva) (Propri e dade comu 
( , · de 1 ) 2 e o sucessivo 

·ativa) (Propri edade assoei 
( , · de 3) 4 e o sucessivo 

(5 é o sucessivo d e 4 ) 

(Lei transitiva da igual 
dade) 

(4 ' · de 3 ) e o sucessivo 

. ti­(Propriedade associa 
va) 

( Resultado b) 

( 6 é o sucessivo de 5 ) 

(Lei transitiv~ da igua! 
dade) 

Anàlogamente mostraríamos que: 
2 + 5 ::: 7 

2 + 6 == 8 

2 + 7 = 9 

2 + 8 == 10 

e , pela propriedade comutativa: 

3+2':::5 

1 + 2 = 6 

!') + 2 = 7 
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adições com . se-ia a s 
análoga estudar- construir a 

maneira os aptos a cru 
estam . 1. zada no -

De 

o 3~ 4, 5, 6, 6, 

tábua da adição , -- - -
8, 9; e, 

( * ) onde stá loca i . 
a soma e pare las 

z amento da linha e coluna que Pelas passam 

( * * ) V 

+ 

o 
1 

2 

3 

4 

~ 5 

6 

8 

9 

2 3 4 o l 2 

4 

5 

6 

7 

8 

7 

8 

8 9 10 

8 9 10 11 

11 12 9 10 

9 10 2 13 11 l 

o 
l 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

3 

4 

5 

6 

7 

8 9 10 
1 3 14 11 12 

o 

• 

8 9 10 • 

9 10 11 

• 

• 

! r , .. 
• 

eni. P:: d3 ·, ( "' ) ;:, . · - , . , , ] :,d~ dup1.a .. 
- '-' ' ''" .. l · .. 

1 

('Vlh 

indiceo ~ ( '!< .<: ) - N::i •.bi .. . m deixamos 
') , ·, .' - ';> - ) 2. 

• 
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Aº 5 - ~ do Corte (ou do . cancelamento na adição) 
A ad · - -içao goza além da 

estudadas em s propriedades estruturais, 

outra importantls sima e ~til 

ªqual é chamada: Le.i do Cor 

Ao 3, de uma 
na resolução de problema 
te, isto é: ' 

Se a + b - a - + c então b = c 

ou simbolicamente: (*) 

a + 

A. 6 - Ex~~ .. ~---~c:_:_==~~~ .... ~b~=~c~J 
·ercicios 

Série IV 

1 - Responda as seguintes questões 

4++ 3 ::: 3 + 4 ? 
5 + o 5 ::: ? 
(3 . + 2) 6 + 3 -:: (2 
7 

+ 6) 
+ l 

+ ? 
::: 8 ? 

1 + 7 8 ::: ? 

a) Por que: 
b) Por que: 
c) Por que : 
d) Por que: 
e) Por que : 
f) Por que: 
g) Por que: 

7 > 6 
' 7 > 5 

2 6+2>6 ' 
- Mostre que as ? 

o <'... 3, 2 <.. 3 
' 

2 L.. 4 ? 

3 I somas d , 
- dem ao < a tabua exercic· contend 

4 - Mostre q io 2 , contend o a parcela 3 ~ 
ue g o a p . + 8 ::: 17 · arcela 4 ~ 

Utilize as ' e, que 8 propri e ~ + 9 = 17 

) 
Lade s pa 

a ( r a a + b) prov ar que ·. 
+ e - ( 

b ) ( - e + b) + 

( · p , ;""º~(a + b) +e) J} a :.> ~de iini:i1· -~ + )V1' +e = a+ {b ( 
• l.CE.'iU O l ~ /"{ + C -r 

' '= - sc:i ". 1r.lp l iºc- · 
1o:1 ··p .te" 

' 

~ (d + e)J} 
e) b + (a + c) = (c + b) + a 

6 ~ Mostre que : 

a) 3 

b) 4 = 

(1 + 1) + +1 ou l · + 1 + l 

[ ( 1 + l) + 1 J + 1 ou 

B SUBTRAÇÃO 

Bo 1 - Introdução 

Consideremos um conjunto A; 
seja: 

A = {a ~ b , c, d , e , f, g, h, i} 
no caso, com 9 elementos, e 

um sub-conjunto B, por exemplo 

de 3 elementos 

B {e, f, i 3 C A 
Fig, 11 

= 

Ao sub-conjunto B corresponde 

junto e de A: 

e = {a' b, e, d, g, h} 

33 

l + l t- 1+1 

d 
o 

h 

um outr'o sub-con-

denomina-se 
B 

-se CompA • 

complementar de B em relação a A, indica 

C
B 
A Ao número 6, de elementos do conjunto C,chamamos 

diferença dos inteiros ~_2, nessa ordem, e indicamos: 

9 - 3 :::; 6 

Nota : É interessante 2bservar !l.!:!!. ~ definição é vá 

-lida mesmo _!!2 caso ~ B = A", quando C ~ ~ con­

junto vazio ~' portanto a diferença é o. 
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Dados dois números i nt ei ros ~ a>- b ( * ) 
7 ? a ê les po 

de -se pensar associados 

BC A, que t enham "a" e 
doi s conjuntos A e 13 9 com 

"b" 1 e eme n t os respec ti \rarncn te~ 
portanto : 

Chamamos d" iferença de d . , 
~ ~ (a ~ b) - ~ nurneros inteiros " a" 

---=:..._.:::...!..' nessa ordem ao , 
do conjunto e - numero ~~ d e e lementos 

complementar do conJ· unt 
~ conjunto ! . - · o ~ ~ relaçãE 

Indicamos : 

a - b = c 

A o -_ peraçao ,gue 
· ' ao J?ar ( 
inteiro "c" . - ~b) 

--- 9 1gua1 à sua a· --
traçãoº --- __!ferenç~ 

~az ~2!:.!:esponder ~ 

~ ~ominada sub ------ ---• 

Conseqüência : 

Como a uni ã o dos . 
Ver ificamos 1 COilJUnto& n e C e' pe a defin · N o conjunto.A9 

1Çao de aa· -içao q_ue : 

logo, sempre que existir 

b + 

existirá b + c = a .. 
q u ' e, reci e estas i procamente· 
1 . gualdades ' podemos dizer -
. lcamente : se equivalem, e escrevemo,s simbÕ 

( * ) ª maior ou igua l a b. 

-

3 5 

[ a ~ b = e~ b -i- e 
( * ) 

Desta en Uival ê ncia fundam ental d b t -~ a s u raçao segu~ 

o car~ter da subtraçio como operaçio da d . -a içao. De onàe 

t er:1os Tu'1 s ubtração dois aspectos ( ** ) . 

, 
Retirada do numero maior •. de tantas · un1dades 1) 
quanto ~ o n~mero menor. 

2) Obtençã o das unidades , que adicionadas re s ul ­

tam o nÚme ro maior (ou i gtial) . 

Do seg undo aspe c t o podemos Dbter uma definição eqU! 

val e nte para subtraçio{ 

Definiçao 2 : 
, 

Dados dois numeros inteiros " a" e "bn (a;;,._ b) h -- 2C _! 

- ma ··se subtração desses números , nessa ordem 2 à o rieraGão 

~tem por obje tivo 2 a ob_!.~!!são do nÚmero i nteiro "cn ., 

~e .:Hiicionado ao .segundo fornece o primeiro. 

Quando estamos operando para determinarmo~ a dife --
.:.!cnç~ , dizemos , que estamo.s subtr aindo , ou diminuindo : 

( * ) • 
é o .simbolo da .subt ração e lê -.se "me-

O sinal --- ' 
nos" . 
Os têrmos "a" e "b", nessa ordem, recehem nomes 

especiais; a é o minuendo (ou diminuendo) , h 
, 
e 

o subtraendo (ou diminuidor) . 

o "e", que é 0 resultado da subtração, é chamado 

diferença (oures~, ou excesso) • 
, . . ' · d c á lculo como prova, o sfmbolo.:"···~ 

( * ) Sera u1:il1~ad~ na. pr~ti.ca . e licação ( ~' )nos dois sentidos·:-, 
de equ1va.l e nc1a, 1nd1.ca a ]J!lp 

( * * ) Nos !;erão Úteis na pnrte metodológica. 

( * ) Operação : diminuição. 

. i 
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Notas: A rigor, con1 d'f - , o l erença nao e · definida para qtB;! 
quer par (a; b) de inteiros -
Çao ,· a t 

, nao existe a oper~ 

re irada d ªres t ri ção ai!:- b, permi te am-
pliar o campo d 

os inte iros criando os números 
negativos. 

B. 3 - Operações inversas da 
·~-..;;...::__~s~u~b~t~r~a~ç~ã~o 

Numa adição, quando se 
guer d conhece a soma e uma qual-
~ J?arcelas, d -- ~-a eterminação da t ~-

duz à - ou ra p a r cela con-
operaçao inversa q ue , 

e a subtração . 
Numa subtra -çao , conhecida a d. f ,.. 

mos, a d t . - 1 erença e um dos te_r e erminaçao do , outro não 
a operação de conduz necessàriamente 

adição: 
a) SeJ·a d a eterminação do 

X - b = C 

Pela eqUivalênci·a t emos: 

b) Sejá a 
x . - b = c ~~,. b 

!!_iminuendo x: 

+ C = X 
determinação 

·.' ' ª-.iminuidor "Y:.__: 

a - y = c 
Pela eqUivalência 

teremos: 

que, nao for 
nece ainda y ,· 

lência: apliquemos 
novamente a eqUiv~ 

Y + e = a 
~ª-c=y 

No caso ) 
a ' a operação . 

'"s o b) inversa f · -' a operação inv o1 adi ç ao, mas 
,. ~ ,.,, ersa foi a , . 

, e nos obriga a distin . p ropri a subtração , 
guir a primeira 

como inversa 

no 

o 
' a 
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' 
esquerda ~ e a segunda como J;n-v~ a d i re i ta.º 

Exemplos : 

1) Qual é o diminuendo s a bendo-se que o di mi nuidor 

é 4 e a diferença é 2? 

Temo~ x - 4 = 2 ou 
? 

Temos pela eqllivalência : x = 4 + 2 9 ou x = 6 

2) Qual é o diminuidor~ sabendo-se que o diminuen­

do é 8 e a diferença é 3? 
8 

Temos 8 - y = 3 ou ? 

Pela eqllivalência: y + 3 = 8 

e . ainda pela eqUivalência : y = 8 - 3 9 ou y = 5 

Bo A - Proprie dades 

1) Propriedade não~comutativa 

A pUbtraÇão não goza da pr opriedade comuta~iva 9 
pois

9 
justame nt e 9 i mpomos a condi ção para a existên-

ciag que o di mi nuendo seja maior ou igual ao di mi nui-

ª 
- , ~ 

dor 9 portanto mudando a or em nao sera mais possivel a 

operaçaoo 

Assim : 

5 - 2 = 3 9 mas 2 - 5 = ? (não tem significado). 
1 

Nota : Ê i mportante frizar que a s ubtração é simplesmen - · -
t e não-comutativag . e ~não . ánti-comutativa.gpois há 
casos em que podemos permutar, basta que a = bo 

2 Propriedade não-associativa 

A subtração também não goza da propriedade asso-



• 

-~ o 
1.) ·.) 

ciativa pois em geral: 

(a - b) _ e ~ 

visto 
a - (b - e) 

que, no primeiro memb 
zimos inicialment • r o ~a desigual dad e n 6s r e du 
. e o numero d 
Junto; e, no segund e e lementos do mHior con-

0 membro · 
elementos d ' nos redu · • o sub-conju t zimos o nume r o de 
tirado), portanto e no que vai ser separa d o (oure-

A m geral 
tras vezes n , o seg undo b , em e possível me m ro e maior . Ou 

uma das -
Exemplo: associações º 

mas 
(9 - 4) - 1 ::: 5 

9 - (4 - 1) ::: 9 
1 ::: 4 

3 ::: 6 
Também é út · l 

. 1 ' obser ant1-associat· varmos que , 
~~;;._=..::::·~~~!..!:1~~, pois h' ª subtração n ã o e 
ciatividade a casos em 

' como no exemplo que é válida a asso 
seguinte: 

3 

(8 - 2) - o :::: 8 
- (2 - O) 

~ento neutro -
Como a - O == a 

que , correspona 
e a separ 

to vaz io ( ar como s b 
que nao co t ' u -conjunto 

e, como O n em elementos) e conjun-
- a == a? , 

pois a > o) Cem gerai 
, .- ' cone! ui mos nao tem d 

-tro a a· que ex1·ste , sen ito9 -
- - _ _!!._ei ta qu • s -' e e o omente elemento heu 

n 
zero - --

• 5 - !_ábua da --...;..;;;. • 
---~~~subtração 

Como fizemos -
t b Para a ~ ela operat' . adição or1a para Podemos 
c~o nos ba a Subtra -searemos Çao, para 

) 
naquela 

a D· · • _1m1nuendo 1 

construir u ma 

cuja constru-

Temos 1 - o 
Temos 1 1 

1 = 

= 1 

= o 

1 + 
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(elemento neutro à direita) 

(Pela eqllivalência ou 2ª defini­
ção) 

o ~1 - 1 = o 
b) Diminuendo 2 

Tem,os 2 

T.e.mos 2 

- o = 

- 1 = 

2 

l 

(element~ neut ro a direita ou por 
eqilivalencia) 

pela eqUivalência (ou 2ª defini ­
ção) : 

2 = 1 + 1 ~2 - 1 = 1 

Tem.as 2 - 2 = O pela e qtlivalência (o.u 2ª definição) : 

2 = 2 + o ~2 - o = 2. 

Anàlogamente determinarlaroos as outras diferenças 0 

Na tábua escrevemos o dimi nuendo na prime ira colu­

na verti.cal 
9 

e o. diminuidor na pr i meira linha horizon­

tal o Observem também que não existem números acima da 

diagonal
9 

pois não é poss1vel a operaçãoº 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

o o 
1 1 o 
2 2 1 o 
3 · 3 2 1 o 
4 4 3 2 1 o 
5 5 4 3 2 1 o 
6 6 5 4 3 2 1 o 
7 7 6 5 4 3 2 1 o 
8 8 7 6 5 4 3 2 1 o 
9 ,..9 rà ~7 :,S · 5 :.\ ~ la 1 O 
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Bo 6 - Propriedades art· 
- ...E_ iculares da s b t -

--- u r a ç a o 
1 ) _A_-=d~i_c~i-=o..:.:n..:::a:.!.!n~d~o~u~m~·E}~· - - --

- ln ei raª º d " . 
sa fica adicior.a da d -- i m1nue nd c; a dife~ 

o rnesrno l n t. e . 
Dada a a·f ---- .~º 1 e r ença a - b 

' de vemos provar q ue : 
(a + e) 

- b = (a - b) + e 
ou , pela segu-n~d~a~;;-:~:-:-~~~~-=~~_:._~__j 

u defini ção 
a igualdade eqUivalente ~ 
(a - b) + e que , de fato , 

e verdade· 
membro ira , Poi s 

a propriedade ªPlicando 
associativa 

obtemos: 
ao segundo 

b + (a - b) + c 
e, como b + ( 

a - b) = a 
= b + (a - b) 

!.. . r . . ·- i (.. ' ' > ., • - ~ e 
resulta: 

-ª_xemp12 : 
a + e .., 1 <:::;- • •.J • • 

"' - '::..:.! . . ... - ' - º .1 • • 

<;:- ~ ( 1..1.. i <-J- /,_ :_·_ i . '. 
., - I 

logo (7 + 
. 3) - 2 ~= 5 

2) + 3 ::: 8 
Adicionand 

_ç__a o um inteiro a . 
fica diminuída do mes mo . o diminuidor a diferen-

Dada a d. f ~-.!.!!_te iro 
1 erença · ~· 

• a - b 
' devemos provar que : a - (b + e) = 

a - b) 
Chamamos d 

e X ao 
Tem os a _ (b resu1 tado 

+ c) = JC de : 
JC + (b + e) 

- e 

X + (b + e) = a (x + b) 
+ e = a (x + b) 

(b + x) 

(b + x) + c = a 

.' ··-l- ~ -- b + (x + c) 
l. ·-(.t~')-=}L- ~ :::a 

~~ , - t: '-
/) --';> ;t ._;.. (. - (: - (;, ~ A ) 1 o- t . - ' 'J \: - "'l, -e:.. ..., , -

a - (b + e) 

= a ( pela 2ª defini 
ção) -

(pela associa ti vi · 
dade da adição)-

Cpela comutativi­
dade da adição) 

(pela associa ti vi 
dade da adição -

~;_ :::: (./ 1 C ) -'- ·L -e 
\ ... - ( .J..- -fc)· ·-- IL - « (.' - ,. 

'- • {: ' (í'..... 

b + (x + e) = 8~][ + e = a - b (pela 2il definição 
subtração) 

de 

X+ C = a - b ... ][ = (a - b) - e (pela 2B definição de 
subtração) 

, f 
que e, o que pretendiamos provar. 

be11plo: 7 - 2 = 5 

logo: 7 - (2 + 3) = 5 - 3 = 2 

3) Subtraindo ao diminuidor um int~iro a diferença 

fica diminuida do inteiro. 

Dada ·a diferença: a - b, déveaos provar que: 

(<a - e) - b =(a - b) ~e ] 

que, eqUivale pela segunda definição de subtração a pr.2 

varaos· que: 

a - c = {<~ - b) - e} + b 

mas, pela propriedade 1: 

· ( (a - .b) - · e) + b = ( (a - b) + b J - e 

e, pelo exerclcio 9 (definição de subtração): 

[(a - b) + b) = a 

de onde, resulta de fato: a - e 

Exemplo: 7 - 2 = 5 

logo (7 - 3) ~ 2 = 5 - 3 = 2 

4) Subtraindo do diminuidor um inteiro a diferença fi­

ca adicionada do inteiro 

Devemos provar que: r a - (b - : e) = (a - b) + e] 

Chamaremos de x . o resultado do primeii-o .meabro. Temos 
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a - (b - e ) = X#a = ( b e) - + X (2ª di fi nição de di 
f e r e n ç n ) -

~ a :.: ( b + 

~ a + 

~ (a + 

<=> ( a 

,!xemplo: 

logo: 

e = 
e) 

b ) 

x) 

b + 

b 

+ e 

- e 
X 

= X 

= X 

(P r opri e d a d e 1) 

(2a defin i ção) 

(2ª definição) 

(Propriedad e 1). 

7 - 4 = 3 

7 ( 4 - 2) = 3 2 + = 5 

B. 7 - Exercícios 

Série V 

1 - Respond_a as seguint'es 

a) Por que 7 - 2 = 5? 

b) Por que 8 6 = 21 · 

e ) Por que 6 - O = 

d) Por que 4 - 4 = 
2 - Numa b 

6? 

O? 

questões 

su tração o diminuendo , , e 
qual e d" o iminuidor? Por q•1e? 

7 , e a diferença é 3 7 

3 - Numa b su tração a· . 
, ' 0 im1nu i 1lf"\ r· é 

qual e o diminuendo? Por q ' 
5 e a diferença é 2, 

A U (;; . 

De exempl o 4 
, em que a subtração 

5 - Idem, assoc iat· e comutativa. 
i va. 

6 Dê um exempl o de 

7 - Mostre qu e se 
nao-associatividade • . 

ª - b = O então 
8 - Mostre que: a= b 

(a + b) - b = 
9 - Mostre que: (a _ b ) + b = ª 
10 - Mos tre que: a a 

ll - Mos tre <1 ue : a 
b . = (a• e) - (b +e) 

- b ;, . - ( 
~ - f·'.os t re que para 

: - a - e) - (b - e ) 
toda 

é válida a · igualdade 
equidiferença a - b = 
a + d= b + e 

e - d, 

----

RESPOSTAS SELECIONADAS 

série I (Cap{tulo I ) - p p • •• 

2 . c : ~; 2 .fs ( a} ; 2 . g 1 {i 1 j, k} ; 4. e :{(a , j) ,(a , i ),( a ,k), 
( i ,j),( i , i ), (i,k)}; 6 : Seis corre spondincias bi-univocas. 

Série II (Capitulo I) - pp ••. 
;. . cl.audia- um, Elizabete - dois, Luiz - três , Roberto-qua­
tro; não é alterado. 

série III (CapÍtul o I) - PP••• 
2: zero; 5.b) trez.e - 13; 5.e) cinco mil, e novecentos e dez -
5 ,910; B.b) sete; e sete milhÕes; 10.a) 6 524 346; 14 : 4. 

Série IV (Cap{tulo II) - PP • •• 
l.b : existência de elemento neutro; l .d: 8 é sucessivo de 7; 
l.e: propriedade comutativa, l.d. 1 propriedade transitiva dai 

gual.dade. 
4.a : 9 + 8 = 9 + (7+1) por definição do sucessivo. de 7, (9+7)+ 

+l pela associativa, 16 + l por resultado obtido anterior 
ment e, 17 por definição de sucessivo de 16, 9 + 8 = 17 P! 
la transitiva. 

5.ci b + (a+c) = b+(c+a) pela comutativa, (b+c)+a pela associa 
tiva, (c+b)+a pela comutativa, b+(a+c) = (c+b)+a pelã 
transitiva . 

série V (Capítulo II) - PP•• • 

i . b: e - 6 = 2 ~ 6 + 2 = a 
2: 

7: 

8 : 

f 4, porque: 7 - x = 3 ~ x + 3 = 7 ~ x == 7 - 3 ~x = 4 

a - b = O~ a = b + O ~a = b, O é neutro •. 

Pela eqUivalência fundamental. 

10: a - b = x 4-a = b + x, (a+c) - (b+c) ~a + e = b +c+y, 

=oa = b + y (lei do corte), pela transitiva: b + x 

= b + y 1 ~X = Y• 

= 

l2: x = a - b c-.a = b + x, x = e - d ~c = d + x, a+d == (b+x) 

141 

+ d c-. a + d = b + (x + d ) <=> a + d = b + o. 

a - (b + e) = x .- a ( b + · o) + x , (a - Q) - b = y ~ 

(a - c) = b + y .... a = c + (b + y).-a = (o+b) + y, por 

t~ansitividades (b + c) + x. = ('e + b) + y, pel a lei do cor 

te: x = y; ou: (a-.c) - b .• x ~ a - c = b+x .,.a= c+(b+x)..,. 

a = (c + b) + x ~a - (e + b) == x .,.a - ( b + e) x. 

• 

t 
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ª - (b - e) =x#a=(b-c) 

~ a = (b + x) 
(::} a + e = b 

é> ( a + e) -
Ç:> (a - b ) + 

ExemElo: 7 - 4 = 
logo : 7 - (4 

B. 7 - Ex ~ erc1cios 

+ 

b 

e 

3 

-

-
X 

= 

= 

2) 

Série y 

e 

X 

X 

= 3 + 2 

+ X 

= 5 

1 - Responda as 
seguint~s quest~es 

Por que 7 - 2 = 5? a) 

b) Por que 8 - 6 = 
e) p 

or que 6 - O = 

d) Por que 4 4 = 
2 - Numa 

2? ' 

6? 

O? 

( 2 ª di finiçã o de di 
ferenç a ) 

(Pr opriedade 1) 

( 2!l definição) 

( 2 ª d efin i ção) 

(Proprie da d e 1). 

subtração d , o iminue ndo , 
qual e o d iminuidor? p e ? , e a diferença é 3, 

3 - Numa . or q•1e? 
subt - · · raçao o d . . , ' innnui rl~ r· , 

qual e 0 diminuendo? p e 
5 

e ª difere nça é 2, 
4 n" · or q " - e exempl o u~ · 

em que a 
5 - Idem . subtração ' 

.... ' assoc iativa. e comutativa. 

6 - De um exemp l o de 
7 ~. nao-ass . 

- 1•1ostre oc1at · · qu e se a _ iv1dade • . 

8 - Mostre b = O e t-que · ( n ao a= b • a + b) 
~1 - b = a 

ostre que: (a 
- b) 

10 - Mostre + b = a 
que: a - b = 

ll - Mos tre (a • e) ~ue: a - b : - (b + c) 
: - r·:ostre ;., = (a - c) - ( 

, • que para to~ b - c ) 
e valid . ela eq . a a igualdade u1diferença --

a + d- b a - b 
- + c 

9 

c - a, 

.. 
43 

13 - Mostre por racioclnio com conJ· untos e b · su -c onJun-

tos a s quatro propriedades particulares da subtra 

-çao . 

14.- Mostre que: a - (b + c) = (a - c) - b 

15 - Mostre que: a - (b - c) = (a ·t c) - b 

C. Multiplicação 

C . l. Introdução 

Recordemos do capitul o I que dados os conjuntos 

A= : a,b,c,d,e 

B = 1, 2 

o produto cartesiano desses conjuntos, nessa ordem , 

dado por : 

A x B = (a; l ) ' (a; 2), (b; l ) ' (b; 2), (c; l ) , 

( c; 2), (d; 1), (d; 2), (e; 1 ) ' (e; 2 ). , 

" e 

isto é, conjunto de todos pares ordenados (x;y) que p~ 

demos formar, com x pertencendo ao conjunto A (x Ç A) , 

e y p e rte nce ndo ao conjunto B (y e B) o 

Assim , para fixarmos bem ~ste conceito e introdu-

-zirmos uma nova ope raçao, imaginemos o seguinte proble 

ma: 
Numa sala estão 2 rapazes: R1 e R2 ; e, 3 moças :M , 

. .. l 
M

2
, e M

3 
0 

Pergunta-se g,uais e quant os casais ·diferen _ 

tes poderemos formar? 
Coloque mos em t~rmos de conjunto µ seJ·a R 0 · ~ COilJ U,!! 

to de rapazes , e M o de moças: 
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, 

e claro que devemos considerar todos os pares 
{ 

poss1-
veis tendo um elemento do conj un to H e um el e mento do 

conjunto M; isto é, a primeira parte da pe rgunta é re~ 
P

0

ndida pelo Eonjunt..!! produto cartesiano de R por M: 

RxM = {<111 r Ml), (111; "2), (111 ; M3) (R2; ~\) , 
( R2 ; M2 ) l ( R

2 
;· M 

3 
) J 

, A segunda parte seria respondida com o número r_. , 
numero de elementos do conjunto 

A êste nÚmero 6 denominamos produt2 do número 2 

Pelo nÚmero 3 (ou produto aritmético do 2 pelo 3), e in 
dicaremos: 

e. 2 - .!!_efinição 1 
2 X 3 = 6 OU 2. 3 = 6 

Dados dois números 
inteiros "a" e "b" a ê les P~ 

9 de-se associar dois conjuntos A e B, que tenham "a" e 

"h" elementos respectivamente ; portanto , de maneira g!!_ ral: 

Chamamos produto de dois inteiros " a " e "b" a um 
- --------- . -·t · "", d 

.!!' e1ro c , numero e elem~~os do co'!l!!!!to c,produto 
E_artesiano dos conjuntos A e .B: 
Indicamos: -

a x b = c ou a. b = e 

A Operação ~ ue ª2._l!ar _.<!_e inteiros (a · b) f a z e or 
----..;:....;~:;.._~..::::-2.---- --responder o inteiro "c" i o-uai a d ' · 

---=---=..2.. ~!!~ uto e denom_! .!2_9.da multiplicas~ . 

Quando estamos d 

operan o Para determi11e.r:;:os o pro 
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estamos mul ti plicand o . du to, dizer.1os que l 

!. o sinal x (ou d ope raçã o de mu_ ) é 0 si~bolo a 

• ' A 11 vêzes!' 5 ou"m u_l .... . licar e l e - s e 

, O "c", t' 
e como 

"b" O "a" e o 

L lp 

li tiplicado por 

, . ~ A. o resultado da mul ti -j u V ln10-=> ~ 'f . 

- ~ o c hamado produtn plicaçao1 e 

- d nominados multip!icador e sao e ~ 

multiplicando, denominaçoes que 

~ preferimos utilizar con~or-nos .. 

Sentido empregado ao term~ me o 

a tuante ou paciente , o q ue como 

, . ado quando estudar -S era prec1s 

- A " " nda definiçao. 0 ª mos a segu 

também indistin­e "b" chamamos 

de fatôres: primeiro e tamente 

segundo fator . 

com a adi çao . - Relaçao 
moças separ emos o con-de rapazes e , No problema da um so pares 

tendo ca ' conjuntos , junto resposta em 

Um determin a com do rapaz. Assim ~ teremos os 2 conjun-

tos parciais: 

(Rl; Ml) , (Rl; M2) ' (Rl ; M3 )J 

(R2; Ml) ? (R2 ; M2) ' ( R2; M
3
)f 

3 e l ementos (3 pares); . exatamente 
conjunto possui ~ d um rapaz com qualquer Cada binaçoes e 

t , das com ' de 
s cons a . t possui o numero po1 ? • to é cada conJun o 

as. is ' 
das moç ' . de moças" 

conJ unto elementos do 
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Sendo 0 . co!!Junt 
conjunt - ---.E ~duto os, pela defin. - -- cartesiano Hnião <lêsse s 
na opera - l.Çao de som . çao a ll i.ça-o ~' que J· a 

m 

, vem ;:\ pr endemos -
a de duas os que o parcelas ~duto G ;~ . • tos d iguais a --- '" J.f; na l a so 

o conJ'unto .5; qua t d n os s ao e rapazes : os el e men-

3 + 3 - 6 - ou 
2 parcelas 

~ + 3 = 2 X 3 
De uma 

A 
maneira e B geral res • se t · ' pectivament ivessemos os 

mos form e com "a" con ;un tos 
ar "a" e "b" " con· elementos 

fazer a un. _ JUn.tos com "b" , po cJ e ri.~ 
iao para obte elementos ? e 

---- r o produto d e poi.S 9 

b ~~~~~-:-~-:--=-~~~~~c:_:a~r~t~e~s~
1:~~~~~ + ___ s com ~ 

b + b ... 
---...., ºº " ... b == a x b ~.I ementos .~\ a parcelas 

Dês te m 1 raciocín io 
u tiplic , que relac · _ ar e de ad · . l ona 

Çao d ic1onar e produto ' result a 

as operações de 

uma segunda d e f i n .,!. 
D f 

e de e i n · - multipl 1~- -~ ~<•Ça o ., 

f.hama~se produto d' 
de "a" e doJ.s 

parcelas . . 
f.hama- -- i.guai.s ao 

L. ' - iros n -·-·- a" e "b'' i n te i -.;::_ __ !!.J_~~-2;: 
__ se mul t . . - .f' O "b' ' ------ º .=.çe l a s . . i. plicação a 
i.gua1s . -º 

oper_a~ão d ::ç e ad · · 1c1onar E.~! 

Quando 

t ~ndo cada 

Comutat· - l.Va 

[a Xb ~~·~ 
separamos :_=:_J 

o con · 
con · Junto em Junto um • conjunt so determi.· os parcia i s 

nado :.rapaz ' evidente 
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mente , poder í amos ter separado em conjunt os , tendo ca­

da um
9 

uma determinada moça: 

{(R
1

; M
1

) 9 (R2 ; M1)} 

t (Rl ; .M2) 9 (R2 ; .M2)} 

{ (R
1

; M
3
), (R2 ; M3 )} 

isto é
9 

3 conjuntos 9 cada um com 2 elementos 0 

Fazendo a união terlamos pela definição de soma : 

2 + 2 + 2 ::: 6 OU 2 + 2 + 2 ::: 3 X 2 ( -i: )-­
~ 

3 parcel as 

Portanto
9 

de uma maneira gera l ? se t ivesse mas os = 

conjuntos A e B respec tiv·amente c om "a" e "b" e l e mEn = 

t os 
9 

poderl amos formar "a" conjuntos com '' b" elemen t os 

ou ºb" c onjuntos com "a" elementos 9 e depoi s f azer 

un ião para obt er o produto c artesiano c om tant os 

a 

ele= 

mentos quanto é a ~oro~ d e 

(a par celas iguais a bJ 

ou
9 

t antos e l eme ntos quanto é a ~ de 

[b parc elas i guai s a a \ 

ou que ~ 
a x b ::: b x a 

de regra "a or dem dos~res não altera o .E.!oduto11 0 

Esta propriedade permite dar uma definição alterna 

tiva eqUivalente à definição 2 : 

Chama- se produto de dois inteiro "a" e "b" a _ . , soma 

( * ) Não escrevemos (2 + 2)+ 2 em atençao a propriedade ass ociat. 
, pois é indiferente calcular (2 + 2) + 2 ou 2 + (2 + 2 ) iva, 

r 



de- "b" E~elas ~~~ in t eiro "a" . 

Da defini ç ao 2 e desta d e f in .içao a crna 1 ' ; - - 1 t t . V ·1 é q 11 e 

deri vai;1 os interpretaçoes par ~. a.s denom1 n açoe..,; .-. - · - c ~ fJCC i-

A l t º l ."l (;ºllldo ; ais dadas aos fatores~ ~2_.E.!_i L:~ e .!!!..!:!_--.:!:..r _··- -'· ---

, l t . . 1 '. :i , l ' 1 , . nos julgamos conveniente rese rvrt1 · o nome mu · i P 
1
· • 

para o f a tor indicativo do número de pa rcelas (;iturin ·· 
) 

' "tomado te , e o nome multiplicando para o fator que e ~ 
como parcela r epetitiva (paciente). Decorre aincl <! deB ­

t e f a to que a leitura do sinal x indicativo da opera -

ção, deve ser, também utilizado conforme. 

Assim, por exemplo nas sentenças seguintes : 

a) 4 vêzes o 3 

b) 4 multiplicado por 3 

nbs · entendemos na primeira o 4 como multiplicador e 0 

3 como multiplicando, e na segunda o oposto . 

C.4. -2 Propriedade Associ a t i va. 

L<a x bj ~~-=~ __ = <· x .. Cb ~--x-- c)J 
Mostrar a veracidade ('esta JH opriedade eqUi vale · ,a 

mostrar que os conjuntos : produtos cartesianos (AxB) X 

C e A x (B x C) possuem o me smo núme ro de eleme ntos, 
0 , 

que e v e rdade . 

Observemos primeiramente 

tituido de elementos q u e sao 

meiro produto, da forma ; 

fa ; b); cl , e d o segundo, 

~J l:e c a d a conjunto é cons­

ternas ordenad/. d o pri-

4 r~"e' 
da forma {x; (y ; z)J 

Para mostrarmos que pos s uem 
0 

m , ' de e le ··· 
· · esmo numero ~ .1 0 nt os basta (conforme a definição de nÚmero) mostrar 

br 

4.9 

, ( 1 esta belecer uma correspondência bi-uni-q ue e passive . ~ 

to e possível; pois , te os seus eleme ntos; e is 
vaca e n r d A b d B 

f ( • 1 ) , e .: dos elementos : a e ' e ~ a c ada terna \ a 1 J ' • ( ) \ 

l) l· -un~vocamente a terna a ;(b;c ; e c de e , corresponde 

do o utro conjunto . 

·a tivo · Exemnlo e l uc 1 ª · 
Sejam os conjuntos : 

A = { l 9 2} 

B={x , y , zJ 

Teremos : 

( A x B) x e 

e 
A x (D xC) = 

Í )A) (<1 ~ y ) ;* J? = {({1 9x) ;. ),. ,(l ; x;'-" 9 , 

( ) ) 1(1 ·, z);A) 9 ((l ;y) ;AL O ;z ;* ~ ' 

( ) ) . ( ( 2 • X ) j ~ J, (( 2 ; Z ) ; *) 9 (2 ;x ; * ~ · ' , 

((2 ; z) ;~Jp((:i;J ) i ~)1 (e 7; 'a'J ,,~ 4)j 

{( l • (X j * )) (! ; (x ; A)) (l; (y j *)) ' 

' / ( )) ( 1 ·, ( Z jA)) 9 (l ; (y ; .a)} \l ; z ;-* 

(2 ; (x ; t::. )) t 

(2; (y;A)) , ( 2 ; ( z ; * )} . ' 

(2 ; (y ;* )} 'i 

(2 ; (z ;L1)) J 

ambos com 12 3 ) X 2 = 2 X (3 X 2) ; e O . • (2 X e lementos . d 

a c ada elemento de um os que o<le r á obse rvar ; 
l eitor , P bi-univocamente 
conjuntos 

(*) 
outro º 

corresponde um e lemento do 

A ." , e l e 1~ento neutro e. 4 - 3 º:'xiF>tenc~~~---

~--- duto cartesiano sugerimos a. 
. ~ comp l eta d~ ~ro ( ver nosso Curso de Combi-( * ) Para n det er ; !19.:iço.o de possibilidades 

.. da arvore utilizaço.o 
natór ia). 



\ 
\ 
\ 

r 

50 

A -operaçao de multi 1. -, P icaçao possui o elemento neu-
tro que e o l; de itto: 

Interpretando 

a X 1 

a x 1 = 1 x a = 
l.. 

.. l 
a l 

1 

a multiplicação como adição~ temos 

= . 1+1+ "º º+1 =a ·- - . -~---.... - ·.--~ ... 
a parcelas 

O segundo produto 1 x 
do ' · ª como .adição não tem senti-

' e igual também a "a" 1 
ou mesmo ef t pe ª propriedade comutativa 

. , ' e uando o produto 
un1tario por um . carte3 iano de um conjunto 

COilJUrito de li " 1 
Seja: ª e ementas. 

A = ' de 1 elemento, 
B < 

:::: t l, 2, 3, ' º ••,a ,' d ' e ª elementos Teremos: 

A X B ( 
:::: í. X; 1) (x j 2) ( \ 

que evidentemente , ••• x ; a) p 
. possui tantos 
Junto B, logo' elementos quanto o con-

1 :x: a = a A . l.nterpret -
o m l açao de 1 x a 

u tipl icador "a" f com o multiplicando 
e . 5 T' . orn,ec·e o m 

e ~bua de es~? .resultado c 
~1.l"ltiplica -

Como r· sao. 
l.Zemos -

mos Um Para as out 
a tabela d ras operaç-em e as pr1· . oes org · ªªº cont , . ncl.pais ' an1zare -

ra rarl.o • multiplic -ca1cu1 , ser1amo açoes' porque 9 

numa ad· ~~ um Produto s obrigados 
l.Çao. , tra ' nsforntarmos 

c.s.1 -

~ 

1 e 

por exemplo, pa-

a mult · -l.plicaçao 
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Qualquer que seja o nÚrner o "a" por ser a x b = :_ . 

= b +b+ ••• + b, é fácil concluirmos que a x O o · '-'----y-- = p o 1 s te 

a parcelas 

remos "a" parcelas nulas. 

A propriedade comutativa nos forneceria O x a = o, 
mas surge a dúvida se a propriedade é válida tambémnes 

te caso . 

Podemos novamente recorrermos à definição inicial 

de produto cartesiano para justificarmos que devemos a 
.. 

ceitar ser : O x a = O; basta tomarmos os conjuntos; va 

zio ( 0 ) , e um conjunto A com "a" elementos. 

Pela definição de produto cartesiano devemos cons­

truir um conjunto c om pares ordenados tendo o prime iro 

elemento pertencendo ao conjunto vazio ; ora , o conjun­

to vazio não possui elementos, logo o produto cartesi~ 

no também não possui elementos , ou que ~ x A = ~. 
Concluímos então que o número de elementos é 0 9 ou 

que deve ser O x a = O. 
C. 5 - 2 Um fator é a unidade (um) 

Da propriedade do "um" ser o elemento neutro tere-

mos que: 

1 X 1 :: 1 

1 X 2 = 2 X 1 :: 2 

1 X 3 = 3 X l = 3 

C. 5 - 3 Um fator é .2_~ 

a) 2 X 2 
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Toaando a •ultiplicara-o 
Y como ad · .. iç.ao te.remos: 

2 X 2 = 2 + 2 

e utilizando a t' abua de ad· .. içao 

b) 2 X 3 

Toaando ª •111 tipl · -icaçao coa.o ad' .. içao 
2 X 3 _ -w 

. . - ~ + 3 
e, ;·:utilizando a tábu . . .a de adição 

2 X 3 -
Pel -

6 
· 

a propriedade 
comutat· 1Va: 

.. 3z2=6 
Analogament e llostrart 

: iaaoa . que. 
. 2 • 

X 4 = 4 
2 X 5 = · 5 X 2 = 8 . 

2 X 6 X 2 = 10 
= 6 X 2:::: 12 

e. 5 4 • - u. . 
~ a) 3 

Tereaos. x 3 
• 3 X 3 = 3 

... 3 ... 3 
= (3 ... 3) 

==6+3 +3 

-- ::::9 
Anàlogélll . ente 

<aa•0ci . · · . 
(t' atividade) 

•bua d 
(tihu e adição) 

. a de ad · .. 
outr · - ---=--- içao) 

.as •111 ti . - - ~ -
Plicações 

com fator 3 , 

etc o o 

as multiplicaç~es c om fator 4 1 
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fator 5 9 -

Notas : a) O produto de um in t eiro por 2 e' chamado dÔ-

br o do inteiroº 

Exemplo : 6 é o dÔbro de 3 1 

b) Os produtos de um i n teiro por 3 4 5 
9 ' ' ººº 

ip o , qua ruplo , quíntuplo ,.º são chamados tr· 1 ' d 

X o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

o o o o o o o o o o o o 

1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

3 o 3 6 9 12 15 18 21 24 27 

4 o 4 8 12 16 20 24 28 32 36 -o 

5 o 5 10 15 20 25 30-- 35 40 45 

6 o 6 12 18 24 30 36 42 48 54 

7 o 7 14 21 28 35 42 49 56 63 

8 o 8 16 24 32 40 48 56 64 72 

9 o ·9 18 27 36 45 54 63 72 81 

Cº 6 - Lei do córte -
Caso numa multiplicação tivermos 

a X .b :: a x c 

nao podemos (como·, na adição) usarmos a lei do córte e 

afirmarmos que deve s e r b = c em todos os produtos , 

pois se 

a x b = a x c = O 

esta igualdade não implica ser b = e? 
~ 

como e o contra-

exemplo 



' 
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A operação de 
tro multiplicação possui o elemento neu-

que é o l; de àto: 

a X 1 :: 1 
L _ .... . . 

·1 
x a = a i 

1 .. -
Interpretando a 

multiplicação como adição, temos 
a X 1 = 1 + 1 + 

• . .___ . - . . ~ º • + 1 = a 
~,_._..,,..., 

a parcelas 
, ºsegundo produto 1 

d o , e · · x a como ad · - -igual também a "a'' · iça o nao tem senti-
ou mes pela pro · mo, efetuando priedade o comutativa 
unitário Produto 

por um conjunto de carte3iano de um conjunto 
"a" elementos. Seja: 

A = \ X , de 1 elemento 
B = [ 1, 2 3 

Teremos: 1 ' o •• , ' ª ' I t 

A x B ::: lC:x: j ) 
que ev·a 1 

1 (:x:·, 2) i entement 
junto B lo e possui t 

, 

de ª elementos 

' go, antos 
•.. (x ; a) } 

element os quanto o con-

1 :x a :::: a A . 
interpreta -

o multi . Çao de 1 X 
Phcador " a corn ª" f o 

e orn,ec·e mui ti 1 . 
.5 º Tábua de M o mesmo p lcando 

-~'-. qlti · .. resuit d 
Como fiz . a º º 

emos Pa 
mos uma tabela d ra as outra 

as p s 0 
em caso cont , rincipai·s Perações . 

rario 
8 

• muit. ' organ1zare -
ra cal ' er· lpl · cular 11Jn lamos b . ~lcações 
n Produto 0 t1gad ' porque 9 

uma adi - . os çao. ' transr ' por ex ormarmos emplo, pa-
a mult · -1.plicaçao 

1 e 

> 
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Qualquer que seja o nÚmero 11 a " por ser a x b = "" 

=b +b+ • •• + b , é fácil concluirmos que a x O -- O · ~ pois te 

a parcelas 

remos "a" parcelas nulas. 

A propriedade comutativa nos forneceria O x a - o - , 
mas surge a dúvida se a propriedade é válida também nes 

te caso . 

Podemos novamente recorrermos à definição inicial 

de produto cartesia no para justificarmos que devemos a 

ceitar ser : O x a ~ O; basta tomarmos os conjuntos ; va 

zio ( 0 ) , e um conjunto A com "a" elementos . 

Pela definição de produto cartesiano devemos cons­

truir um conjunto com pares ordenados tendo o primeiro 

elemento pertencendo ao conjunto vazio; ora, o conjun­

to vazio não possui elementos, logo o produto cartesi~ 

no também não possui el e mentos, ou que ~ x A = ~. 
Concluímos e ntão q u e o número de elementos é 0 9 ou 

que d eve ser O x a = O. 
C. 5 - 2 Um fator é a unidade (wn) 

Da propri e dade do "um" ser o elemento neutro tere-

mos que: 

1 X 1 = 1 

1 X 2 = 2 X 1 = 2 

1 X 3 = 3 X 1 = 3 

C. 5 - 3 Um fat or é 2-~ 

a) 2 X 2 
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A operação de multiplicação possui o e lemento neu-
, 

tro que e o l; de ~to: 

a X 
l.. 

1 = 1 X a 

.. .. 1 
1 

= a i 

Interpretando a multiplicaçio como adiçio, temos 

a X 1 = 1 + 1 + ~o • + 1 =a 

a parcelas 

O segundo produto 1 x a como .adição não tem senti ­

do, é igual também a "a" pela propriedade comutativa 

f t d d t t d Um ConJ·unto ou mesmo, e e uan o o pro u o car esiano e 

unitário por um conjunto de "a" elementos. 

Seja: 

A = \ X de 1 elemento, 

B = 1 

º ""'a ; , de a elementos 1, 2, 3, 

Teremos: 

A x B = d x; 1) , (x; 2) • • • (x ; a) } 

O con­que evidentemente poss ui t ant os element os quanto 

junto B, logo, 

1 x a = a 

A interpretação de 1 x a com 0 multiplicando 

o multiplicador "a" fornec·e o mesmo .resultado º 

1 e 

C o5 o Tábua de ~ultiplicação. 
· re­Como fizemos para as outras operaçoes, organiza 

mos uma tabela das principais multip~icações, porque 9 

em cas o contrário , seriamos obrigados , 

ra calcular um produto, transformarmos 

numa adição. 

C.5. 1 - Um fator é nulo. 

Pa­por exemplo, 

a multiplicação 

51 

, 
Qualquer que seja o numero "a" por ser a x b = ._ 

b b+ b e, fácil concluirmos que a x O = O pois te = + • • • + ' 
~ 

a parcelas 

remos "a" parcelas nulas. 

A propriedade comutativa nos forneceria O x a = O, 

d , ·a a propriedade é válida tambérnnes mas surge a uvi a se 

te caso. 

Podemos novamente recorrermos à definição inicial 

· para J·us tificarmos que devemos ~ d e produto cartesiano 

O X a __ • o·, basta tomarmos os conjuntos; va 
ceitar ser: 

. to A com "a" elementos. zio ( 0 ) , e um conJUil 
- produto cartesiano devemos cons-

Pela definiçao de 
res ordenados tendo o prime iro 

truir um conjunto com pa 
onJ·unto vazio; ora, o conjun­

elemento pertencendo ao c 
. tos logo o produto cartesi~ 

to vazio nao possui elemen ' 
, - . entos' ou que i1 x A = ~. 

no tambem nao possui elem 
0 

número de elementos é O, ou 
Concluímos então que 

que deve ser O x a = O. 
' unidade (um) 

C. 5 - 2 Um fator e a 

d
o "um" ser 0 elemento neutro tere­

Da propr i edade 

mos que: 

1 X 1 = 1 

2 2 X 1 = 2 
1 X = 

3 3 X 1 = 3 
1 X = 

C. 5 - 3 Um fator é Q_~ 

a) 2 X 2 
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Toaando a multiplicaça-o c---o -..,.. adiç.ao teremos: 

2 ][ 2 = 2 + 2 

e utilizando a tábua de adição 

2 ][ 2 = 4 
b) 2 ][ 3 

Toaando a nultiplicação com.o adição 

2 X 3 = 3 + 3· 

e ,-::utilizando a t .ábu.a de adição 

2x3=6 . 

Pela propriedade comutativa: 

3 X 2 = 6 

Anàlogamente < mostr~riaaos . que: 

2 ][ 4 = 4 ][ 2 = 8 
2 ][ 5 = 

2 ][ 6 = 

• 

C. 5 4 - Um fator é 0 3 

a) 

Teremos: 

3 ][ 3 

3x3=3+ 3 

= (3 + 3) + 3 

= 6 + 3 

!S ][ 2 = 10 

6 ][ 2 = 12 

+ 3 

(aaaocia~ividade) 

(tábua de adição) 
= 9 

__ -·- (tábua de adição) 

Anàlogamente dterminariamos as - - ·-- -
outr.as multiplicações 
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com fator 3 , as multiplicaç~es com fator 4 9 fator 5 9 -

etc . º 

Notas : a) O produto de um inteiro por 2 é chamado dÔ~ 

bro do inteiro. 

Exemplo : 6 é o dÔbro de 3 , 

b) Os produtos de um i nteiro por 3 9 4, 5 9 ººº 

são chamados triplo 9 quádruplo 9 qu1ntuplo 9 •• 

X 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

1 

o 

1 

2 

3 

2 

o 
2 

4 

6 

3 

o 
3 

6 

4 

o 

4 

5 

o 
5 

6 

o 
6 

7 

o 
7 

8 

o 
8 

9 

o 
9 

8 10 12 14 16 18 

9 12 15 18 21 24 27 

4 8 12 16 20 24 28 32 36 

5 10 15 20 25 30' 35 40 45 

6 12 18 24 30 36 42 48 54 

o 7 14 21 28 35 42 49 56 63 

o 8 16 24 32 40 48 56 64 72 

o ·9 18 27 36 45 54 63 72 81 

C º 6 - .::;L;.;;e..:;i~d~o-C Órte 
Caso numa multiplicação tivermos 

a .x .b = a x e 

o 

nao podemos (corno~ na adição) usarmos a lei do CÓrte e 

afirmarmos que deve ser 

pois se 

b = e em todos os produtos 9 

a x b = a x e = O 

esta igualdade não implica ser b = e , como 

exemplo 

é o contra-
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Co 6 

0 X 2 = 0 X 4 = Ü 

Proprie dades da Multiplicação 

em relação à adição 

Consideremos a multiplicação indicada 

a :x (b + e) 

Pela segunda definição de multiplic ação podemos e~ 
crever : 

a parcelas 

a X (b + e) = (b + e) + (b + e) + + (b + e) o o o 

= [ (b + e) .+ b ) + e + + (b + e) (propriedade as • , o -
sociativa) 

= {b + (e + b) ] + e + o o o + (b + e) (associativa) 

= lb + (b + e) ) + e + o o o + (b + e} (comutativa) 

= [ (b + b) + e J + e + o o o + (b + e) (associativa) 
-

= (b + b) + (e + e) + o o o + (b + e) (associativa) 

Anàlogamente 9 conseguiremos reunir tÔdas as "a" P8:!: 
celas iguais a "b'' e as "a" pa:rcelas iguais a "e" seP! 
radas. 

a x (b + e) = i_b + b + b + 0 0 0 + b) + (e + e + º º º + ~ ....__ ____ ..,,....... 
a parcelas a parcelas 

1 a X (b + e) = (a x b) + (a x e) 1 (pela 2a definição) • 

· 1 t (*) expr_i ou s1mp esmen e : a x b + a x e , igualdade que 

me a propriedade distributiva da multiplicação ~ 

lação ! adição pela esquerda. 

re­;;;_.--

· ara ( * )Eliminamos os sinais parênteses (),mas adotaremo5, daqui P 
- - , . eiro as frente, que havendo multiplicaçao e adiçao se ~ara pr:un 

multiplicações. 

Como : 

a x (b + c) = (b + c) x a (comutatividade) 

temos: 

(b + c) x a = a x b + a x c 

(b + c) x a = b x a + c x a 

(distributividade 
la esquerda) 

(comutatividade) 

igualdade_ que exprime a propriedade distributiva da 

- ~m relação _à adição pela direitaº mul tiplicaçao _ -

za 

- siºmplesmente , que a multiplicação Dizemos entao 

distributiva~ relação à adição: da propriedade 

Exemplo : 

ou 

ou 

a) 5 X (4 + 3) 

5 X 7 = 35 

4 5 X 3 = 20 + 15 = 35 := 5 X + 

b) (2 + 4) X 3 = 2 X 3 + 4 X 3 = 6 + 12 = 18 

6 X 3 = 18 

Nota : - a adição nao é distributiva em re­Observar que 

lação à multiplicaçao. 

C. 8 - Exercicios 

Série VI 
d d s que: . do as proprie a e ' 1 - Mostre , util1zan 

2 X (3 + 4) = 2 X 3 + 2 X 4 

2 - Mostre que : 

4) 5 = ( 5 X 3) X 4 
a) (3 X X 

a X (b X (e X d)) 
b) [a (b e) J X d = X X 

(d X c) 
e) [a (b e) ) X d = (b X a) X 

X X 
d to de vários fatôres 

3 - Qua l é o va lor de um pro u 

um nulo ? ? Por que. 

4 - Caso tenhamos um produto nulo como devem ser os 

tôres? 

com 

fa 
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5 - Ad ic ionando-se um inte ~ro a um dos fat é)re s de qua~ 
to aumentará o produto? Most re? 

6 - Mostre qu~ a multiplica çio ~ distributiva e m rela­
ção à subt~açãoº 

7 - Subtraindo um inteiro a um dos fa t Ôres de 

diminuir~ o produto? Mostre? 

8 - Mostre que: 

(a + b) x (e + d} = a x e + b x e + a x d ~ b x d 

9 - Mostre com re.cursos da propriedade distr i but2 va ~ do 

elemento neutro da adição 9 e pela lei ão c órte da ! 
dição, que a x O ~ 0 9 e que O x a = O 

10 - Mostre que: 

a) 4 X 2 ~ 2 X 4 = 8 

b) 4 X 3 = 3 X 4 = 12 

Do Divisão 

Do 1 - Múltiplos 

Consideremos um i nteiro qualquer a
9 

e os p r odut os -

dêste inteiro pela sucessão dos naturais 1
9 

2
9 

3 9 4
9

º º 0 

1 X ª 9 2 X a , 3 X a , { X ª9 ººº 

,., t · ro a A esses produtos denominamos múltiplos do in e l -

Toma- se também como múltiplo de um i nteiro o seu~ 
duto por O; isto é 9 o O é múltiplo de qualquer ~iunero ~ 
inteiro o 

Exemplo: 

, 

O conjunto dos múltiplos de 3. 

{o, ·3, 6, 9 9 12, º º ººººl 

e obtido da seguinte maneira: 

1 ~ 2 X 3 = 6 X 3 = 0 , 3 X 3 = 9 , 4 X 3=12, etc . 

O conjunto dos múltiplos de 2: 
~ 

6 8 1 o ,1, ... 12 ' 14 ' {o, 2, 4, , , ~ 16, 18 , • •.. . . ] 
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t dos números pares. especial de Ec~o~n~j~u~n~o~~~~.=.;..:=.:~~---~~ 
recebe o nome . t . os que não pertencem , ros in eir O conjunto dos nume 

ao ~njunto dos pares : J 
9 11 13, 15, • . •. .. {1, 3, 5, 7, ' ' 

( 

números i.mpares . é denominado EC~o~n~j~u~n~t~o_.2d~o~s~~~~:;:_..::.;........_~~ , 

t A s de um produto e . um dos fa ore 
Um inte iro que seJa . resulta que se 

d t . disto , . lo do pro u o ' , 
chamado sub-multip . . "b" "b" e su_2 

d Um inte iro ' , , t. lo e um inteiro "a" e mul ip 

-mÚl tipl o do inteiro "a" º. 

~emplo: 

logo: 

rque 4 x 2 8 é múltiplo de 2 po 
, t. lo de a. 2 é sub-mul i.p 

- · ersa da D. 2 - Operaçao inv 
multiplicaça o 

produto Admitamos que é dado 0 

= 8 

~ se conhece um dos fatôres 
dos . 11 e que inteiros "b '" e '.e ' 

, t "c 11 lev! 'b" por exemplo. - do outro fa or 
determinaçao -

O problema da multiplicaçao. 
-nos a operação inversa da - denominamos quociente 

s ta operaçao Ao res ultado de 
· naicamos: <ou coci ente ), e l. ...__._ ____ _ 

.\ss in, o 

• b = c' a . 

t ele G nuoci cn e 
J. 

ou a : b = c 

por 2 é 3 por que = 6. 



; 
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Defi niçã o 

Charnamos quociente de d ois i nteiros "~L e b~__!!~~ 
~m, "a" múl ~: i plo __ d e "b" , a i.un intei ro " e '' .. 9. .~~-2.11ul_:: 
tiplicado por "b" fornec e o p rctlut~~ u 

A operação que ao p~r ~~_!.!~ros (a ; ~l fa~- c oA::: 

resEonder o inteiro Hc" igual ao Beu q uoc i. t:~ite ~--~~.:: 
minada divisão . 

Quando ~atamos operando para determi narm os o 

ciente , . diz-se que e~taruos dividindo u 

O .sinal . 
(o.u : ) , , 

símbolo "':" e o dividir · da ope r aça o de 
e lê-se "dividindo por " 

o 11a11 
.> 

chamado e d ividendo 
o "b" ~ 

chamado e d ivisor 
ó "cN, , 

, 
denom in,! 

que e o resultado da di v isão
1 e do g uociente . 

~: Como o quociente não é de f i n i do para qua lquer -

par (a ; b) de i nteiros, pois existe a r e s t r ição 

de "a" ser mÚl tipl o <l e •1 b 1t , a r igor nao existe 
a operaçao . 

Da definição resulta a eqUivalência fundamental <!.!!: 
div isão : 

-sao 

h=c~bx.c=a~b+ b + +b=a 
"'r--f ___ _ __ . _ . ""'· ____ _; 

a 

e parcelas 

Desta eqUivalência segue dois aspectos para 
( * ) • divi-

1) Obtenção do nÚmerD 
A d ic io de vezes que deve ser ª -

( * ) Nos ser a o Út eis na parte metodo lógic a . 

se obter o divi<l~ntlo . nado o divisor para 

Como : 

a : b ·- e ~ ( b + b + , • • + b ) + b - a 

ou 

ou 

e parcelas 

( b + b + • • • + b ) ~ b = 
b = e ~ ~_:_::=---..-----::---

e _ 1 parcelas 

a - b 
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a • b + 0 , • t> = ·ca _: b) - b • (b + - 0 0 

b = ('. ':"~---·-~ 

( . ·u 2 parcel a.:; 

~. suc e ssiv a me n te: 

ou qu e~. 

a ~ 

sub t raçoes de e 

d i mi nui dor b , 

d o n Úm€í' O Obt e nçao 
s e p ode s ub-· de vÊzes que 

div i de ndo ,, ira ir o divi so~ do 

-. da d i v i sao , · ersas ~raço~_1nv x 

,, do di videndo ~ 
a) Sej a a dete r minaçao 

x ~ b ~ e da divisão temos : 
~ . daroenta l 

Pela e qUivalenc i a fun 

X C
..__...bxc=X 

b = ...-..;-

b) determinação Seja a 
do divisor y : 

a : y = e 

teremos 

= a 
a 
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Novamente, pe la eqUivalê ncia fundame ntal da di visao 

yxc= a~y=a :e 

No caso a} a operaçio inv~ rsa é a m~ltipl i caçin ;m~, 
- , , . · - • cI ire no caso b) a operaçao inversa e apropria <l 1v1 sao, ·-

mos como o dissemos para a subtração; "a ope raç a o 

sa à esquerda da divisão é a multiplicação" , e " 

ração inversa à direita da divisão é a divi s ão". 

a •:[ ·<'·· 

Exemplos: 

1 - 1) Qual é o dividendo sabendo-se que o divi sor 
, 

2 e o quociente e 4? 

Temos: 

X : 2 = 4<==:;>x = 2 X 4 = 8 

2) Qual é o divisor sabendo-~e que o dividendo 

10 e o quociente .é 5? 

Temos: 

mas: 
10 : y = 5 ~ y X 5 = 10 

y X 5 = 10 ~10 

portanto y = 2. 

D. 4 Propriedades 

D. 4 - 1 Propriedade nao-comutativa 

comutativa, 

•· e 

, 
e 

o A divisão não goza da propriedade 

que decorre da condição do dividendo ser di múltiplo do -

visor; logo mudando a ordem, em geral, o dividendo 

será mais múltiplo do divisor. 

Exemplo: 

8 : 2 = 4, mas 2 : 8 = ? (não tem sentido, 
existe) 

não 

Ob t t t dl·vi· sa-o nao e' ant i-c om~ servemos en re an o que a 
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ta tiva ; pois 

b q uando à = · b ~ a : b = : a, 

D~ 4 - 2 d d não-associativa Proprie a e 

d ade 

[ (a : b) : e =F a : (b e) 

divisão não goza da propri~ Para mostrarmos que a 

basta darmos um co associativa n t ra exemplo: 

12 
mas 

(12 

(4 2) = 12 2 = 6 

4) 2 = 3 : 2 = ? 

a divisão não é anti também aqui que, 
Observemos que ·é associativa co 

-associativa, pois h~ os casos e m 

mo no exemplo seguinte: 

8 

(8 

(4 r 1) 

4) 1 

D Elemento neutro • 4 - 3 

Como 1 x a = ª 

= 8 

= 2 

4 = 2 

1 = 2 

segue pela eqUivalência que : 

a : 1 = a 

t · o a. 1 · para qualquer in eir é possível, cone U! . 
a em geral nao 

Mas como l : 

mos que: tro à direita" 
elemento neu 

"A divisão possui 
. 0 1 é ; de !quer inteiro, ~ -

Para qua , . · 
Como 1 x a ~ ª . 1 pois e divisor 

, i lo un1versa , , 
nominado sub-mul_!~ , t e o zero e !!!..u! 

- . teiro (analogame n 
de c1ua lque r in 

.::_!!plo unive r s al). 
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D. 5 - ~são com zero 

l) Dividendo O 

Pela eqUivalência 

0 X b = 0 ~0 : b = 0 

concluimos que a divisão com dividendo O é poss1ve1 e 0 

quociente '~ zero. 

2) Divisor ·:O 

Seja "c" o quociente: 

a : O = e 

Pela -r.Y:eqUivalência temos: ·. ; .. -

O x c = a 
mas, o.x e = O (tábu~.de multiplicação) 

mas, como "a" em geral é diferente de zero, temos um a!?, 

Concluímos portanto, que nao existe inteiro e - " " -
que satisfaça a difini~ão de quociente. Dizemos quea.Jll 

visão Í imposs1vel, ou em outras palavras, não existe -
divisão com divisor nulo. 

Do raciocfriio anterior segue, também que se a 
~ teriamos: . 

== o 

0 X C = 0 
, do que e uma igualdade sempre verdadeira, independente 

valor do inteiro "e"; isto é, qualquer inteiro satisfaz 
nêste caso a definição de quociente. 

são Dizemos então, quàndo o dividendo e o divisor 
nulos que a divisão é indeterminada. -------- -- . 

D. 6 Distributividade da divisão em relação à adiçãº-

Admitimos que seja possivel as divisões de cada 

• 1 

eqUivalências: parcela por "e"~ teremos as 

a:c=y~a=cxy 

b : e = z~b = c x z 

portanto existe a igualdade: 

a + b = e x y + e x .z 

da multiplicação em re e pela propriedade dist~ibutiva 

lação à adição9 podemos escrever: 

mas 

logo 

a + b = e x ( •· + z) 

( b) º e = y + z a + b = e x (y + z)~ ª : 0 

1 (a + b) : e = a : e + b : e J N . 

· mÚlti-. se as Farcelas sao !gual~ que mostra, que, direita 
N é distributiva pela !los do divisor a divisao 

!_xem !!.!2. ~ 
(8 + 6) 2 = 8 2 + 6 2 = 4 + 3 = 7 

ou 

14 ~ 2 = 7 

t . a pela esquerda 
N e' distr~bu iv Ent t t d.i·visão nao 

re an o, a um contra-exemplo: 
em relação à adição, vejamos 

1) 6 o 3 == 2 
(2 = o 6 ~ + 

3 + 6 = 9 
2 6 o 1 e: 6 o + o o 

Í 
i 

,., 
D• ? Tábua de Di visao • ' · 1 cons 

-- ~ . i ·cação e faci -
'b de multip J. d. 

Com recursos da ta ua onde colocamos 0 ~ 
truir a tabela de divisá~ seguinte na primeira li-

e ·o divisor ~idendo na primeira coluna 
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nha 
( * ) 

· 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . . 
o ·o o ·o o o o o o o o 
1 l 

2 2 l 

3 3 1 

4 4 2 1 

5 5 1 

6 6 3 2 1 

7 7 1 
8 8 4 2 1 
9 9 3 1 

16 10 5 2 

Da dificuldade de leitura desta tabela , p or causa 

dos espaçgs em branco , onde não existe 
0 

quocie nte do5 

inteiros; prefePe-se subdividÍ~la em tabelas parciais 

para cada divisor, como sio a~ tabelas segui ntes, onde 

para dividendo só se escreve aquêles que são múltiplos 
dos divisores: 

( *) Já se exclui o divisor nulo , nao existe divisão. 
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3 4 5 

o o o o o o 

3 1 4 1 5 1 

6 2 8 2 10' 2 

9 3 12 3 15 3 

12 4 16 -! 20 4 

15 5 20 5 25 5 

18 6 24 6 30 6 

21 7 28 7 35 7 

i 40 8 
24 8 32 8 

45 9 
27 9 36 9 

50 l Ó 
30 10 40 10 

D. 8 Exercícios 

Série VVII '. 
1) Mostre que : 

a) 2 2 = 1 

b) 4 o 2 = 2 . 
cc) 6 . 2 = 3 

o 

Com divisor 2 uma t~ 
· · sões e as outras d1v1 ' construa ,com 

bela parcial. 1 da divi­,. . fundamenta 
U. alencia · d 

2) Mostre pe la eq iv ~ · diferentes e 
~ . fatores 

sao que para um produto de d?1s d números intei-
quocientes e 

Zero s empre obtem-se dois 

l'os. 

· x emplo5 

em que numé ricos 
é. vál.!, 

3) Escreva dois e . ~ 

da a comu tatividade de di v isao 

• b ::: b a . 
: a 

4) Calcule (20 + 12 ) : 

pr oces·sos • 
4 por clois 
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(*) 
nha 

o 
· 1 2 3 4 5 6 7 8 9 _ _ ._ . 

o o ·o o o o o o o o 
1 1 

2 2 l 

3 3 1 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

4 2 

5 

6 3 2 

7 

8 4 

9 3 

16 10 5 

l 

l 

1 

l 
2 

1 

l 
2 

a usa 
Da dificuldade de leitura desta tabela, por e 

d OS 
dos espaços e m branco , onde não existe o quociente ·s 

inteiros; prefe ee-se subdivid1~la em tabelas pa 
< rcial 

onde 
para cada divisor, como são aS tabelas seguintes, 

, tºp}OS 
para dividendo só se escreve aquêles que são mul 

1 dos divisores: 

( *) Já se exclui o divisor nulo, não existe divisão. 

3 

o o 
3 1 

6 2 

9 3 

12 4 

15 5 

18 6 

21 7 

24 8 

27 9 

30 10 

< • D. 8 Exercicios 

Série VVII 

1) Mostre que: 

o 
4 

8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

40 

a) 2 

b) 4 

4 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

2 = 1 

2 = 2 

' : 

o 
5 

10' 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 
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5 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

ló 

e, construa ~om as 
• 2 = 3 2 uma ta cc) 6 • divisor -- com . di vi soes outras 

bela parcial. 

2) Mostre pela 
da divi-

A ·a fundament~l de 
Ui valenc1 A . diferentes 

eq . fatóres intei-~ um produto · entes de de dois números sao que para quo~1 
Zero sempre obtem-se dois 

l"os. 

d is exemplos 
o -3) Escreva 

'dade da a comutativ1 d ·visao de 1 . 

numéricos 
, , áli em que e v -

b : a b = 
a : pr ocessos. dois + 12) : 4 por 4) Calcule (20 
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5 ) Coloque os parenteses adequadamente n n s 
A divi s ões 

sucessivas 
a) 36 . 6 2 = 12 . 
b) 20 4 2 = 10 
e) 24 6 2 = 2 
d ) 48 12 : 8 . 2 = 1 . 

6) Most r e que : 
a) ( a b) X b = a 
b) ( a X b) b = a 

7) Mostre que: 
a) multiplicando-se 

o dividendo por um inteiro 
quociente fica multiplicado pelo inteiro (a x e) : b 
(a : b) x c. 

o 

::: 

b) Dividindo-se o dividendo por um inteiro, o quo­

ciente fica dividido por êsse inteiro se a divisão é Pº.ê 
s Í ve 1 : (a : e ) : b = ( a : b ) : c • 

c) Multiplicando-se divisor por um inteiro, o quo-

ciente fica dividido pelo intei ro, se a divisão ainda e , 
Posslvel : a : (b x e) = (a : b) 

: e. 
d) Dividindo-se o divisor 

0 

quo-
lJOr um inte iro, 

ciente fica multiplicado pelo inteiro: a : (b : e) ::: 
(a : b) x e. 

e) Multipiicando-se (ou dividindo- se) o dividendo 

e o divisor por um mesmo inteiro, 0 quociente permanece 
inalterado: 

( a x e) 

(a.:~ : c) 
(b x e = a : b 

(b : e) = a : b 

O) Mostre que sendo p r A d 
0
ss1ve1 a divisio dos term os a ~ ubtraçio, a divisio ~ d 

istributiva pela direita em re -
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lação ' a s ubtraçao: 

. e - b . e (a b) . e = a . . ·- . 
9) Mostre que se existe a associatividade: 

(a b) e = a : (b e) , e a .:;:: o, 

então e = 1 . 

Eº ·DIVISÃO GERAL 

Eº 1 - Introdução : 

Operaçao que dete! . c 0 mo a 
Temos definido divisao . no ~aso do pr1 

. i·nteiros , mas , 
mina o quociente de dois . , l t . p. lo do segundo (d.! 

) er mu 1 (dl. videndo ' s me iro inteiro 

Visor) º 

Na vida 

nálogos ao da 

existem problemas a -, , entretanto , 
diaria ? N problemas denomina-

- de divisao, t 
operaçao . - que nece_ ssi am 

dos de repartição , ou 

ser resolvidos para 0 

de div1sao, 
mesmo que um 

. d inte iros , mesmo caso e 

~ mu'lt1'plo do outro . r situaçoes nao seja , . , passámos po 

t dos nos Jª balas . ',38 l~-Po".t exemplo' 0 
b ·etos (38 • 

38 o J li com . te . "tem- se ' 7 pessoas o o a segu1n • . 
1 

ente por . 
t'r igua m , ( uoc1en I>is 7 etc 0 ) para repar 1 . r um numero q -

encontr a · 3s, t claro 9 que devemos . ·gual ao total 
· · 7 seJª 1 7 lo-te ) 9 que multi plicado por - , mÚl t'iplo de 9 

. 38 na o e . .. . 
de objetos ; mas9 no caso , 

~ ciente. ser r esolvido , go, nao existe o quo ' · · dever 
· qu_ e _ t . 

A , problema _ é a seguin e· Mas, este e um . A sol uçao b. 
, ·amente. r 3 o Je-I>elo menos satisfat?r1 a e, separa 

, d pesso ' . d a a lgumas da ra ca ª da os rmos 5 objetos pa ·aos, ou 
- . ...o reparti tos, os quais nao sera 
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· 1 e' r. j 0 • , cl previ 6 
d a outros criterio~ e 

das pe$soas atenden o 

Te remos: 

7 X 5 + 3 - 38 

E. 2 Definiçao: 

. cui o Dados do~~~-"_a__;e_b_"-....;(_b ___ f __ o_) , ch~_m_a~.:=- -:: 

. li li t :.1 :!:. · t · s nessa ordem o inte_iro~-1----­-ciente dos in e1ro ' 

[a = b x q + r] com 

-A operaçao, q~~~-=:..=....-i.:...::.;:_.....!...:~--:..~..::..;:..:.:....-:.. ____ ~· - ao par ( a ·, b) faz corres2on<ler 0 

- D·vi inteiro "g'', igual ao seu !l'!.2_0ente, é denom.!_~!!da i -
-sao Geral. 

O inteiro "r" é chamado resto. 
-------~----~----

"a" 
Quando r = O, teremos : a = b x q; e, portanto 

é múltiplo de "b", que é a Divisão anteri ormente defi-
nida. Concluimos que a Q!vis~ ~er~ generaliza, 
indica o nome, o conceito de .Q__ivi são. 

Diremos conforme o resto r : 

como 

, 
-~-

Divisão ou Divisão Exata (quociente ex~ 
to) 

O<. r < b --- D i Visão Aproximada ( q uoc i e nte a pi:'oxima-
Exemplo: d o). 

5 é o quociente (quociente aproximado) d e 38 por . , 

7 e o r esto e 3; pois, 6 já forneceria a igualdade: 

38 ::: 6 X 7 - 4 

e 6 resto precisa ser adicionado e nao subtraido, 

4 também não Pode ser o quociente, desde que te-

riamos 

4 X 7 + 10 38 = -

0 diviso:r.?~ ;, mai or que - 10 que . e,ent ao r = ' 

69 

Nota ~ - "q" seja o i nteiro - dad~ i mp1 j ca que · · a o u 

A def1n1ç _ t· s faça a : 
· que ºª 1 o mai or inteiro . ] 

Jbxq~a: 
ser o quo~ i en~e, -l • 6 nao pode · que a no ex

emp o . . inteiro 
Assim, 

pois ~ 6 x 7 ~- . ~ > 
satisfaz . 

4 n ªº 38 ;· e,· e, o maior 

' conduz a esta operaçao Observ
ar que qúe ·dado o t 

"r ". e' t importan e ."q" e ' ' t . s 
inteiros ( . r) que s~ ~-determinação de. ·dois ' ico par g ' 

. : re um un 
existe semp iforme). 

Par (a; b) 

faz a definição "edade un (propr1 ~ 

aproximado: 

a não 

Cálculo de quociente 
- - - b" 

" a e ' . os Dados os inte1r faz por 
te se . - uocien a determinaçao do. q 

exato . 

d b , múl tiplo_ e , 

alo­processo an 

go ào do quociente "q" 

inteiro Procuramos 0 ' 

. a·cio por multipl1c 
e "q~l" qu o inteiro 

· to e, "a" is ' "b" forneça quase ' sse "a' ' 
. "b" ultrapa ~Ultiplicado por 

~: 

t a l que 

Seja a 
27 por 6: de quociente . . ~ção do determin 

'remos: 6 X 1 = 6 

6 X 2 = 12 

6 X 3 = 18 

6 X 4 = 24 
· asou ) 

6 5 = 30 (ultrapa X 
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'. 

- /"'\ . ··.,;· 

logo, .. 

, 27 - 24 
~ e' o quociente aproximado, e, o resto e = 3. 

E. 3 f:opriedade~: 

Como a divisão exata nio goza da associativida-
Com mal

. or ra~a-o a d1"visio apro. _ 

comutatividade, e.. 
de e 

mada nio goza dessas propriedades; o que e v1s1v -x i 

' • < el pe 
lo fato da divisio aproximada conduzir i determinaçio 
de dois inteiros (quociente e resto). 

Podemos, no entretanto, acrescentar a seguinte propriedade: 

"Multiplicando-s~ .!! ~ ~ ..!! ~ por.!!!'! 

inteiro, ..!! !J!locien~ i .!! !!Ces'!!,!!, ~ ..!! ~ .!!E~ .'!!.!!!= 
d nelln · t "ro 11 

tiplica o ~ ~ • 
De fato: 

o l!iÕ r < b. 

Sejam "• e b", dividendo e divisor. Temos 
o quociente "q" e o resto dados por: a : b x l + r 

com 

Multipliquemos o divi dendo "•" Por um inteiro "d"; 

a X d = (b X q + r) X d ou a X d ::: (b X q) X d + r X d 
(distributividade) 

ou a X d ::: (b X d) X q * r X d 
(associatividade e c2 
mutatividade) 

Nesta expressão o antigo dividendo está multipl1 

cacto por "d", e o dividendo também, Provemos que r x d 

sat-tsfaz a condição de novo reSto: o" r x d -<.. b x d; 

o que de fato se Verifica, Pois 
0 

resto anterior sati~ 
faz i desigualdade: O" r < b, logo, multiplicando por 
"d", obtemos a condiçio Procurada. 

E. 4 :- '"~ J~C f e I OS ~-' A-1 

Série VIII 

. te de: 0 quoc1en 
1. Mostre que ' 5 (resto 5) 

5 or 8 e ) 
a) 4 p 9 é 4 (resto 3 

b) 39 por , 4 (resto 2) 
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e) 26 por 6 e t 2) 

é 6 (rc s o adicion~ d) 26 por 4 . ue pode ser , 
· nte1ro q ra 
1 . te? Qual se 

. maior 2 Determine o 

• alterar o do ao dividendo sem quoc1en o 

resto? 

, 
r esto e · r , 12 e o btra1 • ·ente e · 3. Idem, su 1 0 quoc1 d -se que 

- era saben o 
N 

divisao g 
0 

di"visor 
4º uma 

dividendo e , 
5; determine 

0 
, 

14 

e 

0 

resto e 

, . nte e sua soma e 96 • quoc1e ndo-se que 

a 

. - geral 0 
. sabe s. Numa divisao o divisor 

·videndo e 3; de t e rmine o di a 

sua diferença é 68 • 

exata o 
d ·cionan­, 21. A i 

quociente, e 4 Qual é o <l! 6. Numa divisao oc i ente 

o qu d do-se 12 ao dividendo ' 26. Subtrain .!! 

s era 2 • 

\ridencto e o 

divisor? ociente e , o di v1 7. Numa divisao 

-se 24 do dividendo 
ta o qu , 18. Qual e -exa sera 

o quociente 

, ~•nao e o divisor? quociente e 

exata 0 
' is . o. Numa divisao ·ente sera cl 

o quoci Subtraindo-

º-se 3 ao divisor, 

é 4. 
, ? • ente e' o divide!_! 
'"'endo e o di" visor· uoci 1 

exata o q , 6. Qua 9. Numa divisao . nte sera 
quocie ~e 11 ao divisor, 0 

d "cionan-27 • A i . 

, 0 div1 Qual e -

ela e o divisor? 



10 . Numa divisão geral, o quociente é 15 , e o r es­

to ~ 1. Adicionando-se 15 ao dividendo
9 

o quociente s~ 
ra , e o rebto ain a ~ ' 20 · d :.. 1. Qual é o dividendo e o Ji-
visor? 

11 . Numa divisio geral, o quociente ~ 9? e o resto 

é 3. Subtraindo-se 13 ao dividendo o quociente é 7 , 

o resto é 2. Qual é o ·dividendo e o divisorº 
e 

12. Multiplicou-se o dividendo e o divisor pelo 

mesmo nÚmero 5, sabendo- se que o resto e o quociente -

· te eram respectivamente 8 e 12; pede-se o novo quoc1en 
e o novo resto? 

F. Potenciação 

F. 1 Preliminares 

Consideremos uma multiplicação de vários fatôres 
iguais, por exemplo: 

4 X 4 X 4 = 64 

Da maneira : ~~n~loga à adiçio de parcelas iguai~ .: 
4 + 4 + 4 = 12 

que equivale à operaçao de multiplicaçioe 

3 X 4 :::: 12 

onde o 3 (multiplicadar) · indica o número de parcelas 4 

(multiplicandO); passamos a definir uma nova operação : 
E_otenciaç~~-; 

Assim, a multiplicação anterior escrevemos tam­
b~m numa nova forma, mai• pritica: 

3 
4 = 64 

-- ~ 

. -"' 
- - - ­~- -- ----- - -

(lenom inamos p o tênc i~. e , ao result.ndo 64 

F. - 2 i)cf ini çao 
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b " (com b ;:; 1) • '.-.J;~n~t~e~i!r~O~§S~'~'a~~~" ~eE.:..~~~~:....~~:-;-: Dado~ (l<>;S n~merO§ i -

___ ~ ___ i__ 11 de "b" fato 
0 produt~o~"~C:.-.~~­chamamos potência ~.Q_~e ª".i --

~_iguais "a", 

Indicamos: 
b 

a = c 

( b) faz E . ..°!: i nteiros a; - ao par de ,.. . , 
A operaçao que - t ia _e_d_e_n_o_-

- - . 1 à sua po enc . ~~·~·c~"~,_Ji~g~1~1a~~:.-!;~~~~-~~~ ~sponder o intei!0 

!!!_inada potenciaçao. 

de te rminarmos d para Quando estamos operan o 
a po-

otenciando. , 
tenc ia diz-se que estamos ~ . ça-

0 
não se usa um si~ 

tenc1a 
Nota-se que para a po . uma disposição a-

- .. e Slffi9 t . 
bolo indicativo da operaçao, ' se 

0 
n~mero indica i 

,.. ssim, coloca- . do fa-dequa da dos termos, ª . pouco acima 
,.. , direita e vo do n~mero de fatores ª 

tor repetitivo. 

F 
lo 

"a" 
"b" 

. o) (fator repetit1v 

, . dicativo (nm::2ro in 

d base . , chama o - _. , 
e ,.. . ) é chamado _grau 
de fatores ou expoente. 

é chamado "c" (res ultado) 

t r-se o ft costume represen ª 
com algaris­expoente 

a base· . mos um pouco menores que 

b Na potência : a 

lemos: 
, 

b a elevado ao grau 
ºt1 

exp oente b a elevado ao 



f 
1 

ou 

a elevado à potência b 
Exemplo: 

) 72 7 a ~ X 7 = 49 

72 
lemos também 7 ao 

7 e l evado ' segunda 
ou a 

b ) 73 = / X 7 X 7 = 343 
73 

lemos ta.mbém 7 ao 

quadrado ( *) 

potênc ia 

cubo ( * ;i; ) 

ou elevado à terceira potência 

. t 1 da Da definição resulta a eqUivalência f u ndamen ª 
potenc iação : 

- ---- ------------ - -- - - ··1 

1 b 1 1 a = e ç ;'>a x a x a x • •• x a = cj 

i---~ , __ !_fatô=_e:_~--
F . 3 - ~!_ensÕes 

Como não tem sent ido mu J t iplicaçi o com um so , 

tor, e também mul ti.pl icação scri f a tôres 
9 

os s.imbol os 

[ l a e 

sao desprovidos de sentido. 

f a.-

Entretanto , por razões qu e ainda j us t i f icaremoS9 
extende-s e a definição tomando: 

( . ) 
( l 

l :o = a . 

= ~' com ª··~ o 
Quaodo o e~poente é 2 POd l 
razoes de area . e-se er sempre ao quadrado; por ( *,. ) Quando o expoente é 3 'Pode-se ler 
r azões de Volume. sempre " ao cubo"; por 

F. 4 - 1 - comutativa . cl ..,(lc nao- __ ~ropr~- =-~~-~~ 

Em geral 

Basta fornecermos tra- exemplo: um con 

= 2 X 2 X 2 -· 8 

3 X 3 = 9 

e, válida ª = b, entretanto, caso ª Propr iedade ·. 

F. 4 - 2 - associativa d nao-Propri eda e 

Em geral ......-----:-(-.b e~ ') 
(ab)c .; a 

t ra- exemplo con 
Também , 1 dar um · é faci aqui 

mas 

(22)3 ::: .43 = 64 

. (23) ;::: 2ª == 256 
2 

Ut
ro , · eleme~ Elemento ne - - so possui F. 4 - 3 . açao 

Potenc1 - dada, ª Pela extensao , um, 
t o neu tro à dire i ta, que e o 

~mplo: -

li'. 4 

51 ;::: 5 

· butiva -
. e Di~~.!:.-.::.:---: • adiçao - 4 Propr1edad_ re~~ . 

- a ·stributiva ef.1 -a) Nao- 1 

Em geral 

- -
) e J 

(a + b r 
/ ;· 

lf .. ~ 



: 

Contra-exem,Elos 

(2 ~. 3)2 == 52 == 25 

mas 22 + 32 = 4 + 9 == 13 

(5 - 2)2 = 32 = 9 

mas 2 
2 = 25 - 4 = 21 

- a' mul t i r.U. . b)- Distributiva pela direita em relaçao ---caça o 

~- ::: : . 
de fato 

(a. X e ) b -- ( ) ) I~ X e ) a X e X (a X .e X . o • X,_,. 

(Definição) 

( a x e ) x (a x e ) x: • • • x (a x e ) == (a x a · x ( a x a x 

•• ; X a) X (e X e X ••• X e) 

(a x a x 
•• . x a) x · (c x ex 

~og~ : b 
(a x c)b = a 

~xemplo: 

b X C 

(Proprieda de c~muta­
. t·va tiva e associa 1 

da m~ltiplicação) . 
•••XC)= .a b 

x cb (Def! 

nição) 

(Propriedade trans! 

tiva da .igualdade) 

Es ta propriedade é verdadeira para multiplicaçao 
de vários fatôres . 

e) Não-distributiva pela esquerda em relação à mu! 

-
tiplicaça~ 

Em geral: ! - -a-b~x-c~t-~ab~x~a-c li 

Contra·- exemplo: 
3

2 x 3 = 
3

6 = 729 

mas: 33 - 9 X 27 = 243 3
2 

X -

- ' divisa o em relaçao a la direi t a 

d) D i str i bu=1t= iv=ª=-P-. e_c -) b-=-a-:b_:_c~blj 
. (a • 

da Divisão: De fato: damenta l 
Pela eqUivalência fun b 
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c)b x e b b _ (·a : b e) __....ª - - ' 1 • cb = (a : ~ relação a mu_ 
a • d da potenciaçao em 

e pela distributivida e 

tipli cação: 
b 

b x cb ~a ab = (a : e) 

Pela definição 

ab = l (a 

o que mostra a 

fucemplo: 

e 
(8 : 

(8 : 

de divisão: 

b b 
e) x e) ~a 

· dade. propr1e 

83 23 
2)3 . 

= . 
2)3 ::: 43 ::: 64 

· vidade e) Não-distribut1 

b : e 
a 

e b • a 1 a • 

b = a 

8 = 64 
= 512 

• . ~ 



( 

/~ 

Contra~exemplo: 26 J.. 
2 -· 23 :: 8 

mas 26 22 :: 64 4 == 16 

F 0 5 ~ PEeraçÕes com~ências da mesma b ase 

1) Multiplicaçao 

b a e 
X a 

De fatQ : 

ab X aC =(a X a Xº ºº X a) X (a X a X o an X d) 

b fatÔres e fatôre s 

logo b e 
(a a) a X a - X a X o o • X 

b + c fatÔres 

b e b+ c a X a :: a ou 

.. ~eg:ra g 

' "O produto de pot ê ncias d ;; me sma base «· igu al ª P2 

tência da base cujo expoente e a s oma d 0d e ~ p oe n ~ ' 'es '' 
(Lei dos rndices). 

Exemplo : 

2) Divisão : 

com b 7 e 
De fato: 

pela eqUivalência fundamental da divisão 

b ~e e 
== a x a 

m J d pela regra anterior 

b (b - e) + e b b - c ac~a = a a = a X 

e, pela definição de diferença 

b b , 
a(b- e)+ e~ que e b a = a a = de ira 

B._egra: 

"O q u ociente, de 

à potência da base cujo 

Poentes" 

~emplo: 

A • da mesma base potencias_ 

t é a diferença expoen e 

6 2 6 - 2 ;:: 24 = 16 2 : 2 ;:: 2 
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yerda-

é igual 

dos ex-

• 3) Potenciação 

De fato: 

b a b 
X a 

b 
b b • • • X a 

::: a b X a X ~ X::----:-·"' 

X • • • 
b 

X a 

e fatôres 

= a 

+ b b + b + ••• (Por F. 5. 1 

o o • + b b X C 
= a 

t · p1icação) 
d Mul i (Def • e 

bXC 
= a 

T ansi tiva) . dade r (propr1e 

potência, 
a outra 

potência a base" 
rva- se "Para se elevar uma 

~Ultiplica-se os expoentes e conse 

~: 

sões ~. 6 - 'd s ext~ i._ustificativas ª...;-----
-~ 

~·~. 
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a) Consideremos o quociente : 

b b a a 

pela definição de divtsão ab ab = 1, admitindo q u e ª :·: 
regra e, ':• .. • , possa ser ap ica a d F 5 2 1 . d tambe'm nêste caso 
teremos: 

b-b a o = a 
o que justifica a ·extensão 

o 
a = 1 

b) Consideremos a potência 

b a 
e, multiplicaremo~ por a, temos: 

b 
a x a 

pela definição de potência 

ab x a = (a 
X a X o •• X 

logo: b f atôres 
b 

a) _, 

a x a = a x a x ••• x a ....__ . .. 
b ;.; 1 f a tÔres 

b b+l a x a = a 

ou que: 

X a 

Usando a regra de multiplicação de potência 
mesma base temos: 

b + 1 b 1 
a = a x a 

de onde teríamos a igualdade 

ab X a b 1 = a X a e sendo ab # o, pela lei do córte teremos : 

, 

l a = a 

da 
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1. · a ex t e nsa o • as re 
que just i ica extensões de ixam -

· ar que as 
É importante obsen e , , · aas nêstes casos. 

F 5 1 e F. 5 . gras '. , • 2 tambem vali 

F. 7 - Exe rclc i os: 

Série IX b 
ostre a o -de quadrados e m 

l - Construa uma t~bua 

- ul tados • bten-tençao dos r es mostre a o 
, de cubos e 

2 - Construa urna tabua 

d s é di-ção dos resulta o • o expoente 
se é zero e 

se a ba ~ . é zero. 3 - Mostre que otenc1a 
ualquer p extensões ferente de zero q numéricos as 

4 - Justifique com exemplos 

expoente zero, te um. t· a · expen distribu iv • 
· dade 

5 1 aplicando a - Calcu e 
2 

a) (4 X 7 X 3) 

b) (5 X 2)
3 

propr1e 

e) ( 1 2 : 2) 3 rações para bases 
d as ope 

) Utilizan o 6 - Calcule 

guais: 

a) 32 X 34 

b) 23 X 22 X 
24 

42 40 41 X 
42 

e) X X 

d) 85 . 82 . 
e) 76 . 74 . 
f) 

. 4 34 3 
43 

(48 42) . g) . 
(35 33) X 34 

h) . . 

i-



j 

k 

1 ~ 

( 52 X 57) 

'(42) 2 

(32 ) 3 2 

2 o 

Deter mi ne uma r egra para . ~ 
plique em: po~enc i as de b ~s~ 

102 103 4 
~ ~ 10 e 

8 - De termine uma regra para ~ 
plifique º potencias d 

9 - Mostre que ~ 

lO - Calcul e : 

a) 52 + 

b) 8
3 

-

e ) ( 4 

* 

e base 1 .. ' 

., 
' r ' ... ,;: 4 

X 2 

.· Ili 
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C A P Í T U L O III 

CÁLCULO PRÁTICO DAS OPERAÇÕES 

Outra forma dos números : 

Nmneração 

Decimal permite escrever os números de uma maneira com -
pacta; assi· m , ' 

O principio Fundamental do Sistema de 

9 o numero oitocentos e trinta e quatro , nos 

emos simplesmente 834. Vimos para isto, que na 0 escrev . 
representação de um número

9 
cada al&~rismo possui dois 

ValÔres : absoluto e relativo . O valor relativo, que é 

0 de p · - , osiçao
9 

e que vamos realçar, para firmarmos me-

lhor 
06 

,.. M nossos conhecimentos sobre a numeraçao escritaº 

Poderemos d~ste modo obter as r.egras operacionais º 

Refomemos o número 834~ temos : 

então · 
' 

valor de posição do 8 = 800 
30 

4 
valor de posição de 3 = 
valor de posição do 4 = 

temos : 834 soo 30 + 4 
= + 

100 ... 3 X 10 + 4 
ou : 834 8 X = 

10
2 3 X 10· + 4 

8 ~ 
{-

.. 
ou : 834 ;;: 

onde o leitor observa claramente que o sistema de num! 
l"açã

0 

i· c"onal. mul tiplícati vo. 
utiliza do é um · s i stem~ .E..º5 ~ -- - . -

~ -ª<liti· v
0 

M ' <l . ei·ta ~ por justaposiça2 ~ _l! -· 

E:x:em 1 ~: 

a) 759 == 

:= 

== 

700 + 50 + 9 

x ioo + 4 x 10 + 
7 

l02 ~ 5 X 10 + 
7 X 

9 

9 



li ) 8000 ·'- 300 . 20 

K X 1 ÜQQ .. 

.- ~x -JO -:: 
3 X JOO 

3 X 
.. , 

10 ... 

G 

1 

G. ·' 
10 . 

2. X 1 o . 

(}:} ..; = 20000 ., 100 0 .·. lC .:. ·' 

,, 1 . , 

lnrfi , .. ancJ . . 
·~. >.: ! u , , ·: ; . :.: 

:··. 

: ._ _. r ' f1, t ;:- ' 'U' ! ~ • 

=- ·2 .;- l oooo ~ -; x ·1 noo . -. lo 
1 

• ~ • o ,, ] 0 0 ' ·] X :1 O+~ 
2 ~ 1 -! ) l• lo ,) .,, 0 X l Ü- ! ·.} X 1 Ü : 2 

- 2000 

X 1 000 - 0 X 100 'J )!; ) o . í 

-: l X -. , -, --; 
J ·-· 

, 
10.:.. u \ 10 .. 

: I (' : ' 
'- .. ' · i J t.: :~ d \°' d ( J s i ~ l <:' Ili d 

.. 
~ ),. .'i 

~) u, . ,;,:.: 111 ,·; l ··« in .... · ~ ·-~ n 1 ,. .) tiupr imindo o .. . 

{ ,. ·' ) 

:::. t na l Ch.' m U 1 t 1 p ! ; ,. cl l ;~ f.• : 

,,. ,9 ·-

d 1 1 :-

d ' O P SSd º' dcn· .. ' .,;. e> • l a - ;; ! ! t ! r; n <• n n 

1-­
l .., 

.
i1 ."' 1 J -1 

.1 ·i 1 y .c:. ·. ·i· (. ~'i .; , d 
.. -- . ; 

1 ; a b ::: 
: J "-' 

<:. 1 
- .i). ·• 

! 

~) êl 1.l! ' d í • . :- ·~-· .,·. \ 

d s \ ' 

M · 
· .uL l d l'; ' E- .> ~-,; p r (' r (· r ·- . 
a 1 -· • ga r ' smo.o· t r i . . t • . : ! ' .!.<• r o " ! r d 1 p c\ r <-' 

,. ' 

<' '{ p ; l ( . · 

o li:-itor d , .. ' ' t•ó tJ ;.,; pro C ;> : ~ ·,- . evera .obser 11 er . . p1 lu.':; (;T'(l (· !l ~ f;: 

O l~itor ~ue esta , 

1 
~ qu~ f or ma ; 

l " :-ti: i-:"l . <::::mhece ~] · "Jalid9 o ll r n " ementos q.,<>J c; .1nr 
d e algebra reconhe~e e iorma p; 
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representam; assim, para as cen t enas , t e remos : 

1 cdu = e x 10
2 

+ d x 10 + u 1 

B. ADIÇÃO 
, Sejam os numeros N e N' que se p retenda adici o-

nar : 
N = abcd 

N'= a'b ' c ' d' 

escritos na nova forma t e remos : 

N = a x io3 
+ b x io

2 ~ - ') 

N' = a'x io" + b' x to··+ e ':-. .. 

) o ,,. ~l 

~- :~. 
. , 
' 

Adicionando: 
N + N º = (axl03 +bxl0

2
+ ;; x lO+d)+(a'x 1 G:1 · 

' ~ -.. , , 
1 

' .. 

+ C 1 X 10 +d') 
Aplicando a · pr t•p-r i edade comuta·ti v:a e associa t.i. .,-:-... 

várias vêzes, conseguiremos reunir as parcelas do se-

guinte modo: 
N + N' = (a X 103 + a' X 10

3 > + (b X 10
2 

+ b' X 10
2

) + 

lc x 10 +e ' x 10) + (d+ d') 
Aplicando a propr iedade distribut i v a da multipl! 

caçao em relaçio · ~ adiçio pode mos escrever: 
3 . 2 ( ) 

N + N ' = (a+a ') x 10< + ( b+ lJ ' I :x: 10 + c+c' x 10 + (d+d') 

De onde s e conclui que d ever,10::; adicionar separa-

damente: 
os algaris mos délS uu i dades: 

os algar ismos das de~enas : 

os algari s mos da s ce ntenas: 

os algarismos das -nnid:ides 
d e milhar: 

para obte rmos , r espectivamente : 

d + d' 

c + e' 

b + b' 

a + a' , 0t(: . 
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o algarismo das unidades 

algarismo das dezenas (coeficiente de lO) 
o 2 
o algarismo das centenas (coeficiente de 10 ) 

o algarismo das unidades 
(coeficiente de io

3
) de milhar 

d t S adi 
Entretanto 9 pode acontecer que em uma es a -

ções parciais , a soma supere ou iguale a base (no caso 

base lO) o 

Seja por exemplo: 

b + b V = 10 + ID (m pode ser O) 

Teremos : 

N + Ni + (a+a ' ) x 103 + (10 + m) x 102 +(e+ e ' ) x 10 +(d+ d r ) 

ou 9 pela distributividade e pela regra de multiplica­

ção de potênciasda mesma base: 
3 3 2 ( d'> 

N+N ' =(a+a')xlO +10 +mxlO +(c+c')xlO+ d+ 3 . 

ou 9 ainda pela distributividade, considerando 10
3

:::: lxlD 

N + N ~ = (a + a 9 + 1) x 1O
3 

+ m x 1 o2 + (e + e v ) x 1 O + (d + d' ) 

de onde tiramos : as regras operacionais : 

REGRA l : 
os -~ se adicionar dois números, adiciona-a_!! 

,.. ~ bt o al valores dos algarismos ~ ~ ordem para ~ o er - --

-garismo da mesma ordem da !!.2!!!!º 

REGRA II : 

Caso ~ ~ dos valÔres dos algaripmos,~ ~ 2.!: 
" ,, 

-dem iguale ~ supere ~ base , do valor ~ algarism~ ~ • 

transporta-se ~ unidade para ~ adicionada ~ .!..~ 

lÔres dos algarismos da ordem imediatamente superior,~ 

toma-se "m" para algarismo da ordemº 

1 

1 
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2 te 3 ). X 10 + ( 8 + 6 ) 
::: ( 3 + 2) X 10 + ~ + Exemplo2 : -----a) 358 + 236 

como 8 + 6 ::: 14 ::: 10 + 4 
2 l ) X 10 + 4 

358 + 236 
) 10 + (5 + 3 + 

::: (3 + 2 X 

5 X 102 + 9 X 10 --t 4 

::: 

b) 270 + 432 

como 7 + 

270 + 432 

Na prática 

os algarismos de 

. 
"' 594 

2 (7 + 3 ) X 10 + 2 
4) X 10 + 

::: (2 + 

- 10 ::: 10 + o 
3 - . 2 ox 10 + 2 

(2 + 4 + 1) X 10 
·1-

::: 
2 0 X 10 ·!- 2 

::: 7 X 1 0 + 

::: 702 
f a <.~ ue , de t al . orm 

os numeros . 
coloca - se . ·lasse) f 1.~am 

' d a :1 11:.·r,ma e rdem ,e _ 
mesma o rtada· ~od~ ser es 

. de t ranspo . 
e a unida . da ordem sup~rior 

na mesma coluna, 
em cima dos 

crita ao alto, 

l crarismos a o 

imediata. 

Exemplo~: 

a ) 358 + 236 

b) 
3 270 + 2 432 

l 

3 5 8 

zf 3 G ------5 9 4 

3 2 7 o 
2 4 3_3 

5 7 o 2 

, 
, . as are~: o procedime nto e 

Adi oes de vari - 'rias parcelas, 
adicionar v~ . a nropriedade a ssociati 

pa ra aplica r r 
~o lugar de s e os val~res dos algaris-

o mes~o • · . se pura 

n u, meros' ap 
va aos 

lica - · 
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tºAda a colu­
mos de mesma ordem; portanto , adiciona-se 

· s na de c a da ordem ; o trans porte pode dar, agora, d e mal 

de uma unidade (ver segundo exemplo). 

Exempl~ : 

1 2 3 
2 4 5 
1 3 6 
5 o 4 

PROVA DE CÁLCULO: 

5 3 
3 8 

4 2 6 
3 4 7 
8 6 4 

Para efeito de verificação da adição
9 

é 
util i zar-se : costume 

e a) Pr opriedade comutativa : troca-se as parcelas 

efetua-se o cálculo no-
vamente 

, b) Propriedade associativ a : No caso de adi ção de Y~e 
ode-s rias parcelas , P . da-

aplicar esta proprie 
'1cu­de como prov a de ca 

d · · ona- se lo ; assim, a 1c1 
. do- as as parcelas reun i n 

de maneiras diferenteso ) 
, . da r mos e Prova dos nove : sera aprendida quando cu1, . 

da divisibilidade arit l met i ca 9 

em capf t ulos posteriores
0 ) 

rie-d Prov a de Cauchy : Baseia- se na seguinte prop 
dade : 

"! soma ~ todos ~ val Ôres ~ algarism~ d a s - -.E.._ar c e las ~ ~ algaris mos transportados ~ igual 

~ .2,2~ ~ val Ôres ~ algarismos d a ~' mais 

~ Eroduto Eºr !.Q ~ soma ~ v a lÔres dos alga.r"!§ 
- mos transpor t a dos " º 

Exemp~ : 

358 + 169 235 + 

1 2 
2 3 5 
3 5 8 
l 6 9 

7 6 2 

mas : 

1 + 
2 + 
3 + 
1 + 

7 + 

2 
3 + 
5 + 
6 + 

6 + 
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= 3 
5 = 10 
8 = 16 
9 = 16 

45 

2 = 15 

15 + 3 X 10 = 45 ( também) 

logo , está certo. 
0 cáJ.cul o 

1 . te e na o me n ta me.t 1 cálcul o.· 
f azer os . c e a d ic ionand0 -t ele \' · .... O l e i or -

somas , va1 · ~ 3 

l + 2 + 2 + 3 ~ 5 + 

. . ,.., separando a s 
como f i z c .:1 o.,, ' · smos : 

A d os alga r1 tod os os valore s 
+ 9 = 45, etc . + 5 + 8 + 1 + 6 

e . SUBTRAÇÃO 

Dados Os números : N = ab cd 

N'= a~ b ; e ' d1 

N' ' = N - Ní = a e li d" ' ' b " 
d i ferença : seja a 

U· valência e q i 
f unda men tal 

- <levemos da subtraçao 
Pela 

ter : 
N = N" + N' 

ou 9 que : 
3 

2 
0 3 bll X 10 + C X. 10+ (a 1t X 1 + 2 10 + d = 

b X 10 + C X 2 t X l 0 + d t ) a X 10 + 
O + e . . 

0 3 + b t X 1 .. 
d · a o · x l ' t · c a ·de A l Ç • 

a Regr a Pr a l 3 (b" + h v) x e aplicando ( 
11 

a' ) x 10 + 
, d = é\ + 

3 2 C X 1 0 + 
a xlO + bxlO + - (d"+ cl ') - i· 

O 
+ ( u na o 

2 
') x 1 ul t r a pa s s em o 1 o + ( c 

11 
+ c · . · não x arc1a 1s . 
as somas p "dente mente : Cas o . te r ev1 

devemos gua l em ) a base, 

+d) + (a' 
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a = a" + a" que indicam ser : a ;:! a' b = b" + b' 
b ~ b ' c = c" + c e 
c ~ e ' d = d" + dP 
d ~ d' 

e, novamente 7 pela eqUi vaiência fundamental da subtra­
ção, temos : 

a a' = a" 

b - b ' = b" 

..: - e ' = e" 

d d 9 = d" 

cio­expressões que nos indicam a seguinte regra opera 
na! : 

B_EGRA I : 

dada Quando o ~alor do algarismo ~ minuendo ? de .;;:..;.---

, do ~ 2t'dem , ~ maior 2!! igual !!.'! valor ~ algarismo , s 

valor~ 
traen.do~ ordem correspondente

9 
subtrae- se ..2!? 

or­dos a lgarismos ~ara ~ obter o algarismo de mesma .---
~ ~ diferença º 

Caso alguma soma parc i al
7 

ultrapasse ou ig 
( · uale) 

a base não é possível identificar com 
0 

algarismo da 
mesma ordem como fizemos anteriormente; pois

7 

o seu v~ 
lor é inferior a dezº 

Seja para exemplo o caso da soma d os valÔres dos 

algarismos das dezenas ultrapassando a base 10 e m "m" 
unidades : 

e• + c" = 10 + m 

Aplicando a Regra II da adição: 
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3 
ax 10 + b X 102 + C X 10 + d 3 (b 1 + b" = (a, + a") x 10 + 

mos: 

) 10
2 a X 10 +(d'+d") + 1 X + 

Agora, p odemos identificar o A dos a l garis-s val ores 

a 

b 

e 

d 

De e' + e" 

e ' + e" 

= a' + a" 

= b ' + b " + 1 

= m ou e ' + c" = 10 + m 

= d' + d" 

= 10 + m obtemos: 

d . ser cL c') = 10 + e ( que in ica 

e, t l da subtraçao: 
A f undamen a 

pela eqUivalencia .---~~~~~~~~~-{\ 

l ' ' O+ c) - e'. - e" = \.t. -c' + e " = 10 + e 

. a regra nos indica igualdade que 

REGRA II: 

operacional: 

. d de dada m1nuen o, -- ~~ · o do algari.sm -
O valor do - · 

0 
do 

subtraen Quando do algar1sm __ 
valor _ 

, nor de que ~ ad1. ciona-se dez ordem, ~me ~ dente. 
respon ' --do da ordem cor subtraçao . 

--- ~ efetuar ! ao minuendo para -

unidade s 

A igualdade: 
(b ' + b = b tr) + 1 . =. ( b' + l) -!'· b" 

pela Ui valência : 
b" 

também eq . 
b' + 

fornece 
1 = ~ b -b") + 1 b (b' + = 

b" 1) b ' = (b -b' + b" ~ e, b - 1 = 

b" (b' + 1) = ~ b -l)+ b" ou b = (b' + 
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Igualdades que fornecem as regras (alternativas) 

complementares à REGRA II: 

REGRA COMPLEMENTAR : 

S bt · · do mi u ra1mos ~ unidade ~ valor do algarismo --

-nuendo .!!! ordem ~iatamente superior. 

ou alternativamente: 

Adiciona-se ~ unidade ao valor do algarismo 

subtraendo na ordem imediatamente superior. 

do --
Na prática procede-se como na adição, escrevendo -

os algarismos de· mesma ordem (e de mesma classe) em c2 

luna , e utiliza-se as regras anteriores mentalmente º 

Exemplos: 

·= 

a) 358 - 215 

.. , 
~) 2 627 - 1 374 

Nêste segundo e_xemplo· usámos: 

3 5 8 
2 1 5 

1 4 3 

2 6 2 7 
1 3 7 4 

1 2 5 3 

para as dezenas : 12 no lugar de 2 ( 10 + 2) 

para _poder subtrair o 7~ 

para as centenas : 5 . no lugar de 6 ( 6 _ 1) 

ou: 4 no lugar de 3 (3 + 1) 
PROVA: 

t geralmente usada a "prova real", que nada mais é 
que utilizar a definição (eqUivalência fundamental da 
subtração) : 

... 

c om a <liferen ç~ é igual A soma d o sub tr~e nd~ ----
diminuendo. 
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ao 

Exemplo: 
Prova: l 3 6 

2 8 3 
+ 

l 4 7 
1 3 6 

1 4 7 ~ 8 3 

D. MULTIPLICAÇÃO 

D. 1. Caso 1: 

Cal'.' : 

, _ N e N' que s e Sejam os numeroo Pr e t ende multipl! 

{

N = abcd 

N' = u 

Pela definição de 

:.. algari s mo) (de um su 
. . . ao devemos tomar! 

multi pl1cr.tÇ 

+ N 
N X NV =...!!.._+ N +~ ••• _.J 

N' Parcelas 

ou 
+ N 

N + N + N ·r •• __ • _· _·_·_· _ _ _ = v---
u parcelas 

·' vimos que s e deve 
dicionar ' Jª 

Entretanto, para ª cada ordem , pa-
a l gari smos de 

adicionar os valores dos ordem da s oma; logo: 
. o da mesma 2 

ra se obter o algarism + b) x 10 + 
1o3 + í b + b +· • • • ) 

N x N' = (a+ a+ ••• +a) x · . +e) x .10 + ( d+d+ • •.+d 
+(c+c+••· 

d d :X u :::::. como 

j ~ 
+ d + ... + 

e X u 
+ e :::::. 

+ e + o • • 

b b X u 
+ = + b + . . . 

u i + a = a X 
!a + a + ... 
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temos : & x N• ~ (a x u)x10
3

+ (b x u)x102+ (ex u)~lO+ (d x u)] 

resultaftõ ao qual podemos chegar de outra maneira : 

N X . N' = (a X 10
3 

+ b X 102 + c X 10 + d) X u 

NxN' = (ax10
3
)xu+(bxl02 )xu+(cxlO)xu+dxu 

· t'va) (pela Prop. distribu 1 

N X N 
1 

= (a X (lo
3 

X u) + b X ( 102 X u) + c X ( 10 X u) + d X u 

t . a) (pela Prop. associa iv 

NxN• = ax(ux10
3
)+bx(ux102 )+cx(uxlO)+dxu 

(pela Prop. comutativa) 

N X N' = (a X u) X 10
3 

+ (b X u) X 102 + (e X u) X 10 +d X u 

t . a) (pela Propa associa iv 

de onde concluimos a regra operacional seguinte : 

REGRA I: 

Exemplo: 

~ ~multiplicar.!:!!!! numero de varios !!..-, , lga-

,, ,, . mul-rismos por um numero de .!!!!! so algarismo, ;:.;..--

tiplica-se o valor ~ ~ algarismo para 

obter o valor do algarismo da mesma ordem 
_produto. 

132 X 3 
1 3 2 

3 

3 9 6 

§!. 

do -

" ,... le ~claro que quando se faz um p~oduto parcial,e 

pode ultrapassar uma dezena, 0 procedimento é 
0 

mesmo 
da adição como veremos: 

Seja e x u = n x 10 + m 
Substituindo: 

1 .. 
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3 ) 102 + (n "e 10 + m)xlO+ (d x u) , N X N 1 = (a X u ) xl o + ( b X u X .. • 

. demos escrever : d distributiva po pela proprieda e 

3 2 ( X 10 ) X 10 + m X 10 + 
NxN' = (axu)xlO + (bxu)xlO + n + (dxu) 

d assoe ia tiva e, pela proprieda e 
e pela de finição de p~ 

tenciação : 2 (dxu) 
2 X 10 + m X 10 + 

N X N 9 = (a X u) X 103 + (b X u) X 10 + n 

dis tJ -i butiva: 
e, novamente pela propriedade ~ 

r; (d"·u) 0" + rn X 10 + .A 

N X N' - (a X u) X 103 + lb X u + n ) X 1 

operacional: 
de onde concluímos ª regra 

g,EGRA II: 
de um algar i!§_:: . . a 0 valor ~ ~ 

Q ndo se mult1pl1C - d um al garismo 
ua elo valor _! --
o de dada ordem E d ·s algarismos, 

!!!_ - - , 0 de ~ 
t um numer -- ara a-e ê. resul ar - d un idades ~ -

. mo as 
algar1s ._ --- _ 

1 
do al-escreve-se ~ t -se o va or ~ ~ 

spor a -
tran L·~m~e~d~i~a~t~a ___ -a a ordem .! 

.E~ - -
quela ordem, e 

. de zen~ garismo ~ -

mente superio!· 

ExemElo numérico: 

283 X 3 
(8x 3) X 10 + 

(3 X 3) 
2 

283 X 3 = (2x3)xl0 + 
10 + 9 

10
2 + 24 X 

9 = ( 6 X 
X lÜ + 4) X 10 + 

10
2 

+ (2 
9 = 6 X 

102 + 4 X 10 + 
2 + 2 X = 6 X 10 

10
2 X 10 + 9 

+ I! 
(6 + 2 ) X = 
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2 = 8 X 10 + 4 X 10 + 9 = 849 

ou, de modo prático : 

D. 2. CASO II: 

2 8 3 

3 

8 4 9 

Sejam N e N' dois nÚme ros qua isquer, que para f~ 
cilidade de explicaçõe s usaremos ambos com 4 algaris­
mos: 

{~. : abcd 

a'b'c'd' 

Temos: NxN
1 

= Nx(a•x103 +bxl03 + c'xlO +d') 

pe la propriedade distributiva (à esquerda): 

N x N' 
= N x (a• x 10

3
) + N x (b 1 x 10 ) + N x (c' x 10) + N x 2 d' 

e ~ pela propriedade associativa: 

1 - ------- -d·)I 
N X N 

1 

= (N X a 
1

) X 10
3 

+ (N X b ' ) X 102 + (N X c 1 ) X 10 + (N ~- ---" 
l ·---- - - -
on~e .N x a', N x b' e N x d' sao produtos do numero - , N por 

números de um só a l garismo; logo, podemos aplicar em e~ 
· o-da cas o a regra anterior como indica a regra operaci 

nal seguinte: 

REGRA III: 

~ multiplicar números quaisq~, multi-:_ 

Elica-se ~ valor ~ ~ algarismo do seg!:!!! 

-do fator, ~ direita ~ara~ esque rda , ..I?.e.12 

primeiro número , acre scenta ndo-se a ~art,!! 

-- . ·- - - -- . - ·-- '- -

Exemplo : 

325 X 246 

97 

d - 5 zeros 9 três d t um zero , ~ ~~­ndo Ero u o , ~· ~-
do segu - os produtos par-
z e ros' etc. ' e adiciona-se - --

ciais o 

325 X 246 
2 

= (325x2)xlO + (325 X 4) X 10 + 325 X 6 

= 650 X 102 + 1 ~00 X 10 + 

= 65000 + 13 ººº + l 950 

= 79 950 

1950 

ou de modo prático : 
3 2 5 

2 4 6 

1 9 5 o 
1 3 o o o 
6 5 o o o 

.. 

7 9 9 5 o 

(x ~O) 

(x 100) 

d multiplicações -­os as 
. ·r os zer s pr o-Costuma- se s uprimi deslocando o 

· plesmente etc . , 
Por 10 por 100 , e t c o, sim dois algarismos , ) 

' l garismo, . (ou . e s paço dutos parciais de : umª al garis mo 

Para a e s querda; 

Para a e squerda : 

OUg 

l 

6 

7 

c ada vez um 

3 2 5 

1 9 5 o 

3 o o 
5 o 
9 9 5 o 

a l garis mo N de a l g um 
o caso li c áve l ; 

Va, lida e ap a regra a incla 

O é cla ro que 
ser o ' 

na pr á tica en t r e t ant o 
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passa-se ao produto 

deslocando-se 

querda. 

parcial com 
mais um 

0 
algarismo 

algarismo ( ou espaço) 

seguinte 

para a es-

Exemplos: 

3 4 8 X 2 Q 5 

3 4 8 

2 o 5 

l 7 4 o 
6 9 6 

7 1 3 4 o 
b) l 5 9 3 X 3 0 0 8 

1 5 9 3 

3 o o 8 

l 2 7 4 4 

4 7 7 9 

4 7 9 1 7 4 4 

Utiliza-se 
d 

a propr±edad 
os nove).· e e 

(dois espaços) 

--- (três espaços) 

or.mtativa (ou a prova 

3 4 8 X 2 Q 5 = 2 
0 5 X 3 4 8 

To' ... . DIVISÃO 

E. l - · f.'\SO .. I· -· 

2 o 5 

3 4 8 

1 6 4 o 
8 2 o 

6 l 5 

7 1 3 4 o 
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o a· ·a iv1 e n do possui _o mesmo , nume~o de algarismos 

~o a· · • - iv1sor 9 ~ somente um a mais ~ - ~' ~$ tal 

~' multiplicando 2 divisor por 10 supe r e .~ di 

- videndo 0 

Exemplos : 

a) Dividendo D = 834 

Divisor d = 325 

b) Dividendo D = 3 356 

Divisor d = 863 ( &.' 30 > 3356) 

, 

Nêste caso o quociente q é um número de um 
so 

' pois, em caso contrario, se q ~10, teria-algarismo · · , 

mos : 

d X q ~ d X 10 >D 

O valor dêste algarismo "q" multiplicado pelo d.!. 

'Visor "d" deve ser inferior ou igual ao dividendo Do 

Aprendemos que para multiplicar um número por um 

um so algarismo multiplica-se o valor de cada outro de , 
rismo para se obter 0 valor do algarismo de mesma alga . 

º~dem do produto ; portanto: 

a) mesmo número de a.lgar i s :nos : 
multiplicando-se 2 .!!11º! !!2 ,!_lgarismo de maior 

ordem do divisor (.Etimeiro algarismo ~ esquer­

da) devemos obter um ~lq! inferior 2,!! igual !!:2 
- - --valor do algarism_2 !!tmb~ ~ maior ordem do di-

videndoº 

b) o dividendo possui um algarismo a mais: 

o prod.~ ,22 !luocient~ _E!-12 valor !!2 !.!_garismo 
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de maior ordem do divisor deve ser infe rior ou.!.:: --
gual ~ nÚme-ro consti tuido pelos ~ _Erimei,r 0~­

algarismos do dividendo. 

Entretanto, no cálculo do produto , pode acontecer 

de haver transporte de unidades da ordem anterior que 

adiciona-se ao Último produto, e, portanto pode superar, 

(corno é o segundo exemplo); dist o resulta a regra para 

determinação de uma cota superior para o valor do alga­

rismo do quociente: 

REGRA DA COTA: --
Dividindo-se o número constituído pel ~ 

algarismo do dividendo (2.!:! ~los dois 

E!~ 
. os _Erime1!_-

algarismos ~ ~ dividendo possui um a ~ ~ ~ 
. o al 

divisor) pelo número constituído pelo ,E!imeir ___ 

- garismo do divisor, obtém-se ~ ~ ~ 
do algarismo do quocienteº 

REGRA DO TENTEIO: 

Na prática, utiliza-se a regra da cota e tenteio: 

"Determinada ~ cota, experimenta-se multipliC~ 

do-se ~ cota pelo divisor, ~ o produto ~ igual ~ _!.!!;: 

ferior !!2 dividendo, ~ ~ ~ 0 próprio quoci~, ~ 2 

~roduto ~ superior abaixa-se ~ unidade ~ multip~ 
novamente; ~' assim, ~ssivamente. 

Exemplos: 

a) 834 

Cot;·.: 

325 

8 por 3 é 2, experimentamos 

logo o 

b) 

3 2 5 

X 2 

6 5 o 4 

, 
quoc ien t e e 2 e 

8 3 4 -

6 5 o 
1 8 4 

3 3 5 6 8 6 

8 3 4 
, 

dado por : r esto e o 

3 

Cota ~ 33 por 8 
, 

4 , exper ~ 11entamos : 
e 

8 6 3 

X 4 

' 3 "" 5 6 345 •2 ~ V 

R d exoerimentamos : 
e tizimos : 4 para 3 9 >-

8 6 3 

X 3 

2 5 8 9 L. 3 3 5 6 
é dado por : 

logo o q uoc i ente é 3 e o r esto 

3 3 5 6 -

2 5 8 9 
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7 6 7 ·t· vo denominado : 
d i spos1 l - * 

a .subtraçao( ) 
efetua 

Na prá t i ca u ti liza-se 
0 

"D. - de J. a' s e 
l.Visao com Chav e" ? on .., 

e 9 qu a n<lo s e efe tua uma re du~ao 
apaga- se os 

cálcul oe 

a nter i o r es : 

( * ) 
desta questo.o 

, nov8Jllente 
" . ·'"rat ar-se- a 

com 

ffa parte met odol oi;i ca "· ,.. requer · 
o c u idad o que a operaçao 

1 
\ 
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a) 8 3 4 

1 8 4 

E. 2. CASO II: 

3 2 5 

2 

b) 3 3 5 6 

7 6 7 

8 6 3 

3 

Q dividendo possui mais algarismos gue 2 divis2! 

·edade 
Primeiramente mostraremos a seguinte propri 

que nos vai ser bastante Út i l: 

PROPRIEDADE : 

Dada uma Divisão Geral de dividendo D,divisor d, 

quociente q, e resto r: 

Adicionando-se um inteiro "m" ao dividend2,2 ~ 
· t f · t d d · t "n' " da -cien e ~ aumen a o _..2 quocien e __.___ 

- de divis~ -

(r + m) ~"d",~'!!~ resto ~ \! - igual~ 

desta divisão. 

Dispositivos: D d r + m d 

r q r' q' 

De fato: 

Temos D = dx q + r (com r 4' d) 

r+m = dxq' +r' (com r'< d) 

o dividendo 
, 

D novo e + m, substituindo o 

de D anterior: 

D + m = d x q + d x q' + r' (com r' ~ d) 

ou, pela propriedade distributiva: 

D + m = d x ( q + q' ) + r 1 (com r' <: d) 

q ue prova a propriedade. 

~ 

valor 

10 3 

Exemplo ~ 

3 4 4 

2 8 

8 aumen tado de 
r 

logo : 34 + 9 ::: 4 3 9 tera 0 quocie n te 

por 4 : 
quoci e n te 

1 1 

3 

, 
i s t o e 9 o· 

o r e st o 3 

2 de 2 + 9 :: 11 

L 4 

2 

quoc iente 

é 0 inesmo 

de 43 pot' 4 . 
8 + 2 :: 10 

anterior o 

de s t a di ·;.sao 

i'í ' . · dendo ~u~l~uer 
Cons ideremos a gora 

Wll d!.Vl - • 

e x e mplo de 6 a l gari s mos : 

' . 

N == abcdcf 

e 9 o d iv i sor do 
... ·1r os qu a tro 

··e1i•1· , 
pri-· 

.. s"rnos ., · , r" P mr i'-'r 
Ad . ,.,. 1o r E=l: .1. "" u ri·. "· , ._.11tt> •· • m1tamos q u .-; 

• 0 '·1t.: f !nOS "I'. 'J 
) ara ~ . s mo·" ( o t! ._, meir os a l garismos (abc d P , 4 algari ~ 

, ter t ainbern 
que d 

9 
porta n to d de vera 

~mplo ~ 

3 t: - 5 = 

() ~ 

~umero D 
, ... 4 s era ..) 

Pela Regra · d~ 
o quoc!iente ( 6 n o q 

n o c a s o) : 

E:isquema : 

D ou 

LJ :?. 8 ·<t 

. 6 '1:" 

2 8 

Cota 

e as.o ) 

3 4 2 8 

1 5 2 

5 

determinar 
podemos 

. t o r (1 5 2 
e o res , 

L-~ .. -~-~-
32 por 5 ç_Q!!!: 
é G. 

6 

1 

1 

\ 
\ 

\ 
1 
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' direita Mostremos agora, que acrescentando-se a 

4 no e-do número D o algarismo seguinte "e" de N (e = , 

xemplo), o quociente anterior ficara acresci o , . d tambem 

, t·ao di a direita de um só algarismo x, que pode ser ob 1 -

' di­vidindo-se o resto "r" anterior (152) acrescido ª 
rei ta do mesmo algarismo "e'" ; e, que o resto r' 

to desta divisão. 

é ore~ 

Esquemas: 

õ e L<!__ r e d 

r' qx r' X 

De fato: 

- .. 
D e = abcde 

logo~ D e = D x 10 + e 

mas como D = d x q + r teremos substituindo : 

D e = (d x q + r) x 10 + e 

ou D e = d x q x 10 + r x 10 + e 

ou D e = d x q x 10 + r e 

No exemplo: 

34 284 = 3428 X 10 + 4 

= 546 X 6 + 152 X 10 + 4 

= 546 X 6 X 10 + 152 X 10 + 4 

= 546 X 6 X 10 + 1524 

,\ i t;ualdade anterior nos mostra que 
0 

número D e 

é i gual ao nÚmero d X (q X 10) aumentado do nÚmero r e; 

portanto pela propriedade, anteriormente explicada, 

quociente de n e por d é igual ~ soma do quoci ente 

o 

de 

JOS 

d X Í q ~ 1 'j l 
; !:' ad t<.· t nnnclo com o re~ 

' o ü 11 r • . 1 1 .:• :· • 

":l d .-1 
,. 
•. o 

1 ...1 1 og<' o 
!11 1111 !p!O C. ~ ~· . 

r' ü 
. _ • ; , (1 X 1 0 

q t:n c : p11•f: ~ . 

l' . o . 
.. 
t" •:' 

X 10 

, .. 
E' /. )( 10 : -~ 

e 0h!v f 

, 
d ~ ·? i _, 

,. 1 o l Í) 

( t ) ~ 

J '< 10 quE· t i x JO ,:;._ 
• ' ' ,., ' !' <l se r . 

i , . ·-
.. 
1. h' ~ 

. ·-
, 

l /:-, ( 1; ·: 

Esquema. 

No exemplo : 

l 5 2 tJ 

d ·' 1 ~i 

t! 1 ' , j ··! i ; o 

d 1 

l . 
1 ! 

1 -.) 
L .... 

· \ - .. . t J ; • • 

o. ' OIJ ; 

Cotf\ ----
15 po: 

l edUZ irn O".' 

r . 

d . ou 

Ui:l 

<l 3 2 2 

Por 5.1G 
<le 34284 

, ,. ") e \>~ 
e i :O !"C:::..i 

l !) .~. 

X l :'J 0 

por t ..ln t o ,, 4 u o e 1 t.' n t e 

o nümc~ 1 o , . () 

y-3c; 1á ·~ J DI 
.~ pl. 1' c a· 1, '~· no\amente 0 ~i 

~ <l<· ,. ; 
d j :~ a. J 1 ~hl . ; 

i :) 
1 ...... 

cn 1 .t~' 

~~ o 3 7 

Portanto o qttoc icnlt.' 

' 
. 1 7"'}'.\ 0 o 
ll t 1 .l ·- .. 

;' ; o 

5 t• 

(' (l 



1 

'I 

106 

resto é , 
o numero 503 . 

Do raciocínio empregado segue o algarismo práti­
co seguinte: 

. E. 3. ALGORITMO DA DIVISÃO: - -
di-1. Separa-se no dividendo, da esquerda para ª 

ãr ou rei~a, os algarismos necessários parasuper 

iguala~ o divisor, obtendo-se o 12 dividendo 
parcial, 

2 D t 
e Tentel·o o pri 

0 

e ~rmina-se pela Regra da Cota 

meiro algarismo do quociente, 

. di~isor 3. Multiplica-se o valor do algarismo pelo 

e subtrae-se do dividendo parcial, 
, 

4. Acrescenta-se à direita do resto parcial 
0 

P . ro-

, . o di ximo algarismo do dividendo depois do ultim -

5. 

r-v i dendo parcial, obtendo-se novo dividendo Pª 
cial, 9 • 

óxim0 Pela Regra da Cota e Tenteio obtem-se o pr 
algarismo do quociente, 

6. Repete-se as fases 3, 4 e 5 sucessivamente; 

7. O Último resto parcial é o resto da divisão; 

8. Na ~plicação da Regra da Cota e Tenteio pod~ se 

dar o caso de um dividendo parcial . ser infe­

rior ao divisor, então, · 0 algarismo do quocien­

te ~erá O; e, passa-se à fase 4 acrescentando-. 

se ~ próximo algarismo à direita do Último diVl 
dendo. 

Na prática fazemos todos os cálculos numa só di­visão com chave: 
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~ + 
4 6 8 4 5 5 E:x:emElos: a) 3 4 2 --

l 5 2 4 6 2 7 = qaociente 

4 3 2 5 

resto = 5 o 3 

l ~ + 
4 2 b) 3 7 3 9 3 6 

3 7 9 8 9 o 3 . 

o 1 3 6 

1 o 

E • 4. PROVA: 

U 1 Como contrÔle ti iza-.se 
a re-, 1 a .J:.E:.:.r,.;;o...;.v __ _ de calcu o 

:!!!, que consiste em verificar ª 
<los nove) : 

.. . (ou a prova definiçao 

Exempl.o: 

b) 8 9 o 3 
373926 

1 o + 
4 2 

1 7 8 o 6 

3 5 6 1 2 

3 7 3 9 3 6 

11'- !.XERctcros: 

p•l: 1. Escreva os nÚmeros: a) 73 
._r e) 6 008 d) 

b) 528 

PolinÔmica• núme-
35 437 na forma screvendo os 

t e::. e p.assa-uin e,., as 2º Faça as adiçÕe.s .seg explicando 
linÔmica: + 2 552 ros na .forma po ) 

7 
286 

a) 372 + 517 b gens: 

e) 83 + 297 
' . o ~erc1cl - do ..,_ 3. Faça as adiçoes 

vo prático. 

disposit_! 2 com 0 
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j 
.. 

F.3: 

.. 

4o Idem, as adições de várias parcelas : 

a) 325 + 579 + 384 
+ 136 + b) 4 236 + 3 527 

+ 92 + 508 

trôle 5° Aplique a propriedade comutativa como con 

de cál culo ao exercício 3º 

,.. 6 A 1
. . d d . t· como contro-º P ique a propr1e a e associa 1va 

le de cálculo ao exerclcio 4. 

7º Apliqu e a Regra de Cauchy aos exerc1cios < 3 e 4. 

lo Calc ule as diferenças escreven do os numero , s na 

PolinÔro,! forma polinÔmica, admiti n do uma forma 

ca para a diferença: 

à) 768 - 234 b) 638 - 262 
c) 2 873 - 1 149 

2º Faça as subtraç~es do exerc1c10 l com 
0 < • dLsPº .. 

sitivo em colunasº 

3º Aplique a prova real ao ~xerclcio 2º 

1. Calcule os produtos seguintes
7 

escr evendo 

números na forma polinÔmica: 
os ""' 

a) 342 X 2 b) 392 X 3 e) 4 086 X 4 

2. Efetue as multiplicações anteriores aplicando 

a def~niçio de multiplic•çio como .adiçaoo 

3 Efetue as l t .. 1 · - · i .i· .. 
0 

mu ip~icaçoes do exercíc io l ap c ando o disposit ivo 
prático

0 

4 . Calcule os produtos seguintes escrevendo os d_2 is :fatôres na forma POlinÔmica : a ) 48 X 35 b) 326 X 654 e) 49 73 X 5. Calcule as mu1t · i· -1
P icaçoes anteriores e scre ven­

do um só fator na :forma polinÔmica • 
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f!fetue as mult iplicaçoes G. 

disposit ivo pr~tico. 

~o exerc lcio 4 com 

exerc 1cio d i c omutativa ao 7. Aplique aproprie nLe , 

Prova de calculo. anterior como 

o 

F . 4: 1. Determine 

sões com o 

e t~s cm separado e as o e. -
efetue as di v,! 

. - . t. vo da "di visao com chave": d1spo::>l. 1 

a) 32G : 213 

d) 3 806:784 

b) 964 : 236 c) l 235 

e) 4 398: 856 f) 4 689 

408 

1527 

2. Sabendo que 0 2 é 4 e o res-q u oc i e nte de 9 por , 

propriedade responda qual e to é l; aplicando a 

resto de o quociente e o 2 que? 15 por e por 

as seguintes divisões: 
3 Faça 423 c) 

• b) 23 568 : 
a) 3 872 : 46 f) 

203570:362 

2 379 : 34 d) 10082 : 39 e) 4 000 : 120 

! . 
de c~lculo do exerc1c1 0 · r 1· caçoes Faça as ver 1 . 4. 

com a prova real . 

* 

3 



res t o é o , 
numero 503 . 

Do rac . < co ioc1nio seguinte·. empregado segue o ráti .. alga rismo P 

r e i ta , os 

igualai- 0 

no divide ndo d di .. 
alga . ' ª esque rda para a 

rismos ne , ~ r o\l 

d 

c e ssar i os para supefi! 

ivisor ' obte ndo-se o 12 dividendo .. 
parcial 

2. • De term . ' l.n a- rse me · p ela R • -i. r o alD"a . egr a da e t . o pr; ~ . ~ ~ r >a~o o a e Tente•º 
u1 tipli tl o quocient ca-se e, 

e subtrae o Yal or d di v ;•º' 
4. Acre -se do d . o algarismo pelo 

s cent l.Videndo :x:. a-se à parcial , 
uno al . direita Ó' . garis., do resto parcial o pt 

V1dendo Pare. o do d i videndo Úl ti"'º dj 
eia! · ia! b depois do 

5 . p ' ' 0 tendo-se novo divide nd
0 

par' 

e l a R • , 
egr a algar . da Co t a , · 1110 

6 • li 1s,,o d o e T •n te i o ob tem-se o pro1" 

epe te-s q uoc iente 
7 • 0' ea.sf ' Ult i ases 3 4 8 N IDo re ' e 5 s uc e s sivame nte; 

· a s to ap1 i ca - parcial ' -
Ç

a e o resto da divisao; 

dar- 0 da R r· 
0 

caso d egra da Cota e Tenteio pode se 

l.or e um d· . t ª
0 

diYis >Yidendo parcial ser jnfe• 

e ISer, or' en t -se · a O; e ªº• o algarismo do quocien• 

d .o P~ÓJCion • passa-se à fase 4 acresce ntando- . 
e ndo 0 algar · ' · d · • ismo à dire i t a do u~timo iY~ 

Na , 
Pra ti com ca fa , Cha~e: zemos todos os cá1culºs n""'ª s o d <-

• 

Exemplos: . a ) 
~ • 3 4 2 8 4 5 

l 5 2 4 

4 3 2 5 

resto = 5 O 3 

~ ~ + 
b) . 3 7 3 9 3 6 

3 7 9 

o 1 3 6 

l o 

l 5 4 (') 

6 2 7 :::; q aoc ien t e 

J 4 2 

8 g o 3. 

E • 4. PROVA: 
Utiliza-s e como contrôle de cálculo a prova re­

al, que cons i s t e em v e rificar a definição (ou a prova 

dos nove): 

ExemplD: 

b) 8 9 o 3 

4 2 

1 7 8 o 6 

3 5 6 1 2 

3 7 3 9 2 6 

1 o + 

F. EXERCÍCI02 : 
F.l: 1. Escreva os números: al 73 b) 528 e) 6 008 d) 

35 437 na forma polinÔmica. 

2o Faça as adições seguintes escrevendo os 

ros na forma polinÔmica: explicando as 

g e ns : a) 372 + 517 b) 7 286 + 2 552 

e) 83 + 297 

, 
nume-

passa-

3. Faça as adições 

vo prático. 

do ~ercicio 2 com o dispositi 
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, , 
resto e o numero 503 . 

Do raciocínio empregado segue o algarismo práti­
co seguinte : 

E. 3º ALGORITMO DA DIVISÃO: 

1. Separa-se no dividendo, da esquerda para a di-

rei~a, os algarismos necessarios parasupera , "' r ou 

igualaT o divisor, obtendo-se o 12 dividendo 
parcial, 

2 º Determina-s e pela Regra da Cota e Tenteio o pri 

meiro algarismo do quociente, 

3. Multiplica-se o valor do algarismo pelo divisor 

e subtrae-se do dividendo parcial , 
, 

, 0 pro-4 . Acrescenta-se a direita do resto parcial 

ximo algarismo do dividendo depois do Último di 
videndo parcial, obtendo-se novo dividendo par-
cial 9 • • 

5. Pela Regra da Cota e Tenteio obtem-se o pr~ximo 
algarismo do quociente, 

6. Repete-se as fases 3, 4 e 5 sucessivamente; 

7. O Último resto parcial é o resto da divisão; 

8. Na aplicação da Regra da Cota e Tenteio pode se . . 
dar o caso de um dividendo parcial ser infe-

rior ao divisor , então, · o algarismo do quocien­

te ~erá O; e, passa-se à fase 4 acrescentando-. 

se ~ próximo algarismo à d i reita do Último d i vl 
dendoº 

Na prática fazemos todos os cálculos numa só di­
v isão com chave: 
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~ ~ 
4 6 a) 3 4 2 8 4 5 5 Exemplos: 

1 5 2 4 6 2 7 = quociente 

4 3 2 5 

r e sto = 5 o 3 

l ~ . 
4 2 b) · 3 7 3 9 3 6 

3 7 9 8 g o 3. 

o 1 3 6 

1 o 

E • 4. PROVA: 

~' 
dos 

Utiliza-se como 
'1culo a prova re­Ale de ca contro 

que consiste em verificar 
a definição (ou a prova 

nove) : 

Exempl .o: 

b) 8 9 o 3 
3 7 3 9 2 6 

l o + 
4 2 

1 7 8 o 6 

3 5 6 1 2 

3 7 3 9 3 6 

F' • .!_XERCÍCIOS: 
·.- e) 6 008 d) 

b) 528 , • a) 73 
b l numeros. ~. : 1. Escreva os 

i·nômica. 
35 437 na forma po 1 núme-

escrevendo os 
- seguintes passa-2 º Faça as adiçoes licando as 

,. . a. exp 
polinomic · 2 552 ros na forma b) 7 286 + 

a) 372 + 517 gens: 

e) 83 + 297 

3. Faça as adições do 

vo prático. 

< • 2 com o disposit! 
~erc1c10 
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4o Idem, as adições de vári as p a rcelas : 

a) 325 + 579 + 384 

+ 92 + 508 
b) 4 236 + 3 527 + 136 + 

5 ° Aplique a propriedade comutativa como contrÔle 

de cálculo ao exercício 3º 

,.. 
6° Aplique a propriedade associativa como contro~ 

le de cálculo ao exercício 4 . 

7. Aplique a Regra de Cauchy aos exercicios , 3 e 4° 

F o2 : 1 ° Calcule as diferenças escrevendo os números na 

forma polinÔmica , admitindo uma forma p olinÕml 

c a para a dife rença: 

F.3 : 

a) 768 - 234 b) 638 - 262 e) 2 873 - 1 14 9 

2º Faça as subtrações do exercício 1 com o i , d ·spo-

sitivo em colunas . 

3º Aplique a prova real ao exerclcio 2º 

1. Calcule os produtos seguintes
9 

escrevendo 

nú.meros na forma pol i nÔmica : 

a) 34 2 X 2 b) 392 X 3 c) 4 086 X 4 

os .. 

2. Efetue as multiplicações anteriores aplicando 

a def~niçio de multiplici çio como .ad i çio. 

3o Efetue as mul ti~JicaçÕes do exercício l apl i -
cando o dispos it ivo prát i co. 

4. Calcule os produtos · d os d_o 
seguin t es escreven o 

i s fatoAres f A 
na orma polinomica : 

a) 48 X 35 
b) 326 X 654 

c) 73 X 49 5
• Calcule as multiplicações anteriores escreven~ 

do um só fator na forma polinÔmica. 

F .4: 

b 

109 

G. f;fe tue as multipJicaçoe.s d o 

dispos itivo prático . 

c xrrcicio 4 CODl 

c omutati va ao e xerc í ci o 7 . Ap liq ue a propriedade 

an t erior como prova de cálculo . 

o 

1 .. De ter mine 

sões com o 

s e pa r ado e efe tue as div1 as Cotns c m 

2. 

3. 

4 . 

. · t. da "div isão com chave": d1spos1 ivo 

a) 32() : 213 

d) 3 806:784 

b ) 964 : 236 e) 1 235 

e ) 4 3 98 :856 f) 4 689 

, 

408 

1527 

Sabendo que o quociente de 9 por 2 e 4 e o res-
, 

propriedade responda qual e , 
aplicando a to e 1 ; 

o quociente e o resto de 15 por 2 e por q ue? 

Faça as seguintes divisões : 

a) 3 872 46 b) 23 568 : 423 e) 203570:~62 

f) 2 379 . 34 e) 4 000 . 120 . 39 . d) 10082 o . 
Faça as verifica_çoes de c~lculo" do 

( . 
exerc1c10 3 

com a prova real. 

* 

·-
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CAPITULO - IV 

DIVISIBILIDADE NUMÉRICA 

Ao MÚLTIPLOS E DIVISORES 

Aol~ Preliminares: 

Te~os estudado no capitulo II-D
0

l
0 

os múltiplo§ de 

um nÚmero "a" ; isto é 9 os produtos de "a" pela sucessao 

de in te ir os: O 9 1
9 

2 
9 

3 
9 

4, • º º 
• o o 

Agora? após o conhecimento da operação de Divisao 9 

podemos introduzir o conceito de divisor de um número ' 

conceito intimamente ligado ao de múltiplo. 

A.2. Definições : 

Dizemos que um nÚmero "a" é divisor de um inteiro 

"b" se existe um inteiro "y" tal que a x y = b 
0 

O nÚmero "b" é denominado múltiplo de "a". 
Indicamos: 

a 1 b 
e lemos: 

a é divisor de b 

a é fator de b 

a divide b 

a é sub-múltiplo de b 
ou : 

{
b é múltiplo de a 

b é divis íve l por a 

Em caso contrário indicaremos a J b, e Ie'mos 0 a não 
divide b" . 

Nota: Da definição é claro, que o zero é divisor s~mente 
do zero ; e, que é múltiplo de qualquer nÚmero. 

> 

·111 

_ t e<luivalcncia fundamental da D~ definiçao r esul a a 

divisibilidade 

l um :i.nteiro y, tal que: a x 1 - .. b 1 a 1 b ~ exü~te . 

Exemplos: 

a) 3 . t 12 pois 3 X 4 = 12 

b) 2 1 20 poºis 2 X 10= 20 

e) 3 l 10 pois, nao existe 

que. 3 X :f = 10. 

A.3. PROPRIEDADES: 

1. Reflexiva: 

[a 1. a] 

De fato: 

Exemplo: 

a x 1 = ª ·~ª J a 

5 divide 5 

2. Transitiva: 

um inteiro 

==~~-:---:-~~-;:-""f~~~e~n~t~ã~o~~a~ll~c) 
[ Se a 1 b ' e b 1 e 

De fato: 

y 

(

a I b <i~rr==,..;i existe wn inteiro Ye ax Y 

um inteiro z, bxz b I e e:;;<~.,;> existe 

tal 

= b 

= e 

d Primeira multiplican ° ª igualdade por z obte 

mos: 

· (a X Y) ~ Z = b X Z 

ou: 
a x (y x ·z) =e 

· pela segunda i- · associativa e Pela propriedade 

"'Ualdade. · ) 0 

(também inteiro : 
Y x z com w indicando 
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3. 

a X 

Exemplo: · 

Se 2 1 6 

Anti-simétrica: 

[~e ·ª b 

De fato~ 

[
a 1 b <==>existe 

b 1 ª <:::=> ex is te 

w = e ~·a e 

e 6- l 18 
' 

ent·ão 2 1 18 

' 
e b a então a b 

um inte~ro y, a x y = b 

um inteiro z, ·b x z = a 

Mult.iplicand'a a primeira igualdade pel.o inteiro z ·: 

(a x . y) x z = b.x z 

ou: a X (y x z) = a ou .a x (y x z) = l 

Sejam o~ dois caso~ P?ss1 veis: · [a·,{ o . · 
a = O 

X a 

~o p~imeiro caso~ aplic~vel · a lei d-0 córte i muiti -
plicação; . teremos portanto ; 

y X z = r 

de onde 9 copcluimos que ambos fat.Ôres 
.. 

sao iguais a 

unidade : 

y =·z = 1 

de onde resulta ainda : a =: b 

No segundo caso 9 se a . = o, resulta também de a x y = 
= b que b ~ O; e, portanto a ~ bº 

A.4 . Divisores Própriosª Primeiro ·e , .ultimo Divisor 

Da igualdade 1 x a =a concluimos que 1 1 a qualquer 

113· 

que seja a, logo: 

"l é divisor de qualquer inteiro" 

de onde, a denominação de Primeiro Divisor ou Divisor Y. 

nivérsal. 

Da igualdade a x O = 0 9 concluímos, como j.á obser-

vamos anteriormente, que a 

teiro "a", logo: 

o, qualquer que seja · o in-

"O e múltiplo de qualqli.er inteiro" 

de onde, a denominação de Últ imo Divisor ou Múltiplo U-

niversal. 

Da propriedade r e flexiva ala, e .de l ia, concluimos 

que, todo inteiro diferente de 1 e de O, sempre possui 
A 

dois divisores: 0 1 e ê l e prÓpri~; disto resulta que es 

ses nÚmeros são chamados divisores imprÓpriós. 

Todo divisor que não é divisor impróprio é chamado 

divisor prÓprÍ.o (ou prÕpriaroente divisor) ; logo, divisor 

próprio de um número inteiro é todo divisor do inteiro 

que chamamos divisore s impróprios. 

B. DIAGRAMAS DE DIVISORES 
intermediário-.. de 

Primeiramente denominamos divisor -
dois outros "a" e "b" a todo inteiro 

..... 
tal "e" diferente 

de 11a11 e de "b" ' 
tal que: 

ale e cl_b 
(no caso de a 4 b) 

Denominamos também: ·Divisor imediato de outr·o "b" 
ªº todo inteiro "e" (diferente ae b)' divisor de b, tal 

que "e e b" - divisores intermediários. O nú­
nao possuam 

mero "b" é então denominado múltiplo imediato de "a". 
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Assim: a) 

b) 

e) 

• 

6 é ili.visor intermediário de 2 e is 
, 

9 e divisor imediato de 19 

18 é múltiplo imediato de 9. 

As definições anteriores são restringidas também a 

um conjunto de inteiros; assim, seja. dado o conjunto de 

inteiros: 

{ 2 ' 3 ' 5 18} 

temos: 
-3 e 18 nao posRuem divisor intermediário (no co~ -, 

junto); logo 3 é o divisor imediato de 18 (que lhe e 

múltiplo imediatolo 

t interessante e nos será Útil ? em ~apÍt~los post~ 
riores a representação gráfica dos inteiros de um con­

junto segundo as definições de divisor intermediário e 

de diviáor imediato. 

Essa representação gráfica recebe o nome de Diagr~ 

ma de Hasse; e, segue a seguinte regra: 

1. Cada inteiro do conjunto é representado por U1D 

ponto (ou pequeno circulo), denominado afixo ou 

imagem do inteiro, 

2. Os afixos de dois inteiros · do conjunto sao lig~ 
dos por um segmento sÕmente quando um é divisor 

1 

imediato do outr~ no conjuntoº 

3o Fazl9se o Diagrama construindo o afixo do múlti­

plo imediato de um inteiro acima do afixo dêsse 

inteiro. 

• ll5 

ExemElos: 
i2 J a) . A = {1 ' 2' :1, 6' 
12 

4 
11 l'ig. 

6 

2 

1 '{Ç/ } 
b) B = {1,2,3,4,6,8,12,18,24 

8 

Fig. 12 15 

e) e = { 2,3,4,5,6,12,15} 

12 

15 Fig.13 

5 

C. EQUIMÚLTIPLOS E EQUIDIVISORE,Ê 
sao e uimÚlti los 

. números 
D~fini ão;l:Dois ou mais rodutos dês-

são i uais aos 
~ outros nÚmeros quando 

o inteiro• 
~es números por_ um ~ · são e uidi viso-

_~~~~.J!!!,!·~s~n~Ú~m~e~r=o:s~~!:~~~~;;~ Definição II: Dois ou mal N iguais aos quocien -
, uando sao . 

~es de outros numeros, q mo inteiro. 
· r ummes~ 

te " números P~~ 
0 --.§ exatos desses 

4 
6 

, . ios de e 
E N quimu1t1p 
~emplos: 20 e 30 sao e d 20 e 30 

N ºdivisores e 
4 e 6 sao equ1 
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Da PROPRIEDADES OPERACIONAIS DA DIVISIBILIDADE 

Cuidaremos em seguida 9 de propriedades da divisi­

bilidade, que nos serão duplament~ n~cessárias : para ª 
determinação d os '· critérios e para as provas das opera-

... 
ç oes . 

lo Em re l ação à adição : 

Todo nÚmero q ue' é divi~o; da~ parcelas é d iv_!.­

sor da soma, ou : 

A soma de . múltiplos de um n Úmero é a i nda m~ 
plo do mesmo nÚmero~ 

De fato: Seja para fac i l itar as explic ações uma! 

dtçÃo d~ t r ês parcelas: 

S = b + e + d 

Pela hipótese feita se j a " a " o divisor de eada 

parcela; temos: 

r~ 
<==i> existe um inteiro y, a X ~ = b 

ale~ existe um inteiro z, a X z = ·e 

ald ~ existe um inteir o w, a X w = d 

Por ser : S = b + e + d 
, 

sera: S = a:xy + axz + axw 

e, aplicando a propriedade distributiva à esquer-

da: 

S = a x (y + z + w) 

2o Complementar e m relaçio ~ ~diçio : 
• 

Forma A: Todo número que é diviso r de uma parcela e 

não é divisor da outra, não é divisor da som~L~~ 

• 111 

A , ~- 0 mesmo restó este numero ~-
to da divisão da soma por 

. { 1 nao div1s·1ve~ 
da cli visão da parcela .".a"· 0 divisor 

8 = b + ~, , . e 
De fato: Seja a . ·soma 

de "e"; tem.os : 
de "b" e não divisor 

V : b 
um inteiro J, a :~• 

a\b ~existe a· 

·a'c ~a x s :s: r = e ., 
eolll r · 4.. 

Adicionando: 

b + e = a x Y + 

distributi'f'8.: 
ou ,pela propriedade 

r 

S ~ a x (y + z ) + T 

+ z· de . t t t emos : 

chamando O inteiro igua1 ª Y 

s = 
igualdade 

Exemplo: 

com r L.. a 
a X t + r ,.. 

resto -e r. 

X s e o 
que implica a 

3 I' 15 

O resto é 2, . 
3 X 20 e também é z._ 

v -r5 é o resto 
logo 3 " .J . · a dade : 

esta .propl i 

N forma ª to 0 ta: Pode- se dar outra · .. te i ro ~-~.ê.-

m 
.. nor u~_1:_.n~- - - -·acla 

FOI a e. o '~ · t - ' ' e ·~ -
--3MA B : Dividindo-se~ 

0 
. .., a dos~~----

, ~ daso111~ 
e · · - · 5ao ::.--- . 
~ao resto da di ':!::----
~ela pelo mesmo nÚm~2! 

a s oillll 
De f ·1i<lade, 

ato : Seja, para fac 1 

(ie duas 

las: S = b + e 

a JC z + r' ª )( z r + · Ad. . 
l.c1onando: b 

()\l s 
+ e 

= 

= a X 1 + 

a X (y + JI) 
... (r + r') . 

pare& -

r' 
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Como a primeira parcela é divislvel por "a", apli­

c a ndo a Forma A concluímos que o resto da divisio d e ''&' 
por "a" é o me.~m o resto da divisão de r + r' por "a".-

Exemplo: 

f :~ 
: 3 dá resto 1 

20 : 

3 dá resto l 

3 dá resto 2 

logo,· 10 + 16 + 20 = 46 d~ resto 1 igual ao resto da d i 
visão de 1 + l + 2 = 4 por 3. 

Nota: Esta Forma B nos mostra também que as parcelasde 

uma soma podem não ser divisíveis por um nÚmer~ 
mas que podem ter a soma divislvel, como nos mostra 
exemplo: 

dá resto ~ 

dá resto 1 

mas 9 + 5 = 14 é divisível por 2, pois 1 + 1 = 2. 

3. Em relação à multiplü.;n. ~~ ~ o: 

, 
Todo nÚmero que é diviso1 ne um dos fatôres e 

divisor do produto. ou: 

Todo nÚme r .o que é divisor d e outro é di:v~~~~ 
todos s eus múltiplos. 

De fato: Seja uma multiplica ção de dois fatôres 

p = b X C 

Pela hipótese feita, seja "a" o divisor de um 
tor , por e x e mplo de "b": 

a 1 b <:::=::::>existe um inteiro y, a x y = b 

Por s e r: p = b X C 

f a-

o 
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, 
sera: p = (a :x: y} ·x e 

e, pela associativa: P = (a x (y x e) 

ou: 

!xemplo: 

= 12 X 4 a) 

b) 

3 

3 

12 logo 

9 logo 

3 

3 

48 pois 48 

45 pois 45 = 9 X 5, e 3 J 6 

- à m1 1tipli caçao 4 0 Complementar em Relaçao 

Dividindo- se o p r oduto 

to é igual a o res to da d ivis ã o do 

1· ~r um n{lmero , o :i-es­

produto d os r e s t «m d& .. 

cada fator p e lo mesmo número . 

De fato : Se ja o p rodut o 

temos: f a l b <: > b = 
la l e ~e= 

Multiplicando : 

a x Y + r 

Z + r' a X 

p = b X C 

b X C = ) (a x z + r ' ) ( a x y + r . x 

e, ªPlicando a proprieda de 
à e.sciuerda e d_! d i .s t r ibutiYa 

Pois à direita : 

rx{axz)+ {e:. i;- y) xr 
p = (a X y) X (a X z ) + + r X i~ 

. 5 par c·c l a s três pr··~.m~n ra 
Pe la propriedade 3 as propr i e da de · 1 t1 

.. " t pe la 8

ª 0 
divisíve is por "a" ; porta~ 0 9

1 
proprie dade 2 

' e p e a -sua s oma é divislve l p or ;r a • ; da d iv i s a o 
l'e t "a" é o mesmo 8 0 da divisã o de P por 
t' { os 

X r • por "a" 9 como pre t en d i am 

de 

mostrar o 

º 3 dá r esto 2 Ex emplo: 8 º 

17 : 3 d á resto 2 

: 

.. 
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l og o 8 x 17 = 136 dá resto 1, igual ao da d i visão de 
2 X "2 = 4 por 3 que é l • . 

Nota: Esta propr ieda.de compleme ntar 11os mostr a também, 

A - • • 1 que os .fatores de um produto podem nno s.er d l vis_ 

· veis por um nÚrnero; mas~ que podem ter o pr nd uto 
d·i visível • 

Exemplo: 42 : 10 d~ resto 2, .·55 : 10 dá r esto 

mas o produto 42 x 55 é divisf vel por lO 

pois 2 X 5 = 10 e 10 é divisf ve l por !O.• 

5. Em relação à sub~2ação: 

, di "Todo número que é divisor de dois têrmos e --
visor de sua diferença!'. 

De fato: 

Seja b ~e, e "a" o divisor comum, temos: 

{ª'b ~ existe um inteiro y, a X y = b 

ale~ existe l!m inte iro z, a X z = e 

Seja a diferença d: 

d = b - e ou d = a x y - a x z 

da mul t 1. pli.ºcaça-o em r e lação Pela distributividade 
à subtração: 

d = a x (y - z) 

Por ser y - z igual a um inteiro t: 

Exemplo: 
d=axt~ald 

Se sabemos que 2112 e 2120 podemos afirmar que 
218 pois 20 - 12 = 8. 

12i 

6 0 Em relação à divisão: 

, e' ·a1·visor do dividendo . e <l9 "Todo numero que 

· d i '" e' ·divisor dore,! ( . t ) de um· a i v sao' -divisor ou quocien e 
to 11 
---!... 

De fato: Seja a divisjo de: 

·. . . d quociente q 9. resto r. dividend~ D, d1v1sor ' 

. . .. d do e do divisor : e, seja "a" o divisor do div1 _en . · 

Como 

corno: 

e, D • d X q = r D= d x q ·+ r 

{
ai d. ·po~ 

a I~ _por 

d ade 

a 1 d ~ q (pr í:ip~iedade· 3} : :_ hipótese? ( a 
· · . ' diferença : propr i._ h~p~~ese~ dividira a 

5) logo: a ! r. 

Exemplo: 

·3 ·I iso 
3 2 4 ê, 180 

é 12, e d~ fa º 24 é 7 e - o resto 
D 

é 0 restoo to 3 ! · 12 que 

NÚMEROS CÔNGRU~S OU CONGRUENT~ -
- · em rela~o . . . . .d s cÔngx:uos 
"D . , - d om1na o d .~ a · · o is numeros sao en do di vi il~·2.. 

· · nteiro) 9 quan a Ih" • · ( 

Segundo um 1 · 
-~- t " .. smo res o º 

f ornecern ° 1~ ,,,..-==~---

~nteiro ou 

~ês~e inteiro 
... · : · (ou congr_u c ongruos -· ... números Exemplo: . 20 e 44 sao 

entes) segund~ o int e irn ~9 pois : 

20 

44 

Indicamos: 

t é 2 º 6 • 3 e o res o , 
• e também e 2 o 
: 6 é 7 e o resto 

20 ·- 44 
. dicamos : De uma mene i ra geral • 0 -"\1 

j a - b (d]J 



il intei ro d é denominado módulo da congrue nc ia. 

Nota: Nio desenvolvemos ~ste tópico, ~el a extensão e 

complexil> ilidade que fugi~rn ao nivel (!êste tra­

balho; mas, aconselham os àos interessados a c on-

sul tar a bibliografia; pois,. o conhe ci mento da 

teoria das congru~nci as facilitaria mui tíss iu;O :t 

determinaçio dos critérios de divisibilidade. 

F. CRITÉRIOS DE DIVISIBILIDADE 

F.l. Preliminares: 

Muitas vêzes é Útil saber se um número é ou nao 
d_i 

visível por outro sem efetuar a divisão ~ , outras v;ze~ 
é também importante a determinação do resto sem efe tuar 

a divisão. 

Destas necessidades decorre o -estudo para a dete! 

minação de regras prá~icas qu~ forneçam as r espostas -

anteriores. 

Essas regras são denomin:1 -1;1.s : "Critérios de Di~ 
sibi !idade" ou " 'Caracteres de Di , . . i s i bi 1 idade"; quando 

, 
a r egra fornece também o resto é claro que ela e 

regra mais completa, por isso ela é entio denominada -

"Critério-Resto de Divisibilidade". 

Nos itens seguintes n~s procuraremos dar as expl! 

c a çÕes gerais que permitam extrair essas regras. 

F.2. Forma Geral Reduzida Congruente. 

O raciocínio, que faremos em seguida,· será utili-
, 

zado ~ determinação de um nÚmero mais simples do que -

um nÚmero dado qualque r; e, que seja congruente com ê-

123 

le ; o qual será muit í ssimo Útil para a obtenção dos cri 

térios d e divisib lli dad~º 

.Consideremos o nÚmero N (para simplicidade com 4 

algarismos) e o divisor "a" : · · 

N = mcdu 

ou n a forma polinÔmica: 

N = m X io3 + e X 102 + d X 10 + u 

Sejam: 

1 ) 
..., 10 -r " a" portanto 

r' o resto da dlví s a o de 1' ~ 

2) 

l o ' , . d 11 '' mai s r' : e um mult i pl o e a 

ou, 

r" 

' 10 = md ltiplo de ª + r 

, t ' lo de a por A: 
indicando Qualquer mul ip 

~ = A·r ª 
2 r "a" , portanto : 

- de 10 Pº o resto d a divisao 

A + 

10
3 portant o 

3) por ª' 
r "' o res to da d ivisão de 

N t_iv-esse roais alg_! 

e., anàlogamente se o número 

r · J.smos 0 
do nÚJ:1ero 

-n olinÔmi ca 
Substituímos na forma r 

N: 

r n) 
-.r ( A + 

+ dx (A+ r ' ) + u . 

N ::: rn x (A + r" ' ) + e _,.. 
. . 'buti"ª: ·· 

Pela propriedade distri 

N "' +e x A + e x 
:::: m x A + ra· x r 

r"+dxA+dxr'+u 



l '~ : 

·~-'!:• . o o múl t iplo de a, pela propricd;~de da divis ibl 

lida~c om rel~ç&o a multiplicação: 

ir. x ~\, c x /.) cl x A são também mÚltiJ1los de A; e, 

J0 <.1- , '1o d.er.:os escrever: 

N = ,;, + ;1i x r"' + A + e x r" + A + ll x r ' + A + u 

e, pela J ropriedade da divi s ibilidade effl relaçio ~ a<l i --çao: 

A ~ A + A ~ ainda m~ltiplo de a: 

N = A + ( m x r '" + e x r" + d x r 1 + u) 

Pela propriedade Complementar da divisibilidade em 

relação à adição o resto da divisão do número 

l R = m X r"' + e X r" + d X r' + u 
.1 

n,.., r t , 

d ivisão 
,, 

N por "a''' por ... e o mesmo resto da do numero 
log o, N 

~ 

-' "a": e congruente com R, seg undo o numero 

R ( a ) 

A oi-8sta congruencia nos permite portanto estudar ª 
, , o -vis ibilidade de um número N por "a" atraves do nurncr 

, 1 n e r1u z !;: congr~ente R. Ao num e ro R chamamos Forma Gera 

da Cong ruente. 

n t d Um nÚm.~ Ob tida a Forma Geral e duzida Congruen e e 
ro pode-se passar a raciocinar, não sÔbre o número da-

do, mas sÔbre êste número R. 

F. 3 . Divis i bilidade por 10: 

Sendo: 

10 o 10 = 1 9 e o resto o 

10
2

: 10 = 10, e o resto r" = o 

10
3

!. 
2 

resto r"' = o 10 = 10 9 e o 

substituindo na Forma Geral Re e9 assim sucessivamente, ., 

duzicta Congruente obtemos : 

R = o + o + o + u 

ou R = u 

isto 
, 

1 
- l . ~ O) e: N = u 

de onde deriva o critério-re sto s eguinte: 

C:r . t' 
---! erio-Resto por 10 : 

, por 10 é igual ao 
O resto da d i visão de um numero 

l>or 

li' 4 Q o 

Com consequ~ncia resul t a que 
e, d i v is1 vel um número 

lo se o ~ltimo alg~rismo ~ o. 

a ) 

b) 

3 450 

8 434 

10 ~ di v.is 1ve l pr.r 
10 e 0 r .esto 

- , d. 1·sfvc·I por nao e 1.V 

Divisib ilidade J,1 0 r 2 (ou por .E.l --
r r == o 

Se ndog 10 o 2 5 e o resto 
o = 

r' == o 
ou 10 D 5 2 e o resto 

o == 

resto r" == o 
10

2
: 2 50 e o ·-

resto r" == o 
10

2 ~ 5 2 0 e o ou -
Forma 

é 4., 

Geral Re -na ~ ~ 
ass1m s u c ess:ivamente 7 

substituindo 
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duzida Congruente ~btemos: 

, 
isto e: 

de onde concluímos o critério: 

Critério-Resto por 2 (ou 5) 

O resto -~ª _E_i_~isã~~_:_ ~_nÚmero por 2 (ou 5) é i: 
gual ao resto da divisão do valor do algarismo das u~ 
dades por 2 {ou 5). 

Como consequencia: 

a) Um nÚmero é divisível por 2 se o Último algari~ 
' divisl mo e: Q, 2, 4, 6 ou· 8; e, caso não seja 

vel, o resto é sempr~ igual à unidade. 

b) Um riÚmero é divisível por 5 se o Último alga­
rismo é O ou 5. 

Exemplas: 

, f 

a) 3 854 e divisí vel por 2 

b) 7 327 não é divisível por 2 e o resto é 1 

cf 470 é divisível por 5 

d) 325 é divisível por 5 

e) 828 nao é divisível por 5 e o resto é 3, pois 

8 : 5 é l e o resto é 3. (ou 8 - 5 = 3). 

Fo5. Divisibilidade por 4 

Sendo: 

O resto de 10 por 4 igual a r• = 2, 

• 

resto de 10
2 

por 4 igua l a r ., - · o, o 

o resto de 10° por 4 igual a 4 1" = O; 

e, assim s ucessivamen t e, substiutindo na Forma Geral Re 

duzicta ConGruente obtemos: 

R = d X 2 + U 

isto é: 

(4) 

de onde conluÍmos o critério: 

~io -Resto por 4 . 

, or 4 é igual ao O resto da divisão de um numero p 
- - - --·--------·-- - .. . dÔbro do valor 

t-e t ' forrnad_o ne~E- --_ _ s_ -~· -ªé'.l .. ~}.!i?~º d o n_rn:ne~· o ::.J: das 
·~alor do algarismos ~_g_arismo das dezenas mais 

-----~~~-'-~-un ·a 
- .. 2: .. ac!es pelo número 4 . 
E}(ernp1~~-:·- --· .. - ·-----· --

a) 

h) 

2 X 5 + 6=16, 4 . pois, 7 256 é divisf vel por ' 
• <" 1 por 4. e 16 e div1s1ve 

0 resto é 3 ; 
< or 4' e , 

3 427 não é divisJ.vel p . d.d por 4 da 
e 11 diVJ. l. O 

pois, 2 x 2 + 7 = ll, 
1

. car novamente 0 
· ' pode-se ap l. resto 3. Alias, 

' 2 X 1 + l : 3 • criterio: 

Nota: , rática, 
Como a divisão por 2 e P . - d · vide-se 0 

a divisibilidade, 

pois, l. 
Por 4 não é muito empregada, i·tério por 

0 cr . Iica-se mero por 2 e depo1s, ap 

D_!! 

2 

( - , · resto)o n Cr]..ter10-ao vale o 



• 

" ·. .., . 

.1 :28 

F.6. Divisibilidade por 6 . 

Sendo: 

O res to de 10 por 6 igual a r' = 4, 

o resto de 10
2 

por 6 i~ual a r" = 4 ; e, 
assim sucessivamente, substituindo obtemos a se -

guinte Forma Geral Reduzida Congruente: 

R m X 4 + c X 4 + d X 4 + u 

ou R = (m + e + d) x 4 + u 

isto 
, 
e: , 

.~ 

= (m + c + d) x 4 + u (6) 

que, nos fornece o seguinte critério: 

Critério-Resto por 6 : 

O resto da divisão de ªº número por 6 é igual um . ... . ------·--. ·- -
resto da divisão do núme ro foro:~<lo 
-- -·-~--

pelo valor do alga: 

rismo das unidades mais - -·- ··-- - ... 
a Soma dos va!Ôr~~ quatro vezes 

dos outros algaris~~~~ 

Exemplos : 

a) 34 212 
, 

divislvel 6; pois, e por 

1) 42 
, 

di v is .Í veJ. (3 + 4 + 2 + X 4 + 2 = 42, e e 
por 6 (ou novamente ~ 4 X 4 + 2 - 18; e9 novarne_!! 
te: l X 4 + 8 = 12; e , nov.amente 1 X 4 + 2 ~<>) ; 

é claro que não é prático aplicar novamente 0 

b) 2 306 n~ é divislvel "por 6 e o resto é 2; pois, 

Pág . Linha ____ ._._.. ---==-=---- Onde se lê 

128 

129 

131 

134 

152 

20ó 

2so 

l '. 2 306 nu 
, 
e .. • 

10 1
: pr e: 9 (ou 3) 
1 

l i por 8 e pr átic o , 
l 
1 

8 1 de l a d ivisíve l por 

~ 1 . 

:> di.ferente do pril!los 2 , 

4 ! 1 f at or primo P com ..• 
o 

11 , os e l e:nentos se e quivalem? 

sendo que cada •• • 

que denominou f rações ••• 

S i ~axb 1 a'xb 

não é basimaJ. , 

::: 3/22 

o,fü 

- / -

, 
2 ~06 ;iao e · • · 

por 9 (ou 3) 

por 7 nao é prático , 

cela divisível por ·· · 

d iferente dos primos 2 • 

f ator primo Pb com .•• 

os elementos s e equival em; 

sendo que em cada .• • 

que denominou-se fraçoas •. • 

:::::;> axb' = a ' xb 

é basiroal , 

= o,27 
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F.6. Divisibilidade por 6. 

isto , 

Sendo: 

O resto de 10 por G igual a r' = 4, 

2 
o resto de 10 por 6 i (Sual a r" = 4 ; e, 

a se -
assim sucessivamente, substituindo obtemos 

guinte Forma Geral Reduzida Congruente: 

R = m X 4 + c X 4 + d X 4 + u 

ou R = (m + e + d) x 4 + u 

, 
e: 

.. ~ 

1 
I 

= (m + c + d) x 4 + u (6) 

que, nos fornece o seguinte critério: 

Critério-Resto por 6: 

ªº O resto da divisão de um nÚmero por 6 é igual . --
1 

.,,.-

restoda di vi~i~ · do nÚmero forn: aclo pelo valor do a g ... -
- - - --·-· --- - va 1 ôr~~ 
rismo das unidades mais quatro vezes a soma dos 

dos outros algarismosº 

Exemplos: 

a) 34 212 é divisível por 6; pois, 
é di"is1vel (3 ~ 4 + 2 .+ 1) X 4 + 2 = 42, e 42 

n º"'ªroe.!! por 6 (ou novamente z 4 x 4 + 2 = 18; e9 
2 - ·Ú) ; 

te: l x 4 + 8 = l 2; e, nov_amente 1 x 4 + -

é claro que não é prático aplicar novamenteº 

b) 2 306 n~ é divisÍvel·por 6 e o resto é 2; poi
5

' 

... 

\2 + 3 + O) X 4 + G 

d á r e ;::;t.o 2 o 

. . 

= 2G e 9 ~G di vi dido por 
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F.7 - Divisibilidade por 9 (ou 3) 

Sendo~ 1 a r ~ = 1 9 
O resto de 10 por 9 (ou 3 ) igua 

2 ( -:t) igual a t!" = 19 
de lo Por 9 ou v 

o resto d na Forma G~ 
substituin o 

e
9 

assim sucessivamente , 
bt os · 

ral Reduzida Congr_uente 0 em • 

R = m + e + d + u 

isto é: .....---------:3)1 
N : m + e + d + u (9 , ou ~J 

de onde concluímos a regra : 

.2..ri t éri o- Resto por 9 (ou..12..:. 
P

or g (ou 3)9 
número 

, 
e 

O resto da divisão de um vaiôre.s dos seus 
da som~~s~~~~:.--------­

i gu al ao resto da divisão -
----~-=-:::...:.=...:::..:::_-=:.....-~-:----

~ g ar ismos por 9 (ou 3) • 

Exemplosg 
3 º 

dívislvel por ' 

. . 2+1+6+8+7 :: ·24, 
pois, { 

a) 21 687 é - e' di v is1 vel nao 3 . 1ogo' 
por ' 
, 69 pois 24 

por 9~ e o resto e 

e 24 é divisível dividido por 9 dá 

resto 6 0 

Na prática, para ª 

g, faz-se .!! 
. ·1idade por 

divis1b1 

so da chamada regra dos "nove 
fora": 

• 

2 + 1 = 3 ,, 
3 + 6 = 9 t "nove fora 

: o 
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o + 8 = 8, 

8 + 7 = 15, "nove fora" : 6. 

t mui Onde o lei "tor nota que o e álc ul o pode ser fe i 0 -

to fàcilmente de maneira mental. 

F.8. Divisibilidade por 7: 

Sendo: 

O resto de 10° por 7 igual a 1, (corresponde ª 0 

sozinho) 

o resto de 10 por 7 igual a r' = 3, 

o resto de 102 
por? igual a r" = 2, 

o resto de 103 
por 7 igual a r'" = 6, 

o resto de 104 por 7 igual a 4, 

u 

105 
novamente os re~ o resto de por 7 igual a 5; e, 

res ... tos: 1, 3, 2, 6, 4, 5; e, como a suce..ssao dos . 
tos pode ser tomada como: 

1, 3' 2' -l' -3' -2' 1, 3' 2' -1, -3' -2' . . . 

o se-­pois: 6 = 7-1, 4-7-3, 5 = 7-2; o critéri o pode ser 
guinte: 

Critério-Resto por 7 

. adi: Separa-se o ilÚmero em classes de 3 algar1sm_?3_! _ . . --
- - - ·--- ·- - -··- .. deJTl 

ciona-se as classes de ordem Ímpar e as classes de. _::_r__ ;..-
( nªº-par em separado; subtrae-se as somas nessa ordem . 

~ - -----·---·--··-··-· ---.. , - ~ . . o de sendo poss1vel a sub:t~açao, acrescenta-se um mul ti_.e}_.- · -· 

7 suficiente). Adiei ona-se o~ ··;~~~~~~~-~~ -va~or--~-o al_ga_: 
. -- -- ------ ·-· - -·- - -·---- -- - - - - -- . .. - . -- . . as 

ri.smo_~a ~~<!a_d~ _po~~ ~ valor do algarismo das de~.~~ -
. - --··-· ·-por 3; · e o valor d ál · o es-

~--~~~-~ das centenas por ~~ . .!'- ·-

131 

, 
, resto da divisão . do nume-to da divisão por 7 e o mesmo 

ro dado. --- . - -
Exemplo: ~ 723 426 821 628 Seja o numero 

Ordem < Ordem par 1mpar 

821 1 054 
(múltiplo qual-:-426 

700 628 723 quer de 7 suf.!, 
544 1 754 ciente) 1 054 1 

1 754 
1 544 

210 e 1 X o = o 
3 X 1 = 3 

2 X 2 = 4 
, divisÍ.vel - número e 

7 logo, o 

por 7. 
• < l, que era div1siye , . 1 observar Nêste exemplo era faci 

mu'1ti.· p10 de 7 • Pois 210 é visivelmente 
de ser algarismos po 

, . poucos . 'd Quando o numero possui. t com facili ª -
5 4 e e. 

Usado os outros algarismos 6 t ' ' 

de: 

Exemplo:. 4 825 1 X 

3 X 

2 X 

6 X 

5 = 5 

2 :: 6 

8 ::16 

4 :::24 

-
51 e dá resto 2, 51 : 7 

r esto é 2. 7 e o 
< 1 por Po~tant e' divis1ve 

o, 4 825 nao ao- leitor que 
,velmente 

lt rá poss1 mos com Dos exemplos res-u ª , concordare 
o e . , ir . _i._Jprático, nos ~lterio resto Pºh~--, 
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li • t • - • t. para ap -· o rac1oc•n10, mas entao lembraremos ao lei or 

adici2 
car parte do critério-resto: separe em classes, 

t sem -
ne-as em separado e depois subtraia simplesmen e, · . • 

en ·:­
se Preocupa~· com os algarismos 1, 3, 2 etc, efetue 

• · • par;! · tao . ª divisão por 'i'; isto é, no nosso exemplo nos 

r~a~os n~~O e ji dividirlamos por 7. Concordaremos 
: ,então ._9.Ue. º· critério não é práÚco Para um nÚrnero de 

pouco~ ª1k~ismo~, que aliás é o caso mais ~equent•• 
F,9.- ]!!visibilidade por 11: 

Sendo: ~ 

O resto de 10 por , . 
11. e igua1 a 10, o t-esto d e 

102 
Por- 11 

, 
e igual a 1, o resto de 103 

Por 11 , 
e igua1 a lo, ·º resto, de 104 . Por 11 e ·igua) a 1, e,aasim sucessivamente obt Ge 

emos SUbsti tuindo na Forma -
. ra1 Reduzida ~ongruent~: 

R 
m x lo + e x 1 + d ~ 

..... 10 + u 
isto é: 

N := m :ic lo + ·e 

e,como 10 := 11 _ 
1 

Podemos t~bém escre~er: 
ou: N := u 

+ ·d ··x lo + u 
(11) . 

d + e 

+- m + mú1t~P~o de. 11 ou : 
N - u 

de onde 
concluimos a regra: 

<11) 

(II) 
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Critério-Resto -
11 é igual ao 

- d um número por do_s __ d 
· · s a o e 1 soma o r est o da ivJ. ··--- · f rmado pe ª- · 

- ·· d nÚmer9 D va resto da tl1v1sao po -- -- e ar com a . . - r 11 _2 soma dos_ -
-.::.....::--. . mos de ordem imp . d s por lll. 
valÔres dos alga.!:!

5 multipl}c~a~~º:::.-~-
- - d ordem p'.!'.a:.:r:.......:--fues dos . ~igarisruos _e--=-=----

ou: 

em separado Adicion<t-J5e a lgarismos ,. dos -Os v a lores 

ordem ' nessa b trae-se, su ar su d 11 de ordem p , um mu' 1 tiplo e , 
d_e ordem Ímpar e _ 

- - ta-se~_.:::--. ca e (se não é possi ve • _ 11 dessa ' 1 acrescen - difere n ~ . di visao_ por ' 
li.!tkntcl.i__o_i;-es to .da - -· 11 do nume:.:.r-=º--· 

a · isao por ~'-!__a__~~--E_e~t? da 1..!. .. - - -

Exemplo. 

Seja: N 423 825 , 5 + 8 + 2 = 15 
= 

3 + 4 = 2 + 
9 

Pela regra primeira' 
90 

= 105 

10 = 
15 

+ novame~ 15 + 9 x licando 
ou ap dá resto t, e, 105 dividido por ll 

te a regra: 

5 + 1 = 6 

o = o 
0 X 10 = 6. 6 + 

Pela segunda regra: 

Po~tanto N nao é 
. ' 

= 6 to é . 6. i5 - 9 e o res 
' l por 11 divis1-ve 

que alguns G • .!!l!:!:l!Os CRIT~RIOS ·térios,sendo 
cri ' ·-· routros seguir Daremos a 



• 

as -, qnai~ daremos apen 
nao s ã o criterios-resto, para os 

as linhas gerais de demonstraçao: 

G. • -l Outro crit~rio por 4 (ou 252 

. · o ~ exce , t·t "d })elo.R_ algnr1sn1 ~ -
Sendo D o numero cons l u1 o 

to os d6is ~ltimos d e u, teremos: 

= D x 100 + du 

píl Jº enta-o N é constituido de uma -

Como 100 = 4 x 25, 

T'l C ti iuida ,._ 
dela divisível por 4 (ou 25) e outra "du" cons · 
los dois Últimos algarismos, logo: 

N = du ( 4 , ou 25) 
de onde o critério: 

Critério-resto por 4 (ou 2:U, 

Exemplos: 

a) 43 964 é divisive1 Por 4 , Pois 64 é divis íve l por 4. 

b) 3
5 

25? Por 4, não é divisivel por 25, e o res ­

to é 
7

; P
0

is 5? divide por 25 dá resto 7; i­

dem, não é divisível Por 4, Pois 57 não é divi-f 1 , 
s1ve por 4 e da resto l. 

Em P•rticular, um número é divisível por 25 se te~ minar em oo, 25, 50, ou 75. 
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G.2. Out.·o c ri tério - -- -
Por ser: 2 X 3 = G, se 

por 2 e também por ..... o . 3 , e n 1.,a • 

N = 2 X 3 X d = 

• f l é cliv1s1ve um nÚmero N 

6 .X d 

o critério: logo, 6 divide N, de onde 

f.t!_tério por 6: 

( ' , e' d_i _,_' i _s_1 '_'e -'· Um numero que 
\ , . , . oi- 3 ' e 2 tamb em I:-- -:---:-e -- . ' . por _________ _ _ · · 

··-------·- . - - ... ~ -. 
divisíve l por 6º ------- -·- .. ·--·---

E:>cemp10 :· N = 4 314 ' Último alg! . < 1 por 2 (o , div1s1ve < l 

Gº3• Outro - critério 

Se ja N = D u 

e , divis1ve , 4)' e 
rismo e ~ sé 12), 

d valor~ . soma os 6 
e 1 por • é divis1ve 

Eºr 7 : 

= 10 X D "f u 

Multipliquemos por 5: 

3 (a por 

por~an.to 

5 X N D + 5 X u 
= 50 X + 5 X u) 

(D = 7 X 7 X D + 

• Como 5 não é di visÍ ~el 
e ~iltiplo de 7, segue que~ 

= 
de o d . , 

ll e o criterio: 
C~ - , 

~-Por 7: 

7 e a por Parce~a 
7 X 7 .xD 

, ero de nwn -do o . 
quan · s mo -< 1 ·por 7_ . . . al gar1 " .-U111 n Únie ro é di v is1 ve _. -.--·. . al or do "' - -- . . - - -· d o ,, ~tta - .. ·-- -.. -- . . .o. qu1ntupl o 

d4a s de~enas _._mais . ... . . 

7

, 
· . · lt!l~dades é di vis~ vel yor 



. · I 
1 

.. 

. -= - --~--

13C: 

Na prática usa-se o 
critério sucessivamente: 

~eja N = ·4· 825 

482 50 
8 5 .:X: 5 = 25 5x7= ~ 5x5 = 25 -

507 
85 33 

P
ortanto, o nÚmeDo não é divisfvel por 7, pois 

33 divJ. 

r ter 
dido por 7 dá resto 5; e claro que já poderiamos 
dividido o número 85. 

· ar 
Nota: Como 5 = 7-2 , pode-se em lugar de multipl•c 

e subtrair· 
por 5, e adicionar, multiplicar por 2 

G.4. Outro critério por ~ 

Sendo N = D du = D x 100 + du 

Como 100 + 8 x 12 + 4 , substituindo t e remos : 

N = D X 8 X 12 + D X 4 + du 

{
Caso 

Caso 

D 

D é par será D x 4 = múltiplo de 8 

substituindo: 
é Ímpar D x 4 =múl t iplo de 8 mais 

4
, 

{ N = múltiplo de 8 + du (D Par) 

N = mÚltiplóde 8 = 4 + du (D Ímpar) 

Seja "dun dívislve1 por 4 (•): du = 4 x q 
teremos 

ou 

{
du = 4 X (2 X k) 

du = 4 X (2 X k + 1) 

{
du = ~~ltiplo de 8 

(q é par) 

(q é Ímpar) 

du = multiplo de 8 + 4 

( • ) Se .não é,N. tainbém nao é .divíelvel por 8, 
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Substituindo es tas duas t ·vamente ·- r e spec l ex.press oes nas 

duas expressoes an - t e r i ore s de N, tere mos: 

N = múltiplo de 8 

N = m~ltiplo de 8 

. e q par) (D par . ) 
q Ímpar (D Ímpar e 

de onde conclu1mos e a regra: 

8:! tério por 8: 

do núme quocient~--- -·- --8 se o _ .. -- - ·- , de me! f 1 por _ ___ 4 e Um nÚmero é divis1ve --- l garismos por 
. , 1 timos a ro formado pelos do•s u -· ntenas . -----=~:..'..::'.~.:::_.:!:..::..=....:....:.....~--:~~~;·~mo das ce ~a paridade que o algaris --.:.......:.:. 

E)Cemp1 os : 

a) N = 537 212 
, 3 (Ímpar), 

por 4 e , 2 (par), 12 dividido e 

Centenas 8 
das por • garismo , divis1vel 

, não e o numero 

b) N = 63 536 
, 9 ( lmpar); 

por 4 e (Ímpar), 36 dividido s é 6 

centena por 8. 
·s~vel diVl ~ 

rismo das 
, 

o número N e 

al­mas o 

portanto 

0 alg! e, 

portanto 

~.s. ~itérios Vários: 
ados os . teress os in 

os 8 
.. • rescentam nstraçao. Como curiosidade ac . 'da demo 

deVl ~~gUintes critérios sem ª 

de 2 
classes .. o 

diYÍSa da 
, ero em 

0 num Separa-se smo 
' · o me resto e 

·amos a1gar1 

11 ·de·s­por 



·/ 

• 

Exempl o: N = 5 342 824 
24 + 2 8 + 34 + 5 = 91 

91 dividido por 11 di resto 3, port anto N nao 
é divisive l por 11. 

2o- Por 13 (ou 7 , ou llL:_ 

a.­
Separa-se o númer o em classes de 3 algarismos e 

diciona-se as c l asses 1mpares e pares em separa o . -. d Sul:; 

tràe-se. O resto é o mesmo da divisão por 13 (ou 7, ou 
~~) da diferença. 

Exempl o : N = 23 428 659 659 
682 

23 428 - -682 
254 

254 . 
13 dá resto 7 

254 7 dá 2., 

. . 
resto . portanto : 

o resto de N por 1 3 é 7, e o resto por 7 
3.- Por 1 3 (ou 3): -
Um nfu.ero é divis1ve1 por 13 (ou 3), se é exata 

div.isão Por 13 (ou 3) do nÚmero de dezenas (D) com 
quádruplo do val or do 

1 
a garismo das unidades. 

Exemplo: N = 3 28
2 
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4x2 = 8 - 33 

4x6 = 24 -
57 

57 : 13 dá resto 5 , e · 57 : 3 = 19 

Portant o : N nio é divislvel por 13. 

, 
2. e 

a 

o 

4o Por 19: --- --
Um nÚmero é divis1vel por 19, se é exa-

ta a divisio por 1 9 <lo (D) com o n~mcro de d ezenas 

das unidades. bro do valor Jo algarisrao 

Exemplo: N = 32 587 

3 258 

2x7 = 14 2x2 

3 272 

327 

4 -
331 

33 

2xl=~ 

35 
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d Ô-

dá r esto 16º 9 pois 35 Portanto 9 N não é divisível por 1 ' 

1 Banntl: , . esto de I bn a -
5 . - Por 7 (Cri teno-r . smo (da •_!! 

. algar1 
l primeiro do mul -Mul tiplica - se o va lor e 0 do segun ' 

o valor assim ' quercta) por 3, adiciona-se com e iro; e, 

om o terc . ' e l por t1Plica-se por 3,adiciona-se c ltado é div1s1v 
s ' ltimo r esu Ucessivamente; caso o u 

7 , , , . · ! \•e l º 
0 

nume ro tambem e d1v1si regra 

usa-se a 
d cálculo c a a Na prática ~ após ,, 

Setos fora". 

do 

B:xemplo: N = 23 428 6 

3 
4 ·-== ! O, 59 se -

2 X + . 8 = fora ) 2 ' 4 x 3 T 2 x 3 + 3 = 9 (setes fora , 4, . 3 3x3<5 
tea f 11, setes . f ora ' .. ora 3 3 3 2 = t. es 

, x + 4 se· ._ l ogo o 20 6 - 2 ·• 2, 
' Setes f ora ' 6' G' x 0 + - 9 setes for a . r ºes-

- l 9 = ' 7 e 
0 '·

4
, Setes .fora o, O x 3 + < 1 por ' ~* , di v is1 ve ltnie~o N = 23 428 659 não e t() 

também " 
e 2 .. 

II~ Ternos dado no caplt ~lo 
de V!_ . c e s s os , . oª pro var:i '-3 



visto 
a s sunto 

rificaç~ri de ~~lculos, voltamós agora, ao ·nte· 
, .. "b " l"d d fornecem 1 

que, 08 criterios-res to de div1s1 1 1 a e _ ou-
raçoeS• 

reasantes e úteis contrÔles de - prova das opc terá 

tras apl icaçÕes da di visibil h i.ade numérica o leitor 

nos capltulos posteriores. 

B.2. ADIÇÃO: 
. d de t, ü ... 

Pela propriedade Complementar da divisibil 1 ª 
~érica em Relação à Adição: "Dividindo-se uma soma 

um inteiro o resto é igual ao restocà divisão da 

111.)f 

dos restos de cada parcela pelo mesmo número", tiralilos 

seguinte Regra de Prova: d 
ca 3 

Aplica-se o critério-resto de divisibilidad~ 
, t final 

parcela, e, novamente a soma dos restos, o res o 

ve ser igual ao resto da somaº 
pre 

Utiliza-se evidentemente um critério-resto que e~ -
pO"" 

gue todos os algarismos; como é o caso da "~ 
!!", e Prova dos onze", etco 

Exemplos: 

a) 3285 - - - - lll parcela . . 
+ Prova doa 4736 2a parcela 

nove: 8021 - - - -- Soma: 

b) l" parcela: (7 + ll) 

Prova doa 2a parcela: 13 _ 7 

2 

11 = 7 

= 6 

o 
2• 

2 

+ 

13 - 11 = 2 
S.oma: ( 1 + 11) - 1 o = 2 
Os exemplos seguintes sao para evidneciar que essas 

~rovaa não são suficientes ea alguns casos; assim, a pr~ 
'•n dos nove falha quando 0 i~;0• é ·.de . mÚl tiplo de 9 . ou tr_e .. 
ca de algarismos; 

3 2 l l ª 
+ 

4 9 3 2ª 

2 7 2 3ª 

~ 9 5 4ª 

1 1 º9 1 

parce la 
. 
e 

parc e la 
. . 

pa rc~ la 
. . 

parc e la 
. . 

soma : 3 

6 + 
7 

2 

6 -21-- 3 
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. 
: . 

. ... ·t.o a s o­
entan 

ºm
o ce"rto ; · 'no 

' lo e A nrova d~ o calcU 1 elmente 
y possiv 

· en 
esciuecitn -o . 

, 1 281 ; houve - -
ma e na verdade 

0 
·dal_or 9 . 
• .- a so-

to de adicionar na 2ª coluna ' .v-e.rifiCª 

· co" A "prova dos cin 
p_or 

e)(emplo so 

ma no Último al·gari s mo : ". 

4 2 3 
1a parcela. 

+ parcela. 
2 6 8 2ª 

1 7 6 '3ª 
parcela. 

o ~ . ... 

: l 
-- . n ~~ . 7 . 

8 4 7 

i • 

. ~ . 

. . . . '· so-
o enta.Il~.~- ,~ .... 

Cert_o' n_ . . . d; z.er s1111-
omo · s ~ 

1 , lcul o e . . de~em.o 
A prova da ·o ca esulta que 

tna. correta é 867 ; disto r ..,· . . . . 

Plesme·nte ., . r:i.caçao: àpos a verJ. 

O .. ra não r y 

... -. ·.: 

. ·d- · ininuidor 
llo'3,. S - . dO 1 

UDTRAÇAO : · · , s 0 ma ,. 
é i gual a , da adiçaO• 

Como o diminuendo , análoga'"·ª 
co~ a -va e diferença, a pro 

.. , Exemplos: 



• 
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a) Prova dos nove: 

diminuendo . o 
4 8 6 . 

3 8 diminuidor . 3 
l . 

+ 3 4 8 
diferença . 6 . -

9~ o 

1 êrro .. 
t l 

·mos que• a prova não reve a 
portan o, cone u1 • 

b) Prova dos nove: 

3 4 3 .. 1 -1 2 5 ... 8 
+ 2 2 6 ·- 1 -

portanto, 
9--.....o 

o cálculo deve conter êrro. 

H.4º MULTIPLICAÇÃO: -- --
Nu · "l "dade -da Divisib1 1 

Pela propriedade complementar 

mérica em Relação à Multiplicação: 
ro­"Dividindo-se 0 p •

0 divisa 
duto por um número, o resto é igua1 ao resto da 

do produto dos restos de cada fator pelo mesmo 
tirWllos a Regra de Prova: , o"' numer 

Aplica-se o criterio-resto a cada fator, e n , ovame~ 
Ser igual 

te ao produto doa restoa1 o resto final deve 
ao resto do produto dos fatores. 
Exemplo: 

Prova dos nove: 

.. . . .. . . . •-. . -
j ' 

4 2 2 

x 2 5 

2 1 1 o 
8 4 4 

1 o 5 5 o 

- - .,.. 8 

2 

êrro. nao revéla Portanto, a prova 

Ro5- DIVISÃO 
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geral de Como na Divisao "a" dividendo ' 
divisor 

''h" , "r•t' "q" e resto quociente ter: devemos 

a = b x q + r - e adição: 
. açao tipl1C 

a mul resto 

a 
Se b ase ar n 1 ao regra deve igua 

O resto do di_vi?_C:~_d? -- - elo q~~-
da s2 

deve ser__ - ocie~te 
---------- ----- . d di vis~_:_ .J.> ___ __ _ ~--1:.~~~~-~--~?._P.~~-~_u!_~= -- !?__ . - - --

h , • d'visao. 
4

esto da propria 1 __ ~ ------ --- --- - --- . - -
E!Jce~Plo: Prova dos nove : -·:4 8 6 3 

1 o 6 

3 o 3 

3 7 

3 8 

1 2 7 

Divisor 
·ente QuOCl. 

produto 

Resto 

soma 
. ndo ·vi.de Di. 

e ,., rroo · la ·não reve 

l
0 ~ _ Sl°tRIE XII 

a) l:\ f tares: ~icios Elemen 

l ·untos: 
0 

Dados os conJ .. 

• 2 . 
. 1 . -. 2 . 

1 -. 3 • 

: · 3 

com o 

X 

+ 


