
o ensino da
a r i t m é t i c a

« I . I K n i o f k i i o rpela
compreensão



o ensino da AE1H>I®XI0A
pela COIWPBEENSAO

u \í J -Mirnh.Ti, A I-I 1 X

• i . l .
' ( I l l

. n i - . I ' l l
■'■■■• 'i-ui.

-v Aritjiir,;,.» ,,

i n i i i i ! • ' ' . 1 . . , ,'L""-!-- fni. in,.;in„. „

'■■■.̂ ."1™.,;;;:":,:'::
rn rn . ' ' l ' "

;V',.
.-■1 : i H

í l - 'U i l

! l I . ; i

'•"t i i | .r i-.. i i ,7,, .}
1 i ( i i . .

.i
'■ ' i - A l - i l t i i .
' • " i -

' I'l l liJa I
. 1

' i""J;i II t,->
-iliiilii.;:"...

l . „ .
" • f . i
nlii-.' ill,..ti

I l I I l
'I A)-itlii,-.|i, ,1
- ' l i l l i ' I i j . ' l I j"'■••'fíl r,.usli,„i
""''"í"» lllM.li.nr, ,

.un iv. ^ .1 , ,

^ n i \ I » s i r i d j J . . .

V " - r " : . ; ; ; ' ; ; ■■
- i.i i, ■ :

' • ^ ' " 1 " .■ ' • l i . • -

.! ; n,..'..vNÍ,],...|.-N tia.
;!

' • " ' • "■ i l . . 1 '
r..s„|ia,)„^ .IísIÍMM.N .. i,. |.,ij

'̂ "1 lí'- ni.icl.iN-yn . ' - ' . I l l i l . i i s | . i ' i . l . l , . i , , : i . | . r c
^ '•iHi, f.iiH, Ni'l..i').,hiii-. •irciii.i/jii' ai-i,.
; 1""' •' in,(lc'i'Íj. li.. 1,1.1.1,, i.-,.!-,

n i i - „
' ' ' I ■ \ ' ' i i i i ( r i i , . n ; N . . y i | „ , ) , , . . a

J< |iri.r-,.ss„,s ,||. ,.||NÍ,,„ ,, ailM'lii.N ll.l.lioMT . a r a . | i f . - n - i H - a .
iii;u_s ,...,,1 ..fi,.i,-.|„.ja. Alia.i .lis-.,, .,s I.e..« ■.iilrs i(i'V|.jij liiiiiar fill ...IUNÍI' .i-a.'i'n'

f s i , . , , I . l a

Í I - .

« S

( O

' o
- i

U T D '
0 5

O

C O
O

/ . O I

V"'
' E -

* * • •

• 4

C d
a
C d

a

V W ^ —
O I * » •

a > ^
u *
C L ,
O
l - t

O

•S -õ ■ k
1 ^ o o
C d

1 . ^

- A • I
o e s l '

c « . 1
• C M I

* 0 u
'

E o >
s :
o

Q J

O o

3 ■£
§»^S

« * VÔLUMÉ 2



Primeira edição brasileira: dezembro de 19(35

T r a d u z i d a d e ;

IJJSCOVÉRING iíBA?^rNG3 IN ARITHMETIC
Holt, Rinehart and Winston — New York

Eata obra foi traduzida o publicada em rolaboraçuo
com o Sotor de Ileeur.so.s Túenicoa da Alianga —
Agência NortcAniericana para o Desenvolvinient
I n t e r n a c i o n a l — U S A I D .

Copyright (g) 1959 by
Hoi/Í, BINÇHABT AND WiNSTON,

O E N S I N O D A A R I T M É T I C A

P E L A C O M P R E E N S Ã O

F O S T E R E . G R O S S N I C K L E
Professor de Matemática da Universidade

Estadual de Jersey Ciiy, Jersey City, N. J.

L E O J . B R U E C K N E R

Emérito Professor de Educação,
Víuversidade de Minnesota

. f ie publicftÇS®'
Contratados todos os portuguêsa,
total ou ^ DE CULTURA -
E D I T Õ E A f u n d o ( j e 't a p d . „ p a u l o■p 7 d e S e t e m b r o , "■ / ^ S -
l L Vil. NOV. X..-ao Moaa ona, «X/ ...

r e s e r v a a ^
e

s e

EDITORA FUNDO DE CULTURA
B R A S I L P O R T U G A L



"Visão ^•Jando compreendem seu significado-

Divisão de Nú meros Inteiros

A REI. A ÇÀ O E N* TR E d Í A' i são,multiplicni^.ão, ndiorio e sub
tração já foi'vista no Capítulo 8.
Êsto Capítulo trata do processo
da divis.ão de números inteiros.
São os seguintes os tópicos in
c l u í d o s :

a. Significação do processo
b. T ' ]n.s ino dos fatos funda

m e n t a i s

c. Divisão por divisor de um
algarismo

d. D iv i são por d i v i so r dc
dois algarismos

e. Compreensão das relações
entro multiplicação e di
v i s ã o .

Aprendizagens Necessárias Para
Compreensão dos Fa tos da
D i v i s ã o

Ilá trcs coisas que o aluno de
ve compreender na aprendiza
gem dos fatos de divisão:

1) A linguagem da divisão
2) A significação do processo
3) A colocação dos algaris

mos no qnociente.

o Icrci-iro iictn presumo (jiie
os nlgnri.sníOH do qnocienlo se

jam escritos acima do dividendo,
4 _

como em 3 !~Í2. So o nuociente
ó c.scrito à direita do dividendo,
ooino 3) 12 (4 — ou abaixo do
divisor, como ó usado no Brasil,
1^ 3 — não há problema qiian-

-1
to.à colocação do quocionte. Es-
t-a forma 3) 12 (4 não é conven
cional, nem é nsadn atualmente.

A linguagem usada na descri
ção dos latos de divisão corres
ponde à linguagem usada na mul
tiplicação. No início da apren
dizagem da multiplicação, o alu
n o i n t e r p r e t a o f a t o 3 X 4
como "3 grupos de 4 são 12."
Deveria interpretar o fato cor
respondente dc divisão, 12 | 4

3 '
como "Em 12 há tres grupos de
4", ou "Quantos grupos do. 4 há
em 12?" Expressões como "4 em
12" ou "12 dividido por 4" não
Unn significação nenhuma no
início da aprendizagem do pro
c e s s o .

SIGNIFICAÇÃO DO PROCESSO
Os Dois Conceitos de Divisão

A divisão ô usada para iiiua-
1 va r:



As crianças aprendem a simbolizar a a.visão quando compreendem seu significado.

D iv i são de Números In te i ros

A RELAÇÃO ENTRE clivisão,multiplicação, ailição c sul)-
traçrio .fá foi'vista no Capítulo 8.
Êste Capítulo trata do procc.sso
d a d i v i s ã o d c n ú m e r o s i n t e i r o s .
São os seguintes os tópicos in
c l u í d o s :

a. Significação do proccs.so
b . E n s i n o d o s f a t o s f u n d a

m e n t a i s

c. Divisão por divisor de um
algarismo

d . D i v i s ã o p o r d i v i s o r d c
dois algarismos

e. Compreensão das relações
entro multiplicação e di
v i s ã o .

Aprendizagens Necessárias Para
Compreensão dos Fatos da
D i v i s ã o

Ilã tres coisas que o aluno de
ve coniprcender na aprendiza
gem dos fatos de divisão:

1) A linguagem da divisão
2) A significação do processo
3) A colocação dos algaris

mos no quocionte.

O terceiro item presume que
os algarismos do quociente se

jam escritos acima do dividendo,

como cm 3 r^2. Se o quociente
c escrito à direita do dividendo,
como 3) 12 (4 — ou abaixo do
divisor, como é usado no Brasil,
12 I 3 — não há problema quan-

4
to.à colocação do quociente. Es
ta forma 3) 12 (4 não é conven
cional, nem é usada atualmente.

A linguagem usada na descri
ção dos fatos de divisão corres
ponde à linguagem usada na mul
tiplicação. No início da apren
dizagem da multiplicação, o alu
n o i n t e n ^ r e t a o f a t o 3 X 4
como "3 grupos de 4 são 12."
Deveria interpretar o fato cor-
respondento dc divisão, 12 | 4

3 '
como "Em 12 há três grupos dc
4", ou "Quantos grupos de 4 há
cm 12?" Expressões como "4 cm
12" üu "12 dividido por 4" não
tem significação nenhuma no
início da aprendizagem do pro
c e s s o .

SIGNIFICAÇÃO DO PROCESSO

Os Dois Conceitos de Divisão

A divisão é usada para mos
t r a r :
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1) O número de grupos iguais
f o r m a d o s

2 ) O n ú m e r o c o m p r e e n d i d o
em cada um dos vários grupos
iguais.

• No primeiro caso, a divisão 6

conhecida como medida: c no se
gundo, como partilha. Êsscs ter
mos fazem pouco sentido para
muitos dos professores princi
piantes. O professor deveria pen
sar na divisão como um proces
so de encon t ra r o número de
grupos iguais a serem formados
ou o número cm cada um dos
giupos iguais. A solução de pro
blemas ajuda a esclarecer estas
duas i dé ias .

"1. Quantos grupos de 4 alu
nos cada podem ser formados
com 12 a lunos?"

Neste problema, o tamanho' do
grupo é conhecido, mas o núme
ro de grupos não. A resposta
pode ser encontrada subtraindo-
se 4: de 12, repetidamente. Uma
vez que a divisão é uma forma
abreviada de subtração, a res
posta pode ser encontrada tam
bém dividindo-se 12 por 4. A res
posta mostra que 12 é três vezes
maior que 4. Êste uso da divi
são mostra a razCio entre dois nú
meros. O conceito de razão na
divisão pode ser usado para mos
trar quantas vezes um número
é maior que o outro.

A segunda idéia da divisão é
ilustrada pelo problema seguin
t e :

"2. Três gnqms .serão for
mados com 12 aluno.s. Quantos
alunos haverá cm cada grupo?"

Neste proldema. o número de
grupos iguais c conliecidt). mas o
número cm cada grupo não. Uma
solução longa, mas razoável, con
siste cm rci)artir os alunos cm
três gi'upos iguais. Um aluno
iria para o ponto X, outro pu
ra o ponto Y, e o terceiro iria
para o ponto Z. O proccs.so se
ria repetido até (jue os 12 alu
nos estivcs.sem repartidos entre
os três grupos. Então, o número
de alunos cm cada grupo seria
encontrado. Nesta forma dc di
visão, o grupo inicial seria re
partido em certo número dc gim-
pos iguais.

Na solução do problema 2, os
alunos foram separados para sc
encont ra r o número dc g rupos
formados. Esta é uma solução
demoj'ada mas prontamente com
preensível. A maneira rápida de
encontrar a .solução é dividir 12
por 3. O quocicntc dá o mimcro
cm cada grupo. O raciocínio da
criança deve ser o seguinte: "Sc
três grupos contêm 12 alunos,
um grupo contém 4 alunos." As
sim, não haverá diividas quan
to à interpretação da resposta.
Todo prohlema de divisão com
idéia 2^oi'titiva envolve a procu
ra de uma relação. Se 5 selos
custam Cr$ 40, qual é o preço de
um sêlo; O preço de 5 selos é
Cr.$ 40, que corresponde à afir
mativa de que um sêlo custa Cr$
8. Em forma abreviada, o aluno
pensará: "Se 5 .selos custam Cr$
40, 1 sêlo custará Cr.$ 8."

] \ I i i i tos a lunos exper imentam
grande dificuldade cm intenme-
t n r c o r r e t a m e n t e a r e s p o s t a .
Grande parte dessa dificuldade
é rcsurtantc do incompreensão
dos dois conceitos da divisão. To
do iu'obiema de divisão inclui
duas coisas: primeira, o núme
ro do grupo total; segunda, o
problema deve dar ou o número
em um grupo ou o número de
grupos iguais. Por conseguinte,
se o número cm um grupo é co
nhecido. o quoeientc mostra o
número dc grupos. Se o número
de grupos é conhecido, o quo-
ciente será o munoro de ol)jctos
e m u m g r u p o .

b. ENSINO DOS FATOS FUNDA
M E N TA I S

Introdução da Divisão Por 3

O Capítulo 8 mostrou como in
troduzir a multiplicação por 3.
Vamos agora apresentar estes
fatos em di,visão. O aluno podo
usar os mesmos materiais para
descobrir um fato em cada um
dos dois processos.

Para introduzir o fato 6 3 ,

"Quantos grupos de 3 há em
6 ? "

"Quanto há em cada grupo?"
"Quantos grupos são?"
"Vocês estão procurando o nú

mero dc grupos ou quantos gru
pos liá cm cada gimpo?"

"No fato C 2 , qual o número

cada aluno pode mostrar seis cír
culos com tiras de 3 círculos ca
da uma, e o professor poderá fa
zer perguntas como:

"Quantos círculos há ao todo?"
"Quantos círculos há em uni

gnipo?"
"Quantos grupos dc 3 círculos

(quadrados ou triângulos) há om
6 círculos?"

3

que mostra o número dc grupos?
Qual mostra o número cm cada
grupo?"

O professor, então, faz um re
gistro de experiência, como se
s e g u e :

6 círculos I 3 círculos

6 quadrados 1 3 quadrados 6 |_^
2

6 triângulos I 3 triângulos

A classe lê o primeiro fato
apresentado assim: "Em 6 cír
culos há dois gnipos dc 3 cír
c u l o s . " O ú l t i m o f a t o é l i d o a s
sim: "Em 6 há dois grupos de
3 . "

Agora, o professor
pode levar a classe
a descobrir outi*a
m a n e i r a d e p r o v a r T
q u e h á d o i s g r u - — 3 i
p e s d e 3 e r a 6 . O Y "
a luno sub t ra i 3 de
6, como no exemplo acima.
Em cada subtração se forma um
grupo de 3. Assim, o aluno de
monstra o fato pelo uso de ma-

ó I 3
3
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tcriais exploratórios c pelo pro
cesso de subtração.

Em seguida, o aluno vira as
duas tiras com desenhos geomé
tricos do modo que se possa ver
grupos do 2. O aluno lê o fato c
o professor faz a representação
simbólica no quadro-negro. Êstc
processo 6 usado até o aluno des
cobrir que há dois fatos funda
mentais para cada número que
tenha dois fatores diferentes. As
sim, as divisões para o número
15 são 15 3 e 15 5.0 núme-

3 X 2 = 6

6 I 3

í > 3
ro que representa o número de
grupos e o número que indica o
tamanho de cada grupo trocam
de lugar. Nesse exemplo, se o 3
representa o número em cada
grupo, o 5 representará o núme
ro de gnxpos. Ao contrário, se
há 5 em coda grupo', haverá, en
tão, três grupos.

O passo seguinte na aprendi
zagem de um fato de divisão con
siste em levar o aluno a rever o
fato de multiplicação correspon
dente. Para o fato 6 3o aluno

2 X 3 = 6

61̂2_
3 2

Se o aluno relaciona os dois
p rocessos , ganha mu i t o ma io r
compreensão do fjuc se os pro
cessos fossem ensinados separa
damente.

O aluno confecciona ficlias pa
ra os fatos de divisão, como fêz
em multiplicação, ü diagrama
apresen ta os do is
lados da ficha,
cada um mostran
do o fato 6 2. O

6 [ 2
• •

• •

aluno usa essas fi
chas para estudar os fatos de di
visão como foi sugerido para mul
tiplicação (pág. 236).

O aluno não tem dificuldade
nenhuma na colocação do quo-
eiente quando o número dividido
e formado de um algarismo ape
n a s , c o m o 6 "I 2 . A dificuldade
aparece quando o número divi
dido é composto de dois algaris-
T r i A O n - —mos, como em 3

diz que dois grupos de 3 são 6 e
escreve o fato de multiplicação.
De modo semelhante vai verifi
cando a relação entre divisão è
multiplicação para os outros
agrupamentos dos fatores de 6Para um gnipo de números co
mo 2, 3 e 6, como no exemplo ao
lado, há quatro fatos
fundamentais, que são
os seguintes:

América do Norte). O aluno de-
yeina compreender por que o 4e escrito acima do 2 e não do 1,
ou sobre o espaço entre 1 e 2.

o exemplo dado, 6 necessái io
reagrupar 12 como 12 unidades
para se poder efetuar a divisão,
■isto esclarece por que o 4 no
quoeiente é escrito no lugar das
unidades.

Uso de Quadrados e Tiras Retan
gulares

O uso de tiras com desenhos
geométricos ajuda o aluno a en

cont rar a resposta para exem
plos como o fato 12 3 . Mas es
ses materiais não ajudam na co
locação dos algarismos no quo
eiente. Es.se.s materiais podem ser
usados da mesma maneira como
são u.sados na adição c .sulit ração.
Para representar o número 12,
o aluno usa uma tira retangular
com 10 quailrados e 2 quadrados
representando unidades. Ele vê
que é impossível formar grupos
de 3 da fitn de uma dezena. Lo
go, é neccs-sário reagrupar a de
zena em 10 unidades que, soma
das às duas, fazem 12. Agora é
possível reorganizar essas unida
des em grupos de 3 do modo a
formar um total de quatro gni-
pos. O 4 deve ser escrito no lugar
das unidades porque ele repre
s e n t a 4 u n i d a d e s .

O professor pode representar
o mesmo fato no quadro Valor
do Lugar. Um dos alunos faz a
demonstração para a classe. A
classe diz como uma dezena é
reagrupada com 2 unidades de
luodo a formar 12 unidades. E
e n t ã o a s 1 2 u n i d a d e s s ã o s e p a
radas em grupos de 3.

Em seguida, o professor apre
senta o .processo no quadro-ne

gro. O desenho abaixo mostra
que há quatro grupos de 3 em
12. Êsscs quatro grupos estão to
dos no lugar das unidades c fa
zem um total de 12 unidades.

Os mesmos processos usados
na fixação dos fatos da multipli
cação se aplicam também à divi
são. 0 uso de fichas, jogos, con
tagens de 3 em 3 c as atividades
descritas no livro-tcxto devem ser
utilizados para ajudar o aluno no
domínio dos fatos da divisão.

Um aluno demonstra domínio
dos fatos de divisão quando é ca
paz de:

1) Mostrar' a resposta de um
fato pelo uso de materiais ou de
desenho.

2) Achar a resposta pela sub
tração ou pela distribuição.

3) Dar o fato alterando a or
dem dos fatores, como em 12
ou 12 4

4) Dar o fato corresponden
te de multiplicação.

5) Fazer uma representação
simbólica <ie um fato de multi
plicação ou divisão.

pEZEN.' ÚNlÒ.i 'OEZEN.t •UNIOAOE^ DEZEN. lUNIDADÊS
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Cálculo de Uma Parle do Número
A classp aprciuleu a iiilerpre-

tnr a divisão corno nina .sulítrn-
çao abreviada. Nossa Íntor])n'la-
çao da divisfio o tamanho do trra-
po é conlicoido c é necessário
procurar o número de grupos a
serem formados. Depoi.s que as
crianças comproondem bem esta
idéia, o profe.ssor vai levá-las à
coinpreens<ão do outro conceito.O problema, agora, é procurar
uma parte fracionária do núme
ro. O número de grupos é dado
c e necos-sário procurar a quanti
dade, o número cm cada um dos
grupos iguais.

O professor pede ao aluno cjuc
reparta 6 círculos ou quadrados
cm grupos iguais. Ilá 2 círculos
em cada gimpo.

O profe.ssor escreve no quadro;
6 círculos I 3

2 círculos
6 quadrados| 3

2 quadrados
6 triângulos [ 3

2 triângulos
1

de 6 = 2 ou 6

O aluno lê o primeiro exem
plo como; "Em 6 círculos há 3
grupos de 2 círculos", ou "6 cír
culos divididos em 3 grupos in-im;
são 2 círculos." A forma mais
breve eventualmente usada é:

l m terço de n 7. q jiimio
organiza suas (1 figuras gcoiiié-
iriea.s em giaipos iguais, disli'i-
buiiulo-as em três ]iiihas iguais.
Isto é o inc.smo (pio achar um
tei'(;o do um número.

As duas notações inosli-am eo-
nio o ijilo pude ser escrito. I'ma
notiieao mostra a forma fraeio-
nária, c a outra, a i'oi-nia conven
cional. Ê pena que a mesma no
tação seja u.sada jmra expressar
as duas explicações da divisão.

Î e modo semelhante, o aluno
divide outros múltiplos de 3, des
de 6 a 27, inclusive, cm três gru-
gos î iais para encontrar um
terço de cada. Alguns alunos descobrirão ràpidamonte a relação
entre aŝ duas aplicações da divi
sam e não será necessário o usode materiais concretos. O profes
sor deve assegurar-se de que os
alunos compreendem bem a di-
eiença entre as duas aplicações,e as respostas dadas às pergun

tas que ̂  seguem, o professorpode yeníicar sc o aluno coin-
Pioende esta forma de divisão:

Em quantos grupos foram di-
■vididos os círculos?"

Que foi encontrado, o núme-
P t » . ^ o n ú m e r o d ec í r c u l o s ? "

+ v 3 d i v i d i d o s c m
^ respos ta sella 2 ou Ci-$ 2?»

•Dividir um niimero por 3 é o
niesmo que achar a parte fra-
eionaria dêste número?"

^ c o m p r e e n s ã o d a

fio entre as duas formasde diviaao, pode-se verificar a

m V l ^ Á O D E N C - M E 1 Í Ü « I N T E I K O S 2 ü 7

l ialí i l i t lndo do aluno cm identif i
car a idéia contida cm um pro
blema. O profe.ssor leva a classe
a ler o ))roi)leina e responder às
seguintes questões:

1) "Foi dado o tamanho do
grupo?"

2) "Foi dado o número dc
grupos?"

Considerar o seguinte proble
m a ;

"Forinaram-sc três equipes com
15 jogadores. Quantos jogadores
ficaram cm cada equipe?"

O aluno identifica o 15 como
sendo o grupo grande, que será
dividido em grupos iguais, me
nores. Raciocina então; "Tenho
o número dc grupos ou o núme
ro cm cada grupo?" O niimcro
dc grupos é 3. Há 15 jogadores
cm 3 grupos. É o mesmo que 5
jogadores em cada grupo, ou

3 grupos com 15 jogadores
correspondem a um grupo
de 5 jogadores 1 5

Como foi mencionado anterior
mente, todo problema envolven
do partilha representa uma ra
zão.

Haverá sempre alguns alunos
na classe incapazes de perceber
a diferença entre as duas aplica
ções de divisão. Êsses alunos po
derão usar materiais concretos
para encontrar a resposta de um
dado problema. Pelo modo de
nsar o material pode-se saber sc
compreendem ou não o processo.
Assim, para representar o con

ceito de razfio indicado pelo fa
to 12 I o o aluno deveria verifi
car, pela subtração repetida de
3 fiuadrados dc 12 quadrados,
íluo a resposta ô 4. Quando sub
trai um grupo do 3 quadrados
o aluno pensa: "Isto e um gru
po 011 i"ua pilha." Quando todos
os quadrados são divididos em
pillias, êle conta o número de pi
lhas. Para rcju-e-sontar o concei
to parlitivo êle pode distribuir
os (luadrados um a um pelos 3
frnu o contar o número de
quadrados cm cada grupo. A res-
po.sta será 4 quadrados. O pro
blema de divisão ou sua aplica
ção social determina qual dosdois tipos do divisão está sendo
usadu.

Podo liavor muitos alunos que
não sciam capazes de distinguir
os dois tipos dc divisão. O mes
mo acontece com outros concei
tos (juantitativos mais difíceis.
Nem todos os alunos
se dominam um conceito difícil,
esnocialmentc quando o concei
to c introduzido pela primeira
vez. Aprendizagem é um proces
so de crescimento.

Na multiplicação já foi feita a
descrição dc como introduzir os
fatos com zero (pág. 234). Pla
no semelhante pode ser usado na
divisão É muito difícil ser pre
ciso dividir zero por um núme
ro exceto quando aparece nm
número com dois ou mais alga
rismos, como em 40 Neste ca
so o aluno divide as dezenas. As
sim não liavendo unidades para
serem divididas, êle escreve zero
no quociciite. Depois de algumas
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experiências êle descobre quo
quocionte do zero dividido por
um número (inalriuer é zero. Po
do escrever sol) a forma de divi
são todos os fatos envolvendo ze
ro. Êsles fatos constituem uma
coleção ou família. O aluno devo
conhecer a generalização que kq.
verna este grupo de fato.s.

Ampliação do Ensino dos Fatos
Fundamentais de Divisão

O professor continua na quar
ta série o en.sino da divisão, in
troduzindo os fatos de divisão
correspondentes aos de multipli
cação já estudados nesse grau
Lina tabela como a de 4, utiliza
da na multiplicação, pode ser
usada para a introdução dos fa-

correspondentes em divisão.Por outro lado, os fatos funda
mentais dos processos podem ser
estudados simultaneamente. Em

uma aula o aluno podo vci* os
qt iatro latos der i \ 'a<l i )s de uma
combinação de núnierns difertm-
tes. como 4 X d. São eles: 4 X
X = 20, õ X 4 = 20. 20 4_ .
e 2 0 I d ■

í- iiiqiortante a introdução de
cada conceito de divisão. Para

^ conecilo de razão em
I -i , o aluno pensa : "Quantos

grupos de 4 liá o)ii 20?" A me
dida íjuc êle se familiaiãza com
o proeesso vai simplifieando a
linguagem, até dizer: "Quantos

lá em 20.' Para mostrar o con
ceito de partilha, o raciocínio se-
ria: "Quantos em cada um dos
; Kí'"Pos iguais, se .são 20?" Estae uma linguagem usada para ex
pressar uma idéia que poderiaser sinî plificada para : "Um quar
to de 20."

A clas.se devo usar um grande
uinieio de materiais ou desenhos
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pai-a demonstrar a difiTonça en
t re as duas idé ias de d iv i -^ão. O"
diagrama A mostra o conceito de
razão para 12 4 . e o diagrama
B mostra o conciito ]iarlitivo. O
aluno deve ser i-apaz de interpre
t a r o r e s u l t a d o . A s s i m , o d i a g r a
ma A mostra 3 grupos iguais de
4 discos em 12 discos, e o dia
grama R mo.stra que há 3 iliscos
cm cada um dos 4 grupos iguais
formados com 12 d iscos .

Dramatização do Processo

A dramatização oferece um
m e i o e f e t i v o d e d e m o n s t r a r a
significação de um processo. Um
grupo de alunos faz a pnntomi-
nia de um processo c n classe
identifica o processo represen
tado na demonstração.

São neccs-sárias cinco demons
trações diferentes para dramati
zar os quatro processos. Os alu
nos que fazem a dramatização
devem compreender que nenhum
processo será repetido. Uma re
presentação de multiplicação po
de ser confundida com adição,
mas pode-se usar um exemplo de
adição em que não haja possibi
lidade de multiplicação. O gru
po que faz a pantomima deve fa
ze-lo de modo que a classe possa
perceber a diferença entre adi
ção e multiplicação e entre sub
tração e divisão.

Suponhamos que oito alunos
estejam participando de unia
pantomima. Devem reunir-se fo
ra da sala para combinar o tipo
de representação que vão fazer.

Adirão. O.s o i to a lunos formam
três grupos desiguais, como 2. 1
i- 5. O primeiro grupo caminha
fin frente u classe, seguido pelo
grupo de 1 aluno. Entra então o
grupo dc õ alunos, e os S íor-
inam uma linha reta, dispcr.san-
do-sc depois de alguns segundos.

Siihirar/io. Os oito alunos for
mam uma fila na frente da clas
se. Um grupo reíira-sc. Esse gru-
])o que SC retira não deve ser
igual ao grupo que fica.

:iíuUipiicarão. Os oito alunos
se reúnem fora da sala e entram
cni grupos iguais, como grupos
de 2, por exemplo. Fazem uma
linha reta em frente à classe.

Divmo. São necessárias duas
representações para demonstrar
os dois sentidos de divisão;

1. Razão. Os oito alunos fa
zem uma fila cm frente à classe.
Vão-se retirando 2 a 2 e coloean-
do-se em posições diferentes. De
vem formar quatro grupos, cada
um contendo dois alunos.

2. Partilha. Os oito alunos
formam uma fila. Dividem-se em
dois grupos, saindo um a um pa
ra cada grupo, até formarem dois
grupos contendo quatro alunos
cada um.

Nem a ordem de apresentação
nem a demonstração do processo
têm que ser necessàriamente
iguais ao que foi descrito. Êste
plano c apenas para mostrar co
mo a classe compreende os pro
cessos básicos.
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Divisão com Resto

Do ponto de vista da eficiên
cia em divisão, tanto é importan
te para o aluno saber quantos
grupos de 2 há em 8 como em 9.
Oito é um múltiplo de 2, mas 9
não é. Há 90 fatos de divisão cm
que o número dividido é múlti
plo do divisor, mas há 360 fatos
em que o dividendo não é múlti
plo do divjsor.

Os fatos que envolvem múlti
plos do divisor podem ser con
siderados como fatos da divisão
exata, como 12 3 . Os fatos en-

Tabela A. Número de Falos de Divisão
Exala e Aproximada

volvendo dividendos que não são
múltiplos do divisor são os fatos de divisão aproximada, como" 3 . Os puristas matemáticos

l r 2
objetam ser lícito o uso da ex
pressão divisão aproxhnada apli
cada ao exemplo 151 3, ou da

o

expressão divisão vão-aproxima-
da aplicada ao exemplo 9 2

4 r 1A tabela mostra o número de
fatos em que os números dividi
dos são múltiplos do divisor for
madô  de um algarismo apenase o numero de fatos em que o di
videndo não é múltiplo.

Dividir por 1 é mais teórico:
logo, ha 80 fatos envolvendo
múltiplos e 360 em que ocorre
a situação reversa. É necessário
que o aluno saiba os fatos exa
tos tanto quanto os de divisão
aproximada, para que possa
realmente dominar o processo da
d i v i s ã o .

D i v i s o r
A ' t i m r r o
de Fatos
E x a t o s

K ú i n e r o d e
Fatos de
D i v i s ã o

Aprox imada

1 1 0 0
2 1 0 1 0
.1 1 0 2 0
4 1 0 ; i o
5 1 0 4 0
G 1 0 5 0
7 1 0 G ü
8 1 0 7 09 1 0 8 0

T o t a l 9 0 3 G 0

Ensino dos Fatos de Divisão
Aprox imada

O aluno pode usar materiais
que o ajudem a descobrir a res
posta para o agrupamento em
que haja resto. Para aeliar o nú
mero de grupos de 2 em 5, êle
po e usar 5 discos e separá-los
^ grupos de 2 discos cada um.
Ĵ ste agrupamo>- ̂  î ostra que2 e que aindao ra X disco. J número que so
bra nao é bastante para formar
um novo gr lo. Por conseguinte,
o resto deve ser sem
pre menor do que o ^ 1'
divisor. O professor
registra a experiên
cia ao lado. Do mes
mo modo, o aluno usa materiais
para descobrir outro agrupamen
to de 2 em que haja resto. Con
tinua usando materiais até que
descubra a maneira de escrever

2 r 1

O s f a t o s d c 2 . D e v e r á f a z e r a s
seguintes descobertas:

1) Os números pares podem
ser divididos por 2 .sem dei.xar
r e s t o .

2) Os números ímpares, quan
do divididos por 2, deixam res
t o 1 .

3) Ê preciso pensar no núme
ro par imediatamente anterior a
qualquer número ímpar, antes
de efetuar a sua divisão por 2.

O iirofessor pode seguir o
mesmo plano para a introdução
do outros fatos de divisão apro
ximada, como a tabela dos fatos
de 3. O professor podo permitir
que o aluno use materiais con
cretos para fazer a representa
ção visual, ou usar ambos os
processos até (]ue o aluno seja
capaz de perceber as relações
entre os fatos exatos e os de di
visão aproximada. Aluitos pro
fessores acham aconselhável que
o aluno escreva todos os núme-
1'os em seqüência até 10 vezes
o divisor. Então, o aluno circula
os múltiplos do divisor, como
mostrado para o 3.

imediatamente anter ior a ê lc . Pa-
3 , o aluno po-

0

5

1 O

1 5

2 O

2 S

T

6

1 1

1 6

2 1

2 6

2

7

1 2

1 7

2 2

2 7

3

8

1 3

1 8

2 3

2 8

4

9

1 4

1 9

2 4

2 9

Os números entre os múltiplos
do divisor podem ser considera
dos como intermediários. Para
achar o quocientc de um núme
ro intermediário, o aluno deve
p e n s a r n o m ú l t i p l o d o d i v i s o r

ra o exemplo 14
dc rac ioc inar ass im:
"O número imcdia- i4 |_j
tamente menor de 12 4 r 2
14, que pode ser di- 2
vidido por 3 som
deixar resto, é 12." Poderá pro
var que sua resposta é correta
pensando assim: "Em 15 há 5
grupos dc 3; logo, cm 14 só pode
haver quatro grupos de 3 com um
resto." O aluno pode usar tam
bém as fitas retangulares e os
quadrados para demonstrar o fa
to 14 3 . Toma uma fita de 1

4 r 2
dezena e 4 unidades para repre
sentar 14. Não é possível demons
trar a divisão até que a dezena
seja reaginipada cm 10 unidades,
perfazendo um total de 14 uni
dades. Agora é possível dividir
as 14 unidades em três grupos
contendo 4 iinidadcs cada um,
havendo um resto de duas uni
dades. Quando.o aluno escreve
êstc fato, deve ser capaz de in
terpretar o 2 e o 12 representa
dos neste c-xemplo.
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O R e s t o n a D i v i s ã o

Em primeiro hignr, o aluno
deve escrever o rosto no quocien-
te como um número in te i ro e não
sob a forma fracionária, por duas
razões: primeira, se o resto é ex
presso como um resto e não co
mo uma fração, é mais fácil ve
rif icar a correção, pela multipli
cação e adição do resto ao pro
duto do divisor pelo quociente;
segunda, é sempre necessário ou
aconselhável reduzir a fração a
seus termos mais simples. Esta
operação é evitada se o resto é
considerado simplesmente como
r e s t o .

O resto pode ser expresso de
três maneiras diferentes, de acor
do com o problema:

1 ) C o m o r e s t o .
2) Como fração que será par

te do quociente.
3) Como fração que será par

te do quociente e então arredon
dado para o número inteiro mais
próximo.

Os exemplos seguintes ilustram
estas interpretações:

"1) Se 14 livros de histórias
forem igualmente distribuídos
entre 3 crianças,
quantos livros rece- 14[ 3Wá cada uma?" 12 4 r 2
A resposta mostra T"
que cada criança
recebe 4 livros e ainda sobram 2.

"2) Uma corda de 9 metros
ae comprimento foi dividida em

4 pedaços iguais.
Qual é o coinpri- 91 4
monto de cada po- g j i
daço?" A resposta é —
2 ^ n i , c n ã o 2 m ,
com 1 metro de rosto. A fração
^ é parte c.ssencial do ítuociente.

"3) Se 3 laranjas são vendi
das por Cr$ 100, qual será o pre
ço de uma laranja?" O preço mé
dio de tima laranja c Cr$ 33J,
mas o preço que se paga será no
mínimo Cr$ 34,00. Neste caso,
o número misto do quociente é
arredondado para o inteiro se
guinte.

As ilustrações demonstram que
a maneira de interpretar o resto
depende da aplicação da divisão
no problema. A vista do expos
to, é aconselhável expressar o res
to simplesmente como resto, nas
séries mais elementares.

c. DIVISÃO POR DIVISOR DE
UM ALGARISMO

O Reagrupamento Não É Neces
s á r i o

A divisão por am número sim-
QA f incluir exemplos comoI 2 , ou 76 I 2 , em que há ne
cessidade de um reagrupamento.

G 0 aluno sabe os fatos exatos
nao encontrará dificuldade na
solução de exemplos do primeiro
ipo.̂  Na solução de exemplos como estes é bom uma revisão dos
conhecimentos sôbre o valor po-
sieional dos algarismos. Em

> o aluno identifica 64 co-mo 6 dezenas e 4 unidades, e dl-

vide um grupo do cada vez. O
quociente será 3 dezenas c 2 uni
dades, ou .32 unidades. Na in
trodução desta nova dificuldade,
o aluno pode usar as tirn.s retan
gulares e os (piadrados para
objetivar a solução. Sc ele eom-
preoiule botn o valor posicionai
düs algarismos do dividendo, não
iniverá necessidade de usar ma
teriais concretos.

•'■v.io.j Com Reagrupamento

A divisão por número de um
^'garismo envolvendo reagrupa
mento apresenta dificuldades

não aparecem quando não
oá reagrupamento. Para dividir
" 1 ̂  . é preciso reagrupar uma

dezenas em unidades, ficando 6 dezenas e 12 unidades. Se o
**«1501110 não é todo registrado,

alunos terão que lidar com
**úmeros não-vistos. Sc, pelo eon-
t*'ário, todo o trabalho é escrito,
tiabalharão somente com núme-

vistos. Por conseguinte, se
número necessita ser reagim-Pado para que se complete o pro-

cesso, é possível usar-se tanto a
orma longa como a forma sbn-

P ̂ f'icada de divisão.

Processo Para Divisão
Todas as experiências feitas

r̂elação aos processos delyisão, longo ou simplificado,
v̂idenciaram o fato de que os
*'eeã^^ um índice de cor-^ muito maior pelo processo

do que pçjQ simplificado.

Um dos Autores* provou isto
através de três investigações in
dependentes. Para certos tipos de
exemplo (fáceis — veja pag.
278), o tempo necessário para "a
solução dos exemplos pelo pro
cesso longo foi maior do que o
tempo gasto para o processo sim
plificado. mas o número de erros
nesse processo foi maior do que
naquele.

As investigações citadas foram
conduzidas num programa ba
seado na aprendizagem de roti
na. Os resultados foram tao fa
voráveis ao processo longo, des
de o 5"̂  grau ao 15̂  (do 13̂  ao
15̂  já no cnrso colegial), que e
bem provável que, qualquer que
seja o tipo dc programa ofereci
do, os alunos que aprenderem
pelo processo longo terão maior
possibilidade de acerto. Nenlm-
ma experiência evidenciou, en-
tretanto, até que ponto podem os
alunos dpminar a divisão pelo
uso de nm ou de outro processo.

Os professores objetam, fre-
qüentemente, o registro de todo
o trabalho efetuado niiin exem
plo como 58 L̂Se ha alunosU l U

numa classe que o podem resol-
ver satisfatoriamente pelo pro-
> GrossnicKÎ  a ̂One-Figare Divisor

E x p c n m e n t » E l e m e n -

Teaching ig. 'ogi.aes.
T̂ĥ Incidence of Error in Di-iuh a One-Figure Divisor",Z7al Òf'Eâ afional EM 29:

509-511.
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cesso simplificado, o professor
deve permitir o seu emprego.
Não é necessário que todos os
alunos efetuem uma operação pe
lo "mesmo processo. Por outro la
do, o processo longo de divisão
por um número é a forma-padrão
de ensino. O professor não pre
cisa referir-se ao processo como
processo longo de divisão, irias
simplesmente como a maneira de
efetuar uma divisão. Toda a clas
se deve aprender a divisão pelo
convencional pi'oeesso longo. Os
alunos que descobrirem que não
é necessário dividir por aquele
processo usarão o processo abre
v i a d o .

O Ensino da Divisão Com Rea-
g r u p a m e n k o

Suponhamos que 52 alunos de
uma classe precisam ser dividi
dos em dois grupos iguais. O pro
blema será encontrar o número
de alunos em cada grupo. Os alu
nos podem usar vários caminhos
para chegar à resposta. Alguns
alunos pensarão em 52 como 50
e 2. Os alunos já sabem que 25
é metade de 50. Logo, 26 é me
tade de 52. O aluno pode pensar
também: "Metade de 40 é 20 e
metade de 12 é 6. Logo, metade
de 52 é 20 + 6, ou 26."

Se 03 alunos são capazes de
encontrar uma resposta para o
problema, quer dizer que já estão prontos para aprender o pro
cesso da divisão. O professor in
troduz, então, uma seqüência de
atividades para levar a classe a

— —

— —

— — □ — □
□

— —

□
— □ □
— — □ □

— □ — □
— □ □

descobrir como efetuar a divis<ão
52 I 2

1. Os alunos podem usar as
tiras retangulares e os quadra
dos como mostra o desenho. As
cinco tiras de dezena c as duas
unidades serão divididas em dois
grupos iguais. Ê possível colocar
duas tiras de dezena o 1 unidade
em cada grupo. O aluno reogni-
pa a dezena como 10 unidades.
As unidades serão distribuídas
em dois grupos formando um to
tal de duas dezenas e seis unida
des em cada grupo. Embora o
aluno que procede assim não te
nha descoberto os passos usados
na solução convencional da divi
são, descobriu, entretanto um
meio de resolver o problema

Demonstrar o trabalhodiante da classe usando o nua-
dro Valor do Lugar. Um aluno
representa 52 como 5 dezenas e
f e i x e s " " « ofeixes de dezenas em 2 grupos
Iguais e sobra 1 feixe.

O aluno abre o feixe de 10 fi-
do 12 unidades. Êle divide as

DEZENAS U N I D

n R n FiíRl n n

A

dezenas U N I D A D E S

» n n n n n n n n n n
RFI n n
R R

d e z e n a s u n i d a d e s

R R n n n n n n
R R n n n n n n
4 2 V 4 2

2 6

fichas em dois grupos iguais
de 6 cada um.
,3- Fazer uma representação"'Visual no quadro-negro. Deixar

due a classe interprete os passos
^̂ guidos na representação. A^msse diz o que representa cada
uiimero. O quadro A mostra oo-
juo representar num quadro Va-'ur do Lugar os algarismos no
uumero 52. O quadro B mostra

4 dezenas divididas em dois
grupos iguais e a dezena que so-

reagrupada como 10 unida

des fazomlo um total de 12 uni
dades. <> (lundro C mostra as fi-
clias que roprosciitam 52, divi
didas em dois grupos iguais.

4. Mostrar a representação
simbólica da divisão como é da
da ao lado. ftste pe(|ueno " de
baixo do 2 mostra que êle desceu
para formar 12 unidades ̂
juntamente com a deze-
na (pie tinha sobrado. Na
forma escrita, segue-se a —
mesma seipiencia obser-
vada na visualização. _
Chamar a atenção para
a semelhança dos dois i)i-oeessos.

5 Deixar a classe ler a apre-
.sentação dada no livro-texto.
O exemplo que o aluno resolveu
usando materiais concretos deve
ser o mesmo apresentado no li-
vro-tcxto. Os números podem ser
usados em situação social dife
rente, mas devem ser os mesmos
em cada exemplo. A expenencia
com materiais exploratórios e vi
suais torna o aluno capaz de ler
e interpretar as etapas apresen
tadas no desenvolvimento.

6 Levar a classe a explicar
as etapas de um ou dois mode
los iá resolvidos. Êsses modelos
podem ser dados pelo livro-texto
ou passados no quadro-negro pe
lo professor.

7. Deixar que os alunos re
solvam os exemplos dados no li
v r o .

posteriormente o aluno apren-
dei-á a tirar a prova da operação.
No exemplo 72 | 3 , a classe
verifica que o quociente 24 é cor-
reto porque o produto de o c -4
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c 72. O jii'odulo do divisor prlo
(luoeionto é soinj)ro ijrunl ao nú-
inovo dividido so êssc iiúiihto ó
tníilliplo do divisor.

O oxomplo a ser apn-svntado oiii
segidda incluirá um resto na res
posta, como no exetnjdo 4íi [ ;í
O aluno rcsislra o resto, em
exemplos como esse. tio mesmo
modo como tez nos fatos de di
visão aproximada. í>Je deve sa
ber não somente (planto .sobra,
mas também o rpie representa es
se resto. Pelo uso de materiais
concretos, ele já deve sidier (juc
o resto e menor do (pie o número
iicce.ssário para formar uni ncV
vo {írupo ou aumentar de urna
unidade o tamanho de cada gru
po. Rm ípiahpier d(js casos, o
rosto deve ser menor do rpm o
d i v i s o r .

O aluno deve aprender como
usar o resto na verificação da
divisão pela multiplicação. Q
resto somado ao produto do qwo.
ciente pek) divisor é igual ao nú
mero dividido. O emprego da
prova iiela multiplicação é válido em todos os ca.sos exceto úm'
(piandü o resto en
contrado é igual ou 76 I 4 18
maior do (pie o di-
v isor. A i lust ra( ;ão — - i_
m o s t r a ( p i e a p r o v a ^ 2
e s t á c e r t a , m a s o — + 1
( p i o c i e n t e é i n c o r i - e - ^ 7 6
to. Os alunos usam,
froípientemente. este tipo de resto. É por esta i-azão (pie os pro
fessores exigem dos alunos (lue
comparem, em to«lo o desenvobvimcnto da operação, cada resto
com o divisor.

Sistematização da Seqüência dos
Passos na Divisão

-Muitos livrns-texto de Aritmé
tica dao lun sumário dos passos
necessários no jirocesso de divi
são. .\uin exemplo como ('sic aolado os passos são:

'■ 1 dividir as 7 dcze- "
zvnas de 72 jior d Ibui- £ ^4
«^^'-"7 LI dá lie há nm
fcMü. Rserevcr 2 no hi-
{jar das dezenas.
■"* ^ruitipliejn- as 2 dezenas

por 3. Rserover G debaixo dc 7
dezcna.s.

ííubtrair. () re.sto c 1 dc-
í í e n a .

( onpiarar o resto 1 ('(un o
divisor 3.

1»- Aliaixar a.s 2 unidades c
escrever ao lado de 1 dezena fa-
<T. ̂  '"ddade.s. Rscrevei-( i.iixo do j pjij.jj iudicar (lue ês-
tc numero ibi usado.

lli 1.01- 3. Kscrcvor

ciente""'" ̂  ""idades no quo-
crJve,. 4 pov 3 c cs-
""ida.les.̂ "" debaixo das 12

o ^ z e r o .

ro alg-?Ho'̂ '̂ *-"''"'drar o primei-
eesso é 1 1-*̂  ''luieientc, o pro-
Passos C(ms t «erpiência dos
tiplieur, subh'i

o a l o - . , : a b a i -
PPtb- os mo «eguinte e re-
dento í|ue jmssos. R ovi-
difícil Pin-.; «̂ duoncia podo ser

F r o ü o , u l e n -leciuentomente o professor

tenta fazer com (pie u aluno si-
esta se(piéneia antes do eom-

Preender o sígnifleado do cada
pas.so. Neste caso. éle aprendo o
proces.so meeânieaimMile. O su-
ji'ario dos jtassos deverá .ser foca-izado depois (pie o aluno coin-
Pteendo cada um, ponpie a.ssim
em .sei-ú noees.silrio uma lista tão

especifica como a que foi apre
sen tada .

Divisão com o Divisor
Um Algarismo

" n i í t o i l o

cps^n T,'. í " ensino de um pro-
aliuin. ' i'onto é a divisão, os
H i o e x o c u ( ; ã o d o m e s -

Autores- fèz uma
alunos ! eometidos por
ein 5 M"inta à oitava série

número simples.
Pfeeny-"^^ Mne a coiu-
ranto a^ eonsidorada du-
«'íiunnc.' ''̂ F̂ '̂ ^̂ dizagem ponpie os

d i f e r e n t e s

«tpronrP ^t-vos indicando que

tentativas e erros.
Miiciue""^ pouco fre-
<íonst- .>L bavia dois t ipos
^ r r o s ' s é r i o . E r a m
^ " e s « t e o m b i n a -

Os " ^ do uso do zero.
^oinbií-ü^'-^ causados por
^ultÍT>i'*''̂ '̂ f falhas cm divisão,

e subtração. Al-

(Poster E.), "Errors
H a b i t a o f Wo rk i n

With a Onn-Figiire Di-
2 c i E d u c a t i o n a l E c -

guns dês.ses erros eram esporádi
cos e outros constantes. Um erro
é esporádico se o aluno dá uma
vez o ]>roduto ou o quocicnte
errado na multiplicação ou divi
são. mas de outra vez êle dá a
resposta correta. O aluno sabe
como corrigir esses erros esporá
dicos. Êle precisa é de mais
exercício ou prática com ô  fato
em (lue comete erro esporádico.
Um ôiTO o constante se o aluno
(lár a resposta errada várias ̂ ê-
zes a um mesmo fato. O plano
apresentado na pág.4íl2 mostra
como proceder com erros cons
tantes de combinações. O pretos-
sor leva o aluno a descobrir as
respostas para os grupos desco
nhecidos. e depois fixa-los.

O zero pode aparecer no quo-
eiente em três po.siçocs dücron-
t e s :

1. Zero finai no dividendo e
no qiiücientc, como bO \_2_^ 3 0

2. Zero intermediário no quo
cicnte, como 214 \£_

107

3. Zero finai no quociente sô-
mente, com resto, como

461 [_f
230 r 1

-™V'ifíSr5f"'otvceivo exemplo apre-c i e n t e . O t e i c c e r r o s .
sentou o maioi pj-g davam
Os alon» eomo resposir
o q u o c i e n t e ^ g u c

í;„r"'i-i te. —
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pouca compreensão do valor po
sicionai e de nosso sistema de
numeração. O professor não in
sistirá em como corrigir a res
posta de um determinado exem
plo envolvendo zero no quocien-
te. Ao invés, deve levar o aluno
a examinar a resposta e verifi
car se ela é razoável. Neste caso,
o aluno deverá saber que a res
posta seria maior que 200, logo
a resposta 23 r 1 não é razoá
vel. O 2 do quociente deve estar
no lugar das centenas, e o quo
ciente será 230 e não 23.

Os erros causados pela dificul
dade em descer o algarismo po
dem ser evitados se o aluno mar
car o algarismo usado com um
sinalzinho (*). Com relação aos
materiais concretos não há uma
série onde êles não sejam uti
lizados. Alguns alunos não pre
cisam de usá-los e outros têm

que usá-los mais tempo para ga
rantir maior correção.

C o m o M e d i r a H a b i l i d a d e e m
Div id i r por Div isor de Um
Algar ismo

Depois que o aluno aprende a
dividir por número de um alga
rismo e tem alguma prática no
processo, já será capaz de de
monstrar sua habil idade na efe
tuação do processo. O teste abai
xo pode ser usado com esta fi
nalidade. Foi empregado para
determinar o grau de eficiência
dos alunos que fazem divisão
pelo processo longo e pelo pro
cesso simplificado. ^ O teste é
composto de duas partes. A Pri
meira Parte contém exemplos
foceis, e a segunda, exemplos di
fíceis.

• Veja nota ao pé da pág. 273.

TESTE PARA MEDIR A EFICIÊNCIA EM oiuicx/NEM DIVISÃO POR DIVISORES DE UM
a l g a r i s m o

а) 2844 I_3_
б) 7826 1_5,
c) 1714 [_2_
d) 45663 LZ-
e) 1546 Ü

a) 4031 LL
b) 21211 L9_
c) 5100 1_7_
d) 2215 Li.
e) 31121 1_9

Primeira Parte

/) 6785 [_8_
g) 7589 1^
h) 27822 L4_
t) 2761 [6_
J) 8389 |_9
5*9«nda Parta

/) 2031 1_^
g) 2230 [9,
h) 50300 L8_
i) 4101 Li^
j) 4220 [9

D 6 5 9 5 [ L
m ) 3 7 0 3 15
n ) 7 8 3 8 16
0) 2 2 9 7 l_3_
P) 5 9 0 0 LA

0 21431 |8
m ) 6 1 2 4 L L
n ) 5 1 0 2 |8
0) 3 1 3 5 2 17
P) 2 3 0 3 LA

Exemplo fácil em divisão é
aquele cm fiuc não é necessário
o r cag rupamen to pa ra sub t ra i r
u m j u - ü d u t o d e u m d i v i d e n d o
parc ia l . Num exemplo d i f íc i l
este reagrupamcnto é necessário.
A solução dos exemplos a nas
duas partes mostra esta dife-
r e n ç a .

F i c i l D i f í c i l

2844{ 3 4 0 3 1

2 ^ 9 4 8 3 5

1 4 5 3

1 2 4 9

2 4 4 1

2 4 3 5

6

5 7 5 r 6

Não é necessário reagrupar e
subtrair no exemplo à esquerda,
mas o é no da direita.

O aluno que dá uma solução
correta aos exemplos das duas
partes do toste demonstra com
petência no processo c domínio
dos fatos fundamentais. Um alu-
*10 que atinge, o máximo de pon
tos neste teste ])rovàvolmentc
compreende «a maioria do traba
lho. f: possível, entretanto, con
seguir o máximo c ter uma com
preensão limitada do processo. O
teste mede a habilidade do alu-
"0 em computar a divisTio. O alu-
^0 que compreende bem o pro-
C0S.SO de divis<ão pode responder
^ questões relacionadas à solução
de um exemplo como o item i da
Ui-imeira Parle:

1) Qual é o va
lor posicioiml de 2761 j 6
cada algarismo no ^ 460 r t
d i v i d e n d o ? 3 ^

2) Por (juc o (|iio- 36
c i e n t e d e v e s e r u m ~ f
número de três algarismos?

3) Por (pie o (luocimite deve
ser maior do (pic 100 e menor do
(pie 500.'

4) Por (pie começamos a di
vidir da cs(picrda e não da di
reita como cm adição, subtração
e multiplicação?

5) () produto de 6 vezes o
primeiro algarismo do quociente
é 24. Que valor representa este
2 4 ?

6) O resto da subtração 27
menus 24 é 3. Que valor repre
senta este 3?

7) Por que abaixamos o 6
para o lado do 3, formando o
número 36?

8) Que valor representa este
36?

9) Por que o re.sto de cada
subtração deve ser menor do que
6 ?

10) Por que foi preciso es
crever zero no qiiocicnto no lu
gar das unidades?

11) Que representa o último
resto 1?

12) Por que o resto final
deve ser menor do que o divisor?

13) Como é possível provar a
solução para mostrar que a res
posta está correta?

14) Como você pode mostrar
que 46 r 1 nao e uma icsposta
sensata?
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15) Por qiic é preciso somar
o resto ao produto do divisor e
do quocicnte para encontrar o
d i v i d e n d o ?

16) Use os números dados e
faça i i in p rob lema envo lvendo
divisão. Dip:a qnal a idéia do di
visão representada pelo proble
m a .

Há poucos alunos das (lunrta
e sexta séries capazes de dar
uma resposta correta a tôdns es
tas perguntas. Quanto maior o
número de perguntas semelhan
tes (pie o aluno c ca]mz de res
ponder sobi'c divisão por um al
garismo, maior é a sua eompro-
en.são do proee.sso. A habilidade
em responder a uma lista extensa
de questões sobre divisão por
número de um algarismo repre
s e n t a u m d e s e n v o l v i m e n t o c o n s i
derável do compreensão mate
m á t i c a .

O Método Subtratívo de Divisão

Um estudo recente, feito por
Van Engen e Gibb,' comparou
o desenvoivimento em divisão de
dois grupos iguais da quarta sé
rie. Em um dos grujios, os alu
nos aprendei-am a dividir pelo
processo convencional; no outro,
os alunos aprenderam a dividir
pelo processo de subtrações su
cessivas. Neste processo, o aluno
usa sucessivas subtrações para

12

1 0

« Van Engen (Henry) e Qibb (E.
G.), General ilental Functions Asso
ciated with Division, Cedar Falls
Iowa! State Teachers Colhw, lOõô'
p á g . 1 8 1 . '

encontrar o quoeiontc. Usando-se
este processo, o exemplo 52 [_^
podo ser resolvido como
se vê ao lado. O ciuo- 521 2
ciente é igual à soma 20 10
dos números na coluna 32

I lu-Oit .- I , oi l 2G. ,0
Nao lia um ])adrão

lixado para a divisão
por este processo. Outro
aluno no gi'iipo pode 2
dar uma segunda solu- 1 ^
(:ão. Se ele não está .se- 26
guro do número de gru-
])o.s de 2 em 12, pode usar nin
agrupamento no (piai tenha mai.s
eerl(»za, eoino grupos de 2 em 6.
Rejieto o processo ]iara
encontrar o número de S2 | 2
grupos de 2 que há no 40 20
o u t r o .

. Van Engen e Oibh' ' 12 6
a p o n t a m v a n t a g e n s o ^
desvantagens dêste ])ro-
cosso de divisão comparado com
o processo convencional. As van
tagens podem ser expressas
c o m o :

1. Há apenas uma idéia geral
(subtração) em todo o desenvol
vimento do processo.

2. Desaparecem as dificulda
des com zero no quociente.

3. Não há diferença na ma
neira de proceder com divisores
de um algarismo ou formado de
vários algarismos.

4. Não é preciso dar ênfase
aos fatos de divisão aproximada

' Ihid., págs. 14-15.

porque não são necessários no
método subtrat ivo.

5. Não c prceiso ensinar os
passos do processo de divisão.

6. O processo é flexível, en
quanto o processo convencional
é rígido.

Os Autores apontam também
três desvantagens para o proces
s o :

1- O processo é novo para cs
profcssôrcs o, por conseguinte,
será difícil a sua introdução na
sala de aula.

2. O processo não é tão con
ciso quanto o convencional.

3. O processo faz uso extensi
vo de produtos que são múltiplos

10 e 100.

^ Os resultados da experiênciasão difíceis de interpretar. De
inodo geral não houve diferença
significante nos resultados apre
sentados pelos dois grupos. Al-
6uns aspectos foram mais favo
ráveis a um grupo c outros fa
voreceram mais a outro grupo,
-omo se pode ver pelo seguinte
sumário dos resultados: ^

^ No firu do programa da quarta®crio d(} Aritmética, espera-se que a
á̂éia do medida seja mais fácil

aqueles que aprenderam pelo
processo subtrativo e a divisão par-

b̂va mais fáeil para aquêles quo
aprenderam pelo processo coaven-
^lonal.

^̂ 3 crianças de nível intelectualI3 baixo têm menos dificuldade

' nid.
■' págs. 87-88.

em compreender a divisão se apren
derem pelo processo de subtrações
s u c e s s i v a s .

Aparentemente não liá diferença
de resultado entre grupos de alto
nível intelectual além daquela espe
rada, quando inteligência e desen
volvimento aritmético são controla
d o s .

A maioria das vantagens apre
sentadas aplica-se também ao
procc.sso convencional quando
ensinado de maneira adequada.
O aluno deve saber que a divisão
é uma forma abreviada de sub
trações sucessivas e deve saber
também como encontrar a res
posta para um exemplo por meio
de subtrações sucessivas.
Não há razão pela qual 12] 2
um aluno que aprenda o 5
fato 12 L2_ não seja ca-

6

paz de demonstrar quehá 6 grupos de 2 emjl2
por meio de subtrações
sucessivas ou pelo procedo exem-
plificado ao lado. É verdade quemuitos professores nao usam
PS rfornia para demonstrar umx̂pl̂de divisão. O aluno deve
ser eneorajado a usar processos
dêste tipo para de—
r̂-̂ ô&aTa sua aprendi

zagem a êste tipo. O homem inventou o processo convencionai,
que tem sobrevivido -aoforque é conciso. &te padrao de
exercício deve seguir as expe
riêneias com material expiorato-. rXim q»ando o aluno usa

2

2 1
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52 em dois grupos iguais a fim
de encontrar o quociente, como
no exemplo 52 |2_, êle forma 2
grupos de 10 e tem uma dezena
restante. Reagrupa a dezena com
as duas unidades fazendo 12 uni
dades, e divide então as unida
des. O processo convencional se
gue este padrão na divisão de
um grupo em dois grupos iguais.
O método subtrativo tem signi
ficação quando o aluno sabe
usar os s ímbolos.

O aluno que usa o processo
subtrativo, usa um processo me
nos imaturo do que aquele que
usa o processo convencional. O
professor prevê que o aluno usa
rá o processo convencional em
outras operações. Êle
pode lançar mão de
recursos que fac i l i
tem a aprendizagem
como no exemplo ao
lado; antes de ser
capaz de operar em um nívelmais elevado. O mesmo se aplica
à divisão.

A maior dificuldade na apren
dizagem da divisão provém da
ausência de exercícios bem gra
duados. Se o aluno aprende a
dividir pelo processo subtrativo,
o numero de algarismos no quo
ciente deve ser controlado cuida
dosamente. Se êle emprega o pro
cesso convencional, o divisor deve
ser controlado principalmente se
tem dois ou mais algarismos. As
sim sendo, é necessário controlar
o quociente em um caso e o di
visor no outro. Em ambos os ca-
803 deve haver uma graduação
de dificuldades bem controlada

6 Q
y 7 í

- 3 8

3 4

para que a aprendizagem do pro
cesso de divisão se torne .mais
fácil. Não há o que escolher en
tre os dois processos para justi
ficar a preferência de um sobre
o o u t r o .

d. DIVISÃO POR DIVISOR DE
DOIS ALGARISMOS

Em Que Série Iniciar

^ Convencionou-se introduzir t*divisão por dois algarismos na
quinta série, no todo ou em par
te. Há dois decênios atrás o tra
balho era dado na quarta série.
0^ processo não é tão difícil quenão possa ser ensinado na quar
ta série, mas, como Brownell ^
esclarece, a maioria dos alunos
não adquiriu ainda habilidade
suficiente para efetuar os outros
p r o c e s s o s u s a d o s n a d i v i s ã o a n
tes da quinta série. Do ponto de
vista de prontidão para divisão
com dois algarismos no divisor,
é aconselhável que se introduza
o processo na quinta série.

Apesar de haver concordância
quanto à época de introduzir a
divisão por dois algarismos, os
livros-texto variam muito no
grau de dificuldade dos exem
plos apresentados. Em divisão
por dois algarismos há uma am
plitude de dificuldade muito
maior do que em qualquer outro
dos processos básicos. É muito
mais difícil dividir no exemplo

' Brownell (William A.), "Arith-
metieal̂ admesa aa a Practical Class-room Concept", Elementary School
Jowrnal, 52:15-22.

professôra está mostrando a cnanças da segunda série uma divisão simples.
810
483

17 do que no exemplo
No primeiro exemplo,

est imado deve ser
igido para se chegar ao quoi

bé̂m̂^ ̂^̂ '*̂ d̂GÍro. É preciso, tam-
m u l t ' a r e s e r v a n a
. s u b t e r e a g r u p a r n a
lid Nenhuma dessas habi-pv„̂  ® necessária no segundo
cp„ algarismos é um pro-
seir é aconselhável que
Uiod *̂ "®̂nada em dois anos, de
Sells'̂  ̂  evitar muitas aprendiza-Qg ̂ nvas em uma mesma série.

nos quais é preciso
fíce/̂ û ° ̂ nociente são mais di-
QUop? aqueles em que o
ro estimado é o verdadei-

nibora o estudo tenha sido

( l . J ) e M e l b y e
7*ypeg "Relative Difficulty of

i n D i v i a i o n w i t h
Divisors", Journal of^l Eesearch, 3:3 401-414.

realizado com um programa em
que se dava ênfase n aprendiza
gem mecânica, é provável que («Lsmos resultados fossem obti
dos de uma experiência com
alunos que usam os processosetvenclonals para

anos de aprend.zagem.̂^̂^ ̂  ̂
t̂rd^ddr Na Bé™ »

- i T i . ' —
não é o verdadeiro.

. . - Prtr Três AlgarismosDivisão ror ir«» »

t roduçao de . J^^ iada
"'"ít-mf Srle. Não é porque

:fdo"quT""visáo por dois
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algarismos. Há muitos exem
plos envolvendo divisão por
três algarismos consideravelmente
mais fáceis pa
r a r e s o l v e r d o a b
que uma divi- 8461 201 72)
s a o p o r d o i s i — —
algarismos, como nos exemplosacima. É muito mais fácil di-
vidir no_ exemplo A do que em
m a i , i í l g a r i s m o s é

qua por dois em

rÓf Porros. For esta rasao mais o fato
de que um aluno de escola ele-
Tohr encontra um
?or tr̂s al«comrnH os autoresrecomendam que ela seja iniciada na sétima série. Nesta sério
mentra d.V '""Plota!s a,g\,trorfácil aprender ̂ .'"f'lf̂ 'o'Pente
divisor formado d̂ '
rismos. " ''owos alga-

""tt: do Quo.
diferences p̂r̂ âeada algarismo dn ̂ '̂""''tiva de
variação vem r q^ociente.» A

"smo-chave d ' „■̂ "'-̂ 0̂ alga-"lado de dois al« for-- fcr,^mo-chave pode ser r i'!®®'''»-
«considerado

tanto no sou valor absoluto como
no relativo. Assim, no dirisor
34, o aUjarismo-chave pode ser
tanto 3 como 30. Os autores re
comendam o u.so do valor abso
luto a fim dc capacitar o aluno
a usar aproximadamente o mes
mo processo de estimativa para
divisor de um algarismo e divi
sor de dois ou mais algarismos.

Hois dos processos mais co*
muns são os chamados método
aparente c mciodo do arredon
damento, O primeiro pode ser
designado como método de regra
única, e o segundo, método dc
d\uis regras. De acordo com o
método aparente, o valor do al-
garismo-chave permanece in*d-
tcrado qualquer que seja o alga
rismo das unidades. Assim, para
os divisores de 21 a 21), o alga'
rismo-ehavc é 2. Pelo método
aparente, o aluno arredonda o
divisor para a dezena menor.

Pelo processo de arredonda
mento, o algarisnío-eliave pcrmâ
nece inalterado se o algarism
das unidades é 5 ou menos.
o algarismo das unidades é G
mais, o algarismo das dezenas ̂
acrescido de uma dezena, r ai
os divisores de 21 a 25, o ^
rismo-chave é 2; para os divî
res de 26 a 29, o algarismo-cHa'
ve é 3. O aluno, usando o
todo de arredondamento,
a^a a dezena inferior se o a
rismo das unidades 6 5 oU tn
Hos de 5, e aproxima para a
zena superior se o algarismo
rinidades é 6 ou mais dc G.
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Vantagens e Desvantagens dos
Diferentes Métodos

O r o s s n i c k l c , M o r t o n , " O s
borne *- c I 'p ton real izaram
e s t u d o s s ô b r c o m é r i t o r e l a t i v o
dos dois diferentes proee.ssos de
estimativa do quoeicnte. lí.stas
pesíjuisas não estão de acordo
quanto ao grau de corre(;ão al
cançado pelos dois processos no
cálculo do quogiento verdadeiro.
O método de duas regras leva ao
verdadeiro fiuocientc numa por
centagem maior dc estimativas
do (jue o processo de uma regra
só. Por outro lado, há duas van
tagens favoráveis ao processo dc
regra única: primeira, o aluno
aprende apenas uma regra; se
gunda, é mais fácil perceber a
necessidade dc corr ig i r o quo
eicnte e também mais fácil fazer
a correção pelo .processo apa
r e n t e .

Vcjanio.s euidado.samente
exemplos A e B:

o s

' » G r o s s n i c k l e ( F. E . ) , " H o w t o
Estimatí- thp Quotient Figure in Long
Division", Elrmcntary School Jcnirnal,
3 2 : 2 9 9 - 3 0 6 .

«' Morton (R. L.), "Estimating
Quotient Figures when Dividing by
Tw o - P l a c e N u m b e r s " , E l e m e n t a r y
School Journal, 43:141-148.

" Osborne (W. J.), "Division by
Dichotomy as Applied" to Estimation
of Quotient Figures", Elementary
School Journal, 50:326-330.

" Upton (C. B.), "Mahing Long
Division Automatic", Tenth Yearbook
National Council of Teachers of
Mathematics, págs. 251-89. Nova Ior
que: Bureau of Publications, Tea
chers College, ColuTDbia University,
1 9 3 5 .

A

81 I 24
9 6 4

B

142 [ 26
1 0 4 4

A maneira dc pensar para a
estimativa do quocicnto é a mes
ma em ambos os processos para
o exemplo A. O aluno estima o
quoeicnte em 4 e multiplica. O
produto potle ser escrito ou en
contrado mentalmente. Imediata
mente o aluno descobre que 4 é
muito portiue o produto do quo
eicnte pelo divisor é maior do
que o dividendo. Para corrigir
o quoeicnte, o aluno diminui 1
e continua o processo até encon
trar o quoeicnte verdadeiro. Os
alunos usando ambos os métodos
descobrem a necessidade da cor
reção e fazem-na da mesma ma
n e i r a .

Em B, o aluno usando o pro
cesso de duas regras pensa em
3 como algarismo-chave e estima
o quociente em 4. Êle não tem
meio de saber se o quoeicnte é
correto ou não até que faça a
subtração e compare o resto com
o divisor. Isto pode
resultar em erros sé- ^^^61 36
r i o s , c o m o o c o r r e n o l o s
exemplo ao lado. 3^

Um es tudo exper i - 36
mental" sobre o mé- ^
rito dos dois proees-
SOS provou que não

3 1 1

G r o s s n i c k l e ( F. E . ) , " A n E x
periment with Two Methods of Esti
mation of the Quotient", Elementary
School Journal, 37:668-677.
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zenas. O aluno deve saber que
10 X 3 = 30 e que o seu corres
pondente em divisão é 30 | 10.

3A criança pode pensar na quan
tidade de dezenas de botões emum certo número de botões, co
mo 30, por exemplo/0 aluno es-
.creve o 3_no lugar das unidades
porque nao pode haver10 grupos de 10 em 30. 3o Mo
A solução completa será 30 a
escrita no quadro-negro. —

Na introdução da divisão por
fZ. ° P'-ofessor de-° problema domaterial a ser usado. De modogeral o uso de materiais exZratonos deve ser evitado Ztt

signifieação" do VocTo'?'!"qüência das etapas na pfMda operação. Cŝpldevem ter sido dominados na dT
laao por um algarismo. O usode matenais concretos na dwTeao por divisor de dois algaS"

mos nao ajudará nesse semif
por causa do tamanho dos números envolvidos. Por conseguti
nc^c^sS'nrr'°-̂"ga™. P»"- «lois

As primeiras experiências envolverão divisores múltiplos dê10 como 20, 30 etc. O professor
pode apresentar um problemi
como o seguinte: "Ouantno
pos de 20 há em 60r o M"
o problema não ter 8ienifif.n„-
social não tem importância O
problema para o aluno é saber

como usar o algarismo-chave pa
ra a estimativa.

A classe pode seguir caminhos
diversos para descobrir a solu
ção. Possivelmente a classe sabe
que a resposta é 3 grupos. Os
alunos podem demonstrar a so
lução da maneira seguinte:

1) Somar 20 tantas vezes até
encon t ra r a soma 60 .

2) Subtrair 20 de 60 até que
o resto seja zero.

3) Multiplicar 20 por núme
ros consecutivos até que o pro
duto seja 60.

4) Algum aluno poderá pen
sar: "Há seis grupos de 10 em
60. Haverá a metade de grupos
ae 20, isto é, 3."

Se o aluno não fôr capaz de
dar pelo menos uma das respos
tas sugeridas, êle não tem com
preensão bastante do processo pa-
ra jíontinuar o trabalho em di-
vwão. Se a classe já tem pronti
dão, o professor escreve o exem-
Pio no quadro. O aluno
b̂e que o quociente é 3. 60\J0problema, agora, é des- óo 3oorir um meio rápido de

encontrar o quociente. O professor leva-o a comparar o algaris-
nm das dezenas em cada um dos
números dados. O aluno descobre
que pode encontrar o quociente,
pensando: "6 | 2 ». Experimen-

então, esta descoberta em ou-
20tros exemplos, como 80

5 80 [ 40 .
O exemplo seguinte contém

*^8 algarismos no dividendo, co
nto 120 20. o alunp pensa'

DIVISÃO DE NÚMEROS INTEIROS 2 8 9

"12 |2 ". O problema, agora, é

54 I M
^ 2 r l 4
1 4

localizar este algarismo do quo
ciente. O aluno pensa: "10 X
X 20 = 200." O quociente deve
ser inferior a 10, logo, terá ape
nas um algarismo. O aluno pode
pensar também: "Em 120 há 12
dezenas. Como dezenas, elas não
podem ser divididas em 20 par
tes iguais. Reagrupemos as deze
nas em 120 unidades. O quocien
te será 6 unidades."

A e tapa segu in te inc lu i rá
exemplos em que o d iv idendo
não é múltiplo do divisor, como:
431 20 , 57 L20 , 123 1_^ ,
137 I 20 . O aluno es
c r e v e o r e s t o e m c a d a

operação, como no exem
plo ao lado.

Agora, o aluno devo estar
pronto para dividir por um nú
mero que não seja múltiplo de
10, como 21. Em todos os exem
plos, o quociente estimado deve
ser o verdadeiro e devo constar
de um algarismo apenas, como
em 63 | 21. Neste exemplo o alu
no poderá pensar: "Provàvel-
mcnte o número de grupos de
21 cm 63 é o mesmo de 2 em 6."

Há uma gi'ande variedade de
dificuldades em exemplos de di
visão nos quais o quociente esti
mado não é o verdadeiro, e o
divisor não é múltiplo de 10:

1) 631 21 Dividendo compos
to de dois algaris
mos, múltiplos do
d i v i s o r

2) 126 21 Dividendo compos
to de três algaris
mos, múltiplos do
d i v i s o r

3) 6 5 2 1 Resto no quociente
4) 7 5 2 1 F a t o d e d i v i s ã o

aproximada para es
t i m a t i v a

5) 7 2 2 4 Resen-a na mul t i
plicação

6) 7 4 2 3 Roagrupamento na
subtração.,

7) 1 4 2 3 4 C o m b i n a ç ã o
dos itens 5 e 6

8) COCO 3 5 0 quociente apa-
rente parece ser 10
o u m a i s .

Em exemplos desse último ti
po, o quociente parece ser 10
ou mais. Neste caso, o aluno mul
tiplica mentalmente por 10 e
compara o produto com o núme
ro a ser dividido. Desde que o
dividendo não é 10 .vezes o divi
sor, êle avalia o quociente em 9.
Naturalmente, 9 não é o quocien
te verdadeiro em todas as esti
mativas desse tipo, como se po
de ver no exemplo 215 [ 27. Ês-
tes exemplos são muito difíceis
para a maioria das crianças na
•escola elementar. Os autores re
comendam que os exemplos em
que haja necessidade de corrigir
o quociente estimado para encon
trar o verdadeiro sejam introdu
zidos numa série diferente da
quela em que é introduzida a di
visão, na qiial o quociente esti
mado é o verdadeiro.
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-í?.
6 3

6 3

Já discutimos a estimativa do
quociente quando êle tem apenas
um algarismo. Para a estimati
va quando há número de dois ou
mais algar ismos seguem-se os
mesmos processos. No 4331 2\
exemplo ao lado, o alu
no tem que decidir se o
quociente é maior ou me
nor que 10. Desde que
10 X 21 = 210, o quociente se
rá maior do que 10. Pensará,
então: "4 1_ "̂. O 2 no quociente

2

representa dezenas e será escrito
no lugar das dezenas.

^ Depois que o aluno se familiariza com a estimativa de quo
ciente de dois algarismos, êle po
de usar processos semelhantes pa
ra verificar se o quociente terá
três algarismos. Neste caso, mul
tiplica o divisor por 100 e com
para o produto com o dividendo.

Classificação das Eillmalivas do
Quociente

Ê muito mais fácil encontrar
o quociente verdadeiro em al
guns exemplos do que em outros
Pelo uso do método aparente'
para estimativa do quociente, os
diferentes tipos de estimativa po-
dem ser classificados como se
& u e :

1) O quociente ê evidente
c o m o 2 4 3 2 3 . '

10 r 13
2) O quociente estimado é o

verdadeiro, como 142 34,

3) O quociente verdadeiro é
uma unidade menor do que o es
timado, e a necessidade de cor
reção é evidente, como 90 | 36 .

4) O quociente verdadeiro é
uma unidade a menos do que o
estimado, mas a necessidade de
correção não é evidente, como
142 36.

5) O quociente estimado de
v e s e r d i m i n u í d o d e d u a s o u
mais unidades para encontrar o
verdadeiro, como 180 | 26.

6) O quociente exige muitas
correções, como, por exemplo,
quando o divisor e.stá entre 13 e
19, como 82 [_17 ou 110 | 17.

O quociente é evidente quan
do o dividendo está na mesma
década ou em década menor do
que a do divisor. Em tais exem
plos, o primeiro quociente é 1 ou
í^ero. Todos os zeros no quocien
te representam estimativas evi
dentes. Em muitos casos, quan
do o quociente é 1 o aluno não
precisa usar o algarismo-ehave
para efeito de estimativa. Com
para o dividendo com o divisor
o, intuitivamente, decide que o
quociente é 1.

No tereeeiro tipo, o quociente
verdadeiro é uma unidade menor do que o quociente estimado
c a necessidade de correção é evi
dente, como no exemplo 81 L̂ '
O aluno estima o quociente co-

4, mas é evidente que 4X3é maior do que o 1 em 81. Se a
necessidade de corrigir o quo
ciente é clara, o número de de
zenas do dividendo parcial ®

múltiplo do algarismo-chave. Se
o divisor é 23, o quociente esti
mado para cada um dos dividen
dos seguintes deve ser corrigido
para se encontrar o quociente
verdadeiro, mas esta necessidade
dc correção 6 clara, 42, 65, 86,
^3, m, 144, 168 e 189. O nú
mero de dezenas sublinhado cm
cada dividendo é um múltiplo
de 2. Algumas vezes, vê-se logo
que o quociente precisa ser cor
rigido, mas diminuir uma unida
de apenas não é bastante para
SC encontrar o quociente verda
deiro. No exemplo 142 j 28, o
quociente estimado é 7. E claro
que o 2 no lugar das unidades
não contém 7 X 8. O aluno ex
perimenta 6, mas o produto de
6 X 28 é maior do que 142, lo
go é necessário experimentar 5
para encontrar o quociente ver
dadeiro. O quociente verdadeiro
tem 2 unidades menos do que o
quociente estimado e, pelo me
nos em uma das tentat ivas, a
necessidade de correção não é
evidente.

Na quarta classificação, o quo
ciente verdadeiro tem uma uni
dade de menos do que o quocien
te estimado, mas a necessidade
de correção não é clara, como em
132 I 24. Em exemplos como es
te, o número de dezenas do divi
dendo parcial não é múltiplo do
divisor. Se não é evidente que
o quociente deve ser corrigido, o
aluno pode escrever o pi'oduto
do quociente e do divisor de
baixo do dividendo parcial, com
parar esses dois números e, en

tão, apagar o trabalho. Pode,
também, multiplicar mentalmen
te e comparar o produto com o
dividendo parcial. O primeiro
processo é longo e desaponta o
aluno; o segundo é difícil de exe
cutar. Em qualquer dos casos,
esta fase da divisão é difícil pa
ra a criança da escola elementar.

A sexta classificação inclui os
divisores dc 13 a 19, inclusive.
Qualquer que seja o método de
estimativa usado, a maioria das
estimativas deve ser corrigida
para se encontrar o quociente
verdadeiro. Usando-se o método
aparente para o exemplo
ao lado, o primeiro quo- 97 \ I6
ciente estimado é 9, mas
o quociente verdadeiro é 6, ou 3
u n i d a d e s m e n o s . U s a n d o - s e o
processo de arredondamento, o
quociente estimado é 4, mas o
quociente verdadeiro é 6, isto é,
m a i s 2 .

Correção do Quociente

Há dois tipos de estimativa
que podem ser corrigidos pela
redução de 1 no quociente esti
mado, seja a necessidade de cor
reção evidente ou não. No exem
plo 152 [ 34, o aluno estima o
quociente como 5. Desde que
5 X 30 = 150, é evidente que
5 X 34 será maior do que 152. O
professor pode mostrar êste fato
à classe. Muitos alunos percebe
rão que o algarismo das unida
des do dividendo é menor do que
5 vezes 4. Êsses alunos podem
corrigir o quociente sem escre
ver o produto do quociente pelo
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divisor debaixo de 152. Os alu
nos que não puderem fazer os
cálculos mentalmente, escreverão
todos os números e depois apa
garão para fazer as correções de
v i d a s .

Se a neec.ssidade de correção
não é evidente, como no exemplo
135 36, o aluno escreve o pro
duto do quoeicnte pelo divisor c
compara com o dividendo. Para
corrigir êle apaga os números in
corretos. O professor deve esti
mular o aluno a computar men
talmente para ver se o produ
to é menor que o dividendo. Al-
grins alunos são capazes de ope
rar mentalmente, mas a maioria
obtém mais sucesso com os núme
ros escritos. Por conseguinte,
uma certa quantidade de tenta
tivas é parte do trabalho de di
visão se o quoeicnte estimado
tem que ser corrigido para se
encontrar o quoeicnte verdadei
ro e esta correção não é evidente.

Divisores de 13 a 19

Os divisores de 13 a 19 .são os
mais trabalhosos., Não é difícil
encontrar o quoeicnte em todosos casos que envolvem êsscs dt
visores, como 155 [Ji,
f T c n n ™ d ificuldade e maior do que em
qualquer outra década. Um meiode facilitar o trabalho do aluno
e organizar uma tabela para um
determinado divisor, eomo 17
por exemplo. Ao lado está uma

1 X 1 7 = 1 7
2 X 1 7 = 3 4
3 X 1 7 = 5 1

9 X 1 7 = 1 5 3 ,

parte d;i tabela. O
aluno não é obiãga-
do a memor izar a
tabela como faz com
os fatos fundamen
tais da iniiitipliea-
ção. Deve familia-
rizar-sc com êstcs produtos de
modo a fazer uma estimativa que
seria real ou muito próxima.

^luitos alunos acharão melhor
escrever o produto de 5 vêzcs o
divi.sor para facilitar a estima
tiva. Para o divisor 16, o aluno
escreve 5 X 16 = 80 para guiar
a estimativa. No exem- 9i2|_j6
pio ao lado elo pode ver
qtie o primeiro quocien- "̂ 2
te parcial é 5 c que o
segundo poderá ser 6 ou 7. Êstc
processo* é aeonseliiável até que
o aluno possa dispensar tal a^"
x í l i o .

Auxílios em Òutros Processos de
Divisão

Uma das razões pelas quais o
Processo de divisão se torna maisdifícil é porque envolve multi
plicação e subtração. Os aluims
cometem mui tos er ros tanto na
multiplicação como na subtraçãoe na estimativa do quocientCv
Um dos melhores meios de de
senvolver no aluno a habilidadede ̂ multiplicação e subtraçãô  ®
fazê-lo dividir. À medida que êle
vai dividindo, os processos • de
m.ultiplieação e subtração vão
sendo focalizados. Para isto o
aluno pode fazer divisões em
ê dado o quoeicnte. Êle efetua

a o p e r a ç ã o p a r a p r o v a r q u e o

quoeicnte está correto. No exem
plo abaixo, o quociente é 78 e o
resto 28. O aluno completa o tra
balho. Se o resto não íor 28, êle
sabe que cometeu algum êrro na
multiplicação, na subtração ou
e m a m b o s o s c a s o s .
Exercícios deste tipo 5332 | 68
são muito bons, prin- 78r28
eipalmente se o divi
sor envolve as décadas maiorCvS e
se cada algarismo do quoeicnte
é 4 ou mais.

T a b e l a P a r a A l u n o s M a i s L e n t o s

Alunos de aprendizagem mais
lenta acham o processo de divi
são muito difícil. Não se pode
exigir que êles resolvam o pro
cesso da mesma maneira que os
outros. O uso de uma tabela sem
pre ajuda o aluno lento a obter
maior sucesso do que o que obte
ria sem uso de nenhum auxílio.

A t a b e l a a o l a
do foi organizada
para o divisor 27.
Essa tabela é típi
ca para fiua lqucr
d i v i s o r . O s n i i m c -
ros dentro dos pa
rênteses indicam a ordem em que
deve ser organizada a tabela. O
aluno começa com o divisor, e
vai calculando dobros até que a
tabela contenha 8 vezes o divi
sor. Escreve, então, 10 vezes o
divisor e vê metade desse produ
to para encontrar 5 vezes o di
v i s o r .

Nem todos os produtos das
multiplicações de 1 a 9 são da

( 1 ) 1 2 7

( 2 ) 2 5 4

. ( 3 ) 4 1 0 8

{ 6 ) S 1 3 5

( 4 ) 8 2 1 6

( 5 ) 1 0 2 7 0

dos, mas o aluno já tem bastan
te paVa trabalhar com um míni
mo de tentat ivas. O aluno usa
a tabela para encontrar o quo
ciente em exemplos do tipo
92 Ljy , 145 Un , e 243 | 27 .
Depois de aprender a fazer e a
usar a tabela, êle já deu um gran
de pa.sso em divisões com dois al
garismos no divisor. Não é pre
ciso fazer uma tabela para o di
visor 21; mas, para os divisores
em que uma gi 'ande porcenta
gem de estimativa não dá o quo
ciente verdadeiro, a tabela é um
grande auxiliar.

P r o v a d a D i v i s ã o

Se o dividendo é múltiplo do
divisor, o produto do divisor pe
lo quociente é igual ao dividen
do. Se o dividendo- não é múl
tiplo do divisor, a soma do res
to e do produto do divisor pelo
quoeicnte é igual ao dividendo.
Um dos meios de tirar a prova
da divisão é multiplicar o di
visor pelo quociente, somar o res
to ao produto e, então, compa
rar a soma cora o dividendo. Um
estudo feito em que os alunos
tiveram que tirar a prova de
175 000 exemplos demonstrou a
ineficácia do processo.'" Nessa
investigação a prova foi tirada
pela multiplicação, num progra
ma em que a aprendizagem erá.
baseada na mecânica e não na
compreensão.

" Grossnickle (Foster E.), "To
Check or Not to Chock", Elementary
School Journal, 36.:35-39.
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Os alunos tiraram a prova do
modo mecânico, como se pôde de-
tenninar pelos meios usados. Os
alunos forçavam a prova. Sc o
produto do divisor pelo quoeien-
te não era igual ao dividendo, a
operação-prova era alterada de
modo que os números do i)rodu-
to ficassem iguais ao dividendo.
Os alunos não refaziam a divisão
para encontrar um quociente di
ferente. Êles mudavam a multi
plicação de modo que o produto
ficasse igaial ao dividendo. As
sim, tirar a prova da divisão pela multiplicação ein um progra
ma baseado na mecânica é tão
ineficaz na correção dos resul
tados quanto o não-emprêgo da
p r o v a .

Prelos resultados desta investigação, pode-se concluir que é tão
importante ensinar a significação
da prova como é o ensino da
lunçao e significado do proccs-so. q aluno deve compreender a
iunçao da prova, por que é usa
da, a relaçao entre os processos
inversos envolvidos, e como apli-
car esta verificação. A verifica
ção se transfoi-ma, neste caso
numa parte do processo dá
apiendizagcm. Parece perda de
tempo mandar os alunos tirar a
prova de todas as operações. Tal-
vez seja iitii a verificação em
exemplos alternados, ou em eada terceiro ou quarto exemplo
Em certo dia todos os exemplos
sao verificados, em outros ne
nhuma prova é tirada. A prova
tirada de maneira mecânica e
sem sentido deve ser eliminada
do programa de Aritmética.

Um meio e fe t i vo de ver ifica
ção é arredondar os números e
dar uma resposta aproximada
para ver se é razoável. Assim, no
exemplo 2635 L56, o aluno po
de ver que o (}Uocicnte ficará en
tre 50 e 40. Se ele pensa eiu 56
como 50 c em 2 635 como 2 600,
êle avalia o quociente em 50. Se
êlc pensa cm 56 como 60, a esti
m a t i v a r e c a i r á e m 4 0 . U m a r e s
posta entro 40 e 50 será razoável.
Êstc tipo de verificação não ga
rante correção na efetuação da
operação, mas ajuda o aluno a
ver lógica na resposta. Os auto
res recomendam este tipo de ati
vidade principalmente para os
alunos superiores.

Teste-Diagnóstico para Divisão
Por Dois Algarismos

Depois que o aluno aprendeu
a dividir por dois algarismos em
todos os tipos de exemplos, o pi'o*
fessor deve aplicar um. testc-
diagnóstieo. Um teste como o
segue pode ser usado para este
fim. O Capítulo 16 descreve as
características de um teste-diag-
nóstieo e mostra como usá-lo.

1) 14Ó 1 20 740 I 3 0 678 LfO
2 ) 5 3 4 1 23 5160 1 5 6 1074 LÜ
3 ) 1 7 2 0 1 43 1417 [ 3 5 6528 Li2
4 ) 8 4 6 i 24 1638 l 4 5 3659 Lil
S ) 1 6 2 9 4644 [ 5 6 3115 [Ji
6 ) 1 8 8 0 1 26 2811 [ 3 8 3213 Lil
7 ) 7 2 3 Ü l 9123 [ 1 6 1552 LU

Uma operação descritiva dos
exemplos em cada item é a se
guinte;

1) O divisor ô míiltiplo de 10.
2) O quociente estimado é o

quociente verdadeiro.
3 ) O ze ro apa rece no quo

c i e n t e .

4) O quociente verdadeiro é
um menos do que o estimado, e a
necessidade de correção é evi
d e n t e .

5) Igual ao item 4, mas a ne
cessidade de correção não é evi
d e n t e .

6) O quociente verdadeiro é,
pelo menos, dois menos do que o
quociente estimado.

7) O divisor está entre 13 e
1 9 .

Supõe-se que o aluno use o mé
todo aparente para a estimativa
do quociente.

O leitor pode concluir que
grande parte da discussão perti
nente ao processo da divisão é
baseada na aprendizagem conec-
cionista e atomística. Em parte
i s t o é c e r t o . O s a u t o r e s s u s t e n
tam firmemente o ponto de vista
que a significação do processo e
as idéias nêle envolvidas são con
ceituais. Tais conceitos são ela
borados através de uma-grande
variedade de experiências, como
foi visto cm várias partes do Ca
pítulo. Por outro lado, aprender
a efetuar uma divisão pelo pro
cesso convencional envolve uma
aquisição de habilidades maiores
do que a necessária para a com
preensão da estrutura do siste

ma de numeração. A gradação
dos exemplos de acordo com a
dificuldade provou ser efetiva na
aprendizagem de como dividir na
f o r m a c o n v e n c i o n a l .

e . C O M P R E E N S Ã O D A S R E L A
ÇÕES ENTRE MULTIPLICA
ÇÃO E DIVISÃO

Princípio Básico a Ser Aprendido-

O aluno que não é capaz de
descobrir a relação entro pro
c e s s o s i n v e r s o s d e m o n s t r a u m a
compreensão matemát ica mui to
l im i tada . No es tudo dos fa tos
fundamentais êle aprendeu como
identificar os quatro fatos fun
damentais derivados de três nú
meros, como na ilustração A.
Deveria ser capaz, também, de
escrever os quatro exemplos com
os números em B.

4 1 2 8 1 4 1 1 2

Êstes números podem ser apre
sentados como na ilustração, ou
na forma convencional: 112 [ 8 .

1 4
No último caso, o aluno deve ser
capaz de escrever os dois exem
plos de multiplicação correspon
d e n t e s .

Os alunos mais espertos desco
brirão logo o. princípio básico
que se aplica a êstes números,
como são apresentados na ilus
tração. Se um dos fatores é ocul
to, como o 3, o produto 12 c o
outro fator podem ser vistos. Ê
possível encontrar o outro fator,
dividindo 12 por 4. O princípio
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matemático interessado pode ser
expresso assim; Se o j>roduto
dois 7nhneros e um dos núyncros
são dados, o outro número pod^
ser encont rado d iv id indo-se o
■produto pelo número dado.

Atividades de Enriquecimento
em Multiplicação e Divisão

Uma boa atividade para enri
quecer o programa de multipli-
cairão consiste em os alunos or
ganizarem exemplos poia ordem
de 'tamanho do produto, como:

A ) 5 7 5 7 5 7 5 7 5 7
X 6 X 8 X 12 X 22 X 2

B ) 3 6 7 1 1 4 8 3 2 7
X ts X 15 X TS X 15 X 15

O aluno pode tentar organizar
pelo exame montai, antes de efe
tuar as multiplicações. Se não
for capaz, multiplica ontão o de
pois organiza. O professor esti
mulará os- alunos superiores a
expressar a gcneralizacrio que se
aplica ao primeiro conjunto de
exercícios. Para ilustrar, no con
junto A, uma forma concisa de
fteneralização é a seguinte: Seum numero é multiplicado por
ûrios números desiguais, quanto menor o multiplicador, menor

scra o produto.

Pode-sê  fazer a me.sma coisadivisão. O professor deixa
Que os alunos oi-ganizem os. emplos, de acordo com o tama-

simples observação. Em segiúda,
otetuam as operações e ve-

rificam se a organização está cor
r e t a .

Se o aluno não foi capaz de
descobrir, mentalmente, o padrão
de organização, efetua primeiro
as operações c depois ordena-as
de acêrdo com o e lemento en
contrado. Os scg^iintes exem
plos mostram que o divisor, o
quocientc e o dividendo podem
v a r i a r :

A )

144 144L_Í2 144 [_48 144 [_J^
o < 5 í 7

B )

144 I ? 144 I ? 144 I ? 144
16a 4 8

C )

240 I 16 960 I 16 256 | 16 112 LÜ

D )

576 I ? 144 [_^ 312
2 4 2 4 2 4

Os alunos mais espertos
ser capazes dc expressar
lizaçõcs já aprendidas ^ «ji-
çôcs. A generalização que
ea ao item A pode ser exp
assim: Sc as frações tem ®
m o n u m e r a d o r e j j ^ n o -
d i f e r c n t c s , q u a n t o d a
minador, menor será o q-,
fração. Para os cxcmpios ̂
Se as frações tem
rcs ig îais c uumcradoie
rentes, quanto maior o u
dor, maior será o valor oa
ção.

Somente os , ^upida^^
mental superior tcrao
para aplicar estas gencralî at
c m d i v i s ã o .

QUESTÕES, PROBLEMAS E TÓPICOS PARA DISCUSSÃO

1. Use o fato 18 |_6_ e faça
problemas para representar
as duas idéias de divisão.

2. Que idéia de divisão se apli
ca na redução de metro a
d e c i m e t r e ?

3. Escreva quatro
exemplos com os 11801121 is |
números ao lado:

4. Mostre como você dramati
zaria as duas aplicações dc
d i v i s ã o .

5. Use o fato 13 | 3 e faça
problemas para representar
cada tipo de resto.

6. Mostre por que você ensina
ria ou não ensinaria a divi
são pelo processo simplifica
do quando o divisor é for
mado de um algarismo só.

7 . Mos t re como encon t ra r o
quociente no exemplo ....
235 LA usando o método
subtrat ivo.

8. Faça uma avaliação do mé
todo subtrativo de divisão.

9. Faça uma lista de pelo me
nos 12 compreensões dife
rentes para que o aluno pos
sa dominar completamente o
processo de divisão.

10. Discuta as vantagens e des
vantagens de se ensinar
tôdas as fases de div isão
por dois algarismos em uma
mesma série.

11. Faça uma pesquisa sobre
os processos de estimativa
de quociente adotados pelos
alunos de sua classe. Dê,

pelo menos, três diferentes
métodos de es t ima t i va .

12. Faça uma l ista das vanta
gens e desvantagens do mé
todo de regra única e do
método de duas regi'as usa
dos para a estimativa do
quociente.

13. Use o método aparente de
estimativa do quociente para
o divisor 27 e organize
exemplos em que o quocien
te es t imado se rá :

a) Evidente
b) Verdadei ro
c ) Uma un idade ma io r do

que o quociente verda
deiro, mas a necessidade
de correção é evidente

d) A mesma coisa, mas a
necessidade de correção
não é ev iden te

e) Dois mais do que o quo
c i e n t e v e r d a d e i r o

f) Três mais do que o quo
c i e n t e v e r d a d e i r o .

14. Enumere alguns recursos de
que você, como professor,
lançaria mão para fazer com
que os alunos atentos pos
s a m o b t e r s u c e s s o n a d i v i
são por um divisor de dois
algarismos.

15. Dê sugestões para o enri
quecimento do programa de
divisão para os alunos mais
bem do tados .

SUGESTÕES PARA LEITURA
Bruecliner, L. J., Grossnickle, F, E.

and Beckzeh, J. Developing Mathe-
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Adição e Subtração de Frações

lyf uiTAS OPERAÇÕES oiivolvcndo^ frações diferem em alguns
aspectos daquelas com números
inteiros. Um aluno que compre
ende os princípios básicos das
re lações entre in te i ros precisa
descobrir como esses princípios
operam com frações ordinárias,
para que ele possa proceder efe
tivamente com esta nova espécie
d e n ú m e r o .

Neste Capítulo discutiremos os
seguintes tópicos:

a. Significado de fração or
d i n á r i a

b. Materiais para o ensino
de frações ordinárias

c. Desenvo lv imento dos con
ceitos sobre frações ordi
n á r i a s

d. Adição de frações onli-
n á r i a s

e. Subtração de frações or
d i n á r i a s

a. SIGNIFICADO DE FRAÇÃO
ORDINÁRIA

Uma Fração Exprime Diferentes
I d é i a s

No Capítulo 2 mostrou-se que
o homem descobriu o uso das

frações ordinárias bem depois
de aprender a usar os números
inteiros. A fração ordinária é um
novo tipo de número. Como as
sinalou Newsom, não há um in
teiro que satisfaça a definição
de 1 dividido por 2, não há um
inteiro que, quando multiplica
do por 2, tenha como produto 1.
A s s i m t o r n o u - s e n e c e s s á r i o e x
pandir o sistema de numeração
para satisfazer esta nova situa
ção. Newsom^ expressou muito
bem esta idéia do seguinte
m o d o :

Os estudantes devem compreen
der... que a evolução das idéi.as
n u m é r i c a s e s t á i n t i m a m e n t e r e l a c i o

nada com as exigências das várias
operações. No caso de 1 dividido
por 2, o número novo criado 6 uma
d a s f r a ç õ e s ; t e m u m n o m e : u m -

meio, e é escr i to , convenientemente,
c o m o N a t u r a l m e n t e e m u m a

apresentação a estudantes elemen
tares, uma fração pode ser descri
ta como uma ou mais partes iguais
da unidade, ou, talvez, uma das par-

' Newsom (C. V.) , "Mathomat icnl

Background Needed by Teachers of
A r i t h m e t i c " , F i f t i e t h F e a r h o o k o f
the National Society for the Study
of Bdrucation, 11:241, Chicago: Uni
versity of Chicago Press, 1951.



3 0 0 ENSINO DA AElTilÉTWA PELA COilPREENSAO ADIÇÃO E SUBTRAÇÃO DE FRAÇÕES 3 0 Í

l e a I g u a i s d e d i v e r s a s u n i d a d e s .

Basicamente, porém^ não deve ser
esquecido que lama fração 6 um tm*.
mero tiôvo, criado para completar
o s t n f e í r o í . *

^Newsom ar̂ mentou, com pru
dência, que o estudo inicial da
fração ordinária deve operar
com uma fração como parte igual
de um todo. Êste é o conceito de
fração,̂  geralmente, mais compreensível devido às aplicações
s o c i a i s .

Toda fração ordinária é uma
divisão indicada, o que significa
que uma fração ê o quocicnte de
dais números inteiros. O Capí
tulo 9 demonstrou que a divisão
representa duas idéias básicas,
isto é, o conceito partitive e a
comparação ou razão. Assim, o
quociente deve repre.scntar uma
ou mais partes iguais nas quais
é dividido o número, ou a razão
entre dois números. Cada fra
ção, que representa uma ou mais
partes iguais nas quais um in
teiro ou um gi-upo é dividido,
tem o mesmo significado que
uma divisão partitiva. A metade
de uma barra de doce significa
uma das duas partes iguais em
que foi dividida a barra. A fra
ção ^ significa um inteiro divi
dido em duas partes iguais. A
fração designa o tamanho das
partes iguais. Isto é divisão par
t i t i v a .

A fração unitária que repre
senta uma divisão partitiva tem
só um significado. A fração uni-

Grifos doa Autores.

tána tem I como numerador,
como l".

A ̂ fração que representa uma
divisão partitiva tem dois sig
nificados se o numerador da fração é maior do que 1, como na
fração f. Pensemos em ̂  como
representando uma parte fracio
nária de 1 m de fita. A fração f
podo representar 3 das 4 partes
Iguais em que foi dividido um
metro. O todo é dividido em
partes iguais e um certo número
dessas partes é considerado. A
fração | pode, também, repre
sentar uma das 4 partes iguais
em que 3 foi dividido. Nesta si
tuação, um pedaço de fazenda
com 3 m de comprimento é divi
dido em 4 partes iguais. O 3 é
dividido em 4. Assim, na inter
pretação do significado de uma
fração devem ser considerados
tanto o número de partes como
o tamanho das partes.

O ̂ segundo significado de uma
fração indica a comparação de
duas quantidades. Se João tem
Cr.$ 2 e Ricardo Cr$ 3, podemos
comparar as duas quantias pela
subtração ou pela divisão. Pode
mos dizer que João tem Cr$ 1
menos que Ricardo, ou que Ri
cardo tem Cr$ 1 mais que João.
■As duas quantias podem ser
comparadas também pela divi
são. Neste caso, dizemos que
João tem dois-terços da quantia
de Ricardo. Assim, a fração §
expressa a razão entre as duas
quantias. A fração § é o quo
ciente de 2 dividido por 3. O
quociente representa o conceito

de uma fração expressa como
r a z ã o . t

Uso Social das Frações

A expressão uso social dos fra
ções refere-se às frações que são
usadas nas at iv idades da v ida
diária. Tais frações são metades,
quartos e oitavos, largamente
usadas nos Estados Unidos por
que representam partes das uni
dades de medir do Sistema In
glês.

O Capítulo ■ 14 mostra que o
Sistema Inglês de Medidas di
fere do sistema de numeração
decimal, porque esse último tem
uma base decimal. Com exceção
do sistema métrico, muito pou
cas são as medidas divididas de-
cimalment.e. A maioria das me
didas comuns ao Si.stema Inglês
d e M e d i d a s é d i v i d i d a h i n à r i a -
mente. Assim, a polegada é divi
dida em metades, quartos, oita
vos e dezesseis avos. Há 16 onças
numa l ibra, daí a parte fracio
nária de uma libra ser expressa
na escala binária. A mesma divi
são aplica-se a certas medidas de
líquidos, c a certas medidas de
capacidade. Assim, pode-se com
p r e e n d e r c o m f a c i l i d a d e p o r
que frações envolvendo metades,
quartos c oitavos constituem a
grande maior ia das ap l icações
sociais das frações ordinárias
n o s E s t a d o s U n i d o s .

É importante que o professor
compreenda que as frações que
rep resen tam d i v i são pa r f i t i va ,
ou parte do uma unidade de me
dir, podem ser somadas ou sub

traídas. Assim, ^ de polegada e
f do polegada podem ser combi
nados. Por outro lado, frações
q u e r e p r e s e n t a m r a z ã o n ã o s ã o
somadas ou subtraídas. Se a ra
zão entre o comprimento de dois
lápis é f o a razão entre o com
primento de dois outros lápis é

não é possível somar ou sub
trair essas razões e ter uma res
posta que se ajuste à situação
descrita. As frações que repre
sentam medidas podem ser com
binadas, mas as -frações que re
presentam razões não podem ser
c o m b i n a d a s .

Vamos considerar as frações
mo.stradas nos seguintes exem
plos e decidir se estes e.xemplos
podem ou não ocorrer em pro
b l e m a s d a v i d a d i á r i a :

1. i 2. I 3. 1 4. 1 5. 1
i 4 4 i I4 5 5 3 4
1 i i I I8 4 5 0 5

As frações dadas, com exceção
dos meios, podem ter outros nu-
m e r a d o r c s a l é m d e 1 . U m n ú
mero misto pode ser substituído
por uma fração imprópria desde
que o denominador da fração
do número misto seja o mesmo
do denominador dado, como, por
exemplo, substituindo 2̂  por

As frações do exemplo 1 po
dem aparecer quando as medi
das são expressas como partes
fracionárias. Assim sendo, a fra
ção adquire uma significação
socia l .
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As frações do exemplo 2 po
dem aparecer cm instrumentos
de medir, como um copo. As me
didas em um copo para medir
são graduadas cm terços e quar-

tos. Entretanto, a pessoa que
usa um copo de medir nunca
tem necessidade de somar os in
gredientes medidos em duas uni
dades não-relacionadas.

Provàvelmente as frações nos
exemplos 3, 4 e 5 não ocorrerão
num problema de significação
social.

Ainda que o menor denomina-
dor-comum usado na adição das
frações dos exemplos dados aci
ma não exceda de 24, exceto no
exemplo 3, a maioria dos exem
plos não é indicativa de aplica
ções sociais das frações em nos
sos afazeres diários. Estas fra
ções não têm significação social
quando agrupadas como foram
indicadas. Cada uma das frações
podia representar uma situação
social, mas o agrupamento de
frações com denominadores dife
rentes destroi a utilidade social
das frações num dado exemplo.

A função ou uso de uma fra
ção determinaria a espécie de
fração a ser ensinada. Visto que
somente frações que representam
medidas podem ser combinadas,
somente frações que são expres
sas na escala binária de medidas
devem ser somadas ou subtraí

das, dependendo da significação
social do problema. O quociente
de quaisquer dois inteiros pode
representar uma razão, mas não
somamos nem sub t ra ímos razões .
Por conseguinte, a utilidade so
cial das frações afetaria o seu
ensino somente em se tratando
de processos de adição e subtra
ção.

Diferenciação de Currículo em
Frações

As operações com frações po
dem-se tornar bastante difíceis
pa ra mu i tos a lunos da esco la
elementar. Adição e subtração
de frações com denominadores
diferentes, tais como e j en
volvem um processo difícil. O
aluno pode encontrar grande di
ficuldade em substituir essas
frações pelas frações equivalen
tes com denominadores iguais,
como é necessário para se achar
a soma de frações ou a diferen
ça entre elas. Já foi citado que
as frações para serem combina
das, como em adição ou subtra
ção, devem corresponder ou re
presentar uma unidade de me
dida. Sobre tais condições, as
frações teriam naturalmente de
nominadores iguais. Se os deno
minadores são diferentes, um
dos denominadores seria o deno-
minador-comum, como acontece
com i e Isto não é difícil para
os alunos nas quarta e quinta
séries, que são as séries conven
cionais para o ensino de adição
de frações, permitindo que os

alunos consigam sucesso na adi
ção de tais frações.

O c r i t é r i o d a u t i l i d a d e s o c i a l
deve ser aplicado às frações que
são ensinadas a oIutios de apren-
dizagenei lenta. A êsses alunos
seria dado trabalho envolvendo
adição ou subtração daquelas
frações que têm aplicações so
c ia is .

Os alunos que progridem rà-
pidamente na Aritmética não
fi c a r i a m l i m i t a d o s a o e s t u d o
das frações socialmente usadas.
Como af i rmou Newsom, f ração
é um novo tipo de número. Há
certos princípios matemáticos
básicos que governam as opera
ções com frações. O aluno bem
sucedido em Aritmética pode ex
pandir seu conhecimento de con
ceito de número para estudos
ulteriores dos fundamentos ma
temáticos e características desta
nova espécie de número. Toda
via, o currículo relacionado com
o estudo de frações seria dife
renciado a fim de ajudar no
ajustamento do trabalho à capa
cidade e habilidade do aluno.

Distribuição do Ensino da Adi
ção • Subtração da Fraçõas

O Capítulo 9 mostrou que o
ensino da divisão de inteiros se
ria estendido ao longo das di
ve rsas sé r ies . Des te modo , a
aquisição de um grande número
de novas aprendizagens necessá
rias ao domínio do processo não
ser ia acumu lada em uma ún i
ca série. O mesmo plano seria
seguido no ensino da adição

e subtração de frações. A quinta
é a série convencional para a in
trodução do ensino s istemát ico
da adição e subtração de frações
ordinárias. É possível o ensino
de todos os tipos de exemplos
nessa série. Há uma grande lista
de dificuldades dentro das quais
o a luno descob re como ad i c i ona r
frações com o mesmo denomina
dor, como è e è, e frações com
denominadores diferentes, como
1 1
a e a •6 ^ 8

Foi mostrado que as frações
ú te i s a se rem ad i c ionadas ou
subtraídas representam partes de
u m a u n i d a d e d e m e d i d a . Ta i s
frações podem ter denominado
res iguais ou denominadores di
ferentes. Com frações de deno
minadores diferentes, um doa
denominadores deve ser denomi-
nador-comum, como ^ e i. Exem
plos desta espécie não só são so
cialmente significativos mas são
também fáceis para o aluno adi
c i o n a r o u s u b t r a i r . ' O s A u t o r e s
sugerem que o trabalho de adi
ção e subtração de frações ordi
nárias na quarta série seja res
trito a frações com os mesmos
denominadores e a frações com
denominadores diferentes, porém
r e l a c i o n a d o s . O ú l t i m o g r u p o
consta de frações que pertencem
à mesma coleção ou família,
como metades, quartos e oitavos.
O trabalho novo em adição e
subtração dc frações na série se-

• B r u e c k x e r ( L . J . ) e G r o s s n i -
CKLB (F. E.), 2íaking Arithmetic
Meaningful, Filadélfia:' The John C.
Winston Company, 1953, pág. 89.
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guinte incluirá todos os tipos de
frações com denominadores di
ferentes. De acordo com este pla
no de extensão do ensino destes
processos, o aluno terá menos di
ficuldade em adquirir o domínio
na maneira de trabalhar com as
frações planejadas para cada sé
rie, do que ter todo o trabalho
acumulado em uma única série.

b. MATERIAIS PARA O ENSI
NO DE FRAÇÕES ORDINÁ
R I A S

Flanelógrafo com Partes Fracio
nár ias

A pág. 109 dá uma descrição
das espécies de materiais neces
sários, para o professor e para o
aluno, a fim de que o ensino de
frações seja efetivo nas quinta e
sexta séries.

Os círculos teriam aproxima
damente 25 cm de diâmetro e se
riam cobertos de flanela de am
bos os lados, ou teriam algum
material como pêlo ou lanugem
para que os discos e as partes
fracionárias aderissem facilmente ao flanelógrafo. Ê desejável
que os discos tenham cores dife
rentes de um lado e de outro, co-
.mo verde de um lado e vermelho
do outro lado.

O material deve incluir qua
trô  discos inteiros e também co-eçoes de partes fracionárias do
irculo cortadas em metades, ter

m s ' ^ « i t a -vos- Os diâmetros de todos os dis

cos devem ser os mesmos a fim
de mostrar a equivalência de cer
tas partes fracionárias.

I

} }

I 6

I

6 I Í

I

I I
1

12
1

1 2

1

Í2
1

1 2 1 2 1 2 1 2

1

1 2

1

1 2 l l
1

1 2

O quadro pode consistir de
um cartaz mostrando o inteiro
dividido em uma coleção de par
tes fracionárias na escala biná-
ria, como metades, quartos etc.
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Depois, outro cartaz será feito
para representar o inteiro divi
dido em terços, sextos e doze
avos, como foi mostrado atrás.
Cartazes destes tipos são mate
riais visuais. Ambos os tipos são
de fácil confecção, têm boa apre
sentação e são de baixo custo.

O quadro fracionário mais de
sejável é o quadro com as partes
f r a c i o n á r i a s m ó v e i s . A c o n s t r u
ção do quadro inclui encaixe pa
ra as partes, como mostra a gra
vura. As partes são móveis. Des
ta forma, o aluno pode remover
uma parte para mostrar metade
e subtraí-la por outra para re
presentar dois-quartos ou quatro-
oitavos. Deve haver uma coleção
de par tes para representar as
duas famílias de frações mencio
nadas no quadro fracionário. As

2

1 1 1

2 i Í dÍ I

1 1 I 1 1 1

8 8 8 8 8 8 8 8

frações representadas nesse qua
dro apresentam o inteiro na for
ma retangular. Cada parte fra
cionária é também um retângulo.
O material afetando essa forma
é interessante para que o aluno
não associe a fração somente com
o círculo. Cada parte fracionária
de um disco cii*cular e uma se

ção do círculo. Se o aluno lida
exclusivamente com partes fra
cionárias que são seções de cír
culo, há possibilidade de êle for
mar associação incorreta entre a
forma do objeto e seu valor fra
c i o n á r i o .

O mater ia l do a luno deve con
ter as partes fracionárias corres
pondentes às que o professor usa
para demonstração no flaneló
grafo. A pág. 425 apresenta ins
truções para a confecção de par
tes fracionárias para o material
do aluno. Um envelope de papel
é aconselhável para guardar o
m a t e r i a l . C a d a a l u n o d e v e t e r
sua coleção de partes fracioná
r i a s .

Va lor dos Mater ia is Exp lora tó
rios no Ensino de Frações

Dois estudos experimentais re
gistrados mostram o valor rela
tivo do ensino de frações ordiná
rias com material exploratório e
sem ê le . Howard^ re l a tou os re
sultados destes primeiros estu
dos. Êle fez a experiência com
15 classes de quinta e sexta sé
ries para verificar se havia dife
rença signi f icat iva nos resul ta
dos que fosse devida ao uso de
materiais exploratórios na adição
de frações.

F o r a m u s a d o s t r ê s d i f e r e n t e s
métodos de apresentação nos gru
pos A, B e C. Com a cooperação

* H o w a r d ( C h a r l e s A . ) , " T h r e e

Me thods o f Teach ing A r i t hme t i c " ,
California Journal of Eduaaiúynal Re
search, 1:25-29,
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■dos professores, no grupo A foi
mostrado aos alunos como exe
cutar a operação que envolvia a
adição de frações. Não foram
usados auxílios suplementares de
aprendizagem, mas foi dada mui
ta prática em computação. Aos
alunos dêsse grupo dava-se ên
fase ao como e não ao porquê dos
passos em um processo.

Os professores no grupo B le
varam tempo considerável para
introduzir cada novo passo. Os
alunos usavam materiais mani-
pulativos e cartazes. Êsses alu
nos não fizeram exercícios repe
tidos de computação. O trabalho
prático constava da solução de
problemas orais.

No grupo C o processo foi uma
combinação dos processos segui-dos nos outros dois grupos. Os
professores introduziram cuida
dosamente cada novo passo. Os
alî os usaram materiais manipu-lativos e cartazes. Depois de com
preendido o significado do pro-
cesso, os alunos praticaram a adi
ção em exemplos envolvendo fra
ções.

Após um período de 16 sema
nas de ensino, foram dados tes-

aos alunos dos três grupos.
Os testes incluíam a solução de
problemas orais e solução de
exemplos envolvendo adição de
frações. Os resultados foram os
s e g u i n t e s :

1) Não houve diferença sig-
grapfg™ '■eaültados entre 03
r ã ! ' n d e v e -O mesmo teste foi aplicado.

Os alunos do grupo C apresen
taram então um número de pon
tos significativa e estatistica
mente mais alto que os outros
dois grupos. Os alunos do grupo
C mostraram maior retenção das
aprendizagens adquiridas sobre
frações do que os alunos dos ou
tros dois grupos.

Neureitcr e Troisi® relataram
os resultados do segundo estudo
em relação ao uso de materiais
suplementares no ensino de fra
ções ordinárias. Êlcs trabalharam
com alunos das quinta e sexta sé
ries. Em um dos grupos nenhum
material manipulativo foi usado,
mas no outro grupo ò material
foi usado. Os resultados podem
ser resum idos ass im :

1) Os testes em que as ope
rações foram feitas com frações
na forma abstrata não revelaram
pràtícamente diferença alguma
entre os dois grupos.

2) Os testes em que as ques
tões foram formuladas para ten
tar a compreensão das várias re
lações e princípios envolvidos
nas frações revelaram nítida di
ferença no grupo que usou o ma
t e r i a l .

3) Os testes em que as ques
tões se referiam à solução de pro
blemas em situações concretas re
velaram também marcante difcr
rença a favor do grupo que usou
o m a t e r i a l .

■ Neureiteb (Paul) o Tboibi (Ni
cholas), "01' Man 'Rithmetic", Nev)

.York State Education, 39:599-602.
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Há grande semelhança nos re
sultados obtidos com êstes gru
pos experimentais. Estas expe
riências provaram que os mate
riais. exploratórios são eficientes
em um programa que dá ênfase
à aprendizagem pela compreen
são. Por conseguinte, êstes auxí
lios são essenciais para desenvol
ver o significado e a compreen
são em Aritmética.

e . d e s e n v o l v i m e n t o D O S
CONCEITOS SÔBRE FRA
ÇÕES ORDINÁRIAS

Uso de Figuras Recortadas para
Desenvolver o Conceito de Fra
ção

O Capítulo 5 mostrou que o
aluno deve começar o estudo de
frações nas primeira e segunda
séries. Nas séries seguintes a com
preensão de frações será enriquecida. Foi mostrado à pág. 303
que a quinta série é a tradicio
nal para o início sistemático do
estudo de frações. O desenvolvi
mento das frações ordinárias nes
te Capítulo apresenta uma ma
neira sistemática de como proceder com a adição e a subtração
de frações para as quinta e sex
ta séries.

Ê de grande importância que
o aluno tenha compreensão do sig-
nificado das frações antes de adi
cioná-las ou subtraí-las. As ati-
vidades descritas às págs. 309-314
ajudam na aquisição da prontidão para operar com frações.

° "'""O a usarsuas figuras recortadas para dos-

U m a m s u d a

A igual ■ uma
d a s d u a t p a r
tas iguais da
u m i n t a i r o .

'/>

cobrir certas partes fracionárias.
O professor dirige cada aluno
para achar duas metades em seu
material c comparar o tamanho
dessas duas partes. O aluno põe
uma metade sobre a outra para
mostrar que as duas metades são
iguais.

Depois, demonstra que um in
teiro é igual a duas metades, co
locando as duas metades sobre o
inteiro. O profes
sor agora leva o
aluno a registrar
a relação da me
tade com o intei
ro . O a luno es
c r e v e e s s a r e l a
ção por extenso
e na forma abreviada. A forma
longa é a descrição verbal do sig
nificado de metade. A forma cur
ta é a representação simbólica
dêste fato.

Depois, o aluno faz a represen
tação simbólica mostrando
que há duas metades em
um inteiro. A representa
ção ao lado mostra êstc
fato. O objetivo desta ati
vidade não é ensinar adi
ção de frações, mas fazer
a representação simbólica de uma
experiência significativa.

De maneira semelhante o pro
fessor introduz o significado de
quar tos . O a luno se lec iona as
partes que representam quartos
em seu material. Usa estas par
tes fracionárias para responder

questões como as seguintes:
1) Um inteiro é igual a quan-.

tos quartos?

1

2

1

- f 2
1

2) Quantos quartos são iguais
a me io ou me tade?

3) Tendo uma metade, quan
tos quartos são necessários para
igualar a um inteiro?

4) Por que a soma de uma
metade e um-quarto é menos do
que um inteiro?

5) Por que a soma de uma
metade e três-quartos é maior do
que um inteiro?

Depois que os alunos acharem
a resposta para cada questão
usaudo seu material, o profcsvsor
os leva a demonstrar cada res
posta com as partes fracionárias
no flanelógrafo. Enquanto o alu
no demonstra cada fato, um re
gistro escrito é feito no quadro-
negi'0. Destas demonstrações os
alunos chegam a descobrir:

1) Um inteiro é igual a duas
m e t a d e s .

2) Um inteiro é it?ual a qua-
tro-quartos.

3) As duas metades dc um
inteiro são iguais.

4) Os quatro-quartos do um
inteiro são iguais.

5) Dois-quaríos e uma meta
de são iguais a um inteiro.

6) Leitura da fração na for
ma longa e na forma curta. Pa
ra a fração Ví, a leitura na for
ma longa seria: "Uma das qua
tro partes iguais de um inteiro."
A leitura na foniia curta seria:
"Üm-quar to . "

A fi m d c d e s c o b r i r q u a n t o s
alunos compreenderam que as
metades de um inteiro são iguais,

o professor levará alguns alunos
a fazer divisão de uma maçã e
dc uma barra de chocolate em
metades. Para a experiência, o
professor pode selecionar uma
maçã que não seja muito simé
trica c uma barra de chocolate
que tenha marcadas as partes
iguais. Muito provavelmente os
alunos decidirão que é possível
dividir a barra de chocolate em
metades porque tem a marcação
sôbrc ela. Antes de a maçã ser
cortada em duas partes, o pro
fessor deve dar ênfase ao fato
de que a maçã deve ser cortada
ein metades. Os alunos que têm
boa compreensão do têrmo meta
de dirão que a maçã não pode ser
dividida exatamente em metades.
Os alunos que fazem esta desco
berta compreendem o significa
do do termo metade.

Muitos professores começam a
lição da maneira descrita acima,
levando o aluno a dividir a bar
ra de chocolate e a maçã em me
tades por serem coisas concretas.
A maçã não é o material ade
quado para se mostrar que as
metades são perfeitamente iguais.
É comum ouvir-se a criança pe
dir a metade maior de uma ma
çã dividida. . Na aprendizagem
inicial do significado de metade,
é aconselhável que o aluno use

• material que seja igual em ta
manho, como os discos de papel.
Depois o professor deve usar ma
teriais como maçãs para testar a
comprcensLj do aluno quanto à
fração.
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O passo seguinte no desenvol
vimento dos conceitos de metade
e quartos será demonstrar cada
fraçao usando papel dobrado ouuni desenho. Nas demonstrações
anteriores o aluno identifica es
tas partes fracionárias em seu
material. Agora, ele deve repre
sentar estas frações. O aluno des
cobrira diíerentes maneiras de
representar quartos. Muitos alu-

fa rãom desenho para representar
me ades e quartos, como é mos
trado acima. O professor deve
encorajp o aluno a mostrar outros mems de dividir um quadrado ou um retangulo para repre-

wntar metades e quartos. O so
ando diagrama mostra como re-

D.«nvoMn,.n.o do Son.ido d.

"'«i? muito eficiente de in-trodusir oitavos é levar a dobrar

urna folha retangular de papel
formando metades, quartos e oi
tavos. Descobrirá que um-oitavo
é metade de um-quarto, ou que
um-quarto é igual a dois-oitavos.
De modo análogo, descobrirá as
relações entre metades, quartos
e o i tavos.

O aluno usará seu material pa
ra mostrar a equivalência entre
as frações na coleção de frações
dividida pelo sistema binário.
Mostrará que um inteiro é igual
a; oito-oitavos, uma metade e
quatro-oitavos, dois-quartos c
quatro-oitavos, e um-quarto c seis-
oitavos. Depois, fará o registro
escrito da experiência. O regis
tro escrito de uma metade e qua
tro-oitavos será expresso co
mo e mostrado ao lado. A _i_
fúialidade desta representa- 2
Ção não é ensinar ao aluno 1
como adicionar frações, mas "g
levá-lo a fazer a rcprcsen- ̂
tação simbólica de uma expe- —
r i ê n e i a . ®

Depois, o professor levaráos alunos à descoberta de ̂
diferentes meios de represen- —
tar um-oitavo em um qua- —
drado ou retangulo. Uma '
atividade desta espécie po
de constituir desafio para o aluno
mais adiantado a fim de mostrar
sua compreensão do significado
de oitavo. O professor pode levar
o aluno a mostrar oitavos usando
os seguintes meios:

Os diagramas a-e mostram
um quadrado, que tem a mesma
forma e tamanho, dividido em
oito partes iguais. Os diagramas

f-h abaixo mostram partes que
incluem o mesmo espaço, mas es
sas partes não têm necessária-
m e n t e a m e s m a f o r m a . O a l u n o
que desenvolve este conceito com
preende que um-oitavo de um
quadrado inclui espaço igual a
um-oitavo do espaço abrangido
pelo quadrado. Naturalmente o
termo técnico é area, mas o pro-
fes^r não o usará porque não
teria significado para a maioria
dos alunos na introdução de fra-
ÇÔes nesta série.

O aluno deve descobrir que
um-oitavo é metade de um-quar
to, e que um-oitavo é um-quarto
da metade. Êlc dividirá o qua
drado em metades ou quartos.
Depois, dividirá cada uma des
tas partes de maneira que for
me oitavos. Assim terá certeza
de que uma das partes pequenas
é um-quarto da metade
mo em f, ou metade de um-quar
to (fg), como cm h. Os diagra
mas f-h indicam os meios que o
aluno pode descobrir para repre
sen ta r um-o i tavo .

Os alunos que compreendem o
significado de um-oitavo dcNiiii
ser capazes de reproduzir dois
ou mais dos desenhos apresenta
dos nos diagramas a-c. Somente
dos alunos superiores podem-se
esperar as representações de oi
tavos, como é mostrado nos dia
gramas f-h. O aluno que repro
duz uni-oitavo como mostram es
tes diagramas não depende do
uso dos materiais objetivos. Êle
usa seu conhecimento sobre rela
ções fracionárias para fazer a re
presentação em diagrama de uma
dada f^^ação.

Depois que o aluno se familia
riza com metades, quartos e oi
tavos, vai lidar com terços e sex
tos. Ém seu material, descobrirá
que um-têrço é igual a dois-sex-
tos, e que dois-terços têm o mes
mo valor que quatro-sextos. Êle
vai descobrir também que um in
teiro é igual a: três-terços ou
seis-sextos, uma metade e três-
sextos, dois-terços c dois-sextos,
uma metade, um-terço e um-sex-
to. Depois o aluno fará o regis-
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tro escrito de cada um destes tra que é capaz do rcnroduzir
a g r u p a m e n t o s . a q u e l a f r a ç ã o . .

Identificação das Partes

Logo que o aluno adquire com
preensão na família das metades e dos terços, estará pronto
para identificar diferentes par
tes fracionárias nas figuras geo
métricas. Livros que contêm de
senhos geométricos, como os mos
trados abaixo, são eficientes pa
ra determinar a habilidade do
aluno em identificar as diferen
tes partes fracionárias. Êle deve
colorir uma parte de cada figu-
ra e escrever essa parte como uma
fração. Depois terá uma outra
coleção das mesmas figuras. Nes
sa coleção a parte a ser colorida
de cada figura será indicada pe-
a forma simbólica. Se fosse co
lorir dois-terços de um retungu-

H I I H - t

Io dividido em sextos, êle colori
ria quaisquer quatro das seis
partes para representar dois-ter-
Ços do retângulo mostrado. Co-
orindo qualquer parte fracioná-

a igura, o aluno demons-

Comparação de Frações

A atividade final na seqüên
cia dos passos para desenvolver
o significado de frações é a com
paração de frações. O aluno com
para metades com terços, quar
tos, sextos e oitavos. Êle usa suas
partes fracionárias para fazer as
comparações. Para mostrar que
um-têrço tem valor menor que
um-meio, êle superpõe a parte
fracionária que representa um-
tcrço à parte fracionária que re
presenta um-meio. Depois, escre
ve as frações unitárias no qua-
dro-negro por ordem de tama
nho, começando com as maiores.

O aluno deve ter descoberto
em seu trabalho com frações que
o número expresso abaixo da li
nha indica o número de partes
iguais em que o inteiro é dividi
do. Da seqüência acima, êle deve
descobrir que quanto maior é o
número de partes cm que o intei
ro é dividido, menor se torna o
tainanlio de cada uma das partes.

Os alunos mais adiantados se
rão capazes de aplicar a genera
lização acima para expressar fra
ções (lue respondem às duas coiv
dições seguintes:

1) Uma fração que tenha va
lor menor que um-quarto, porém
maior do que um-sexto.

2) Uma fração (|uc tenha va
lor menor do que um-oitnvo, po
rém maior do que um-dozo aves.

Êles poderão apresentar três
frações, cada uma tendo valor
menor do que um-sexto, porém
maior do que um-déeimo.

As especificações dadas são
amostras que o professor pode
usar como padrões para formu
lar outras especificações de uma
fraçao. Os alunos mais capazes
pode!'ão indicar ou representar a
•eação para demonstrar a com
preensão da generalização perti
nente ao valor da fração.

Desenvolvimento de Compreen-
soes Sobre Frações

O essencial para o sucesso cm
se tratando de qualquer fase da
Aritmética computacional é a
certeza de que o aluno está pron
to para. esta fase particular de
ti'abalho. Muitos professores le
vam os alunos a começar adição
nu subtração de frações antes
QUc estejam prontos para êste
tipo de trabalho. A prontidão
para adição ou subtração de fra
ções implica cm que o aluno te
nha unia base rica de cxperiên-
mas com frações, filo será capaz
de ro.sponder a perguntas varia
das referentes a relações entre
frações. Talvez, para achar res
postas para tais questões, use seu
jnaterial ô ^ diagramas. Em mui-_os casos, poderá ser incapaz de

estas respostas por se tratar
o fração na forma simbólica. O

n uno não terá o domínio das fra

ções até que possa descobrir re
lações e comparações entre duas
frações sem o uso de recursos su
plementares. Por outro lado, a
prontidão para êste tipo de tra
balho será adquirida com o uso
dêsses recursos suplementares pa
ra responder a perguntas como
as que se seguem:

1) Em um inteiro há quan
tas metades? terços? quartos? sex
tos? oitavos?

2) Que é maior: um inteiro
ou oito-oitavos?

3) Quantos quartos são ne
cessários para fazer um-meio?

4) Que é metade da metade?' 5) Que é metade de um-quár-
to?

6) Quantas vêzcs um-meio é
maior que um-quarto?

T) Quantos quartos há em f?
8) Três-quartos é quantas vê

zcs maior que i?
9) Que é maior: ̂  ou um in

teiro? Quanto mais?
10) Que é maior: 4 ou f?

Quanto uma fração é maior que
a outra?

11) Metade é igual a quantos
sextos?

12) Um-têrço é igual a quan
tos sextos?

13) Um-têrço é quantas ve-
zes maior que um-sexto?

14) Dois-terços é igual -a
quantos sextos?

15) Três-quartos é igual a
quantos oitavos?

As questões acima são tip'-as
e o aluno será capaz de resolve-
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las._ Essas questões envolvem relações e comparações de frações.
A proporção que o aluno dá uma
resposta à questão, fará a verifi
cação usando materiais objetivosou fazendo a representação grá
fica das frações. Consideremos a
questão 10. O aluno deve achar
quanto a metade é maior que três-
oitavos. É uma questão difícil de
ser respondida se as frações são
apresentadas na foiana simbólica.
O exemplo pode ser escrito
como é apresentado ao lado. —
O aluno requer consideráveis ̂
habilidades em computação - —
com frações para resolver o L
exemplo. Por outro lado, pode
Ttl ° Jî aterial para achara resposta. Se superpõe as partes
que representam tres-oitavos à
que representa metade, poderáachar a parte fracionária neees-

que colocada junto aos três-
oitavos ira igualá-la.

Fração Como Parte de Um Grupo

fração pode representarWe de uma unidade ou de um
î upo. Assim, i de uma laranjasignifica uma daV quatro partes
Iguais da laranja inteira. Da
mesma forma, ^ de uma dúzia
de laranjas significa uma das
quatro partes iguais em que as
1- laranjas foram divididas.
Achar a parte fracionária de um
grupo, assim como i de uma dúzia de laranjas, é o mesmo que
dividir 12 laranjas em 4 grupos
î ais de 3 laranjas cada um, como e mostrado adiante. A pág

261 mostra que uma das aplica
ções da divisão é achar o tama
nho dc uma parte igual em que
o número foi dividido. Divisão
partitiva é o mesmo que achar
a parte fracionária de um núme
ro. Assim, achar i de 12 é o mes
mo que dividir 12 por 4. O pro
blema de achar a parte fracioná
ria dc um número será ampla
mente discutido no próximo ca^
pítulo. O aluno descobrirá que
multiplicar por ^ é o mesmo que
dividir por 4. Êste é um princí
pio matemático básico da multi
plicação e divisão.

Fração Como Uma Razão

Razão é o quociente de dois
números. A razão representa um
dos dois modos usados para com
parar dois números. No diagra
ma seguinte a razão de A para
B está indicada. O diagrama
mostra que a razão de dois nú
meros pode ser expressa como:

1) Uma fração própria
2) Um número inteiro
3) Uma fração imprópria.

O dosonho do diagrama ropre-
n̂ta 3 discos cm A c 4 discos cm• As duas quantidades podem

Ror comparadas por divisão. O
uumoro da pilha menor é ^ do
uumcro da pilha maior. Do mes
mo modo, o número da pilha
uiaior é -1- do luúnoro da pilha
menor. Cada uma destas frações
e formada pela divisão de um
mimero por outro número. Por-
anto, a fração f significa que ^® o quociente de 3 dividido por 4.

O conceito de razão não deve
introduzido até que a classe

compreenda que uma fração é
mua paite do xun inteiro. Quan-
^ o aluno usa a fração para

ômparar duas quantidades, eleP íca os valores numéricos para
lansníitir um conceito quantita-^^0. Ê muito'fácil para um
de^^ io um láp is, -)0 cm de comprimento é
d ^^7 K que um lápis
cq ' Contudo, expressar os
j . d e s s e s l á p i s c o m o^^q^^or um alto nível dc

samento quantitativo.

O mesmo padrão para intro
duzir o conceito do razão de uma
fração seria seguido como foifeito para introduzir o conceito
de que uma fração pode repre
sentar uma parte de um inteiro.
Primeiramente, os alunos usa-
riam objetos, como marcadores
para mostrar dois grupos. Êles
poderiam pôr 2 discos em uma
pillia c 3 diseos na outra. Ue-pois, comparariam as quantida
des. Afirmarão que em uma pi
ll,a há um disco a menos. Resu
mindo. êstc fato pode ser repre
sentado pela fraçao 5,
„rio mostra a razao do numero
(Ia pilha menor para o nume
da pilha maior.Em seguida, o profĉor Rva
rá os alunos a adiciona mais
dois diseos à pilhavnlor da razao se mante

l h a s , o s à o u t r a

s r r s r r f r s
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tem o mesmo valor. Êlcs apren
deram prèviaincnte que quatro
das seis partes iguais de um in
teiro têm o mesmo valor que
duas das três partes iguais da
quele inteiro. Agora, descobrem
que a razão do 4 coisas para 6
coisas tem o mesmo "valor que a
razão de 2 coisas para 3 coisas.

Em segundo lugar, os alunos
devem fazer o desenho para mos
trar o conceito de razão de uma
fração, como Podem fazer um
gi'upo de dois desenhos geomé
tricos e um outro grupo de três
desenhos. De maneira semelhan
te, os alunos podem representar
o u t r a s r a z o e s .

Finalmente os alunos devem
expressar a razão do número cm
cada dois grupos de objetos, pes
soas ou coisas vistos na sala de
aula. Podem expressar a razão
do número de cadeiras em uma
fileira para o número do cadei
ras da sala. Do mesmo modo, po
dem expressar a razão do núme
ro de meninos na classe para o
número de meninas e vice-versa.
Neste nível de desenvolvimento
do conceito, os alunos devem ser
capazes de mostrar o significado
dc qualquer razão, assim como
■4 ou -g, pela manipulação de
objetos, por representação gráfi
ca, ou por um problema que
compare duas quantidades some-
Ihantcs. O professor não se dove
esquecer de que a maioria dos
alunos na escola primária preci
sa ter grande variedade de ex
periências significativas para

A R I T M É T I C A P E L A C O M P R E E N S Ã O

compi'iM'iuler e usar a fração ex
pressando razão.

Vocabulário de Frações

Há cortas palavras técnicas
que o aluno devo coiiqu-ccndoi'
para l idar eficazmente com fra
ções ordinár ias. A l is ta das pf-
lavras técnicas <|uc necessita
conijirccndcr na adição o subtra
ção de frações inclui: numera-
(for, denominador, fcrmo.-^, sini-
plificnção, frn(;ão própria, fraeíio
imprópria o mlmo-o mis(o.

Significação de Numerador e De
n o m i n a d o r

A pág. 308 descreve o uso que
o aluno podo fazer de seu mate
rial para aehnr como o tamanho
da parte fracionária dejiende do
número de partes igunis em que
o inteiro é dividido. Quando o
aluno registra a parto fracioná
ria de um inteiro, dcscolire que
o número abaixo da linha, como
3 indica o número do partes
i^iais em que o inteiro está dividido. Êste número (juc indii-a
o número dc pjirte.s igiuiis é elm-
mado de denominador. O núme
ro acima da linha,como mos
tra quantas destas partes são
tomadas e 6 chamado nnmc.ra'
dor. O numerador c o denonri-
iiador são os termos da fração.

A pág. 312 sugere que o aluno
ordene as frações por ordem dc
tamanlio para descobrir como o
valor da fração dccreseo ou di
minui cm uma fração unitária,
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quando o denominador vai au
mentando. Na série abaixo, cada
fraçao sucessiva diminui cm
v a l o r :

1

1 2

maneira semelhante, o alu-"0 deve usar seu material para
íc.seobrir que o valor dc uma

n̂ção aumenta desde que o de-
n̂minador de cada fração pcr-
l̂anoça o mesmo,

caíÍ'̂  das frações abaixo,' ^ frnçao sucessiva aumenta
v a l o r :

Simplificação de Frações aos
M e n o r e s T ê r m o s

A fração f está expressa nos
?íicíu?rcs tcrnws, mas a fraçao
I não está expressa nos meno
res têrmos. A fração 7 pode ser
simplifkaíU- à fraqão equivalcn-
te h. A fração está expressa nos
mei'iores têrmos se o 1 é o maior
número que divide o
e o denominador sem deixar
r e s t o -

ilustrações provam
bô  ̂  ̂ '̂ '̂Gssário considerar am-
dor ° c o denomina-
um' determinar o valor de
tida 1 ^ duas quan-
(. ^'uriáveis em uma fração
dc uiu i tas dificuldadeso aluno compreender frações
'''dmárias.

° nluno comece seu
^^'nções com materiais

haz (1̂  f objetivos, deve ser oa-
oerno ííoneralizações eon-á Cítrl! valor das frações e
ti-e o Pfoensão das relações en-
oipiô l ormos da fração. O prin-
cutonT̂ ^̂ ®̂ ó essencial para o
C ã o m a t e m á t i c o d a f r a -

o diasrama mostra que a frâ
ção i tem o mesmo valor qu
a fraçrm^ A fração 7
simplifieada a ^ o de-
d i v i d i n d o - s e o m o s -
nominador por —tra como a fração | pô
r e d u z i d a a n ã o
tudo, o do da redução,
i n d i c a o f r a ç d - o e n -
Ao f cmtt menor m-

Zs . V<̂ rUs
são maiores.
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„n, ° Í material variado éum mo.o efetivo de levar o alu
no a descobrir o significado da
s mpl.ficaçao de uma fração. O
aluno deve usar seu material
para_ mostrar a equivalência detrações em uma série, como me-
tades, quartos e oitavos. O quadro de equivalência é outro ex-
elente auxilio que mostra a

equivalência de frações.
O cartaz fracionário mostra

as frações em uma série dividida
na escala binaria. Neste cartaz o
aluno pode colocar dois-quartos
abaixo ou sobre uma metade

provar a equivalência de
4 ® Materiais móveis desta es-
peeie sao auxílios eficientes para

micial dos alunos

1

_

)
l
4 4

4i 4 t

1

8

1

8
l
8

1

8

1

8

1

8 8

1

8

Depois de os alunos teremusado materiais visuais e explo
ratórios para mostrar a equiva-
d e v e ^ l p r o f e s s o rdeve leva-los a fazer descobertas
relacionadas com as frações; osalunos irão identificar frações
equivalentes, como e
tipor*̂ ^̂  questões dos sê intes

Em quantas partes iguais
está um inteiro dividido em
eada uma das frações?"

Quantas partes são conside
radas em cada fração?"

"Quando um número de par
tes se torna menor, o que acon
tece ao tamanho de cada parte?"

É o valor da fração mudado,
quando a fração é simplificada?"

O aluno usa as partes recor
tadas, o cartaz fracionário e/ou
outros auxílios suplementares
para mostrar a equivalência de
cortas frações. A equivalência
entre as duas formas não é es
truturada pelo aluno até que êlc
descubra como cxprc.ssar esta re
lação dentro da estrutura do
sistema de numeração. O profes
sor deve ajudar o aluno a des
cobrir como os termos da fração
■g podem ser reduzidos à fração
equivalente É claro que os
tênnos da fração devem ser
divididos por 4 para sc ter o quo-
ciente igual a O exemplo deve
ser c-scrito na forma apresenta
da. Do mesmo modo, qualquer
fração redutível pode sor expres
sa em termos menores pela divi
são do numerador e denomina
dor pelo mesmo número até que
1 seja 0̂  mais alto fator de am
bos os termos da fração.

4 ~ 4

8 ^ 4

Dois meios diferentes podem
ser usados para simplificar a
fração aos menores termos:

adição e subtraç.ão de frações 3 1 9

A . 1 2 ^ 2

B .

1 6 2

1 2 4

1 6 - r 4

6 ^ 2

8 H - 2

Dm A, duas divisões dos têr-
nios são necessárias para reduzir

1 2

" í õ " m e n o r e s t ê n n o s . E m B ,
fomente uma divisão é neccssá-

porque 4 é o fator comum
líiais alto de 12 e 16. Em A, o
fator comum mais alto dos têr-

da fração -j|- não é usado
eni primeiro lugar para reduzir
a- fração aos menores termos,
donde ser necessária mais de
unia divisão para reduzir essa
fração aos menores termos. O
professor deve encorajar os alu
nos adiantados a achar o maior
número que divide ambos os ter
mos da fração sem deixar resto.
Se o aluno não é capaz de des
cobrir este fator, dividirá ambos
os termos da fração por algiim
número, conio 2, 3, 4 ou 5, para
t e r c e r t e z a d e c n e o n t i * a r c f a t o r
c o m u m d o n u m e r a d o r e d e n o
m i n a d o r .

O impor tante pr inc íp io mate
m á t i c o a s e r a p r e n d i d o s o b r e
simplificação pode ser assim es
tabelecido : Qxiando dividixxws o
n u m e r a d o r e o d e n o m i n < i d o r d e
uma fração pelo mesmo número,
t ião a l teramos sex i . va lor.

O aluno deve compreender
que o zero não é incluído como
divisor. No trabalho com os fa
tos básicos, o aluno aprendeu
que é impossível multiplicar ou
d i v i d i r p o r z e r o . D i v i d i n d o - s e
ambos os termos de uma fração

polo mesmo número, como 4 na
fração j, é o mesmo que divp
dir a fração por 1. Desde que
o número multiplicado ou divi
dido por 1 dá um produto ou
quociente igual àquele número,
conclui-se que, multiplicando-se
ou dividindo-se os termos de
uma fração pelo mesmo número,
dá um produto ou quociente
igual àquela fração. Por outro
lado, adicionando-se ou subtrain
do-se 1 de um número altera-so
seu valoi'. Logo, não é possível
adicionar ou subtrair o mesmo
número aos termos de uma fra
ção sem mudar o seu valor. Com
poucas ilustrações pode-se pro
var que se o mesmo fôr adicio
nado aos termos de uma fração
ou deles subtraído, o valor da
fração é alterado.

Divisão e multiplicação são
processos inversos. Se é possível
dividir ambos os termos de uma
fração pelo mesmo número sem
mudar o seu valor, e possível
também multiplicar ambos os
termos da fração pelo mesmo
número para achar uma fração
equivalente. Os diagramas mos
tram que I = O trabalho
pode ser assim estruturado:

2 2 X 2 _ 4
^ ~ 3 X 2 6

— 2 4
Desde que as frações j ^ T

são iguais em valor, a fração f
é mudada para tênnos mais ele
vados, resultando a fração .
A mudança de uma fraçãa para
termos mais elevados tem cotm
resxiltado uma fração com maior
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1

_

l < i
1

3
1

6

1

6
1

6
l
6 6

l
6

varies menores em tamanho,
O princípio matemático que é

aplicado na mudança defuma
fraçao para termos mais elevados pode ser assim anunciado:

Quando multiplicamos o nu-
merâ r e o denominador deuma fraçao peh mesmo número,
nao alteramos seu valor.

Os dois princípios básicos que
Stabci?-̂  podem ̂ serrfwa ou uri

mo número sem al terar o valor
da fração. Essa regra pode ser
considerada como a regra áurea
de frações. Como foi mostrado
à pág. 318, essa regra áurea apli
ca-se apenas aos processos de
multiplicação e de divisão.

Frações Próprias e Impróprias e
Números Mistos

^Os termos fração próp-ria, fror
Ção imprópria e número miS'
to não têm relação com a estru
tura do s is tema de numeração
decimal. Êsses conceitos são usa
dos para designar certos tipos

ai)k;àü k 8vi í tkac;ão pk frações
3 2 1

de frações ou núnicvo.s. Através
do conhecimento do sistema de
numeração o aluno não descobri-
i'á o significado destes termos.
Todavia, o professor pode usar
ou o método indutivo ou o dedu
tivo para levar o aluno a com
preender o significado desses
temos .

Usando o método indu t i vo , o
professor leva o aluno a repre
sentar certas frações próprias
com as partes recortadas. A sala
de aula deve estar provida de
g r á f i c o s o u c a r t a z e s , c o m o o
exemplo abaixo, que apresenta
mais de uma fração própria.

a e

0 5

<3

2z

que. o inteiro. Depois, os alunos
farão a iclentifieaqao ibis 1ra..oi_ ŝ
projirins em uma sénc, como íi,
< A - I b e t c .
T ' 5 ' 8 ' 1 0 , X - ^

Adotando o método dcdutno,
o professor dá a definição dc
fração própria o leva a classe a
ilustrar frações próprias com as
partes recortadas c dcsenlios Os
alunos mostram por que a Ila
ção por exemplo, não pode ser
classificada como fração própria,
mas como fração improin-ia. De
pois. os alunos idcntií.eam asfrações próprias cm uma listado fraçõL do tipo dxadô  aeima.

Do mesmo modo, o método in
dutivo ou dedutivo pode ser usado para apresentar o significado
de uma fraÇão impropiaa ou de
um número misto. Depois da
apresentação de todos os <̂ oncei-?os o aluno deve ser capaz do
classificar uma fraçao
uma fração imprópria, on jm
número misto, cm uma séne
como a seguinte:

a : i - , ±
6 8 4

3 4 1 ® l e -

T T ^ ~3

Seguc-sc a discussão para de
t e r m i n a r a s
uma fração propria, almios
descobrirão que o numeiadoi de
uma fração própria pode ser 1
ou mais que 1 pova qualquer
fração com exceção de meio,

o numcrador da fraçao e
Tempre menor que o denominador Através da discussão, osfarão a descoberta de
que a fração tem valor menor

A atividade final no dcsonvol-,
viincnlo dos três conceitos deve
incluir atividades que envolvam
características c generalizações
relacionadas com êsscs conceitos.

1) O numerador dc uma fra
ção própria é sempre menor que
o denominador.

2) O numerador de uma fia
ção própria com o maior valor é
sempre uma unidade menor que
o denominador.
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3) O numerador e o denomi
nador de uma fração imprópria
podem ser iguais. Então, o valor
da fração é igual a um inteiro.

4) O numerador de uma fra
ção imprópria deve ser igual ou
maior que o denominador.

5) Se o numerador é uma
unidade maior que o denomina
dor, uma fração imprópria tem
o menor valor possível para uma
fração maior do que um número
i n t e i r o .

6) Sc o numerador é um múl
tiplo do denominador, o valor da
fração é um número inteiro.

7) üm número misto é maior
q u e u m i n t e i r o .

8) Um número misto é maior
que uma fração própria.

0) Uma fração imprópria que
não é igual a um número inteiro
pode ser transformada em um
número misto.

d. ADIÇAO DE FRAÇÕES ORDI
NÁRIAS

Classificação de Exemplos na
Adição de Frações

As frações para serem somadas
ou subtraídas podem ser classifi
cadas de acordo com a relação
entre os denominadores. Esta
classificação é a seguinte:

1) Frações com denominado-
1*63 iguais, como ̂

2) Frações com denominado-

iZoT+T

3) Frações com denominado
res diferentes e não-relacionados,
como (a) ou (b) |

No grupo 2, um dos denomi
n a d o r e s é u m f a t o r c o m u m d a
fração. No grupo 3, parte (a),
o m e n o r d e n o m i n a d o r c o m u m '
(m.m.c.) é o produto dos deno
minadores, como 12. Na parte
(b), o produto 24 é um denomi-
nador-comum, mas não é o m.m.c.

Adição de Frações Com Deno
minadores Iguais — Somas
Não-Redu t f ve ís

Há seqüências diferentes para
a apresentação dos vários tipos
de exemplos na adição de fr^'
ções. Os autores advogam o en
sino da adição de frações com
denominadores iguais e somas
inferiores a um inteiro no início
do estudo do processo, e depois
com somas iguais ou maiores que
um inteiro. A soma de duas fra
ções de denominadores diferen
tes expressas em seus termos
mais simples não pode, nunca,
ser igual a um inteiro. Apenas
duas frações de denominadores
iguais podem ter uma soma igual
a um inteiro. A seqüência para
adição do frações inclui números
mistos e frações próprias.

O aluno pode usar suas par
tes recortadas para procurar a
soma de frações com denomina
dores iguais, como-j e Basea
do em seu trabalho com estes
materiais, encontra o total. O
caminho para encontrar a soma,
em forma simbólica, pode ser

novo para o aluno. Êle precisa
aprender a encontrar a soma, no
exemplo, com o uso de materiais,
a n t e s d e s a b e r c o m o s o m a r

frações em forma simbólica.
Deve descobrir que a soma de
duas frações com denominadores
iguais é igual à soma de seus nu-
meradorcs. Desde que a soma de
1 laranja e 2 laranjas é igual a
3 laranjas, então a soma de 1
quarto e 2 quartos é igual a 3

+

quartos, ou f. O aluno que com
preende bem a adição sabe-a
uma operação que se realiza
para encontrar o número de ob
jetos em um grupo que seja
igual ao total formado pela com
binação de dois ou mais gimpos.
Neste exemplo, o aluno deve cal
cular o número de quartos. O
denominador ind ica a espéc ie
de partes que vão ser somadas.
O numerador indica quantas des
sas partes vão ser combinadas.
O aluno compreende a estiiitura
da adição de frações porque re
laciona este tipo de adição com
a adição de números inteiros. O
professor não deve esperar que
todos os alunos compreendam a

estrutura do processo, principal
mente na etapa de introdução
d o t r a b a l h o .

O passo seguinte deve ser pe
dir ao aluno para dizer por que
a resposta é razoável ou lógica.
Êlc deve poder responder a
questões como as seguintes:

1) Por que a soma deve ser
menor do que 1 inteiro?

2) Quanto a soma é menor do
que um inteiro?

3) Quanto a soma é maior do
q u e

4) Qual deve ser o valor de
duas frações com o mesmo deno
minador para que a soma seja
1 i n t e i r o ?

5) Como é calculado o nume
rador de uma fração que expres
sa uma soma? e o denominador?

6 ) P o d e s e r s i m p l i fi c a d a a
fração que expressa a soma?

Adição de Frações com Denomi
nadores Iguais — Soma Redu-
t i v e !

O processo para calcular a
soma rcdutível do duas frações
é o mesmo usado para calcular
uma soma não - redu t í ve l . O novo
passo para a solução consiste na
redução da resposta aos termos
mais simples. A representação
v isua l dada aba ixo mos t ra os
passos dados para somare
A classe identifica cada passo
dado na solução gráfica, e de
pois na solução simbólica. Nesta
fase do estudo de frações, o
a luno deve es tar fami l ia r izado
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com 0 processo de redução, antes
de operar com a adição de fra
ções, com uma soma redutível.

l ~~ '
í 2

Os professores, algíimas vêzcs,
consideram uma resposta in
correta para a soma 7 e -J-. É
convencional expressar̂  aŝ  fra
ções, na resposta, nos termosmais simples. As instruções para
a administração de um teste ou
um exercício devem indicar sc
a iração, na resposta, deve ser
expressa nos termos mais sim
ples.

Adição de Frações tguais com
Uma Soma Igual ou Maior
Que Um Inteiro

Uma fração imprópria, que é
a soma de duas frações com o
mesmo denominador, pode ser
Igual: (1) a um luimero inteiro;
U) a um número misto, con
tendo uma fração que é redutí
vel; e (3) a um número misto
contendo uma fração que não é
ledutivcl. O novo passo, cm
cada^ tipo, consiste "na transfor-niaçao da fração imprópria na

a " ú -
u iero mis to .

O aluno deve salicr como cal
cular a soma de duas frações
com o inosmo denominador, como
as que são mostradas no desc-
nlio. Deve aiDrendcr como cx-

©
f-'R

© = 0^'
©
©
© © = 0 © r i 4

pressar essa soma, como um in
teiro ou um número ini.sto. Para
cortificar-sc de que o aluno sabe
eomo t rans fo rmar a f r ação na
soma, pcça-Ihc para realizar a
spginnte seqüência de ativida
d e s :

1) Usar suas partes recorta
das para calcular a resposta.

2) Dizer os passos dados na
representação visual.

3) Explicar a seqüência na
representação simbólica. (Notar,
cuidadosamente, a redução da
fração imprópria, na soma, a uni
número misto.)

•1) Explicar a .seqüência no
desenvolv imento dado no l ivro-
t c x t o .

5) Dizer sc a resposta é lógica.
Para provar que a resposta é

lógica, o aluno deve responder
a questões como as seguintes:
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1) Por que j não podem ser
representados por 1 inteiro?

2) Por que a soma deve ser
maior que 1 inteiro?

3) Por que a soma deve ser
menor que 2 inteiros?

4) A soma é maior ou menor
que 1 ^?

5) A fração, na resposta, é
r e d u t í v e l ?

Um plano sem.clhante é segui
do para calcular a soma do duas
frações com o mesmo denomina
dor, como 5, na qual a fração,
na resposta, é redutível.

No estudo inicial do tópico, o
aluno deve usar a forma longa,
para a transfonnação de uma
fração imprópria em um niime-
ro misto. Assim, para transfor
mar a fração ~ cm um número
misto, o aluno deve usar a se
guinte forma:

L - 1 4.1 4. i.
3 3 - 3 3 »

oul + l + l = 2|.
Deve continuar a usar este mé
todo até descobrir uma maneira
mais rápida para real izar a
transfonnação. Para ajudá-lo a
descobrir uma maneira de rea-
gnipar a fração imprópria, o
professor deve formular ques
tões como íis seguintes:

Quantos terços há em um in
t e i r o ?

Quantos terços há em 2 intei
r o s ?

Como pode dizer que 7 terços
não podem ser expressos com um
n ú m e r o i n t e i r o ?

Quais das frações seguintes
podem ser expressas como um
n ú m e r o i n t e i r o :

a 9 f ^ f f 3 . f
3 • 3 ■ 3 • 3 • 3 •

Como pode transformar em
n ú m e r o i n t e i r o o u c m n ú m e r o
misto qualquer fração expressa
cm terços sem subtrair ?

o aluno que não descobrir a
regra para decompor uma fra
ção imprópria, dividindo o nu-
morador pelo denominador, deve
continuar a usar o princípio sub-
trativo, que ele compreende.

A d i ç ã o d e N ú m e r o s M i s t o s
Q u a n d o a S o m a é U m a
Fração Própria ou Imprópria

Os exemplos A, B c C repre
sentam t rês t ipos de números
mistos, em relação à sua soma.

12

A B C

2^ 1|
+ 2^ + 2| + 2|

3 Í 4 f 3 j

Em A, a soma das frações é uma
fração própr ia; em B, a soma
das frações é uma fração im
própria igual a um inteiro; em
C, a soma das frações é uma
fração imprópr ia, com valor
maior que um inteiro. Em A,
não é necessário reagrupamento
na soma; em B e C, é necessário
reagrupamento. O reagrupamen
to da soma é um passo novo.



Como objetivar frações equivalentes em um quadro ou mural.

Alguns jTofessôres exigem
do aluno que dê a soma,
como é mostrado no exem- t
pio ao lado. Esta solução
envolve demasiado traba-+i
lho com números não-vis-
tos, para os alunos que 3 JL
estão aprendepdo o pro- '
cesso. O aluno deve es
crever cada passo dado na solu
ção, até aprender a usar méto
dos de transformação da soma
em forma abreviada.

Para certificar-se de que o
aluno compreendeu como somar
nos exemplos mostrados acima,
êle deve realizar as seguintes
atividades;

1) Demonstrar a resposta com
par tes recor tadas .

2) Explicar os passos dados
no diagrama.

3) Explicar os passos dados
n o l i v r o - t e x t o .

4) Explicar os passos dados
na representação simbólica.

5) Demonstrar que a resposta
é lógica.

6) Estabelecer uma regra pa
ra somar dois números mistos.

Logo que o aluno demonstre
que compreende o trabalho na
forma simbólica, não deve usar
auxílios suplementares para cal
cular as respostas dos exemplos
dêstc tipo.

Adição de Frações Com Denomi
nadores Diferentes Mas Roio'
c i o n a d o s

Frações com denominadores
diferentes mas relacionados tem
denominadores d i fe rentes , mas
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um dos denominadores é o deno-
minador-comum, como no exem
plo i + f. O aluno deve fa
zer muitos exercícios com equi
valência de frações usando ma
terial concreto, antes de começar
a somar frações. Estas ativida
des exploratórias criam a pron
tidão para o trabalho de somar
frações com denominadores dife
rentes. Baseando-se no conheci
mento do aluno sobre frações
equivalentes, êle deve saber que
A = e que é possível expressar
as frações ^ e i como frações
com denominadores iguais, como
a seguir é mostrado.

*

a:-''
1 _

©
Para somar frações com deno

minadores diferentes mas rela

cionados, o professor deve se
guir a mesma seqüência de ati
vidades usada para somar fra
ções com denominadores iguais.
Um dos princípios matemáticos
cm adição expõe que só podem
ser somadas quantidades seme
lhantes. O aluno que compreen
de esta generalização conclui
que alguns dos princípios que
governam as operações com in
teiros aplicam-se às frações ordi
nár ias .

Depois que o aluno usa mate
rial exploratório c visual na adi
ção de frações da mesma famí
lia, deve descobrir que o maior
dos dois denominadores em um
exemplo é o denominador-comum
da fração. O aluno experimen
tará pouca dificuldade na trans
formação de uma fração em
fração equivalente, quando estas
são representativas de uma si
tuação social. Baseando-se nestas
frações familiares, o aluno deve
descobrir o método matemático
para transformar frações com
d e n o m i n a d o r e s d i f e r e n t e s m a s
relacionados em frações equiva-
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lentes. O aluno identifica o de
nominador maior 12. no exem-

2 ^
T 7 2 " ' d e n o m i n a d o r -

comum. Se compara, pela divi
são, 12 com 3, a razão ou quo-
eicntc é 4. Êsse quocientc mos
tra que há quatro vezes tantas
partes i^iais cm um inteiro que
é dividido em doze avos e cm
terços. Entretanto, ambos os ter
mos da fração ^ devem ser mul
tiplicados por 4, para expressar
a fração com 12 avos. É impor
tante para o aluno compreender
a aplicação desta regra áurea
das frações, quando é aplicada
na transformação de uma fra
ção em fração equivalente ex
pressa em te rmos ma is e levados .

Adição de Frações Com Denomi
nadores Diferentes e Não-Re-
lacíonados — O M.M.C. É o
P r o d u t o

A B

4

Os exemplos ao la
do ilustram dois tipos
de frações com deno- ~
minadores classifica- ^
dos como diferentes e + — +
não-relacionados. Em —
A, o m.m.c. é o produto; em B, o
m.m.c. não é o produto. Exem
plos dos tipos A e B raramente
representam uma situação social.
Entretanto, deve ser salientada,
principalmente na adição de tais
fi'acocs, a compreensão matemática das operações. (Veja pág.
302, para a diferenciação do cur
rículo.)

O aluno descobre que, para so
mar as frações exem
plificadas ao lado, o - =f
maior denominador [ 2
n ã o é o d e n o m i n n d o r - 3 ~ 6 "
c o m u m . O q u a d r o d e 5
frações mo.stra (pio ca- ^
da fração pode ser exjuTssa co
mo sextos, como se deduz do qua
dro abaixo.

1
V

1

2

1

2

1

3 3 3

1 1 1

6 b i b 6 6 b

1 1 1 1 1 1 1 1

n 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

O professor deve levar o aluno
a escrever uma série de frações
equivalente a cada uma das fra
ções. Assim, algumas frações cm
série iguais a são: "1, -j. g'
iífiiais a i; |, O aluno,
prontamente, pode ver que sex
tos são comuns em ambas as se
ries. Bascando-se em alguns exer
cícios, deve concluir que o produ
to dos denominadores é o deno-
minador-comum.

O aluno deve ser capaz de di
zer SC uma resposta é razoável-
A soma de A g 1 é Esta
resposta é razoável porque i "h
+ i = 1. Desde que i é menor
que a soma dc i e i (^^ve

ser menor f p i e 1 . A f ração
é um pouco menor que 1, daí a
razoabilidadc- da resposta.

O M.M.C. Não É o Produto dos
Denominadores

O produto cios denominadores
de qucî sfiuer duas fraí;ões é, sem
pre ua. lenominador-oomum. O
prt.cjut':- será o m.m.c. apenas
(piando os números são primos
e n t r e s i . O n ú m e r o 1 é o m a i o r

fator comuiii dos números pri
mos. O produto dos denominado
res 6 e 8 é 48, mas o ni.m.e. é 24.
Desde que 2 é um fator comum
tanto de 6 como de 8, o produto
dos denominadores será duas ve
zes maior que o m.m.c.

O professor não deve usar ma
terial explorató
rio o visual, na
apresentação da
adição de fra-
(^âcs, em exem
plos como os
que apresentamos ao lado. Ü alu
no ussi este material jiara desco
brir operaçiVs matemáticas cm
situações socialmente úteis.

D aluno pode usar o produto
dos denominadores como um de-
imininador-comum.. Este método
a correto, mas a soma das fra-
^•õos será redutível. Se 24 é usa
do como um denominador-comum,
a soma não será redutível.

O aluno deve escrever algu
mas frações equivalentes em série
para cada fração dada. Algumas

■ 8 .
b ~ 4 8

4- i = -T B — 4 8

I 4
4 8

7

2 4

frações equivnhmtes para são:
2 r j 4 . 1 _ 6 _ .

Tã • Ts ' "ÍM ' "30' 30' para g • IQ »

l i -

provar que as frações g e j po
dein ser expressas como 24 ou 48
a v o . s .

O aluno deve eomprcender o
princípio de que o produto de
(juai-squer dois denominadores
não-rclaeionndos é nm denomina
dor-comum. Depois do calcular o
proiluto de dois denominadores,
deve i^xaminar o exemplo, cuida
dosamente. para verificar se um
denominador menor pode ser usa
do como denominador-comum. Se,
com o exame, nao encontra um
denominador menor, usa o produ
to dos denominadores como deno-

n i i n a d o r - c o n i u m .

Adição de Três ou Mais Frações
com Denominadores Diferentes

A discussão prévia girou sobre
a adição de duas fraçíics. Pode
ser necessário somar mais de duas
frações ou números mistos. Se as
frações têm denomina
dores iguais ou desi- 7 ̂ 21
guais mas relaciona- ®
d().s, o aluno não deve 3—24
experimentar dificul- ̂
dade para calcular um -
denominador - comum.
No exemplo ao lado, os donomi-
nadores são desiguais mas rela
cionados, e o denominador-co
mum está oculto. Neste caso o
aluno deVe oscollier o maior de
nominador c multiplicá-lo por
números consecutivos, começando
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com 2, até que um dos produtos
seja o denominador-comum. No
exemplo dado, o maior denomi
nador é 8. O aluno deve multipli
cai 8 por 2, mas 16 não é xam de-
nominador-comum. Em se^ida,
multiplica 8 por 3. O produto 24
é o m.m.c. Então, deve tornar a
escrever cada fração como uma

. fração equivalente.

Teste-DIagnóstico na Adição de
Frações

Um teste-diagnóstico indica o
lugar cm que o aluno tem difi

culdade com um determinado tó
pico. Para que um teste desta es
pécie seja digno de confiança, de
ve conter, no mínimo, três exem
plos particulares de cada dificul
dade. (Veja o Capítulo 16 para
o u t r a s c a r a c t e r í s t i c a s d e s t e t e s
te . )

Damos a seguir exemplo de
um teste para diagnóstico da adi
ção de finções iguais. O profes
sor dá um teste desta espécie de
pois que a classe tenha comple
tado a adição de frações iguais-
O teste é dividido em duas pai*"
t c s .

PARTE A (a soma das frações é menor que 1)

Sem redução na soma.

a b c

I . 1 3 3
3 5 8

1 1 4
3 5 8

I I . 1 1 1
8 6 4

3 3 1

8 6 4

m .
5

1

8

' 1 9

1
4

8

I V . 4 4
3 -

8

2 T 5
3

8

V . I

8
6

2 3 2
1

4

Redução na soma.

Dois números mistos com fra
ções do mesmo tipo do n" I.

Dois números mistos com fra
ções do mesmo tipo do n' II-

Adição de uma fração ou um
número misto e um. inteiro.

PARTE B (a soma das frações i igual PU maior que 1)

a b c

I , 5 4 3

8 5 4

3 1 1

8 5 4

n . 2 6 7

3 6 8

2 2 4

3 6 8

I I I . 5 5 3

8 6 4"

7 4

8 6 4

I V . 3 5
3

5
2 7 - —

4 8 6

2 6 A1
4 4 8

4 G

V . 6
7

7
3

2
8 4 6

5 3̂a'
8

1
4

4 6

V I . 3
l

3
1

6 _5
2 4 8

l 3 3
1

2 2 4' 7
8

Se o aluno dá solução incorrc-
la para um exemplo da mesma
fila, provavelmente o erro foi ca
sual. Deixe que o aluno corrija
seu trabalho. Se êle errou dois
ou mais exemplos cm qualquer
grupo, é bom que êle resolva um
dos exemplos dizendo em voz al
ta o que está fazendo. Desta íor-
uia é possível averiguar onde es-

A soma é igual a 1.

A soma é maior que 1, sem re
dução.

Igual ao n'> II, com redução.

Dois números mistos, com fra
ções iguais às do tipo n" H-

Igual ao IV, com redução.

Igual ao û  IV, a soma é a mes-
nia do tipo n I-

tá o êrro ou a falta de compreen
são do processo.

Padrões Estruturais em Adição
de Frações

Para cada uma das tres_ clas
sificações maiores na adiçao de
frações, são possíveis: exem
plos, nos quais a soma das fra



3 3 2 E-V.SLVO /).í AlilTMfiTlCA PELA COMPEEEh'SlO ADIÇÃO E SUBTIÍAÇÃO DK FRAÇÕES 3 3 3

ções em cada exemplo é menor
que 1; seis exemplos, nos quais a
soma das frações é maior (jue 1.
As frações do gmpo A aliaixo
representam um exemplo de sois
frações iguais, nas (piais a soma
é menor que J; no grupo B, a so
ma das frações, em cada exem
plo, é maior que 1.

A fM . 3

j .
3

2 ^ 6 i
3 ^ H

3 f

i j
3 4

o i o i• ^ 3 Ã

' I
2 | ' 1

3
4

4 |
O leitor deve ser capaz de des

cobrir a diferença na estrutura,
em qualquer grupo, de quais(|uer
dois exemplos. O mesmo modelo é
seguido para formar 12 exemplos
I>ara frações com denominadores
diferentes mas ndacionados, e
para frações eoin denominadores
diferentes c nâo-rciacionados.

líá outros exemjiloK 7)ossívcis
para frações com o mesmo deno
minador, para os (piais não há
excmí)los sinnellninte.s nas fra
ções com denominadores diferen
tes; Assim, é possível haver duas
frações com o mesmo denomina
dor com soma igual â um inteiro,
como i

e. SUBTRAÇÃO DE FRAÇÕES
O R D I N Á R I A S

Subtração e Adição de Frações
Para le las

O aluno que pode somar no
exemplo A pode também subtrair

no exemplo B. O en- a
sino da subtraçrio de ,
fra(p")i*s deve seguir "g"
parulclamenle. ao cnsi- ̂
no da adição. Depois +
que o aluno aprender
a somar frações com denominado
res iguais, com somas menores
que 1, deve aprender a subtrair
frações com denominadores iguais
e números mistos, nps casos em
que não há necessidade de rea-
g r u p a m e n t o .

A seqüência de ctdpas no tra
balho de subtração de frações é
a seguinte:

1) Subtração de fraçíões com
denominadores iguaifj, sem de
composição.

2) O m(\smo caso, mas com
decompo.sição.

3) Subtração de frações com
denominadores d i f e ren tes mas
relacionados; todos os tipos.

4) Subtração de frações com
denominadores diferentes c não-
ndacicuados; todos os tipos.

Para o ensino da subtração de
frações, o professor pode seguir
as mesmas etapas sugeridas, pa
ra o ensino áa adição, na pág-
3 0 3 .

Há cinco tipos de exemplos que
envolvem números mistos. São os
seguintes:

1. 7 i Subtraçio d* um InUif®
d * u m n ú m a r o

2. 6|
2 f

3. 3|

4 . 4

S e m n e c e s s i d a d e d e r e -

agrupamonto para sub
t r a i r .

Resto zero, na subtração
das frações.

Subt ração de um núme
r o m i s t o d e u m i n l a i r o .

5 . 5 i

2 |
Decomposição
para subtrair.

nacessãr ia

O aluno não experimenta di
ficuldade para resolver exemplos
dos tipos 1, 2 e 3. Os tipos 4 c õ
oi>rcscntam uma dificuldade no-

O aluno deve ajircnclcr, nos
exemplos desta classificação, a
reagrupar um dos números pa
ra subtrair.

Subtração de Uma Fração de Um
Número Inteiro
Ê convencional transformar 3

em 2 -1 para subtrair de 3 pc-
ío método da decomposição. Pa
ra conseguir prontidão para este
passo, o aluno devo aprender a
subtrair nma fração do 1 inteiro,
como 1 — A. Püdc-sciitilizaruma
situaçao problemática: o cálculo,per exemplo, da parte, restante

^ um bôlo depois de ter sido
retirada unia-quarta parte. A
Classe descobre maneiras para
encontrar a resposta, ou para

^ resposta. Algumas da?^ ívidades sugeridas inehicin as
seguintes:

1) Tsar partes recortadas
2) Demonstrar no flanelógra-

f o

3) I'sar uma régua
41 Fazer um diagrama
õ) Deduzir com base no co

nhecimento do significado de um
i n t e i r o

(desde que 1 = 7, 7retirado
de ̂  restam |)

6) Fazer a representação sim-
b()lica do exemplo.

Viiuaíização da Decomposição na
Subtração de Frações

A pág. 203 mostra que a sub-
tráeão abrange dois conceitos bá
sicos, a saber: o snbtrativo e ode comparação. O alnno aprende
êstos conceitos no estudo nuc.al
do processo de subtração. No mo-;„e.do cm que está pronto para
operar com subtração de frações
envolvendo decomposição, a ditc-
rcnça entre os dois conceitos naoLrfnm fator vital na reprosen-?ação visual do processo. Porconseguinte, a mesma representâvisual pode ser usada para
rtaiiĝ  ambos os conceitos de
subtração.

1 4
- 4 "4
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O diagrama mostra uma re
presentação visual do exemplo
^ ~ 7 • ̂  mostra 1 decomposto
como I. B mostra ~ retirado
- 4 ^de ~. C mostra a resposta,
ou f .

Subtração de Um Número Misto
de Um Número Inteiro

Um professor apresentou a
subtração de um número misto
de um inteiro, pedindo à classe
para procurar a resposta pára o
seguinte problema: "Um cozinhei
ro tinha 3 quilos de açúcar. De
pois de usar do açúcar, quan
tos quilos sobraram?" A classe
sugeriu as seguintes soluções:

"Se ele usasse 2 quilos, sobra
ria 1 quilo. Desde que êle usou ̂
menos que 2 quilos, deve haver ^
mais que 1 quilo sobrando, ou
li quilo."

"Somar 1 quilo a If. A soma
é 2f. Somar i de quilo a mais,
fazendo 3 quilos. 1 quilo + i =
= l i qu i lo . "

"Subtrair 1 quilo de 3 quilos,
ou 2 quilos. Agora, subtrair f
de quilo de 2 quilos. A resposta
é li quilo."

"Se êle usasse li quilo, sobra
ria li quilo. Agora, subtrair i
de li. A resposta é li quilo."

Êstes alunos encontraram a
r e s p o s t a u s a n d o d i v e r s o s m é t o
dos diferentes. Deve-se notar que
nenhuma das soluções segue o

processo convencional. Então, o
professor levou a classe a desco
br i r como subtra i r estes núme
ros pelo método da decomposi
ção.

Este professor não usoii nem
material exploratório nem repre
sentação visual porque os alunos
puderam raciocinar, inteligente
mente, com números. O professor
sugeriu que os alunos lessem
o desenvolvimento dado no li'
vro-texto. Depois, cada aluno
leu a explicação
dada em seu texto, 3 =2%
e o professor man- __ 1 3 _ 1 |
dou os alunos dizer ~
o significado de ca
da passo, como é mostrado ao
l a d o .

A maioria dos professores acha
rá o método descrito acima pou
co eficiente para suas classes. O
seguinte método é recomendado
para a maioria das classes:

1) Usar partes recortadas pa
ra calcular a resposta.

2) Fazer desenho para mos
trar a resposta.

3) Mostrar os passos segui
dos no processo pela demonstra
ção no flanelógrafo.

4) Fazer uma visualização do
p r o c e s s o .

5) Levar a classe a explicar
a representação simbólica.

6) Levar a classe a explicar
os passos dados na apresentação
do l ivro-texto.

* 0 0 0 = 0 0 ©

O diagrama mostra o.s passos
dados na visualização do proces
so. A mostra 3 decomposto como
2 ~ . B mostra 1 4 subtraído dc
2—. C mostra que a resposta é

O aluno deve explicar cada
representação no diagrama.

O processo acima usa o método
dc decomposição na subtração.
Algumas escolas ensinam a sub
tração pelo método das adições
Iguais. A ope
ração abaixo 3
u ios t ra como 3 Í

■ ' itransformar os
números, para
subtrair 1 l* de 4 pelo método
das adições iguais. O Capítulo
7 mostra a dificuldade da com
preensão dos alunos para os pas
sos no^ processo de subtração
Îe o método das adições iguais.^pois que a classe compreendo" processo da subtração dc nú
mero misto de um inteiro, o pro-
essor poderá levar os alunos
'mis bem dotados a formular
unia regra concisa que governe
plô  subtração. Por exom-
t subtrair um número mis-
^ c uwi íiújíiero inteiro, toma-do número inteiro, expres-

saiido-o sob forma fracionária,
em que o denominador seja igual
ao denominador da fração do nú
mero misto. Efetua-se, então, o
subt ração.

Subtração de Dois Números Mis
tos — Necessidade de Decom
posição

Um professor de alunos adian
tados pediu à classe que desse su
gestões para a solução do seguin
te problema: "Um pedaço do bar
bante com 2|m foi cortado de um
barbante com de compri
mento. Qual é o comprimento do
pedaço restante?" É um proble
ma difícil para resolver sem o uso
de papel e lápis. A classe deu as
seguintes soluções:

"Somar f a 5 Depois, sub
trair 2} de 5i A resposta é 3.
Agora, subtrair os -} somados.
A resposta é 2Ím."

"Mudar 2̂  para 3. Subtraindo 3
de 51 são 2\. Depois, somar mais
i Asomaé2Í + 4. ou24m."

''Se o pedaço tivesse 5m dc
comprimento, a parte restante te-
ria 2i Agora somar J mais. A
resposta é 21 ni.

Novamente os alunos não des
cobriram o método usado no pro
cesso convencional. O grupo de
monstron aue podia operar com
síntbolos; dai, não terem sido toa
dos auxílios suplementares. De
pois do período de deseobcit..,o professor deixou que os alunos
lessem o desenvolvimento dado



3 3 6 EySIXO DA ASITMÉTICA PELA COMPJtEENSJO
ADIÇÃO E SUB'níAÇÃO DE TEAÇOES 3 3 7

= 24

no l i v ro - tex - , ^
to. A classe ^ 4 — 'í 4
explicou os - 21 = 21
p a s s o s d a d o s ^
n a s e q ü ê n c i a , ^
à medida que
o professor escrevia no quadro-
negro a solução. Quando o tra
balho ficou completo, um alu
no exclamou: "Arro! Ê mais
fácil do que o método que usa
mos para tentar encontrar a res
posta".

_Em muitas classes, este planonão dá resultado. O professor de
ve usar materiais concretos no
desenvolvimento do processo. O
professor, primeiro, deixa a clas
se calcular a resposta de um pro
blema que envolva a subtração de
f de 1^. As mesmas atividades
dadas na pág. 334 aplicam-se a
esta situação. O aluno pode usar
uma régua para verificar a res
p o s t a .

o e = © ©
4 4

J . . X .
4 ' 2

O diagrama mostrado acima
apresenta a visualização do pro
cesso. A mostra reagrupado

como|-. B mostra ~ subtraído de
~. C mostra que a resposta é
ou l.

Para subtrair, em um exemplo
do tipo 4^ — 1§, é imprescindí

vel expressar 4^ como 3 c 1^, ou

3^-0 número misto IJ deve ser
transformado em fração impró
pria. Os aluno.s, com freqüência,
têm dúvidas sobre esta transfor
mação na decomposição do mi-
nuendo. O professor deve dar
e.xcrcícios dê., j tipo antes de en
sinar exemplos, em subtração,
nos quais é necessária esta habi
lidade. Para frações com deno
minadores 2, 3, 4, 6 e 8, o aluno
pode necess i tar t ransformar os
números mistos cm frações im
próprias, para subtrair dois nú
meros mistos, quando a fração-
minuendo é menor do que a fra-
ção-subtraendo.

M e i o s : n e n h u m

Terços: 1
Quartos; l{, 1,|-
Sextos: ij, 1-|, l|, if
Oitavos: l|, l|, l|, 1-|, l|, l|-
Desde que ^ tem o maior valor

possível em uma fração com o
denominador 2, nunca será ne
cessário decompor um número
misto com a fração No exem
plo 5^ — 2f, SJ deve ser expres
so como 54- Então, 5 4 é deeom-

4 ' 4

posto em 4 e 1 ou 4 1". i foi
transformado em t.

Há três tipos diferentes de
exemplos em subtração de núme
ros mistos nos quais a fração do
minuendo é menor do que a fra
ção do subtraendo. As frações
podem ter denominadores iguais,
diferentes mas relacionados, ou

7 i = 7 i = 6 |
- 1 I = lè =

diferentes e não-
reUicionados. Se
as frações têm
denominadores
diferentes, os
exemplos devem ser reduzidos,
primeiro, a frações com denomi
nadores iguai.s. O.s passo.s devem

ser escritos como mostra o exem
plo acima.

O professor usa um tcstc-diag-
nnstioo na subtração de frações
da mesma maneira que foi dada
na pág. 330 para a adição de fra
ções. A pág. 4Sn dá um testo, para diagnóstico, na subtração de
frações.

questões, problemas e tópicos para discussão
Praçao representa uma di-
■ '̂isao indicada. Diga se coda
tun destes exemplos rejire-
senta o conceito partitive ou
de comparação:
2) João gastou três-qunitos

de sua mesada.
b) Maria tem a metade da

idade dc sua irmã.
e) Jane usou f de metro de

fi t a .
d) Três-quartos do auditó

rio estavam cheios.
e) O caehorrinho está meio

cresc ido .
í) Dois-terços dos meninos

^ estão presentes.demonstre como diferenciaro currículo para atender às

g "Crenças individuais.
u n i a l i s t a d o m a t c -

exploratório recomcn-
^ o pai-íi Q ensino de fra-oes ordinárias na terceira
série.
Eseicva um plano de aula
pf'apresentação da adi-^ c duas frações com de

nominadores diferentes mas
relacionados, como è e i-

5 A razão de dois números
pode ser uma fraçao impró
pria, uma fração propria ou
um inteiro. De a razao por
oue o mesmo numero nao
pode ser somado ou subtraído dos termos de uma fra-
oão sem alterar o seu valor.

6 Que significa a redução da
fração aos têrmos mais simples ou aos têrmos mais ele
vados? Quais
matemáticos envolvidos.

7 Por que a soma de duas
taçõcs com denominadores

ser igual a um mtcuo.

' ic com uma soma
possíveis, con^.!̂ml a um inteiro, se as ou
tras frações incluem 2' 3 '
1 1 1 Resposta: 6 exs.
7 ' f . ' s -
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O- Dê dois_exemplos de iKlieõo
de fraçüos seiiiclhantcs para
ejida um dos modelos se-
^ l i n t c s :

b . l i
+ 1

I T d .
3~ 0 - 2 3

10. Prove que a .soma ou di
ferença do duas fraeõos
eom denominadores diferen
tes expressas nos termos
mais simples nunca envolve
redução, .se os denominado
res são frações expressas na
escala binaria, como 2 4
8 e t c . '

11- Faça um teste para diagnós
tico na subtração de frações
com denominadores iguais.

12, Use o padrão apresentado
nos gnipos A e B da
Pág. 332 para selecionar
exemplos. Faça uma série
de exemplos corresponden
tes para frações com deno
minadores diferentes e não-
relacionados.

13. Escreva uma regra concisa
para a subtração de dois
números mistos, nos quais
e necessário decompor um
dos números para subtrair.

1-1. Demonstre como subtrair, no
exemplo 6^ - 4$, pelo mé
todo de adições iguais.
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Multiplicação e Divisão de
FraçSes Ordinárias

/^s ALUNOS, com freqüência,
^-'^acham mais difícil compre

ender a resposta encontrada na
multiplicação e divisão de fra
ções ordinárias que a re.sposta
encont rada na mul t ip l i cação e
divisão de inteiros. Se dois intei
ros, maiores do que 1, são multi
plicados, o produto é maior do
que cada uni dos inteiros. Se
duas frações próprias são multi
plicadas, o produto é menor do
que cada uma das frações. O quo-
cicntc de um inteiro (exceto 0)
dividido por outro inteiro, exce
to 1, é menor do que o número
dividido. O quociente de qual
quer número (exceto 0) dividi
do por uma fração própria é
maior do que o número dividido.
Assim, as leis que governam a
multiplicação e divisão de intei
ros parece não se aplicarem à
divisão de frações. Um dos pro
blemas essenciais que o aluno
enfrenta, na multiplicação e di
visão de frações, é compreender
como essas operações podem ser
enquadradas no sistema de nu
meração. Quando os alunos en
tendem de multiplicação e divi
são de frações, fica eliminada a
aparente inconsistência.

Neste Capí tu lo d iscu t i remos
os seguintes tópicos;

a. Multiplicação de fração
e n ú m e r o i n t e i r o

b. Multiplicação de fração
por fração

c . D i v i s ã o d e n ú m e r o i n t e i
ro por f ração

d. Divisão de fração- por
fração

e. Três tipos de problemas
em frações.

A palavra fração é usada aci
ma para indicar número misto,
do mesmo modo que fração pró
pria.

a. MULTIPLICAÇÃO DE FRA
ÇÃO E NÚMERO INTEIRO

Três Tipos da Exemplos na Mul
tiplicação de Frações

Há três tipos de exemplos na
multiplicação de frações. São:

1) Mult ipl icação de fração
por número inteiro, como 3 X
X i
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2) Cálculo da parte fracioná
ria de uni número, como § X 6,
ou § de 6.

3) Multiplicação de fração
por fração, conm A X

O primeiro e o segundo tipos
estão estreitamente relacionados
do ponto de vista matemático.
Assim, como o produto de 3 X 4
é o mesmo produto de 4X3,
o produto de 4 X § é o mesmo
produto de § X 4.

Multiplicação de Fração por
N ú m e r o I n t e i r o

O aluno encontra pouca difi
culdade em conciliar a multipli
cação de fração por número in
teiro com a multiplicação de
dois inteiros niaiores que 1. Em
cada caso, o produto é maior que
o multiplicando. Assim, como o
produto de 2 X 6 pode ser en
contrado somando 6 duas vêzes,
o produto de 2 X f pode ser en
contrado somando f duas vêzes.

Pode-Se usar um problema
como este para apresentar a.mul
tiplicação de fração por número
i n t e i r o :

"Uma fita mede f dc metro
de comprimento. Quanto de fita
é necessário para perfazer dois
pedaços do mesmo tamanho?"

O professor pode deixar que
a classe tente descobrir meios de
achar a resposta. A classe deve
sugerir alguns dos métodos se-,
guintes:

1) Medir um pedaço de fita
com I de metro de comprimento

c calcular o comprimento de dois
pedaços.

2) Usar recortes de partes
fracionárias pára encontrar a
respos ta .

3) Calcular a resposta com
um desenho semelhante ao que
é m o s t r a d o a b a i x o .

4) Encontrar a resposta pela
adição.

5) Pensar: ."f de metro são
i menor do que 1 metro. Os dois
pedaços de f cada um devem
ser ^ monos do que 2 metros, ou
l ^ m . "

6) Pensar: "f são iguais a i
1 , 1 i i _ i _ i _ J . '

1± ^ = 1 A soma de f de
metro mais f de metro é 1 i-'

O professor deve incentivar
os alunos mais adiantados a su
gerir várias maneiras de resol
ver o problema. Toda a classe,
entretanto, deve tentar os pro
cessos sugeridos nos itens 2, 3 e

4. A classe deve ler também e
explicar cada etapa apresentada
n o l i v r o - t e x t o . O s a l u n o s m a i s
lentos devem igualmente calcular
a resposta para o problema por
meio de medidas, como sugere o
i t e m 1 .

Depois, o professor mostrará
como a mesma resposta pode ser
encontrada pela multiplicação.
A operação é a seguinte:

2 X 1 i or 1 i

OU 2 X I =3 - 2 X i -— ü — I A . o u I 2

Há Lógica na Resposta?

O professor deve evitar, cui
dadosamente, que o trabalho, na
multiplicação de frações, se tor
ne mecânico. Ê bem possível que
o a luno desenvo lva a hab i l i dade
dc multiplicar frações por um
inteiro e não saiba se a resposta
é lógica ou não. Vamos conside
rar o exemplo 3 X f. O aluno
deve dar a solução mostrada abai
x o . O c á l c u l o e s t á c o r r e t o . O
aluno que não pode dizer se a
resposta é razoável é incapaz de
raciocinar, inteligentemente, com
oe quantidades envolvidas. Para

O segundo modo é recomenda
do para a multiplicação de fra
ções. Baseando-se em a lguns
exemplos escritos nesta forma, o
aluno deve descobrir como mul
tiplicar fração por número intei
ro. O método é o seguinte:

1) Multiplicar o numerador
da fração pelo inteiro e dividir
este produto pelo denominador.

2) Expressar a fração, no pro
duto, na forma mais simples.

Estabelecidas as regras, a clas
s e s e r á l e v a d a a d e s c o b r i r o
pr incípio básico pertencente à
multiplicação de fração por nú
m e r o i n t e i r o :

Multiplicando-se o numerador
de uma fração por número intei
ro, a fração fica multiplicada por
èsse número.

3 X 1 =
3 X 3 ' i o I= 4 01^25

provar que a resposta 2 ^ é ra
zoável, o aluno deve raciocinar
do seguinte modo: "A fração f
é maior que h, mas é menor que
1. 3 X í = I ou 1 è, e 3 X 1 = 3..
xVssim, o produto de 3 e |- deve
ser ma io r do que 1 e menor
do que 3. Desde que 2 \ está
entre estes dois resultados, a res-
po.sta é razoável."

A maioria dos alunos que tem
a necessária experiência para
operar com a mult ip l icação de
frações é capaz dc multiplicar
por ^ ou por 1. Em quase todos
os casos, o aluno pode multipli
car mentalmente por estes nú
meros. A maioria dos alunos, na
série em que o tópico é ensinado,
pode calcular o produto de 8 e
^ sem escrever a operação. Na
turalmente não é necessário tam-
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bem. escrever a operação para
calcular o produto de um Tjúnio-
ro multiplicado por 1. Por con-
se^iinte, para obter um meio dc
verificar se a resposta é razoá
vel, arredonda-se a fração pró
pria para ^ ou 1. Atrilmi-sc um
desses valores à fração mais pró
xima, e depois muUiplica-so,
usando a fração com o seu novo
valor. O aluno pode determinar
se uma fração é maior ou menor
que i dividindo o denominador
por 2 e comparando esse quo-
c i e n t e c o m o n u r n c r a d o r d a f r a

ção. Assim, — ô menor que |
porque 4 é menor que a metade
de 9.

O padrão de raciocínio usado
para determinar .se a resposta de
um exemplo, relacionado com a
multiplicação de fração e inteiro,
é lógica é ilustrado nos seguintes
exemplos:

1. 3 X I =2|
Raciocina; " como 1; o produto deve

M r u m p o u c o m e n o r q u e J . ( 3 X 1 ) . "

2. 4 X i = 1 i
2 IRac ioc ine : " ■— como —; o p roduto
8 2

deve ser um pouco menor que 2 .
(4 X I )."

3. I X 6 = 3 I

Raciocino: "-̂ como-̂ ; o produto deve
B 2•er um pouco maior que 3. ("1̂ X4)."

4. f X 8 = 6f

Raeíoeine; ̂  como 1; o produto deve
ser menor que 8, porém maior que 4.
(1X8) ou ( Í-X 8)."

Tirar a prova, para determi
nar so uma resjíosta é razoável
ou não, e roconiondado, ospecial-
niento, para os alunos mais
adiantados. Não é aconselhável
mandar o a luno provar as res
postas do todos os exemplos cm
um exercício prático. O profes
sor deve mandar o aluno tirar
a prova de alguns exemplos. Dc
acordo com este plano, o profes
sor deve escolher, ao acaso, cep
tos exemplos em um exercício
prático, c mandar o aluno dar
seu raciocínio para dcmon.strar
que a resposta é razoável.

Outro tipo eficiente de prova,
para o aluno mais capaz, é man
dá-lo calcular a resposta por uni
método diferente do que foi usa
do na solução. Assim, para re
solver o exemplo 3 X -g» ^
lução deve ser a seguinte-
3 X _ J A

8 g-, ou l|. Desde q«e8 o ' ° I

y são iguais à soma de -j e § »uma prova eficiente é a seguinte.
3 X i + 3 X que é* ^
li + ou 1-|. Igualmente o
o aluno superior pode descobrir
outras maneiras para provar
exercício. Logo que saiba como
dividir frações, deve usar o pro
cesso da divisão em um exemp o
de multiplicação de frações.

Multiplicação de Número inteiro
Por Fração

O aluno aprendeu na multi
plicação de inteiros que alte
rando a ordem dus números, cm
e x e m p l o s c o m o 3 X 4 e 4 X 3 .
iiao afeta o produto. Por conse
guinte, os produtos dos dois
exemplos 6 X ^ e ^ X 6 são
iguais. Mesmo (pic as respostas
dos dois exemplos sejam as mc.s-
nias, cada exemplo representa
uma multiplicação diferente da
fração f, como demonstram os
seguintes problemas:

"1) Uma cni.xa do doce contém
^ de quilo. Qual é o peso dos
doces em 6 destas caixas?"
6 X a

"2) Uma caixa contém 6 t\\ú-
de doce. Qual é o peso de ?

dêsse doce?" X 6.

Uma das aplicações de frações
mais usadas consiste no cálculo
da parte fracionária de um nú
mero, como I de 12. Uma caixa
('ontém 12 garrafas de rofrigo-
J'ante. Se j das gan-afas está va-

(jUijntns garrafas estão va
zias? A ilustração mostra f|uc 3
"arrafa.s estão vazias. A mesma
I'csposta pode ser encontrada di
vidindo 12 por 4.

Ao estudar a multiplicação e
divisão, o aluno aprendeu quecalcular um-quarto de um nú
mero é o mesmo que dividir o
número poi- 4. Assim, calcular a
parte fracionária de um número
1 apresenta uma divisão partiti-

A notação convencional, em

pregada para representar o cal
culo da parte fracionária de uni
número, 6 a forma similar usa
da para representar a multi
plicação dc uma fração coinoX 8 ou -5 X 10. O símbolo cbi
multirlienç.lo. num exemplo Ao
tipo it X 12. significa que 1-
<li'vo ser ilivklitlo em três partes
iguais e tluas dessas pnrteŝ ae
consideradas. Assim, 3
i«Tunl a 8, porque uina das ti -
partes isunis de 12 é 4. dai duasdessas partes sao iguais a 8

A maneira de ler o smai de„n,ltiplieaer.« <1epe>,de d̂a sua
•iniienwo no exemplo, como m
monstram as seguintes liust.a-
çõcs:
1 ) 3 X 4 "Três grupo> de 4. ou três

2) 3 X

3 )

6

X 5

Três vêzes - •"

"Três-quar̂ os de 5."

1 I X 6 "Uma vez e meia 6."
5) 2 cm X 4 cm "Dois centímetros por

4 centímetros.

o oxeiiiplo 2 indica uina trm
eno niuitiplieada por inteiio. O



3 4 4 ENSIXO DA AEITilÉTICA PELA COilPFEEKSAO MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE FRAÇÕES 3 4 5

exemplo 3 indica parle fracio
nária de nm inteiro. O modo do
resolver os exemplos é o mesmo.
Assim, as soluoôcs dos exemplos
2 e 3 são;

( 2 ) 3 X I = C L - 2 i

(3) 1X5=^=^, ou3|

O aluno deve compreender a
relação entre a multiplicação por
fração e por in
teiro. Um desen- (D 8 x 4 = 32
volvimento indiiti- (2) 4 x 4 = 16
VO dos dois tipos (3) 2X4= 8
de multiplicadores (4) i X4= 4
pode ser derivado (5)-l.x4= 2
de uma tabela do
tipo dado ao lado.O primeiro fator, (?) I x 4 = 1
em cada exemplo,
é metade do anterior, mas o sc-
grundo é constante. Por conse
guinte, cada produto sucessivo é
metade do anterior. O aluno
sabe que 1X4 = 4, como de
monstra o passo 4 na tabela. En
tão, deve compreender que 1X4
deve ser 2 e não 8. Thiele ^ assi
nalou que alunos que aprende
ram freqüentemente, de maneira
mecânica, dão 8 como produto
d e 1 X 4 .

^ Thiele (G. L.), "Arithmetic in
the Middle Grades", FiftiethTearbooJc
of the National Society for the Study
of Education, 11:90. Chicago: Uni
versity of Chicago Press, 1951.

Multiplicação de Número Misto
e N ú m e r o I n t e i r o

O aluno que pode multiplicar
em exemplos como 3 X f e
1X8, pode, também, multipl i
car cm exemplos como 3X41
o 2 1 X 6, provando que é capaz
de expressar um número misto
como fração imprópria. Na adi
ção de frações, o aluno sempre
a c h o u n e c e s s á r i o t r a n s f o r m a r a
fração imprópria, na soma, em
número misto sem, entre
tanto, achar necessár io ,
transformar número mis- 7 5
to em fração imprópria. _ 41
N a s u b t r a ç ã o , c m u m
exemplo do tipo mostrado,
o aluno aprendeu a decompor
7 1 em b-j. Tinha que transfor
mar o número misto 11 na fra
ção equivalente Excetuando-se
estes casos, o aluno não encon
trava situações cm que fosse ne
cessário decompor um número
misto em fração imprópria, para
então efetuar operações. Em
muitos casos de multiplicação de
número misto por inteiro, o nu
mero misto é transformado cm
fração imprópr ia.

Os passos que devem ser da
dos para ensinar ao aluno a
transformação de fração impi®'
pria em número misto são os se
guin tes :

1) Levar o aluno a usar seus
recortes fracionários para ca^
cular os equivalentes fraeiona-

* 1 1 . 9 • ! C
r i o s d e n ú m e r o s c o m o i a
11.

2) Levar o aluno a fazer um
desenho para mostrar o valor
fracionário de um número como
11- O desenho mostra que 1 3 é
igual a "

3 •

3) Levar o aluno a demons
trar como transformar fração
imprópria em número misto.

4)̂  Levar o aluno a descobrir
0^ método para realizar a operação inversa, dada no item 3.

5) Levar o aluno a escrever
um exemplo de transformação,
em todos 03 seus passos, de nú-
'^ero . misto em fração impró
pria. Assim, 3 1 é igual a 3 X
X 4 = -li. H 1 _ ü De-

4 » 4 ^ 4 ~ 4 *pois que o aluno compreendeu o
Processo, pode usar o método
Abreviado. Assim, para transfor-
'bar 6— em fração imprópria, o
aluno deve pensar: +1
O Ü 4 4 '^ X- Êste processo pode ser
Expresso em uma regra, do se
guinte modo:

'''uns/onaar um 7iúmero
ti 7'^ imprópria, mtã-P tcâ SQ o número inteiro pelo
^̂ '̂ ominador da f ração; soma-se

Pryxíuío o numeradoT da
çao e conserva-se o mesmo

^^'^minador.
Í5«5t

man ̂  P̂ uoesso representa umau*iulta para transfor-
ÍTn»v uúmero misto em fração""propria. É lógico qne o pro-

fessor não deve começar a en
sinar o processo dando a regra
à classe. Em vez disso, a classe
deve descobrir os passos dados
na operação, c depois formular
a r e g r a .

É possível multiplicar número
misto-por inteiro de duas ma
neiras diferentes. Primeira, ex
pressar o número misto como
fração imprópria, e depois mul
tiplicar, como é mostrado em A.
Segunda, n>ultipl'<̂ nr a fraçao
do número misto pelo
como 2 X s; depois,
os inteiros e calcular a soma dM
produtos, como é mostrado em O.

, 2 o V - L i2 X 41 = 2 X 3

O U

B.

2 X 1 4 _ 2 1 - _ 9 Í— — — — — ^ ' 3

4 l
X 2

1 ̂  (2 X §)
-f 8 (2 X 4)

9 ?

Todos 03 exemplos dup fí'? To'"Sf po'- -
ro e numero métodos,
resolvidos por am
Se o número misto tem unmaior que 10, como 18 i
todo mostrado em
B é m u i t o m a i s 4 5
f á c i l e m a i s . ^ 3 3
do que o método ^
mostrado em
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Os autores sugerem que o mé
todo B deva ser usado, para
multiplicar, se um dos números
é representado por dois algaris
mos, como foi mostrado atrás.

O professor deve levar os alu
nos mais capazes a tentar com
preender os princípios matemá
ticos envolvidos no método B.
No exemplo abaixo, 251 pode
ser expresso como 25 + Cada
um desses números deve ser mul
tiplicado por 6. Aqui se aplica
o mesmo princípio envolvido na
multiplicação de 36 por 4. O nú
mero 36 é igual a 30 + 6. O pro
duto de 36 e 4, como é mostrado
abaixo, é igual à soma dos pro-

251
X 6

4|(ó X |)
+ 150 fó X 25)

154^

3 0 + 6
X 4

dutos de 4 X 30 e 4 X 6. Assim,
4 X 36 representa a multiplica
ção de uma soma indicada por
um número. A pág. 254 expõe
a r e g r a q u e g o v e r n a e s t a o p e
ração. Essa regra, também, apli
ca-se à multiplicação de número
misto por inteiro. Um número
misto, como 25 f, pode represen
tar uma soma indicada, como
25 + f.

O professor deve levar a clas
se a explicar por que os algaris

mos dos produtos ocupam a po
sição mostrada na solução de
6 X 25 O aluno deve compre
ender que uma fração própria é
parte da unidade e, então, uma
fração ordinária não tem um lu
gar assinalado no sistema de nu
meração.

b. MULTIPLICAÇÃO DE FRA
ÇÃO POR FRAÇAO

Representação Simbólica do Pro
c e s s o

"Uma receita pede è xícara
de açúcar. Se é usada metade da
receita, que parte da xícara de
açúcar é necessária?"

A pág. 313 sugere que um pro
grama de prontidão para o ensi
no de operações com frações deve
capacitar o aluno a dar a res
posta do problema acima. O alu
no pode usar seus recortes para
provar a resposta, ou pode fazer
um desenho para mostrar que a

| d e l =
1 X 1

2 X 2
o u

X -1-2 A 2

l
4

resposta é i de xícara. A manei
ra simbólica para calcular a me
tade de i é mostrada acima. A
forma para escrever um exem
plo na multiplicação de duas fra
ções deve ser a seguinte:

alunos usam recortes fracionários para descobrir produt
com frações.

quocíentes ef"

2 y ^
3 A 5 —

2 X 4

3 X 5
= I 5



3 4 8 EXSINO DA ARITMÉTICA TELA COMPREENSÃO

A regra para a multiplicação
de duas frações pode ser exposta
assim:

Escreva o produto dos nirnie-
radores como numerador da res
posta, e o produto dos denomi
nadores como deno^ninador da
resposta. Expresse a resposta na
forma mais simples.

O alunò experimenta pouca
dificuldade na multiplicação de

frações. O professor deve
certificar-se de que o trabalho
não é feito mecanicamente. O
aluno deve ser capaz de explicar
por que o produto de duas fra
ções, como ^ e I, é menor do
que ambas as frações. Deve po
der dar respostas a questões do
seguinte tipo:

^1) Mudando a ordem das frações, no exemplo i X §, a respos
ta é alterada?

2) No exemplo dado, o valor
da fração no produto é maior
ou menor que o valor de cada
fração?

3) Se uma das frações for
multiplicada por 1, qual será o
produto?

4) Sendo cada fração menor
que 1, multiplicando-se f por
um número menor que 1. o pro
duto será maior ou menor que f?

5) Multiplicar uma fração por
i é o mesmo que dividir a fra
ção em quantas partes iguais?

Redução — Não-Canceiamento

Há duas maneiras para resol
ver um exemplo do tipo |- X í

3 O

como é mostrado em A e em B:

A í 5 2 X 5 i n

3 ^ 3 X 3 9

I

Em A, a fração, na resposta
é r e d u z i d a a d i v i d i n d o - s e

ambos os termos da fração por
2. Em B, a fração, no produto,
é reduzida antes da multiplica
ção. Êste resultado é obtido di
v id indo o numerador da f ração
§ por 2, e o denominador da
fração ~ por 2.

C a n c e l a m e n t o é o t e r m o c o n
vencional, usado, na multiplica
ção de frações, para representar
o princípio da redução. O exem
plo B mostra que o cancelamen
to é uma outra palavra para re
dução. Em vez de ens inar um
conceito novo, o profe.ssor deve
mandar o aluno designar a ope
ração usando a expressão "redu
ção" ou "dividir antes de multi
pl icar".

O cancelamento é baseado no
princípio matemático de que a
ordem, na qual os processos de
multiplicação e divisão são reali
zados, não afeta a resposta se o
produto dos dois númeroŝ  é di
vidido por um terceiro número.
Os números podem ser multipb-
plicados e o produto dividido
pelo terceiro número, ou um
dos dois fatores pode ser divi
dido pelo terceiro número e o
quoeientc multiplicado pelo outro
fator. A resposta é a mesma

MULT1PUCA(;ãO K UlViyAO DE FRAÇÕES 3 4 9

quando a ordem das operações é Divisão de Número Por Fração
mudada, como demonstram os Unitária
seguintes exemplos:

g_X 8 _
A — -Ã" ' 00 ó

O aluno experimenta pouca di
ficuldade na divi.sao de inteiro
j>or fração unitária.

3 X . S '
^ — 3 X 2, ou 6

DIVISÃO DE NÚMERO IN
TEIRO POR FRAÇÃO

Exemplos na Divisão de
•̂̂ açoes

bá três casos de
frações, há tam-

çòos. ^ divisão de fra-
São scguintG.s:

6 iuteiro por fração,
2) Diviriu, f*̂ Oino ̂  -i- 2 ifuçao por inteiro,

DiviH:,, jí§ -i- ̂  ft*açao por fração,
A divisn« J

é u m
duas razões:

passos dados na

pq, Sunda, o aluno en-
^ situações em que^ ^Pl icacõ O número

e n v o l v e n d o^do. ^ Rma fração é limi-

0 diagram:! mostra tre.s discos
divididos em meios. O adtno
sabe que em um inteiro lui dors
meios; então, em três inteiros ha
seis meios. Igualmente, dois in
teiros podem ser divididos cm
terços e (juartos. O aluno pode
verificar a resposta usando seus
recortes ou com um diagrama.
Depois, o professor deve inostrnr
a representação simbólica ilo pro
cesso. Assim, a maneira pnra ca -
eular a resposta para o exemplo
abai:v0, usando a forma .simbó
lica. é a seguinte:

3^1 = 3X2, ou 6
A ilustração demonstra que

dividir por 4 c o mesmo <pie
multiplicar por 2. Para diviehrnúmero inteiro por fraçao, ^
verter a fração e multiphcar.
foma mvei-sa de v ® T '

Os autores chegaram à conclu
são que muitos alunos falimm
ao diferenciar entre ""'''.pV
ção por uma fraçao e
ôrfa fraçãô f„.;P;,̂ „tm\estudante que de um Pno qual seja necessário dnid.r
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■ V

2
' V

3

p o r ê l e p o d e e n u n c i a r u m
problema do seguinte tipo: "Em
um recipiente cabem 4 xícaras
de farinlia. >Se forem usados f
do recipiente, quantas xícaras
foram usadas?" Êsse problema
representa uma aplicação da
multiplicação por uma fração e
não da divisão por uma fração.

Divisão de Inteiro Por Fração

O aluno aprendeu a dividir
por fração unitária. Agora, deve
aprender a dividir por qualquer
fraçao, como §. A classe deve des
cobrir maneiras diferentes para
encontrar a resposta para pro
blemas como o seguinte:

"Quantos pedaços de § de me
tro podem ser cor tados de um
pedaço de fita com 4 metros de
compr imento?"

Algumas das sugestões para a
solução podem ser as seguintes:

1) Calcular a resposta, me
d i n d o .

2 ) F a z e r u m d e s e n h o p a r a
encontrar a resposta. (Mostrar
u m a l i n h a e u m c í r c u l o d e s e
nhados.)

■ V

4

_ A . _ A -

3) Subtrair, repetidamente, 3
de 4, ou somar § tantas vezes
quantas forem necessárias para
conseguir uma soma igual a 4.

4) Pensar: "4 -r ^ sao 12,
daí, dividindo por § será a me
tade de 12, ou 6."

5) Pensar: "3 X ^ são 2; logo,
há três S cm 2. Em 4 haverá o
dobro de § contidos cm 2, ou scjii
6 . "

6) Pensar: "Em 1 metro há
3 terços de metro, c em 4 metros
haverá 12 terços de metro; ̂ ein
12 terços há 6 vezes 2 terços.

7) Transformar os metros em
centímetros, e dividir.

A classe deve realizar as
vidades sugeridas nos itens 1»
e 3. É muito importante pajp ®
aluno ter experiências signifma
tivas com material visual e o
jetivo ao procurar o quocicnte
de inteiro dividido por fração.
Depois, deve ler e explicar as
etapas no desenvolvimento dado
no livro-texto. Provàvelmente o
texto mostra, em foraia simbó
lica, como encontrar a resposta
da divisão de 4 por § da seguiu
t e m a n e i r a :

4 ^

4 X 3

4 X "l, OU
1 2 ,

o u 6

ta'i r'"'r
Mleii) 1 ' ''fsi'i'stM iKulo spi-
Com = <• ' l iv isor,
o a n d o ' " u i h i p U -

p ̂ -̂ Posta como se segue:
" '■ '■"Cno' ' " i 'c r lcr
ífuitos

oljiivn,," 'Ipscohrirão
Aro,;"' ' '" c.n-ro-

"'"no n vô r
l ''."'-oavcl, o n
, 'nlii- poi. 1 ' nno subo pomo■ ' ' " n o i - A f r a p õ o

"Ano èstes cíois
1"̂  S dpvp' „ '• " .'inooioiUp de
de^; " 'nonor' """" "m, o if ^ qnocientc
r?""' 'tno 4 o 'lup 6 éP'^^ ta 6 , menor que 8 i

^ ' o z o á v o l n 1 '

- x A , ' ' i v s n o s t a

Po/ff'n <là divi"r"R i in c iu r% ^ i n te i ro

dart "'n'a é ^ Estaaélr'" Pata 7!r>''n<ntte ve.-
Par,' 'ino ó ^ <Ja sexta
Por u ílPnosèntlma''

^ ^Ções, ' dá divisão
''̂ ""obrir "̂ "Pazes devem"«̂ loçao entre a mui-

lÍ]>lÍeneão e a divi
são t i e f raçõ is . En i a . 9x^=6
A . o p r i n l u t o d e ^
dt)is números. O e ^ ' 3 ~ '

ó d . E m B . o
prnd\ito n e um dos números.

são dados. O número (pie deve
s(*r caleulado é o segundo Intor,
ou í). A resjittsta em A t' rnztia-
vel. poripie um número menor
cpie 1 ó S!itniad't 0 vozes; (mu B,
um número menor (pio l ó siih-
tvuuh} de n v;Ír i : is vezes. . \ ros-
])osla devo sor maiin* rpio 3; im-
tãt), n ó uma rospustn I'Jizeavel.

Por que Invertemos o Divisor e
Mult ipl icamos

"Dosde (pio o ourrícnlo om
A r i t m ó t i o a c o l o c a a d i v i s ã o p o r
fraíião ]>rópria na .sexta sório, é
quase corto (pie a maioria da
classe não comproondorá a base
matemática da inversão do divi
sor o da multiplica(.*ão. Contudo,
o professor deve comprcondor os
princípios matemáticos que go
vernam a operação.

O exemplo 4 ^ jiode ser es
crito na forma 4 1_J_. Sendo
divisão por unia fração muito
difícil, transforma-se o exemplo
para tornar o divisor um inteiro.
O número 1 é o número mais
fácil para se usar como divisor.
Assim, nuütiplieam-se tanto o
divisor como o dividendo pelo
mesmo número, para transfor
mar o divisor em 1. Êste número

2 3é |-.Dois números, como j e y,
que têm como produto a unida
de, são recíprocos. Assim, o rc-
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cíproco de 7 é y e o recíproco de
- e ^4 3 •

No exemplo 4 , se ^ é mul
tiplicado por|-, então 4 deve ser
multiplicado também por|-, para
que se nao altere o quociente.
Multiplica-se o divisor |-por »
e o dividendo 4 por|. O traba
lho pode ser representado do se
guinte modo:

4X "l ^ ou 6 I

A multiplicação de uma fra
ção por sua forma inversa (recí
proca) sempre produz um pro
duto igual a 1. Não é necessário
escrever esta operação porque
qualquer número dividido por 1
é igual ao próprio número. As
sim, apenas é escrita a.multipli
cação do número pela fração in
vertida, como 4 X |-, Esta repre
sentação é uma maneira abrevia
da da operação completa. O
exemplo demonstra que, inver
tendo o divisor e multiplican-
do-o, torna-se 1 o divisor real.

Os princípios matemáticos que
governam a operação da inver
são do divisor e a posterior mul
tiplicação são os seguintes:

1) Tayito o divisor ooim o di
videndo pode^n ser multiplica
dos pelo 7nesmo número sem al
terar o valor do exemplo.

2) O produto de u-ma fração
multiplicada pela fração inver
t i da é 1 .

3) Inver tendo o. d iv isor .e o
multiplica7ido, torna-se i o divi
s o r r e a l .

Duker - sugeriu que os alunos
devem aprender a seguinte re
g r a : " . . . p a r a d i v i d i r p o r u m a
fração, multiplicamos o dividen
do pela recíproca do divisor".
Esta regra é igual à regra-dada
acima, exceto (lue Dukor subs
tituiu a palavra inverter pela
palavra reciproca. Recíproca e
o termo mntcmàticamente mais
preciso, mas o uso favorece o
termo inverter. Até que a pala
vra recíproca seja usada mais
amplamente que agora, o termo
inverter é preferível.

O mesmo processo usado im
divisão de inteiro por fração e
aplicado na divisão de inteiro
por niimero misto. O número
misto é transformado em fraçao
imprópria. Depois, a operação
segue o mesmo processo usado
para dividir por fração própria.
Assim, para dividir no exemplo
6-̂ 1 ,̂ o trabalho deve ser fei
to eomoA mostrado abaixo,

6'-r-l5=Ó"T-^
6-í-| = ÓXf. ou4

O quociente de um inteiro di
vidido por mímero misto pode
ser inteiro, fração própria ou
fração imprópria, que pode ser
transformada em número misto.
Os seguintes exemplos ilustram

* DüKEB (S.), "Rationalizing P'*
vision of Fractions", The AntimcUC
Teacher, 1:22.

OS tres tipos de quocientes, na
o r d e m d a d a :

1. 5 -=-2^=5 f = 5 X i,ou2
2. 2 -^2i = 2 - I = 2 X i, out
3. 6 -2i = ó + f = 6 X i = -^,

OU 2 I

O professor deve levar os alu
nos a descobrir os seguintes prin
cípios relacionados com o divi
sor, dividendo e quociente:

1) Se o 'divisor é maior que
o dividendo, o quociente é menor
que 1.

2) Se o divisor é menor que
o dividendo, o quociente é maior
que 1.

3) Se o divisor é igual ao di
videndo, o quociente é 1.

Divisão de Fração Por Inteiro ^
A resposta de um exemplo do

tipo f -i- 2 = I parece razoável
para o aluno, porque, o quociente
é menor que o dividendo. Na di
visão de números inteiros, che
gou à conclusão de que o quo
ciente é sempre menor que o
dividendo, excluindo um divisor
por 1.

Se o divisor é inteiro e o divi
dendo é fração, o exemplo pode
representar ou o conceito parti-
tivo ou o de razão, como foi con
cluído em operações com a di
visão de inteiros. Provàvelmente,
a maioria das aplicações sociais
da divisão de fração por inteiro
representa a divisão partitiva,

"como na divisão de ^ quilo de
manteiga em duas partes iguais.
C a l c u l a r a r a z ã o e n t r e d u a s
quantidades, como ^ quilo, que
é parte fracionária de 2 quilos,
representa comparação em divi
s ã o .

Se necessário, o aluno deve
usar seus recortes para encon
trar as respostas para exemplos
como os seguintes:

2 = i

5 - 2

1 - 2

As mesmas respostas podem
ser encontradas multiplicando
as frações por como é mos
t r a d o :

1 - 2
i - 2

1
— 2 X

1

2 ' O U
1

4

_ 2 X
1 2~ ~ 3

2 6 '

1 1 X
1
2 ' o u

3
0

A parte importante no desen
volvimento dêste processo consis
t e e m l e v a r o a l u n o a d e s c o b r i r
a relação entre multiplicação e di
visão. À pág. 349 demonstrou-se
que dividir por ^ é o mesmo que
multiplicar por 2. Em termos ge
rais, dois princípios básicos' re
lacionados com a multiplicação
e a divisão podem ser expostos
do seguinte modo:

Dividir por uma fração unitá
ria ê o mesmo que multiplicar



3 5 4 ENSiyo DJ AEITMÉTICA PELA COilPEEENS.TO MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE FRAÇÕES 3 5 5

fração invertida (recíproca)
ou peh denominador da fração.

Dividir por um número inteird
é o mesmo que multiplicar pela
forma invertida do inteiro (reci
proca) ou por 1 ddvidido pelo in
te i ro .

O professor deve proporcionar
à classe muitas oportunidades
para descobrir a relação entre a
multiplicação e divisão de núme
ros, como è e 2, -J e 3, J e 4, e
assim por diante. O aluno que
necessita pode usar recortes ou
diagramas para chegar à desco
berta das relações entre multi
plicação por um inteiro e divisão
pela recíproca, ou ainda para
verificação das respostas. Asduas ̂ regras básicas, já expostas
com estes dois processos, consti
tuem os elementos essenciais per
tinentes ao significado e com
preensão matemáticos em opera
ções com um divisor fracionário.*'
O aluno que não conclui que divi
dir por um número, como n, é o
mesmo que multiplicar pela for
ma invertida, ou agirá de
maneira puramente mecânica
nas operações com d iv isão de
frações.

Atividades de Enriquecimento
Para os A lunos Ma is Ca
pacitados

Todos os alunos que aprende
ram a dividir uma fração por
inteiro devem ser capazes de
multiplicar a fração pela recí
proca do divisor. Os estudantes
mais habilitados poderão desco

brir outras maneiras para divi
dir uma fração por inteiro. Èsses
alunos devem descobrir, nos
exemplos dados, um modelo para
d i v i d i r .

i q i .
2 - ^ — 6

4 • — a

1 - 2 = 1 %
I - 4 = i%ou ^

Os exemplos demonstram qy&»
para dividir uma fração por in
teiro, multiplica-se o denomina
dor da fração pelo inteiro ou
divisor e escreve-se o produto, na
resposta, como denominador da
fraç.ão, com o numerador perma
necendo inalterado. À pág. 341
demonstra-se que, multiplican-
do-se o numerador de uma frS'
ção por número inteiro, multipli-
ca-se a fração por aquele núme
ro. Segue-se, então, que, multiple-
canido-se o denominador de
fração por número inteiro, dtm-
de-se a fração por aquèle número.

Os alunos mais capacitados de
vem compreender os dois prin
cípios básicos operando com íra-
ção e número inteiro. As regras
s ã o :

1) Multiplieando-se o numera
dor de uma fração por número
inteiro, multiplica-se a fraçao
por aquele número.

2) Multiplieando-se o denomi
nador de uma fração por nume
ro inteiro, divide-se a fração po
aquele número.

Com outras experiências, o3
alunos mais adiantados P ^
descobrir como a divisão do n

m e r a d o r o u d e n o m i n a d o r d e
uma fração por número inteiro
afeta a fração. O profe.ssor deve
restringir o trabalho deste tipo
aos alunos que tcnlinm uma cornT
preensão muito desenvolvida de
frações.

d. DIVISÃO DE FRAÇÃO POR
FRAÇÃO

C u r r í c u l o s D i f e r e n t e s

À p á g . 3 0 2 d e m o n s t r o u - s e
c o m o d i f o r o n o i n r o c u r r í c u l o n a

adição e subtração de frações.
Os alunos mais lentos devem so
mar ou subtrair frações com sig
nificação social. O mesmo crité
rio da utilidade social aplica-sc
à divisão de frações. É uma quos-
t ã o d i s c u t í v e l a d e i n c l u i r n o
currículo, para o.s alunos mais
lentos, a divisão de fração por
f ração. Há mui to poucas apl i
cações sociais da divi.são de fra
ção por fração. Esta afirmativa
é verdadeira, e.specialmente se
uma fração própria é dividida
por outra fração própria maior.
Se a divisão de frações é ensi
nada aos alunos lentos, deve ser
ens inada p r imar iamente como
in fo rmação . A rea l i zação c o
grau dc compreensão dos alunos
mais lentos, nesta fase da Arit
mética, são muito limitados.

A divisão de duas frações pró
prias tem valor do ponto de vis-
ta matemático. O aluno que com
preende o trabalho operando com
frações, descobrirá que o pro-

ces.so de divisão pode ser reali
zado tanto com frações como
c o m i n t e i r o s .

O Quociente É Razoável na Divi
são de Frações?

O aluno quo aprendeu como
dividir número inteiro por fra
ção experimentará pouca difi
culdade para dividir fração por
fração. Êlo aprendeu a inverter
o íUvisor e, depois, multiplicar.
Êste mesmo princípio aplica-so
à divisão de fração por fração,
como no exemplo 4 Invo i ten-
do o divisor c, depois, multipli
cando, o exemplo torna-se tX-J.
O quociente é 3.

É evidente que a maioria, dos
alunos, cm uma classe típica dc
sexta série, não compreenderá os
passos dados na operação da di
visão cm um exemplo do tipo
4 N ã o a p e n a s o e x e m p l o
quase não tem significação social,
como os passos dados, na so
lução, são difíceis para o alu
no compreender. As.sim, o tra
balho, na divisão de fração por
fração, freqüentemente, torna-se
uma operação mecânica. O aluno
não podo compreender os passos
dados na solução, mas é capaz
de dc.scobrir se a resposta é ra
zoável. A habilidade para deter
minar SC o quociente do duas
frações é razoável depende da
compreensão ciiie o aluno tem
das três generalizações seguintes:

1) O quociente dc ií.?a niímero
dividido por cie mesmo é 1, como
7 1 7 .
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2) O qiwciente um j iúmerp
dividido por juhnero menor é
maior que 1, como 24 \ 6 .

3) O quocicnte de um número
div id ido por número maior é
menor que 1, como 5 \ 12 .

Êstes três princípios aplieam-
se ao d i v i so r f r ac ioná r io t an to
como ao d iv isor in te i ro. O a lu
no que compreende estes princí
pios e o valor relat ivo de duas
frações divididas deve ser capaz
de generalizar sobre o quocicnte,
como é mostrado nos seguintes
exemplos:

1 ) ~ o q u o c i a n t » i m a i o r q u o 1
(Pr inc ip io 2 )

2 S
2) — -i- — O quoeionia é menor quo 1

3 6

(Pr inc íp io 3 )

3) 2-̂ -r quoeiente é menor que 1
(Pr inc íp io 3 )

4 ) O q u o e i e n t e é } ( P r i n c í p i o
9 8

1 )

A habilidade para determinar
se a resposta é razoável capacita
o aluno a corrigir erros que, de
outro modo, não seriam perce
bidos. No exemplo f ^ o alu
no pode inverter a f ração erra
da. Êste erro é comum. Se a fra
ção § invertida, em vez de f,

3 3 9a solução torna-se ^ X j = s"» o\i
1O aluno que sabe que a fra
ção § é menor que a fração
e compreende o princípio 3, con
clui que a resposta não é razoá
vel. Então, deve procurar o erro
na solução.

U m a m a n e i r a e fi c i e n t e p a r a
incentivar o.s alunos mais capa
zes na divisão de frações é leva-
los a decidir se o (luoeicnte será
igual, maior ou menor que 1,
a n te s d c d i v i d i r. E l e d e v e s e r
capaz de comparar os valores
das duas frações e dc aplicar a
generalização relacionada com o
quoeiente desses números. Este
tipo de trabalho destina-se ao
aluno de habilidade superior
para operar com divisão de fra
ções. O aluno, na sexta série,
que é capaz de determinar se
um quocicnte é razoável, mas e
incapaz dc explicar os passos da
dos para a solução, atingiu uma
compreensão adequada do traba
lho na divisão do frações.

O Método do Denominador-
C o m u m

A maneira convencional para
dividir por uma fração é inver
ter o divisor e multiplicar.
foi assinalado, este método é di
fícil para a compreensão ^
maioria dos alunos. Uma in^cs
tigaçãô  demonstrou que os alu
nos mais atrasados, que reduzem
as frações ao mesmo denomina
dor e, depois, dividem, preferem
este método ao método da inver
s ã o .

De acordo com o método ̂ do
d e n o m i n a d o r - c o m u m , a s
devem ser reduzidas a ,
com denominadores iguais.

» Brownell (W. A.), "TWO
o f L e a r n i n g i n « 5 6 - 6 6 4 .
of Educational Research, ái.oJ"

multiplicação de frações, tanto
o numerador como o denomina
dor são multiplicados.

5 ~ í i — a • ã — « n ~ 3 ' O U l 5

Depois, na divisão, tanto o
numerador como o denominador

são divididos. Desde que os de
nominadores são iguais, o quo
eiente dos denominadores é 1.
Assim, para d iv id i r f rações
iguais, divide-se os numeradores.

O método do denominador-co
mum pode ser usado para divi
dir, em qualquer exemplo, na
divisão de frações, como é mos
t r a d o a b a i x o :

1 . 6 - ^ 1 = ^ - ^ 1 = 2 4 - 3 2 4 «
4 H - 4 - S

2 . 4 - 1 i _ 1I 2 — 2
8 - T - 3 g 2
^ = iou2f

3. I 5 _ _
6 ~

9
I 2

I O
I 2

9 - ^ 1 0
1 2 - 1 2 j o

. 9 . 1 0 2 7 . 2 04 . 4 5 — — 7 — - Z : Z - =
2 7

ó

- 2 0

- 6
— 2 0' ̂  2^0

5.3i^4 = í^|=^=|

O método demonstrado na
pág. 356 não causa nenhuma di
ficuldade na divisão com divi
dendos maiores que o divisor.
Quando ocorre a situação inver
sa, o aluno, freqüentemente, tro
ca dividendo e divisor. No exem-

, 3 . 5pio 4 - õ '

3 . ç ^ _ in 9 -f- 10
2 - 6 - 1 2 • I 2 - 1 2 H - 1 2

0U1 i

I o

9 '

O aluno pode dar a solução in
correta, como é mostrado. Êle
não tem meios para decidir se a
resposta está certa, a não ser que
possa usar o método, dado na
pág. 355, para verificar se a res
posta é razoável. Se compreende
o piãncípio que um número divi-
dido por número maior produz
quoeiente menor do que 1, sabe
que a resposta está errada. O
aluno que compreende este prin
cípio deve usar o método da in-
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versão, que é mais fácil c mais
curto, na divisão dc frações, que
o método do denominador-co-
mum. Até que a experiência evi
dencie a superioridade do méto
do do denominador-comum sobre
o método da inversão, o método
convencional da inversão deve
ser usado para dividir por uma
fração.

Divisão de Números Mistos

Os números nüstos são dividi
dos do mesmo modo que as fra
ções. Os números mistos devem
se r t r ans fo rmados em f r ações
impróprias, depois, divididos. Os
exemplos abaixo mostram a for
ma que deve ser usada em ope
rações com números mistos:

1. 6 2 ^ =6 -^1=6 X i =-'^, 0U2|

2. 4| - 3 = I -3 = I X i = |,oul 1

J . I 2 J 3 — 2 - 3 — 5 X 7 7 =

16 -t- 20 = — , a razão da deis números

"3) Uma equipe ganhou — dos
jogos disputados. Se a equipe
ganhou 16 jogos, quantos jo
gou'?"
Se — do número de jogos — 16,

6

y do número da jogos = 4 (16^4),
— do número da jogos = 20 (5 X 4).

Se 0,8 substituir a fração
lios problemas acima, então os
problemas representarão os tipos

de frações encontrados na mul
tiplicação e divisão de decimais.
Se . 80% substituir a fração

os problemas representarão
exemplos de problemas de por
centagem.

P a r t a U m O u t r o

F r a c i o n á r i a N ú m a r e N ú m a r o

1 .
4

6
? 2 0

2 . ? 1 6 2 0

3 .
4

1 6 ?

o

2 2

4. J2 • '4 — 2— 4— 5'Xj="r'0"253

Como objetivar o conceito de razão com recortes fracionários no flanelógrafo.

e. TRÊS TIPOS DE PROBLEMAS
EM FRAÇÕES

Relações Entre Frações Ordiná
rias, Decimais e Porcentagem

Há três tipos dc problemas na
mu l t i p l i cação e d i v i são de f r a
ç õ e s o r d i n á r i a s . O s p r o b l e m a s
que representam estes modelos
podem envolver frações decimais
ou porcentagem. Os familiares
três casos de porcentagem exem
plificam os três tipos de proble
mas na multiplicação e divisão
de frações ordinárias.

As três aplicações das frações
na multiplicação e divisão são as
seguintes:

1) Calcular uma parte fracio
n á r i a d e u m n ú m e r o

2) Calcular a razão entre dois
n ú m e r o s

3) Calcular um número, sen
do dada uma parte fracionária.

As três aplicações das frações
podem ser ilustradas pelos se
guintes problemas:

"1) Uma equipe ganhou -g- dos
jogos disputados. Se a equipo
jogou 20 partidas, quantos jogos
ganhou?"

|de20=|X20=16
"2) Uma equipe jogou 20 paj'

tidas c ganhou 16. Qual a fraçao
de jogos ganhos?"
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Os exemplos dos três proble
mas podem ser organizados como
e mostrado na tabela. Em cada
problema, dois dos três elemen
tos envolvidos são conhecidos.
Falta o terceiro número. Está
claro que uma fômmla, como a
fórmula de porcentagem ^ ^

100 '
e um meio eficiente para ajudar
o aluno a encontrar o número
que falta.

^ Problemas do tipo 1 e 2 constituem a aplicação mais familiar
e mais usada de frações, deci
mais e porcentagem. O terceiro
tipo de problema tem aplicação
social limitada. A maioria dos
alunos, na escola elementar, acha
este t ipo de problema di f íc i l
para resolver. Um diagrama, ge

ralmente, auxilia na solução de
um problema deste tipo. Uma so
lução, em diagrama, para pro
blema do tipo 3 é dada abaixo:

16

número de jogos

Desde que 4 partes do diagra
ma representam 16 jogos, 1 par
te representa 4 jogos, 5 partes
representam 20 jogos. O diagra
ma ajuda a objetivar os passos
dados para a solução do proble
ma acima. Cada parte, no dia
grama, corresponde ao valor da
fração j na resposta.

QUESTÕES, PROBLEMAS E TÓPICOS PARA DISCUSSÃO

1. Indique como faria para
que o aluno compreendesse
por que o produto de duas
frações próprias é menor
que ambas as frações e por
que o quociente de um in
te i ro d iv id ido por f ração
própria é maior que o in
t e i r o .

2. Dê um problema que ilustre
a mult ipl icação de fração
por inteiro e vice-versa.

3. Demonstre por que a multi
plicação de inteiro por fra
ção própria representa uma
divisão . partitiva.

4. Diga o significado das se
gu in tes expos ições : O uso

do símbolo da multiplica?®®
X freqüentemente cria uma
linguagem problemática para
o aluno. Exemplifique.

5 . U m a l u n o r e s o l
v e u o e x e m p l o

4 X T ^
m o s t r a d o . Q u a l
f o i a c a u s a d o
erro? Que deve ser fmto
para evitar que o aluno co
meta um erro desta especic-

6. A solução do exemplo abai
xo representa um dos
todos mais antigos usado
para dividir por uma fia
ção. O método consiste cm
tornar o divisor um inteiro,

multiplicando o numerador
pelo denominador da fração.

12 -1- 4 X 4 X 1 2

4 8

O produto será o numera
dor. Multiplique o dividen
do pelo denominador da fra
ção e, depois, divida.

Quais os princípios mate
máticos envolvidos neste mé
todo? Use este método nas
seguintes divisões:

3Ca) 15

( c ) 1 2

^ b ) 9

1 - (dj 10 2

Que princípios matemáticos
tornam possível a inversão
do divisor fracionário para
depois multiplicar? Poderia
racionalizar o processo para
sua classe na escola elemen
tar? Dê as razões.
Demonstre como diferencia
ria o currículo, na divisão
dc frações, para os alunos
mais lentos e para os mais
capacitados,

th Avalie o método do denonii-
nador-comum para dividir
c o m u m d i v i s o r f r a c i o n á r i o .
Use êstc método nas seguin
tes divisões:

10. Olhe os exemplos e diga se
o quociente em cada um dê-
les será maior ou menor que
1 :

.a) I - f
(d) I - I

{bl I - I (c) I
(«1 TT - 7% (f) I -

11. Faça um teste-diagnóstico
para deteiminar se um aluno
é capaz ou não de dividir, cm
todos os tipos de exemplos,
e o m d i v i s o r e s f r a c i o n á r i o s .

12. Escreva os quatro exemplos
possíveis usando os seguin
tes gnipos de números:

1

I 5 1 i 1 2 2
4 9

(o) 1 ^ z

( 0

(b) ó - f
(d) 4-^21
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Frações Decimais

A s FRAÇÕES DECIMAIS tiveram
sua origem no começo do sé

culo XVII. Embora as frações de
cimais não fossem usadas, ampla
mente, até dois séculos atrás, sua
invenção tomou possível a reali
zação de operações até então
praticamente impossíveis com
frações ordinárias. O uso de fra
ções decimais tornou possível a
extensão do princípio do valor
do lugar em nosso sistema de nu
meração, permitindo que um nú-
niero com valor menor que um,
porém maior que zero, pudesse
ser expresso. A vírgula decimal
(,) identifica a casa das unida-
<3es na escala numérica.

A vírgula decimal não é uma
simples vírgula ou sinal. A vír-
^la decimal representa uma
realização significativa na histó
ria do raciocínio do homem, que
^ capacitou a operar, eficiente
mente, com quantidades.

Êste Capítulo trata dos se
guintes tópicos:

Introdução do conceito
decimal

b. Adição e subtração de de
cimais

Multiplicação de decimais
Divisão de decimais

e. O significado de porcen
tagem.

O termo dedviais é uma for
ma abreviada da expressão fra
ções d'Ccimais. O professor deve
fazer com que os alunos usem a
expressão frações decinuiis na
apresentação do tópico. Depois
que o aluno coínpreender a dife
rença entre frações decimais e
frações ordinárias, a forma abre
viada (decimais) pode ser um-
da para a designação de frações
decimais .

a INTRODUÇÃO DO CONCEI
TO DECIMAL

Material Para Apresentação da»
Frações Decimais

Cada aluno deve ter sua cole
ção de materiais com quadrados
e tiras retangulares, semelhan
te aos materiais usados nas ope
rações com inteiros. Um dos la
dos de um quadrado grande é di
vidido em 100 quadrados peque
nos, representando 100. O lado
contrário é liso. Êsse quadrado
grande pode representar um in
teiro, ou 1. O mesmo tipo de qua
drado é usado na apresentação
de frações decimais. Uma faixa
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lisa, com área correspondente a
um-décimO". do quadrado grande,
representa Q,1 e um pequeno qua
drado representa 0,01. O núme
ro representado no diagrama
usando este material é 1,34.

Uma régua graduada em déci
mos e centé.simos é outro auxi
liar eficiente na apresentação
das frações decimais. Se, entre
tanto, tivermos que usar apenas
um tipo de material, os quadra
dos e tiras retangulares são bá
sicos e essenciais.

u .

Para fins de demonstração, a
sala de aula deve ter um quadro
Valor do Lugar para mostrar a
casa das unidades, décimos e cen
t é s i m o s .

U N I D A D E S

DÉCIMOS CENTÉSIMOS

Um veloeímetro de automóvel
com mostrador fa lso é também
um material que pode ser usado
na sala de aula. Uma haste mó
v e l a t a n - a c h a d a n o m o s t r a d o r
pode-se mover ao longo dos alga
rismos dispostos no dial, numa
seqüência decimal partindo de
z e r o .

Um quadro de frações
ser usado para demonstrar a re
lação entre as frações ordinárias
e decimais. O quadro pode sC
feito de madeira ou de papelão,
como é mostrado na pág. 304.
As tiras nos painéis móveis de
vem ser divididas como indica a
ilustração.

Ensino do Significado da Fração
D a c i m a l

Cada aluno seleciona um q}̂ '̂
drado grande cm seu materia,
e identifica o quadrado como re
presentante de um inteiro, ou
Depois escolhe uma tira retan
guiar e identifica o seu valor.
Para certificar-se de que o a u
no sabe o valor que a tira retan
g u i a r a p r e s e n t a , omanda-o colocar no quadrado ̂
número de tiras que dê
completar um inteiro.
aluno expressa, no quadro-neg »
o valor de uma tira como r*
ção ordinária. Agora, o
sor mostra como este número P
de ser expresso de outra
como fração decimal. Do m
mo modo, o aluno demons
v a l o r d e 2 ^ « r d i n í r i .
t i r a s , 3 t i - 1 0 ,• 0 1 u m a f r a ç a o
r a s 6 m a i s .

f r a ç õ e s d e c i m a i s 3 6 5

= 1

Escreve estes valores no quadro-
negro tan to o rd iná r i a como dec i
mal. Continua o processo até de
mons t ra r o va lo r de 10 déc imos .
A notação em A mostra 10 déci
mos expressos como ^ ^
fração ordinária. A A- Tõ
notação eni B mos- g i o = 1
tra 10 décimos ex
pressos como fração decimal. Em
cada notação, a fração é também
reagrupada como número intei
r o .

Ê muito importante para o
aluno descobrir a relação entre
as frações ordinárias é decimais.
Êle não devo encarar as decimais
como um tópico novo em Aritmé
tica. A novidade é apenas o mo
do de escrever. Para estar segu
ro de que êle compreende que as
frações ordinárias e as decimais
podem ter o mesmo valor, deve
demonstrar a equivalência das
<luas formas. Deve designar uma
forma como fração ordinária, e
a outra como fração decimal.

Em seguida, o professor leva
â  classe a descobrir como é possível representar 11 décimos. O
aluno usa seu material para pro
var que este número pode ser
r e p r e s e n t a d o t a n t o n a f o r m a
agrupada como na forma não-
agrupada, usando tanto frações
ordinárias como decimais. Usan
do frações ordinárias, a forma
não-agrupada é e a forma
agrupada é 1 O diagrama con
tendo H quadradinhos mostra o
número não-agrupado. Não é
possível escrever 11 décimos co-

r fl L
□ □

mo um número não-agrupado, em
forma simbólica. A pág. 43 de
monstra que cada algarismo em
um número escrito tem um va
lor de lugar.

Não é necessário usar uma ti
ra para simbolizar a vírgula de
cimal, quando o aluno trabalha
com seu material, para mostrar
um decimal viisto, como 2,3. Êle
deve indicar um espaço de, apro
ximadamente, 5 cm entre os qua
drados, que representam inteiros,
e as tiras, que representam os
décimos. O diagrama mostra co
mo representar 2,3.

Se o material da classe contém
um veloeímetro ou um ciclôme-
tro do tipo descrito, o professor
pode deixar que um membro da
classe demonstre como os núme
ros no mostrador mudam de na
tureza conforme o aluno gira a
haste. O mostrador deve estar co
locado em zero.

Depois que o aluno compreen
de o que sejam décimos, pode
completar séries em exercícios
do seguinte tipo:
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1 ) 0,3 — 0,5 — 0,7 0,9
0-2 — — 0,5 — — 0,8 1,1

3 ) 1 , 2 — 1 , 4 1 , 7 2 , 0
4) 0,1 — 0,9 — 1,7 — 2,5 _ 3,3 —

Tanto é importante para o alu
no descob r i r como t rans fo rmar
um número agrupado, como 2,1,
em não-agrupado, como 21 déci
mos, como o é fazer a mudam^a
na ordem inversa. Alguns alu
nos podem necessitar muitos
exercícios, usando sou material,
para descobrir a equivalência en
tre os dois valores relacionados.
Assim, 2 é igual a 20 décimos. O
número 2 também pode ser de
composto como 1 e 10 décimos.
De acordo com esta exposição,
vê-se que há maneiras diferentes
para decompor um número. No
início do estudo, o aluno deve
aprender como decompor um nú
mero na unidade equivalente,
maior ou menor. Assim, 2 unida
des são iguais a 20 décimos, e
v i c e - v e r s a .

Quando um aluno demonstra
que compreendeu o significado
dos décimos, está pronto para ex
plorar o significado dos centési
mos. O professor pede ao aluno
que separe um quadrado peque
no em seu material. O aluno faz
uma es t ima t i va de seu va lo r e
verifica a estimativa, demons
trando que 10 dos quadrados me
nores são iguais a uma tira. As
sim, o valor de 1 quadrado pe
queno é -p do valor de uma ti-

ra, ou do valor do quadrado
grande. Depois o
professor repre- x A = m
. s e n t a u m c e n t é - _ i _ _ n m

_ t 0 0 ~

s i m o , u . s a n d o o
( juadro Va lo r do
Ijugar. O lugar vazio na casa dos
décimos mostra que não há dé
cimos naquela casa. O zero, em
0,01, indica o número de déci
mos na casa dos déc imos .

U N I D A D E S 0 Í C I M O 5 CENTÉSIMOS

n

0 1 _ . j

Uma régua, graduada em cen
tésimos, é também um bom ma
t e r i a l i n s t r u t i v o .

O aluno usa seu material para
demonstrar o valor de diferentes
números expressos em centési
mos. É importante, para ele, des
cobrir que 10 centésimos, ou
0,10, têm o mesmo valor que um
décimo, ou 0,1, e vice-versa. Pu'
ra lidar com centésimos, o pro
fessor deve usar o mesmo plano
sugerido para os décimos.

Depois que o aluno teve uma
grande variedade de experiências
significativas com material ex
ploratório e visual, deve ser ca

1

7
. 5

- |o.l
10 i ro 1°-' 1 0,1 1 0,1 - 0,1

10 1 [ TO 1 MO 1
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paz de fazer as seguintes gene
ralizações relacionadas às fra
ções decimais:

1) Uma casa à direita da ca
sa das unidades representa os dé
c i m o s .

2) Duas casas à direita da
casa das unidades representam
os centésimos.

3) O denominador de uma
fração decimal não é escrito. O
denominador de uma fração or
dinária equivalente é 10 ou uma
potência de 10.

4) O número de casas deci
mais em uma fração decimal é
igual ao número de zeros no de-
minador de uma fração ordiná
ria equivalente.

Introdução do Significado do
M i l é s i m o s

Não é necessário usar material
exploratório para introduzir o
significado dos milésimos. Há
duas razões para esta dcclaraçnoj
Primeira, o valor de 1 inteiro é
1 000 vêzes o valor de 0,001. O
material para demonstrar esta
relação será de pouco valor para
capacitar o aluno a descobrir o
valor comparativo dêstes núme

ros. Segunda, o aluno deve ser
capaz de descobrir o padrão de
relação que existe entre duas ca
s a s c o n s e c u t i v a s n o s i s t e m a d e
numeração, baseando-se no seu
c o n h e c i m e n t o d e s t e s i s t e m a n a s
a t i v i d a d e s c o m i n t e i r o s . O a l u n o

que não descobre esta relação
operando com as unidades, deze
nas e centenas, provàvelmente
não será ajudado, neste assunto,
pelo uso de material explorató
r i o . S e o a l u n o n e c e s s i t a m a t e
riais para operar com os milési
mos, é porque considera os deci
mais como um sistema específi
co. Tal aluno demonstra que sua
compreensão do sistema de nu
meração quase não cresceu. Seu
trabalho, nesta fase, deve ser di
rigido apenas para a aplicação
das decimais que encontrará em
s u a v i d a d i á r i a . P r o v à v e l m e n t e
um número expresso em centési
mos, no sistema monetário, é su
ficiente para demonstrar as apli
cações decimais para um aluno
com este nível de matur idade
matemática. Não se espera um
conhecimento completo de deci
mais com t rês ou mais casas da
parte dos alunos lentos.

A Vírgula Decimal Ident i f ica a
Casa das Unidades

Os professôres, com freqüên
cia, levam o aluno a identificar
a casa que um algarismo ocupa
cm unia decimal, baseando-se na
posição da vírgula decimal. As
sim, o 2, na casa dos centésimos
no número 21,02, está duas casas
à direita da vírgula. O 2, na ca-
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sa das dezenas, está duas casas à
esquerda da vírgula. Cada alga
rismo 2 dista igualmente duas
casas da vírgula. Entretanto, o 2
;à esquerda preenche á ca^ das
dezenas, mas o 2 à direita preen
che a casa dos centésimos. Desde
que há uma relação enÇre as ca
sas correspondentes em' cada la
do da vírgula, como dezenas e
décimos, centenas a centésimos,
estas casas porrespondentes de
vem estar colocadas à mesma dis

tância do ponto de referência.
diagrama mostra a organização
simétrica das casas, no sistema
de numeração, com as casas cor
respondentes estabelecidas em re
lação à casa das unidades. A ca
sa dús unidades é o ponto de **6-
ferência para a identificarão de
um lugar na escala numérica-
Assim, o lugar das centenas fi<^®
duas casas à esquerda da casa
das unidades, e o lugar dos cen

tésimos fica duas casas à direita
da casa das unidades.

A função da vírgula decimal é
identificar o lugar das \inidades
cm um número. Em uma decimal
Simples, como 0,64, o algarismo
das unidades é zero. Em uma
' misfa, como 3,75, sempre6 ado o algarismo das unidades.

posição de 5 no número 3,75
cvê  ser expressa como duas ca-sas a dî reita da casa das unida-
os e não como duas casas à di

reita da vírgula.

Ewrita de Decimais Sob Ditado

mínimo do tempo da aula
adíi?.- "sado para o aluno
vpí. habilidade de escre-
ztc <^' tado. As ra-
euint exigência são as se-
e i l é m u i t o d i f í -
d p p r e c i s ã o n a e s c r i t a
y; j "̂ oros mistos sob ditado, de-
n a c o m u m d o t e r m o e
r o p p n ú m e r o i n t e i -
ta'r^ quatrocentos e cinqüen-
P M ° número 450. Segunda,mitr-
t e s c a s a s e o r r e s p o n d e n -
d a d p ^ n n i -
n ios cen tenas e cen tés i -
cial nr o método comer-
tica fíí,̂  este plano. Na prá-
l i d o a l g a r i s m o é

eula-3.7.'; ir
liar ã i' . aplicação fami-
Valof ^ convencional do
paz'd aluno deve ser ca-c escrever um decimal dita

do em décimos, centésimos e, tal
vez, milésimos.

b. ADIÇÃO E SUBTRAÇÃO DE
D E C I M A I S

Seqüência Para o Ensine de Fra
ções Ordinárias e Decimais

Ê evidente que a operação com
frações decimais é muito mais fá
cil para o aluno que a operação
com frações ordinárias. Durante
muitos anos, Johnson^ advogou o
ensino das frações decimais an
tes das frações ordinárias. Do
ponto de vista da facilidade na
operação, especialmente na adi
ção e subtração, a seqüência tra
dicional do ensino dessas frações
é defeituosa.

Prontidão Para Adição e Subtra
ção de Decimais

Para ter sucesso na adição e
subtração de decimais, o aluno
deve ter no mínimo dois conhe
cimentos essenciais: ser capaz de
realizar essas operações com in
teiros, e compreender um dos
princípios básicos da Matemática que se aplica a estes dois pro
cessos, isto é, somente quantidades iguais podem ser somadas ou
subtraídas.

Quando o aluno usou seu ma
terial para aprender o significa
d o d e u m a "cebeu que 0,2 + 0,3 sao 0,5. Do

. - r / " T T ^ « D e c i m a l v e r s u s1 JOHKSON (J. T.), -U
C o m m o n F r a c t i o n s ,
Teacher, 3:201*203.
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mesmo modo fez outras combina
ções de décimos com décimos, o
centés imos com centés imos. O
professor pode deixar o aluno
usar seu material para verificar
as respostas nos exemplos mos
trados ao lado. Em
A , a s o m a é m e n o r * ®
q u e u m i n t e i r o , m a s M
em B, a soma deve + o,3 + o,8
ser reagrupada. O
aluno deve tirar a prova da so
lução usando frações ordinárias.

Depois de somar algumas fra
ções decimais expressas em déci
mos c eentésimo.s, a claSvSe deve
fazer as seguintes generalizações:

1) Os decimais são somados
do mesmo modo que os inteiros.

2) Se os números a serem so
mados são expressos em centési
mos, a soma será em centésimos;
se expressos cm décimos, a soma
será em déc imos.

3) Só podem ser somados nú
meros cm casas iguais.

É muito fáci l para o aluno
compreender a segunda genera
lização em um exemplo do tipo
A, mo.strado acima. Êlc pode não
compreender este princípio em
um exemplo do tipo B. No exem
plo 0,6 + 0,8, a soma é 14 déci
mos. Quando esse número é es
crito como 1,4, a soma é reagru
pada. Cada algarismo em um nú
mero escrito tem um valor posi
c i o n a i .

O professor não deve salien
tar a regra "conservar a vírgula
decimal cm uma coluna" na adi
ção e subtração de decimais. Tal

I)rátiea favorece o mecanismo e
não a compreensão. É prudente,
entretanto, salientar que décimos
s ã o s o m a d o s c o m d é c i m o s e ,
igualmente, outros valores iguais
s ã o c o m b i n a d o s .

Decimais Expressos em Unidades
D i f e r e n t e s

O exemplo 0,3 -H 0,86 + 0,125
representa a adição de deéimais
expressas cm unidades diferen
tes. O currículo que pede exem
plos deste tipo contém material
obsoleto. Tais exemplos não tem
aplicação social. As frações q^®
devem ser somadas ou subtraídas
representam unidades de medir.
Não é possível haver uma situa
ção social na (jual seja necessário
exprcSvSar uma medida em déci
mos, outra em centésimos c outra
em milésimos, combinadas como
no exemplo acima.

Nenluima medida é scmpr®
exata. Se uma linha é registra a
como tendo 0,6 m de
to, o maior erro po.ssívcl é »
m. Aproximando em décimos,
comprimento de uma linha ro
0,55 m é expressa como 0,b m̂
Tgiialinentc, na aproximação,
comprimento de tima linha cn
0,60 m e 0,65 m é expresso com
sendo 0,6 m. Assim, quando o
comprimento de uma linha e cx
presso como 0,6 m, o comprimeuto pode ser 55 cm a 65 cm. E® ®
fato pode ser registrado
0,6 ± 0,05. Quando uma nicdioa
6 expressa em centésimos, o maior
erro possível é 0,005. Assim,
0,62 m pode ser escrito como

0,62 ± 0,005 m. Do mesmo modo,
0.620 m pode ser escrito como
0,620 zh 0,0005 ni. Estes exemplos
i lust ra t ivos demonstram que a
possibilidade de êvro é diferente
eni medidas expressas cm vários
graus de precisão.

A resposta do exemplo 0,725
au lado é 1,800, e não 1,8. 0.454
Cada nm dos números é o,62i

expresso em milésimos, cn-
tão, a soma deve ser ex
pressa em milésimos. Sc a soma
fôssc dada como 1,8, o erro má
ximo ser ia 100 vezes o erro má
ximo em 1,800.

O aluno não pode somar +
-1- —2_ a menos que' 1 0 0 ' 1 0 0 0 '

reduza todas as frações ao mes
m o d e n o m i n a d o r, c o m o +
q - — _ 1 - . E n t r e t a n t o ,~ ) ü o ü ' 1 0 0 0 '

o aluno, com freqüência, re
cebe licença c, até, estímulo para
.somar frações expressas em uni-

- dades diferentes. O professor que
dá exemplos deste tipo está des
virtuando uma das importantes
funções das frações decimais.

l\íuitos professôres de Aritmé
tica sentem que é necessário en
sinar às suas classes a adiçao e
subtração dc decimais mistas,
porque alguns testes padroniza
dos na Aritmética incluem exem
plos eoin decimais dêste tipo.
Existem, também, concui*sos, por
exemplo, para o serviço público,
({ue, com freqüência, incluem
questões que envolvem decimais
expressas em unidades diferen

tes. Como e.sta prática
pe rs i s t e , o p ro fesso r a b
pode sentir-se justifi-
cado ao ensinar a adi- ^,
ção e subtração de tais ^
e x e m p l o s . — — — ^

Para somar 110 exem- ^285 1,3
pio 0,3 -f- 0,86 -H 0,125.
o a l u n o d e v e t r a n s f o r m a r t o d o s
os números em milésimos como é
mostrado em A. Do ponto de vis
ta estritamente matemático, os
números devem ser arredondados
para o número de menor preci
são. ou décimos, como é mostra
do cm B. A maioria dos alunos,
na escola elementar, não compre
endo a base dêste método. Assim,
o professor deve seguir o plano
dado cm A.

c. MULTIPLICAÇÃO DE DECI
M A I S

Multiplicação de Decimal Por In
t e i r o

Há três tipos dc exemplos na
niiiltiplicação de decimais que
eorrospondem aos três tipos na
multiplicação de frações ordiná
r i a s :

1 ) J lu l t ip l i cação de dec imal
por minioro inteiro

2 ) Mu l t i p l i cação dc número
inteiro por decimal

3) J íu l t ip l i caçãü de dec ima l
])or decimal.

O aluno deve usar sua coleção
de quadrados e tiras retangitla-
res, para calcular a resposta de
alguns exemplos, na multiplica
ção de decimal por número intei-
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ro. Deve usar este material até
descobrir como resolver estes
exemplos sem tal auxílio. O pro
fessor deve levar a classe a cal
cular a resposta para o seguinte
problema:

"Ricardo anda de bicicleta 1,3
milha para ir à escola. Que dis
tância percorre, na ida e na vol
ta, todos os dias?"

O aluno deve encontrar a
resposta para esse problc- 3
ma usando diferentes ma- X 2
nciras. As principais in- 2, 6
clucm o seguinte:

Usar seu material.
2) Calcular a resposta pela

adição.
3) Resolver o problema usan

do frações ordinárias.
4) Estudar o desenvolvimen

to dado no livro-texto.
. 5) Multiplicar como números
inteiros e, depois, calcular a po-
wção da vírgula, no produto, pe
la aproximação.

6) Calcular a posição da vír
gula, no produto, baseando-se em
seu conhecimento do valor de
lugar.

Ê lógico quo nem todos os alu
nos serão capazes de realizar as
seis atividades sugeridas. Por ou
tro lado, todos os alunos devem
poder executar as atividades da
das nos itens 1-4 e, provàvelmen-
te, também a do item 5. A ativi
dade do item 6 depende de boa
compreensão do sistema dô nu
meração para que o aluno a uti
l i z e .

O aluno aprendeu que a fun
ção da vírgula é identificar a ca
sa das unidades. Assim, a vírgu
la não afeta o valor absoluto dos
algarismos de um número. As de
cimais são somadas, subtraídas,
multiplicadas e divididas como
intciro.s. A determinação da pO"
sição da vírgula, na resposta, é
o elemento que difere da opera
ção com inteiros.

Para calcular a posição da vír
gula, no produto, pelo uso da
aproximação, o aluno deve pen
sar do seguinte modo: "O
duto de 2 X 1,3 deve ser maior
que 2 (2X1) o menor Que 4
(2 X 2). As-sim, o produto deve
scv 2,6."

Para calcular a posição da vír
gula, no produto, usando o valor
do lugar, o pensamento deve ser
o seguinte: "O produto de uni
dades c décimos é décimos, ou
u m a c a s a d e c i m a l . "

Baseando-se em alguns exem
plos relacionados com a multipli
cação de décimos o centésimos, o
aluno descobrirá como encontrar
a posição da vírgula de maneira
rápida. Deve perceber que o pro
duto, a contar da direita, contém
tantas casas decimais quanto os
niimeros multiplicados. O cálculo
da posição da vírgula, no produ
to, por este método pode tornar-
se uma operação mecânica. O
professor não deve deixar a cias
se memorizar uma regra destituí
da de significação como meio pa
ra calcular a posição da vírgula,
no produto. Cada aluno deve
descobrir esta regra por si mes
mo. Depois, quando aplicar este

método, deve verificar se a res
posta é razoável, pela aproxima
ção ou pelo valor relativo. Os
alunos mais capazes devem ser
encorajados a usar ambos os mé
todos,

Multiplicação de Número Inteiro
Por Decimal

Quando o aluno aprendeu os
fatos fundamentais na multipli
cação, descobriu que a mudançados fatores não altera o produto.
Este é um princípio básico da
multiplicação. Assim, o produtode 3 X 0,4 é o mesmo produto
de 0,4 X 3. Ê fácil para o aluno
verificar o exemplo 3 X 0,4, pe
la adição de 0,4 + 0,4 -f 0,4. O
exemplo 0,4 X 3 relaciona-se coma divisão partitiva. O 3 deve sçf
dividido em 10 partes iguais e
quatro dessas partes devem ser
consideradas.

aluno aprendeu, na multi
plicação de decimal por inteiro,
que as decimais são multiplicadas
do mesmo modo que os inteiros.
O elemento novo, na multiplica
ção de decimais, é encontrar a
posição da vírgula, no produto.Rara encontrar a posição da vír
gula, num exemplo do
tipo mostrado, o pro-
fessor pode levar a cla.s- X Oi^
se a realizar as seguin- 4,8
tes atividades:

1) Resolver o exemplo usan-
0 frações ordinárias.
2) Usar a aproximação. Pen-

f i a r • I >• o,-! e um pouco menor que

um meio; então, o produto deve
ser um pouco menor que 6."

3) Trocar os fatores e cal
cular o produto de 12 X 0,4.

4) Usar o valor do lugar. O
produto de 'unidades e décimos
c décimos. Então, o produto de
0,4 X 12 é 48 décimos, ou 4,8. -

A solução de 2Q x *
v á r i os exem- j x s = *
pios diferentes q j x 3 = o,4
de multiplica- 0,02 X 3 =
ção de inteiro
por decimal deve levar o aluno a
descobrir que o produto contem
tantas ca.sas decimais quanto o
multiplicador. A série acima dauma prova indutiva para de
monstrar como a mudança da
posição da vírgula em um dosfatores afeta o produto. Se um
dos dois fatores é numero intei
ro o número de" casas decimais
no' produto é igual ao numero de
casas decimais do outro fator.

Multiplicação de Decimal Por De
cimal

O professor pode apresentar a
multiplicação de decimal por de
cimal com o seguinte problema:

"Um tambor comporta 42,51
de água. Quantos litros serão ne
cessários para encher 1,5 tambor
com a mesma capacidadê

A classe pode encontrar a po
sição da vírgula, no
produto, pela aproxi- ^ , 5
mação. A resposta deve
ser maior que 42 h- 425
tros e menor que 84
(2 X 42) litros. A uni-
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ca resposta razoável é 63,75
l i t r o s .

Desde que décimos são multi
plicados por décimos, o produto
deve ser cm centésimos. O pro
duto de décimos e décivios é cen
tésimos, mi dms cosas decimais.
O exemplo demonstra, também,
que há tantas casas decimais no
produto quantas há na soma do
número de casas decimais dos dois
fatores. Esta generalização é a
base do seguinte método para
mul t ip l icar decimais:

1) Mul t ip l icar como com nú
m e r o s i n t e i r o s .

2) Calcular a soma dos núme
ros de casas decimais nos dois
fa to res .

3) Separar, da direita para a
esquerda, tantas casas decimais
quantas são encontradas nos dois
números .

As atividades acima podem-se
tornar mecânicas. O aluno deve
aproximar a resposta para veri
ficar se é razoável. Os estudan
tes mais hábeis devem usar o
princípio do valor relativo para
verificar se a resposta é razoável.

Os alunos, freqüentemente, são
incapazes de compreender o ta
manho do produto na multipli
cação de frações decimais, como
é mostrado ao lado. Um
a luno pode d i ze r que o ,3
a resposta deve conter x 0,3
duas casas decimais. Se 0,09
não pode oferecer uma
explicação melhor, demonstra
uma compreensão l im i tada do
processo. O professor devo levar

o aluno a rc.solvcr o exemplo
com frações oi-dinárias. O pro
duto de duas trações próprias é
menor (juc ambos os fatores, por
que cada fator é menor que 1-
O mesmo pi-incípio aplica-se à
multijdioação de frações deci
m a i s .

Multiplicação Por 10 ou Potên
cia de 10

4,25

x j o o
425,00

E muito comum en
contrar estudantes que
mult ip l icam por uma
potência de 10 da ma
neira mostrada ao lado.
O aluno, no curso primário, deve
aprender a multiplicar por 10,
ou uma potência de 10, sem es
crever a operação. Precisa saber
como multiplicar por estes nú
meros para ai)render como divi
dir por decimal.

No início do estudo, o aluno
deve escrever a operação como
no exemplo estampado
lateralmente. Baseando-
se em exemplos seme
lhantes, descobre como
multiplicar, por 10 ou
100, som escrever e de maneira
abreviada. Esta afirmativa é ver
dadeira, especialmente para os
estudantes mais capazes. So um
aluno é incapaz de descobrir
que, movendo a vírgula decimal
uma casa para a direita, cm um
número, multiplica o número
por 30, deve resolver o exemplo
pela forma mais longa. Para
nniltiplicar qualquer decimal por
uma potência do 10 movc-vsc para
a direita tantas casas quantas a-

0,76

x j m
7,60

potência de 10 indica. Para mul
tiplicar por 1 000, movc-sc a vír-
gtda três casas para a direita.
Assim, 1000 X 3,14 = 3 140.

Um exercício contendo exem
plos do tipo mostrado nos itens
1 e 2 abaixo proporciona a prá
tica que o aluno nqpessita na
^multiplicação por uma potênciade 10. Em 1, o aluno multiplica
por uma potência de 10: cm 2,
descobre a potência de 10 pela
qual Q necessário multiplicar a
decimal para ter um prmluto
i&ual a um número inteiro.

1 0 0 p o r 1 0 e p o r
!•) 7.5 (b) 0.35 (e) 1,4 (d) 0,03
2. Calcular os níimeros que

faltam:
^■1 • •. X 3,5 = 35
o*) ... X 0,75 = 75

. . . X 0 . 0 1 = 1

^ aluno quc pode multiplicar
mnia decimal por 10, ou potência
® 10, deve ser capaz de realizar

^ operação inversa, isto é, dividir uma decimal por uma potên
cia de 10. Os dois processos de-
^cm ser ensinados simultânco-
miente.

^ divisão de decimais
'̂Po« de Divisão de Decimais

Ouatro tipos de exemplosa divisão de decimais:
1) Divisão de decimal por in

teiro, como 6,2 I 2 .
2) Divisão de dois inteiros

2̂ 1̂  no quoeiente, como

3) Divisão de inteiro por de
cimal. como 4 I 0,2'.

4) Divisão de decimal por de
cimal, como 0,35 i 0,5 .

O terceiro tipo, divisão de in
teiro por decimal,- é o mais difí
cil Exceto para o tipo 3, e pos
sível, para o aluno, resolver
exemplos que representam os ou
tros três tipos com um alto grau
de precisão e não compreender o
trabalho. O terceiro tipo corres
ponde à divisão de inteiro por
fração cm operações com frações
ordinár ias.

Pode ocorrer decimal apenas
„o divisor, apenas no
tanto no dividendo ™
ciente, no divisor e no quocienii no divisor c no dividendo, eCl 1 todos os três lugares, isto é.dh-isor. dividendo e qû .
Os seis lugares nos
cinial pode ocorrer sao os scgu
t e s :

1) Apenas no divisor, como
6l_0^ -

2 0

2) Apenas no quoeiente, como
1L2_.

aÍTanto no dividen̂-̂no quoeiente. como 0,24
« riívisor como no4) Tanto no diMSorquoeiente, como 1 L|î

. OBOS8MCK1.E ( Decimal»",
of Error» " Jcraal, tó:184-
Elemenlary SCIÍMI
1 9 4 .



3 7 6 ENSINO DA ARITMÉTICA PELA COMPREENSÃO f r a ç õ e s d e c i m a i s
3 7 7

5) Tanto no divisor como no
dividendo, como 0,8 | 0,4 .

0,2
6) No divisor, no dividendo e

no quociente, como 0,2 j 0,4 .
0,5

Os quatro 'tipos de exeinplos
acima podem ser reduzidos a
dois tipos, se o divisor é trans
formado em número inteiro, pela
multiplicação por uma potência
de 10. Êsses tipos de exemplos
são os dois primeiros dos quatro
dados acima, representados pelos
e x e m p l o s 0 , 6 e 1

0 , 3 0 , 2 5
Se o divisor é um número in
teiro, pode ocorrer uma decimal
em dois lugares apenas. São:

1) Apenas no quociente, eomo
1 I 4 .

0,25
2) Tanto no dividendo como

no quociente, como 0,6 | 2 .
0,3

Se um divisor decimal é trans
formado em inteiro pela multi
plicação por uma potência de
10, segue-se que o dividendo
deve ser multiplicado pela mes
ma potência para conservar inal
terado o valor do quociente O
exemplo 0,1-^0,4 pode ser es
crito em forma de fração ordi
nária, como Depois, o aluno
deve ver que ambos os termos
podem ser multiplicados pelo
mesmo número sem alterar o va
lor da fração. Assim,= 1 .
Desde que o número de tipos

de exemplos é reduzido de qua
tro para dois, e o número de
lugares, na divisão, cm que pode
o c o r r e r u m a d e c i m a l é r e d u z i d o
de seis para dois, o trabalho tor-
na-sc muito simplificado pela
transformação do divisor cm in
teiro. As páginas seguintes mos
tram como desenvolver um pla
no deste tipo, desde que o aluno
saiba como multiplicar decimal
por uma potência de 10, para
transformar o divisor cm inteiro.

Divisão de Decimal por Inteiro

O aluno deve usar seu mate
rial para descobrir como dividir
decimal por número inteiro.
Para dividir, no exemplo 2,6 | 2 ,
o aluno representa 2,6 como é
mostrado o, depois, separa as fi
chas em dois grupos iguais.

Faz depois a representação sim
bólica da experiência no qiiadro-
negro. Êle divide decimais como
divide inteiros. Desde que os dé
cimos são divididos por unida
des, o quociente será cm décimos.

Uma classe tem pouca dificul
dade para dividir nos exemplos
em que não é necessário reagru-
pamento. Quando o número tem
que ser reagrupado, como nos
exemplos 1,4 [_^ ou 0,14 o
trabalho torna-se mais difícil de

UNID. DÉCIMOS CENTÉSIMOS U N I D

7 » ■ ■■■
R 1

U N I D .

D É C I M O S CENTÉSIMOS

■ 1 1 1

DÉCIMOS CENTÉSIMOS

J I I U U
l l l l l l li,4 ^

compreendido. Para fazer a^ asse compreender como dividir
um exemplo do tipo 0,14 | 2 ,® prof̂ sor deve levar os alunos

as seguintes ativida-

s e u m a t e r i a l p a r a
cular a resposta. Salientar o
agrupamento necessário paraẑer a representação.

Pedir aos alunos para ex-
ícarem os passos dados na vi-

sualização do exemplo.
j ^ d e s e n v o l v i m e n t o d a -
nif̂ ^ J*̂ rn-fcxto c dizer a sig-cada passo dado, na
^^ueneia.

Î cmonstrar a relação en-a multiplicação e a divisão
exemplo determinado.

dev^ ^ quocientee ser menor que um inteiro
um décimo.

^^^^^niinar, pelo eonheci-
o5n A "^^^or do lugar, a posi-da vírgula no quociente.

Desde que os centésimoa mo di-vididos pelas unidades, ̂  ̂
ciente deve ser em centésimos,
ou duas casas decimais.

O item 2 pede a visualização
do processo, como ̂emOTStra
desenho. Uma
ta os passos dados na

Sqû 1«er:omó
10 centésimos, perfa
zendo um total de
14 centésimos, eoi"®

mos Jfeimos cada, ou
Ô'Âcala
ciente mostra es e

Os Itens 4, 5 e „„i„c-
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preensão do trabalho de dividir
decimal por inteiro.

Há muitos tipos diferentes de
estrutura em exemplos nos quais
o divisor é um inteiro e o divi
dendo é um decimal. Al^ns des
tes tipos são:

1 ) 4 , 6 D e c i m a l m i a l o ; n ã o h á
nceaiiidada de deeompo-
•ição.

2) ^>2 I 2 Igual ao n.* 1, mat com
decempotifão necettáría.

3) 0,4 [_2^ Fração decimal; não há
neceiiidade de deeompo-
• Içâo .

4) 0,12 [_^ tgual ao n.* 3, mat a
decompoiição á necettá
r í a .

5) 0,2 [_^ Apenat uma parle do nú
mero decompoito é dada.

6) 0,3 \_7_^ Igual ao n.* 5, mat o va
lor exato da decimal não
pode ter calculado.

Oŝ  exemplos dos tipos dadosnos itens 4-6, com frefjüêneia,
causam dúvidas ao aluno devido
ao uso do zero. Um estudo^ dos
tipos de erros na divisão do de
cimais, nas séries mais adianta
das, demonstrou que 15 por cen
to de todos os erros resultam do
uso inadequado do zero. É muito
impor tante para o a luno com
preender a função do zero nos
exemplos do tipo mostrado. ÊU
precisa compreetider o processo
de reagrupamento no dividendo.
O zero não apresenta dificulda
des especiais na divisão. O aluno
que não compreende o reagrupa-

• Grossnicklb (Foster E.), "Kinds
of Errors in Division of Decimals and
Their Constancy", Journal of ERuca-
iional Research, 37:110-117.

mento conta principalmente com
uma regra para calcular a posi
ção dà vírgula no quociente. A
aplicação de uma regra de ma
neira mecânica é menos satisfa
tória, na divisão de decimais,
para o trabalho eficiente.

Divisão de Dois Inteiros com Um
Decimal no Quociente

Pode ocorrer um decimal no
quociente no cálculo da razão
entre dois números, se um dos
números não é múltiplo do outro,
ou .SC o número menor é dividido
pelo número maior. Uma das
aplicações familiares da razão
entre dois números é o cálculo
da porcentagem. Outra aplicação
da divisão de dois inteiros com
um decimal no quociente é o cál
culo da fração decimal equiva
lente a uma fração ordinária,
como 1".

Um quadro de frações, ou uma
régua decimal, podo ser usado
para demonstrar as frações de
cimais equivalentes a frações or
dinárias, como h h ou En
tretanto, nem o quadro nem a
régua tomarão o aluno capaz
do compreender o trabalho da
transformação de frações ordi
nárias em decimais. Seu material
servirá como um auxílio para
atingir esta mota.

O aluno aprendeu que todas
as frações indicam uma divisão.
-Aasim, a fração 4 significa que
1 deve ser dividido por 2. Êste
fato pode ser escrito na forma
convencional da div isão, como

U N I D A D E S DÉCIMOS DÉCIMOS CENTÉSIMO^
□ □ □ □

□ □ □ □

/n n \ ■=>

11 2 . O aluno usa seu material
para calcular o quociente. Um
quadrado gran
de rcprcvsenta o ^
1. É lógico que
1 não pode ser
dividido em duas partes iguais;
então, 1 deve ser reagrupado em
10 décimos. Depois, é possível
dividir os décimos em duas par
les iguais c apresentar na fonna
simbólica como é mostrado. O
professor deve fazer nma visua
lização do processo e levar a
classe a explicar os passos dados
para a solução. O diagrama A
mostra 1 inteiro; o diagrama B
mastra 1 reagrupamento eiii dé
cimos; C mostra 10 décimos di
vididos em duas partes iguais.

O mesmo padrão descrito deve
ser. seguido para transformar a

□ □ □

□ □ □ □

□ □ □ □

fração i em fração decimal. Ü
aluno escreve a fração na forma
de divisão, como 11 4 . Depois,
apresenta 1 eom um quadrado
grande. Verifica que 1 deve
reagrupado ctu 10 décimos,
possível formar quatro grupos
de 2 décimos cada um, e ainda
haverá 2 déei- ^ | 4 = 1,001 4
mos que não
podem ser di-
v i d i d o s c o m o
décimos. Êstes
2 décimos de-
vem ser decompostos em 20 cen
tésimos. Os 20 centésimos, então,
podem ser divididos em qua roCTUpos, cada um com 5 eçntesi
mos. Os 20 centésimos, então, podem ser divididos em quaj™
grupos, cada um com 5mos. O trabalho com símbolos

w

OfCIMOS

A

UNIO.
d é c i m o s
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segue às atividades que o aluno
já realizou com seu material.

Depois que o aluno prova, com
seu material, que compreende os
passos dados na transformação,
deve ler o desenvolvimento dado
no^ livro-texto e explicar a seqüência dos passos apresentados.
Para os alunos que não são ca
pazes de explicar a seqüência, o
professor demonstra como fazer
a decomposição usando o quadro
Valor do Lugar. Esta demonstra
ção deve ser seguida pela visua
lização de processos semelhantes
ao da fração

Arredondamento do Quociente
É impossível calcular o valor

decimal exato de certas fi'açÕes
ordinárias, como ̂  ou y. A for
ma convencional para expressar
o valor decimal de à é 0,33 En
tretanto, a maioria das frações
cujo valor decimal exato não
pode ser calculado é arredonda
da. Com freqüência, os profes
sores mandam os alunos arredon
dar o quociente para os centési
mos mais próximos. ' O número
fixo de casas decimais que deve
ser conservado não pode ser
estabelec ido arb i t ràr iamente. ü
número de decimais no quocien
te depende do problema. No iní
cio do estudo, o arredondamento
para cen tés imos é sa t i s fa tó r io
para expressar o quociente.

O decimal a ser arredondado
deve ser expresso cm uma casa

decimal a mais do (pic o número
de casas decimais da resposta.
Depois, o mesmo plano seguido
para arredondar um inteiro apli
ca-se a um decimal. Sc o alga
rismo na casa que vai ser arre
dondada é menor que 5, aban
dona-se esse algarismo. Se é 5
ou mais , aumenta-se uma un i
dade ao algarismo da esquerda.
Assim, o centésimo mais próxi-'
nio de 0,473 é 0,47, mas de 0,475
é 0,48. A expressão para o cen
tésimo mais próximo pode ser
simbolizada como 0,01, e para o
décimo mais próximo como 0,1.

Div isão de Número In te i ro Por
Decimal.

A divisão por um divisor fra
cionário é uma das fases mais
difíceis das frações ordinárias.
A divisão de inteiro por decimal
c a fase mais difícil da divisão,
como demonstra o número de
erros cometidos no processo. Um
estudo^ dos erros resultantes na
divisão de decimais, em um gru
po de 761 alunos das séries mais
adiantadas, demonstrou que 44
por cento dos erros ocorrem em
exemplos relacionados com a di
visão de inteiro por decimal. Um
aluno que não compreende o tra
balho na divisão de decimais
pode ter sucesso na colocação,
corretamente, da vírgula no quo
ciente, em exemplo do t ipo
most rado em A. Pode deseo loear

* Ver nota na pAg. 375.
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a vírgula de maneira
mecân ica c loca l izar
corretamente a posi
ção da vírgula no
quociente. No oxom-
P'*' B, o dividendo
n ã o t e m ' ~

A

0,48 I 1.2
0 , 4

B

9 I 0,3

3) O método subtrativo.
4) Uso da aproximação.
5) Tso do valor do lugar.
O dividendo cm uma divisão

:S"'ão"o%tto7cX^quociente. No oxom- ^ corresponde ao produto em
P[u B, o dividendo multiplicação. O ^çci-nào tem uma posição indicada fatores contém tantas ca
para a qual devo ser deslocada a ^nais, quanto a soma .
yirgula. Assim, o aluno que des- decimais dos dcci-loea a vírgida, com frcíiüência, do número de '
uc modo puramente mecânico age ^mis, no divisor ^
ua maneira ([uo é mostrada. A deve ser igual -,^do. Bor
Ilustração mostra que é impor- decimais do cini decimais
tanto, para o aluno, em operações q número uc númerocom divisores decimais, compre- do dividendo, "1^" j divisor, é
cnde r o t r aba lho . de casas dec ima i s

i t n i n l a o n ú m e r o n r i i i c í -
Método de Colocação da Vírgulí

no Quociente

d o d i v i d e n d o , m c T i o . .
de casas dccima
igua l ao num . n r i i i c i -ZTZ UfX s'btra-

viiifuiar a posiçuu uu »»rguIa decimal no quociente podem
s e r d e s c r i t o s c o m o s e s e g u e : " • - H n - .

a divisão ae primeiro1) Doslocamento mecânico da . i É lógico que ^ ^^s-
v í rgu la no d i v i so r e d i v idendo , cc mé todos na decomo foi descrito acima. L+nrios no inícm método^ ^

2) Transformação do exemplo tópico- O ̂ ê"cânica, e o u'
para tornar o divisor um inteiro, opcvaçau ^ q, e

* Grossnicki.e (Foster E.), "Hott , cxisino, deve ® ,^5 Ê
to Find the Position of tlie Decimal ^onieÇO ÜO nietO
Point in the Quotient", ElcmcniaTV ̂ pcnas Uin
School Journal, 52:452-457.

quociente. No

' o u t o -
dos cinco nieto , pgi-a aprcprovisar uni .método^ a d i v i s a o u e . i m e i r o
s e n t a i a o p t .
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importante compreender que o
método a ser \isado na divisão
cmn. divisor decimal é de grande
relevância apenas na introdução
da aprendizagem. O professor
pode apresentar todos os méto
dos, especialmente com o prop.'.-
sito de ampliar o pro}rrani
para os estudantes mais capaci
tados.

Os autores recomendam com
entusiasmo o segundo método
para a apresentação da divisão
de inteiro por decimal, pelas se-
giuntes razões: Primeira, a trans-
lormaçao do exemplo para tor
nar o divisor um inteiro reduzo numero de tipos de exemplos,'
na divisão de decimais, de írua-
tro para dois (veja pág. 375).
Segunda, o aluno pode compre-
\olvido. Êste princípio é o mes
mo que SC aplica à expressão do
iiiiiii. fraqao cqnlvuliono
Pl.caiido ambos os termos por
nm inteiro (veja pág. 376). Ter
ecira, o método é fácil de aprcsentar. A maioria dos ahmo;acha facil seguir os passos dados
em seqüência. Por estas rarõosparece aconselhável apresetid:divisão de inteiro por decimal:
com a transformação do exem
pio para tornar o divisor uni in
t e i r o .

Transformação do Divisor
I n t e i r o

e m

A classe pode descobrir diver
sos meios de calcular a resposta
de um problema relacionado com
a divisão por um inteiro. Pode

ser usado um probloniíi do se
guinte tipo para apresentar o
piocesso: "Quantos pedaços de
iita de 1,5 metro podem ser
cortados de uma fita com 6 me
tros de comprimento?" Algumas
íis maneiras que iiodcm ser su

geridas são as seguintes;

I ^ 1 ^ resposta medin-do 1,5 metro cm uma tira com
metros de comprimento.

c m u m

t - L l ' 1 1 1

3) Usar frações ordinárias i)a-.
ra calcular a resposta.

4) Pensar; "Em 3 metros há
ois pedaços; então, cm 6 metros

^ uas vezes esses pedaços, ou

v ê z c s ^ t a n t a splantas forem possíveis.

que ^ classe descobriu
necro . ̂ "̂̂ ^̂ stra, no quadro-
Pela (iivisãí « rcsjiosta
cão é um".. 1-
tÜvisão • indicada, cada
Assir̂, 6̂1 51-ü pode ser exprcs-

é "cecssár io

fração nn'' os têrmos da
mv' ^ j número para tor-^onominador nm inteiro.
^ ^ ^J^cmplo, qualquer número
í;f.r ser usado como multiplicador. Entretanto, 10 é o me-
i^or número, que pode ser usado

FRAÇÕES DECIMAIS

como multiplicador, que trans
formará sempre em um inteiro
um divisor expresso cm décimos.

1 0 X 6 _ ^ _ 6 0
1 0 X 1 . 5 ~ 1 5 ~ 6 0

15.
4

O professor deve certificar-se de
que o aluno 6 capaz de expor
o princípio que torna possível
luultiplicar os termos da fração
p o r u n i n ú m e r o s e m a l t e r a r o
valor da fração.

Os passos que devem ser da
dos, no início do estudo, para re
solver um exemplo relacionado
com a divisão de inteiro por de
cimal suo os indicados abaixo:

1) Escrever o exemplo de di
visão como uma fração ordinária.

2) Multiplicar ambos os têr-
uios da fração por 10 ou 100
pava tornar o divisor um inteiro.
O trabalho inicial deve ser limi
tado a divisores expressos cm dé
cimos e centésimos.

3) Dividir os dois inteiros.
4 ) Ve r i fica r a respos ta com

um ou mais dos seguintes méto
dos ;

a) usar frações ordinárias;
b) multiplicar o divisor

decimal e o quoeiente
para verificar se o pro
duto é igual ao divi
dendo;

e) fazer uma aproximação
da resposta para verifi
c a r s e é r a z o á v e l .

12 I 0.3 ==
4 0

3 8 3

O aluno segue o plano dado
alé descobrir, na divisão, um mé
todo mais curto para usar. 1 ode
descobrir que não é noeessano
transformar o exemplo para tor
nar o divisor um mteivo. Ele
■leve saber que a vírgula uao
afeta o processo da diMsao. No
exemplo mostrado, sabe que, mul
tiplicando tanto o divisor comoÔ ividciido por 10. desloca a
vírgula uma casa para u01 ™da nOmero. Êle pode ludi-Ivr a mudança de posição comoé mostrado. Um aluno que des
cobre êste método abreviado com-Í̂eèndc o trabalho e pode usa-lo.
Outros alunos
devem conti
n u a r a u s a r
o método de

l°sõr"um int'ciro, como foi des-

posição da vírgula, no quoeientepela apro-ximação e pelo uso do
método subtrativo.

Divisão de Decimal por Decimal
Uma vez que o aluno com

preende como dividir inteiro pordecimal, não encontra diíicttlda-
des em compreender como divi
dir decimal por decimal, como
no exemplo 0.36 LOi_. Em cada
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caso, ele transforma o exemplo
para tornar o divisor um inteiroE logico que o aluno deve saber
por qual potência de 10 deve
multiplicar, tanto o divisor comoo dividendo, para efetuar e ta
transformação. Esta potência de
n i i o p e l o n ú m e r o d ecasas decimais no divisor

me™ algarismo do quociente ê
loeshaaçao da posição da vírgula no quociente. Uma investiS

f° provou que a difieuíSdo processo de divisão é fatòr
a'' o sucesso com adè d^afun ■""'"'da-? ao aluno para operar com n

ifefr n ̂  P""̂ ^Pal fator queafeta o sucesso nesta fase da

exemplos fáceis do pouto de vt

para dividir em exemplos de cadados tipos po.ssíveis, dCt
q̂e nao haja um zero enSe airguia e o primeiro algarismo
significativo, tanto no divisorcomo no dividendo, e que o va
lor decimal exato do quociente
possa ser calculado:

• Ver a nota da pág. 373
'Grossnicklb (Foster E.)", "Some

Factors Affecting a Test Score in
Division of Decimals", Journ îl of
Eduoatwnal Bescarch, 36:338-342.

TESTE DE DIVlSAO DE DECIMAIS

A. Divisio da decimal por Inteiro
1) 9.3l_3_ 3) t.8[4_ 5) 0.36 | 8
2) 0,81 [3 4) 0,48 I 6 6) 0,1 (4

B- DIvlsie de doii inteiros com deei-
inal no quociente

2) 6|_^ 3) 1 I 501 ) 3 l 6

C. Divisão de inteiro por decimal
M 9^^ 3) 75l_^ 5) 3 ( 7,5
2) 3 I 0,4 4) 5 I 2,S

B. Divisão de decimal por decimal

7.2[_^ 3j 1,05
5) 0,12 I 2,4■2) 5,84 [Ô  4, 0,172 [ô
6) 44,1 I 0,21

iin*̂  P̂ oíĉ or pode organizar
n n l c m q u a l -divisão de decimais,
te n ̂  n^odelos dados no tes-
ninc. proporciona três exem-
A - 1 A s s i m , p a r a
tinr^ n oi'® outros oxcmplos do9.3 são M[^e 6,9L^.

Desde que o principal proble-
c o l n e d e d e c i m a i s , é a«oloeaçao da vírgula no quòcien-

. e nao o processo da divisão

sino ò "^odo eficiente de en-
m a n d a r o a l u n o

dadas .^''^'a^fiuando são
l e i n l m 4 . d o q u o c i e n t e .

exemplo de mul-

dn on ^ vírgula. Exemplos
nam . t>po são adaptados

e s t u d o d a l o -

tn V. vírgula na respos-
d e e i m e d i v i s ã o d e

V , r raha lhar num prob lema sÔbre porcentagemO uso do quadro-negro permite à classe t
iuntamento com o professor.



3 8 6 ENSINO DA ARITilÉTICA PELA C02IPREENSÃ0 FRAÇÕES DECIMAIS 3 8 7

Colocar a vírgula nas seguin
tes respostas:

a) 0,3 X 0,8 = 24
b) 0,42

7

c) 1,3 I 0.2
6 5

d) 2,5 X 0,25 = 625

e. SIGNIFICADO DA PORCEN-
T A G E M

A Linguagem da Porcentagem

Os autores acreditam que a
apresentação da porcentagem de
ve ser adiada até a série conven
cional, a sétima série. Esta re
comendação é feita não por causada dificuldade da porcentagem
mas para capacitar o aluno â
adquirir a destreza necessária
em frações ordinárias e decimais
e obter sucesso na porcentagem,
mo ha um princípio matemático
novo. apresentado na porcenta
gem que o aluno não tenha en
contrado em seu trabalho com
inteiros e frações. Porcentagem
e, predominantemente, nma lin
m n . r r : ! °

que a classe estápronta para a porcentagem deve
agir de acordo com um plano
para apresentar o tópico.

Uma maneira eficiente par-i
apresentar a porcentagem é mandar a classe expressar a razão
em urn certo esporte, entre o nu'
mero de jogos ganhos e o núme-o de partidas. Se uma das eq̂t

pes ganhou sete das dez partidas
realizadas, o aluno escreve este
fato no quadro-negro, como é
mostrado em a). Depois, o pro
fessor manda a classe dizer como
deve ser escrito este fato de for
ma abreviada:

a) 7 de 10
" ) i
c) 0,7

Se nenhum dos alunos escreve
êstc fato como uma fração, o
professor pergunta a qualquer
aluno como a expressão 7 de 10
pode ser escrita em fração. O
aluno deve ler a fração com
o significado de 7 de 10. Igual-'
mente o aluno escreve o fato
como decimal, e interpreta 0,7
com o significado de 7 de 10.

, Um seguida, o professor pedea classe para fazer uma tabela
em que mostre, em 100 jogos,
o número de jogos ganhos pela
equipe, e a razão das vírgulas
e a mesma que 7 tirado de 10.
■A. classe escreve o número de
partidas ganhas, para os primei
ros 50 jogos, em cada múltiplo
Qe 10 partidas jogadas, como é
m o s t r a d o :

7 de 10
14 de 20
21 de 30
28 de 40
35 de 50

Se uma equipe ganhou 35 dos
_ jogos, na mesma razão ganha-70 de 100 jogos. O último

fato pode ser escrito nas quatro
formas seguintes:

1) A maneira longa, como 70
d e 1 0 0

2) Como fração ordinária, ou
7 0

1 0 0

3) Como fração decimal, ou
0,70

4) Como porcentagem, ou ...
70%.

Quadro de Cem

O aluno descobre que há 100
partes no quadro de cem. O pro
fessor escolhe uma das partes e
pede ao aluno para expressar a
relação entre essa parte e as 100
partes necessárias para preen
cher o quadro. As quatro manei
ras para expressar ésta relação
são as seguintes:

1) A maneira longa, ou 1 de
1 0 0

2) Como fração ordinária, ou
1 0 0

3) Como fração decimal, ou
0,01

4) Como porcentagem, ou 1%.

Cada uma destas relações nu
méricas 6 interpretada com o
mesmo significado da forma lon
ga, ou "1 de 100".

O professor pede à classe para
interpretar a relação de 2 par
tes, de 3 partes, e assim até 100,
nas quatro formas dadas. Depois,
a classe dá cinco maneiras de ex
pressar uma fileira de 10 par
tes no quadro de cem. Êste fato

o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o

pode ser expresso das seguintes
mane i ras : (1 ) 10 de 100; (2 )

w; (3) (■! ) O ' lo . o^o. i ;
(5) 10%.

De modo semelhante, o profes
sor pede à classe para represen
tar diferentes partes fracioná
rias, como a metade dos pedaços,
no quadro de cem. O aluno é
e s t i m u l a d o a u m b o m r a c i o c í n i o
se o professor o desafia a dar
tantas maneiras quantas possí
veis para expressar o fato repre
s e n t a d o . A s d i f e r e n t e s m a n e i r a s
são : ( 1 ) 50 de 100 ; ( 2 ) ;
(3) 0,50; (4) 0,5; (5) Jj (6)
50%.

Depois, pede à classe para in
dicar maneiras diferentes para
expressar o total de partes no
quadro de cem. As maneiras di
ferentes são: (1) 100 de 100;
( 2 ) ; ( 3 ) 1 , 0 0 ; ( 4 ) 1 i n -
teiro; (5) 100%. Então, o aluno
interpreta tal exposição como
"100 por cento", ou um resulta
do de 100 por cento em um teste.
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Após O aluno identificar a
porcentagem com o uso do qua
dro de cem, êle reproduz dife
rentes porcentagens usando seu
material. Um dos quadrados
maiores é adaptado para êste
fim. O lado quadriculado do
quadrado contém 100 quadri
nhos. O professor pede ao aluno
para representar neste quadrado
diferentes porcen^gens, como
1%, 5%, 20%, e assim por dian
te. O aluno marca o número ne
cessário de quadrinhos para re
presentar a porcentagem pedida.

Cálculo da Porcentagem de Um
N ú m e r o

A pag. 358 dá os três tipos de
problemas, em frações ordiná
rias, decimais e porcentagens \
primeira aplicação é o cálculo da
porcentagem de um número como 4% de 50. Calcular uma'por
centagem menor do que 100 é o
mesmo que calcular uma parte
fiacionária de um número.

A classe pode usar o quadro
de cem para calcular uma deter
minada porcentagem de 100 O
professor continua com escm"
pios do tipo 6% de 100, até queo aluno descubra que a resposta

da porcentagem. Depois, muda o número ou
oâ e para um múltiplo de 100como 200. Para calcular 4V dé
100' ̂1""° faciocma: "4% de100 Sdo 4; assim, 4% de 200 de-
vem ser o dobro, ou 8." O pro

fessor podo mo.strar esto fato co
locando duas camadas de peda
cinhos no quadro de cem. Desde

« • « « • « « t C C

• « « « «

Que 4% de 100 são 4 pedacinhos
ou espaços, os quatro espaços
conterão 8 pedacinhos. O aluno
Po o usar tanto frações ordiná
rias como frações decimais para
calcular a rasposta. Desde que

significam e 0,04, a res
posta do problema pode ser cal-
eulada do seguinte modo:

i) W X 200 = ou 8
X 200 == 200 XX 0,04 = 8,00

c a l c u l a r acn agem, tanto frações dcci-
evTn frações ordinárias emexemplos do tipo mostrado. Des-
tésin^ significa ceii-
alnn ^ j casas decimais, ol̂uno poderá descobrir que é
mfnn 1 ''='I"-ossar uma deter-^ porcentagem como ccn-

dado por esta decimal.

QUESTÕES, PROBLEMAS E TÓPICOS PARA DISCUSSÃO

1. Faça lima lista do material
visual e exploratório que
considera essencial para o
ensino de decimais.

2. Diga por que você usaria
ou não o dinheiro para a
introduç<ão do conceito de
d e c i m a i s .

3. Qual o tipo de material ob
jetivo (pie recomenda para
in t roduz i r o conce i to de mi
l é s i m o s ?

4. Um professor, em sua esco
la, pediu a um aluno para
identificar a posição de um
algarismo, cm um número,
com referência à vírgula.
D e m o n s t r e c o m o c o n v e n c e r
a êsso professor que o ponto
d e r e f e r ê n c i a d e v e s e r a
c a s a d a s u n i d a d e s .

5. T^iu aluno subtraiu, no
exemplo 7,2 - 1,342, como é
mostrado. O que su
g e r e p a r a p r e v e n i r
erros dêste t ipo? ~~

6. Um aluno elevou ao qua
drado 0,25 (0,25a 0,25) c
ca l cu lou o p rodu to como
0,0625. Desde que o produ
to tem um valor menor qae
0,25, considerou a resposta
incorreta. Como pode fazê-
lo compreender que o pro
duto deve ser menor que um
dos fatores?

7. Dê um priiblema, na divisão 13. Use decimais o escreva um
do decimais, para exempli- problema para representar,

ficar cada tipo.
8. Faça uma apreciação do mé

todo subii'-ntivo para cal
cular, no quocicnte, a posi
ção da vírgula.

9. Demonsire como ensinaria,
ou não ensinaria, o aluno a
usar sinais (como para
ajuífá-lo a localizar a posi
ção da vírgula no quoeiente.

10. ])ê as respostas dos seguin
t e s i t e n s :

a) o produto de: (1) déci
mos e décimos, (2) de
zenas e décimos, (3)
décimos e centésimos,
(4) centenas e décimos.

b) o quoeiente de: (1) dé
cimos divididos por déci
mos, (2) centésimos di
vididos por décimos, (3)
décimos divididos por
cem esinios, (4) dezenas
divididas por décimos.

11. Faça três exemplos com a
m e s m a e s t r u t u r a d e c a d a
um dos seguintes:

a) 0,14 I 4 b) 8 I 0,4
c) 0,72 II,5

12. Escreva quatro exemplos
que possam ser feitos com
os números em cada quadro:

0,3 0,5 0,8
0,2 8 1,0
1 2 0,5 2 4
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em multiplicação Cváivisão,
cada uma das três utilida
des dos decimais.

14. Faça um mural didático do
algumas das aplicações so
ciais das decimais e porcen
tagem encontradas em jor
nais e revistas.
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Pensamento Quantitativo
e Resolução de Problemas

P E N S A M E N TO Q U A N T I TAT I V O
ocoiTc quando o indivíduo

usíi o número, de alguma manei
ra, ao tratar com os elementos de
uma situação que conduzem à
análise ou descrição matemática.
Para ilustrar, um indivíduo está
pensando quant i ta t ivamente
quando conta para achar o nú
mero de objetos em um grupo,
quando seleciona e aplica um ins
trumento de medida a algum as
pecto de uma situação, quando lê
e inteiprcta um gráfico ou tabe
la, ou quando usa adequado pro
cesso matemático ao analisar uma
situação real da vida.

O pensamento quantitativo se
r e a l i z a c m d i f e r e n t e s n í v e i s d e
maturidade. A criancinha pensa
quantitativamente a um nível re
lativamente baixo, enquanto que
o cientista nuclear, quando tra
tando com seus problemas espe
ciais, aplica conceitos matemáti
cos e métodos de pensamentos al
tamente abstratos e que estão
além da compreensão da maioria
dos indivíduos. O nível ao qual
uma pessoa pensa é claramente
determinado pelo seu fundo de
conhecimentos e de experiências

e pela sua capacidade de pensar
c o m n ú m e r o s . A h a b i l i d a d e d e
pensar quantitativamente resulta
de experiências, incidentais ou
planejadas, que o indivíduo tem
na sua vida diária.^ A primeira
função de um programa de Arit
mética é prover experiências que
desenvolvam na criança a habi
lidade de pensar através de si
tuações problemáticas que encon
tra e l idar com as mesmas in te
ligente e habilidosamente. A re
solução de problemas é o mais al
to nível de pensamento quanti
t a t i v o .

Neste Capítulo discutiremos os
seguintes tópicos:

a . Natureza do pensamento
quantitativo em relação à
resolução de problemas

b . D e s e n v o l v i m e n t o d a h a b i
lidade em resolver proble
m a s

c. Pensamento quantitativo
na computação

* Reler a discussão sobre compor
tamento matemático no Capitulo 1.
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d. Ensino cia resolução de
problemas às crianeas

c. Necessidade do ensino da
leitura em Aritniétiea.

a. NATUREZA DO PENSAMEN
TO QUANTITATIVO EM RE
LAÇÃO À RESOLUÇÃO DE
PROBLEMAS

Propósito do Pensamento Quan
t i t a t i v o

A reRoliu;ão dc problemas é a
mais alta tornia de pensamento
re^exivo. l m programa de Aritmética, cornô  o apresentado neste
li\ro, (jue dá ênfase à significa
rão o fi compreensão, é largamen
te baseado na resolução de j>ro-
blemas. O pensamento í]uantita-
tivo c a base para a eficiência
na resolução de problemas. Quan
do a sala de aula é considerada
como um ]a])üratório de aprendi
zagem, a instrução é conduzidado tal maneira que as relações
basieas são discutidas e formula
das através de experimentos com
as coisas e com o seu aspecto
quantitativo. A criança é condu
zidâ  a descobrir as relações matemáticas. Tais descobertas le-
vam-na a analisar e interpretar
suas experiências, a te.star sua
compreensão, a organizar sua
aprendizagem, e a fazer generalizações (lue jiudorn ser subsc
(luontomonto aplicadas cm novas
s.tuaíões. O real interesse cm
Aritmética cresce eom a resolu
ção de problemas que tratam de
..ssuntos do interesse da crianca

Níveis de Pensamento Quan.dta-
t l v o

Quando o professor dá à eriaii-
ç«i a opor tunidade do usar matc-
1'iul exploratório, tal como blo
cos, para achar a resposta para
unia (piestão como ''Quantos blo
cos sao 2 blocos mais 3 blocos?",
a criança é levada a afilicar um
tipo simples de pensamento (pian-
titativo. O o]\jetivo da instrução
cm Aritmélica devo .ser levar,
gradativamento. a cj-ianca a usar
processos mais iiiad iros'de
«amento quantitativo. Embora o
uso de i)roce.ssos imaturos seja
earacteríst Íco da aprendizagem
inicial, a criança deve ser oiieo-
í'a,inda a prosseguir em dii-eção
a níveis mais altos de raeiocínio-

O pensamento quantitativo es-
, r e n v o l v i d o n a e x p r e ssão (ie uléias numéricas, fpicr cm
exposições orais ou escritas, (píerem exemplos de tralialhos ou na
ei ura de materiais diversos.
iJtiando se pede a uma criança
í|ue responda a questões sobre um

í"®' ̂ '̂ela ou mapa, na áreae estudos sociais, ela tem de usar
tipos e.spociais de haliilidadcs dc
ei uia e estudos envolvendo pen
samento quantitativo, as quais
e\em ser desenvolvi(las e pi*ati-

^ as como uma parte do pro-'iiiia geral do Aritmética.

Exemplos e Problemas

in.stpução aritmética sc faz,geia inente, uma di.stinção entre
excmplo.s e problemas. Exmiplo étinia expressão na qual a opera

ção a ser usada é indicada, como
cm 27 X 48. Tradicionalmonte,
o termo problema é usado para
identi f icar uma declaração ver-
l i a l o u e s c r i t a i n c l u i n d o u m a
questão cuja-resposta a criança
deve encontrar pelo pensamento
através da situação que o proble
ma ajircscnta o pela cfctuaçao de
cálculos usando os números da
dos no prolilcma. Por exemplo, o
problema "Qual é a área de um
tcrrmiü (pie tem 30 m do compri
mento c 3 m do largura'?", exige
pensamento cuidadoso dc uma
erian(;a de quinta série, enquan
to podo sor resolvido facilmente
por uma dc oitava série (tercci-
i'n série ginasial) sôlire as bases
•Io uma resposta a (iue já está
habituada.

(leralmentc o propósito dos
JU'oliiemas é mostrar à criança
como os processos numéricos sao
Usados na vida diária e demons
trar eonio podo cia descobrir e
íipliear relações e conceitos quan
titativos cm situações práticas.
Ao mesmo tempo, os problemas
proporcionam prática no desem
penho das computações. Antiga
mente, davam-sc à criança listas
enormes de problemas para ela
1'o.solver e muitas vezes tais pi'O-
blemas eram desinteressantes e
difíceis. Êstc- tipo dc resolução
de problemas degenerou-se numa
forina disfarçada de oxorcício de
^•oniputação. Os problemas eram
ffcqüentomente agrupados de

' Morku (H. E.), "LcvoD of Loorii-
ing", xhc Arithmetic Teacher, 3:220-
O r ,

acordo com os processos neles usa
dos, os quais oram, às vezes, in
dicados nos títulos de tais listas.
Isto eliminava a necessidade de
qualquer pensamento quantitati
vo da parte da criança. Ao invés
de pensamento real, ela recorria
a simples truques numéricos.̂  Os
problemas oram muitas vezes
classificados como problemas de
uma, duas e três dificuldades, e
a solução dos mesmos era consi
derada uma forma de ginástica
mental, quase completamente me
cânica cni sua natureza.

Nos últimos anos, o valor do
trabalho na solução dos tipos tra
dicionais de problemas tem sido
desafiado. O problema tipieo,
oral ou escrito, eonteni todas as
infurniaçõcs necessárias à obten
ção da resposta, no passo que na
vida diária os dados requeridos
para a solução de algum proble
ma similar, surgido dc uma si
tuação da vida social tora da es-
eola devem ser reunidos, organi
zados e analisados para sc encon
trar a solução. E a resolução dc
tais problemas é um processo
mais complicado que a solução
dc problemas escritos dos livros-
t c x t o .

A. liabilidaJc de pensamento
quantitativo envolvido "a so uçaode problemas reais scra tanto
mais desenvolvida quanto maisó" periências tiver a criança com
os gemunos problemas qno sur-.J na vida diária. E difícil pa
ra a escola proporcionar paríiei-
pação direta cm um grande numero de experiências da vida ícal
devido ao grande numero de cn-
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anças na classe. Por isso, torna-
se-lhe necessário substituir tais
experiências por outras prèvia-mente planejadas, como as expe
riências contidas nos livros-tox-
to, as quais dão às crianças opor
tunidade de pensamento quantitativo semelhante ao que é neces
sário em situações reais.

Pehr̂  assinala que o pensamento envolvido na solucL de
problemas reais encontrados navida diaria não é tão lógico e sis
ematieo como às vezes se aeredi-

, ta Ele assim expressa seu ponto de vista: "A resolução de pro
blemas reais envolve a visão do
problema como um todo, familia-ridade com os elementos da si
tuaçao problemática, análise dS-sa situaçao, percepção das rela
ções, _aquisiçao de um padrão debgaçoes, estimativa, verificação e
reorganização. Raramente resolvemos um problema real atravésde passos dedutivos organizadosA estrutura dedutivaT̂ Íl™en e feita depois do disS"
mento da solução já eneontradT»

P ŝenvolvimento daem resolver
p r o b l e m a s ^ « - V E R

b .

a Real

o s

encontra um problema matemá
tico quando defronta uma situa
ção quantitativa com a qual não
pode lidar como habitualmente,
tiiuando o problema interessa à
criança, ela é levada a seguir
passos para explorá-lo e solucio
na-lo. Tais passos envolvem pen
samento reflexivo e podem in
cluir experimentos. A riqueza de
experiências do indivíduo ao tra-
ar com os aspectos quantitativos

ae situações sociais e sua capa-
ci ade mental são fatores impor
tantes que determinam o suces
so a criança ao lidar com o
prob lema.

- elementos de uma situa-Çao problemática são:
1) Um objetivo a ser atingi-

a sni- obstáculo no caminho
objetivo^^ atingir o

respostas ha-

aSLl̂ ' apropriadas ouadejiuadas para atingir o obje-
fhtn/íf soluções possíveis(hipóteses) são propostas e tes-
é obtid̂"̂^ conclusão definitiva

"Trob'rj!!."''® da Resolução de
Vid, " Situaçõej da

do.

Elementos de Um Problem
Psieològieamente falandoproblemas surgem das uecessidnde. dos indivíduos. A crfa„t
• Fehr (Howard P.) "t,,. descrição da rcso-

íieã" ri! °í Maw cía^ i so""* numa
392.' «'Aemaíics Teacher, 47- Ira os m ®Órie demons-

gruno sT ■ quais umcrianças resolveu um

problema numa situação parti
cular (lue surgiu na sala de aula.

Num corto período do ano vc-.
rií'i('ou-se considorÚN el número do
entradas atrasadas, ospocialmon-
te na parte da manliã. Diària-
niente o professor comentava o
fato com as crianças, tornando-
3s cientes da situação. Certa ma
nha o profr.ssor levantou a se
guinte questão: "Que podcría-
nios fazer para reduzir o núme
ro de entradas tardias cm nossa
sala?" Várias sugestões foram
apresentadas pelas crianças e dis
cutidas pelo grupo. Decidiu-se,
finalmente, que cada criança de
veria responder por si mesma à
seguinte questão: "Quando dcvc-
vei eu sair de casa para chegar
a tempo na escola?"

Para obter as informações de
sejadas, as crianças decidiram
que três atividades seriam neces
sárias :

U O preparo do desenho dc
nni mapa do distrito ou zonea-
niento escolar.

2. A localização, neste mapa,
das residências dos alunos. Cada
^i'iança localizaria sua própria
casa e con ta r ia o número de
quarteirões que teria de andar
para chegar à escola.

A determinação do tempo
necessário para se andar um
quarteirão. Um gruiio de crian
ças, usando um cronômetro, ca-
nünharia através dc um quartei-
'̂ao e calciilaria o tempo neces

sário para tal percurso.

Realizado este trabalho, a clas-
.se se reuniria para discutir as
próximas atividades. Decidiu-se
(pie 3 minutos seriam suficientes
jmra a caminhada de um quar
teirão. Depois, contando dc 3 em
3, cada criança achou o número
aproximado de minutos requerUdos para o percurso da casa até
a escola. Então, rceorrcndo-se a
um relógio, cada criança deter
minou a hora de sair de casa e
ren-istrou esse horário em frente
a seu nome, numa lista com to
dos os nomes das crianças da
classe. Subseqüentemente, mais
oue o prazer das crianças que haviam planejado a solução, houve
um sensível decréscimo nas en
tradas atrasadas.

Orientação na Resolução de Pro-
b l e m a s

Dentre os fatores que eontri-
''trst':r«s°na —
dê seus problemas, incluem-se os
seguintes:

1) o problema era do inte
resse das crianças.

2) Era um problema solueio-
■3Í O problema foi claramen

te definido em termos tats que
cada criança o entendeu.

41 As crianças apresentaram
as sugestões possíveis e as ata-
l i a r a m .

51 Os alunos elaboraram um
nlino para a solução do proble-
!êa e rminiram e organizaram os
dados necessários.
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6) Muitas operações fora m

usadas para a obtenção dos da-

p As erianças foram orientadas pelo professor no planeja-
mento da solução e no estabele-
cimento de conclusões, quando as
Ocasiões o exigiram.

_8) Os alunos usaram a solução a que chegaram ao tratarem
eom a situação que o problema
onpnal apresentou e viram t.uetinham sulo bem sucedidos.

O profe,ssor de Aritmética de-
guiar as atividades de apron

dîagem das crianças de tal .™"

crianças. Pela observação dn
portamento das cri-niP-, '

•l"cr destes conceitos o n,vf

processos matemãt̂ieas '
lera seguir os passos q.®

îolô°ai's''eotd̂o.̂otmô
erianças para resiw"''"'''

• i lenias, qno i-todn Pro-

uas significativas.

Situações Concretas Como Base
do Pensamento Quantitativo

Na vida da e.scola .surgem mui
tas situações eonerotas que ofe-
leeem excelentes oportunidades
para exp(.i'iêneias ern pensamen-
o quantitativo, resolução de pro-
J ornas e u.so das ojicrações nu-
laeriea.s. Exemplos;

1) Confecção de mapas
-) líegistro de pesos o altu-ías das próprias crianças

Ergistro da temi)eratura
cl ia r ia

"i) Compra de selos na agência de correio da escola
cronômetro para

»pida do tempo gasto em cor-K ns ou cm outro tipo de com
petições

1 *'P^"cndizagem do ina-cjo de uma máriuina de calcular
de um ábaco

íw 1 Coleção de ilustrações dos■■os de frações e decimais
O preparo de um plano

paia um mural.

u m a c l a s s e

m . - , c o l e t o u C r $ 3 7 4
N - i t n l p r e s e n t e s d e
n i n a T V ' ' ^0 sem ■ f defrontou-sc com
p o d e m ^ " " Q u a n t o
to9" Q f gastar cm cada presen-
s o r . " d o p r o f e s -
3 7 4 ' m C r $
Pcriincnt̂  Partes iguais. Ex-sos oup % os proces
so dinheh-r

k e s o l u c â o d e p r o b l e m a s
3 9 7

Problemas Que as Crianças En
frentam na Aprendizagem da
A r i t m é t i c a

O professor não deve descui
dar dos prolilcmas relacionados
à aprendizagem das operações
aritméticas (lue são do interesse
<le muitas crianças. Elas ncccssi-
tiim de orientação c ajuda para
resolver, inteligentemente, tais
problemas. As situações seguin
tes são ilustrativas:

"Que posso fazer que me
ojudnrA a lembrar cs fatos de
odição? Como deverei estudá-
los?''

-) "Como poderei encontrar
os pontos fracos cm meu traba-
ííio de divisão? Que posso fazer
para vencê- los?"

3) "Quero apresentar um tra
balho sobre certa área especial
de Aritmética. Onde poderei en
contrar, por exemplo, materiais
informativos sobre a história de
nosso sistema de numeração?"

"f) "Não entendo a subtração
de trações. Onde poderei cncon-
trar alguma ajuila?"

^0 "Estive ausente das aulas
•■luvantG quatro semanas por mo-
fivo cie doença. Que posso fazer
h^i'a planejar o meu trabalho de
i-eeuperação?"

6) "À.s vezes cometo erros
ii'is multiplicações com zero. Tor
'̂ lue será que en-o? Como poderei
cellar as causas dos meus erros?"

^ Capítulo 16 trata de proces
sos especiais de diagnóstico e di-
iculdades de aprendizagem. O

método da resolução de proble
mas é sempre desejável.

Problemas Que Surgem Durante
as Atividades da Sala de Aula

Diariamente surgem na classe
questões sôbre assuntos de genuí
no interesse das crianças. A con
sideração de tais questões vitaliza
o ensino de Aritmética c oferece
muitas oportunidades para cxpe-
riência em pensamento quantita
tivo \s crianças devem usar pro
cessos vários de investigação pa-
Ta obtenção das infornmçocs
ncccs-sái-ias. O professor pode fa-

mnito para desenvolver nas
:Ln o Sosejo e a habilidadede procurar, do maneira inde

pendente, respostas para qnesto
tais como as seguintes:

11 "Ouc devemos saber paja
caloninr o preço da remessa des-
te pacote pelo coiicio.

9) "Como é o sistema paraexpressar o _ tempo usado pelos
n a v e g a n t e s ? " _

na numeração
cios de nossa cidade.

41 "Como é o sistema de nn-mcriçrio usado para classificai"ríivros das bibliotecas?"
5) "Como podemos encontraro 1'âmetro de nm tronco de ar-

a n

v o r c í

Pensamento Quantitativo na Vida
Diária

Há muitas ocasiões na vidadi.4-ia cm que o número e usado
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para transmissão ou intcrprotn-
ção de idéias. Podemos conside
rar o uso do número cm tais ca
sos como íiritmética mental. Os
exemplos seguintes sugerem ti
pos de situações nas (juais a arit
mética montai c usada:

1) Aquele melão pesa cerca
de 2 quilos. (Estimativa em me
didas.)

2) Na última semana tive
mos 97,28 mm de chuva. De acor
do com este dado, teremos cerca
do 400 mm neste més. (Aproxi
mação.)

3) A temperatura hoje está
a 14°, isto é, cêrea de 10° abaixo
do normal. (Comparação; dife
rença.)

4) Nós podemos ir ao Rio de
avião despendendo cerca de —
do tempo que se despende indo
de automóvel. (Razão.)

5) Terei que usar duas vêzcs
mais tanta manteiga quanto a re
ceita do bôlo pede. (Razão.)

6) Aquele campo tem cerca
de 20 acres. (Conceito do área.)

'?) O peso médio de uma ga
linha é quilo e meio. (Vocabulá
rio técnico.)

8) A 60 km por liora, gasta-
roraos cerca de 9 horas para ira Sao Paulo, que está a 540 km
de distancia daqui. (Relação de
distanca-vclocidade-tcmpo)
a v e n d i d o1.200 o quilo. Com Cr$

5.000 posso comprar um peru pe
sando cerca de 4 quilo.s. (Rela
ção de eusto-péso.)

10) Quanto é 25 X 78? (Pen
sar: '4 de 7 800 = ?"; uso de
Bina maneira rápida de conipu-
lação . )

11) A população de um Es
tado é CGi-ca de 3,5 milhões. (Ar
redondamento de números.)

A habilidade de fazer e en
tender tais afirmações requer
muito mais (jue uma atenção mo
mentânea. Os materiais de pen
samento necessários para inter
pretar as relações envolvidas são
diretamente relacionados à eoni-
prcensao que a criança tem do
sistema de numeração. Em outras
palavras, o pensamento (juanti-
tativo funcional é rcíiuerido.

Em muitas unidades do currí-
rnlo de estudos sociais e ciências
naturais, é indispensável a habi-
idade de lidar com fatores maíe-
ináticos. O programa de Aritmé-
lica amplamente concebido deve
pioporcionar situações para o de
senvolvimento sistemático de uma
compreensão de conceitos e in-
ter-relação dos elementos matemáticos que são recjueridos para
se tratar efetivamente com o tra-
3 o em tôdas as áreas do eur-

nculo escolar primário. Horn
mastiou que os conceitos mate
máticos contidos nos materiais
e eitura causam às vêzes consi-
era\el dificuldade às crianças.

eitor interessado poderá con

sultar as referências abaixo para
detalhes.'*

c . p e n s a m e n t o q u a n t i t a t i
vo NA COMPUTAÇÃO

Resolução de Problemas Rela
cionados à Aprendizagem das
Operações Numéricas

A aprendizagem de novas di
ficuldades cm uma operação
n u m é r i c a d e v e b a s c a r - s e n a r c -
.solução de problemas. Primeira
mente o profe.ssor deve eoloear a
criança face a uma situação so
cial problemática na qual surja
a necessidade para uma nova
operação. Os livros-texto geral
mente introduzem nma nova di
ficuldade em uma situação soeial
do modo ((ue as crianças iiossam
v e r e o m o e l a é n . s a d a . A n o v a
d ificuldade envolv ida deve ser
c l a r a m e n t e i d e n t i fi c a d a a fi m
dc que as crianças saibam qual
o objetivo a ser atingido o de
sejem atingi-lo. As crianças po
dem fazer ilustrações etmi outros
exemplos nos (|uais surge a mes
ma d ificu ldade. E las devem com
preender (jue suas respostas ha
bituais e os já estabelecidos pa
drões de comportamento não são,
cm si, adequados para a solução
do problema.

« "The Teaching of Arithmetic",
Fiflirth Yearbook of the National
Society for the Study of Education,
11:8-18. Chicago: University of
Chicago Prc«?, 1951.

Vot'Nf! (W. E.), "Language A.spccts
Arithmetic", School Science and

Mathematics, 57:172.

Às crianças pode, então, ser
dada oportunidade para suges
tões de processos ou métodos
po.ssívcis para o encontro da res
posta. Tais sugestões podem ser
baseadas nas experiências pré
v i a s o u n o d e s e n v o l v i m e n t o d o
])ensamento reflexivo. Estes plíi-
nos podem ser experimentados
i i i f o n n a l n i e n t e a fi m d e t o r n a r
a tarefa mais significativa. En
tão, sob a direção do professor,
as notações a serem aprendidas
devem ser desenvolvidas com a
classe de uma tal maneira que
as crianças entendam a seqüên
cia dos passas seguidos na solu
ção. O disceiTiimento será de
monstrado pela habilidade das
crianças em responder a ques
tões (pie testem sua eoiiipreensao
e habilidade dc aplicar o proces
so na solução dc novos prcible-
mns. A descrição da liç<ão sobre
siibtraíião na pág. 00 é excelente
ilnstratião eoiierela de nma ex-
pericneia (pic envolve o pensa
mento quantitativo funcional da
criança na aprendizagem de uma
operação numérica.

Identificação de Relações Entre
N ú m e r o s

Quando a Aritmética é ensina
da como fatos numéricos isolados
e como operações numéricas não-
relacionadas, a aprendizagem so
torna mais difícil devido à falta
de estrutura o organização. Nos
capítulos precedentes os Autores
discutiram muito a importância
de se por cm relevo as relações
entre os fatos c os processos nu-
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méricos. O pensamento quantita
tivo requerido para encontrar os
/ e l e m e n t o s f a l t o s o s n a s e x p r e s
s õ e s a b a i x o s c f a z n e c e s s á r i o
para a criança testar seus conhe
cimentos dos números e proces
s o s .

a) 7 5 b) 62
+ 2 - —

1 0 2 2 6

e) 2 - 2 d ) 1-7| 4
X 3 4

7 2 6

1 ) 3 -t- 2 = ? 7 ) 7 X 8 = 1 6

2 ) 3 4 - ? = 5 8 ) 7 4 - 4 = 7

3 ) 7 - 1 - 2 = 5 9 1 1 5 - r 7 = 5

4 ) 3 — 7 = 0 1 0 1 1 -i- •> = 2
2

5 ) 7 - 6 = 8 111 3 - ^ 7 = 1
2

6 ) 2 X 7 = 1 0 121 SX — ? = 2
2

A percepção de relações entre
grupos de números relacionados,
um importante elemento no pen
samento quantitativo, é exigida
e m e x e r c í c i o s t a i s c o m o o s s e
guintes :

1) Escreva todos os fatos nu
méricos que você pode descobrir
em cada um dos grupos de nú
m e r o s r e l a c i o n a d o s c o m o s e v ê
a b a i x o .

a ) 4 7 1 1

(Respostas
4 7 1 1 1 1

- 1 - 7 - 1 - 4 ~ 7 - 4

1 1 1 1 4 7)
b ) 3 6 1 8

(Respostas :

3 6 18 1'3 18 1
X 6 X 3 0 6 0

1 8 1 8

è de 18 = 6 1 de 18 = 3)
2) Procure os algarismos fal

tosos nos exemplos abaixo:

3) Escreva problemas originais
baseados ein exemplos como os
seguintes:

a ) 7 } b ) C r $ 2 7
+ 3 ^ - C r $ 1 5

c) ^deU = d) 4X71 =

Aritmética Mental

Tendo como base um limitado
estudo sobre o uso nos negócios,
Hall = assentou que a maioria
dos problemas aritméticos que
surgem na vida é resolvida
mentalmente, sem necessidade depapel e lápis. Êle diz quê uma
maior enfase na aritmética men
tal tem os seguintes valores;

1) Reforça a importância dova or do lugar e a compreensão
10 dc nosso sistema de

numeração.
2) Põe em foco as relações en-

Ite os números e isto assegura
compreensão e economia de tem-
Po na adição.

Hall (Jack V.), Solving Pro-
otcmá "ilenially. Cedar Falls: Bureau
of Exterior Bervice, Iowa Stato
leachers College, 1954, págs. 9-10.

3 ) F i i c i l i i a o e n c o n t r o d e r e s
postas aproximadas para os pro
blemas aritméticos, desde que,
na vida, a Ari tmética não l ida
exclusivamente com computação.

4) Ajuda as crianças a diri-
flir imediatamente .sua atenção
piH'n as condições dos problemas,
uma vez que há ]>ouca ou nenhu
ma e.scrita necessária.

5) Torna o professor capaz de
eomprcender o tipo do pensa
mento quant i tat ivo da cr iança,
fluando esta é encorajada a ex
plicar, oralmente, a solução de
^im problema.

6) Facilita a introdução do
novos processos aritméticos em
todas as séries, porque a atenção
da criança pode focalizar cada
dificuldade separadamente.

Enriquece o programa re-Rular de números quando usado
<"0010 base para testes e jogos nn-
niericos.
Frances Plournoy" sugere tiuc

exercícios como os seguintes de-
sen\olverão a habilidade, na efe-
nação das computações, cm nrit-

"tetica mental:

^ ■^Pi'endizagem de formas® siniplificndas para a
e m u l t i p l i c a ç ã o

pequenos números
papel o lápis.

b lnm« na . so lução de p ro -lidos no livro-texto pela

Í̂ >'í̂ »ces), "Developing
T A r i t h m e t i c " , T h e

\oT 4:147-150.Paper r,.i ^.7 "Non-Peueil-and-
Prob lems" . T lu^ - icachcr S • ' 'oq.oo. - ;

criança, com iiúnioras pequenos
para respostas exatas, sem papel
c lápis.

31 Prática na solução mental
do problemas com números sim-
])lcs, lidos pelo professor c ouvi
dos pela criança.

4) Aprendizagem de quando
usar números arredondados e dc
quando usar números exatos.

5) Prática na estimativa de
respostas de problemas.

6) Experiência em selecionar
as medidas de referência mais
usuais: aprendizagem de como
usar as mesmas c de como inter
pretar as medidas não-familia-
r c s .

7) Prática em leitura c uso
de tabelas, gráficos e escalas.

d. ENSINO DA RESOLUÇÃO DE
problemas as crianças

Objetivos do Trabalho com Pro
blemas Escritos

Por muitos anos. um dos prin-
,ipais objetivos da instrução cm
Aritmética tem sido ensinar as
crianças resolver problemas es
critos. Os propósitos deste traba
l h o s ã o :

1) Verificar a prontidão da
,,,U„K:n para um uôvo trabalho
a ser feito.

O) Determinar qnão eficiente
mente ela usa os fatos numen-
eos e as iiabilidades computacio
nais.

3) Verificar o apurar seus
conceitos sobre as relações mate
mát i cas .
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4 ) E s t i m u l a r o d e s e n v o l v i
mento de sua habilidade em apli
car processos numéricos e pen
samentos quantitativos.

5) Desenvolver sua habilidade
de fazer estimativas e aproxima
ções.

6) Estender sua experiência
aritmética e sua sensibilidade ao
papel do número na vida diário.

Tipos de Problemas Escritos

Como já se disse previamente,
a solução de problemas reais que
Burgem na vida da escola e da
comunidade oferece o mais va
lioso tipo de treino de pensamen
to quantitativo. Os problemas
ari tméticos que os l ivros-texto
apresentam descrevem situações
semelhantes àquelas que surgem
na vida diária. Para resolvê-los,
a criança é levada a proceder
p a s s o a p a s s o p a r a e n c o n t r a r a
resposta, como faria na solução
de um problema real. As situa
ções descritas devem ser de tal
forma relacionadas que apresen
tem, num cenário natural, as re
lações quantitativas a serem de
senvolvidas na instrução aritmé
tica. A experiência adquirida na
solução de vários problemas so
bre aspectos de uma situação
provavelmente se transfere para
novas situações a serem encon
t radas .

Outros tipos adicionais de pro
blemas encontrados em livros-
texto consistem de grupos basea
dos em tópicos, gravuras, tabe
las, gráficos, diagramas e outras

formas de aprc.scntação de infor
mações quanti tat ivas. Um tópi
co sobre o qual um grupo de pro
blemas é baseado pode referir-se
a algum aspecto da Aritmética,
tais como encontrar o perímetro
de retfingulos ou aplicações de
decimais. Quando os problemas
são agrupados de acordo com al
gum tópico, é possível prover ex
periência de pensamento sobre
um amplo aspecto da Aritmética.
Quando os problemas são basea
dos em tabelas, gráficos, diagra
mas ou alguma outra forma de
apresentação de dados, oferecem
excelente prática na leitura de
materiais semelhantes encontra
dos em variadas fontes impres
sas em todas as áreas curricula
r e s .

Às vezes, grupos de problemas
não-relacionados são encontrados
nos livros-texto com o objetivo
de prática na resolução de pro
blemas ou com o propósito de
teste. Êstes grupos são indubità-
velmente de menor valor que ou
tros baseados nas situações des
critas ou aquêles arranjados por
tópicos.

Análise na Solução de Problemas

Para ler problemas inteligen
temente, a criança deve ser capazde analisa-los em seus elementos
essenciais. Primeiramente eirde-
fe ser capaz de identificar a
questao-ehave do problema para
l se procura uma reáposta.Sêndo, ela deve determinar osatos que dados no problema.
Terce.ro, deve descobrir as rela-

ções entre o que é dado e o que
se procura. Um problema sempre
envolve a descoberta de alguma
quantidade oculta, ou o uso de
um conceito ou quantidade em
uma situação que é descrita ou
que possa ser facilmente ima
ginada. Às vezes, os fatos ne
cessários para a resolução de
um problema são encontrados
em sentenças que acompanham
o problema, ilustrações, gráfi
cos, tabelas ou diagramas. A
habilidade de ler êstes tipos de
materiais está, assim, envolvida
na resolução de problemas.

A criança deve ser levada a
procurar, no problema, um pa
drão que lhe seja familiar e que
possa usar para chegar à solu
ção. Ela pode ràpidamente per
ceber, por exemplo, que um de
terminado problema requer a
união de dois números, processo
que aprendeu através de repeti
das experiências envolvendo a
adiç-ão dos números.

Quando uma criança menos
dotada intelectualmente é capaz
de ler um problema e identificar
^ questão a ser respondida e o
processo a ser usado para achar
a resposta, ela se sente segura.

Os problemas devem ser ex
pressos em linguagem simples e'
^ de modo que a dificuldadede leitura não seja o principal
tator envolvido. Numa classe de
quinta série de nível intelectual
[■ âis baixo, em vez de se pediras crianças para I'osolver proble
maŝ  apropriados para criançasde inteligência noi-mal, deve-se-
ihes dar problemas adequados às

crianças que estejam em uma ou
duas séries inferiores à quinta.
Às vezes, essas crianças mais len
tas necessitam de ajuda especial
na leitura dos problemas escri
tos. O tipo de resposta' nas so
luções de problemas deve ser ve
rificado cuidadosamente. Exercí
cios adequados de prática podem
ser encon t rados nos l i v ros - tex to
e livros de exercícios para as sé
ries inferiores, ou em tipos es
peciais de material suplementar.
Depois que a criança experimen
ta sucesso na resolução dêstes
problemas mais fáceis, ela se
sente mais disposta para atacar
tipos mais difíceis encontrados
cm seu próprio livro-texto.

Variedade de Soluções Possíveis
na Resolução de Problemas

A habilidade de sugerir diver
sas maneiras de resolver um pro
blema é bom índice da compre
ensão que a criança tem da situa
ção apresentada no problema.
P a r a i l u s t r a r :

Quando uma classe foi levada
a descobrir diferentes métodos
de calcular o perímetro de uma
tábua retangular, os seguintes
])rocedimentos foram propostos:

1) Usar um cordão para achar
a distância em volta da tábua e
medir o cordão com uma régua.

2) Medir o perímetro com
u m a t r e n a .

T Ullrich (Anna), "Labeling Ans-
we« to Arithmetic Problems", The
Arithmetic Teacher, 2:148-153.
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3) Usar uma régua ou trena
para encontrar o compr imento
dc cada lado. Depois, somar os
comprimentos dos quatro lados.

4) Encontrar o comprimento
c a lar^ra da tábua, somar êstes
dois números e depois multipli
car a soma por 2.

5) Somar duas vezes o com
primento e duas vezes a largura.

Está visto que tais procedi
mentos vão desde os mais sim
ples métodos objetivos, usados
por qualquer criança, até os dois
planos que mostram um alto ní
vel de pensamento quantitativo.
Às crianças mais bem dotadas
deve-se mostrar como expressar,
por meio de fórmula, os planos 4
e 5,.e depois dar-lhes alguns pro
blemas para resolverem, proble
mas nos quais tais fórmulas pos
sam ser aplicadas. Indubitàvel-
monte o pensamento requerido
para descobrir várias maneiras
de resolver um dado problema é
muito mais valioso que o usado
na solução de um grupo de pro
blemas, todos envolvendo o mes
mo princípio básico.

Orientação na Resolução de Pro<
b l e m a s

Para ajudar as crianças na re
solução de grupos de problemas
isolados, o professor deve fazer
perguntas que as ajudem a des
cobrir a relação entre os fatos
dados e a quantidade oculta a
ser encontrada. Podemos ilustrar
a técnica de perguntas a ser usa
da para ajudar as crianças a en

tender e resolver os seguintes
problemas:

"p Maria quer comprar 9 la
ranjas para uma festa. Ela pode
comprá-las à razão de 3 por
Cr$ 150. Quanto custariam as la
ranjas que Maria deseja?"

Que é que o problema pede
seja encontrado?

Quantas laranjas Maria quer
c o m p r a r ?

Que você deve saber para en
contrar o preço de 9 laranjas?

O problema lhe diz quanto
custa uma laranja?

Que significa a expressão "à
razão de"?

O problema diz alguma coisa
que você pode usar para encon
trar 0^ preço de uma laranja?
Qual é a questão oculta a que
você deve responder?

Como pode você encontrar o
custo de uma laranja?

Sabendo o custo de uma la-
1'anja e o número de laranjas
que :Maria deseja, como você en
contraria o custo de todas as la
ranjas? Do que depende a res
posta da questão?

"2) Um jardim tem 12 m do
comprimento e 10.5 m de largu-
ramQual é o perímetro do jar-
1̂ Qual é a pergunta do pro-
pe?u:etTo"''

Que deve voeê saber para en-eont.r a distâneia à ̂ olta 1

Que significa a palavra di-
7 n c n s õ o l

Que informações o problema
lhe dá sôbrc o jardim?

Quantos lados tem o jardim?
Faça rim desenho do jardim
most rando suas d imensões .

Quando so sabe o comprimen
to e a largura de um jardim,
como se faz para encontrar a
distancia à volta dêle? De que
depende a distância à volta du
jard im?

Como será expresso o períme
t r o ? -

Os exemplos dados acima ilus
tram os tipos de questões que o
professor deve dar para ajudar
as crianças a encontrarem a res
posta para qualquer problema
que não possam resolver. Deve-
se dar especial atenção à signi
ficação dos termos usados no
problema e às relações básicas
uêle envolvidas, ajudando-se as
crianças a descobrir tais rela
ções . Deve-se a inda leva r as
crianças a ver que a resposta
Pafa a questão do problema sem-
pre depende dos fatos ou infor-
uiaçõcs que são dados e da si
tuação que o problema apre
s e n t a .

resolução de problemas ®
jjao pode ser ensinada como umanabilidade, uma vez que as con-içoes nos problemas que se re-
creni a situações sociais geral-

g F l o u r n o t
Q » "Dpvelop ing Faci l i ty in

Problems", The Arith-Teacher, 3:177-183.

mente variam do problema para
problema. A habilidade da crian
ça em resolver problemas depen
de dc sua inteligência, de suas
habil idades de leitura, de sua
compreensão das operações nu
méricas, e do conjunto de expe
riências que possui. O professor
deve dar, contudo, especial aju
da no desenvolvimento do voca
bulário, da leitura e dos proces
sos de lidar com problemas tais
como os descritos nas páginas
q u e s e s e g u e m .

identificação de Tipos Básicos
de Prob lemas

Há conceitos fundamentais que
ajudam a criança na identifica
ção da operação a ser usada
para a solução do problema. As
relações básicas entre os núme
ros dados na exposição do pro
blema podem ser determinadas
pelo estudo da situação repre
sentada. Os principais tipos de
problemas sobre as quatro ope
rações são:

1) Problemas de adição
a) Dois ou mais grupos

são combinados para formar
um grupo maior. Ex.; Ma
ria tem três bonecas gran
des e quatro bonecas peque
nas. Quantas bonecas ela tem
ao todo?

b) Algum ou alguns gru
pos são adicionados a um
dado grupo formando um gru-
po maior. Ex.: Breno tinia
Cr$ 5. Seu pai lhe deu Cr$ 10.
Com quantos ci-uzeiros Breno
fi c o u ?
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2) Problejiuis de subtração,
que basicamente procuram dife
renças entre números:

a) O tipo resto. Ex.: Ma
r ia t inha Cr$ 10. Gastou
Cr$ 5. Quantos cruzeiros ela
a i n d a t e m ?

_ b) O tipo quantos maissão necessários. Ex.: Artur
quer comprar um brinquedo
que custa Cr$ 500. Êle tem
Cr$ 250. De quanto êle ainda
precisa?

c) O tipo comparação. Ex.:
João tem Cr$ 25. Dick teni
Cr$ 15. Quanto dinheiro João
tem a mais que Dick?

d) O tipo nÚ7nero faltoso.
Ex.: Sara tinha 15 moedas.
Cinco eram moedas de Cr$ 1
e as outras, de Cr$ 2. Quantas
moedas de Cr$ 2 Sara tinha?

e) O tipo quantos se fo
ram. Ex.: João tinha Cr$ 20
Gastou algum dinheiro e ficou
com Cr$ 8. Quanto dinheiro êle
gastou?

Finalmente a criança deve
chegar à generalização de que a
subtração é o processo que se
deve usar quando a soma de dois
números e um desses dois núme
ros são dados e se procura o ou
t r o n ú m e r o .

^3) Problemas de multiplicação, nos quais usamos uma ma
neira abreviada para se encon
trar um grupo igual à soma de
vários grupos iguais. Ex.: Há 5
meninos num time. Quantos me-
ninos há em 4 times?

4) Problemas de divisão
a) Achar o número de gru

pos iguais formados (basica
mente subtração). Ex.: Quan
tos cadernos de Cr$ 50 posso
e u c o m p r a r c o m C r $ 2 0 0 ?
(Cr$ 200 — Cr$ 50 — Cr$ 50

Cr$ 50 — Cr$ 50; 4 cader
nos).

b) Achar o tamanho de
um grupo. Ex.: Há 20 crian-
ças no pátio. Elas vão organi-
^r-se em dois grupos parajogar. Quantas crianças fica
rão em cada grupo?

^ Especialmente nas primeirasseries, o professor deve reforçaras idéias gerais que a adição en
volve: combhiação ou união de
dois ou mais números, bem como
a idéia geral da subtração: se
paração de um número em dois
conjuntos. A criança deve tam
bém ser levada a ver que a mul
tiplicação é um método abreviado de sê  encontrar o total de um
certo número de grupos seme
lhantes, enquanto a divisão é,
b îcamente, um processo abreviado de subtração.

Deve-se pedir às crianças que
usem fichas, diagramas, dese
nhos, dramatizações e outros re
cursos semelhantes para demons
trarem a significação da situa
ção e o método de encontrar a
resposta. A manipulação de objetos e uma valiosa ajuda na
aprendizagem.

t e m ^ ' ' r i a n ç a
Dedir r ' problemas épedir que escreva problemas ilus-

- • V K -

F a z e n d o u m m a p a .
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trando cada uni dêstos tipos.
Pode-se também apre.scntar à
criança um frrupo de diferentes
tipos de pTüblcinas e pedir-llie
que identit'ií|ue o processo a ser
usado na procura da resposta,
bem como cxpli(iuc como pode
ela identificar tal processo pela
análise do problema. Èstes tipos
de problemas podem também
constituir a base de exei'cício.s
orais. Problemas com petiucnos
números podem ser ditados pelo
professor, ilu.stramlo tipos sele
cionados de exemplos. Xos seus
papéis a.s crianças devem e.sere-
ver sòmente as respostas. Uma
rápida verificação permitirá ao
professor blentificar os tipos so
bre os quais há ainda alguma
confusão.

Desenvolvimento de Conceitos
Matemáticos Básicos Para a
Resolução de Problemas

Sob a direção do professor, as
crianças descobrem prontamente
muitos dos conceitos e relações
matemáticos que são envolvidos
na resolução de problemas. Um
dos mais simples desses concei
tos é a relaçao entre litro, meio
litro o quarto de litro. Para de
senvolver tais conceitos, o pro
fessor deve providenciar vasos
ou recipientes adequados. E de
pois, despejando o conteúdo de
um recipiente pequeno em outro
maior e vice-versa, as relações
serão descobertas. Tais conceitos
são aplicados na solução de pro
blemas que envolvem a mudança

de unidades pequenas para uni
dades maiorc.s ou vice-vei"sa.

Pa mesma maneira, outras re
lações como as sogiiinlcs podem
ser d(ísenvolvidas :

Ccntavo-cruzeiro
Are-lieetare-alqucjre
ililímetro-centínictro-dceíme-

t r o - m c t r o

Segundo-niinuío-hora
lliiímeíro quadrado-centímotro

quadrado-deeínietro quadra-
dü-inetro quadrado.

Helações mais difíceis como as
seguintes devem também ser de
senvolvidas aírarés de muitas e
variadas experiências significati
v a s :

Custo-número do objetos-preço
Di.slâneia-veloeidade-tempo
Perímctro-eomprimento-Iargura
Quocicntc-divisor-dividendo
Escala-tamanho do diagrama.
Todos estes conceitos básicos

estão envolvidos na resolução
de problemas. Por exemplo, as
enaiiças devem reconhecer rela
ções tais como as seguintes para
o conceito distância-veloeidade-
t e m p o :

1) ViJttância ~ velocidade X
X tempo, ou d = vt

2) Velocidade = distância -
í + t , o u Y =

3) Tempo = distância + ve-
tedâde, ou t = d V, ou t =

Em uma série mais adiantada,
a fórmula dada em 1 pode ser
re.sohdda usando letras, sem pri
meiro transformá-la nas fórmu
las dadas em 2 e 3. Um alto
nivel de pensamento quanti
tativo é requerido quando as
f-nanças aprendem a resolver
Woblemas envolvendo quakiuer^ os coneeitos acima enumerados,
Mibstituindo-se os valores por
otras dadas nas formulas bási-

® p r o c e s s o s
al.çebricos.

® necessidade do ensino
DA leitura em aritméti-
C A

de Leitura Requeri-«ias em Aritmética

'■esolucc''"!''® ™ fracos na
'■e m s n ã o d i f e -
• ' ' • a d e s d o ™na leiturfd"
i ' u r i o s m a t e r i a i s l i t e -
*0 Geral ^ no Tes-

"líerem significa-
Itira esneeíf̂  habilidades de lei-
^oiução ri ^oqueridas na re-

hab i l i da -
'"oluídas en+T.^ comumente

dificuldades m.

( , t • / t

fading sitili R«lation-to the Ability

C r r -
®«òê ful "fAaaoci-oietic» in Sixfh

' " ' o r c k o f I r f A r i t h -

resohtção de jyrohhynas. Eviden
temente é necessário dar especial
atenção ao ensino de crianças que
são f racas em habi l idades de le i
tura específica envolvidas na re
solução de problemas.

Os modernos livros-texto de
Aritmética, bem como os livros
de exercícios, contêm às vezes
grande variedade de excelentes
exercícios de leitura, os quais de
senvolvem as habilidades de lei
tura requeridas pelo trabalho
em Aritmética, especialmente nos
campos de vocabulário e resolu
ção de problemas. No planeja
mento do trabalho corretivo, os
professores não devem hesi tar
sôbre o uso desses exercícios, sem
pre que os mesmos forem conve
nientes. Deve-se começar com
exercícios que estejam abaixo do
nível de dificuldade de proble
mas que as crianças podem resol
ver razoavelmente bem e, então,
progredir gradualmente para
exercícios mais difíceis, encontra
d o s n o s l i v r o s - t e x t o e n o s l i v r o s
de exercícios das séries que se
sucedem.

O esquema abaixo relaciona
uma série de habilidades de lei
tura que um bem elaborado pro
grama de Aritmética deve esta
belecer:

1) Habil idade de ler núme
ros e compreender sua significa
ção

a) Compreensão do valor
de lugar em números arábicos,
como 327 ou 3,463
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b) Significação do O em
números tais como 20, 9603 O 6
4,0 e 3,06

2) Leitura usada na aprendi
zagem das operações numéricas

a) Conhecimento dos símbolos das operações, como +,
—, X etc.

b) Estudo de exemplos-mo-
delos e explicações de processos
novos no livro-texto

3) Conhecimento do vocabu
lário de Aritmética

a) Significação de termos
matemáticos técnicos, tais co
mo algarismo, adicionar e nu-
m e r a d o r

b) Significação do vocabu-
lano quantitativo relacionado
as aplicações sociais da Arit
mética, tais como selos, preço,
taxa, densidade de população
á r e a e t c . '

4) Habilidades básicas envol
vidas na leitura e resolução de
problemas no livro-texto

a) ̂  Compreensão da signi
ficação dos itens e declarações
contidos em um problema e a
habilidade de visualizar a si
tuação apresentada

b) Leitura necessária para
o desenvolvimento dos passos
geralmente seguidos na resolu
ção de problemas:

(1) Qual a questão que o
problema me pede para res-
ponderí

(2) Que fatos são dados no
problema? Há necessidade de
outras informações?

(3) Que passos seguir pa
ra resolver o problema? (É
necessário ver, num problema,
as relações entre os fatos para
determinar os passos a serem
seguidos na procura da respos
ta.)

(4) Ê a minha resposta ra
zoável?

c) Localização da informa
ção não-declarada no proble
ma, mas necessária à sua solu
ção :

(1) Exame de tabelas, grá
ficos, mapas, gravuras etc.

(2) Consulta ao índice do
livro-texto

(3) Verificação de horá
rios, fórmulas, planos, mapas
e t c .

5) Habilidades de leitura en
volvidas no uso de instrumentos
d e m e d i r

a) Leitura do calendário,
relógio, termômetro; régua

b) Enriquecimento de sig
nificações devido ao conheci
mento do sentido histórico e
social de inventos usados em
medidas, tais como dinheiro,
relógios ou termômetros
6) Leitura e interpretação de

vários tipos de tabelas estatísti
cas, tais como as encontradas nos
livros-texto, livros de referência
e outras fontes impressas

7) Leitura e interpretação deerraficos onde quer que seiam
encontrados

resolução de problemas

em diagramas, cartazes, horários,
mapas, planos e gravuras

vofviH de leitura en-v̂idas ua obtenção de informa-
i ^ r ^ ^ " ' ™

sociais da Aritmética,

d. Ul.„r. d, T.b,I„

ler tabe^r^m como
às vies
o n d e p r o b l e -

o s

tabela n?® necessários em
problemas. acompanha os
® sistemática T" roneisa
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'^la Smfr'" "-aa^^a ixo a C l . ; vê logo
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P^ntamente ® mais

Parágrafo ® ''̂ ®sse de ler
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Para ter capacidade de ler uma
tabela, a criança deve entender
como a mesma é construída e ser
capaz de interpretar os dados. A
fim de achar respostas para ques
tões baseadas nos dados de uma
tabela, as crianças têm de pensar
quantitativamente à semelhançado que fazem quando se empe
nham na resolução de problemas.
Antes de se pedir às crianças que
resolvam um grupo de problemas
baseados nos dados de uma ta
bela, deve-se discutir tais dados
para esclarecer seu conteúdo sig
nificativo e reduzir as dificulda
des de leitura dos problemas. Por
exemplo, uma questão pode cha
mar a atenção da classe para o
cabeçalho da tabela acima. A sig
nificação de padrão e de uma cor
rida de 45 m deve ser discutida.
O uso de padrões em esporte de
ve ser assinalado. Depois, levar
as crianças a ver que, à esquerda
da tabela, estão, em seqüência, as
idades de crianças geralmente
encontradas das quinta à oitava
séries. Os alunos devem descobrir
que, para cada idade, o tempo é
dado em segundos para ambos,
meninos e meninas. Uma questão
pode ser levantada: Como 03 dé-
mmos de segundo são medidos?
O funcionamento de um cronô
metro pode ser demonstrado, se
houver, é claro, algum cronômetro possível. Os padrões para me
ninos e meninas de 10 anos de
vem ser comparados e, depois, a
comparação deve ser feita com
outras idades. Pela leitura dos
ados para meninos e meninas
e diferentes idades, podem-se


