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Quem entregar-se ao trabalho de confrontar
estes— Elementos de Geomelria—com os publicados
em: 1741 por Crairavr, facilmente reconhecers
nelles uma adaptacdo do plano tracado por esse «emi-
nente precursor da regeneracdo do ensino mathema-
tico» 4s actuaes exigencias didacticas.

Quem igualmente procurar segui-lo no ensino
dessa imprescriptivel disciplina, reconhecerd, como
€u, em pouco tempo, o mais suave e franco progresso
de seus discipulos na assimilacdo de tudo quanto ha
na Geometria de util e interessante.

Tomando por ponto de partida a medida dos ter-
renos, seguindo uma rota analoga dquella que deve-
riam ter seguido os primeiros descobridores, evitando
4 monotona successiio dos theoremas e inuteis de-
monstracdes de verdades do dominio do bom senso,
acostumando o espirito a investigar e descobrir, o
plano de CLairAUT conduz suavemente o leitor ao le-

gitimo destino da Geometria e a tirar de seu estudo .
todo o proveito necessario e sufficiente.

Estes elementos tém por fim aplainar difficulda-
des que, no apprendizado desta disciplina pelos mol-
des communs, surgem dquelles que estudam-n'a pela
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primeira vez ou que aspiram obter os conhecimentos |
-_ indispensaveis aos usos da vida p}atica. Na sua ela- Mamantana 0n Naamatiin |
borago por vezes afastei-me do alto rigor logico a .El %MEH{HS [Eﬂ _Hmﬂﬁ “.
; que deveria estrictamente cingir-me, se outro fosse :
/ o fim desta publicacdo, N ‘]'
i
%

PRIMEIRA PARTE

Dos meios que foram mais naturalmente empregados para :
se conseguir a medida dos terrenos )

F. CaBRITA.

o - Um comprimento ou uma distancit foi natural-
mente o que primeiro se tentou medir.

" 1.—Para medir um comprimento qualquer o

{ expediente fornecide por uma especie de geometria

IS natural confiste em comparar o comprimento de

o 1. | uma medida conhecida com o comprimento cuja me-

i dida se quer zonhecer. Assim, para medir-se o com-~

| primento d¢ um mure, applica-se successivamente o

S s melro, por exemplo, que é uma medida conhecida,

de uma extremidade 4 outra, e diz-se : 0 muro temo

i comprimento de.....tantos metros; faz-se uma com-
I paracfo ou medida directa.

I 2.—FEm relacio 4 distancia a percorrer de um ‘ .
fl! ponto A a outro ponto B, (fig. 1) vé-se que poéde ser’ : ‘
i A maior ou menor conforme o caminho - :
; que se seguir; e que de todos os |
caminhos possiveis o mais curto
evidentemente é o do meio que |
ndo nos obriga a dar volta alguma ¢ a lioh que |
e que vai direito do ponto A ao marea o male
ponto B : é o caminho representado- entre doie pon-
) por uma linha recla, sobre a qual ¢ ™
W preciso applicar a medida conhecida ‘ 1

B para se obter a mais curta distancia,

Fig. 1 3.-——Além danecessidade de medir

a distancia de um ponto a outro, acontece muitas

S i e e o




Parecerndo ¢ ser. Pelo facto darectaparecer n#o
" F se inclinar, nfio se” péde con-
cluir que seja rigorosamente
perpendicular, por isso que
pode se inclinar ‘tio pouco que
a nossa vista néo perceba e que

—_— —

vezes que se ¢ obrigado a medir a distancia de um
ponto 4 uma recta. Estando, por exemplo, im indivi-
duo situado na cal¢ada de uma rua,em um ponto A,
e querendo passar

F A ] . .

L‘ iy calg:afi‘a o i/ sejamos illudidos. E’ preciso
posta, poderd se- portanto, que h !
i 3 » que se tenha um pro-
" : . guir diversos cams cesso para t i
| nhos rectos: AB [ P racar perpendi-

' ] ! culares com o rigor suffici
AC, AD,AE, etc. i I ) g iciente.

, E' claro que pre- il _ _

‘ x Y ferird ell% eEco— . Pig. 4 5.—Nas differentes occa-
l B C Il_ E ¥ Ih o 'knho si10es, que exigem que Se tracem Pel‘pendiculares,
Fig 2. ' er o caml trata-se ou. de baizar a perpendicular sobre uma

- recta (de um ponto tomado féra dessa recta) ou de
levantar a perpendicular (de um ponto tomado sobre a
propria recta). Supponhamos que do ponto C, tomado

na linha AB, se queira

D lvantara recta CD per-

pendicular a AB. Serd
preciso que CD nio se

incline nem para A

nem para B. “Supon- 1'

do, pois, primeiro,que

A '3 C esteja d'igual distan-

C "7 ciade A e deBeque

Fig. 5 CD ndo se incline para

lado algum, é claro que cada um_ dos pontos desta
recta serd igualmente afastado de A e de B ; inves-

tigue-se, pois, o meio de achar um ponto qualquer D

tal que sua distancia ao ponto A seja igual £ sua dis-

tancia ao ponto B : porque entdo tirando por C e por
este ponto uma recta CD, esta recta serd a perpendi-

mais curto, representado evidentemente pela linha
Ab, que, em relagdo a XY, parece ser a que ndo
se inclina mals para um lado do que para outro.

E’ sobre esta linha, 4 qual se dd o nome de perpendi- Perpongia-

cular, que ¢ necessario applicar a medida conhecida }ﬁfe, PRIV

para se avaliar a mais curta distancia percorrida de sobre  ouirs,

um ponto A a uma recta XY. mais para wn

lado do que

_ para ontro :

<.—Umarecta,tal como AE, (fie. 2)ndo s¢ apre~ medc o maw

, 3 IR Y r curta distancis

senta sémente no caso que acabdmos de figurar. Se¢ de um pontoa

f observarmos o arranjo particular das partes compo- *vmsrect

nentes de diversos objectos, o feitio ou a {6rma que
affectam o tecto, o soalho, as paredes, as janellas,
os caixilhos das vidracas, as portas, os quadros, as
’ mesas, etc., que se acham na nossa sala de aula,
veremos que ha uma infinidade de cousas distinctas
que tém a mesma férma; isto é, que sdo contor-
nadas por quatro linhas rectas perpeadiculares entre

si, duas a duas, formando uma figura tal como

Rectanguio & . . .
A BABCD’) (ﬁg 3) chamada re- aﬁg‘l;re:lduqun- cular Pedlda- Para isso o melo natural de (_]‘Lle diSpO-
. tro lados per- . - Pr
cla“gu 0 pendiculares P Q mos ¢ o SEgumte : fixa- lev::;i!;ﬂn ﬁamr:

4 se a extremidade de um Ppereendicular.
cordel ou a ponta de um
N | M compasso no ponio A
e, fazendo-se girar a outra

Péde acontecer, porem, dofsadols,
que as quatro perp_endlcu—
lares, que caracterisam a
férma ou figura denorhinada

7 G res’ca%ulo, sejam, como em ponta ou a outra extremi-
. EFGH, (fig. 4) iguaes entre A B dade do cordel, traca-se a
ig. i linha arqueada ouo arco

si. N'este caso o rectangulo toma o nome particular  quagrade &

rectangulo
de qua,drado , (:Jjos l:;; sdo
uem, ‘porem, poderd afiangar que a recta iguacsentrssi.
AE (fig. 2) cahindo sobre XY ndo se inclina real-
mente mais para a direita do que para a esquerda ?

Pig. 6 PDM. Depois, sem mu-
dar a medida, dada pelo cordel ou pela abertura
do compasso, faga-se o mesmo no ponto B, isto ¢,
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descreva-ge 6 arco QDN, que, cortando o primeiro

no ponto D, dard a posicdo verdadeira do ponto pro-
curado. E isto porque o ponto D pertencendo tanto
ao arco PDM como ao arco QDN descripto por meio
de uma medida commum, sua distancia ao ponto A
igualard sua distancia ao ponto B; pois CD ndo se
inclinard nem para A nem para B e serd perpendi-
cular a AB.

P g Se o ponto C(fig. 7)
>Qg nfio se achasse 4 igual -
N oy distancia de A ede B,

seria  preciso, antes
de tudo, tomar dois
pontos « e b igual-
mente afastados de G
A - Be delles nos servir-
“ G lugar de A

Tig. 7 mos, em lugar de A e

de B, para descrever os arcos PDM e QDN.

6.—O0 processo de levaniar uma perpendicular
sobre uma recta AB (fig.7) fornece o de baiza-lu;
E porque do ponto E
T tomado féra de AB
podem-se marcar com
a mesma abertura co
compasso dois pontos

/__ Bcurar-se, como ao nu-
¢ mero precedente, um
outro ponto D, cujas
distancias ao ponto «
)@ e ao ponto b sejam
as mesmas. Por este

Fig. 8 ponto D e por E se

tirard a recta DE que tendo cada extremidade igual-
mente afastada de a e de b e portanto ndo se incli-

31rg

.nando mais para um lado de AB do que para outro

serd perpendicular a AB.

¥ .—Da operagdo precedente resulta a solugdo
de novo problema: dividir uma recta 4B em duas
partes iguaes. Dos pontos A eB (fig. 9) e com uma
abertura de compasso visivelmente maior que a me-

tade da recta AB descrevam-se quatro arcos, dois-

a e b sobre AB e pro--

Processo para
baixar uma
perpendicular.

dos quaes se interceptario acima de AB em um -

Jd ponto E e 0s outros 4 perpenat.
] . dois abaixo em um ¢ular a0 meio

de uma reeta
ponto D. A recta tem todes os

que PAassar por estes bomiaitmmios

dois pontos marcard, i  estremos
em C, o meio de AB. o

Al— — ,
' B 8. — Conhecido

O NPOCAQen TMara tno
Y prytioou pdid dlaz

; car perpendiculares
serd agora facil con-
struir com origor suf-

\Vo ficiente asfiguras de-
AN nominadas rectangu-
rig. 9 los e quadrados de

que faldmos no n. 4. Assim, para construir um
quadrado ABCD, cujos lados sejam iguaes d linha ~ construir um
dada K ou a um comprimento linear dado, 2 1/, cen~ &mees

timetros,por exemplo, basta tomar sobre a recta XY ens lados.

LIS e

o

A B
Tig. 10

um intervallo ou uma parte AB igual a Koua

2 1/, centimetros, depois levantar (5) pelos pontos
A e Bas gerpend}culares AD, BC, cada uma igual a
K oua 2 !/, centimetros, e finalmente tirar DC.

9. —Si se quizesse tracar um rectangulo FGHI,

‘ Construir ym

cujo comprimento (base do rectangulo) fosse K e rectangulo, da-
da a base e da-

Cuja altura fosse L, tomar-se-la FG igual a K:, levan- dn. o altura,
P
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tar-se-lam a8 perpendiculares FI ¢ GH, cada umia
igual a L, e finalmente tragar-se-ia IH.

1 H
.\"(‘ ‘\-'\ ‘ <
LXK £ S
L l :
F G
Fig. 11

10.—8¢, na figura 11, prolongarmos para a
direita ¢ esquerda os lados IH e FG do rectangulo,
veremos quec estas rectas sfo taes que seus inter-
vallos tém por medida perpendiculares do mesmo
comprimento, isto ¢, sdo paralirias.

Qs trilhos de uma estrada de ferro, os sulcos
feitos no terreno pelas rodas de um carro, as linhas
que limitam lateralmente as ruas, etc., tém a dispo-
sicio de linhas parallelas. Para tracar parallelas

nada parece mais natural que recorrer ao processo

de que nos servimos para tracar rectangulos. Seja
AB, por cxemplo, um dos lados de qualquer canal
ou de qualquer rua, 4 qual se queira dar a lar-

C b ] gura CA ; ou,para enun-

modo mais geometrico
e mais geral, suppo-
nhamos que se queira
tirar por C a parallela
N B CD 4 AB: tomar-se-§

Fig. 12 4 vontade um ponto B

na linha AB e se procederd do mesmo modo que,
sendo a base AB, se quizesse fazer um rectangulo
ABCD que tivesse AC para altura. Entdo as linhas
(rectas) CD e AB, sendo prolongadas indefinida-
mente, seriam sempre parallelas, ou, o que ¢ a
mesma cousa, jdmais se encontrariam.

Parallelas
slio linhas que
em foda 2 ex-
deusdc  puar-
dam éntre #ia
mesma distan-
cia.

o

clar a questio de um .

Rectas pa-
rallelas sfo as
que nunca &e
encontram por
muis que se
prolonguem.

LRSI s pe—

. 11.— A regularidade das figuras rectangulares,
cujo emprego é mui frequente, conduz-nos muitas
vezes 4 necessidade de determinar a extensfdo nellas
coplprehend{da,‘como,l)or exemplo, quando se quer
saber a porg¢do de papel necessaria para forrar as pa-
redes de um quarto, ou a porgéo de tapete sufficiente
para forrar o soalho de uma sala.

. Para se conseguir estas especies de deter-
minacbes, o meio mais simples e mais natural
¢ empregar uma medida commum, que, appli-
cada um certo numero de vezes sobre a superficie
a medir, a cubra completamente, ou, 0 que ¢é a
mesma cousa, vér quantas vezes a superficie consi-

derada contém ou ¢é contida em uma superficie de °

grandeza fixa e conhecida: methodo inteiramente
analogo dquelle de que jd nos servimos para deter-
minar o comprimento das linhas (rectas).
E’ evidente que a medida commum das super-
ficies deve ser tambem uma superficie.
Supponhamos, para fixar as idéas, que se queira

medir a superficie limitada pelos quatro lados do

D A quadrado representado na
figura 13,e que tem 4 cen-
timetros de lado.Se pelos
pontos de divisdo do lado
AB tirarmos rectas paral-
lelas 4 base CB ficard a
figura toda dividida em
4 rectangulos, tendo cada
um 4 centimetros de base
c SI centimetro dclalturq.
e, porém, pela pri-
. meira clljivisﬁo7 dallj base%B
C B tirarmos uma parallela §
Tig. 13 altura AB teremos, 4 di-
reita da figura, uma facha de 4 rectangulos tendo
cada um 1 centimetro de base e 1 centimetro de al-
tura, isto é, teremos 4 quadrados de 1 centimetro de
lado. Si pelos outros dois pontos de divisdo da base
CB tambem tirarmos parallelas a AB ficard a figura
toda com mais tres faxas de 4 quadrados de 1 cen-
timetro de lado cada uma. O quadrado todo ABCD
conterd, pois, tantos quadrados de 1 centimetro de
lado quantas sio as unidades da altura pelasunidades
da base, isto é, 4><4. ou 16 cenlfmelros quadrades.

Medide da
superfigie  de
um quadiado.

Centimetro
quadrado & o
gquadrado de
um ecentimetro
de lado,




Si em vez de termos dividido a base em 4 cen-
timetros tivessemos dividido em 4o millimetros (cada

centimetro tendo 1o millimetros) e pelos pontos de
divisio da base e da altura tivessemos tirado rectas
parallelas, ¢ claro que cllas se cruzariam em 40><40
quadrados tendo cada um 1 millimetro de lado, isto
é, em 10600 millimetros quadrados.

Si o lado do quadrado considerado em vez de
ser do comprimento de 4 centimetros fosse do com-
primento de 4 palmos, ou de 4 varas, ou de 4 deca-
metros, ctc., nada obstaria que semelhantemente o
decompuzessemos em 4><4 ou 16quadrados menores
tendo, porém. cada um, em cada caso, respectiva-
mente 1 palmo, 1 vara ou 1 decametro de lado. Isto
¢, teriamos a superficie medida pelo numero 16 pal-
mos quadrados, ou 16 varas quadradas ou 16 deca-
metros quadrados.

Vé-se assim que a unidade de superficie é sem-
pre um quadrado tendo para lado uma unidade li-
near qualquer: e a drea ¢ representada pelo numero
que indica quantas vezes a figura considerada contém
ou ¢ contida no quadrado tomado por unidade.

1:2. — Reflectindo sobre o que acabdmos de
dizer, serd facil ver que tomando um quadrado para
unidade, este gquadrado serd contido em um outro
quadrado tendo para lado:

I.... IXT ou 1 vez | 6.... 0>6 ou 36 vezes
2..... 222 OU 4 VEZeS| 7.... 7><7 ou 4G vezes
3. I3 ou g vezes‘ 8.... 8><8 ou 04 vezes
Joees 4><4 OU 16 vezes| Q... 0><¢ ou 81 vezes
5

vee. B3<h ou 25 vezesiio.... I10><I0 OU 100 vezes

Os numeros 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, etc., sfocha-
mados cm. arithmetica os quadfraos de 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, etc., porque elles representam o numero de
quadrados (drea), tendo para lado a unidade de com-
primento, contidos na superficic dos quadrados que
tém para lados 1, ou 2, ou 3, ou 4, etc. Os numeros
1,2, 3,4, ctc., que representam a quantidade de uni-
dades de comprimento contidas em cada lado dos
quadrados, sdo chamadas as refzes destes quadrados:

A area de um
quadrado é
igual a0 qua-
drado de um
de seus lados,

e

St
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1 3.—Supponhamos, para outro exemplo, o re-
ctangulo ABCD tendo 7 metros de altura sobre uma
b i base de 8 metros. Poder-
1 1T 2] | | |sed considerar este re-

4 ctangulo como dividido em
p 7 faxas a, b, ¢, d, ¢, f, 9,
contendo, cada uma 8 me-
& tros quadrados : a drea do
P rectangulo serd, pois, de
7 vezes 8 metros quadra-
7 dos ou 56 metros quadra-

£ dos.

gy Agora, reflectindo sobre

Tig 1 os primeiros elementos do

g 1t
RPN [P N 3 i 3 :
calculo arithmetico, ¢ lembrande gue multiplicar

dois numeros € tomar um tantas vezes quantas sio
as unidades do outro, se achard uma verdadeira ana-
logia entre a multiplicacio ordinaria e a operacio
pela qual se mede o rectangulo. Ver-se-d que, se-
melhantemente ao quadrado (r1), multiplicando o
numero de metros ou de decimetros, ctc., que dé
a altura do rectangulo, pelo numero de metros oude
decimetros, etc., que dd sua base, se determinard a
quantidade de metros quadrados, ou de decimetros
quadrados, etc., que contem sua superficic.

14.—As figurds que se tém a medir nem
sempre s3o regulares como os rcctangulos ; entre-
tanto muitas vezes ha necessidade de obter sua me-
dida (area), quer se trate de determinar a extensio
de uma obra construida sobre um terreno sem regu
laridade, quer se queira saber quantos decametros
quadrados ou ares, por exemplo, sdo contidos em um
terreno irregularmente limitado. E', pois, necessario
que ao methodo de determinar a extensdo dos re-
ctangulos, se junte o de medir as figuras que néo
sfo rectangulares. )
n Vé.se que, na pratica, a
g difficuldade” consiste primeiro
na maneira de medir figuras
2y¢ rectilineas, taes como ABCDE,
7 isto ¢, figuras terminadas
por linhas rectas e commum-

3 mente denominadas polygonos ;
Fig. 15 porque, se no contorno do ter-

A drea de
um rectangulo
& igual ao pro-
duoto da base
pela altura.

Polygono ¢ a
figura termina.
da por linhas
yeotas Que se
encontramdngs
a duas.
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reno se acharem algumas lnhas curvas como na
figura ABCDEFG (fig. 16), ¢ evidente que estas
linhas, divididas em tantas partes quantas férem ne-
cessarias para evitar todo o erro sensivel, poderdo

Cgoa A ald

sempre ser tomadas por uma successio de linhas
rectas.
Isto posto, vé-se que, apezar
-y da infinita variedade defiguras
7" rectilineas, péde-se medi-las
todas da mesma maneira, de-
compondo-as (fig. 14) em figu-
ras de tres lados, chamadas
Tig. 16 commummente _iriengulos, ©
que se conseguird da maneira mais facil ¢ mals com-
moda tirando (fig. 15) de um ponto qualquer A do
contorno da figura ABCDE linhas rectas AC, AD,
etc., para os poatos G, D, ete.

175, Nio se tratard pois sendo de ter a medida
dos triangulos em que a figura se tiver decomposto.
Ora sabe-se que, para discobrir o que se ignora, 0
meio mais seguro é procurar, si, no que se conhece,
ha alguma cousa que tenha relagio com o que se
quer conhecer, Jd vimos que todo o rectangulo ABCD,
¢ igual ao producto de sua base AB pela sua altura
CB, e ndo ¢ difficil de perceber que esta higura cor-
D @ tada transversalmente pela linha AG,
//' chamada diagonat, se divide em dois
. triangulos iguaes; d'ahi se infere que
e cada um destes triangulos é igual 4 me-
- tade do producto de sua base AB ou

A Fie. 17 }3@, DC por sua altura CB ou DA.

Verdade é que nem sempre succede terem os
triangulos, cujas areas queremos obter, dois de seus
lados perpendiculares um ao outro, como no caso
dos triangulos ABC e ADC,(fig. 17) que se distinguem
dos outros triangulos pelo nome de friangulos recian-

¥ E gulos ; nada porém impede reduzi-los
todos a triangulos desta especie. Por-
que si do ponto A, wertice de um
triangulo qualquer ABC, (fig. 18) se

haixar a nernendicular AD sobre a base

dihal CLQIOULAL AL SQUIC

Y BC, ficard elle dividido em dois trian-

G- D

Tg. 18 gulos rectingulos -ABD e ADC. _
Reconsiderando o que acabamos de dizer € evi-

Triangtlo 6
o polygono de
tres lados,

Diagonal éa
recta que¢ une
doig vertices,
nio comsecuti-
vos, da um po-
Iygono.

,
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dente que, tomo os dois triangulos ABD e ADC sio
as metades dos rectangulos AEBD e ADCE, o trian-
gulo proposto ABC™ serd tambem a metade do
rectangulo EBCF, que tem BC para base e AD
para altura: porém, a area da superficie do rectan-
gulo sendo igual ao producto de sua base BC pela
altura EB ou AD, o triangulo ABC terd por me-
dida a metade do producto da base BC pela perpen-
dicular AD, altura do triangulo.

Tém-se, pois, a maneira de medir todos os ter-
renos termi-
nados por li-
nhas rectas,
por isso que
nfo se en-
contra ter-
reno algum

B de férma po-
lygonal que
nao possa ser
decomposto
em trian-
gulos, de
cujos verti-
_ Fig. 19. ces sabemos

baixar perpendiculares sobre as bases respectivas.

Caleulo da drea do polygono ABCDEF (fg. 19)

2

m

0,041 :
ABG=_L4_XO,OI5: 0,0205 >< 0,015 = 0,0003075
0,041
ACD:—_z—»X0,0SO: 0,0205 >< 0,030 = 0,0006150

ADE= —Ol%is-‘x 0,034 = 0,0225 >< 0,034 = 0,0007650

0,045
AER=2:42 ><0,011 == 0,0225>< 0,011 = 0,000247b
2

Area pedida. .. ... _,—,,'8,0019350
ou 1935 millimetros quadrados. '

o~

A area de
um triangulo &
igual & metado
do predueto da
hise pela al-
trra,
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16.—Pela regra que acabamos de deduzir e de
empregar para avaliar a drea de um triangulo, vé-se
que essa avaliagdo s6 depende do comprimento de
sua base e de suaaltura; d’ahi se infere que todos
os triangulos, taes como ECB, ACB, que tém
¥ uma base commum CB e cujas alturas
EF, AD sdo iguaes, tém a mesma
drea, apezar de suas superficies serem
dispostas de modo differente. As su-
N perncws que, apresentanao alSpOSigoeS
7 ndifferentes, tém entretanto as mesmas

Fig. 0 4reas,dizem-se equivalenles ! sio expres-
sas pelo mesmo numero de unidades de superficie,

A
i
]
i
[
1

]

0

1'7.—Para facilitar a comprehensdo do principio
que dd a medida dos triangulos, julgamos prudente
escolher sempre para base um lado sobre o qual pu-
desse cahir a perpendicular baixada do vertice op-
posto, o que sempre é possivel fazer quando se trata
da medida dos terrenos. Como porém na compara¢ao
dos triangulos que tém a mesma base, as perpen-
diculares baixadas de seus vertices podem cahir féra
do triangulo, como na figura 21, é preciso ver si os
triangulos, taes como BCG, estdo no caso dos ou-
tros até entdo considerados, isto ¢, si elles 580 sem-
pre a metade dos rectangulos ECBF, que tém a
perpendicular GH para altura. Isto, porém, ¢ facil
E ¥ g de comprehender, notando que o
triangulo CGH, somma dos dois
triangulos CGB, BGH, é a me-
tade do rectangulo ECHG, somma
dos dois rectangulos ECBF, FB
¢ 3% HG; e que assim os dois triangulos

Fig. 21 CGB, BGH, tomados juntos, va-
lem a metade do rectangulo ECHG : ora o trian-
gulo BGH ¢ 'a metade do rectangulo FBHG ;
pois, o triangulo proposto BCG ¢ a metade do
outro rectangulo ECBF, que tem BC para base

e GH para altura.

18.—A proposi¢fo instituida no numero 16 pode
ainda ser enunciada genericamente nestes termos :
os triangulos EBC, ABC, GBC tém dreas iguaes

Um triangulo
¢ a metads de
rectangulo

da

mesma base e
da mesma al-
tura.

.
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ou sdo equivalentes, quando tém uma base commum
. BC e se acham entre as mesmas
& parallelas EAG, CBH ;isto &,
quando seus vertices E,A.G
se acham em uina mesma linha
recta KAG parallela 4 base
-~commum CB. Porque entdo
(n. 10) suas alturas, medidas
pelas perpendiculares EF, AD,
as.

b
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1%2.—Demos desde jd um emprego util a esta
proposicao ; vejamos o partido que della podemos
tirar. Retomemos a questdo relativa 4 avaliacio da
drea de um polygono. Seja o mesmo polygono de

Fig. 23

seis lados ABCDEF da figura 19. Tracemos a
diagonal EA ¢ em vez de avaliarmos a drea do trian-
gulo FEA, construamos um outro triangulo que.
lhe seja equivalente, isto é, que tenha a mesma base
EA e cujo vertice fique situado com o vertice F na
mesma parallela 4 base. Para isso tiremos por F a
parallela Fm 4 base EA, prolonguemos o lado AB

do psolygono até encontrar em m a parallela tirada,

Os triangulos
da mesma base
e da mesma al-
tura sio equi-
valenles.
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¢ tinamos .o pento E a esse pontom: ficard con-
gtruido o triangulo EmA equivalente a EFA; e
im vez de avaliarmos a drea do triangulo EFA,
avaliaremos a do seu equivalente EmA, que, com
o resto do polygono EABCD, dard um outro po-
lygono EmBCD de menos um lado que o pro-
posto e seu cquivalente. Semelhantemente para ava-
liarmos a drea do polygono EmBCD (equivalente
a0 proposto) tiremos a diagonal EB, por m a paral-
lela mp 4 essa diagonal, prolonguemos C B até en-~
contrar a parallela no ponto p e finalmente tracemos

CULILL QL i pFdis Ghhd -
Ep 5 ficard o triangulo EmB equivalcnte ao trian-
gulo EpB, que, com o resto do polygono EBCD,
darda um uovo polygono EpCD equivalente a
EwBCD, porém de menos um lado que este, Re-
petindo a operacio, tirariamos a diagonal Er, que
divide o polygono EpCD em dois triangulos, e
tirando por # uma parallela a Er ¢ prolongando
DC até encontrar essa parallela, o ponto de encon-
tro cahiria féra dos limites do papel; entdo em vz
de construir um triangulo equivalente a Epr con-
strujmos um triangulo ErC equivalente a0 outro
triangulo KEDC em que o polygono EpCD estd
dividido pela diagonal EC. ~Esse triangulo ErCG
com o outro EpC constituem um s6 triangulo Erp
equivalente ao polygono proposto. )
Por essa construcciac vé-se que para avaliar a
drea do polygono (figs. 19 e 23) podemos diminuir
consideravelmente a operacdo numerica (n. 15) re-
duzindo todo o calculo 4 metade do producto da
base Er=o0,"05(5 pela altura pn==0,"0685 do trian-

gulo Epr:

2

Lz{o,‘”0565><o,“’o(585):o,oo1935.

20 .--Observando umrectangulo ABCD (fig.17)
nada nos impede imaginarmos que os dois lados AD
e CB em vez de cahirem sobre AB sem se incli-
narem mais para um lado do gue para outro, calam
sobre AB inclinando-se ambos igualmente para a
direita ou para a esquerda e sempre conservando-se
parallelos.  Entre as figuras rectilineas, cujas super-

ficies jd aprendemos a medir, ha entdo algumas que

Constrair um
polyzona equi-
valente a outre
com menos um
lane que esse
outre.

Reducedlo de
um polygono a
a um trianulo

equivilente.

O ek

se approximam da regularidade dos rectangulos ; s&o
D 4 as figuras taes como ABCD, (fig. 24)
terminadas por quatro lados parallelos
dois a dois e ndo perpendiculares.
Estas figuras sdo chamadas paral-
lelogrammeos ; sdo mais faceis de medir
%y do que as outras figuras rectilineas,
| Fie, 94 exceptuados os rectangulos, De facto,
dividindo o parallelogrammo ABCD em dois trian-
gulos ABC, ACD, estes dois triangulos sdo visivel-
mente iguaes: ora, como cada um destes triangulos
tem para drea a metade do producto da base BC pela
altura AF, o parailelotrammo terd para drea o pro-
ducto inteiro da base BC pela altura AF.

| < ra—

€

21.—Dahi segue-se que todos os parallelo-
grammos ABCD, EBCF (figs. 25 e 26) que tiverem
F_D ®E AF E D Auma base
commum e
que se acha-
rem entre as
mesmas pa-
c B ¢ 3 rallelas, serdo
Fig. 25 Fig. 26 equivalentes;
o que ¢ facil de verificar, mesmo independente-
mente do que precede, notando que o parallelo-
grammo ABCD se reduzird ao parallelogrammo
EBCF, se a elle juntarmos o triangulo DCF e ao
mesmo tempo da figura toda ABCF tirarmos o trian-
ulo ABE ; sendo estes dois triangulos suppostos
iguaes, evidente serd que o parallelogrammo ABCD
ndo terd mudado de extensfo quando reduzido a
EBCF. Ora, para certificarmo-nos da igualdade
dos trian%ulos DCF, ABE, bastard imaginar o trian-
gulo DCEF deslocando-se ao longo de CB e de modo
que DC no deslocamento se conserve parallela d sua
primitiva posigdo- até vir se confundir com AB; o
ponto G ceglirei em B, Fem E, D em A e os trian-
el 1

erfeitamente,

o
n'n]nc .
gulos coincidirfo

P

*2:22,—Ha ainda uma outra carhegoria de figuras
rectilineas, faceis de medir, que se chamam polygo-
nos reguwares por terem todos os lados perfeitamente
iguaes e igualmente inclinados wns sobre os outros.

Parallele-
grammo 8 o por
lygono de qua
tro Indog paral-
ielos deis &
dois ;

sun area éignal
a0 produocto da
base pela al-
turn.

Dois parallo-
grammos da
mesma base ¢
da mesma altu-
ra siio equiva-
lentes,
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Taes sfo as figuras ABCDEF, ABDEFGH (fig.

27 e 28.} \
Supponhamos o polygono regular ABCDEF.

D

Tracemos
uma per-
pendicular
ao meio de
AB; todos
0§ pontos

pendicular
mp serfo
equidistan-
tes dos ex~
tremos A ¢
B do lado
AB (n. 7).
Sefizermos
0 mesmo
N em relacdo
i a BC,todos
Fig. 27 05 pontos
da perpendicular nq serdo equidistantes de B e de C.
Entdo o ponto O de cncontro das duas perpendi-
culares, pertencendo tanto 4 uma como § outra per-
pendicular deverd ser tdo distante de A quantode B
¢ de G. Si, portanto, tomarmos UM COIPESso, e
com uma abertura igual a OA e centro em O tra-
¢armos um arco, este arco passard necessariamente
pelos pontos A,B,L; e sl continuarmos a fazer
rodar o compasso, o arco ficard maior, e ird passar
pelos outros vertices D,E,F, que, pela natureza do
polygono, devem estar situados em relacdo ao ponto
O como os pontos A,B ¢ C.
Completada a rotacdo do compasso, isto &, feita
a rotacdo até o ponto de partida, ficard o polygono
cercado por uma linha curva, completamente fe-
chada, que tcm todos os-seus pontos igualmente dis-
tantes de um tomado no interior, chamado centro da
sircumferenctn,  Neste caso o polygono dir-se-d in-
scriplo 4 circumferencia ¢ a circumferencia circum-
seriptn a0 polygono.
E’ facil agora ver que para tracar um polygono
regular basta que se descreva uma circumferencia,
que se a divida em tantas partes iguaes quantos fo-

desta per-

Cirenmfe-
rencia é uma
linha eurva
completamente
fevhada  cujos
pontes sfiv equi-
distantes dsim
tolnado mo in-
terior, que & o
centro,

Descrever
polygono regu-
lar de um wu-
mare  detsrmi-

nado de lados.

—_— 0 e

rem os lados que se quizer dar ao polygono ¢ que
finalmente tirem-se rectas, AB, BC, CD, etc.,
(ig. 27) ligando dois a dois os pontos de divisdo da
circumferencia; ter-se-d assim construido o polygono
regular que receberd o nome particular de quadrado,
ou de penlagono, ou de hemagono, ou de heptagons. ou
de octogano, ou de ennengono. ou de decagono, ctc.,
conforme tiver 4, ou 5, ou G, ou7, ou 8, ou g, ou 10
etc,, lados, -

23.—Para ter a medida de um polygono re-
gular, poder-se-ia eifipregalr 0 pProcesso que jd es-
tuddmos (n. 15) para todas as figuras rectilineas ; po-
rém, percebe-se facilmente que o caminho mais
curto consiste em dividir o polygono em triangulos
iguaes, que tenham todos o centro C para vertice,
Porque, tomando um destes triangulos, CBD por
______ exemplo, e tirando sobre a base BD
H~"1xy a perpendicular CK, que entdo to-
“Y, ma o nome particular de apothema
i_do polygone, como a drea do trian-
£ gulo ¢ 1gral ao producto da base BD
K : pela metade de CK, este producto,
B™D  tomado tantas vezes quantas o poly-
Tig. 28 gono tem de lados, dard a drea da fi-
gura inteira. A drea de nm polygonn reqular, portanto,
¢ igual 4 soumuna de scus lados, isto &, a seu perimie-
tro multiplicado pela metade de seu apothema, ou ¢
igual ao semi perimet o pelo apothema,

7]

24 .—Voltando 4 medida dos terrenos, mos-
tremos que muitas veze: ellesso tacs que se recusam
ds operacdes pre-criptas pelos processos precedentes.

Supponhamos, por exemplo, que ABCDE seja a

A figura de um campo, de que
¢e queira ter a medida., Se-
gundo se sabe, seria preciso
g dividir ABCDE em trian-
zulos taes como ABC,ACD,
ADE; em seguida medir
estes triangulos depois de

o nivo s o “CrnnnA:n-Jn

ter 0aIxaao as craicuia-

Fig. 29 res EF, CH, BG; porém,

supponhamos tambem que no interior do terreno
£

'R eYal

ABCDE se ache algum obstaculo como « torre de

Medida da
superficie de
um  polygone
regular.

Apothema &
a  perpendicu-
lar baixada do
centre do poly-
gono sobre wm
de seus lados

o




uma igreja, um morro, um lago, etc., que impeca
tirar as linhas de que se tem necessidade ; que seria
preciso entdo fazer ? que outro caminho seria pre-
ciso entdo seguir para obviar o inconveniente apre-

sentado pelo terreno ? O que primeiro se apresenta

ao espirito ¢ escolher algum terreno chato, liso,
plano, desimpedido, sobre o qual se possa operar li-
vremente e de descrever sobre este terreno trian-
%ulos iguaes aos triangulos ABC, ACD, etc., e seme-
hantemente dispostos, Vejamos come se conseguird
formar os novos triangulos,

2 5.—Comecemos por suppor que o obstaculo
se acaa no interior do trianguI}:) ABC, cujos lados
sdo conhecidos, ¢ que se queira tracar sobre o ter-
reno escolhido um triangulo igual e semeclhante-
mente collocado ; tracar-se-d4 primeiro uma recta
DE igual ao lado AB ; depois tomando um cordel
c K. .G do comprimento
LANE de BC e fixando
uma de suasextre-

midades em E, se

descreverd o arco

D‘-\ ‘/ELFG, que terd a
‘,/ corda para raio ;e
por meio de um
PR ,:‘.é :
e outro cordel, igual
G4 a AG, e de que
Fiz. 30 tambem se fixard

uma extremidade em D, se tracard o arco KFH, que
cortard o primeiro no ponto F ; entdo, tirandoasre-
ctas DF e FE, ter-se-d um triangulo DEF igual ao
proposto ABC e semelhantemente collocado 3 o que

¢ evidente: porque os lados DF e EF, gue se uni-

ram ao ponto F, sendo respectivamente iguaes aos
lados AC ¢ BC, e a base DE tendo sido tomada
igual a AB, ndo seria possivel que a posicdo das li-
nhas DF e EF sobre DE fosse differenie da posicdo
das linhas AC ¢ BC sobre AB. Verdade € quc se
poderia tomar as linhas Df ¢ Ef abaixo de DE ; o
triangulo seria ainda o mesmo, porém invertido.

26.—51 ndo se pudesse medir sendo dois dos

Construir
um  triangulo,
dados os tres
lados.

Dois  trian-
gulos sho
izuaes quando

tres lados do triangulo ABC,(fig. 31) osdoislados AB
e BC por exemplo, é claro que comisto

A
$6 ndo se poderia determinar um se-
2 gundo triangulo igual a ABC ; por-
= ¢ que, ainda que se tomasse DI igual
: a BC ¢ DF igual a BA, ndo se poderia

dar uma posicdo determinada a DF

¥
em relacio a DI. Para vencer esta
2 difficuidade o recurso que se apre-
4 ) R ; o .
X ¢ senta ¢ simples : faz-se DF inclinar-se

ig. 81 sobre DI tanto quanto AI3 se inclina
sobre BC; ou, para falar alinguagem dos geome-
tras, dd-se ao ungw o FDE a mesma abertura do un-

yulo ABC,

2 7.—Para executar esta operacflo, toma-se um
instrumento tal como wube, (fig. 31) composto de duas
regoas qu pos-am girar em tornto de & e collocam-se
estas regoas sobreoslados AB e BC. Pondo pois a re-
goabrsobreabase DE de modo que o centrolcorres-
-ponda ao ponto D e que a abertura do instrumento
fique scmpre a mesma, a regoa ab dard a posicio da
linha DF que fard, com a linha DE, o angulo FDE
igual ao angulo ABC. ‘

Tomando entfo DF com o mesmo comprimento
de BA, nada mais faltard que tirar por F epor E a
recta FE para ter o triangulo FED inteiramente
igual ao triangulo ABC. Pratica simples, que sup-
p6e este principio evidente, que um triangulo ¢ de-
terminado pelo comprimento de dois de seus lados e
pela inclinacdo destes lados; ou, que ¢ a mesma
cousa, que um triangulo é igual a um outro, quando
dois dos seus lados sdo respectivamente iguaes e
o angulo comprehendido entre estes lados ¢ igual-
mente aberto nos dois triangulos.

28.—Poder-se-ia ainda fazer o angulo FDE
igual ao angulo ABC (fig. 32) da maneira seguinte :

Do ceniro B e com um intervallo qualquer Bu
descreva-se um arco ali¢, depois do centro D e com
o mesmo intervallo trace-s: o arco eif; nestas condi-
¢bes ndo teremos mais que procurar um ponto [ que
esteja collocado sobre o arco eif da mesma ma-
neira .que o se acha collocado sobre o arco chu.

Ora, acharemo; facilmente este ponto f servindo-

Angule & =
inclipagiio deo
uma linha so-
re outra,

Maneira de
fazer um an-
gule igual a
oufre.

Dois trian-
los sio iguaes
graudo  tém
dois lados
igunes cada um
g cada wn e
igual o angulo
por elles for-
mado. i

Manegiramais
exacta de fazer
um angule
igual a ouiro,
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nos da recta ac que une os extremos do arco she e
. tem o nome de cordu desse arco. E

@A isto porque si do centro e e com um
intervallo igual a ac descrevermos o
arco ik, a interseccfo dos dois arcos
g e¢ify Uk nos dard o ponto procurado f.
Tirando entdo por D e por [ a recta

* DfF, teremos o angulo FDE igual ao
angulo ABC. O que ¢ evidente (n. 25)
pois que os triangulos Bae, Dfe serdo
inteiramente iguaes em todas as suas

"Fig. 32 partes.

29.—Quando se quer fazer o triangulo FDE
igual ao triangulo ABC (fig. 31) acontece muitas ve-
zes que ndo se péde medir senao um Jado, BC por
exemplo : no ponto A existe uma casa, supponha-
mos. Recorre-se entéo aos angulos ABC e ACB.
Fazendo DE igual a BC, tracam-se as rectas FD ¢ FE
de modo que facam com DE os mesmos angulos que
AB e AC fazem com BC : entdo, pelo encontro des-
tas rectas, tem-se o triangulo FDE igual ao trian-
gulo ABC. O principio em que se baseia esta ope-
racfo € por si tdo simples que nfo precisa ser de-
monstrado.

30.—5i dos tres lados do triangulo ABC néo

se pudesse medir sendo a base BC ¢ si se reconhe-
A cesse ser o triangulo isosce-
T, les, isto é, serem os dois la-

/ \ dos AB e AC iguaes, ¢ cvi-

i Y

/ %\ dente que bastaria medir um
D T ‘E dos dois angulos ABC,ACB;
a Fig. 83 porque entdo o outro seria
igual ao primeiro. Com effeito, suppondo a prin-
cipio os dois lados AB, AC do triangulo ABG reba-
tidos respectivamente sobre BD e so%re CE, prolon-
gamentos da base BC, e depois levantados para se-
rem reunidos pelas extremidades no ponto A, a
igualdade desses dois lados os impederia de percor-
rer 4 direita um caminho maior que o percorrido 4
esquerda ; pois sendo reunidos em A elles se inclj-
nariam igualmente sobre a base BC, e 0 angulo ABC
seria igual ao angulo ACB. :

Corda de um
arco & a re-
cla que une os
extremog desge
arco,

Dois triangu-~
los silo iguues
quando  {&m
umn lado igual
adlacente a2 an-
tulos  iguacs,
cada um a cada
um.

Triangulo
isosceles & o
que tem  dois
lados iguaes.

Bm todo o
trinngulo isos-
celes o5 angy-
los da Lage giio
iguaes.
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31.—Voltando 4 medida dos terrenos, vé-se
que, quaesquer que sejam os obstaculos que se en-
contrem no interior, serd facil, pela marcha prece-
dente, transportar para. um terreno, que se possa
percorrer livremente, todos os triangulos que divi-

direm a superficie que se procura medir.
Supponhamos, por exemplo, que se quizesse
medir um bosque, cuja figura fosse ABCDEFG. Pri-
meiramente construiriamos um triangulo igual a
ABC, o que poderiamos fazer sem entrar no interior
do triangulo, medindo os
dois lados AB, BC e o an-
gulo CBA por elles forma-
do. Este triangulo con-
struido daria o angulo BCA
e o comprimento de AC, e
como nada nos impede de
medir o comprimento de
Fig. 81 CD teriamos do triangulo
CAD os lados CD e CA. Quanto ao angulo DCA
achariamos tomando primeiro o angulo IKL igual ao
x  angulo DCB, depois o angulo LKO
I h igual ao angulo BCA, o que daria o
| angulo restante IKO igual ao pro-

; curado DCA. '
0 O triangulo ADC, assim deter-
Tig. 3 minade pelos dois lados DC e CA e
pelo angulo por elles comprehendido DCA, dar-nos-
1a semelhantemente elementos para determinar o

triangulo immediato ADG e assim por diante.

32.—A marcha que acabdmos de seguir para
medir terrenos, nos quaes néo se podem tracar li-
nhas, encontra muitas vezes na pratica sérias dif-
ficuldades a vencer. E’ assim que raramente se en-
contra um terreno raso, liso, plano, sobre o qual se
possa operar livremente, e assaz grande para sobre
elle construir triangulos iguaes aos do terreno de
que se procura a medida, isto &, a drea. E mesmo
no cago de se encontrar um terreno plano, sufficien-
temente extenso para tal fim, o grande comprimento
dos lados dos triangulos poderia tornar as operacdes
bastante difficeis: abaixar, por exemplo, uma per-
pendicularjsobre uma recta de um ponto afastado

P B P~

de uns 1,000 metros seria um trabalho extrema-

4
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flente penoso, sehas impraticavel. Importa, pois,
ter um meio que suppra essas grandes operacoes e
difficuldades.

Tate meio anresanta-ge naturalmente 3 vem IOgO

LL3TC IGO0 dpi egen 4allllcli

ao espirito representar a figura a medir ABCDE por

uma figura semethante, abede, porém menor, na qual,
D por ex-

emplo,
o lado
eab seja
de 100
centi-
metros,
siolado
Fig. 86 AB for
de 100 metros ; o lado be de 45 centimetros, si BC
fér de 45 metros, etc., e concluir depois que si a
extensdo da figura reduzida abede é por exemplo de
60 mil centimetro: quadrados, a da figura ABCDE
deve ser de Go mil metros quadrados.
Antes de tudo, porém, é preciso saber em que
consiste a semelhanca geometrica de duas figuras.

3 3.—O0ra, por pouco que sobre isto se reflicta,

se reconhecerd immediatamente que as duas gUras g de duas
ABCDE, abede para serem semelhantes, devem ser flsuras.

P mrmman T a oalama n

taes -que o8 ‘dilgu‘lOS A,H,C,.... da granae sejam f
pectivamente iguaes aos angulos a,b.¢,.... da pe-
quena, e que demais os lados ab, be, cd,.... da menor
contenham tantas unidades de comprimento (cen-
timetros, por exemplo) quantas unidades maiores
(metros, por exemplo) os lados AB, BC, CD,... da
grande contiverem.

FaYa]
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34 .-—-Para exprimir esta segunda condicio, os
geometras dizem que ¢ preciso que os lados AB, BC,
CD, etc., sejam proporcwnues aos lados ab, be,c, etc;
ou que o lado AB contenha ab, da mesma maneira
que BC contem be, etc. 5 ou que o lado AB seja tdo
grande em relacdo a ab, quanto BC o ¢ em relacdo
a be, etc.; ou ainda que hajaa me marazdooua
mesma relacdo entre AB e ab, que entre BCe be,etc.;
ou emfim que AB esteja para ¢b assim como BC estd
para bc, etc. Estas sdo maneiras diversas de expri-
mir a mesma cousa, com as quaes, porém, preci-

—ry

samos nos familiarisar para entendermos a lingua-
gem dos geometras.

35.—Depois de termos visto em gue consiste
a semelhanca de duas figuras, vejamos a marcha que
mais naturalmente deverd se apresentar ao nosso
espirito para tracar uma figura semelhante & outra,

Tomemos primeiramente o caso mais simples:
construir um triangulo semelhante ao triangulo ABC.
~Para que o triangulo pedido seja semelhante ao
dado é=preciso : 1°, que tenha os angulos respectiva-
mente iguaes a BAC, ACB, CBA. Tomemos uma

. b /
Y
Fig. 87

recta XY ; por um ponto qualquer & facamos passar
uma outra recta bZ que faca com Y um angulo ZbY
igual ao angulo CBA do triangulo; por um outro
ponto de XY, a por exemplo, facamos passar uma
outra recta aZ’ que faca com ab um angulo baZ igual
ao angulo BAC do triangulo. As duas rectas bZ
e aZ’, que em relacfo a abseinclinam desigualmente
e em sentidos oppostos, necessariamente Se e€ncon-
trardo em um ponto ¢, ficando assim formado um
triangulo, apenas com 08 an‘gulos cba e bac respecti-
vamente jguaes aos angulos CBA e BAC dotriangulo

proposto.
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Serfio semelhantes estes dois triangulos ? Sim,

. )
A 3 fAr 1o11al an ter-
Ceiro &ﬂgu}." ach do prlmGiI‘G 10T 1guUasr a0 el

L
ceiro angulo ACB do segundo, e sios lados forem
proporcionaes (ns. 33 e 34). )
Para certificarmo-nos da igualdade dos terceiros
angulos colloquemos o triangulo abe sobre o trian-
gulc dade ABC de modo que o vertice a coincida
com A ¢ que o lado ac caia na direcciode ACem Ac;
o lado ab caird sobre AR em Ab por serem iguaes os
angulos eab e CAB, e o terceiro lado be deverd for-

" cosamente tomar a posicfo be parallela a BC ; paral-

lela, porque, sendo igunaes os angulos abc ou Abe
¢ ARG, as rectas be ¢ BC devem se inclinar igual-
mente sobre AB,

Mas, si b¢ e BC sdo parallelas, devem tambem
ter a mesma inclinacfo sobre AC, isto é, formarem
comr AC angulos iguaes, ou por outra, ser o angulo
Acb, que & areproduccdo do angulo acb, igual ao an-
gulo ACB, como queriamos provar.

36 —FEstanios agora em presenca de dois tri-
angulos equiangulos; provaremos que os lados sio
proporcionaes, i5to €, que a primeira condicdo de
semelhanca (ignaldade dos angulos) arrasta a se-
gunda (proporcionalidade dos lados).

Para fixar as idéas supponhamos que entre
os lados ab e AB dos triangulos abe, ABC (fig. 37)
haja uma relagdo determinada: que ab seja os

b
/s de AB, ou que a relacfo —jrg seja igual a 3/g;

precisamos provar que ac ¢ tambem os 3/, de AC
bem como be os 3/, ‘de BC.

Primeiramente levemos o triangulo abe (fig. 37)
4 posigdo de Abe, e 0 que dissermos em relacdo aos
lados e angulos do triangulo Abc terd evidentemente
inteira applicacdo ao triangulo abe que lhe é igual.

Si Ab € os 3/, de AR quer isto dizer que Ab
contem uma certa unidade tres vezes ¢ AB contém
a mesma unidade cinco vezes; tiremos, pois, pelos
pontosde divisdo m,n, p (fig. 38) as parallelas m#r. ns e
ptaBC; e pelos pontos m, n, b, p tiremos parallelas

a AC.

Dole angulos
de um triangu-
lo sendoignaes
a dois angulos
de outro trian-
gulo, o3 ter-
ceiros tambem
serio.

%

et =
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Ficardo assim formados 0S triangulos Amr’
mand, wbe, bpf pBg todos
lguaes entre si por terem
umladoigual, Am=mn=
nb=bp=pB, adjacente a
cois ~angulos iguaes,
mdr=dmm e 4 mr=mnd,
dmn = enb e mnd = nbe,
etc,  Donde se con-
clue serem os ‘lados
Av, md ou s, ne ou sc, bf
ou ¢t e ry ou i iguaes
entre si, isto ¢, ficar A¢
dividida em tres partes

. Fig. 38 1guaes entre si e AC
em cinco partes tambem iguaes entre si ou, em
outros termos, d’onde se conclue ser A¢ os 3/
de AC.

Semelhantemente se conclue, da comparacio
dos cinco triangulos formados ao longo de AB, serem
os lados mr ou seu igual d’C,nd ou o'd’. be ou ¢ pfou
g’ e Bg iguaes entre si, isto é, ficar b¢ dividida em
(tire%éaartes iguaes e BC em cinco, ou ser be os 3/,

c .

37 .—Da proposicdo que acabdmos de demon-
strar tira-se naturalmente a solucfio de um problema
muitas vezes util na pratica:  dividir wma recta em
partes iguaes. ksta questdo poderia ser resolvida por
tentativas, porém, nunca com tanta seguranca quanta
nos fornece a exactiddo geometrica.

x Seja, por exemplo, a
2" recta AB a dividir em
vl 7 partes iguaes, Tire-se

\ umarectaindefinida AX
Y que faga um angulo

- Y qualquer XAB com a
\ recta dada, Sobre AX

\ tomems-se Successivas
\  mentesete partesiguaes
\  com uma abertura de
A —r—+—\—4—\—3p compasso tomadad von-
' Fig, 39 tade. Una-se ¢ extremo

da setima parte ao ponto B, e pelas outras divisdes

Dois trian-
gulos, gue t8m
dois  angulos
regpectivamen-
te iguaes, sho
semelhantes;ou
duis triangulos
equiangules
tém lados pro-
porcionaes (1)°

(1) Foiestaa
primeira rela.
¢iio  abstracta
ou a primeira
lel, que imsti.
tulda por THa-
LES, 0 mais il-
lustre dos sete
sabios da Gre-
cia, den 4 Geos
metria o carde
oter de sciencit.
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de AX tirem-se parallelas-d4 CB: estas parallelas
dividirdo AB em sete partes iguaes,

38.—Si se quizesse dividir uma recta em duas
partes, taes que uma fosse uma frac¢do determinada
da recta inteira, ou, por outra, si se quizesse dividir
a recta AB de maneira que a parte Ap estivesse para
' p arectainteira AB
x T asim como are-
. cta MN (de 3 cen-
e timetros, por ex-
\ emplo) e td para a
\ n | rectaPQ(de5cen-

L v | timetros), a solu-
~ ! ¢do deste proble-
| ! ma ainda se acha-
ria contida no que

1]

1

[ -

5

» 1

\
[}
i

o ; " dissemosnaultima
A

- v [P, marta An n 26 CQa

- 1" __‘__.———-\ﬂ l-l‘anl L \.l‘J.LJ- [SAV PR L

N 7 ria precico tracar

arecta AX fazendo

~ L com AB um an-
N g gulo qualquer, to-
Fig. 40 mar sobre AX
duas partes Am e An respectivamente iguaes a MN
e a PQ, e em seguida tirar mp parallela a nB. Ter-
se-ia entdo 4m ou MN para Ap assim como An ou
PQ para AB, isto é, ter-se-ia: Ap =3/, de AB.
83 geometras enunciam desta outra maneira o
problema que acabdmos deresolver: achar uma quarta
proporcional (Ap) a lres rectas dadas (AB, MN, PQ).

39.—E’ evidente que dois triangulos seme-
lhantes ABC, abc, terdo ndo sé seus lados propor-
cionaes,como tambem as perpendiculares ¢ F, cf, que
abaixarmos dos vertices C e ¢ sobre as bases AB,

ab, estarfo entre sicomo

os lados; o que é facil
Bde ver comparando os
triangulos ACF racfque
iambem sdo semelhan-
tes por terem oS8 an-
gulos caf, CAF e cfa,
CFA respectivamente
iguaes (n. 35 ¢ 36).

E D

Asalturas dos
iriangulos se-
melhantes  es-
tio entre ss
eomo seus ladol

ey

s
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4.0.—Quanto 4s dreas dos dois triangulos ABC,.

abc vé-se que a do primeiro deverd conter tantos
quadrados X feitos sobre a unidade de comprimento
P quantos forem os quadrados r feitos sobre a uni-
dade p contidos no segundo abe. Com cfeito CF
e Al terdo tantas partes P quantas forem as partesp

1 . . ~ mntaAda A~ L Pyl
contidas em ¢f ¢ al; portanto, a metade do producto

de CF por AB, drea do triangulo ABC, dard’o mesmo
numero que o resultante da metade do producto
de cfgor ah, drea de abc; com esta differenca, porém,
que UF ¢ AB contendo partes iguaes a P, scu pro-
ducto conterd quadrados iguaes a X, e que ¢f e ab,
contendo partes iguaes a p, dardo um producto que
se contard por quadrados iguacs a .

41.—0 que acabdmos de dizer sobre as dieas

dos triangulos semelhantes serve de prova a uma
proposicio que ordinariamente ¢ assim enunciada
pelos geometras: as dreas dos iriangulos semelhantes
stio proporctonaes dos quadrados dos lados homologos ;
comprehendendo-se por lados homologos os que, em
triangulos semelhantes, se oppSem a angulos respe-
ctivamente 1guacs. .

O raciocinio feito no numcro antecedente le-
va-nos 4 esta consequencia, porque o quadrado do
numero que mede o lado AB ou 0 quadrado ABDE
construido sobre o lado ABcontendo tantas unidades
ou tantos quadrados X quantos sdo os quadrados »
contidos em abde, ¢ evidente que os dois numeros
de quadrados X que exprimem a relacdo do trian-
gulo ABC para o quadrado ABDE, cio os mesmos
que os numeros de quadrados @ quec déc 2 relacdo
do triangulo a"c para o quadrado alde; ou, por outra,
que o triangulo ABC estd para o quadrado ABDE
assim como o triangulo nbs estd para o quadrado abde.

D’ahi se segue que si, por exemplo, o lado A3
fosse duplo do lado ab, o triangulo ABC seria qua-
druplo do triangulo abe; si AB fosse triplo de ab, o
triangulo A4C seria nove vez.s maior que o trjan-
gulo abc ; etc.

Com effeito, AB ndo péde ser duplo de ab sem
que o quadrado ABDE seja quadruplo de abde, ou
por outros termos, sendo a relagdo dos lados homo-
logos ab e AB de !/, arelacdo das dreas dos dois
triangulos abe e ABU serd-de !/,. Si arelacdo dos
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lados homologos fosse de 3/,, a relacdo das dreas
seria de ?/y;, isto é, o triangulo menor seria 9/, do
maior.

<k22.~—DPara passar presentemente dos trian-

gulos ds outras figuras rectilineas, polygonos, sup--

ot ag

ponhamos que a cada um dos triangulossemelhantes
ABD, abd, (fig. 36) s¢ juntam dois outros triangulos
ADE ¢ BDC, uac e bde, semelhantes dois a dois,
ver-se-d que nas figuras totaes ou nos polygonos
ABCDE, abeie:

1.* Os angulos A,B,C,D,E sdo os mesmos que os
angulos a,b, ¢,d, ¢ ;0 que é claro,pois que uns e outros
sdo, ou angulos correspondentes (homologos) de
triangulos semelhantes, ou angulos compostos destes
angu%ros correspondentes.

2.> Que a relacdo dos lados homologos ou cor-
respondentes DE, de, BC, be, ctc., dos polygonos
ABCDE, abede é neccessariamente a mesma, isto &,
que, si a unidade P, por exemplo, contem-se um
certo numero de vezes na base AB e uma outra uni-
dade p contem-se 0 mesmo numero de vezes em « b,
ou melhor, si a base AB contem 5 metros ¢ a base ab
contém 5 decimetros, P (o metro) e p (o decimetro)
serdo tambem contidos um mesmo numero de vezes
em dois lados homologos quaesquer DE ¢ de; por-
que, em virtude da semelhanca dos triangulos ABD,
abd o numero de metros contido em AD deve ser
igual ao numero de decimetros contido em ad ; entdo
considerando estes lados como as bases dos trian-
gulos semelhantes ADE, ade, o numero de metros
contido em DE serd o mesmo que o numero de de-
cimetros contido em de;

3.° Ver-se-d ainda que si nos dois polygonos ti-
rarmos linhas que se correspondam, ou linnas homo-
logas, taes como CE, ¢¢, ou as perpendiculares DF, df,
etc., estas linhas estardo sempre entre si na mesma

_relagdo que os lados homologos das duas figuras.

Pois as figuras ABCDE, abede serdo inteiramente
semelhantes em todas as suas partes.

43.—A relacdo constante que guardam entre
si os ladosthomologos chama-se relagdo de semelhanga
ou a escale segundo a qual se construju a segunda
figura semelhante 4 primeira, ‘

Os polygonos
gemelhanies se
decompiiem em
triangulos se-
melhamey dois
a dois,

Dois polygo-
nos gemelhan-
tes tém angu-
los igmaes e
lados propor:
cionaes, o

Em polygo
nos semelhan-
tes a relagiio de
dois lades ho-
mologos € a
mesma que a
de duas linhas

Lbomologas
quaesquer,

Nogio

escaja.
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E’ assim que, sendo o lado de uma figura de
42,"5 ¢ o lado homologo da figura semelhante de
o,"17 a relacdo de semelhanga das duas figuras ou a
escala segundo a qual se construiua segunda serd
de o,”17 para 42,"5 ou de 17 centimetros para 4250
centimetros, isto &, 4250 unidades linearcs do ori-
ginal ficardo na copia, na figura semelhante, re-
duzidas a 17. A relacdo, porém, de 17 para 4250,
que se pode escrever sob a férma de fracgdo ordina-

I

ria —/ , simplificada, dd S5,3 0 que semelhante-
mente significa que uma extensfo linear tomada
sobre a figura construida é uma quantidade 250 ve-
zes ‘menor que a extensdo correspondente ou ho-
mologa da original: um millimetro, por exemplo,
corresponde a 250 millimetros; ¢ portanto 4 mil-
limetros corresponderdo a 4 vezes 250 millimetros
ou a 1000 millimetros ou a 1 metro. E si 4 millime-
tros da figura construida correspondem a I metro
do terreno ou do original, que lhe é semelhante,
4o millimetros ou 4 centimetros corresponderdo a
10 metros; 4oo millimetros ou 4 decimetros cor-
responderdo a roo metros e assim por diante.

Tudo o que dissemos sobre as figuras semelhan-
tes pode-se reduzir a umsé e unico principio:—
as figuras semelhantes apenas se differengam pelas escelas
s-yundo as quaes sdo construidas.

AAd.—Agora é facil de perceber que, tendo se
de medir um terreno sobre o qual a natureza ou a
mio do homem tenha levantado obstaculos 4 nossa
franca passagem para medirmos linhas que seacham
no seu interior e que sdo necessarias 4 avaliacdo da
drea desejada; que, ndo havendo, proximo do ter-
reno considerado, um outro inteiramente liso, plano,
desempedido, para nelle construirmos uma figura
perfeitamente igual 4 do terreno em questdo, dis-
pomos de recurso infallivel para vencer todos estes
gbstaculos, construindo uma figura scmelhante
dquella de que se deseja avaliar a drea. Para isso,
como sabemos, é preciso apenas medir os angulos
que os lados da figura fazem entre si e medir os com-
primentos destes lados; depois tragar no papel an-

b]
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gulos i%uaes dquelles, tendo para lados comprimentos

submultiplos dos primeiros.

Ora, 2 marcha que seguimos nos ms. 27 e 28
. soual o sulro nao nos dd

10 T
HOS La

ara consiruir wm angule tgusl o
meio algum de obter a grandeza real de um- angulo,
a sua verdadeira medida; além disso, querendo-se
comparar dois angulos, o unico recurso disponivel
é sobrepor um ao outro para ver sisdo perfeita-
mente 1guaes ou qual delles ¢ o maior, sem entre-
tanto podermos neste caso dizer de quanto um é
maior do que o outro, isto é, acharmos a verdadeira

relagfio numerica entre clles.

A45.—Fol pois necessario’ procurar uma medida
fixa para os angulos, como j4 se tinha feito para os
comprimentos e para as superficies. E facilfoi achar
esta medida ; porque, imaginando o instrumento
formado de duas reguas reunidas em um ponto A de
que nos utilisdmos no numero 27, suppondo Al
fixo ¢ A¢ a principio coincidindo com Ab, para depois

fazer Ac girar em torno de A, é claro
que si se adapta & extremidade ¢da
Y regua movel um lapis ou outro qual-
16 quer instrumento que torne sensivel
/ o traco do ponto ¢, este traco, que
/3.7 formard um arco de circumferencia,
[ 4 dard exactamente a medida do an-

Fig. 42 gulo para cada abertura particular
dos lados Ab, Ac; isto é, por causa da uniformidade
da curvatura do arco de circumferencia, acontecerd
necessariamente que a uma abertura dupla, tripla,
quadrupla, etc., do angulo cAb corresponderd um
arco duplo, triplo, quadruplo, etc., de ¢b.

T
N

4.6 .—Suppondo pois que a circumferencia bedfy
descripta pela revolucdo completa do ponto ¢, seja
dividida em um numero qualquer de partes iguaes,
o numero de partes contidas no arco interceptado
pelos lados Ac e Ab medird exactamente a inclinacido
destas linhas ou o angulo ¢cAb por ellas formado.

Os geometras tém convencionado dividir a cir-
cumferencia em 36o partes chamadas grdos, cada
grdo em 6o minutos, cada minuto em 6o segun-
dos, etc. Assim um angulo cAb, por exemplo, terd
70 grdos e 20 minutos si o arco b¢ que 0 mede tiver

A medidana-
fura] deum an-
gulo € o arco
interceptadepe-
1us seus lados.

Todz a eir-
cumferencin di-
vide-se em 360
grios;eada grio
em 60 minutos;
ete,
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70, da.s 360 partes da circumferencia e mais 20 se-
Xxagesimas partes de um grdo,

47 .—D'ahi se segue que um angulo CAB de
gu grdos, chamado commummente an-
¢ gulo reclo, € aquelle cujos lados AC
e AB interceptam o quarto BC da cir-
cumferencia e sdo perpendiculares um
ao outro.
A B Chama-se angulo aqudo todo o angulo
Fig.48  menor que um angulo recto, ou que
tem menos de go grdos. Taes sdo os angulos
CAB, FAG, EAG.
Ao contrario chama-se angulo obtuso todo o an-
gulo maior que um angulo recto, ou que tem mais
de go grdos, como FAB.

48.—E’ evidente que a somma dos angulos,

taes como GAF, FAE,EAC,CAB,

B que se podem formar em tormo

B ¢ de um ponto e do mesmo lado de

uma recta GB, ¢ igual a 180 grédos

[ ou tem dois angulos rectos me-

& A Bdidos pela semi-circumferencia.

Pig. 44 O que ¢ facil de verificar imagi-

nando uma perpendicular a GB levantada pelo
ponto A,

49.—Do mesmo mode, a somma dos angulos,
E & taes como EAF, FAB, BAC, CAD,
DAE, que se podem formar em torno

de um ponto que lhes serve de ver-

A wr Fira AOTTEITM A igmal a 2BA ordne

‘\ n LIiLO L«UJ.lLll.J.ulll.’ L= J.5LAOLJ. (=3 (AP LW, le.u.vu
Kx ou a quatro angulos rectos medidos
kY o ela circumferencia inteira BCDEF.
Fig. 4 que ¢ facil de verificar imaginando

duas perpendiculares cruzando-se no ponto A.

50.—Depois de termos visto que um angulo
lem por medida o arco interceptado pelos srus lados ou
um certo numero de partes da circumferencia, ve-
jamos como se poderd determinar o numero de grdos
e de partes do grdo contidos em um angulo formado
no terreno por duas direc¢Bes rectilinaes.

D’entre varios instrumentos destinados a este

A. somma dos
angulos forma-
dos em tornode
um ponto e do
mesmo lado de
uma reeta &
jgual o dois re-
ctos.

A somma dos
angulos forma-
dos emfornode
um ponte &
ignal a guatro
recios,
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fim o semi-cireulo ou graphometro é o mais simples ¢
de mais facil emprego. E’ composto de duas reguas
EAC, DAB, de igual comprimento,
FSy que se cruzam em A e em cujas ex-
, tremidades se acham duas pinnulas
i-ou pecas metallicas rectangulares
apresentando duas aberturas, uma
das quaes ¢ uma simples fenda e a
Fig. 46 outra mais larga ¢ atravessada na
sua altura por um fio muito fino de seda ou de metal,
collocado, por assim dizer, no prolongamento da
fenda. Nas duas pinnulas oppostas E ¢ GouD e B
a fenda de uma corresponde & abertura maior da
outra e vice-versa. Uma das reguas EG, que sc¢
chama alidade, é movel em torno de A, e outra BD
¢ fixa e serve de diametro a um semi-circulo BCD
dividido em 180 grdos, minutos, etc.

Supponhamos agora que se queira medir 0 an-
gulo que fazem duas linhas rectas tiradas do lugar
em que nos achamosa dois objectos quaesquer Fe G.
Colloca-se primeiro a regua fixa DAB ¢ manecira
vnm o~ allha cnllarada em D aviete nm dosg dOlS Qb-

UC O Ulillyu LuUivLaUy Clis a0 QVagis el S

jectos F pelas duas Finnulas D e B; depois, sem
mover o instrumento, faca-se apenas a alidade girar
até que o olho collocado em E aviste o outro ob-
jecto G pelas pinnulas E e C. A extremidade C da
alidade marcard entdo sobre o bordo do semi-circulo
graduado o numero de grdos, minutos, etc., que
contem o angulo proposto GAF.

r51.—Querendo-se transportar para o papel o
angulo medido no terreno pelo semi-circulo, ou
querendo-se fazer no papel um angulo de um nu-
mero determinado de grdos, recorre-se a um outro

Uso dv ins-
trumento para
tomar o §ran~
deza de um an-
zulo no ter-
renes.

instrumento K, tendo tambem a férma de um semi- -

circulo, dividido em 180 grdos,
que se chama ¢ransferidor, e pondo

o centro A sobre o vertice do an-
_gulo que se quer tracar ¢ a linha
& AB sobre a linha AG quese toma
Fig. 47 para um dos lades do angulo,
marca-se o ponto C, que corresponde ao numero de
grdos que se quer dar ao angulo proposto; depois
por este ponto G e pelo centro A tirando a recta

Uso do trans-
feridor para fa-
zer um angulo
de um numero
determinado de
grdos no papel.

ACO tem-se o angulo OAG, que contem o numero.

de grdos pedido.

52.—Supponhamos agora que s¢ queira medir
a distancia de um ponto A a outro ponto inacces-
sivel C; o que terd lugar, querendo medir, por ex-
emplo, a largura de um rio, que ndo se poéde atra-
vessar. A partir do ponto A mega-se sobre o ter-
reno uma base qualquer AB e seja de 40" o compri-
mento da recta AB tomada arbitrariamente. Do

V4 \
/oA
4 \
/ ‘\
/ 3
A
/ \
\
/ \ X
/ \ 4
/ \
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/ \
-4.\ ' \\\
\\\\
\
B

Fig. 48

ponto A visando pelas pinnulas do semi-circulo
(n. 50) o ponto inaccessivel C, mcca-se o angulo CAB
¢ supponhamos que tenha 72°. Do ponto B visando
o mesmo ponto C supponhamos que o angulo CBA
tenha 5%°." Com estes elementos constria-se agora
sobre o papel um triangulo abc semelhante ao trian-
gulo do terreno, ABC, Para isso, sobre uma recta
XY tome-se um comprimento ab submultiplo de AB,
4o millimetros por exemplo; com o transferidor fa-
ca-se por a passar uma recta que se incline de 72°
sobre ab, e por 0 uma outra que se incline de 53°
sobre ab. Estas duas rectasse interceptario no ponto
C e a distancia ac, homologa de AC, péde facilmente
ser medida com uma regua graduada, o que dd,
para ac, 45 millimetros e portanto, para AC, 45 me-
tros.

5:3.—Como na pratica ¢ de alta importancia

Digtancia de
nm ponto a ou-
iro
vel.

inascessi-
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que os angulos sejam medidos com toda a exactiddo,
ndo basta’ medil-os, mesmo com os instrumentos
mals perfeitos; € preciso ainda achar o meio de veri-
ﬁisiiﬁhcspas medidas, para fazera correccdo que for
JICLCondl td.

. Ora este meio € simples e facil. Consideremos o
triangulo ABC (fig, 48). Sente-se que a grandeza do
ahguio L deve resuitar da dos angulos A ¢ B; porque
S1 augmentasse ou diminuisse um d:stes angulos ou
ambos, a posicdo das rectas CA ¢ BC mudaria, e
por conseguinte variaria o angulo (' que estas rectas
fazem entre si. Ora, si este angulo depende da gran-
deza dos angulos A e B, deve-se presumir que o
numereo de graos dos angulos A ¢ B determina o nu-
mero de grdos do augulo (', e gue assim poderd
servir de verificacdo ds operacdes feitas para deter-
minar os angulos A e B, pois que teremos certeza
de termos medido com exactiddo estes angulos, si
medindo depois o angulo G, acharmos o numero de
grdos que lhe convém relativamente 4 grandeza dos
angulos A e B. °

Para achar como da grandeza dos angulos A ¢ B
se péde concluir a do angulo C, cxaminemos o que
aconteceria a este _angulo si os lados AC, BC vi-
essem a se approximar ou a se afastar um do outro.
¢/ Supponhamos, por exemplo, que

BC, girando em torno do ponto

B, se afaste de AB para se ap-

proximar de BE; & claro que

emquanto BC girar, o angulo Is
se abrird ou augmentard conti-

nuamente, e que ao contrario o

angulo C diminuird cada vez

mats. Esta variacdo dos angulos

B e Cfaz presumir que o aug-
L mento de B é compensado pela
diminuicdo de C e que, sendo assim, a somma dos
tres angulos A, B, C deve ser a mesma, qualquer
que seja_a inclinacdo dos lados AC ¢ BC sobre a
recta AE. :

_'54,-—'ESIEL verdade apenas presentida por in-
¢do péde ser demonstrada e completada. Tire-se

tu
1D Da_l'a_”ela a AC + var.goa-d nrimeiraments ~iia
| Al @ piiicliamente qu

bt < YNLTST

(g3}

os augulos ACB e CBD,chamadosalternos,sio iguaes,
¢ oqueé evidente,poisque as linhas AC
e 1B sendo parallelas, sdo igualmente

. . - A
inclinadas gnohra CR(O) 2 aceim 0o an-
AAAN 52 2L CAVACLY OV L W NJdAIN/ W AQOLLLIL W Ll

gulo IBO ¢ ignal ao angulo ACB;
porém, o angulo IBO ¢ tambem igual
sl SITITS 1t Lo TTY
d.L)lBUlU k.JDlJ. LIquUe & 1liild 11{ 11aQ
péde se inclinar sobre CO mais de
um lado do que do outro. Pois o an
gulo DBC, igual ao angulo IBO, ¢

Fig. 50
igual ao angulo ACB, seu alterno.

555, —Ver-se-d, em segundo Jugar, que o an«
gulo CAE ¢ igual ao angulo DBE por causa das pa-
rallelas CA e DB. Pois os tres angulos do triangulo
podem ser postos a»lado um dos outros, e reuntdos
em um vertice commum B, isto é, em torno de uimn
ponto B e do mesmo lado.de uma recta AE, ¢ entdo
se reconhece que a somma dos tres angulos A, B e
C, do triangulo ¢ igual 4 somma dos tres angulos
ABC, CBD, DBE, que por sua vez ¢ igual a dois
angulos rectos {n. 48). E como o que acabdmos_de
dizer péde igualmente applicar-se a qualquer trian-
angulo, concluiremos a certeza desta propriedade
geral, que a somma dos lres ang.los de wm triangulo
d constantemente a mesma e sempre tgual o dois angulos

rectos, isio ¢, @ 180 graus. (1)

56 — Para ter, portanto, o valor do terceiro
angulo de um triangulo, quando dois tiverem sido
medidos, serd preciso subtrahir de 180 graus o nu-
mero de graus dos outros dois; #ssim, sendo o an-

ulo A de um triangulo de 72 e o0 angulo B de 58, o

A somma dos
angnlos de um
trisngulo é
igusl 2 dois re-
ctos.

Sendo
A4-BA4-C=180
serd, por exem-

angulo C deverd forcosamente ser de 180——(72—{—53), A=1S(F-I—‘J(:B+C)

isto €, de 50" propriedade esta que d4 uma maneira
bem commoda de verificar a medida dos angulos de
um triangulo, e de que veremos muitas outras uti-
lidades ¢ medida que adiantarmos o nosso estudo.
Por emquanto contentar-nos-emos com as conse-
quencias seguintes, mais immediatas.

(1) Ista lei da constancia dos angulos de um triangulo, na varie-
dade infinita de triangulus existentes, € conhecida por theorema de
Thales, do nome de seu illustre instituidor,




3% .—Um triangulo ndo péde ter mais de um
e

.
ecto: e com mais fort

a or H
mais de um angulo obtuso.

5. Sium dos tres angulos de um triangulo
¢ recto, isto ¢, si otriangulo considerado € rectangulo,

1151] a

1 . .
1 & semupre igual
al

a somma dos outros dois angulos ¢ sempre
um recto.

Os angulos
gue em somma
valem um recto
chamam-se

complementa-
Yo5,

5¢» —Si se prolonga um dos lados do triangulo

ABC, (fig. 50) o lado AB por exemplo, © angulo
externo ao lriengulo CBE  valerd os cFoiS oppostos
internos BCA, CAB que nio ficam adjacentes ao
externo ; porque si ao angulo CBA se ajunta, ou
os dois angulos BCA e CAB, ou o angulo CBE, a
somma serd sempre igual a 180 graus ou a dois

SN ST P o
anguios rectos (o, 95,

(8 4]

GO.—-Si a somma dos angulos de um trian-
gulo qualquer ¢ sempre igual a dois rectos, ¢ se
um polygono péde ser decomposto em tantos tri-
angulos quantos sfo os lados menos dois, ¢ facil
concluir que a somma dos angulss de wm polyyono
qualquer é sempre igual @ tanlas veses dois rectos quantos
sdo os lados do polygono menos dois.

61.—Sendo o polygono regular, todos os an-
gulos serdo iguaes (n. 22), e conhecida pelo numero
precedente a somma total dos angulos, para ter o
valor de um delles basta evidentemente dividir esta
somma pelo numero delles.

E’ “assim que facilmente sabe-se que um dos
dois angulos de um triangulo equilatero (triangulo
regular) vale Go graus; porque a somma dos tres
angulos valendo 180°, um delles valerd a terca parte,
isto &, 6o".

Um dos angulos de um pentagono regular, por
exemplo, vale ¢/, de um recto, ou por outra, /; de
go graus que sao 108 graus. Com effeito, um pen-
tagono decompée-se em 5 menos 2 ou 3 triangulos
cujos angulos valem em somma 3 vezes 2 rectos ou
6 rectos ; sendo 5 o numero de angulos do penta-
gono, cada um delles valerd ¢/; go angulo recto
tomado por unidade, e &/, de go graus ddo 108 graus.

O angulo ex-
terne a um fri-
angulo é igual
4 somma dos
internos nio
adjreentes.

Somma  dos
angules inter-
nos de um po-
Iygono.

Valor de nm
angulo de um
polygono regu-
far.

i

Em geral, sendo n o numero de lados ou 6 nu-
mero de angulos de um polygono qualquer, n—2
serd o numero de triangulos emque elle se decompde,
quando de um vertice tiram-se diagoraespara todos
os outros nio consccutivos ao primeiro. Valendo 2
reclos a somma dos angulos de cada triangulo, a
somma dos angulos do polygono valerd 2 vezes n—2
angulos recos. Si, pois, representarmos por § esta
somma, teremos a seguinte férmula :

S=2 (n—2) ou S;zn——-4

para calcular S, quando for dado n.

A somma dos angulos internos de um polygono
qualquer tambem poderia ser obtida tomando-se um
ponto no interior do polygono e tirando-se desse ponto
rectas para todos os vertices; o polygono ficaria
assim decomposto em tantos triangulos quantos
fossem os seus lados. Ora, a somma dos angulos de
um triangulo sendo igual a dois rectos, teriamos ao
todo tantas vezes dois rectos quantos fossem 0S
lados, isto &, 2n reclos ; desta somma subtrahindo-se
a somma dos angulos formados em torno do ponto
tomado no interior do polygono, ists é, (n. 49) sub-
trahindo-se 4 rectos, teriamos 2n - 4.

Sendo- o polygono regular, esta somuma Sou
en—4 dividida pelo numero » de angulos dard o valor
de um delles. Si, pois, representarmos por A o valor
de um dos angulos de um polygono regular de qual-
quer numero n de lados, teremos a seguinte formula

2n —4
n

A=

para calcular A, quando fér dado 7.
Assim, por exemplo, para jo heptagono regular,

_(2><7)—4 _10

de go® ou 128°..34"...17",143
7 7 ~

A

5 __Dahi se tira facilmente o modo de tracar

Constraii-um

um polygono regular de qualquer numero de lados, poly oo g
dada a grandeza de um desses lados. Calcula-se pri- seus la
)

geus Jados.




ielramente o fitifieto de graus de um de seus df-
gulos e pelos extremos do lado dado fazem-se passar,
“sando do transferidor, duas rectas que facam com
esse lado angulos iguaes ao calculado; tomam-se
sobre essas rectas, a partir dos extremos da primeira,
partes iguaes a esta, e assim por diante até fechar o

polygono,

63 .—Entretanto para tracar o hexagono re-
gular péde-se gseguir um caminho muito mais curto.
Sabe-se (n. 22) que a fodo o polygono reqular é sempre
possivel circumserever uma etrcumferencia, que eviden-
temente fica dividida em tantas partes iguaes quantos

sio os lados do polygono; o lado do hexagono re-
gular, portanto, deve ser a corda de um arco de Go
graus, sexta parte de 360 graus, valor da circumfe-
Tencia inteira. Supponde pois que AB seja esta
corda ¢ do centro I tirando os raios Al e IB, ©
angulo AIB valerd Co graus, ¢, por serem iguaes 0S
5 5 raios Al'e IB, o triangulo AIB serd
isosceles. E sendo o angulo do ver-
tice de 6o graus, os outros dois IAB
A te ABI valerfio em somma 180 menos
o graus ou 120 graus; mas, sendo
A&——¥g iguacs estes dois angulos por ser isos-
0>E<I\’CE celes o triangulo, cada um delles va-
2TLH lerd a metade de 120 graus cu tambem
s 8t 6o graus cada um. O triangulo AIB
serd, pois, equiangulo, e portante equilatero, ou o
lado AB do hexagono serd igual ao raio Al ouIB da
circumferencia circumscripta. Donde se segue que
para descrever um hexagono, serd precisd abrir o
compasso de um intervallo igual ao raio ¢ applical-o
seis vezes consecutivas sobre a circumferencia; ter-
se-d assim a_ circumferencia dividida em seis partes
iguaes ; unidos os pontos de divisdo um a um ter-
se-4 o hexagono regular ; unidos os pontos de divisdo
dois a dois ter-se-d o triangulo equilatero.

64.—Dahi se segue que, para construir um
hexagono regular que tenha para lado uma recta
dada, basta construir um triangulo equilatero, tal
como AIB (fig. 51), sobre a recta dada; o vertice I
opposto ao lado dado desse triangulo determinard o
centro da circumferencia circumscripta ao hexagono

O lado do he-~
xagono regnlar
& igual ao raio
do cireulo eir-
cumseripto.

Construirum
hexagono regu-
lar,dado um 4C

seus lados.

edido, sobre a qual se applicard o comprimento
AB, que € o lado dado, mals cinco vezes.

65.—E para construir sobre uma recta dada
um triangulo equilatero basta determinar um ponto
tal como I (fig. 51) que diste tanto dos extremos A ¢
B dessa recta quanto A dista de B. O que facilmente
conseguir-se-4 fazendo centro em A € com uma aber-
tura de compasso igual a AB tracando um pequeno
arco ; depois fazendo centro em B e com a mesma
abertura do compasso, isto é, com 0 mesmo raio,
tracando um outro arco quc cortard o primeiro no
ponto procurado.

66.—Dividida a circumferencia em seis partes
jouaes serd facil dividil-a em doze, ou construir o
dodecagono regular. Para isto se dividird o arco
AKBou o angilo AIB em duas partes, ¢ AK, corda
da metade do arco AKB, serd um dos ladoes do dode-

cagono.

67 .—Ora, para_dividir o arco AKB em duas
partes iguaes AK ¢ KB, se operard do mesmo modo
Gue si se tratasse de dividir a corda AB em duas
partes iguaes; isto ¢ descrevendo dos pontos A e B
como centros e com uma abertura qualquer do com-
passo 0s arcos MLO, NLP; depois tirando, pelo
ponto L, interseccdo dos dous arcos, ¢ pelo centro I
da circumferencia, a recta LI, que dividird em partes
ignaes ndo s6 a corda AB como o arco AKB.

68.—Seguindo-se 0 processo precedente e di-
vidido o arco AK em dois iguaes entre si, a corda de
um ou de outro destes arcos serd o lado do polygono
de 24 lados. Semelhantemente s€ poderdo tracar 08
polygonos de 48, 96, 192, etc lados, ¢ assim por di-
ante sempre a dobrar.

69O.—Agora para descrever um octogono, isto

ono deoito lados, comegar-se-& por tragar

¢, um polygor

Construirum
triangelo equi-
latero d.do um
de sens lados.

Tragado  do
Jodecagono Te-
gidar,

Divisio de
uwm angnlo em
duag partes
iguaes,

Tragado dos
polygones  re-
gulares de 24
4%, 96, ete. la-
dos,

Tragado do
ootogono regux
lar.
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um quadrado no circulojo que se consedguirz’t 8i,

depois de ter tirado dois diametros l
perpendiculares AIB e CIE, que se ;
cortarfo em angulos rectos, liga-
rem-se suas extremidades pelas cor-

g E.
das AC, CB,BE, A 1 . SEGUNDA PARTE

POI‘qUC, attenta a lcsl.um.i aac !
] do circulo e a igualdade dos qua- i
" Fig, 72 tro angulos que formam as perpen- i
i diculares AIB, CIE, os quatro lados AG, CB, BE,
; EA serfo necssariamente iguaes e ficardo igualmente
inclinados uns sobre os outr¢s: o que ndo poderd
convir sendo ao quadrado. |

Construido o quadrado se dividird, pzlo pro- i
cesso precedonte, cada uin dos arcos CKB, BLE, il
* etc, em duas partes iguaes; o que dard o octogono il
regular CKBLEMAN. ‘ i

Si semelhantemente dividissemos cada um dos  Tragado des M
arcos CK, KB, ectc, em 2, em 4, em 8, etc partes B Eonse 18, ¥
Eggaes, teriamos os polygonos de 16, 32, (4, ctc 3% 0 cte i v
ados. i

Do methodo geometrica de comparar as figuras rectilineas

1 Si se prestou a devida attencio ao que dissenos
,r para mostrar como se chegou a medir os terrenos,
i deve-se agora reconhecer g

|

d ora nhecer que as posicoes das linhas
umas em relacdo ds outras fornecem consideracdes
dignas por si mesmas de reflexdo, independentemente
da utilidade que na pratica nos podem prestrar ; e ¢
de presumir que estas consideragSes tenham impel- -
lido os primeiros geometras a novas descobertas, por
isso que ndo sfo sémente as necessidades que con- |
duzem os homens a certa ordem de investigacoes: a i
curiosidade ¢ muitas vezes um dos maiores motores.

O que naturalmente ainda contribuiu para o
‘; progresso da geometria foi o prazer que natural-
2 mente sente 0 OSSO espirito por uma certa precisio
a rigorosa, sem a qual nunca estd satisfeito.

Assim, quando, medindo as figuras, percebeu-se
que, em uma infinidade de casos, as escalas e os se-
micirculos nio davam sendo valores approximados
o , das linhas ou dos.angulos, procuraram-se processos

¢ que supprissem a insufficiencia destes instrumentos.

Aqui retomaremos as figuras rectilineas; porém
nas operagoesque fizermos para descobrir suas justas
relacbes, ndo nos serviremos para cada caso, pri-
meiro, sendo da regoa e do compasso, ¢ depois do
caleulo, para fazermos sentir a sua intervencao comq
verdadeiro instrumento da geometria,

RS S

R = b= . s

L e

|
i
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Acontece muitas vezes que se tem necessidade
ou de‘@juntar em uma mesma figura muitas outras
que lhe sejam semelhantes, ou de decompor uma fi-

ura em outras da mesma especie: o que se péde
azer operando primeiro sobre rectangulos, por isso
que todas as figuras rectilineas ndo sdo mais que con-
junctos de triangulos ¢ cada triangulo ¢ semprea
metade de um rectangulo que tem a mesma base ¢ a
mesma altura, )

7 (0.—Para comparar os rectangulos, R er, por
exemplo, € preciso saber transformar um rectangulo
qualquer () em um outro (R') que tenha a mesma su-

A perficie que
o primeiro (¥)
e uma altu-
R , | ra differente
B | (AB).Porque
entdo,emvez
de comparar
R os dois rec-
Fig. n. 53 tangulos R e
» compararemos os dois rectangulos R e R’
(sendo R’ equivalente a 7) que ndo differirdo senfo
pelas suas bases ; maior serd evidentemente aquelle
que tiver maior base, e conterd o menor tantas vezes
quantas a sua base contiver a do menor ; o que ordi-
nariamente se cauncia assim: dots rectangulos que tém
@ mesma allura estdo na mesma relaglio que suas bases.
Proposicio esta que péde ser confirmada pelo cal-
culo de um modo mujto simples :

%1 —Sejam § ¢ ¢ as areas de dois rectangulos
cujas bases sejam # e b e cuja altura commum seja
H.'Sabe-se que S=B><H ¢ que s=b><H Dividindo
ordenadamente estas igualdades, terenios

S Bx<H
s  bwH

ou, como H que multiplica ¢ H que divide simplifica,
teremos
S B

s b

Dois rectan~
gnlog damegmsa
altura estioen-
tre sicomo suag
bases, ou vice-
versa: dois re-
ctangulos da
mesma basees-
tdo-entre si co-
me suas aftu.
ras.

el Vi
o _Para-ajuntar ou sommar dois rectangulos

(R e R’) bastard apenas pdr um ao Jado do outro, ou

construir um terceiro rectangulo, tendo para base a
somma das bases dos rectangulos dados ¢ a mesma
altura que a delles.Semgzllmntemente nio serd difficil
subtrair o menor do mator.

r 3 .—Para dividir um rectangulo em um nu-
mero determinado de partes iguaes serd necessario
dividir sua base em um numero igual de partes iguaes
e levantar perpendiculares pelos pontos de divisdo
ou tracar parallelas daltura. E para achar quantas
vezes um rectangulo contem outro (ambos sempre da
mesma altura) serd preciso applicar a menor base

cobre a maior e ver quantas vezes a primeira se con-
tem na segunda.

= 4. —Agora scja proposto transformar o re-
ctangulo ABCD em um outro BFEG, que tenha
a mesma superficie, e cuja altura seja BF. Sendo a
t ¢ a area de um rectangulo o producto
71 da base pela altura, serd preciso que
~ o rectangulo procurado BFEG, cuja
T’ - —Caltura tem de ser maior que BC,
A

| tenha sua base menor que AB;
3 L isto ¢, sendo a altura BF, dorectan-
Tig, n. 5L, gulo procurado, o dobro, o triplo,

o quadruplo, etc da altura BC do rectangulo dado
ABCD, serd preciso que a base GB do rectangulo
rocurado, seja !fs, /4, 1y, et da base do rectan-
gulo dado, para que 03 dois tenham a mesma area ;

ou ainda por outros termos, para que os rectangulos

Teansformar
um rectangule
em um outro
que tenha wma
altura dada,

ABCD e BFEG sejam equivalentes serd pre- -

PSRN aca

preciso que a base BG de um seja contida na base
AB do outro como a altura BC na altura BF.
Portanto nio se terd mais do que dividira linha
AB de maneiraque AB esteja para GB como BF
para B G, o que se fard (n. 38) tirando A F e pelo

pontc C aparallela CG.

v &5 ——Para transformar o rectangulo ABCD

Quiro modo

em um outro BFEG equivalente que tenha uma al- defaeratrsns.

tura dada BF, péde-se empregar Ui processo menos

formagiio pre-
cederite,




=:/I8m
4

patural que o precedente, porem mais commodo.

" e rTendo prolongado AD até seu en-
contro I com a parallela 4 AB tirada

D “lo__|. pelo ponto F, tirar-se-d a diagonal BI;
| pelo ponto O em que ella corta o lado

F 6 BDC, tirar-se-4 GOE parallela a FB, ¢
Fig. 85 o rectangulo BFEG serd equivalente

ao rectangulo dado ABCD.

Para proval-o, bastard fazer vér que, tirando
dos rectangulos ABCD, BFEG a parte commum
OCBG, o retangulo ADOG equivalerd ao rectan-
gulo EOCF.

Ora, attendendo 4 igualdade dos dois triangulos
IBF, IBA, vér-se-d que tirando destes triangulos
quantidades iguaes, os restos serdo iguaes. Porem, o
triangulo IAB se reduzird ao rectangulo ADOG, si
delle tirarmos os triangulos IDO e OGB; semelhan-
lemente, o triangulo IBF se reduzird ao rectangulo
EOCF si delle tirarmos os triangulos IEO, OBG
respectivamente iguaes aos dois primeiros.

Pois os dois rectangulos ADOG, EOCF, restos
dos dois triangulos ABI, IFB, serdo iguaes entre si
em superficie, bem como os rectangulos, ABCD,
BFEG.

'76.—Esta segunda maneira de transformar
um rectangulo emum outro confirma o principio es-
tabelecido na primeira, porque os triangulos, IAB e
OGB sendo manifestamente semelhantes, a base AB
do maior estard para a base GB do menor como a
altura IA estd para a altura OG ou como BF para
BC. Pelo calculo tambem poderia ser confirmado o
referido principio ; porque, suppondo B e H a base e
a altura do primeiro rectangulo, b e /i a base e a al-
tura do segundo que, por hypothese, deve tera
mesma area S que o primeiro, teriamos para este
S=B><H; para o outro S = b><h.Porem, duas cousas
(B><H e b><h) iguaes a uma terceira (S) sdo iguaes
entre si, portanto

Bx><H=bx><h

E, quando o producto de dois numeros € igual
ao producto de dois outros, estes quatro numeros
formam uma proporgdo em que os factores do pri-

Ag bases de
dois rectangu-
los equivalen-
tes estio entre
sinx raziio ine
versa de suas
alturas.

melro producto occupam os extremos, os factores do
segundo os meios, isto &, '

B I e,

b H

7. —Do exposto se deverd concluir que,

quando quatro rectas forem taes que a primeira es-
teja paraja segunda como a terceira para a quarta, o
rectangulo, queftiver para altura ¢ para base a pri-
meira e a quartajdestas rectas, serd equivalente ao
rectangulo, que tiver para altura e para base ase-
gunda e a terceira.

7&.—Quando se tiver dois quadrados a ajuntar
sua somma Se fard da mesma maneira qne a de dois
rectangulos, pois que o quadrado néo € mals que
um rectangulo em que a altura e a base sdo iguaes.
Transformar-se-d, pois, um dos quadrados, o menor
por exemplo, em um rectangulo que tenha para &=
tura o lado do maior e postos um ao lado do outro
{ormardo assim um sé rectangulo valendo a somma
dlos quadrados dados. Poder-se-ia dar tambem a al-
tura do pequeno quadrado a todos dois, ou uma
outra altura tomada & vontade. Quando, porem, s¢
quer fazer a somma de dois quadrados quaesquer,
péde-se exigir que esta somma gejalrepresentada
tambem por um quadrado, isto ¢, pode-se propor
jazer um quadrado igual a dois outros: problema
cuja solugdio serd facil de achar da maneira seguinte

¥ 9. - Supponhamos primeiramente que 08 dois

(uadrados ABCD, CBFE cuja somma se pretende
obter sejam iguaes entre sl ; neste casoo quadrado
sesultante ACFG serd o dobro de um dos quadrados
dados. Tirando as diagonaes AC e CF que dividem
os quadrados ao meio, 08 triangulos ABC e CBF
£ valerdo juntos um dos uadrados

dados. Pois, transportando abaixo

de AF os dois outros triangulos

DCA e CEF por meio de rotacoes,
F uma em torno de A, outra em torno
de F, far-se-d4 um quadrado ACFG
cujo lado AG serd a diagonal - do

D
A

c
6 quadrado ABCD, e cuja su erficie
Tig. 56. serd evidentemente igual a dos dois

.iluadrados dados.
7

Somma de
dois gnadrados
quaesquer.

Construirum
quadrado duplo
dé um outro,
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80.—Supponhamos agora que se queira fazer ,RETEG ‘ ADCd e CFES sdo feitos, um sobre AD, lado medic , Hypotenuen
um quadradp 1gual 4 somma dos dois quadrados des- & sommadedois do triangulo ADH, o outro sobre CF, igual a DH, dotrisuguiore-
iguaes ADCd, CFEf ou, 0 que ¢ amesma cousa, que lado menor do mesmo triangulo; ¢ que 0 quadrado paese ae an-
: : SOt § -0, h ,
se queira transformar a figura ADFE{d em um so AHEh, igual aos outros dois, ¢ descripto sobre o ulereeto, _
quadrado. . T 1 grande lado AH, opposto ao angulo recto e que o quadmdo
D H C F Seguindo o espirito do methodo 1A commummente se chamna hAypolenuse do triangulo §byPgerst
N precedente, procuraremos si nao ¢ rectangulo, descobrir-se-4 logo esta famosa propri- me dow quedra-
7 Epossr.vel achar na linha DF um ponto edade dos triangulos rectangulos que o quadrado da dols Tados.
, H tal, . . i hypotenuse ¢ igual ¢ somma dos quadrados dos oytros . o
A/ o 1* Que tirando as rectas AH e i doss lados. (1) angulo rocto do
\ HE e fazendo girar os triangulos i o rtangalo
Y ADH, EFH em torno dos pontos A | max-go laaos
Fig. 57 e B atédlqu%;ifnham tc?n;ar as POISI' 8:22.—Pois, quando de dois quadrados nio se '
¢oes Adh, Efh, esses dols triangulos f qnizer fazer sendo um sé, serd inutil pél-os um ao
se reunam em b ; lados AH. HE. Eh. hA i lado do outro e'de decompol-os como se fez nonu-
. 2" Que os quatro lados 1 DL, ] ¥ mero 8o. Bastard' collocar seus lados AD e DH de s a6 reduar
sejam iguaes e perpendiculares entre si. ) i K de modo que ol qusdrades
Ora, este ponto H se achard fazendo DH igual 1 - ¢  facam um U
aolado CF ou EF, Porque da igualdade supposta | L K 2 . 5 angulo recto
entre DH e CF segue-se primeiramente que si se faz ; L . Be depois tirar
‘ girar ADH em torno do vertice A de sorte que se lhe _ I ' o recta AH
? dé a posicdo Adh, o ponto H, coincidindo com h fi- ] ) ; N % pois que o |
| card distante do ponto C de umintervallo igual a DF. 8l D H t70 estarecta |
Da mesma 1gualdade supposta entre DH e CF ol cerd o lado .
segue-se ainda que HF serd 1gual a DC e que assim i
o : ok do quadrado
o triangulo EFH, girando em tornode E para tomar , . . c rocurado
a nosicio FEfh. fard com aue o nonto H coincida | Bio. 5O pLoC
LI - . . 4 . ik g o A1,
ainda com h a uma distancia de C igual tambem i |
a DF. 83.—Si tivessemos duas figuras semelhantes |
Sommar duas |

Pois a figura ADFEfd estd transformada em ] DAFGM, DHPON e nos propuzessem CONSITUIT fguas  seme.

uma outra de quatro lados AHEh. Resta ver si estes i G uma ‘terceira, igual em lhantes. :
quatro lados sdo iguaes e perpendiculares entre si. ,'! superficie 4 somma das ?
Ora, a igualdade destes quatro lados ¢ evidente . i M F P nduas primeiras, nfo seria
pois que Ah nfo ¢ mais que AH na nova posicio do A £ preciso sendo pdr as ba-
triangulo ADH, e Eh ndo é mais que HE : além disso ses AD, HD destas figu-
AH ¢igual a HE como lados de triangulos iguaes / A H D ras sobre os dois lados de
' ADH e HFE oppostos aos angulos rectos. ADH : Fig. 59 um angulo recto ADH,
e HFE. ) . i (fig. 60) e a hypotenusa AH do triangulo ADH seria
Quanto ao perpendicularismo dos lados basta a base da figura pedida.
provar que o angulo HAh ¢ recto. De facto, o an- -
gulo HAh ¢ igual ao angulo DAd, porque tem com h
este a parte commum HAd emais dAh que é anova g’f
posicdo do angulo DAH. i ] (1) Esta famosa proposigiio é conhecida palo nome de theorema
i de Pythagoras. B tal o uso que della se faz, tdo fecundaa sua appli-
81 — ObServando-se que Oé dois quadrados‘ i é?gfi(;)‘uclgedzéf g{g:i bastaria para glonﬁcar a memorig desse illustre
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Para proval-o,imaginemos os}quadrados ABCD,
L ¢ DHKL,AHIE, construidos sobre

as bases das tres figuras seme-

lhantes, ver-se-d/ primeiramente

Fque o quadrado AHIE vale s
por sios dois outros quadrados.

Ora as figuras semelhantes estio

entre si como os quadrades de

tres quadrados ABCD, DHKL,
AHIE serdo respectivamente

a3 mesmas partes dags fiouras

...... acs  Pallc Qs B s S

Flg. G0 DAFGM, DHPON, AHQRS.

D?nde serd facil concluir que a figura AHQRS
& iounl 4 anmmig dAsg atras dune o affaita  qrias
Lolpbdl d oWiLLELG WMdd VULL S WUWdo. LWL CIICILO, " s U
ponhamos, por exemplo, que cada um destes qug-
drados fosse a metade da figura pela qual estd
comprehendido, ninguem duvidaria que a figura
AHQRS fosse igual 4s duas outras pois que sua
metade valeria so por si as metades das duas figuras
DHPON, DAFGM.

O mesmo succederia si os quadrados ABCD,
DHKL, AHIE fossem os dois tercos, os tres quartos,
etc das figuras DAFGM, DHPON, AHQRS.

84.—A proposicdo que acabdmos de instituir
pdde tambem ser deduzida pelo calculo de um modo
simples: sejam S, S', 8", as areas das tres figuras e
a,b, c os lados do triangulo rectangulo, que sdo
tambem lados homologos das figuras.

. Sendo as arcas das figuras semelhantes propor-
cionaes aos quadrados dos lados homologos, serd :

S & 5
PR TRy
ou, segundo uma propriedade das proporcées :

S Sr + Su

a®" b+ ¢

¢ ¢omo g*> = b® + c?, segue-se que S =8 4 §"

seus lados homologos 3 pois os -

S eangtruire
mos tres figu-
ras gemelhan-
tes pobre of
tres lados de
um triangulo
rectangule, a
ares da figura
construida so-
bre a hypote-
nusa seraigual
4 summa das
areas das fign-
ras eonstruidas
sobre os cathe-
tos.

= -‘*“ R

= o
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855.—Si nos propuzessem sommar tres, quatro
ou mais quadrados, isto ¢, construir o quadrado
equivalente 4 somma de muitos quadrados, a marcha
seria sempre a mesma. Suppondo a, b,¢, d, etc os
lados dos quadrados, formariamos com ¢ e b um tri-

- angulo retangulo e construindo sobre a hypotenusa

um quadrado, seria este equivalente 4 somma dos
dois primeiros. Com a hypotenusa achada e o lado
¢ formariamos outro triangulo rectangulo e o qua-
drado construido sobre a sua hypotenusa seria equi-
valente 4 somma dos tres primeiros quadrados ¢

vamente,

e

asgim Success

86.— Si o problema fosse construir o qua-
drado equivalente 4 differenca de dois, cujos lados

fossem a e¢b, suppondo a > b, construiriamos um
triangulo rectanguloem que a fosse a hypotenusa e b
um dos cathetos; o quadrado construido sobre o
outro catheto resolveria o problema.

87 .—Querendo determinar o polygono seme-
lhante a muitos outros e cuja area seja a somma de
todos, tomaremos em cada polygono um lado que
seja homologo do lado de cada um dos outros. Sobre
estes procederemos como no numero 85, e sobre a
ultima hypotenusa achada construiremos um poly-
gono semelhante a qualquer dos propostos.

8]8.—Para determinar um polygono seme-
lhante a dois outros e que tenha uma area iguil 4
differenca delles, procederemos como no numero
86, tomando um dos lados de um dos polygonos para
hypotenusa do triangulo rectangulo e o seu homo-

sidmn wmans i Ana ratrhats

IOgO 1o outro para uni Gos catneios.

89,.—S] finalmente quizessemos construir um
quadrado ou um polygono quatro, cinco, seis, etc
vezes maior que um outro, seguiriamos ainda marcha
analoga a dos numeros 85 ou 8y, porque achar por
exemplo, um quadrado cinco vezes maior que um
outro ¢ o mesmo que determinar a somma de cinco
quadradros iguaes ao quadrado proposto. Si entre-
tanto, for proposto o problema inverso,construir um
quadrado ou um polygono que seja a quinta, a sexta;

Sommarmuf.
tos quadrados.

Differenga de
dois quadradus

Somma de po-
lygonos seme-
lhantes.

Differenga de
dois polygonos
gemelhantes.




tte parte deum outro dado, ou de um modo mais
geral, dado um quadrado ou um polygono, construir
outro que lhe seja equivalente e cuja area esteja para
a do primeiro n’uma relac@o dada, serd preciso, alem

M Ui } arr

da marcha anteriormente indicada, lembrarmo-nos
da maneira de achar uma quarta proporcional a
tres rectas dadas. Na terceira parte, porem, deste
curso daremos um processo mais directo e mais
commodo para resolver problemas desta natureza.

90.—Todas estas questdes ndo sio mais do
que applicacbes do fumoso theorema de Pythagoras. B
aqui, a Geometria, utilisando-se do seu poderoso
instrumento, o calenlo, dd-nos margem para investi-
gacbes de subido valor em todo o tirocinio da ma-
thematica.

Representemos por A, B, C os valores dos
angulos de um triangulo ; por a, b, ¢ os compri-
mentos dos lados que lhes sfo respectivamente
oppostos. Si o triangulo for retangulo, teremos,
por aquelle theorema :

a’= b* + c?

E extrahindo a raiz quadrada a ambos os
membros :

a:l/b*—[—ci

Igualdade esta que nos fornece meio facil de
calcular o valor da hypotenusa de um triangulo
rectangulo quando forem conhecidos os compri-
mentos dos lados cathetos.

Sendo, porem, a? = b? 4 c?

Il

serd b? = a2 — 2

e c? = a2 —he

A hypoienusa
é lgual 4 raiz
quadrada da
gomma  dos
quadrados dos
cathetos,

kr

E extrahindo a raiz quadrada, teremos ;

b = i/aﬂ—— ¢t

Vaﬂ— b2

(2}
I

Férmulas estas que nos fornecem tambem meio
facil de calcular o valor de um catheto, quando
forem conhecidos os comprimentos da hypotenusa e
do outro catheto.

O1.—Assim, supponhamos que se conheca o
lado @ de um triangulo equilatero e que se queira,
com este elemento dado, calcular a sua area.

Para orientarmo-nos, tracemos a figura. Ora, a

A area de um triangulo é igual 4
metade do producto da base,
que no caso presente ¢ conhe-
cida e igual a @, pela altura H
que ndo nos foi dada e que por-
tanto devemos procurar obter,
Sabe-se que no triangulo equi-
A ¢ latero a altura cae no meio da

base ; entdo a altura procurada

¢ catheto do triangulo rectan-
gulo ABC, cuja hypotenusa AC € conhecida, € a, e
cujo outro catheto DC é um meio da base BC ou
1/4 a ; teremos portanto :

BL

Ol e
T

Fig. 61

ou fazendo a subtraccdo indicada :

Um catheto
¢ ignal 4 raiz
quadrada  da
differenca en-
tre o quadrado
da hypotenusa
¢ o quadradoe
do outro ,ca.
theto
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2

. . , . a2 .
6u, extrahindo a raiz quadrada do factér — que ¢&
-

quadrado perfeito :

a —
H=7V3

Conhecido o valor da altura, um meio da base
multiplicada por este valor dar-nos-d a area pedida,
que representaremos por S ; entdo teremos :

a a

S=— x = [/3
2 2

ou multiplicando as duas fracces :

S=a—:- V5

Férmula esta pela qual serd sempre facil cal-
cular a area de um triangulo equilatero conhecido
o lado, ou vice versa,

92.—Para fazermos uma outra applicacfo do
theorema de Pythagoras, supponhamos que se pre-
tenda calcular o comprimento da diagonal de um
quadrado, conhecido o comprimento ¢ do lado.

Ora, a diagonal e dois lados de umlquadrado
formam um triangulo rectangulo e isosceles em que
a diagonal do quadrado ou hypotenusa do triangulo,

d=|/12+12

ou d = V;VIEA

A altura de
um triangulo
equilatero é
igual & metade
do lado pela
raiz quadrada
de 3.

A arca de um
triangulo equi-
latero é igual
a um quarto do
quadrade  do
lado pels raiz
quadrada de 3,

A diagonal de
um quadrado é
igual aa lado
do  quadrado

multiplicado
peola raiz qua-
drada de 2,
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Dividindo por I ambos os membros desta ultima
igualdade, vird:

Ora, a l/z é um numero incommensuravel ;
dahi se deduz que a diagonal de wm quadrada e o seu
lado sdo linhas incommensuravets, isto é, ndo tém me-
dida commum exacta : nfo ha unidade alguma, por
menor que seja, que se contendo na diagonal um
certo numero de vezes, se contenha no lado um
outro numero exacto de vezes e vice-versa, Si o lado
do quadrado fosse igual 4 unidade linear, a diagonal

4

seria igual somente 4 raiz quadrada de dois; de

modo que este numero V2 , cujo valor € impos-
sivel de ser expresso exactamente em unidadese
partes da unidade, ¢, entretanto, rigorosamente re-
presentado por uma grandeza geometrica perfeita-
mente definida.

93.—Reconhecida, porém, a existencia de li-
nhas incommensuraveis com outras, pdde sobrevir
qualquer suspeita sobre a veracidade das propo-
sicGes que nos serviram para provar a proporciona-
lidade das figuras semelhantes. Vimos que, compa-
rando estas figuras, temos sempre supposto haver
uma relacdo exacta entre seus lados, isto é, uma
medida commum entre elles : hypothese que agora

B i faze ingi
arar ragtringir
Odera 1aZlr TCOWriigir

cidas na primeira parte deste curso. E’ preciso pois
que, voltando sobre nossos passos, examinemos si
as proposicGes alludidas sio ainda verdadeiras para
o caso de lados ou elementos geometricos incom-
mensuraveis.

N
alonmoe wvardadag aagedlala
aiguinas veraadaces estapelic-

94.—Retomemos primeiro o que ficou dito no
. n. 36, e vejamos sirealmente triangulos, taes como
abe, ARG, (fig. 62) que tém angulos iguaes, tém seus
lados proporcionaes.

‘Supponhamos, por exemplo, que a base do pri-
meiro sendo ab, a do segundo seja uma recta AB,

8

S
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igual 4 diagonal de um quadrado construido sobre
ab, e vejamos si, nesta hypothese, a relacio de AC
paraac ¢ amesma que a de AB para ab.

Ora, por maior que seja o numero de partes em
que se supponha ab dividido, AB, que lhe ¢ incom-
mensuravel, ndo poderd conter uma destas partes
um certo numero de vezes exactamente. E’ entre-
tanto facil de perceber que quanto maior for o nu-
mero de partes em que imaginarmos ab dividido,
menor serd uma dellas, e mais AB se approximard
de ser medido exactamente com uma dessas partes.
Supponhamos ab dividide em 100 partes ; sendo, por
l}_vpothese, AB a diagonal de um quadrado cujo lado
¢ ub ou 100, serd (1, g2):

AB = 100 < |/2 = 100 3¢ 1,141 = 141

ou

AB = 100 < [/2 = 100 >< 1,142 = I42,

isto €, o numero de partes contido em AB estard
comprehendido entre 141 e 142.

Contentemo-nos com 141 e desprezemos o pe-
queno resto. E’ claro que, pelos pontos de divisdo
de ab tirando parallelas a be, e pelos pontos de di-
visdo de AB tirandd parallelas a BC, AC conterd
tambem 141 das partes de ae.

Supponhamos ab dividido em 1000 partes ; serd:

AB = 1000 > /2 = 1000 > 1,414 = 1414

ou

AB = 1000 >< J/2" = 1000 ¢ 1,415 = 1415,

15to ¢, 0 numero de partes contido em AB estard
comprehendido entre 1414 e 1415. Nfo tomemos
Senan 1414 e desprezemos ainda o resto ; acharemos
da mesma maneira que AC conterd 1414 das mille-

simas partes de ar, e que, em geral, AG conterd sem-
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pre tantas partes de a¢ com um resto, quantas forem -

as partes de ab contidas em AB com o mesmo resto,
. Demais estes restos, como acabamos de obser-
var, serdo tanto menores quanto maior for o numero
de partes em que suppuzermos ab dividido. Pois,
serd permittido'desprezal-os suppondoab dividido em
um numero de partes infinitamente grande, e entfo
se poderd dizer que o numero de partes de ac que
se contem em AC ¢ igual ao numero das partes de
ab que se contem em AB, e que assim

AC _ AB

ac ab

Temos pois rigorosamente demonstrado que
quando dois triangulos tém os mesmos angulos ou
sdo equiangulos, tém seus lados proporcionaes, quer
haja ou ndo haja uma medida commum entre elles.

A proposicdo (n. 42) d'onde se tira a propor-
cionalidade das rectas que se correspondem em fi-
guras semelhantes, se justificaria da mesma ma-
neira. :

95 .—Ver-se-d por analogos raciocinios que as
proposicdes explicadas nos numeros 40, 41, 42 da pri-
meira parte, em que se fez ver que as areas dos
triangulos e das figuras semelhantes estdo entre si
na mesma relagdo que os quadrados de seus lados
homologos, sdo sempre verdadeiras, mesmo 1o caso
de screm incommensuraveis os lados destas figuras,

Tomemos, por exemplo, os triangulos seme-
lhantes ABC, abe, cujas alturas supporemos incom-
¢ mensuraveis com suas bases.

Neste caso nfo haverd qua-

¢ i
i ALt gdrado algum, por menor que
o4 K seja, que possa servir de me-
. dida commum a estes trian-
gulos e aos quadrados con-
" Z g p Struidos sobre suasbases, isto
Tig. 62 é, as arcas abe, abdé serdo in-

commensuraveis entre si, assim como as areas ABC
¢ ABDE ; porém, ndo serd menos verdade que o tri-
angulo ABC estard parao quadrado ABDE como o

[PYRS RNNYY [ v iy I [T [ X
Lldiiguly wue ¢sid pdlid O kiLLa,LU. auu auad,

Og triaangn-
los e as figu-
ras semelhan-
tes tdm Iados
proporcionaes,
mMESMo 1o caso
de serem esteg
lados  incom-
mensuraveis.
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o
|
4




!
|
!
|

-

— 60 ——

E’ o que facilmente se reconhecerd observando
que quanto menores forem as partes da escala (n. 43)
de que nos servirmos para medir AB ¢ CK mais ap-
proximados serdo os numeros que exprimirem a re-
lacio da area do triangulo ABC para a area do
quadrado ABDE. Pois, dividindo sempre a escala
do triangulo abe no mesmo numerc de partes
e ‘despresando os restos, ver-se-4 que 0S meSmos

numeros servirfo sempre para exprimir a relacdo
dO triancgtlo ABC nara o nuadradg ‘A_‘BDEv e dg tri_

LAl A DR ald O

angulo abe para o quadrado abde.

. v e qe
Imaginandn a aceala dividida am 11m nimern
Addd b G ddd CA LA S G wowAlLa Wil Y LWENGR ikl Uil ESRES N AW BV

infinitamente grande de partes iguaes, os restos se
tornarfo absolutamente despresiveis, e se poderd
dizer que os numeros que exprimem a relagdo do
triangulo abe para o quadrado abde cxprimem tam-
bem a relacdo do triangulo ABC para o quadrado

ABDE e que assim

ABC _ AP
abc — ab®

O96.—Esta proposicio, as areas de dois lriangu-
los semelhantes estdo entre si como os quadrados™dos lados
homologos, podia jé ter sido mui facilmente instituida
com auxilio do calculo, da maneira seguinte :

Sejam os mesmos triangulos abs, ABC, que por
serem semelhantes, dardo:

ab__ac
AB T AC

Mas, (n. 39) em triangulos semelhantes, as al-
furas estgo entre si como quaesquer lados homo-
0gos :

ck ac

0K ~ AC

Multiplicando ordenadamente estas duas igual-
dades teremos: '

_a_b_xck__ac ac
AB TR = iC ™ ac

7

TR ot et -

— B

ou
1/4 ab >< ck ac?
/s AB >< CK AC?
isto &,
area abc ac?
e ADC - A%
adlCa Ao LA

O7.—Tambem o calculo pdde auxiliar vanta-
josamente 4 Geometria na generalisagdo da propo-
sicdo anterior a quaesquer polygonos semelhantes.
Imaginemos decompostos os polygonos (fig. 36) em
triangulos semelhantes pelas suas diagonaes homo-

logas, teremos :

area BCD  BC?
area bed ~—  be?

area ABD AB? _Bg_z

area abd  ab®  bc?

area ADE ﬁi B_C_E
area ade  ae?  bc?

Como, porém, estas razdes sdo iguaes entre si,
a somma dos antecedentes deve estar para a dos
consequentes assim como qualquer antecedente para
seu consequente, isto é, ,

area BCD + area ABD - area ADE BC:z

area bcd -+ area abd + area ade — bc?

ou

-

area ABCDE BC?
area abcde ~  bc?®
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O8.—Representando por S ¢ S as areas de

. m ;
dois polygonos semelhantes, por — a relagdo de se-
m.l!lhﬂ,w./‘,ﬂ {1 A2 da ionnldade o Ena

e \il«L\.&

Frotvivipa (e G gy La dpudiaall o

chegar deduz-se reciprocamente ;

m S
n Qr
r’ nd

. Pois quando se quizer amplificar ou reduzir um
polygono em uma relacio dada, a escale a adoptar
para ampliar ou reduzir os lados deste polygno ¢
igual a raiz quadrada da relacio dada.

Por exemplo, si a area do novo polygono tiver
CoPr a croantacira marta da Aa wmalaanma dada aand
U\:-l. G WTIIMGOLILICR lJ(U. LL ua yu PUJ._)‘BU.U.U \.ld.\.l.U’ ol
eciso fazer seus lados dez vezes menores que os
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TERCEIRA PARTE

Medida das figuras circulares e suas propriedades

Depois de se ter conseguido medir todas as
especies de figuras rectilineas, € natural que se tenha
tentado medir as figuras limitadas por linhas curvas.

Os terrenos e em geral as superficies de que se
tem necessidade de avaliar as areas nem sempre sio
terminadas por linhas rectas.

Muitas vezes as figuras curvilineas e as figuras
mixtas, isto ¢, as limitadas em parte por linhas
rectas ¢ em parte por linhas curvas, podem se re-
duzir a figuras inteiramente rectilineas, como jd
dissemos algures ; porque si se tivesse de medir uma
figura tal como ABCDEFG poder-se-ia tomaro lado
FAD por-uma successo de duas,
i tres,etc linhas rectas; substituindo
E depois a recta FD pela curva
' FED ter-se-ia a figura rectilinea
n ABCDEFG, que differiria tfo

pouco da figura mixta, que uma

poderia ser tomada pela outra sem
erro sensivel, Operar-se-ia pois sobre estas figuras
segundo os methodos precedentes. Os geometras,
porem, nfo se satisfazem plenamente com estas
especies de operacoes approximadas, e tentam sem-

re a nvestigacfo de-processos rigorosos para satis-
facdo de seus fins. Alids, casos ha em que a trans-
formacio de uma figura curvilinea ou mixta em uma
outra inteiramente rectilinea exige que se divida

.

.
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seu contorne em tdo crescido numero de partes que
e _ASE torna inexequivel o met odo com-
(~=—=—="pmum. Tambem nio se deveria tentar se-
\\ guil-o, tendo-se de medir uma super-
ficie tal como Z, ou um CIrculo Inteiro;

L,.-w seria preciso seguir um outro caminho
—Yoara determinar a medida destas sortes

¥ig. 9% desuperficies. Aquindo nos occupare-
mos sendo daquellas cujos contornos séo limitados
por arcos de circumferencia.

99.—Supponhamos em primeiro lugar que se
queira medir a superficie limitada por wma ciroum-
ferencia, isto é, obter a area de um circulo. Obser-
' var-se-d4 que, inscrevendo-

lhe um polygono regular,

quanto maior for o numero

/ de lados deste polygono,

/ se approximard do circulo.
Ora,vimos (n. 23) que a area
// de um polygono regular é
< ¥ 1gual a tantas vezes O pro-
\ / ucto de um lado pela me-
D tade do apothema, quantos
Fig. 6 sfio o8 lados; ou, 0 que éa
mesma cousa, que esta area
tem por medida o producto do swmi perimetro pelo
apothema. E 'quanto maior for o numero de lados do
polygono regular inscripto ao circulo, tanto mais
sua area, seu contorno ¢ seu apothema Se appro-
ximardo da area, do contorno e do raio do circulo.
Quando, pois, imaginarmos o polygono regular com
um numero infinitamente grande de lados, pode-
remos conceber o semi perimetro, o apothema e
a areado polygono confundidosrespectivamente com
a semi circumferencia, ¢ raio e a area do circulo.
Londe se conclue que area de wm cireulo tem por me-
dida o produclo da semi circumferencia pelo rado.
Chamando, pois, S a area de um circulo qual-
quer, C o comprimento de sua circumferencia e R
o de seu raio, teremos :

> R

S=£
%

tanto mais a sua superficie -

Area
do
eirculo,

—_— G5 —
100. Comparada esta férmula com a que d4
a area de um triangulo qualquer, que & :

vé-se que um circulo € equivalente a um triangulo
que tem para base o comprimento da circumferencia
do circulo e para altura o raio desse circulo, ou equi-
valente 4 metade do rectangulo da circumferencia
pelo raio.

101.—O raio de um circulo ¢ facil de medir-se:
¢ uma linha recta. O mesmo,porem, nio succede com
a circumferencia, que para ser medida precisa que
primeiro a desenvolvamos em linha recta.

Materialmente desenvolver-se-ia uma circumfe-
rencia em linha recta, isto é, reclificar-se-ia uma
circumferencia, applicando sobre eclla um fio, de
maneira a cobril-a completamente. O comprimento
deste fio, estendido em linha recta, seria o com-
primento da circumferencia, : ' N

HGGM/]’I}CLMI(I uma ClI‘CL'l[l'll'e].‘(il'lClEl.7 e Sobre ella ap-
plicado o seu diametro, reconhece-se que este ndo se
contem um certo numero de vezes sobre ella exacta-
mente, isto é, que entre estas duas linhas nio ha
uma medida commum ou que a circumferencia e o
seu diametro sdo linhas incommensuraveis. ‘A re-
lacdo, portanto, entre ellas s6 pdde ser obtida
approximadamente, e com tal approximacédo que se
quizer.

E’ claro que si se soubesse exactamente a re-

Equivale a
um triangulo
tendo para base
a oircumferen-
cia e para al-
tura o raio.

A cirenmfe-
reacia o o dia.
nietro sio in-
commensura-
veis.

lacao de uma certa circumferencia para seu raio ou

seu diametro, saber-se-ia a de todas as circumfe-

nnnnnnnnn Qa moing aetia diametros wor 1930
PO 1530

rencias para Se€us raios Oou SeuUs Qiamiciros

que esta relacdo deve ser a mesma para todas as
circumferencias. _

Com effeito, si imaginarmos 'diversas circumfe-
rencias concentricas e em cada uma inscripto um
mesmo polygono regular qualquer, esses polygonos
evidentemente serio semelhantes e:seus perimetros
serdo proporcionaes aos  apothemas respectivos;
porque as bases dos triangulos em que os ‘poly-

]
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gorios se dividem sdo proporcionaes ds suas alturas

\ (n. 39) e portanto a

relacdo entre as som-

mas dos lados de cada
polygono deve ser a
mesma que entre es-
sas alturas, que sdo
1 ?
os§fapothemas.

os desses polygonos
ae se duplicando,
0S seus perimetros
convergirdo para as
circumferencias, seus
) apothemas para os
Fig. 66 raios desias circum-

ferencias, e quaesquer que ~sejam os estados deste§
polygonos durante a variacdo do numero de lados, ¢
claro que sempre seus perimetros serdo proporcio-
naes aos apothemasrespectivos, portanto as circumfe-
rencias (limites destes perimetros) serdo tambem
proporcionaes aos seus raios (limites dos apothemas.)

Esta lei que foda tircumferencia varia proporcio-
nalmente ao digmelro mostra como as circum/’erencias
se succedem, isto ¢, como a variacdo de uma circum-
ferencia depende da variacdo de seu diametro ou
vice-versa : é uma lei de sucessdo.

Esta lei, porem, péde ser enunciada desta outra
maneira : a relagdo du circumferencia para o digmetro ¢
conslante ; entdo ella exprime a semelhanca ou como
se assemelham, ou ainda o que tém de commum as
differentes circumferencias e os diametros respe-
ctivos : é uma let de semelhanga.

gue 0 numero de la-
v

102. - ArcHIMEDES, 0 celebre geometra de
Syracusa, que viveu 250 annos antesﬁ de Christo,
procurando Fa rectificacdo da cxrcuqurencia, foi o
primeiro que teve a gloria de determinar a relacdo
constante entre ella e seu diametro.

Partindo do hexagono, duplicando successi-
vamente o numero de lados, e parando nos
polygonos regulares, inscripto e circumscripto,? de
96 lados, entre cujos perimetros a circumferencia

deve estar comprehendida, provou elle que o dig-

Imaginando agora -

e
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metro de uma circumfereucia tendo 7 partes, o nu-
mero destas partes contidas em toda a circumfe-
rencia estd comprehendido entre 21 e 22, € que esse’
numero approxima-se mais de 22 do que de 21 ; isto

€, que a relacdo R de uma circumferencia G para
2

: : . . 22
seu diametro 2R ¢ proximamente igual a —+ ou

que a circumferencia contem proximamente o dia-
metro 3 vezes ¢ mais 1/,.

- 22 . -
Esta relagdo de —, que, convertida em fraccdo

decimal, dd 3,142 é a mais simples que se tem
achado e de sufficiente exactiddo na maioria das ap-
plicacbes praticas. ) )

NUMEro «ue, com maior ou Mmenor approxi-

. : . G
macdo, exprime esta relagdo " geralmente re-
2

presentado nos calculos pela lettra grega =: de
modo que se tem sempre '

C .
2R =T
donde se tira :
C =27 R

Férmula estd que permitte calcular C (circum-
fegenma rectificada), quando for dado o valor de R,
ralo, ou vice-versa.

103.—Substituindo-se este valor de C na
férmula

C
S=—->5,

que dd a area do circulo, tem-se :

S=sR?

A relagiio
constante da
circnmfeérencig
para seun dia-
metro 6 mai
proximmente
fgual a ﬂ/,

¢ representada
nos  caleulos
pela lettragre.
ga w,
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Férmula esta que permitte calcular a area de
um circulo, quando tambem for dado o raio, R, ou
vice-versa,

104, —L' evidente que os circulos gozam
da propriedade geral detodas as figuras seme-
lhantes, isto ¢, suas areas estio na mesma relagio
que os quadrados de seus lados homologos ; porem
como, para applicar esta proposicdo aos circulos ndo
se poderd tomar scus lados, serd preciso servir-
mo-nos dos raios; entdo ver-se-d que os circulos tém
suas arcas proporcionaes aos quadrados de seus
raios.

Com effeito, representando por S e S as areas
de dois circulos cujos raios sejam R e R', ter-se-d,
para o primeiro ;

S=sR?

e para o segundo:
§'= =R

Dividindo ordenadamente estas igualdades, vird:

S _ R
Sl_-RV'?,

105.—0s circulos, por causa de sua seme-
lhanca, gozardo tambem, como as figuras seme-
lhantes da propriedade de poderem ser sommados
por meio de um triangulo retangulo (n. 83): a
area do circulo que tem para raio a hypothenusa ¢

igual 4 somma das areas dos circulos quec tem para
raio cada um dos cathetos. Sendo a a hypothenusa,
b e ¢ os cathetos de um triangulo rectangulo, a area

Qo1 4 H M -
© do circulo, que tem para raio a hypotenusa, &

S = +a?.
ou por ser

serd :

As areas dos
circulos estio
entre si como
os quadrados
de seus raios.

Semma de

circulos

e T
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que € a somma das areas x b?, xc? dos circulos que
tém para raios os cathetos b ¢ c.

106.—5i se tivesse de medir a superficie de
. uma corda ou annel circular
V, que é a parte de circulo
comprehendida entre duas
circumferencias concentricas, -
a marcha que se apresentaria
espontaneamente seria de me-
dir separadamente as super-
ficies dos dois circulo: e da
v maiorarea subtrahir a menor.
Ora, supponhamos que R
Fig. 67 sejao raio do circulo maior, e

r o do menor ; a area S do primeiro serd :

S=a=R?
A area s do segundo serd :

s==rr?
Subtrahindo ordenadamente, teremos :
| S—s=x(R*—1?)

Pois, a area da corda ou annel circular é ~ ou
3,142 vezes a differenca dos quadrados dos raios.

107 .—Quando se tratar de medir um figura Y
! composta de arcos de circulos diffe-
rentes e de linhas rectas,.ou uma fi-
K gura Z unicamente composta de arcos
; c‘le circulo, toda a difficuldade se re-
[z e ] dUzird @ medir segmentos de circulo,
Tig. 63 isto €, espacos taes como ABCE

] _ (fig. 70) terminados por um arco ABC.

e pela corda AC. Porque as figurds inteiramente
compostas de arcos de circulo, ou

— de arcos e linhasrectas, podem todas
\ ser consideradas como figuras rectjli-
} z ‘ neas, augmentadas ou diminuidas de
- certos segmentos.
@_‘/ﬂ‘ ‘“--e..\\/! ‘ g
Fig. 69, 108.—A medida de umh segmenta

Arca da co-
rba ou anel oir-
cular, on diffe-
renga de dois
oirculos.

Sepmento & a
por¢iio de cir-
culo compre-
hendida entre
um arco e sua
corda.




gualquer ABCE ¢ facil de achar-se quando sc sabe a
o circulo ; porque, si se tiram as rectas AO e CO

para o centro O do arco, se
E formard uma figura ABCO,
chamada secior, que serd uma
frac¢do do circulo e cuja area
estard para a do circulo como
o arco ABC estd para a cir-
cumferencia inteira, e que por
conseguinte terd por medida
0 (n. 99) a metade do arco A BC pelo
Fig. 70 raio A0 : ora o sector fesiundo

determinado, ndo serd preciso sendo tirar de sua
area a do triangulo ACO para ter a do segmento.

>

109. O comprimento do raio do sector ¢ facil
de medir-se ; o arco, entretunto, que o limita, pre-
cisa ser rectificado para se poder medil-o. Como,
porém, se péde saber o numero de grios que elle
contem, € como evidentemente © seu comprimento
estd para o da circumferencia inteira como 0 nu-
mero de grdos (n) que elle contem estd para o nu-
mero de grdos (3060) contidos na circumferencia,
teremos para rectificar o arco ou medir o seu com-
primento a férmula ;

= R

18¢

tirada da proporefio evidente :

C _n
27 R _360

em que C representa o comprimento procurado,
2zR 0o comprimento da circumferencia, e n o
pumero de grdos do arco que se quer medir em
unidades lineares. .

Seotor ¢ a2
por¢io de cir
culo limitada
por um arco ¢
sua corda,

A
Tein por area
& metade * do
arco rectificado
pelo raio,

Reelifieagio
de
um arco,

A ——

110.—Sendo, porem, a area do sector a men
tade do arco reclificado” pelo raio, teremos, represen-
tando por S essa area:

a

lar 8 awan A
Il & dl'Ceat
e grdos de

o
o

=

5
o
—
=]
(a8

111.—Como acontece muitas vezes que, tratan-
do-se de medir uma figura tal como Y, (fig. 6&) ndo se
tem o centro do arco HIK, e que entretanto sem este
centro ndo se poderia medir a figura, pois que o

-Achar o cen-
tro de um arco
deciroulo qual-
quer,

processo precedente exige o conhecimento do raio,

¢ preciso que procuremos o meio de determinar o
centro de um arco de circulo qualquer.

Seja ABC o arco de «circulo proposto; si

, se tomam 4 vontade

>/'ﬁ dois pontos A e B

. { sobre este arco e

P,\ié- B / destes pontos como

N o T centros se descre-

A vem quatre arcos,

Cdois na parte supe-

AL N / rior, dois na inferior,
N os dois primeiros

NV com um raio qual-

Eﬁ(‘ quer,e os dois outros

) [N ou com O mesmo
ralo, ou com outro

Fig. 71 raio tomado arbitra-

riamente, ¢ claro que o centro procurado do arco
ABC estard (n. 7) sobre a recta OP, que passa
pelos pontos de intersepcdo desses arcos.

Escolhendo depois um terceiro ponto G sobre o
arco ABC, e servindo-nos de B e de (3 da mesma ma-
neira por que nos servimos de A e de B, teremos
uma recta OR, sobre a qual deverd tambem se
achar o centro procurado. Pois, este centro serd o
ponto de intercepcdo O das rectas OP, OR.

i




112.—Assim, qualquer que seja a posicdo re-
lativa de tres pontos, nib
e em linha recta, poder-se-4
sempre ligal-os por um arco
de circulo, ou, o que éa
mesma coisa, qualquer que
s¢ja a grandeza dos lados
AC, BC de um triangulo
ABC em relagio 4 sua base,
poder-se-4 sempre circum-
screver um circulo a este
triangulo, isto €, determi-
nar um ponto equidistante
Fig. 7! de seus vertices.

>

113.—O0 methodo que acabdmos de dar para
circumscrever um circulo a um triangulo sendo
C applicado successivamente a

m differentes triangulos ABC,
AEB, AGB, mais ou menos
elevados em relacdo 4 base

AB, percebe-se que pas-
sando de um triangulo ACB,

N = cujo angulo do  vertice ¢é
g muito agudo, para outros

‘ triangulos AEB, AGB, cu-
jos angulos dos vertices sio

. mais abertos, o centro do

circulo circumscripto se ap-

proxima continuamente de

AB, e que este centro passa

depois para baixo de AB,

quando o angulo do vertice

Fig. 73 AGB attinge a uma certa

abertura. Ora, vendo passar este centro abaixo de

AB, depois de ter visto acima, deve vir a0 espirito,

parece, procurar de que especie deve ser o angulo

AFB ou o triangulo” AFB, (fig. 74) quando o cir-

culo circircumscripto tiver seu centro sobre a
propria base AB,

Para conhecer a natureza do angulo AFB, se
comecard por notar que neste caso particular a
por¢ao do circulo circumscripto ao triangulo deve
Ser exactamente um semi-circulo; com effeito, o

aobh

centro do circulo devendo se achar sobre a base

— 43—

AB, cujas extremidades estdo por hypothese na cirs
cumferencia, o centro C ndo poderd. deixar de estar
situado precisamente no meio de AB, de sorte que
AB serd necessariamente um diametro.

Ver-se-d entdo que de qualquer ponto F do
simi-circulo tirando rectas FA, FB para as extremj-
dades do diametro o angulo AFB ser4 recto. Porque,

tirande FO, os dois “tri-
angulos AFQ, FOB serdo

alao e mmdn w1
1sogceles ; pois os dois an-

TN
. gulos AFO, OFB serdo
respectivamente iguaes
A g aos angulos FAQ, FBO,
0

ou o angulo total AFB
Fig. 74 valerd a somma dos dois
" angulos FAO, FBO;
porem os tres angulos AFB, FAQO, FBO sio an-
gulos do triangulo AFB e valem em somma dois
rectos, portanto o angulo AFB vale um recto.
Assim si se descreve sobre a base AB um tri-
angulo rectangulo qualquer, este triangulo terd a pro-
priedade de ser inscripto n’'um circulo cujo centro
estd no meio da base.

114.—Esta propriedade do circulo, que o an-
gulo que tem seu vertice na semi-circumferencia e
cujos lados se apoiam nas extremidades de um dia-
metro,f¢ sempre recto, leva-nos naturalmente a in-
dagar si as outras partes
do circulo, que ndo o semi-
circulo, nao terdo alguma
propriedade analoga: si,
por_exemplo, os angulos
ACB, AEB, AFB, cujos
vertices estio na circum-
ferencia e cujos.lados se
apoiam nas extremidades
de uma corda qualquer,
isto €, sios angulos ACB,
AEB, AFB, inscriptos
n'um mesmo segmento
. . ) ACEFBA, nfo serdo todos
1guacs entre si, assim como o sio os angulos in-
Scriptos n'um mesmo semi-circulo.

Tig. 75

P%'a certificarmo-nos comecaremos por pro-

Q angulocujo
vertice ostd na
civoumferoncia
¢ ocujos ladog
$8 apoiam nag
extremidades
de um diame-
tro diz-se {n-
seripto num ge-
micirenlo,

Tods o an-
gulo imscripto
num  semicir-
eulo € racto.

Angulos in-
jeriptos nuw
ségmenta,
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curar o valor de um destes angulos e vereimos dépois
si os outros tém o mesmo
c valor.
Tomaremos, por exem-
plo, o angulo ACB cujo lado
CB passa pelo centro do cir-
0 culo ou cujo lado CB é dia-
metro.
A Como jd sabemos medir
um angulo central AOB por
\‘/ meio de seu arco AB (1*
B parte, n. 45) attendendo ser
Fig. 78 este angulo AOB externo ao
‘ triangule ACO e portanto
igual 4 somma dos angulos internos nio a jacentes
{n. 59) serd:

AOB = ACO + CAO

Mas o triangulo ACO ¢é isosceles porque os
lados. AO e CO sdo iguaes entre si como raios do
mesmo circulo, e os angulos da base ACO ¢ CAO
sdo iguaes; portanto, sers :

AOB =25 ACO
Donde vird, dividindo por2 ambos os membros:

I

ACO = - AOB

Ora, o angulo central AOB tendo por medida o
arco AB comprehendido entre seus lados, o angulo

inscripto ACO ou ACB ters por medida a metade do

arco AB comprehendido entre seus lados.

115.—Medido o angulo ACB, para saber se
elle é igual a cada um dos outros angulos que tém
Seu vertice no mesmo segmento, ¢ preciso examinar
se um destes angulos tomado 4 vontade, AEB, por

PaPara. |

€xemplo, ¢ tambem a metade do angulo central

w@-

AOB. Ora, o angulo AEB tem o eentro do circulo
E ' .entre seus lados; entdo ti-
rando o diametro ED, ser4

AEB = AED + DEB

v Os angulos AED e DEB
10 | em que o angulo AEB se de-
/ compde, estao nas condigGes

dn 01‘1{1’)‘10

c angulo ACB do numero

precegente: témum lado pas-

y B sando pelo centro do circulos
D portanto cada um delles tem

Fig. 77. para valor a metade do arco
que lhe corresponde, e 0 angulo AEB tém para valor

A

a metade do arco AD mais 2 metade do arco DB ou’

simplesmente a metade do arco todo ADB, que mede
o angulo cental AOB.

116.—5i examindmos o caso do angulo inseri-

pto ter 1° um de seus lados passando pelo ‘centro,

2° 0 centro entre seus lados, devemos examinar si,

quando o angulo, como AFB, tiver o centro do cir-

culo féra de sua abertura e de um de seus lados, terd

ainda por medida metade do arco AB comprehen-
dido entrejseusflados.

/ Certamente que sim.

Neste caso o angulo AFB

/ nfo serd ‘mais que a diffe-

ren¢a entre DFB e DFA,

D| 0 F A
a sua medida portanto ndo
A serd mais do que a metade
\ da differenga do arco DB e
\_/ do arco DA, isto €, a me-
8 tade do arco,AB, que mede

Fig. 78. o angulo central AOB.

117 .—Depois de ter visto que qualquer angulo in-
scripto ABE (fig. 79) tem sempre por medida a metade
do arco AE comprehendido entre seus lados, e saben-
do-seque a grandeza de um angulo ndo depende da
grandeza de seus lados esim da maior oumenor incli-
naco que elles tém entre si, ¢ facil de reconhecer
que augmentando o angulo ABE successivamente, de
modo a passar pelos diversos estados de grandeza

o

Angulo in-
seripto 8 o que
termn  geu  ver.
tice na cireum-
ferencia @ sous
lados s&o cor-
das.

Tem sempre
pormedida me-
tade do arce
comprehendide
entre aecus Ia.
dos.

B assim to-
dos os angulos
inscriptos num
segmento aBo
iguaea.
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ABE,ABF,ABG,ABH...as suas medidas sempre se ob-

terfo tomando suc-

. cessivamente a me-
/ tade de AE, de AF,
/ / de AG,de AH... e
/ / ue os valores
P/ essas medidas irfo
/ crescendo, a des-
peito do decresci-
/ .~ menta das partes
4~ EB,FB, GB, HB...
- deum de seus lados,

d ou 4 propor¢éo que
o ponto E vai se
approximando do

ponto B. Ora,

—

G

gt
\\
S

\ vier a coincidir
com o ponto B,
o elemento E B
Fig. 79 terd desappareci-
do, mas o lado do angulo terd uma posicio
notavel, BX, em relagfo ao circulo: tocard a cir-
cumferencia em um unico ponto, e por esse mo-
tivo terd o nome de langente. Neste momento, o
angulo ABE, primitivamente inscripto, isto €, for-
mado por duas cordas, passard a ser um angulo
ABX formado por corda e tangente e terd ainda por
medida a metade do arco AEFGH... B.

118.—A tangente a um circulo goza da impor-
tante propriedade de ser perpendicular ao raio que
passa pelo ponto de contacto. Com effeito a recta AB,

sendo tangente
ao circulo, toca
a circumferencia
em um sé ponto
C e tem todos
0S outros pontos
féra do circulo;
de maneira que
o caminho mais
- curto do centro
) dtangente é mar-
Tig: 8 cado” pelo raio

o

quando o ponto E -

Tangente & a
recta que toea
4 pirenmferen-
cia apenas em
um ponto, oun
que tem com a
circumferencia
um unico ponto
de contacto.

Q angulo for-
mado por covda
e langente &
chamsdo angu-
lodo segmentu:
& medido pela
metade dn arco
do segmento.

A tangente é
perpendicular
a0 exiremo do
raio que pnssa
pelo ponto de
contacto.

0C, o que equivale a dizer que QC ¢ perpendi-
cular a AB ou vice-versa,

119. —Por esta propriedade da tangente ¢
tambem facil de provar que todo o angulo formado
por corda e tangente como ABX on ABY tem por
medida metade do arco ACB ou ADB de segmento

. por elle abrangido.

: Porque o angulo ABX

¢ a somma do angulo
inscripto  ABC, cuja
medida é a metade de
AC, e do angulo recto
BX que émedido pela
metade da semi-cir-
cumferencia CEB. O

. angulo ABY ¢ a diffe-

/ renca entre o angulo
Y recto CBY, medido
pela semi-circumferen-

: Tig. 81.
cia CADB, ego angulo inscripto CBA, medido pela

metade do arco AC.

120.—Das propriedades precedentemente es-
tudadas podem ser deduzidas outras propriedades
notaveis do circulo, e de grande utilidade,

Para proceder por ordem na descoberta destas
novas propriedades, comecaremos por observar que
por serem iguaes doisjangulos quaesquer EDC,

: EBC, que se apoiam sobre o
IMEesmo arco, segle-se que os
triangulos DAE, BAC tém
os angulos iguaes, isto ¢,
(1* parte, n. 36, theorema de
Thales) sfo semelhantes.
Estes triangulos sdo equian-
gulos, porque os angulos
EDC e EBC, que tém a
mesma medida, metads do
Pig. #2. arco EC, sdo iguaes; os an-
gulos DEB e DCB, que tém a mesma medida, me-
tade do arco DB, sfo tambem iguaes; e os terceiros
angulos DAE e BAC sfo iguaes como verticalmente
oppostos ou em virtude da propriedade estabelecida
na 1° parte n. 35, ' '

Propriednde
de duas cordas
que se Inter-
ceptam.,
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Ora,em triangulos equiangulos e portanto seme-
lhantes, os lados homologos, isto €, oppostos a
angulos respectivamente iguaes, 540 proporciondes,
portanto, o lado EA, que se oppde ao angulo EDA,
estd para o lado AC, que se oppde ao angulo ABG,
assim como o lado DA, que se oppde ao angulo
DEA, estd para o lado AB, que se oppde ao angulo
ACB, isto é:

EA _ DA
= e (1)

AC — AB

O que prova que, n'um circulo, dudgs cordas
quacsquer s¢ co’ tam em paries inversamenie proporconaes;
ou, attendendo que a propor¢do (1), pela propriedade
fundamental, péde-se escrever :

EA < AB = AC < DA

fica provado que, quando n'um circulo duas cordas
quaesquer se cruzam o reclongulo consitruido sobre as
partes da primeira ¢ igual ao rectangulo cousiruido sobre
as paries da segunda.

1221.—Se as duas cordas BE e DC se cor-
tassem perpendicularmente e uma dellas fosse um
diametro DC, é claro que

B as duas partes AB ¢ AE da
outra corda BE seriam

iguaes entre si; de sorteque |

‘ A - a propriedade precedente dimewro ¢ a

se enunciaria assim, neste Xopemdioular

caso particular: si sobre um poato & cir-
N . cumiarencia go-
diametro DC de um circulo o um iame.
' se levanta uma perpendi- ®ro
E

cular AB, chamada ordenada

Fig. 83. ao diametro, essa ordenada

serd média proporcional aos segmentos do diametro,

isto é, serd:

AD _ BA
BA ~ AG

—79 —
ol, pot sett

BA? = AD =< AC -

teremos este outro enunciado: ¢ guadrade conisruido
sobre uma ordenada a wm diamelro é equivalenie ao rectan-
gulo construido sobre os segmentos do mesmo diametro.

122.—Esta propriedade fornece um meio facil

de transformar um rectangulo em um quadrado. Seja

I ACFE o rectangulo pro-

B - (B, posto; prolongar-se-4 AC

“, atéD, de modo que seja

v AE=:AE, e descrever-se-4

t o semi-circulo DBC cujo

diametro seja DC.

Prolongando depois o

p lado EA até seu encontro

Fig. 81. com a semi-circumferencia

ter-se-d em AB o lado do quadrado procurado
ABGH, equivalente ao rectangulo dado ACFE.

=

A H

1223 .~—Este problema € muitas vezes enun-
ciado desta outra maneira: achar uma recta que seja
média proporcional a duas outras dadas; & que evi-
dentemente equivale a determinar a ordenada AB ou
o lado do quadrado por meio dos lados AC e AE do
rectangulo.

124.—Péde-se ainda achar uma média pro-
porcional entre duas rectas de uma outra maneira
deduzida da propriedade do circulo explicada no
PR n. I121. Supponhamos que

> AC seja a maior das duas
rectas dadas, e AD a menor;
levantar-se-d BD perpendi-
culara AC, e o ponto B em
que ella encontra a semi-

Fig. 8. circumferenciatracadasobre
AC como diametro, dard a recta AB média propor-

cional entre AD e AC. Porque, tirando BC ¢é claro
que o triangulo ABC serd rectangulo em B. Pois este
triangulo serd semelhante ao rectangulo ABD, por
ter o angulo ABC = ADB como rectos, o angulo A
commum, e portanto o terceiro angulo ACB = ABD.

B'mediapios
porcional aow
segmentes do
mesmo diame-
tro.

Transformar
um radsngulo
em  um qua-
drado.

Achara recta
que ¢ média
proporcional a
duas outras.
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Mas, em triangulos semelhantes os lados homo-~
logos,listo €, os lados oppostos a angulos 1guaes, sdo
proporcionaes, entfo serd:

AC _ AB
AB ~ AD

isto é, AB (catheto do triangulo rectangulo) é média
proporcional entre AC (hypotenusa) e AD (segmento
da hypothenusa correspondente ao catheto AB).

125.—Si se quizesse transformar uma figura
rectilinea qualquer em um quadrado, nfo seria pre-
ciso, para reduzir este problema ao do n. 122, sendo
fazer desta figura um rectangulo equivalente; o que
seria muito facil, porque as figuras rectilineas ndo
s@o mais que rédes de triangulos, e cada triangulo
sendo a metade de um rectangulo da mesma base e
da mesma altura, todos os rectangulos provenientes
dos triangulos ndo serdo mais que um 86 rectangulo
dando-se-lhes a todos a mesma altura.

126.—As figuras cujos contornos encerrarein
arcos de circulo, poderdo tambem ser transformadas
em quadrados equivalentes, quando se tiver medido
o comprimento dos arcos de que elles se compu-
zerem; porque entfo poder-se-d transformar estas
figuras, como as rectilineas, em rectangulos e estes
em quadrados.

127.—0 calculo, entretanto, supprindo as
construccdes graphicas, em geral morosas, a que ddo
lugar as transformac@es indicadas nos dois numeros

recedentes, ensina-nos a executal-os com. a maxima
lt)n‘evidadc: e todo o rigor. E’ assim que, sendo dada a
figura que se deseja transformar em outra equiva-
lente, estabelece-se uma igualdade (equacgdo) entre
as suas areas, uma conhecida e outra desconhecida.

Para fixar as idéas, tomemos alguns exemplos:

1.° Transformar uwm pentagono dado em um qua-
drado.—Dado o pentagono, qualquer que elle seja,
sabemos determinar a sua area; seja de o,»?3589.
Transformal-o em um quadrado ¢ achar o quadrado
equivalente, isto é, o quadrado que tenha a mesma

Qualquer ca-
theto & média
proporeional
entre a hypn-
fexuga e o se-
gmenio corres-

pondente.

Transformar
wma flgura re-
ctilinea em um
quadrado.

Applicagles.

o

,5__‘;:%“

R =

B

I

— 81—

aréa que a do pentagano ; mas, para construir este
quadrado basta conhecer o comprimento de um lado,
c(])ue, emquanto ndoconheco, represento pela lettraw.

ra, a area do quadrado, cujo lado éw, é x*, que
deve ser igual 4 area 0,"?3589 do pentagono, isto é,

x? = o, 3589'

Extrahindo a raiz quadrada a ambos os mem-
bros, vird :

X = l/o,3589

ou

2.° Transformar o mesmo pentagono em um trian-
gulo eqmialerg.—Ora, a area do triangulo iquilatero

, a —_—
(n.g1) é n . l/ 3 em que arepresenta o lado;

a area do pentagono é 0,"?3589 ¢ para que o trian-
gul(ﬁ seja equivalente ao pentagono é preciso que se
tenha :

q2 J—
-—4—"V 3:073589

Para resolver esta equacdo, isto é, para que «
fique sosinho no primeiro membro, é preciso pri-
meiro multiplicar ambos os membros por 4, o
que d4 :

a? .El/_3 = 4 >< 0,358g

Depois, dividir ambos os membros pela l/_?a_,_
o que'dd :
1 ’
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_4><0,3589
- v

V -t

Finalmente, extrahir a raiz de ambos os mem-
bros, o que d4 :

a?

ou
a = Vﬂ =V 0,8288 =: 0,"g1

. E conhecido o lado do triangulo equilatero, ¢é
facil construil-o.

8° Transformar o circulo de raio — 0,"75 no qua-
dradn equivalente.—A area do circulo ¢ <R2 ou, para
0 caso de R =0,75 serd  >< 0,75% ou 3,142 >< 0,752
Chamando x 0 lado do quadrado pedido teremos :

x%= 3,142 >< 0,752

donde

X = E/ 3,142 >< 0,752
ou

X = 0,75 < ﬁ/ 3,142
ou ainda

X = 0,755 1,772 = 1,329

128.—Tira-se ainda da propriedade do cir-
culo explicada no numero 120 um processo bem facil
para fazer um quadrade que esteja para um qua-
drado dado n'uma razio dada, ou, em outros termos,
construir um quadrado que se contenha ou seja con-
tido em outro dado, como um numero qualquer m se

Um quadra-
do que egieja
para outren
muma  rawio
dada.
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contem ou ¢ contido em outro numero p: problema
cuja resolugdo ficou promettida no numero 80.

Pelo calculo, este problema resolver-se-ia com
extrema presteza, pois bastaria determinar o termo
incognito da proporcdo

x2 m

a? T

em que ¢ representa o lado do quadrado, ¢ % o lado
do quadrado pedido.

A resolugdo, entretanto, deste problema, apenas
¢ com os recursos da Geome-
<] tria, exige mais de uma ope-
o racdo graphica. Supponha-
o mos, por exemplo, que se

il queirafazer um quadrado que

/ “x|E esteja para o quadrado ABCD
~ como a recta M estd para P,

D

“>=.1 deu na 1* parte, n. 38, o lado

_© CB de maneira que CB esteja

'L — para BE assim como a recta

M para a recta P; tirando de-

Fig. 86 pois a parallela EF a AB, o

" rectangulo ABEF terd a mes-

ma superficie que o quadrado pedido; pois ndo se

tratard mais do que transformar este rectangulo em
um quadrado equivalente.

129.— Semelhantemente, querendo-se fazer
um polygono HIRLM que esteja para um polygono
semelhante ABCDE na ra-
zdoda recta M paraa recea
P, comecar-se-4 por fazer

k sobre o lado AB dojpoly-
gono dado ABCDE o qua-
drado ABGF'; depois se
procurard um outro qua-
drado HIOQ que esteja

£ Brwm Qo para o quadrado ABGF
Fi. 87 como a recta M esta para

° P. E entdo descrevendo so-

bre o lado HI deste quadrado um polygono HLKIM

Dividir-se-4, como se apren~

Unipolygono
que esteja
numa razio da-
da com outro
senicihante,
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semelhante ao primeiro, este novo polygono serd
o pedido. Esta construccdo se baséa evidentemente

na proporcdo do numero g7 da 2* parte.

Qi fogee dada a relacio numerica das duas areas
o1 I0SSE 4ada a reiagao numerica das auas areas

?
isto é, si nos propuzessem construir um polygono
que fosse os 4/; de um outro dado, bastaria sobre
os */; do comprimento de um seus lados construir
um polygono semelhante ao dado, lembrando que
4 ¢ g sdo os quadrados de 2 e 3, ou que 2 e 3 580 as
raizes quadradas de 4 e g.

130.—Si se quizesse fazer um circulo cuja
area estivesse para ade um circulo dado como M
para P, seria preciso construir um quadrado que
estivesse para o quadrado do raio do circulo dado,
como M para P, ¢ o lado deste novo quadrado seria
o raio do circulo pedido.

Pelo calculo, bastaria resolver a equacio :

=x2 m x2 m
—= == — 0 —p = ——
':r];{2 p R’ p

131.—Voltando ao numero 120 e reflectindo
sobre a lei, que entfo instituimos, e segundo a qual
duas cordas se interceptam n’um circulo, é natural
que indaguemos si esta lei subsistird ainda no caso
em C{ue as duas cordas ndo se interceptam, nem sdo
parallelas, isto é, no caso em que, prolongadas, se
encontram em um ponto A, féra do circulo, como
BC ¢ ED.
Ora, ligando os pontos B e E,
C ¢ D, ficam claramente for-
mados dois triangulos ACD,
ABE, semelhantes, por terem o
angulo A commum, os angulos
C e E iguaes como angulos in-
scriptos que tém a mesma me-~
dida, metade do arco BD; seus
lados homologos sdo pois pro-
porcionaes, isto é,

AE AB

O

Fig, 88, A
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O que prova que as secantes AE e AC sdo inver-
samen'e proporcionaes ds suas paries ewbernas.
_ Mas, a proporg¢do (1) pdde se escrever desta ma-
neira: ,

AE >< AD = AC < AB

O que prova que o reclangulo consiruido sobre
wma secanle (Af}) ¢ a sua parle cxierne ¢ equivalente ao
reclangu'o construido sobre a outra sccanie e a sun parte
esterna, quando estas secantes concorremem um
ponto féra do circulo.

132.—8i imaginarmos a secante AC tomando
um movimento de rotacfo em torno do ponto A,
os pontos B e C irdo se approximando ¢ em todas as
posigdes da secante AG, durante esse movimento,%a
proporc¢éo supra serd verdadeira; portanto, quando
a secante AC se reduzir 4 tangente AF, ter-se-d:

AE _ AF
AF ~ AD
ou

AF? = A E > AD

Isto é, a tangente ¢ media proporcional entre a se-
cante ¢ a sua parte externa, ou pPOr OUtros termos, o
quadrado construido sobre a langenie é equivalente ao
rectangulo ¢ nsiruide sobre a secante ¢ a sua parle ex-
terna.

13 3.—A proposicdo supra nos ensinando a
determinar o valor do quadrado da tangente; néo
nos ensina, entretanto, a tirar esta tangente de um
ponto, isto é, nfo nos ensina a determinar o ponto
de contacto. Para isto, porém, basta lembrar que a

i
i
i
i
i
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tangente é perpendicular ao raio que passa pelo
ponto de con-

tacto, Assim
ndo se tratard
mais do que
determinar
um ponto F
tal que o an-~

| gulo OFA
| \ seja recto.

tdo sob ' . ' .
. Q}_?f; aocqoomr 2 | Da medida dos volumes e das superfieies dos corpos

Fig. 89. diametro,des—
creva-se  um semi-circulo que cortard a circumfe-
rencia dada no ponto procurado,

5

QUARTA PARTE

Pelos principios estabelecidos nastres primeiras
! partes deste curso, vimos que a medida ¢ « compa-
3 ragdo das dreas das superficies planas, lmitadas por
i linhas 1eclas ou curvas, reduz-m se sempre a simples
[ comparagdes de linhas reclas; que para determinar a
drea de uma figura, rectilinea, curvilinea ou mixta,
i basta operar _sobl"e certas linhas rectas, que consti-
b tuem determinados elementos da figura considerada.
3 E’ natural que agora nos occupemos da medida
!
k

dos volumes, isto €, das por¢des de espaco occupadas
por um corpo, ou das extensdes limitadas, e que tém
tres dimensdes, comprimento, largura e profundidade.
A medida da por¢do de espaco occupado por um
corpo foi sem duvida tambem uma das primeiras
necessidades para as quaes se volveu a attencdo dos
geometras. Questbes da vida pratica, quotidiana,
como estas: saber quantos tijolos sdo precisos para
fazer um muro de 15" de comprimento, 1,70 de
altura e o™,22 de largura; saber a porcdo d’agua que
ke pode ser contida em um reservatorio circular de
certa profundidade; a por¢do -de ar contido em uma
sala, e mil outras questdes deste genero levariam
qualquer pessoa a esta nova ordem de investigacées.
Para estudar as extensdes que tém tres dimen-
soes (volumes), da mesma maneira por que estu-
ddmos as extensdes dotadas apenas de duas dimen-




sdes (superficies), comecaremos por examinar as

férmas dos esapagos completamente terminados por
planos, chamadas poelyedros.

13 4..—Para medir a extensfio de uma superficie,
isto é, para determinar a sua drea, ou a sua quadra- Nogtio
tura, tomémos sempre um quadrado para termo de a unigise o
comparacio. Para medir o espaco occupado por um  Velume.
corpo, isto é, seu volume, devemos tambem tomar
para termo de comparpgéo, um volume bem simples,
facil de ser concebido, como o cubo, que é a porgédo

de espago, tal como X, que tem

0 comprimento, a larguraea pro-

fundidade ou altura iguaes entre

, / ( si, ou que ¢é uma figura termi-

i) ul’MJ"I wwelhy  Cubar um corpo ou achar a sua

-7 cubatura ¢é determinar o seu vo-

Fig. €0, lume, ou ver quantas vezes o es-

pago por elle oecupado contém ou” é contido em um
um cubo tomado por unidade.

O cubo sendo uma figura regular, bem facil de
ser concebida, para se fixar na mente o seu tamanho,
o seu volume, basta fixar o tamanho de uma de suas
dimensdes que sZo iguaes entre si.

Bem concebida a férma de um cubo qualquer,
todo o mundo fard idéa perfeita do que seja wm cubo
de um melro de aresta, entendendo-se por aresta o lado
de um dos quadrados que formam as faces,

D’ahi provém a variedade de uuidades que
podem ser tomadas para a avaliacdo dos volumes.

Na avaliacdo das superficies temos o metro qua-
drado, o decimetro quadrado, a vara quadrada, o
kilometro quadrado, o palmo quadrado... emfim um
quadrado tendo para lado uma unidade linear, Na
avaliagdo dos volumes temos, semelhantemente, o
metro cubico, o decimetro cubico, a vara cubica, o

palmo cubico... emfim um cubo ‘tendo para aresta
uma unidade linear,

nada por seis quadrados perfei-
tamente iguaes, chamados fuces
do cubo.

135.—Fixada a nogdo da unidade de volume, voume do um
comecemos por indagar como se poderd medir o vo- eubo,
lume de umgrande cubo, com um pequeno. |

B A e LA A we e

A analogia desta questfo com aquella em que
se tratou de instituir a drea de um quadrado, dar-
nos-d um meio facil de leval-a a effeito. ]

Supponhamos, por exemplo, que a aresta do

cubo que se quer medir contenha 5 vezes a do menor,
i tomado por uni-

v dade. Dividamoso
cubo em 5 cama-
v < ] das, no sentido de
= i V | uma de suas faces.
S H] T | Cada camada terd
W“WWH -1 |~]espessura igual a
.| | do pequeno cubo.

<1 L1 As" bases destcells

-1 | camadas contendo
,,/ 5 vezes 5 vezes
b // uma das faces do

pequeno cubo,
' cada camada con-
' terd 5 vezes > pe-
Fig. 9L, quenos cubos.
Pois as 5 camadas conterfo em somma 5 vezes
5 vezes 5 pequenos cubos: multiplicaciio que, como
se sabe, se indica 53. )
Seguindo o mesmo caminho, e attenc!,e_ndo qug
2 vezes 2 vezes 2 fazem 8, que 3 vezes 3 vezes
fazem 27, etc., ver-se-d que si qualquer das arestas
onsid ivess do pequeno
do cubo considerado contivesse a aresta do peq

L2 34, 5 6 7, 8, g vezes,
o cubo considerado conteria:
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343,512, 729 pequenos cubos.

D’ahi ¢ que vem a dizer-se que 8 é o cubo de 2,
27 o cubo de” 3, 64 o cubo de 4, etc., ISItO é, 0 nu:
mero de pequenos cubos (unidades de vg ume) C(z)gs
tidos em um grande cubo, cujo lado € 2, 3, 4... ve
° Iad%odrga%ed%ule)g? unidade o decimetra cubico, IStJO é,
um cubo tendo para aresta um decimetro, o deca-
metro cubico, isto €, o cubo que tem para aresta um
decametro ou 100 decimetros, terd necessariamente
100><100 >< 100 ou 1000000 de decimetros cubicos.

Tomando por unidade o palmo cubico, isto [;3‘, )
cubo que tem para aresta um palmo, a vara cubica,

12




isto é, o cubo que tem para arestauma vara ou 5

palmos, terd 5 >< 5 > 5 ou 5% ou 125 palmos cubicos,
ete. .

136.—O0s volumes,porém, que mais commum-

mente se tem a medir nfo sfo limitados por seis

quadrados iguaes, como no caso do cubo, tambem

chamado hexaedro regular; mais geralmente sdo limi-

tados por seis rectangulos ABCD. CBGF, CFED,
 DEHA, GFEH, ABGH.

===4" S#o entdo chamados paral-

ABGH, DCFE, chamados

bases do parallelepipedo, e

” " faces; as faces oppostas

AHED e BGFC, ABCD e

1 lelepipedos  rectangulos; sdo
lateralmente por = quatro

B limitados nas suas extremi-
outros rectangulos, que tém
[ T—
_/"“

! dades por dois rectangulos
H g particularmente o nome de

| SA—— s
A B HGFE, conservando em
- todos os seus pontos a mes-
ig, 92. . h
ma distancia uma da outra

sdo chamadas faces parallelas, da mesma maneira que
as linhas foram denominadas linkas parallelas quando

conservavam em toda a extensio a mesma distancia

entre seus pontos.

137.—Para medir o volume de um parallele-

. pipedo rectangulo ¢ natural que se deva seguir a

mesma marcha que seguiu-se para medir o volume

Volume do
parallelepipedo
rectangula,

do cubo, que nfo € mais que wmn paiallelepipedo -

rectangulo cujas arestas sdo todas iguaes entre si.

Comecar-se-d, pois, por medir separadamente o
comprimento BG (fig. 93), a largura AB e a altura
AD, quer em metros, quer em decimetros, quer em
centimetros, etc.; multiplicar-se-80 0s tres numeros
achados, e o producto exprimird o numero de metros
cubicos, ou de decimetros cubicos, ou de centimetros
cubicos, etc., contido no parallelepipedo.

Exemplifiquemos, Supponhamos que o compri-
mento BG seja de 4 metros, a largura ABde 5¢ a
altura ADde 6,
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. Arecta AD sendo dividida em 6 partes iguaes,
tiremos por cada um dos pontos de diviso planos pa~
E p ralellosd base: o parallele-

/ pipedo ficard- assim divi-

L7 dido em 6 outros paralle-
/4/ & ilr lepipedos, tendo cada um
D : 4 metros de comprimento

N

¢ (BG), 5 de largura (AB) e
1 de altura (Aa).

Dividamos o lado BG

G ¢m 4 partesiguaes, e pelos

pontos de divisdo tiremos

planos parallelos 4 face

ANINAN
ANANAN

N\
N\

5 anterior ABCD. Cada um
A 8 daquelles 6 parallelepipe-
Fiz. 03 dos ficard dividido em 4

outros, tendo, cada um destes, 5 metros de largura
AB), 1 metro de altura (Aa)e 1 metro de compri-
mento (Bb).

Dividindo, emfim, a aresta AB em 5 partes iguaes
¢ pelos pontos de divisdo tirando planos parallelos 4
face lateral BGFC, ficard cada um dos 6 ><4 ou dos
24 parallelepipedos, anteriormente "determinados,
decomposto em 5 outros parallelep‘iipedos rectangu-
los de 1 metro de comprimento, 1 de largura e 1 de
altura, isto é, em 5 cubos de um metro de aresta.
Pois o parallelepipedo considerado conterd 6><4><5
ou 120 metros cubicos

138.—De modo que, qualquer que seja o com-
primento @ de um’ parallelepipedo rectangulo, a sua
largura b e a sua altura ¢, obter-se-d4 sempre seu
volume

xr

V = a. b. c,

produclo dos comprimentos de tres aresias contiguas.

- Mas, o producto do comprimento pela largura
do parallelepipedo dd a area do rectangulo que lhe
serve de base ; de modo que tambem se pdde dizer
que o volume do parallelepipedo reetangulo é o producto
da area da base pela aftura ; entfo representando por
B 7 area da base, por H a altura, serd o volume

V=BxH




13 9,—Péde-se conceber o cubo ou um paral-
lelepipedo rectangulo qualquer como gerddo por um
quadrado ou por um rectangalo ABGH (fig. 92) mo-
vendo-se parallelamente a sI mesmo de modo que
dois de seus vertices oppostos A e Gou B e H per-
corram cada um os pontos de uma das duas rectas
AD e GF ou BC ¢ HE perpendiculares ao plano do
rectangulo ABGH ; este retangulo, pelo movimento
que acabdmos de imaginar e que se denomina
movimenlo de translagde, gerard o parallelepipedo
ABGHDCTE.

140.—E' quasi inutil advertir que por uma
rectu perpendicular @ win plano enteade-se uma recta
que, cahindo sobre este piano, nfo se inclina mais
para um lado do que para outro. E que seme-
lhantemente, um plano que, cahindo sobre outro,
no se inclina mais para um lado do que para
outro deste plano, lhe ¢ perpendicular : estas duas
definicbes sdo analogas a que demos de uma recta
perpendicular 4 outra.

Da primeira dessas definicdes deduz-se que toda
a recte A8, que é perpandicular o wm plano X. deve sor
perp neicular a qulquer outra AG, AD, AE, ete, que
passar por sew pé neste plano,

Com effeito, é evidente que
si clia se inclinass: sobre uma
destas, inclinar-se-ia para um
lado do plano ; pois nio poderia
ser-lhe perpendicular. Para con-
cluirmos que umarecta AB e um
plano X sao perpendiculares ~n-

tre si basta, portanto, reconhe-
. cermos ser a recta perpendicular
Fig. o1 a duas outras exiStentes no plano

o e conduzidas pelo seu pé.

Da defini¢do de plano perpendicular a outro,
Scjuc-se que para um plano ser perpendicular a
outro basta que elle contenha uma recta perpendi-
cular a esse outro. l

141.—Dois planos que se interceptam dividem
0 cspagco em quatro partes, cada uma das quaes tem

Gerario  do
parallelépipede
rectangulo.

Reeta per-
pendicular  a
nm plana,

Plano  per-
pendicular o
aulro.

Propricdade
du perpendi-
cular & um
plane,

Cundigles
para uin plano
ser perpendi-

walar A euing.

Nogio de an-

gulo " diedio ¢

a denommag_ao de angulo diedro : assim angulo diedro
: ¢ a por¢éo in-
definidaldo es-
paco compre-
hendida entre
dois planos
que tém um
Q limite com-
mum; os dois
planos cha-
mam-se faces
do angulo, e
o seu limite
commum de-
nomina-se
aresta.
Q; {Iﬂﬂl)‘il’larn
M - AR 1
Fig. 95 mos o plano
MN, quecorta
o plano PQ segundo a recta AB, a principio coinci-
dindo com PQ e depois insensivelmente girando em
torno de AB, no sentido da flecha, estes dois planos
irdo formando diversos angulos diedros correspon-
dentes a cada posigdo do plano MN em relacio a PQ.
Durante a rotacdo do plano MN em torno de
AB, a perpendicular CD 4 intersecgdo commum ird
formando com a sua primitiva posicfo, angulos re-
ctilineos que marcardo as inclinagdes relativas dos
dois planos, sem deixar de ser pependicular a AB.
Este angulo rectilineo, formado por duas per-
pendiculares, CD, CE, 4 aresta AB de um angulo
diedro QABN e tiradas por um mesmo ponto C
desta aresta, ¢ cada uma em uma das faces do an-
gulo diedro, denomina-se angulo plano correspondente
ao angulo diedro ¢ ¢é a sua medida natural.

14.2. <Quando tres ou mais planos concorrem
todes n’'um ponto e se interceptam dois a dois for-
mando angulos diedros, a por¢io indefinida do espago
comprehendida por elles tem o nome de angulo po-
lyedro, O ponto de concurrencia dos planos denomi-
na-se verice do angulo polyedro; os angulos planos
que o formam sdo as faces, e as linhas de intersecgdo

LRl Sal) &S [y

estas as arestas.




Os angulos polyedros recebem os nomes parti-
culares de angulos #r4edros, letraedros, pentaedros, etc.,

conforme so formados por tres, quatro, cinco, etc.,.

faces.
Feita esta pequena digressdo, voltemos ao assum-
pto capital de nossas investigagGes. '

143 —Retomemos o parallelepipedo rectan-
gulo ABGHDCFE da figura g2. Pelas diagonaes de
suas bases ABGH e DCFE facamos passar um plano
ADFG; este plano dividird o parallelepipedo em duas
partes ou em dois outros corpos iguaes entre siem
volumes ¢ chamados prismas triangulares : tém para
bases dois triangulos e para faces tres rectangulos,
iguaes respectivamente cada um a cada um.

Pela geracdo do parallelepipedo se concebe facil-
mente a equivalencia dos dois prismas. A diagonal AG
(que néo foi tracada na fig. 92) dorectangulo ABGH

divide-o em dois
,Ul

,ﬂ F/qF triangulos ABG e

AGH, perfeita-
A

£

mente iguaes; e no
( movimento de
’1 I translagdo do re-
I ctangulo ABGH
para gerar o paral-
lelepipedo,cada um

13

des'tes triangulos

gera um dos pris-

A
1
\
Tt W
L Y
)

T

=

mas triangulares
ABGDCF e AGH

DFE (fig. ¢6).

Fig. 96.

144 .—Nem sempre um parallelepipedo tem
para bases dois rectangulos e as arestas lateraes sdo
perpendiculares ds bases; casos ha em que as bases
sdo apenas dois parallelogrammos iguaes e as arestas
lateraes sio ainda perpendiculares ds bases; em taes
casos o parallelepipedo denomina-se parallelepipedo

s I
elo movimento de translagdo

,.(

r
recto; € entdo gerado

L

alagrs ~ AD
Ci08Iallinoe Ab-

Divisde do
parallslepipedo
e dols pris-
mas  triangu-
lares equiva-
lentes.

FParallelipipedo
recto,

ASRPTR

CD. Transformenmos este parallelogrammo em um
o’ ) o ¢ rectangulo equivalente ABC
7 D', e concebamos a figura
ABCD’ em uma segunda po-
sicdo parallela 4 primeira,
depois de um movimento de
translacdo ao longo de duas
A B :

N perpendiculares ao plano do

. e or apel levantadas por dois
vertices oppostos, A e C, por exemplo.

Neste movimento, o parallelogrammo gerard um
parallelepipedo recto, o rectangulo gerard um paral-
tebepipedo ~ rectangulo ; os dois  triangulos iguaes
ADIY e BCC' gerarfio dois prismas triangulares iguaes,
um 4 direita ¢ outro 4 esquerda; a figura toda ABCD’
gerard um prisma quadrangulor recto.

. Sideste prisma quadrangular tirarmos o prisma
triangular da direita, ficard o parallelépipedo rectan-
gulo; s1 tirarmos o prisma triangular da esquerda,
ficard o parallelepipedo recto; ora, si de um mesmo
volume tirarmos quantidades iguaes, os volumes res-
tantes deverdo necessariamente seriguaes, ¢ portanto
o parallelepipedo recto ¢ equivalente ao parallelepipedo
rectangulo de base equivalente » da mesma alturs.

D’ora em diante entenderemos por corpos equi-
valentes aqueiles que, affectando férmas differentes,
occupam, entretanto, no espaco indefinido que os
cerca, porgbes iguaes, isto €, t8m volumes iguaes.

146.—Um parallelepipedo pode ter ainda para
bases parallelogrammosiguaes e parallelos, e, entre-
tanto, suas arestas lateraes ndo serem perpendicu-
lares 4s bases. e sim igualmente inclinadas em re-
lacdo ds mesmas bases; entdo recebe o nome de
parallelepipedo obliquo, e seu volume obtem-se pela
mesma regra que a do parallelepipedo rectangulo ou
do parallelepipedo recto: é o producto da area da base

Para proval-o, basta demonstrar que qualquer
parali-iepipedo oblique ABCUKLMN ¢ equvvalente @ um
parallelepipedo recto ABCDEFGH da wesma base e da
mesma olturd. :

Qs dois parallelepipedos se interceptando produ-

Paralielepi:
pedorecto tran-
sformado no
parallelepipedo

rectangule
equivalente.

Parallelepi-
pedo obliquo, e

saa transfor.
maglio nu -pa-
rullelepipedo
recto  equiva-
lente.

i e o i o e g
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zem dois prismas triangulares iguaes, um BLF
g CMG d direita,
outro AKEDNH 4
esquerda; sdo
iguaes estes dois
prismas triangu-
lares porque os
elementos do pri-
meiro sfo respe-
ctivamente iguaes
aos clementos do
segundo, ou por-
que podem ser
concebidos como
gerados pelo mo-
Fig. 08 vimento de trans-
lacfo dos triangulos iguaes AKE e BLF movendo-se
o primeiro ao longo de KN e de AD, o segundo ao
longo de LM ¢ de BC, que sdo arestas iguaes do
parallelepipedo obliquo.

Sida figura total tirarmos o prisma triangular da
direita ficard o parallelepipedo obliquo considerado;
si dafigura total tirarmos o prisma triangular da es-
querda ficard o parallelepipedo recto; ora, de um
mesmo corpo, que é o representado pela figura toda,
tirando-se volumes iguaes, os velumes restantes de-
verfo necessariamente ser iguaes; portanto, o paral-
lelepipedo obliquo é equivalente ao recto da mesma
base ¢ da mesma altura.

Pois, o volume de qualquer parallelepipedo
obtem-se sempre multiplicando-se a area de sua base
pelsil sua altura, isto €, obtem se sempre pela fér-
mula: :

V = B > H.

147 .—Conhecido o volume de um parallele-
pipedo qualquer, e observando-se que no movimento
de translacdo de um quadrado ou de um rectangulo
ou de um parallelogrammo para gerar um parallele-
pipedo recto ou obliquo, os dois triangulos iguaes,
em que se pode dividir por uma diagonal o qua-
drddo ou o rectangulo ou o parallelogrammo, geram

dois prismas triangulares equivalentes, segue-se que

Volume de

qualguer

pa-

rallelepipedo,

Yolume de

prisma
gular,

trian-

st

T 077

o volume de qualquer destes prismas vem aser a me-
tade do volume do parallelepipedo.

Ora, sendo B a area da base do parallelepipedo
e Hsua altura, o volume do prisma triangular serd a
metade de B por H; porém a metade de B ¢ a area
do triangulo que serve de base ao prisma, logo todo o
prisma triangular em por volume o producto da area de
sua base pela sua alituwrg, ou todo o prisma triangular
¢ equivalente 4 metade de um parallelepipedo de
base dupla e de altura igual a do prisma.

wara haeas 11m trianconla on "Or ATfra e gamnra
k}lu‘. G Lo WLl bl l.(-l.l,.JxE uiv Ulnl’ tJUL Uul.l.:l Liv1il Q\.e).l..l"t—ll -
¢ gerado pelo movimento de translacfo de um trian-

] paraﬁelamente a sl mesmo e se-
] guindo os pontos de duas rectas
\ parallelas tiradas no espaco por

- gulo. Pode ser gerado por um
—\ polygono qualquer caminhando
Y

dois de seus vertices ndo conse-

cutives. E' um corpo limitado por
dois polygonos iguaes e parallelos
e por tantos rectangulos (prisma
recto, como Y) ou por tantos pa-
.rallelogrammos (prisma obliquo)
quantos sdo os lados desses poly-
( gonos que lhes servem de bases.

Si o polygono gerador for
por exemplo um pentagono
: ABCDE-(fig. 100) oﬁ

Fig. 99. guir os pontos de duas perpendi-
culares AJ e DG ao seu plano, gerar-se-4 um prisma
pentagonal recto, tal como ABCDEJIHGF.

Si o polygono gerador for o mesmo pentagono
reproduzido em abede (fig. 100) obrigado, porém, a
seguir os pontos de duas obliquas aj e dg ao seu
plano, gerar-se-d um prisma pentagonal obliquo, tal
como abedejihgf. '

Os pentagonos KLMNO e kimno representam
uma das posicGes dos pentagonos geradores em seus
respectiyos movimentos de translacdo, e sio por
conseguiilte respectivamente iguaes ds bases dos
prismas, ou representam secgbes feitas nos mesmos

13

rigado a se~ -

Prismas
em gerals
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rismas por planos parallelos 4s suas respectivas
ases,

A

Ll
"
-

w

54
Fig. 100.
149.—Assim como para avaliarmos a area de  voume de
um polygono ABCDEF (fig. 101) o dividimos wlauer prie-
em triangulos por meio de diagonaes tiradas de um
vertice A para os outros ndo consecutivos, com o
fim de reduzir a instituicdo da area do polygono a

M L
L K
o - ;
! J
F E
e
AL
B C

Tig. 101

do triangulo, assim tambem para avaliarmos o vo-
lume de um prisma o dividiremos em prismas trian-
gulares ABCHIJ, ACDHIK, etc., por meio de planos

"

by oo o

|
i

ool

diagonaes tirados por uma aresta AH e cada uma -
das outras nfo consecutivas. A somma dos volumes
destes prismas triangulares dar-nos-d o volume de
todo o prisma. ) . i )

Ora, o volume de cada prisma triangular sendo
o producto da area do triangulo que lhe serve de base
pela altura commum, o volume de todo o prisma
serd o producto da somma das areas dos triangulos,
em que o polygono de sua base se decompbe, por esta
altura commum.

Portanto, qualquer que seja o polygono da base
0 volume de wm prisma é igual ao producio da area de
sua base pela sua altura

15 0.—Reflectindo-se sobre o estudo que aca-
bdmos de fazer, tem-se que o volume de qualquer
parallelepipedo ou deé qualquer prisma obtem-se

sempre pela seguinte regra: mede-se primeiro em
metros quadrados ou em decimetros quadrados ou
em centimetros quadrados, etc., a area da base do
corpo considerado; depois multiplica-se o numero
achado pelo numero de metros, de decimetros, ou de
centimetros, etc., que a altura desse corpo contém,
e o producto dd o numero de metros cubicos, ou de
decimetros cubicos ou de centimetros-cubicos, etc.,
contidos no espacooccupado pelo corpo, e é por con-
seguinte sua medida.

151.—Quer-se, por exemplo, calcular a porgao
d’agua que pode conter um reservatorio com a férma
de um prisma hexagonal regular de o®,75 de altura
ou profundidade, sendo de 1» o lado da base hexa-

gonal. . .
A area da base do prisma considerado sendo 6
vezes a area do triangulo equilatero de 1™ de lado ¢

igual a
)/ 3
4
Sendo o volume de um prisma V= B x H, ter-se-d!

oua

am-l/—?
2

V = 3.y 3 > 0,75 = 17,046 ou 1946 litros d’agua.

2
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15 2.—Tendo visto tudoo que € concernente

aos parallelepipedos e aos prismas em geral, exami-
v nemos agoraas pyramaes, 1sto ¢,

os corpos limijtados por um certo
numero de trianguios que par-
tem todos de um mesmo vertice

polygonal qualquer.

E’ necessario considerar estas
especies de corpos, néo s6 por-
que se encontram em alguns
edificios como, por exemplo, nas
torres de algumas igrejas e em
outras obras, sendo tambem por-
que todos os corpos terminados
por planos (polyedros, em geral)
podem ser decompostos em py-

| P i02 ramides, assim como as figuras
rectilineas se decompbem em triangulos.

A decomposicdo de um polyedro em pyramides
se concebe facilmente imaginando um ponto qual-
quer em seu interior e tirando deste ponto rectas
para os differentes vertices do polyedro.

Ha no mercado figuras de madeira, de papel, de
arame, etc., que, representando polyedros de diffe-
rentes generos, muito poderdo concorrer para a facil
comprehensio destas e de outras decomposicées.,

15 3.—Distinguem-se as pyramides umas das
outras pelo nome do polygono que lhes serve de base,
assim ha pyramides triangulares, tambem conhe-
cidas pelo nome de telraedos, pyramides quadran-
gulares, pentagonaes, hexagonaes, etc.

tnandeo g nvramide tam nor hacse nim nalvenna
Uandaoc a Tamiac tem por pase uin porygono

regular de qualquer numero de lados e a sua altura,
Isto €, a perpendicular baixada do vertice sobre a
base, cae no centro desta base, a pyramide denomina-
se pyramide regular.

154.— Cortando-~se uma pyramide por um
plano parallelo 4 base, a seccdo determina um poly-
gono semelhante ao da base, ¢ tem-se em ABCDEF
GH o que se chama um troncads pyramide ou uma
pyramide truncada. " '

V e que terminam em uma base

Pyramides.

Suas
especies

Secefio feita
em uma pyra-
mide, .

ey Al

TETEREE
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Para p6r em evidencia a semelhanca do polygono

v ABCDdabase da pyramide com
o polygono EFGH determinado
pela seccdo, basta observar que
achando-se EF e AB em pla-
nos parallelos ndo podem se en-

contrar, e como se acham no

mesmo plano, isto €, no plano
da face triangular VAB, sdo
rectas parallelas entresi. Seme-
lhantemente FG 4é parallela a
BC, GH parallela a CD, HE
parallela a DA.

Os angulos da seccio’ e
. Fig. 103 os da base tendo seus lados
respectivamente parallelos sfo pois iguaes dois
a d%is, isto €, os dois polygonos sdo equiangulos e
Fortanto satisfazem 4 segunda condigdo de seme-
banca; tém lados proporcionaes, De facto, o trian-
gulo VEF ¢ semelhante ao triangulo VAB; entdo

Mas, os triangulos VFG ¢ VBC tambem sdo
semelhantes ; entdo

VF _ FG
VB BC
Comnarando estac duas nroporcdes. que. tém a
Lomparando estag duas proporgoes, que tema
_ VF
razio commum 5 , tem-se :
VD
EF FG
AB = BC

e assim por diante para os outros lados dos dois po-
lygonos.
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4 base ABC pelo vertice V e pelos pontos de
divisao da altura. Fi-
card assim o tetraedo . |
dividido nos ' troncos ‘ |
DEFABC, GHIDEF,

155.— O tronco de pyramide € adifferenca .
entre a pyramide total VABCD, cuja altura é VQ, s arous da

¢ a pyramide parcial VEFGH, cuja altura é VP. ;307
Ora, os triangulos semelhantes VPF e VQB déio a

¢

!
5o . b JKLGHI e no tetraedo |
roporeéo : : |
Propors , ' VJIKL. , |
N Pelos pontos A, D, |

VP VF ‘ G, JeB, E, H K

Vo T VB tirem-se rectas paral- |

lelas 4 aresta VC e .
conduzam-se por estas |
parallelas, tomadas
duas a duas, planos,
que prolongados en-

que comparada com a proporedo (1) dd : . =

EF VP ) , T \ L . contrardo os triangu-
AB ~ Vo (2) ! \N/a‘* \ los determinados pelas
! \ Z secgGes parallelas 4

‘ ‘ 3 AT\ base.
Mas, lembrando que as areas dos polygonos se- e \ \\ v \  Deste modo formam-

melhantes ABCD e EFGH estio entre ‘si como 08 i =y ®se os prismas MNVJ
i isto ¢ ! A KL, OPLGHI, QRID |
quadrados de dois lados homologos, isto é, que | W EF:STFABC, y D | |
,‘ B 10 res ao tetraedro consi-
EFGH EF? ig. 104. derado, e os prismas
= ABCD T TABe “ JKLefl, GHIcdF DEFabC, interiores ao mesmo
ared ! tetraedo; e é evidente que o prisma interior corres-

. pondente a cada tronco é igual ao exterior imme-

em virtude da igualdade (2) serd : ‘ diatamente superior.

157 —Representemos por E, E', E", E" os

2 i . Differenca
arca EFGH _ VP ‘ volumes dos prismas exteriores e por I, I', I' 08 vo- entro as som-
‘" area ABCD VQ2 " lumes dos prismas interiores, e seja D a differenca =% 3%,

entre a somma dos primeiros e a somma dos se- eintorlores.

_ : undos, teremos:
Portanto, as areas da seccdo e da base de uma g ’

pyramide estao entre si como os quadrados das al-
turas das pyramides,total e parcial,que determinam o

D=(E+ E +E' +E")—( + T 41

tronco. O que significa que si VQ contiver VP duas, i ou

tres, quatro, etc vezes, a area da base conterd a *

area da secg¢do quatro, nove, dezeseis, etc vezes. D=E+E +E'4+E"—I—1—1"
e como

o . » € um tetrae-
VABC. Divida-se a sua altura em partes iguaes e droemprismas

tirem-se planos MNV, JKL, GHI, DEF parallelos pmigrer *™

156.—Isto posto, imagine-se um tetaedro [Decowmposigho

EE=LE"=1I e E" =1I", teremos: D — E




~ Istoé, o differenga entre a somma dos volumes dos
prismas exteriores ¢ a somma dos volumes dos prismas
tnderiores a wm letraedro é igual ac prisma emferior que
tem por base o base do letraedro.

158.—Evidentemente, porém, indica-nos a fi-
gura que a porgdo de espaco occupada pelo tetraedro
ou oseu volume ¢ menor que a somma dos volumes
dos prismas exteriores e maior que a somma dos vo-
lumes dos prismas interiores, isto é, o volume do
tetraedro estd comprehendido entre as duas referidas
sommas; portante, quanto menor for a differenca
entre estas duas sommas tanto mais o volume do te-

traedro se approximard de ser igual a qualquer
dellas. Qra. esta differenca. que é reprﬂqt—\nrndn nelo

LT aiS. L a LallvavdiLd e regentacas e

prisma exterior STFABC, pode-se tornar tdo pe-
quena quanto se quizer dividindo a altura do tetrae-
dro em tdo grande numero de partes quanto se
quizer.

159.—8§i tivermos, pois, dois tetraedros da
mesma base ¢ da mesma altura, deverfo elles ter
volumes iguaes.

Com effeito, dividindo-se a” altura commum aos
dois tetraedros em um numero infinitamente grande
de partesiguaes e construindo em cada tetraedro
prismas exteriores correspondentes, estes prismas,
s

\'4 Y
O

Fig, 105.
lanos paraliclos ¢ equidis-

Tetradro eon~
siderado como
¢ limite deuma
daquellss som-
mas,

Tetraedros
equivalentes,

o
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tantes, terdo necessariamente a mesma altura; ds
seccdes que lhes servem de bases, estando respecti-
vamente 4 mesma distancia do vertice, serao iguaes

Ao iema o A
cada uima a cada u

correspondentes sio pois equivalentes, por terem a

mesma base e a mesma altura e,portanto,0s mesimos
volumes; por conseguinte, a somma dos volumes dos
prismas exteriores do primeiro tetraedro (fig.105) &
igual 4 dos prizmas exteriores do segundo, e, em
virtude do que ficou explanado no numero antece-

.

dente, o volume do primeiro tetraedro ¢ igual ao
do segundo. _

Pois, sem conhecer quaes os volumes dos te-
traedros, sabe-se jé com certeza que, tendo elles a

mesma base ¢ a mesma altura, esses volumes devem
ser iguaes ou os tetraedros equivalentes.

160.—Mas, € claro que s1, em t‘lm%rpérramﬁdg
qualquer VABCDE, tirarmos pela aresta ¥ 4. € pe.as
outras arestas ndo consecutivas 4 primeira, planos
v secantes VAC, VAD, estes
planos dividirdio a pyra-
mide em tantas pyramides
\ triangulares ou tetraedros,
quantos_sdo_os lados da
base ABCDE menos dois,
ou quantossdo o8 triangulos
em que a base, que ¢ um
polygono, se decompbe pe-
las diagonaes AC, AD.

Si, portanto, pudermos
descobrir o meio de cal-
cular o volume de uma py-
ramide triangular (tetrac-
\p dro) teremos o n1elo de cal-
cular o volume de uma py-
ramide qualquer, por 1880
que bastard decompol-a em

Fig. 106, tetraedros,avaliarmos os vo-.

ames d:stes tetraedros pela regra que tivermos
descoberto, e sommar esses volumes.

461 .—Procuremos, pois, determinar o volume

de uma pyramide triangular ou tetraedro.
M '

uma (n. 155): os prismas exteriores.

Decomposi-
¢io dg uma py-
ramide em e~
traedros.
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Seguindo sempre 0 methodo ‘que-temos adop-

rtado, de partir daquillo
que se conhece para
chegar ao que se quer
conhecer, comparemos
a férma da pyramide
triangular com a do
prisma triangular, cujo
volume jd sabemos ava-
liar.

Ver-se-d que, tendo-
se um prisma triangular
ABCDEF, serd sempre
possivel, fazendo passar
um plano pelos vertices
E, A, C, destacar uma
pyramide triangular
EABC.

E, inversamente, ten-

. Fig. W7 do-se uma pyramide
triangular EABC, serd sempre possivel, tirando-se
pelos vertices A e C desta pyramide as rectas AD,CF
paralellas 4 aresta BE, e pelo vertice E tirando um
plano parallelo 4 base ABC da pyramide, formar um
prisma triangular ABCDEF, da mesma base e da
mesma altura que a pyramide.

Este prisma ¢ formado da pyramide triangular
EABC e da pyramide quadrangular EACFD, que
D_ Frepresento aqui ao lado,
cujo vertice é E ¢ cuja
base é a face posterior
ACFD do prisma.

Si pelos pontos D,E, C
se fizer passar um novo
plano, este dividird a py-
ramide quadrangular em
duas pyramides trian-

representadas nafig.109;
suas alturas serdoiguaes,
> pois que ellas tém seu
Fig. 108 vertice no mesmo ponto
.E e suas bases sobre um mesmo plano ACFD.
Estas bases . ACD e DCF serdo tambem iguaes
como metades do parallelogrammo ACFD.

gulares EACD, ECFD,-

Decomposi-
¢ho de um pris-
ma triangular
em tres pyra-
mides equiva-
lentes,

— ",‘

As pyramides EACD, ECFD serdo . pois equi-
valentes por terem a mesma base ¢ a mesma altura.
f Porem, a se-

gundapoden-
do-ser consi-
derada como
tendo para
base ¢ trian-
gulo DEF ,
igual ao tri-
angulo ABC,
e seu vertice
considerado
em C, terd a
¢ mesma base
Iig. 119 e a mesma al-

tura que o prisma, e serd equivalente & primeira

A

- pyramide EABC.

Pois, as tres pyramides EABC, EACD, ECFD,
em que o prisma se decompde, serdo equivalentes; e
cada uma, portanto, equivalente ao tergo do prisma
triangular.

162.—0ra, o volume de um prisma trian-
gular ¢é o producto da area da base pela altura ; logo
o volume da pyramide triangular serd o tevge do pro-
ducto da area da base pela aliura, que no prisma e na
pyramide sdo as mesmas.

163.—Mais geralmente, o wolume de uma py-
ramide qualquer (em por medida o tergo do produclo du
area de sua base por sug altura, porque si se divide
em triangulos a base da pyramide e si se tiram pla-
nos pelo vertice e por cada uma das diagonaes desta
base, a pyramide ficard dividida em pyramides tri-
angulares da mesma altura; o volume de cada uma
destas ultimas sendo medido pelo tergo do producto
de sua base por sua altura, a somma de scus vo-
lumes ou o volume da pyramide counslderada serd
evidentemente igual 20 tergo do producto da somma
de suas bases pela altura commum, 1sto €, a0 terco
do producto da base da pyramide considerada por
sua altura.

164.—Designando por V, B, H os tres nu-
meros que medem respectivamente o volume de
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uma pyramide, a area ce sua base e o comprimento
de sud altura, tem-se a formula geral

I
V:TBH

Pois, toda pyramide é o tergo do prisma dn mesma
base e da mesma  altura; duas pyramides quaesquer de
boses equivalentes ¢ da mesma aliura sdo equivalentes ;
duas pyramides estdo enire si como os productos das bases
pelas alturas ; duas pyramides da mesma base esldo entre
si como suas alturas 3 duas pyramides da mesma alturae
rstdo entre st como suas bases.

1625 ,—Quando uma pyramide triangular ou

Volume do

um tetraedro é regular péde-se obter o seu volume ietraedro  re.-

em funccdo de sua aresta o ; questfo esta analoga a &l

que foi resolvida na 2° parte, quando se tratou de
instituir a area de um triangulo regular, apenas em

funccéo do lado. _
Um tetracdro regular é comprehendido sob qua-
tro triangulos cquilateros iguaes. Sua base tem

pois para expressdo (n. 1)

q2

/3
4.

Sua altura € o lado do angulo recto,lado catheto,
de um triangulo rectangulo tendo para scgundo ca-
theto o raio do circulo circumscripto ao triangulo da

., a
base, isto 6 ———= , e para hypothenusa a aresta a
Y
do tetraedro.

Esta altura €, por conseguinte,

- =S R

S 0Q

Tem-se pois, para o volume do tetraedro regular
em funccdo de sua aresta

I
V,__T

Xaai/?x a ?: ad ’/T
4 V3 12

S o tetraedro considerado tivesse, por exemplo,
I metro de aresta, seu volume seria

mj o m3
vl I/ 2 _ 1 4142136 = o™ 117851

I2 12

16 . —Depois de ter instituido o volume de g oo
um prisma qualq. er, o de uma pyramide, ¢ 0 de um laterses o to-
polyedro qualquer pela sua decomposicio em pyra- lyeas °
mides, deveriamos passar 4 determinacdo das areas
das superficies lateraes ou totaes destes corpos.

Arttendendo, porém, serem elles limitados por
superficies planas, cujas areas jd foram instituidas
na primeira parte deste curso, ndo serd difficil obter
a somma destas areas, que dard para cada caso a area
da superficie lateral ou total (quando incluidas as
bases) de cada um dos referidos corpos.

16'7.—Assim, por exemplo, sabendo-se que 8 4.0 aa s
area de um quadrado € o quadrado de um de seus porfcie ol
lados, a area da superficie total de um cubo, cuja s
aresta seja «, serd 6a?, pois que o cubo é formado por
seis quadrados iguaes.

1 68.—A superficie lateral de um prisma recto
se compbe de tantos rectangulos quantos sdo os
lados do polygono de sua base, e todos estes rectan-
gulos, cujas bases sdo os lados deste polyzono, tém e % o0
a mesma altura, que é a do prisma. de um prisma
Si.designarmos pois por a, b, ¢, d... os compri- "***
mentos dos lados da base e por H a altura contmum,
as arcas dos diversos rectangulos que compdem a
superficie lateral do prisma serdo expressas pelos
productos a.H, b.H, c¢.H, etc. Esta superficie lateral
terd pois para valor
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Porém, a somma dos comprimentos dos lados
¢ o perimetro da base do prisma, pois a area da super
ficie lateral de’wm prisma recto 4 igual ao producto do
perimi tro de sua bise pela sua aliura.

Juntando a este producto as areas das duas

bases narallelas ou o dobro de nma dellas. ter-ca-4 a
sSes p dobro de uma dellas, ter-se-d a

area da superficie total do prisma recto.

169.—A pyramide triangular regular ou te-
traedro regular sendo formado de quatro triangulos
regulares e iguaes entre si, sua drea total serd o pro-
ducto por 4 da drea de um destes triangulos, Ora, a

a? 3

drea de um triangulo regular, é......

. , 4
Pois, a area da superficie total de um tetraedro re-
gular, cuja aresta ¢ o proprio lado do triangulo, serd

al !/?

170.—Uma pyramide regular qualquer tem
para faces tantos triangulo: isosceles,iguaes entre si,
quantos sao os lados de sua base. A area da super-
ficie lateral de uma pyramide regular se obterd, pois,
multiplicando a area 'de um destes triangulos pelo
numero de lados da base da pyramide.

Designando por a o comprimento de um destes
lados e por 4 aaltura commum dos triangulos das
faces, altura essa que tem entdo o nome de apothema

da pyramide, serd 2.h aarea de uma das faces. Si

R z . na

or # o numero de lados da base, serd — .h a area da
2

da superficie lateral da pyramide, isto &, o ara da
superficie late al de wma pyramade reqular é o semi peri-
melre da base pelo apothema.

171.—Depois de ter medido todos os corpos
terminados por planos, vamos procurar o caminho
para a instituicdo da medida dos corpos cujas super-
ficies sdo curvas. E como ndo temos tratado na ter-
ceira parte sendo das figuras cujos contornos nio en-

Arex da su-
perficie total de
um tefraedro
regular.

Avea da su-
perfieie lateral
de uma pyra-
mide regular.

Corpos
redondos

s fAL -

¢erram..outras curvas sendo acircumferencia, nio
examinaremos aqui senfo oS COrpos cujas curvaturas
sdo circulares, chamados corpos redondos,

No exame destes corpos teremos dois objectos a
considerar: a medida de suas superficies e a medida
de secus volumes; porque estas superficies sendo ou

O am narte l'\!ﬂﬂﬁﬁ a AMm Nnarts

. .
mmtoiramants clirvag
QCirammenic curvas, 0U Sl paile pudllas © el palie

curvas, ndo poderemos reduzir sua medida ao que
dissemos na primeira parte, como acabdmos de fazer
para os corpos terminados unicamente por planos.
172.- 0 mais simples de todos os corpos re-
dondo: é o eylindro recto, de base circular; € um corpo
limitado por tres superficies,
das quaes duas, que lhe ser-
vem de bases, sdo planas, cir-
culares, iguaes e parallelas,
sendo a terceira curva e sup-
posta gerada por uma recta
que cammha no e paco, PCI"'
corrrendo os pontos de uma
das circumferencias das ba es;
ou é um corpo gerado por um
-circulo que se move paralle-
lamente a si mesmo, e de tal
modo que todos os pontos da
circumferencia deste circulo
descrevem rectas parallelas,
chamadas arestas do cylindro.

17 3.—O0 cylindro tambem
. pode ser gerado por umrectan-
gulo ABCD que faz uma rota-
,! H J' cdo completa em torno de um
NG l { M de seus lados, AD por exem-
R plo.Neste movimento de rota-
Fig. 110. ¢do do rectangulo os pontos B
e C descrevemn as circumferencias das bases, os lados
AB e DC descrevem os circulos destas bases, o lado
BC descreve a superficie cylindrica e qualquer
ponto E ouF ou G dorectangulo descreve uma cir-
cumferencia tendo para ralo respectivamente as
perpendiculares EL, DF, ‘MG ao eixo de rotacéo
AD que marca a altura do cylindro.

17 4.—Consideremos um cylindro e inscrevamos

drica.

Cylindro; go-
ragio da su-
perficle  cylin-
Geragito

do

cylindro

i
|
igmmj
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em ¢ada tima das suas bases um polygono regulat
qualquer ; imaginemos planos passando

° £ pelos lados correspondentes destes dois
bolyconos; teremos assim um prisma re-

t}ewmE| gular inscripto ao cylindro. ‘
A area da superficie lateral deste

risma obtem-se, como se sabe (n. 168),
multiplicando o perimetro da base pela
altura do prisma. Duplicando-se succes-

8

" sivamente o numero de lados dos poly-
gonos inscriptos nas bases do cylin-

A Bdro ou o numero de faces do prisma con-

Fig. 1Ll oiderado, os perimetros dos polygonos
resultantes vao tendendo para um limite fixo que € a
circumferencia de uma das bases do cylindro; a altura
do prisma, assim duplicado successivamente, fica
constantemente igual 4 altura do cylindro; e a area
da superficie Jateral do prisma vai tendendo tambem
para um limite fixo, que ¢ a area da superficie lateral
do cylindro. ) ‘ o

Pois, a area dy superficie lateral de un cylindro é o
producto da circumfer

1735 .—Chamando R o raio desta circumferen-

ia.- i to é 2xR. Entdo, chamando 5 a
cia, 0 seu comprimento ,
area da superficie

lateral de um cylindro, R o raio de
sua base, e H a sua altura, ter-se-&:

S = ZWR.H

Juntando 4 esta area latera] as areas dos dois
circulos das basesou o dobro 2:R? gia area de um
delles, ter-se-d para a area total do cylindro:

T = 2:R.H 4 2:R?

ou, pondo 2R em evidencia:
T = 2:R (H + R)

17 S.—A formula
S = 2R < H

enciz de sua base pela sua aliura.

QOylindro con-
eebido como li-
mite de um
prismsa, e

determinagiio

da

area da sua
superficie late-
ral,

|
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¢omparada com a que dd a.area de um rectangulo,
mostra-nos que a superficie lateral de um cylindro
equivale a de um rectangulo que tenha para base a
circumferencia da base do cylindro rectificada e para
altura a propria altura do cylindro.

Com effeito, ndo € difficil de conceber que todo
o cylindro, tal como os vemos nas columnas dos edi-
ficios, péde scr desdobrado ou desenvolvido em um
rectangulo com as dimensbes indicadas.

177.—A concepgiio do cylindro como limite
de prismas rectos cujo numero de faces cresce inde-
finidamente, tornando-se infinitamente estreitas, d4-

' nos immediatamente a medida do seu volume. Porque

sendo o volume de um prisma o producto da arca do
polygono da base pela altura, o velwine do eylindro
serd o producto da area do circulo que lhe serve de base,
que € o limite do polygono, pela sua altura, que é a
mesma do prisma. Sendo R o raio da base do cylin-
dro, a area do circulo desta base serd xR?, e sendo H
a sua altura, $eu volume serd:

V= =RZH

178.—Depois do cylindro 0 mais simples dos
corpos redondos € o cone recto, de base circular: é um
corpo limitado por duas su-
perficies,das quaes a primeira,
que lhe serve de base, é pla-
na e perfeitamente circular,
sendo a segunda curva, e sup-
posta gerada por uma recta
que caminha no espaco, per-
correndo os pontos da circum-
ferencia da base e obrigada
a girar em torno de uma per-
pendicular ao centro desta
base, passando constante-
mente por um ponto V desta
perpendicular.

179.— 0O cone tambem
pode ser gerado por um tri-
angulo rectangulo que faz
uma rotagdo completa em

Fig. 112,
torno de um de seus lados cathetos, V-O por exemplo.
16

Buperficie cy-
lindriea com-
parada com a
de um reotan-
gulo,

¥olemo do
eylindro

Cune ; gera-
gio da super-
ficie conica.

Geragiie do
oeone,
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Neste movimento de rotacdo do triangulo AVO,
y 0 ponto A descreve a circumferencia da
base, o catheto AO o circulo da base, a
hypothenusa AV, que passa a ser a
aresin do cone, descreve a superficie co-
nica, e qualquer ponto E, F ou G do

o triangulo descreve uma circumferencia
tendo para raio respectivamente as per-

¢ pendiculares EQ, FC, GD ao eixo-de
rotacdo VO, quemarca a altura do cone.

180.—Consideremos um cone e in-

Fig. 118.  screvamos ao circulo de sua base um po-
lygono regular qualquer; imaginemos planos pas-
sando pelo vertice V do cone e porcada um dos lados
deste polygono; teremos assim uma pyramide regular
inscripta ao cone.

A arcadasuperficielateral desta pyramide obtem-
se, como s¢ sabe, (n. 1702) multiplicando o semi-peri-
metro do polygono da base pelo apothema da pyra-
mide. Duplicando-se successivamente o numero de
lados deste polygono ou o numero de faces da pyra-
mide, os perimetros dos polygonos resultantes vio
tendendo para um limite fixo que ¢ a circumferencia
da base do cone; o apothema da pyramide vae suc-
cessivamente augmentando e tendendo a confun-
dir-se com uma das arestas do cone; e a superficie
lateral da pyramide vae tendendo por sua vez para
um limite fixo que € a superficie lateral do cone.

Pois, a area da superficie lateral de wm cone é o pro-
duclo da semi-circumferencia da sua base pela sua aresta.

181.—Chamando R o raio desta circumfe-
rencia, o seu comprimento ¢ 2zR, e a metade deste
comprimento € zR. :

Entdo, chamando S a area da superficie lateral
do cone, R o rajo de sua base, e A o comprimento
de uma aresta, ter-se-4 : '

S'L"rrR.A.

Juntando 4 esta area lateral a area do circulo da

base, que ¢ =R?, ter-se-d paraa area total do cone :
T = sRA + »R?

Cone conce-
bido como li-
mite de uma
pyramide, e

determinagio

da

ares da sua su-
perficle lateral
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ou, pondo R em evidencia :

T =R (A + R)

182.—S5i, em vez de ser conhecida a aresta A
do cone, que é a hypothenusa do triangulo gerador,
fosse conhecida a altura H, que é um catheto deste
triangulo, e o raio da base, que é o outro catheto,
poderiamos, pelo theorema de Pythagoras, fazer

A=-VTTE

Entdo a area da superficie lateral do cone se
avaliaria pela formula

=-R.YRF+ 2
183.—A formula

S:n'R..A.

comparada com a que dd a area de um triangulo,
mostra-nos que a superficie lateral de um cone ¢
equivalente a de um triangulo tendo para base a
circumferencia da base do cone rectificada e para
altura a aresta desse cone.

184..—A concepgdo do cone como o limite de
yramides inscriptas cujo numero de faces cresce
indefinidamente, tornando-se infinitamente estreitas,
dd-nos immediamente a medida do seu volume. Por-
que, sendo o volume de uma pyramide o tergo da
area do polygono de sua base pela sua altura; o vo-
lume do cone serd o tergo da area do circulo que lhe serve
de base, que é o limite do polygono da base da pyra-
mide, pela aliura do cone, que a mesma da pyramide.
Sendo R o raio da fbase do cone, a area do cir-
culo desta base serd = R?; e, sendo H a sua altura,
seu volume serd : ‘

V= = R%.H

_
3

Superficie co-
nicacomparada
com a de um
triangulo,

Volume do
cone

P
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185.—Dahi se infere que o volume gerado
o epelo triangulo ABC, ou o volume do cone,
/ ¢ um terco do volume gerado pelo rectan-

gulo ABCD, ou do volume do’ cylindro, da
mesma base e da mesma altura; e que o
volume gerado pela outro triangulo ADC
deve ser dois tergos do volume gerado pelo
rectangulo ABCD.

A B
[Fig. 111 18G.—Tem-se algumas vezes ncces”
sidade de medir um corpo como BCDEFGH, que se
chama cone fruncado ou Ironco e cone: 6 a parte ’que fica
A de um cone
AFGH quan-
dodecllesetira
m Um cone me-
nor ABCDE,
por meio de
uma seccéo
parallelad ba-
se FGH.
Fig. 115 E’ evidente
que o volume deste corpo serd a differenca entre
08 volumes dos dois cones ABCDE ¢ AFGH.

18R7.—Quanto 4 avaliacdo de sua superficie
pdde-se achdr um meio mais simples que o d2 medir
separadamente as superficies dos dois cones e de
subtrahir a area da menor da area da maior; em-
pregar-se-d para isto a marcha seguinte, que ¢ facil
de conceber-se, ’

Levante-se por H, perpendicularm nte a AH, a
recta HM, igual em comprimento 4 circumferencia
FGH, e tire-sc AM. A area do triangulo AHM,
tendo por medida 1/, HM >< AH, ¢ igual 4 area do
coneAFGH (n. 180):

Tire-se agora a recta DN parallelaa HM ; esta
recta DN serd igual d circumferencia BCDE recti-
ficada, porque, em virtude da semelhanca dos trian-
gulos ADN e AHM, haverd a mesma proporcio
entre AH ¢ HM que entre AD e DN e a mesma que
entre os rajos das duas circumferencias FGH e
BCDE ; pois a area do triangulo ADN, tendo por
medida !/, DN >< AD, serd igual 4 area do cone
ABCDE. 4 arca, portanto, do trapezio DNHM,

Cone compa-
rado com o ¢y-
lindro,

Cone trun-
endo ou {ronce
de cone, e

seu volume.

Area da sus
superficie late-
ral.

- — =
Pieipeni.3 = -

T TS o

% fv_ [T e,
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que ¢ a differenca dos dois triangulos AHM e ADN,
serd igual 4 area da supercie lateral do cone
truncado. )

Ora, este trapezio se péde fécilmente transfor-
mar em um rectangulo equivalente DQRH, cortando
NM em duas partes iguaes e tirando por P a perpen-
dicular QR a HM, que dard o triangulo accrescido
NQP, igual ao triangulo subtrahido PRM.

Pois, si pelo ponto P se tira d HM a parallela
LP, que coertard DH em duas partes iguaes, LP serd
o comprimento da circumferencia IKL da seccio
equidistante das duas bases do tronco ; e a area do
rectangulo DQRH, tendo por medida o producto da
base, HR ou LP, pela altura, QR ou DH serd igual
4 area do tronco. Isto é, a area da superficic lateral do
cone truncado ¢ iqual ao producto da circumferencia da
secedo feita o dgual dislancia das suas bases pela sun
aresta.

188, —A circumferencia IKL. é a mddia entre
as circumferencias BCDE e FGH, porque ella excede
4 menor BCDE, ou 4 recta DN, de uma quantidade
NQ igual 4 quantidade RM, de que ella ¢ excedida
pela maior circumferencia FGH, ou pela recta HM.

De modo que, conhecidos os raios R e Ri das
circumferencias das bases do cone truncado, o raio
r da circumferencia média ou equidistante destas
bases obter-se-4 tomando a semi-somma dosdois pri-
meiros, isto €, fazendo r = !/, (R + R'"). Chamando,
pois, S a area da superficie lateral de um tronco de
cone, cuja aresta seja a, ter-se-d :

S = 2,r.a ou = z(R'+ R').a

189.—0 ultimo dos corpos redondos de que
trataremos néstes ELeMENTOs denomina-se esphera :
¢ limitado por uma unica superficie curva chamada
siperficic espherica, que tem todos os seus pontos a
igual distancia de um, tomado no interior, que € o
ceniro.

190G.—A esphera é gerada pela rotacdo com-
pleta de um semi-circulo ABCD girando em
torno de seu diametro AD. Nesta rotacdo a semi-
circumferencia gera a superficie espherica, e qual-

Haphera

sua geragio
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quer ponto B ou G desta semi-circumferencia gera

uma circumferencia que tem para raio a perpen-

~ dicular BE ou CF a0 eizxo
de rotacdo AD.

Por sua vez qualquer
perpendicular BE ou CF
gera um circulo, que ten-
do seu raio menor que o

Dda esphera, chama-se ¢ir-
culo minimo, em opposi-
cdo aos circulos que tém

para raios o proprio raio da esphera ¢ que se chamam
cireulos mawimos, Qualquer circulo maximo ¢ deter-
minado por uma seccio feita na esphera por um
plano passando pelo centro da esphera.

B -

!
i
el ,
E
Fig. 116

191.—Este modo de conceber a superficie esphe-
rica gerada pela rotacdo completa de uma semi-cir-

- cumferencia, ¢ a esphera gerada pelarotagdocompleta

do semi-circulo correspondente, indica-noso caminho
a seguir na instituigdo da area da superficie espherica e
do wolume da esphera. Basta que estabelegamos uma
certa filiacdo entre o que pretendemos instituir e o
que fizemos para instituir a area do circulo e a recti-
B ¢ ficacfo _da c;rcumfe-
rencia ; Isto €, procu-

rar primeiro a super-

ficie gerada por uma

hnhaﬁg}yﬁongl regu

lar AROTY  lmonls

M w ar Aot insripta
A Dna semi-circumferen-

0 cia geradora da super-

) Fig. 117 ficie espherica, e de-

pois o volume gerado pelo semi-polygono regular

A}?CD, Inscripto no semi-circulo” gerador da es-
phera.

192.—O0ra,é claro que a area da superficie ge-
rada pela linha polygonal ABCD, girando em torno
de um eixo fixo AD,depende do conhecimento da area
da superficie gerada por um dos lados desta linha
polygonal ; por isso que a somma destas areas dard a
primeira, '

193.—Para caminharmos com methodo, pro-
curemos pois, em primeiro lugar, a area da superficis

N

RS e

s gorada por uma recta A B-que gira em torno de outra fiva
© XY, owistentes no mesmo plans, :

Si AB for parallela a XY, evidentemente a su-

L g perficie gerada por AB serd

a de um cylindro, e a area

procurada serd igual 4 cir-

cumferencia de uma das

y bases, 2x. AC ou 2s. BD,

D oud circumferencia equidis-

tante destas bases, 2+.LK,

a AB ou pela altura CD; isto
R Car

T

]

o] ME—

! x
" Fig. 118
multiplicada pela arest
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Si AB ndo for parallela a XY e encontrar ou
ndo XY, no primeiro caso, teremos a superficie de

B

[ | S

x i v X
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um cone e no segundo a de um cone trancado; em
ualquer delles a area gerada por AB serd seme-
ihantemente

2-LK.AB

Porém, tirando-se AE parallela a CD e LO per-
pendicular a AB, os triangulos ABE e KLO serdo
semelhantes e os lados perpendiculares serfio propor-
cionaes; isto é, ter-se-4:

LK LO
o 2y L B = LO < AE
iE = AD d'onde LK < A

Portanto, a expressdo 2:LK.AB pode ser substi-
tuida por

21:LO-.A.E ou ZWLO ' CD

Aren da dus
perficle gerads
por ums rects
movando-ge em
torne  de um
eixo fixo.

oy
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I§to é, %ualquer que seja a posigio de AB em
rf:lagao aX X, aa e procurade ¢ igual ao producto da
circumferencia que tem para raio a perpendicuiar levan-
tada do meto da recia movel até encontrar o eiwo fivo, pela
projecgdo destn recia sobre o eivo, entendendo-se por pro-
jecelio de uma recta AB sobre outra XY & parte CD
desta outra_comprehendida enire os pés das perpen-
diculares AC, BD, baixadas dos extremos da primeira
sobre a segunda.

194.—Determinada a area da superficie gerada
por um clemento da
linha polygonal ABCD
facil é determinar a
arca gerada pela rota-
cdo de toda a linha po-
lygonal.

Com effeito, sabe-
se jd que

area AB = 2,LO.AE
area BC = 2,.LO.EF
area {'D = 2.LO.FD

Sommando-se, ter-se-4:

area ABCD == 2,L.O (AE + EF 4 FD)=2-L0O.AD

Isto &, a arra gerada por uma linka polygonal re-
gular girando em lorno de wm eizo fimo, ewistentes no
:r;ﬁ:fn;o lenf, ?."%“a'l mla producio da circumferencia in-

pla & esta linka polygonal pel ecpdo desta
sonpla d & polyg pela projecgio desta linha

da I_1sh)._"».—Suppondolagora que onumero de lados
inha polygonal vai se duplicando, emquanto a
seml-circumferencia a ella circumscripta gira em
torno de seu diametro para gerar a superficie esphe-
alca,lgl linha quebrada gera uma area que tende para
m limite independente da lei segundo a qual seus
lados tendem para zero,
Com effeito, no producto 2:L.O.AD, que mede
esta area, o primeiro factor tem sempre por limite
27OA, que € a circumferencia cuja metade gera a

el %2 SR

superficie espherica, ¢ o segundo factor]AD ¢& inva-
riavel., - '
E’ este limite da area gerada pela linha .poly-
gonal regular inscripta que se chama area da superficie
espherica € que, portanto, se avalia mulliplicando o cir-
cumferencia geradora, que & a circumferencia de um
circulo maximo, pelo diamelro.

19 6.—Representando, pois, por S a area de
uma superficie espherica, por R o seu rajo, ter-se-d:

§ = 2Rz.2R ou S == 4:=R?

Mas, lembrando que »R* é a area de um circulo
cujo raio é R, podemos dizer que a area de uma su-
perficie espherica é igual ao quadruplo do area de um cir-
culo maximo.

197 .—Representando por D o diametro da

I
esphera, e atiendendo que R = 5 D, em vez de

escrever-se S = 4xR?, poder-se-d escrever S = =D?%
d’onde se conclue que a area da superficie espherica
tambem é igual @ do circulo que tem para raio o diametro

da esphera.

198, —Instituida a area da superficie esphe-
rica, seguiremos caminho analogo para a instituigdo
do volume da esphera. :

Comecaremos por estudar o volume gerado por
um semi-polygono regular ABCD girando em torno
do diametro  AD. Como, porém, um polygono re-
gular se decompde em triangulos AOB, BOC, COD,
comecaremos por estudar o wolume gerado por win
triangulo girando em forno de wm eixo fixo firado em seu
plano e por wm de seus verlices.

199.—Distinguiremos neste estudo tres} casos:

1.° Um dos lados AB do triangulo ABC confun-
dido com o eixo de rotacdo XY. Conforme a altura
CD, que corresponde ao lado AB, cae no interior ou
féra do triangulo ABC, o volume gerado por este
triangulo € a somma ou a differenga dos volumes dos
cones gerados pelos triangulos rectangulos ACD,

BCD.
16

Volume gea
rado pela ro-
tagio de um
triangulo,

Cago em que
o triangulo ge-
rador tem um
lado sobre o
eixo de rotagiio.




b 134 mam

Ao fesmo tempo, ocylindro gerado pela rotacds
do rectangulo ABB'A’, que tem a mesma base e a
mesma altura que o triangulo dado ABC ¢ a somma
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Fig. 121

ou a differenca dos cylindros gerados pela rotagfio do
rectangulos ADCA', BDCB', de que o rectangulo
ABB'A' ¢ a propria somma ou differenca. Alids, o

eaone ACN A A +arcn An ~rolicndes AMCA! 2 A ~nma
S N e N Py Wy woUouiolL gau s \..le.JJ.LU.U r_\._lJ\J.fl’ T U LuUllC

BCD o tergo do cylindro BDCB' (n. 185). Pois, n'um
¢ n'outro caso, o volume gerado pelo triangulo ABC
¢ o terco do cylindro ABB'A', e tem-se:

I -

vol. ABC = . zCD%AB

ot

ou

vol. ABC = Z zCD.CD.AB

3

Porém, CD.AB é o dobro da area do triangulo
ABC, e como para ter a area de um triangulo ¢ in-
differente tomar-se para base este ou aquelle lado,
serd o producto CD.AB = BC.AE, ¢, portanto, o

vol. ABC = - +CD.BC.AE

o)

Ora, xCD.BC exprime (n. 181) a area lateral do
cone BCD ou a area da superficie gerada pelo lado
BC na rotagdo do triangulo ABC. Por conseguinte

vol. ABC = area BC.%@
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2.° Supponhamos que o lado AB do triangulo
nio tendo mais que o vertice A sobre o eixo XY, o
lado BC prolongado venha encontrar ¢ eixo em
um ponto D. ‘

O triangulo ABC
sendo a differenca
dos triangulos ACD,
ABD, o volume por
elle gerado é a diffe-

.. yrenga dos volumes
5 gerados por estes
Fig. 123 triangules.
Tem-se, pois, pelo primeiro caso, anteriormente
estudado :
AE

vol. ABC = (area DC—area DB) ég]—azarea BC. —

3¢, Supponhamos emfim que o lado AB do tri-
angulo néo tendo de commum com o eixo XY sendo
overtice A, o lado BC seja parallelo a este eixo.

c __E B
X A X Y
Fig. 123
E 4 B
X / : Y
A cr B

Fig. 124

a3

Entio o volume gerado pelo triangulo ABC ¢ a
somma ou a differenca dos volumes gerados pelos
triangulos ABE,ACE.

(%ra, o volume gerado pelo triangulo ABE ¢
os dois tercos do cylindro gerado pelo rectangulo
ABBE (n. 185) e 0 volume gerado pelo triangulo
ACE os dois tercos do cylindro gerado pelo rectan-
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gulo AC’'CE. Pois, n’um e n'outro caso 0 volume
gerado pelo triangulo ABG ¢é os dois tercos do cy-
lindro gerado pelo rectangulo B'C'CB, que exprime
a somma ou differenca dos rectangulos ABBE ¢
AC'CE ; ¢ tem-se ainda :

AE

vol.ABC= -g-nAE‘?. BC ou vol.ABC=: area BC.—-?)—— s

; porque 2:AE, BC exprime a arca lateral do cy-

; lindo gerado pelo retangulo B/C'CB ou a area da

superficie descripta pelo lado BC na rotagdo do tri:
1o ARC

AMol
QiR LU L3

N 200.—Comparados os resultados a que che-

gdmos em cada um dos tres casos estudados, F€CO-  pesumo dos
nhece-se que o wolume gerado por um triangulo, gi- tes casos.
rando em torno de wm eiwo lirado em seu plano ¢ por um

de seus verlices, ¢ sempre igual ao producto da arce des-

cripta pelo lado opposio ao vertice fiwo pelo tergo da altura

relativa a este lado-

H 201.—Conhecida a maneira de calcular o Vo~ votume ge-

| lume gerado por cada um dos triangulos em que um o Yo
semi-polygono regular se péde decomper, calcular- semipelygono

se-d o volume gerado pelo proprio semi-polygono "™#**"

sommando os volumes gerados pelos triangulos.

Assim (fig. 120).

vol. AOB = area AB.%
! vol. BOC = arca B _O?)_[L
vol. COD -= area CD. —OL
3
Sommando, vem:
vol. OARCD=(area AB 4 arca BC+area CD)._.%E‘

ou

e e e
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Isto &, o wolume gerado pela semi-polygono OABCD
¢ iqual ao producto da area que descreve o linha poly-
gonal pelo tergo de seu apothema.

202.—Duplicando successivamente o numero
de lados do semi-polygono regular inscripto no semi-
circulo gerador da esphera, os volumes descriptos
pelos differentes semi polygonus irdo tendendo para
um limite fixo, que é o volume da esphera, a area
que descreve cada uma das linhas polygonaes con-
sideradas vae tendendo tambem para um limite fixo,
que ¢ a area da superficie espherica, e o apothema
de cada um dos semi-polygonos vae tendend¢é para

o raio da esphera ; de modo que, no limite, tem-se

o volume da esphera igual ao producio do area da sug su-
percie por um tergo de seu raio, :

203.—Representando entdo por V o volume
de uma esphera, e por R o seu raio, ter-se-d ;

V = 4:R?, % ou V=R

Representando por D o diametro desta esphera
¢ attendendo que R =1/, D, ter-se-d :

_ 4 D)a -1
V_T,,(_Z_ ouVW-6 =D

Estas férmulas ddo o volume, quando conhecido
o raio ou o diametro da esphera, e vice-versa. Assim
péde-se achar o raio da_esphera sujo volume ¢ de um
metro cubico. Bastard substituir V pelo seu valor, o
que dd:

3/ 3
3 ? — —_— = "
3 zR3 d'onde R - o™,620

B

I =

204.—As espheras sdo todas evidentemente
semelhantes umas ds outras, assim como todas as

—~

Volume da
esphera,

Semelhanga
das espheras
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que um elemento rectilineo, como sd0 08 clrculos,'las

circumferencias, os quadrados, 0s trlangutlos equila-
s, etc.

teros, os cubos, os tetraedros regulares,

205.—Comparadas as areas, S5, S, ete, de
duas ou mais espheras de raios differentes R,R, e;c,
reconhece-se que ellas estdo endre st como 08 quadra 0s
dos raios ou dos diameiros De facto, sendo § = 4=R%,

S = 4xR'?, serd :

S _R S _ 4R
§  R" g 4R

O que significa que sendo o raio da esphera

menor os g, por exemplo, do raio da esphera malor,

3 escala
ou, 0 que ¢ a mesma cousa, que, sendo z @ €scala

segundo a qual foi construida a esphera menor, sua
superficie deve conter tantos quadrados (g) con-
struidos sobre seu raio (3), quantos forem os qua-
drados (25} construidos sobre o rato (5) da maior e
contidos na sua superficie,

LT
206.—Semelhantemente os volumes, V,V', elc,
de duas ou mais espheras, de raios differentes, It R, ele,
estdo enlre si como os cubos de seus raios ou de seus dia~

metros. Com effeito, sendo V =%— zR? ou V =
I, .

:3— =D3, V* :—g“ wR3. ou Vi = =)', serd:

D3

O que significa que o volume da esphera menor

Comparagéo
de suag areag.

Comparaghio
de seus volu-
mes,

deve conter tantos cubos construidos sobre seu raio,

ou sobre seu diametro quantos forem os cubos con-

struidos sobre o raio ou sobre o diametro da maior

e contidos em seu volume,

207 .—Estas leis, -que reduzem a comparacio
das espheras 4 simples comparacdo dos quadrados
ou dos cubos de duas linhas, applicam-se a quaes-
quer corpos semelhantes.

Basta reflectir sobre as condicfes necessarias
para que dois corpos sejam semelhantes, e attender
que a avaliagdo das superficies dos corpos, isio é, de suas
guadraturas, e a avaltagdo de¢ seus volumes, isto 6, de
suas cubaturas, se reduzem d simples combinagdo de linhas
reclas, para se reconhecer a generalisacdo daquellas
leis a quaesquer corpos semelhantes.

208.—Com effeito, dois corpos terminados
por planos, isto &, dois polyedros, da mesma natu-
reza e do mesmo pumerp de faces, dizem-se seme-
lhantes, quando os angulos formados pelas arestas
do primeiro sdo os mesmos que os correspondentes
no segundo, e quando as arestas de um sdo propor-
cionaes 4s correspondentes do outro.

Dois cylindros rectos sio semelhantes quando

erados pela rotagio de rectangulos semelhantes,
isto é, quando suas alturas estio entre si como os
raios de suas bases.

Semelhantemente, dois cones rectos sdo seme-
lhantes quando gerados pela rotacdo de triangulos
rectangulos semelhantes, isto é, quando suas alturas
estdo entre si como os raios de suas bases.

Supponhamos agora dois corpos semelhantes
quaesquer, quer sejam terminados por planos po-
lyedros, quer sejam limjtados por superficies curvas,
corpos redondos. Supponhamos mais que a relacéo
das linhas homologas dos corpos semelhantes consi-

. I . .
derados seja igual a — isto ¢, que cada linha do pri-
10

. L1
meiro seja — da sua homologa no segundo, ou por
10

outra, que cada decimetro medido tio primeiro corpo
corresponda homologamente a 10 decimetrosou a um
metro medido no segundo. A superficie do primeiro
corpo se ‘medird por decimetros quadrados e a do
segundo por metros quadrados.

As linhas, porém, que se tiver de empregar
para medir a superficie do primeiro e a de um qua-
drado construido sobre uma de suas arestas terdo

Polyedros,

cylindros,

@ cones seme-
Shantes.

Relagiio
das
areas dos
corpas  seme-
ihantes,
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tantos deéimetro$ quantos os metros contidos nas
linhas homologas que se tiver de empregar para

medir a superficic do segundo e o quadrado con-

struido sobre a aresta homologa.

‘D'onde se conclue que o producto das linhas que

entram na medida da superficie do primeiro corpo, €
do quadrado construido sobre um de seus elementos
rectilineos, deve dar tantos decimetros quadrados
quantos os metros quadrados contidos no producto
das linhas homologas que entram na medida da su-
perficie do segundo corpo, e do quadrado construido

sobre o seu elemento’ rectilineo, homologo ao do

primeiro. ! ~
Isto &, que as superficies de dois corpos semelhantes
estdo entre si como os quadrados de seus lados homologos.

209.—Um raciocinio inteiramente analogo,
applicado aos volumes de dois corpos semelhantes,
dar-nos-ia a proposicdo fundamental da comparacéo
destes corpos: os volumes de dois corpos semnelhanies
estdo endre si como os cubos de seus lados homologos.
- Querendo-se, pois, amplificar ou reduzir um po-
lyedro, em uma relacdo dada, a escala a adoptar para
amplificar ou reduzir as arestas deste polyedro serad
igual 4 raiz cubica da relagéo dada. Por exemplo, si
o volume do novo polyedro tiver deser a millesima
parte do polyedro dado, serd preciso que suas arestas
sejam dez vezes menores que as arestas homologas

do polyedro dado (n. 98).

21 O.—Em resumo, pode-se dizer dos corpos
semelhantes, como se disse das figuras planas (n. 43),
que elles ndo differem sendo pelas escalas segundo
as quaes sdo construidos; isto ¢, que «a diversidade
das férmas semelhantes se reduz, sob todos os as-
pectos geometricos, 4 de suas escalas ».

Relagfio dos
volumes.
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