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Resumo

Na solugdo numérica de problemas de mecénica dos fluidos computacional, o uso de
coordenadas generalizadas para geometrias bastante irregulares apresenta dificuldades, pois o
mapeamento de uma malha Unica e de qualidade nestas geometrias é uma tarefa dificil. Uma
das solugBes para este problema de geometrias complexas é o emprego da técnica de
multiblocos, presente hoje nos simuladores comerciais. Outra alternativa ¢ o uso de malhas
ndo-estruturadas onde o método dos elementos finitos se destaca por apresentar grande
versatilidade geométrica. Porém este método ndo garante os principios de conservagdo nos
volumes elementares. Portanto, para a mecanica dos fluidos, a utilizagdo de malhas nio-
estruturadas em conjunto com técnicas que envolvam balango nos volumes elementares,
resultam em metodologias bastante atraentes.

Uma forma de se obter os volumes de controle ndo-estruturados € através do método
das medianas, onde os volumes sdo gerados a partir de uma triangulagdo, normalmente
encontrada no método dos elementos finitos. Esse processo de obtengdo dos volumes ¢é
empregado no modelo numérico desenvolvido neste trabalho. Uma outra forma de obtengdo
dos volumes aplica 0 método das mediatrizes que origina a metodologia dos Diagramas de
Voronoi. Estas duas metodologias e a formulagao tradicional de volumes finitos, que utiliza
malhas estruturadas, diferem, fundamentalmente, na forma de aplicar as fun¢des de
interpolag@o e no niamero de pontos que os fluxos sdo calculados nas interfaces dos volumes
para realizar os balangos de conservagdo. Uma comparagio da difusdo numérica entre estas
trés metodologias € realizada usando as fungGes de interpolagdo basicas de cada uma com o
objetivo de avaliar o desempenho do modelo numérico desenvolvido nesta dissertagdo.

Nestes métodds, como em outros, a solugdo das equagdes ¢ feita de forma segregada
gerando o problema do acoplamento pressdo/velocidade. Para se resolver este problema sdo
utilizadas equagdes de corregio de velocidades nas interfaces dos volumes em fungdo de
gradientes de corregdo de pressdo. Uma formulagdo é proposta para que essa equagdo de
corregio envolva um nimero minimo de pontos de pressdo, facilitando a obtengio da solugdo
e a implementagdo do codigo computacional.

A forma de obtengdo dos gradientes de pressdo, presentes nas equagdes de Navier-

Stokes, também € explorada nesta dissertagio. Uma proposta para este gradiente é feita



seguindo os desenvolvimentos realizados por metodologias que usam malhas ndo-
estruturadas.

A qualidade de implementagdo computacional do modelo aqui desenvolvido segue o
principio da orientagdo a objetos, ferramenta que oferece muitas vantagens em relagdo a
programagdo estruturada. Algumas caracteristicas e experiéncias adquiridas na

implementagdo desta crescente pratica estdo descritas também neste trabalho.
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Abstract

The use at boundary-fitted coordinates for very complex geometries presents some
difficulties because it is not possible to map the full domain into a single rectangular domain.
One solution for this problem is to employ a multiblock approach. The other one is to employ
unstructured grids, where the finite element method is widely used due to the geometrical
versatility of generating grids. It is usual, however, to employ the classical finite-element
formulation where the conservation principles are not satisfied. The unstructured grid
becomes very attractive for computational fluid dynamics if it is possible to combine its
geometric flexibility with the conservation principles.

One method for obtaining the control volumes for unstructured grids is to generate the
Voronoi Diagrams. Another one is through the method of medians, where the volumes are
generated from a triangulation, which is usually employed in finite element approaches. The
latter procedure is used in this work. The methodologies based on these two types of control
volumes differ basically in the way is which the interpolation functions are applied and in the
number of integration points necessary to obtain the fluxes of properties at the control volume
interface. A comparison between these two procedures is realized in this work, paying
attention mainly iﬁ the numerical diffusion introduced in each case.

In these methods the solution of the conservation equations is done in a segregated
manner, creating the well-known pressure-velocity coupling problem. It is propoSed a new
velocity correction equation such that only the neighboring pressure nodes enters the equation
for pressure correction. The way that pressure gradients, used in the Navier-Stokes equation,
are calculated is also explored in this work. A new proposition is advanced following the
procedures used in recent algorithms for unstructured grids.

The implementation of the computer program is done using C++ Object Oriented
Programming with the main goal of créating classes and objects that can be easily reused by
future researchers, avoiding the enormous losses of human resources in re-writing computer

programs.



1. Introducéo

1.1 Motivagio

Os desenvolvimentos fundamentais na area de mecanica dos fluidos computacional
comegaram com o emprego do método das diferengas finitas com discretizagGes ortogonais
do tipo cartesiana, cilindrica ou esférica. Naquela época o interesse maior estava em resolver
as equagbes de Navier-Stokes, que apresentam dificuldades importantes devido as nio
linearidades e acoplamentos, principalmente pressido/velocidade, que surge devido a solugio
segregada destas equagdes.

Paralelamente, 0 método dos elementos finitos desenvolveu-se na area estrutural,
abrangendo os problemas de elasticidade, sem se preocupar com as ndo-linearidades
encontradas nas equagdes da mecédnica dos fluidos. O problema da discretizagdo de
geometrias complexas foi tratado com maior eficiéncia, ¢ toda a base matematica
fundamentou-se em malhas ndo-estruturadas.

Ao mesmo tempo em que as metodologias foram sendo aperfeigoadas, na década de
70, o enfoque fisico junto a0 matematico, deu origem ao método dos volumes finitos, assim
chamado por gerar as equagbes aproximadas através de balangos de conservagdo da
propriedade no volume de controle.

Com o crescente desenvolvimento dos computadores criou-se um grande espago para
o desenvolvimento dos métodos numéricos. As aplicagdes praticas passaram a requerer
solugGes de problemas de escoamentos em geometrias arbitrarias. Comegou, entdo, no final
da década de 70, um enorme avango do método dos volumes finitos empregando coordenadas
generalizadas com malhas estruturadas.

O uso de coordenadas generalizadas, entretanto, para geometrias bastante irregulares,

apresenta dificuldades, pois o mapeamento em um malha Gnica e de qualidade nestas



geometrias € uma tarefa dificil, se ndo impossivel. Uma técnica empregada para se contornar
estas dificuldades € a de particionar a geometria, gerando malhas mais simples, generalizadas
em cada sub-dominio. Esta técnica, conhecida hoje como multiblocos, é encontrada em
muitos simuladores comerciais.

Uma segunda alternativa, para tratar o problema da discretizacdo de geoemetrias
complexas, ¢ a utilizagdo das malhas ndo-estruturadas. Nesta classe de métodos encontram-se
todas as metodologias que foram desenvolvidas e aperfeigoadas usando o método dos
elementos finitos, sem garantir os principios de conservagdo nos volumes elementares. Estes
métodos nfo serdo aqui tratados e o leitor interessado podera consultar [5] para ter idéia dos
desenvolvimentos realizados.

O interesse neste texto, portanto, do ponto de vista da mecdnica dos fluidos
computacional ¢ a utilizagdo de malhas ndo-estruturadas, que se adaptam melhor a geometrias
complexas e que estdo presentes no método dos elementos finitos, em conjunto com técnicas
que envolvam balango nos volumes finitos. Destas observagdes surgiram metodologias
bastante atraentes denominadas Control Volume Based Finite Element Method (CVFEM), das
quais podemos citar as desenvolvidas por Baliga e Patankar [3] e Schneider e Raw [23,24].

| As metodologias CVFEM sdo assim chamadas por utilizarem os balangos de
conservagdo no volume elementar, por absorverem do método dos elementos finitos a
natureza das fungdes de interpolag@o e, principalmente, na forma de montagem das equagdes
algébricas.

Uma outra classe de metodologias atualmente em desenvolvimento usa também
malhas ndo estruturadas, mas emprega toda a fbrmulac;io basica do método dos volumes
finitos para coordenadas generalizadas. Uma destas metodologias estd proposta em
Maliska [8].

Nesta dissertagdo, portanto, o interesse estd exatamente no comportamento e
desempenho das metodologias propostas por Baliga e Patankar [3] e Maliska [8], que utilizam

malhas ndo-estruturadas, em relagio a formulag8o tradicional de volumes finitos.
1.2 Revisio Bibliografica

As primeiras formulagdes envolvendo volumes poligonais gerados a partir de malhas

triangulares surgiram na década de 70 com Baliga e Patankar [2]. Solug¢des de escoamentos



2D incompressiveis, utilizando os denominados Polygonal Control-volumes, podem ser
encontrados em. Baliga [1], que j& definia uma nova metodologia, comentada antériormente,
denominada CVFEM.

| A extensdo destas metodologias para escoamentos tridimensionais surgiram por volta
da década de 80, ver [3], seguidas do desenvolvimento de fungdes de interpolagdo Upwind,
para escoamentos incompressiveis em formulagdes co-localizadas. Extensdes de metodologia
2D e 3D, surgiram também a partir de trabalhos anteriores de Baliga e Patankar [1,2]. Varios
trabalhos do final dos anos 80 podem ser citados, como os de Prakash e Patankar [18,19] que
resolvem problemas em dutos com segdes arbitrarias, e Muir e Baliga [13] que descrévem o
uso de fungdes de interpolagio Upwind em formulagdes 3D.

A partir de entdo, varios trabalhos de relevincia podem ser encontrados sobre 6
desenvolvimento destes métodos, especificamente envolvendo o emprego das fungdes de
interpolagdo, o procedimento de solugio dos sistemas de equagdes, o acoplamerito
pressdo/velocidade e outros topicos freqientemente explorados nos métodos numéricos. Um
exemplo disto sdo as comparagdes entre os comportamentos envolvendo as fungSes de
interpolagdo do método dos elementos finitos e a metodologia CVFEM, vistas em
Swaminatham e Voller [26,27], onde o desempenho de esquemas Upwind sdo destacados.
Outro trabalho importante de investigagdo a respeito do desempenho destes métodos esta
presente em Saabas e Baliga [21,22]. | _

Mais recentemente, os desenvolvimentos e contribuigdes surgem de trabalhos
dedicados ao estudo de formulagdes para malhas ndo-estruturadas. Entre estes trabalhos
podemos citar Tanigushi e Kobayashi [28] e Maliska [8], onde a metodologia desenvolvida é
baseada nos diagramas de Voronoi. Um exemplo da implementagio destas metodologias pode
ser vista em Vasconcellos e Maliska [29]. A avaliagdo do gradiente de pressio em malhas
nﬁo—estruturadds ¢ um exemplo disto, que pode ser encontrado em Peters, Mariani ¢ Cardoso
[17], no qual sdo avaliados o desempenho de diferentes métodos de calculo para este
gradiente em malhas de Voronoi. Outro trabalho nesta linha, de Mathur e Murthy [11], utiliza
uma formulag@o que permite ser aplicada em malhas hibridas, como quadrilateros e tridngulos
para o caso bidimensional, ou hexaedros e tetraedros quando tridimensional.

A solugdo de sistemas de equagdes para malhas nfo-estruturadas também é alvo de
recentes pesquisas. A preocupagdo estd na obtengdo de melhores taxas de convergéncia para
sistemas lineares com estas caracteristicas. Um exemplo destes estudos pode ser observado

em Mavriplis e Venkatakrishnan [12].



Conclui-se, portanto, que os esforgos na aplicagdo e desenvolvimento de formulag¢Ges
em malhas nio-estruturadas sdo uma forte tendéncia na area da mecanica dos fluidos
computacional. As malhas hibridas, formadas por poliedros arbitrarios j& estdo presentes em
um grande nimero de trabalhos cientificos como Palagi [15], Marcondes et al [10] e Maliska
e Maliska Jr. [9], e desperta interesse, como j4 mencionado, pela facilidade de adaptagdo a

geometrias complexas.
1.3 Objetivos e Contribui¢des

Como o uso de malhas ndo-estruturadas é uma forte tendéncia na area da mecénica
dos fluidos computacional, o presente trabalho, implementa uma metodologia similar &
proposta por Baliga e Patankar [3], ficando a metodologia tradicional de volumes finitos e a
metodologia proposta por Maliska [8], usando diagramas de Voronoi como referéncia para a
avaliagdo do desempenho do método aqui desenvolvido.

Como estas metodologias diferem, fundamentalmente na forma de aplicar as fungdes
de interpolag@o e no nimero de vezes que os fluxos s3o utilizados nas interfaces dos volumes
para a realizagdo dos balangos, a comparag@o da difusdo numérica introduzida usando as trés
fungGes de interpolagdo basicas € uma contribuicdo importante do trabalho. Portanto, a
primeira contribui¢do deste trabalho esta na comparagdo global das metodologias.

Uma segunda contribuicdo, mas ndo menos importante deste trabalho, estd na
qualidade de implementagdo da metodologia. O desenvolvimento do sofiware orientado a
objetos permite que futuras implementagdes sejam incorporadas ao programa, reduzindo a
repetigio de procedimentos computacionais. A experiéncia adquirida na programagio
orientada a objetos, ¢ relatada no trabalho, e serve como incentivo a aplicagdo desta
ferramenta com mais freqii€ncia pelos alunos e especialistas da area numeérica, que
reaproveitando melhor seus codigos computacionais, dedicar-se-d0 mais as questdes
puramente numéricas e fisicas da simulagdo, o que ¢ fundamental para a obtengdo de bons

resultados.



2. Formula¢ido Matematica

A metodologia tradicional de volumes finitos e as duas metodologias que serdo
analisadas, fazem uso dos volumes de controle construidos de forma diferente. Na formulagio
tradicional o volume ¢ construido em uma malha estruturada, nos demais os volumes sdo
criados através do método das mediatrizes, conhecidos como volumes de Voronoi [25], e os
criados pelo método das medianas. Estas construgdes serdo agora discutidas.

A integragdo das equagles é apresentada para as trés metodologias acima citadas.
Aproximagdes numéricas mais detalhadas para a metodologia dos Diagramas de Voronoi e
para a metodologia tradicionalmente estruturada dos volumes finitos estdo referenciadas para
uma possivel consulta do leitor, pois servem apenas para comparagio dos resultados e ndo

foram aqui desenvolvidas.
2.1 A Metodologia Estruturada dos Volumes Finitos

Sera aqui chamado metodologia estruturada aquela que utiliza a formulagdo
tradicional de volumes finitos aplicada a malhas estruturadas. Entende-se por malha
estruturada aquela que possui a mesma regra de conectividade para todos os volumes gerados
na discretizagdo. Nesta metodologia, portanto, a discretizagdo do dominio utiliza um sistema
de coordenadas global, podendo ser do tipo ortogonal, como cartesiano, cilindrico ou esférico,
ou de coordenadas generalizadas, também conhecido como sistema de coordenadas
curvilineas, que se adapta melhor para geometrias complexas.

Os balangos de conservagio paré obten¢do das equagdes aproximadas sdo realizados
de maneira bastante simples quando comparado a outras metodologias, uma vez que todos os
volumes obtidos contém sempre o mesmo namero de faces, por exemplo, quatro para o caso
bidimensional.

A figura 1 mostram exemplos de discretizagdo seguindo este principio.



Figura 1 — Discretizagdo estruturada

2.2 Os Diagramas de Voronoi

* Encontramos tradicionalmente no método dos elementos finitos uma discretizagio
denominada triangulagdo de Delaunay. As variaveis, neste método, sio armazenadas nos
vértices dos tridngulos que compde a discretizagdo (poderiam também ser quadrilateros) e as
equagdes aproximadas sio obtidas através da minimizagio de um residuo ponderado. Nao
existe a conservagdo de uma propriedade no elemento finito triangular, como por exemplo,
conservagdo de Quantidade de movimento ou massa.

Portanto, para aplicarmos um método numérico observando os principios de
conservagdo € necessario obter um volume finito a partir desta triangulag@o. Se em cada lado
do elemento finito for tragada uma mediatriz, obtemos um volume de controle denominado
volume de Voronoi ou diagrama de Voronoi. O resultado final da discretizagdo utilizando este
principio é um conjunto de diagramas de Voronoi. A figura 2 apresenta uma discretiza¢do em
um dominio arbitrério feita através de uma triangulag@o de Delaunay onde foram construidos

dois volumes ou diagramas de Voronoi.



Figura 2 — Diagramas de Voronoi

Os diagramas de Voronoi, possuem propriedades peculiares que facilitam a
implementagdo dos balangos de conservagdo sobre os volumes. Estas propriedades sdo

descritas abaixo e podem ser observadas na figura 3.

1. A interface AB entre dois volumes de controle é sempre perpendicular ao segmento Pi
que une o centro dos dois volumes e passa sempre no ponto médio O deste segmento. Do
ponto de vista numérico isto é extremamente interessante porque as derivadas normais as
interfaces sempre envolverdo apenas os pontos nodais centrais dos dois volumes, além de
que, a obtengio das propriedades nas interfaces é feita como se a malha fosse uniforme,
pois a interface ¢ eqiiidistante do centro dos volumes, pois o segmento PO tem a mesma
medida que o segmento Oi

2. Qualquer ponto interior ao volume de Voronoi centrado em P est4 mais perto do centro P

do que de qualquer outro ponto nodal vizinho.



Figura 3 - Propriedades dos diagramas de Voronoi

Devido a estas propriedades, torna-se facil a implementagio do método usando
diagramas de Voronoi, pois as aproximag¢des numéricas muito se assemelham com as
aplicadas no método estruturado ortogonal, pois estes diagramas sdo localmente ortogonais, e
ainda tem-se a vantagem de maior flexibilidade de discretizagio do dominio, principal
caracteristica dos métodos ndo-estruturados. Algumas desvantagens dos diagramas de

Voronoi sdo citadas a seguir.
2.3 A Construcio do Volume de Controle pelo Método das Medianas

A principal motivagido para este tipo de constru¢do € que os diagramas de Voronoi
possuem algumas restrigdes geométricas. Considere o elemento triangular POR da figura 4.

Ao serem tracadas as mediatrizes nos segmentos que ligam os centros dos volumes notamos
que o segmento AB, que é a interface entre os volumes P e O, fica deslocado para baixo e

ndo corta o segmento P(), o que torna as aproximagdes fisicamente inconsistentes. Por

exemplo, um gradiente calculado entre P e Q nio é representativo da derivada em AB .



Figura 4 — Diagrama de Voronoi

Para contornar este problema, os volumes elementares sdo construidos agora, pelo
método das medianas, proposto por Baliga e Patankar [2]. Este método consiste em ligar o
centro geométrico dos tridngulos aos pontos médios dos lados dos tridngulos. O resultado sio
volumes que terdo, no maximo, o dobro de faces do que o correspondente volume de Voronoi.
A figura S apresenta novamente uma triangulagdo de Delaunay para uma geometria arbitraria
onde foram construidos dois volumes pelo método das medianas.

Devido ao maior nimero de faces e de pontos de integragdo que este volume possui
em relagdo aos demais pode-se supor que esquemas numéricos desenvolvidos para estes
volumes tornam-se, sem davida, mais elaborados, diferindo bastante das duas metodologias
anteriormente comentadas. A seguir sdo apresentadas as equagdes governantes que serdo

resolvidas neste trabalho e as formulagSes empregando diferentes tipos de discretizagio.
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Figura 5 — Volume finito originado no processo da mediana

2.4 Equacdes Governantes

Admitindo o fluido como Newtoniano e adotando um sistema de coordenadas
cartesianas (X, y), temos, para problema convectivo/difusivo bidimensional transiente as

seguintes equagdes diferencias:

Equagdo de conservagdo da quantidade de movimento em x

i(m)%(puu)%(pm):%&@,@}2@@} . (1)

ot ax\"ax) o\ oy
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Equagdo de conservagdo da quantidade de movimento em y

)=-20 2,20, 2,2, ®

0 .0
50 gl 2 ug

0
+ —
Nz

Equacdo de conservagdo da massa
op O 0 : 3)
——t+— +— =0
= "3 > (ov)
Equag&o de conservagdo na forma geral

@ 9 o _0( 409\, 8( s0¢ (4)
5(P¢)+5x“(/0u¢)+§(ﬂ"¢)— ax(w ax)Jfay(W ayj+5¢ |

Assumindo S?=0 e #=1, a equagdo (4) reproduz a conservagio da massa. As
equagdes do movimento nas duas dire¢des coordenadas sdo obtidas fazendo-se gigual a uw e v
com o apropriado termo fonte, que neste caso inclui o termo de pressdo, e /? igual a & A
equagdo da energia pode ser obtida fazendo ¢ =T, também com termo fonte apropriado ¢ r

assumindo o valor /c,. A equagéo (4), portanto, pode representar a equagdo de conservagdo
de qualquer propriedade genérica ¢.

A solugdo das equa¢des acima pode ser realizada em duas etapas. Primeiramente
calculamos o campo de velocidades com as equagdes (1), (2) e (3), utilizando uma formulagio
segregada, depois podemos avangar os campos escalares do problema, como pressdo,

_ temperatura e outros, através da equacdo (4).

Podemos, entdo, reecrever a equagdo (4) na forma
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%(pyﬁ) = V.(j )+ 5 )

onde J ¢ dado por:

J=T*Vg¢—-pV¢ | (6)
2.5 Formula¢io de Problemas Convectivo/Difusivos utilizando uma
Discretizacio Estruturada Curvilinea |

Considere o volume de controle obtido na discretizacdo estruturada curvilinea
representado na figura 6. Integrando a equagdo (5) sobre este volume e no tempo, e em

seguida aplicando o teorema da divergéncia resulta

(7

MP¢P[;M§¢§ ;__Z(j_h’) AS,, + S, 0, AV +S,AV
i Pi

onde o termo fonte foi linearizado como em Patankar [16], e Pi representa cada interface

entre 0 volume P eosvolumesi da figura 6, que neste caso sioe, w, n, s.

Substituindo agora o vetor J temos:

®)

My ;tMpqﬁp _ Z(r¢ %} AS,, =Y pl7 i), $,0S,, + S, AV + S, AV
j Pi

H
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Para o volume da figura 6 o vetor 7, normal as interfaces entre os volumes, coincide,
em dire¢do, com 0s vetores unitarios e; € e, do sistema coordenado &£, 7. A equagio (8) passa

a assumir uma forma bastante conhecida:

Yot Mibi |, %0, 2] -0, 20, 2

At 1‘166 12 577 11 56 12 577 (9)
0 0 0 0
+[D215§+D22£j| "[Dm%J’Dzz%:l

~Mg + Mg, ~ M@, + Mg, +S,8,AV +S,AV

As expressdes detalhadas dos coeficientes D;;, D2, D2y, Do, M us Mw, Mn e Ms

podem ser encontradas em Maliska [8].

v

Figura 6 — Volume elementar bidimensional resultante da discretizagdo estruturada
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2.6 Formulagio de Problemas Convectivo/Difusivos utilizando Diagramas

de Voronoi

Da mesma forma como procedido para o volume estruturado, a integragio da equagio

(5) sobre o volume de controle da figura 3 resulta na equag@o:

MP¢P "M;¢;
At

:z(r*ﬁ 5¢) Ay, S PP ), 00 AS,, + S, AV + AV o)

onde Pi representa as varias interfaces de integragéo.

Na equagdo (10), o produto escalar do vetor velocidade pela normal nos di a
velocidade responsavel pelo fluxo de massa na interface. Esta velocidade aqui denominada
Vp:, é conhecida de alguma forma.

Como a variavel ¢ e sua derivada séo afetadas pelos efeitos difusivos e convectivos, a
fungdo de interpolagdo deve conter um par@metro que informe estes efeitos. Este pardmetro
podera ser o nuimero de Peclet. Uma  alternativa é usar fungbes de interpolagdo
unidimensionais ao longo da normal, seguindo o mesmo principio das malhas estruturadas.
Sabemos que teremos um efeito de difusdo numérica, pois a fungdo de interpolagdo ndo é
exata, e também ndo € aplicada ao longo da linha de corrente. Porém, existem diferengas entre
aplicar fung8es de interpolagdo unidimensionais em malhas estruturadas e ndo-estruturadas.

Sabemos ainda que uma das maneiras de diminuir a difusdo numérica é aplicar a
fungio de interpolagdo em uma diregdo alinhada ao escoamento. Para malhas estruturadas a
fungdo de interpolagdo é aplicada em apenas duas diregdes &7 , existindo somente duas
possibilidades de que o escoamento esteja alinhado com a malha e conseqiientemente na
direcdo em que foi aplicada a fungdo de interpolacdo. Por outro lado, em uma malha ndo
estruturada, existe a possibilidade que ela informe o escoamento mais adequadamente nas
faces do volume de controle, uma vez que serdo mais de quatro as dire¢des em que a mesma
seré aplicada. Essas diregGes sdo fungdo do nimero de vizinhos que cada volume possuir.

Maiores detalhes da formulagdo numéricas para esta metodologia em particular podem

ser encontradas em Maliska [8] ¢ Cardoso [4].
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2.7 Fofmulag:ﬁo de Problemas Convectivo/Difusivos utilizando o Volume dé

Controle das Medianas

A metodologia desenvolvida por Baliga e Patankar [3], denominada, como ja visto,
- CVFEM — Control Volume Iinite Element Method, leva esta designacdo devido a sua
semelhanga com a formulagdo tradicional de elementos finitos, mais precisamente no uso das
fun¢Ges de interpolagéo.

Considerando que esta metodologia também € baseada nos principios de conservagio
das propriedades no volume de controle, é necessario estabelecer um volume elementar no
qual se procedera a integragdo da equagdo diferencial escrita na forma conservativa.
Considere, portanto, a geometria mostrada na figura 7, onde um volume criado pelo método
das medianas esta hachurado. Nota-se que a céntribuigio de varios elementos triangulares do

tipo / 23 formam o volume de controle onde sio realizados os balangos de conservagéo.

Figura 7 — Volume de controle criado pelo método das medianas
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Sobre o volume /aoc, que é parte do o volume elementar, ¢ feita a integra¢do da

equagdo de conservagdo. A figura 8 mostra um detalhe deste elemento onde estdo

evidenciados 0s segmentos ao e oc, em que ocorrera a integragdo. A equagdo algébrica final
¢ obtida pela adigdo de todos os volumes elementares ligados a cada elemento. Portanto, o

volume de integragdio /aoc est ligado ao elemento /23.

Figura 8 — Elemento triangular que compde o volume da mediana

Reescrevendo a equagdo (5) na forma

g;(p¢)+ v(7)-s*=0 (an
com J dado por

J=pVp-T'V¢ | (12)

e integrando a equagdo (11) no volume de controle da figura 7, temos
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Mobe Moy , [ sids + [T ids— [S*av +
At a : o laoc (13)

[contribuigdo dos outros elementos associados ao né 1] =0

onde o termo fonte sera linearizado, como na equagéo (7), por
S?=S,6+S, (14)

A integracio dada pela equagdo (13) requer os valores dos fluxos J ao longo dos

segmentos aoe oc . Porém, os valores de J , nestes segmentos, dependem da derivada de ¢, o
que implica no estabelecimento de uma fung¢@o de interpolagdo. Tal fungdo de interpolagio
deve permitir o calculo de ¢ e de suas derivadas em varias posi¢des no interior do elemento
triangular, principalmente nos pontos ¢ e r da figura 8. Esta fung@o de interpolagio deve ainda
ser gerada exclusivamente pelos valores de ¢ nos vértices do elemento (tridngulo), que é o
local onde a variavel é armazenada.

Para a formulagdo usando malhas de Voronoi é necessaria a determinag¢do de uma
funcdo de interpolagdo mais simples do que a desenvolvida na metodologia CVFEM, porque
os valores de ¢, armazenados nos vértices dos tridngulos, estdo sobre uma linha reta normal a
face do volume como na metodologia estruturada, facilitando o uso da fungéo de interpolagdo

‘unidimensional. J4 para a metodologia CVFEM, os pontos de interpolagdo r e ¢ ndo estdo
alinhados com os pontos onde esta armazenada a propriedade ¢, ou seja, nos vértices dos
tridngulos. Portanto, emprega-se aqui uma fun¢io de interpolagio mais elaborada.

Para um melhor entendimento de um dos objetivos do trabalho, que é a comparagio
entre as metodologias anteriormente descritas, estdo apresentados na figura 9 os pontés de
integragéo ou “integration points” para as trés formulag¢des. Na formulagio estruturada, como
pode ser visto na figura 9.a, sdo quatro os pontos de integra¢do, um para cada face do volume.
E importante que 0 escoamento a ser resolvido esteja pelo menos alinhado parcialmente na
dire¢do de aplicagdo da fungio de interpolagio, que € unidimensional, para que as

aproximagdes introduzidas nas equagdes tenham mais exatido.



18

2

a) volume de controle estruturado b) diagrama de voronoi

¢) volume de controle do método das medianas

Figura 9 — Pontos de integracio (Integration Points)

No caso de uma malha estruturada curvilinea serdo apenas duas as possibilidades do

escoamento estar alinhado com a direg@o de aplicagi@o da fungdo de interpolagio, uma vez que
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as faces nesta malha sdo alinhadas nas dire¢des £ e 7. A figura 9.b mostra um diagrama de
Voronoi com cinco faces orientadas em cinco dire¢Ses diferentes, portanto, serdo maiores as
possibilidades de que a fungdo de interpolagio seja aplicada na diregdo do escoamento, o que
possivelmente melhora o resultado numérico.

Na figura 9.c esta apresentado um volume de controle que foi gerado pelo método das
medianas e que € utilizado nas integragdes das equagbes de conservagio anteriormente
descritas para a metodologia CVFEM. Note que para este volume o nimero de faces geradas é
maior do que o seu comrespondente diagrama de Voronoi o que aumenta o nimero de
integragbes realizadas neste volume. Além disso a fungio de interpolagdo aplicada é
bidimensional e aplicada sempre na dire¢do do escoamento. Detalhes sobre este procedimento
e as demais aproximagdes numéricas referentes ao modelo numérico aqui desenvolvido serdo

vistos no capitulo 3.
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3. A Metodologia CVFEM

A formulagsio matematica descrita no Capitulo 2 para a metodologia CVFEM é agora

apresentada com maiores detalhes. As aproximagdes numéricas resultante das integragdes

sobre as equagles governantes sdo descritas € € obtido o conjunto de coeficientes integrante

" do sistema de equagdes. Detalhes importantes sobre a aplicagdio das condi¢des de contorno
sdo encontradas mais ao final do capitulo.

A implementagdo computacional foi baseada nos principios da orientagdo a objetos

como foi descrito anteriormente. No ultimo topico deste capitulo encontra-se uma breve

descrigdo dos aspectos que envolvem este tipo de programagio.
3.1 Fung¢io de Interpolagio

A fungdo de interpolagfo tem o objetivo de avaliar o valor de uma propriedade genérica
¢ na interface do volume de controle bem como suas derivadas. Portanto, a idéia basica € criar
uma superficie que passe pelos pontos 7,2 e 3 da figura 10, e que assuma a forma de um plano

caso a difusdo seja dominante no elemento. Essa fungdo podera ser dada pela equagio
¢=Ax+By+C (15)

Para a reprodugdo dos efeitos convectivos devemos introduzir uma coordenada
exponencial que seja orientada na diregdo média do escoamento. Essa nova coordenada ira
gerar um efeito semelhante ao produzido pelas fun¢8es de interpolagio unidimensionais

utilizadas nas formulages tradicionais de volumes finitos, “soprando” o perfil de ¢ na dire¢do



21

do escoamento, 0 que requer uma mudanga de coordenadas na equacfio (15). Adotamos,
entd0, um novo sistema coordenado (X,Y) orientado na dire¢fio do escoamento médio e que

pode ser visualizado na figura 10.

Figura 10 — Elemento triangular e seu novo sistema coordenado

Para este novo sistema coordenado, é necessaria a determinagio de uma velocidade
representativa do escoamento V_ , que fornega uma dire¢do estimada do fluxo convectivo
médio deste elemento, permitindo a constru¢do de uma fungio de interpolagio alinhada com o

escoamento médio. Uma média simples das velocidades dos nos é suficiente. Entdo ¥V ¢é

dado por:
V. o=ui+v,j (16)
onde
_Wtu, tus , ittty | (17)
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e u; e v; s80 as componentes cartesianas do vetor velocidade dada nos vértices do elemento.

As componentes Uy, € Vay, no novo sistema de eixos X, Y, sdo respectivamente

U, = +2)? . v, =0 (18)

av av ay

Conhecendo-se U,, , a nova coordenada exponencial é obtida resolvendo-se o problema
convectivo/difusivo neste novo sistema de coordenadas (X,Y), cuja equagdo governante é dada

por

2 2
pU, =1t 22,08
oX ox: oY (19)
Inicialmente, escrevemos a equagdo acima na forma
2
W—%~F¢a¢2+BA:O :
oxX X | (20)
onde
2
B, =-T* 0 ‘f
or (21)

Fazendo as seguintes adimensionalizagdes

X“ X - dex
Xma'x - Xmin (22)
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£, =pU,
* Xméx Xmin ’
B, =B, ( : )
r (24)

onde Xnix € Xmim s30 os valores de X maximos e minimos nos pontos /,2 e 3 da figura 10

respectivamente, a equagdo (20) podera agora ser escrita na forma

e ai(¢*+§§%+BA*:0 (@25)
onde a solugdo ¢ dada por
$=F +Fexp(P, X" )+ %X* 6
Substituindo as expressdes adimensionalizadas e reagrupando os termos obtemos
p=A5+BY +C 27

onde a nova coordenada exponencial £ € dada por
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av max min

F“’ { l:Pe (X—dex):| }
£= exp| "0 |
pU X  —-X (28)

com o nimero de Peclet definido anteriormente.

Note que esfa. equagdo representa uma superficie, onde a coordenada & reproduz os
efeitos convectivos.

Sendo conhecidos os valores de ¢ e as coordenadas & e Y, nos pontos /, 2 e 3,

encontramos as constantes A, B e C, como

4O -Y)p+ (7 -V, + (1 -V )g] (29)

DENOM
B= [(53 _52)¢1 +(§3_€€3)¢2+(‘§2‘"§1)¢3] (30)

DENOM
C = [(é:zYs — §3Y2)¢1 + (§3Y1 — 531/; )¢2 + (§1Yz — ‘fzyl )¢3] € 1)

' DENOM

com DENOM dado por:

DENOM =¢Y, + &hL+ &h-&h -6, - &l (32)

Para um melhor entendimento da fungdo de interpolagdo empregada nesta metodologia
e sua variavel £ uma breve analise serd realizada. Considere um elemento triangular

hipotético onde Xyin= -0,5 € X,nse= 0,5. A equagio (23) e a equagio (28) se reduzem a:



25

_pU, (33)
p, =25
1 P, (x-0,5) (34)
g el
Os extremos do intervalo assumido por X nos fornece
35
e-l [l o xocos 65
e L€
e
=0 , em X=05 (36)
0.0 * * % % * % % * *
i o o a a o a u/g"// /
02F g0
) o0——0———0—=0
o /3/
o4l /2/ .
ol /A// —*— Pe~
L /A Ly e _
e=10
& e L /°/ P
© —o— Pe=4
osf /°/ —a— Pe=1
' o
| ~—o— Pe=0.1
10}
04 02 00 02 0.4
X

Figura 11 — Valores de £ para um elemento triangular hipotético
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A figura 11 mostra, para alguns nimeros de Peclet, como os valores de & variam em
fungio da coordenada X para um elemento de tridngulo que compde o volume elementar.

Note que a coordenada & varia quase que linearmente para baixos valores de P,
apresentando seu carater exponencial ao aumentarmos o numero de P, , o que confirma a
introdugdo do efeito convectivo na fung@o de interpolagdo de ¢ exclusivamente através da
coordenada &

A figura 12 mostra as fungdes de interpolagdo para um elemento triangular hipotético.
Estas fungdes muito se assemelham aquelas geradas pelo esquema exponencial da formulagdo
tradicional de volumes finitos.

Na figura 12.a a velocidade do escoamento médio U,, é nula e portanto a difusdo é
dominante. Neste caso uma superficie plana é gerada entre os vértices / 2 e 3 do elemento
triangular que compde o volume. Caso o0 escoamento médio seja diferente de zero, teremos
um valor para o numero de Peclet ndo nulo que através da coordenada & da fungio de
interpolagdo gera a superficie que pode ser vista na figura 12.b. Se o numero de Peclet

aumentar, a coordenada & se modifica, gerando uma outra superficie, ver figura 12.c.



b) Pe > 0, difusdo/convecgio

s

¢) Pe >> 0, difusdo/conveccio

Figura 12 - Fungdo de interpolagio de uma varidvel genérica ¢

27
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3.2 Discretizacio das Equacdes para ¢

A discretizagdo das equagdes € obtida pela aproximagdo das integrais presentes na

equagdo (13). O fluxo J pode ser escrito como

s 09 ¢ 0P (37
j= I+ J = (pU;é r an (V¢ r 6yjﬂ

onde & e £ sd0 os vetores unitarios do sistema coordenado (X Y)

O valor das derivadas de ¢, sdo obtidas através da fung¢do de interpolagdo definida pela

equagdo (27). Estas derivadas sdo introduzidas nas componentes do fluxo e resultam em

J, = plU-U_)AE + pU(BY +C)— AT, | (38)

J, = pVAE + pV(BY +C) - BI'* (39)

Ao substituirmos os coeficientes 4, B, e C da fungdo de interpolagio dados pelas

equagdes (29), (30) e (31) obtem-se para Jye Jyas seguintes expressdes

Jr = DENOM TN S+ S+ 18,) )

=1~ L) + (1 -1)g, + (1, - K )]

DEN OM



(g1¢1 + 8.6, +g3¢3)

J, =—2P
'~ DENOM

1"¢
oo oM+ 6 -a)h + (6 - &l

onde
£=0-UNl-LE+UE - & +UGE, - &F)
[ =U-U N0 -RK+UE - &) +UEY, - £Y,)
f=U-U NG -L)E+U(E - &) +UEY, - &X))
g =V, -LYE+V(E-EN +V (&Y, &)
g =V -V +V(E-E) +V(EY, -£F)

g =VW -LE+V(E -& W +V(EY, -&X,)

29

(41)

(42)

43)

(449

’(45)

(46)

(47)

As integrais ao longo dos segmentos ao e oc, que representam o transporte

convectivo/difusivo de ¢, sdo dadas por

R =y O

Jiids =X ,Jy| -Y,Jy [

c .
[ sids =Y, J x|, - X Jy|,
o

(43)

(49)
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onde X,, Y., X; e Y. estdo representados na figura 13.

A figura 13 apresenta a interpretagdo geométrica das integrais dadas pelas equagdes (48)
e (49). Considerando o vetor J nos pontos 7 e £, o produto X,Jy — ¥,Jy nos da o fluxo que

atravessa a face ao, ao passo que o produto Y.Jy— X, Jy calcula o fluxo em oc. Os sinais que

aparecem nestas expressoes estdo de acordo com o sistema de eixo local centrado em O.

Figura 13 - Representagdo de J nas faces de integracdo

Podemos aproximar as equagOes (48) e (49) envolvendo os pontos a, 7 € o, para a face

ao, e os pontos o, f e ¢, para a face oc, e aplicar a regra de Simpson para estes pontos as

componentes J; e J, obtendo

Xel,), + 400, + )]

7= (50)

_%[(JX ), +4(J5), + ()]
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j]ﬁds= 2 [(J), +4(J5), + (U)o (51)

| +4(Jy), + ()]

Substituindo as equagdes (40) e (41) na equagdo (50) temos, para a integral do segmento

ao
jj.ﬁds =—(dr + A3, + 429, +) 42
onde
S R AR : (53)
A = e W - X g )t e W - 1) - X, (6 - 5)
. p (54)
4 = Gong O+ ~Xe8)+ DENOM{ % -1)- X6 -6)
. p (55)
A = B (1S - X ) 8) - X (- £)
com
= L0, + 40+ U, i=123 o

g =), +4en, +@)o),  i=123 °7
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As expressGes para f e g sdo dadas pelas equagBes (42) a (47), ja apresentadas. Da

mesma forma, para a integral da equagdo (51) teremos

€ 58
[T ds =~ (4, + A5, + 458, +) Y
onde
‘e P rxe ) W (r-v)-x (e - (59
A = e (1 = X I e - T) - X6~ 6)
c__ P ¢y o r ey ~ (60)
Az_m(chz X°g2)+DENOM{Y°(Y’ r)-X.(&-&)
c___ P e yoo) L’ N (61)
4= (0 = X&) e A -1 X6 - )
com
A =%{(f,~)c+4(ﬁ), +(£)}:1=1.23 “
g = é{(g,- ), +4(g), +(g),},1=123 ©

Novamente as expressGes para f e g sdo dadas pelas equagdes (42) a (47).
A equagdo (13) ainda apresenta uma integral envolvendo o termo fonte e que precisa ser

aproximada. Como o termo fonte foi linearizado pela equagfo (14) essa integral fica
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[stay=2es +2g,g ©4)
laoc 3 3
onde 4. ¢ a area do elemento /23 e que pode ser obtida pela eXpressio abaixo
4 - [DET] - (65)
¢ 2
com
DET = (XY, + X,, + X;Y, -1 X, -V, X, -V, X)) (66)

Agrupando as equagdes (52), (58) e (64), obtém-se a contribui¢do total do elemento 723

referente ao nd /, na equacgio de conservagdo do volume de controle

jj.ﬁds +_c[.7ﬁds— [Sgav = Dy + Dy + D+ E, (67)
z : 1o
onde
D=4 -ar-45,,] (68)
D, =|4; - 45] (69)
D, =[4; - 47] (70)

Ey=4,5:13 (7D
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Podemos perceber facilmente que quando a parcela correspondente aos outros
elementos for adicionada, teremos uma equagdo algébrica de conservagdo do volume de
controle elementar, com centro em / conectado a todos os seus vizinhos, como se esperava,

na forma

A = Anpdng + B - (72)

Resolvendo o sistema linear obtido através de um algoritmo adequado, teremos os
valores de ¢ determinados em todos os vértices dos tridngulos, ou seja, no centro de todos os

volumes de controle nos quais foram realizados os balangos de conservagdo da propriedade ¢.
3.3 Discretizacio das Equacdes parau e v

A integral da equagdo de conservagdo da quantidade de movimento é idéntica a da
equagdo de conservagio de ¢, exceto pela presenga da integral envolvendo o gradiente de
pressdo. Para aproximar esse gradiente é necessario adotar uma fungo de interpolagio para a

pressio. Essa fungdo de interpolagdio podera ser linear e determinada pela expressio
p=dx+ey+ f (73)

onde d, e, e f podem ser obtidos pelas equagdes (29), (30) e (31) dos coeficientes 4, B, C

respectivamente trocando & por x, ¥ por y e ¢ por p. Logo, as integrais envolvendo os

gradientes de pressdo resultam

(74)
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4 )

Portanto, as expressdes resultantes das integrais das equagbes (74) e (75) sdo
adicionadas ao termo fonte de cada elemento que compde o volume elementar das equagdes
de conservagio de quantidade de movimento de u e v, respectivamente. Esta é a formulago
proposta em Baliga e Patankar [2].

Uma outra forma de avaliar este termo fonte, que é a uma contribui¢do importante deste
trabalho, é calculando a integral diretamente no volume de controle, obtendo, para isso, um
gradiente de pressdo representativo para este volume como um todo. Este gradiente, agora
calculado no centro do volume e envolvendo os gradientes em cada um dos elementos que

compde este volume, pode ser dado por

(aplledx minli) 76
| _ (76)
b S (K- X))

""’[lm Ful |
»| _ ( (77)
ayp Y""'"L)

Note que esta formulagio difere daquela proposta em Maliska [8] e Cardoso [4], onde
os somatorios sdo realizados sobre segmentos. Aqui estes somatorios envolvem os elementos
triangulares, onde o gradiente de pressdo particular de cada elemento triangular i é obtido
derivando a fungdo de interpolagdo, como feito para as equagdes (74) e (75). A figura 14
ilustra um volume de controle onde esta aproximagio é usada para a determinagio do

gradiente de pressdo.
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N
{

A motivag@o para a proposi¢do das equagdes (76) e (77), inéditas até entdo, surgiu da
observagdo de algumas situagdes particulares. Considere a figura 14 onde trés elementos
triangulares de formato achatado estdo numerados. Note que um gradiente de pressdo
calculado na diregdo x para o volume centrado em P pela equagdo (74), considera que os
elementos /, 2 e 3 contribuem de forma igual, pois possuem a mesma area. Porém, o elemento
de mamero 3 ndo deveria afetar fortemente o calculo do gradiente de pressdo, uma vez que
possui dois pontos bem acima e afastados do centro P do volume. Ja na equagio (76)
proposta, os elementos / e 2 terdo uma maior contribuigio para o célcﬁlo do gradiente, pois os

pesos serdo dados em fungio das dimensdes maximas dos elementos.

mdx min

Figura 14 — Pardmetros para o cdlculo do gradiente de pressdo no volume
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As integrais envolvendo os gradientes de pressio podem ser agora aproximadas

diretamente para cada volume

[Zay-2| av (78)
j@ AN 7
ey i,

-. Vale lembrar que na discretiza¢do eStruturada, a determinacdo deste gradiente é
diretamente obtida por diferengas centrais, pois 0s pontos de pressdo vizinhos estdo alinhados
com o centro do volume no qual se deseja determinar o gradiente, ndo necessitando um
tratamento especial como foi descrito nesta se¢do. Ja para os diagramas de Voronoi uma
formulag3o similar a esta é necessaria, pois varias contribui¢des para o gradiente de pressdo
sdo dadas pelos diversos pontos que estdo conectados ao ponto central, onde se deseja

determinar o gradiente. Trabalhos envolvendo este aspectos podem ser vistos em [17].
3.4 Acoplamento Pressio-Velocidade

A solugio segregada das equag¢des de conservagdo da quantidade de movimento e da
equagio de conservagdo da massa gera o problema do acoplamento pressio-velocidade.

Inicialmente estima-se um campo de pressdo p* e obtém-se através das equacgdes de
conservagdo da quantidade de movimento um campo de #* e v* que, a priori, ndo satisfazem a
equagdo de continuidade. Ndo faz sentido algum, alterar aleatoriamente o campo de pressio a
fim de que em algum momento um campo de #* e v* satisfaga a equac@o de continuidade. O
procedimento recomendado comumente € estabelecer expressdes de corre¢do para as
velocidades u* e v* em fungdo de gradientes de corregdo de pressdo p’. Quando esta corregio
de pressdo ndo for mais necessaria, estes gradientes de p’ serdo nulos e a corregdo sobre u* e
v* sera nula. Para a evolugdo de p’ utilizaremos a equagio da continuidade, onde as equagdes

de corregdo serdo introduzidas gerando uma equagio para p’ com termo fonte envolvendo u*

e v¥
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Neste item encontra-se a segunda contribuigdo importante deste trabalho, que ¢é a
proposi¢do de uma formulagéo para tratar este acoplamento. Uma equagdo de corregdo de
pressdo € desenvolvida e aplicada de maneira a simplificar a implementagdo computacional.

Pelo fato de ser usado um arranjo co-localizado, ou seja, as velocidades estdo

armazenadas nos centros dos volumes e n3o nas faces dos elementos, é necessario,

inicialmente a determinag@o destas velocidades de interface, aqui denominadas u} pois o

balango de massa na equacgdo da continuidade é feito com os fluxos calculados nestas

interfaces.
3.4.1 Determinacio das Velocidades nas Faces dos Volumes

Considere a equag@o de conservagdo de quantidade de movimento em um ponto nodal 7,

(i=1, 2;3 ) que forma o elemento triangular da figura 10, na seguinte forma

(i, } = {{awrin J} +{ofs } v }{%}{L{P o}

onde o operador L representa as aproximagdes numéricas para os termos fonte.

Fazendo i=1,2,3 temos as trés equagdes, uma para cada ponto. Como temos velocidades
armazenadas apenas nos vértices dos elementos, é necessario interpolar estas equagdes para as
posigdes em que se deseja calcular a velocidade u, ou seja, os pontos a, 7, o, ¢ € ¢ da figura 10,
Note que esta estimativa de # no interior do elemento triangular poderia ser obtida através da
fungdo de interpolagdo, mas isto ndo se traduz em uma boa aproximagdo. A média, ou
interpolagdo, das equagdes do movimento e ndo das variaveis propriamente ditas ¢é
fisicamente mais consistente, pois teremos equagdes do movimento aproximadas nestes
pontos.

As equagdes multiplicadas por fatores de interpolagdo, somadas e aplicadas as

aproximagdes para os termos de interface resultam



39

—P—
-
b
=
+
o)
[ 38}
'S
[ ]
+
[2)
w
S
a1
w
——
b
<
|
2
——
—
N
=
o
=
&
——
+
h
—r—
n
*
S —
>
x
—_

+ 02{ A UNB }+L{S” }AV }2 | (81)

Podemos escrever u} como

u}: 1 { Cl{z {Anb.u;vg } +L{Su }AV }
{clApl+c2Ap2 +C3AP3 } 1

ce S ferfsfor ]
oz o] afr o

com,

M°=p° AV (83)

AV =, AV, + c,AV, +¢,AV, (84)

onde as constantes c;, ¢ € ¢3 de interpolag@o sdo dadas em fungio da posi¢do (X, ¥) do ponto
em que se deseja interpolar a velocidade.

A construgio de um plano entre os valores de uma propriedade genérica z,
armazenados nos pontos 1,2 e 3 de um elemento triangular, fornece coeficientes que permitem

uma interpolag@o linear desta propriedade no interior do tridngulo. Estes coeficientes tem
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sempre soma unitaria € ddo um peso para cada valor da propriedade z que esta armazenada
nos noés do elemento triangular em fungéo da posi¢do (X, ¥) em que desejamos a interpolagéo.

As expressdes para estes coeficientes sdo

cl:(YZ_Y;)X'*'(Xs_Xz)Y'*'(XzY;_XSYZ)/DET (85)
¢, =¥, -R)X +(X, - X,)Y +(X,Y, - X,Y,)/ DET (86)
csz(Yl_YZ)X'*'(XZ"Xl)Y+(X1Y2_X2Yl)/DET @7)

com DET dado pela equagdo (66). A equagédo aproximada para a determinagéo de V*f ¢ obtida

de maneira analoga.

3.4.2 Proposicio da Equaciio de Correcio de Velocidades

Considere a velocidade U/ e os vetores unitarios normais aos segmentos ao € oc

mostrados na figura 15. O produto escalar entre U e 7 fornece as componentes de velocidade
normais a estes segmentos, ou seja, na dire¢do de 7, responsaveis pelo fluxo de massa através
de cada se¢do. Como se sabe as equagdes de corregdo da velocidade podem ser quaisquer,
pois ndo afetam a solugio do problema mas apenas a taxa de convergéncia. Propondo uma

equagio de correcgdo similar as usadas nos métodos tipo SIMPLE, temos

v=v —df@’i_ (88)
on

Admitindo para p’ uma fungio de interpolagfo linear idéntica aquela estimada para p,

podemos escrever
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p=dx+e'y+f (89)

e escrevendo o vetor unitario # como,

A=efi+e,] (90)

Figura 15 — Velocidades envolvidas no balanco de massa

podemos determinar a derivada de p’ em rela¢do a normal como

¥ g ©D
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com

ox
Portanto, a derivada de p’ em relag@o a normal é dada por
Q’; =d'e_+e'e ©3)
on ¥

onde as expressdes para d’ e e’ sdo obtidos da mesma forma como procedido para os
coeficiente d e e da equagio (73).

Introduzindo estas expressdes em (88) resulta

V =V*-DD,p,-DD,p, - DD,p, (94)

onde os coeficientes DD;, DD, e DD; séo dados por

DD, =d ¥, -1,)e, +(X, - X,)e, ] /DET ©%)
DD, =d,[(¥, -¥,)e, +(X, - X,)e,] /DET (96)
©7)

DD, =d, (%, ~1,)e, +(X, - X,)¢,] [DET
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O coeficiente dr € interpolado em qualquer ponto no interior do elemento, em fungdo
dos valores de dynos vértices /,2,3 do tridngulo elementar. Esta interpolagdo ocorre seguindo
a mesma formulag8o utilizada para determinar as velocidades nas interfaces, inclusive com os
mesmos coeficientes, que sdo calculados em cada ponto. Entdo, temos para o método
SIMPLEC,

AV, (98)

d : , i=1273
[Ap _zAnb] i

fi =

e ainda

d, = cd, +c,d, +c,d, (99)

com os coeficientes ¢;, ¢, e ¢; dados pelas equagdes (85) a (87).

3.4.3 Discretizacio da Equacdo de Conservacio da Massa (Equagio de p’)

Integrando a equag8o de conservagdo da massa no volume de controle da figura 7 e

assumindo p constante, temos

o _ c (100)
I U nds + IU nds +[contribuic¢oes de outros elementos] = 0
onde as integrais acima podem ser aproximadas por
(101)
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jU.ﬁds =[V.L] (102

oc

onde Ly, € L, s30 os comprimentos dos segmentos ao e oc da figura 15, respectivamente, e
Vo € Voo 530 as velocidades normais a estes segmentos, também represehtadas na figura 15.
Substituindo as equagdes (101) e (102) em (100), obtém-se a contribuigdo total do

elemento /23 referente ao n6 / na equagdo de conservagdo da massa do volume de controle,

dada por

jU.ﬁds 0 jl]’.ﬁds = F,p;, +F,p;, +F,p, + " (103)

onde
F =[(7, -1, + (X, - X,)4#,] [DET (104)
B =10 - 1) +(X, X, 7] [DET (105)
Fy =, ~Y )t + (X, - X,)47,] [DET (106)

com
f=ld,er] +ld, e1]. (107)
(108)

f=ld, e L] +ld e 1] .

Os valores de dy avaliados em ao e oc podem também ser obtidos envolvendo os

pontos extremos das faces, seguindo também a regra de Simpson
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1 (109)
dry=zlds+4d, +d, ]

1 (110)
dj = la, +4d, +d,]

O termo fonte presente na equagio (103) € dado pelo fluxo de massa calculado com as
velocidades V'* das faces dos volumes.

A velocidade V em cada face poderia ser aproximada diretamente pela velocidade
contida nos pontos # e ¢ . Mas, para este trabalho optou-se, mais uma vez, por uma média

entre os pontos a,7,0 € o,Z,¢ da figura 15, resultando nas equagdes

Vo= V27, +7,] o

Vo= Vo4 20,47 A

Vale lembrar que esta formulag@o, apresentada para a discretizagdo da equagio de p’,
envolve unicamente valores de p’ armazenados no centro do volume e seus vizinhos, o0 que
difere da formulagdo sugerida por Baliga e Patankar [3], onde s3o envolvidos os pontos de
pressdo vizinhos dos vizinhos, dificultando a implementagio computacional para os pontos de
fronteira e também vizinhos destes. Portanto a formulagdo desenvolvida aqui é uma

contribuigdo importante para a metodologia CVFEM.
3.5 Condicoes de Contorno

Para completar a modelagem € necessaria a especificagdo das condigGes de contorno e
a implementagdo das mesmas de forma discretizada, sendo esta uma das tarefas mais

importantes a ser realizada.
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A seguir serd apresentada a aplicagdo das condi¢des de contorno para uma variavel
genérica ¢, para as componentes cartesianas da velocidade e para a pressdo na equagio de

conservagéo da massa.
3.5.1 Aplicacio das Condicdes de Contorno para ¢

A forma com que os volumes sdo gerados a partir da triangulagéo de Delaunay vista
no capitulo 2, nos mostra que os volumes que se encontram na fronteira do dominio tem seus
centros localizados sobre essa fronteira. Este fato, a principio, parece facilitar a aplica¢do das
condi¢des de contorno pois ndo é necessario artificios como, por exemplo, implementar
volumes ficticios. Porém, serio comentados adiante, outros cuidados que devem ser tomados
ao definirmos as condigdes de contorno destes volumes em particular. A discretizagdo pode,
se desejado, ser feita com os centros dos volumes de fronteira ndo coincidindo com a

fronteira.

Para ¢ prescrito a equagio do volume de fronteira passa assumir a forma

¢ = ¢Prescr’ito (l 13)

Caso as equagdes sejam discretizadas envolvendo o termo temporal, a equagdo acima
deve ser multiplicada por um fator que envolve o tempo, como aquele presente nos volumes
internos, para néo gerar incompatibilidade de ordem de grandeza dos coeficientes de volumes
de fronteira com os coeficientes de volumes internos e conseqiiente dificuldade na solug¢do do

sistema linear. A equagdo (113) assume entdo a forma

M (114)
_A?P_¢p = KtL¢Presen'to
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Note que assumindo as equagdes anteriores, ndo se estd garantindo o balango de
conservagdo de ¢, pois para as fragSes de volume da fronteira ndo ha um balango dos fluxos
de ¢ e sim a imposi¢iio de um valor prescrito, 0 que se traduz em um ponto falho desta
metodologia, se for desejado a realizagfio de balangos para todos os volumes.

Em caso de fluxo prescrito, a equagio do volume de fronteira é normalmente
calculada e o fluxo conhecido acrescido ao termo fonte.

As condigBes de contorno para as componentes cartesianas da velocidade seguem, em

principio, a aplicagdo das condi¢des de contorno para ¢.

3.5.2 Aplicaciao das Condicoes de Contorno pilra a Equacio de Conservacio

da Massa (Equacio de p’)

‘A presenga de fragdes de volume nas fronteiras, conforme mostra a figura 16,
gera o problema descrito anteriormente que é a ndio conservagdo da propriedade nestes
volumes. Ja para o caso da conservagdo da massa isso néo ocorre, pois o fluxo de massa na
fronteira pode ser obtido de alguma forma, seja diretamente pela condi¢do de contorno ou
entio pela estimativa inicial, permitindo que o ponto de fronteira faga parte do sistema de
equagdes e a pressdo seja determinada. Este Aprocedimento, além de observar a conservagio no
dominio todo, permite, o célculo do valor de p’ sobre a fronteira. Esta forma de construir a
equagdo para p’ € mais uma contribuigio importante desta dissertagdo. Usualmente essa
pressdo € extrapolada para a fronteira com os valores obtidos internamente, mas a constru¢io
de uma equagdo para este volume de fronteira demonstra maior consisténcia fisica. Uma vez
calculadas estas pressoes elas influenciam as velocidades das faces dos volumes de fronteira e
dos volumes vizinhos permitindo a conservagdo da massa de forma mais eficiente.

Para um melhor entendimento é apresentada a equagio para p’ do volume de fronteira
ilustrado na figura 16, onde existe uma entrada de massa nesta fronteira. As contribui¢des
particulares de cada um dos trés elementos triangulares que compde este volume séo
calculadas através da equagdo (103). Estas contribui¢des individuais sdo introduzidas na

equagdo (100) fornecendo

Alp; +A2P'2 +A3p; +A4p; +A5P'5 +8M (115)
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Note que esta equagdo envolve os valores de p’ no ponto central / e seus vizinhos, e
ainda um termo fonte que € calculado com fluxo de massa na fronteira. As velocidades
responsaveis por este fluxo podem estar prescritas ou entfo obtidas da ultima estimativa. Caso

ndo haja entrada ou saida de massa este termo fonte sera nulo.

2
\ Fronteira

Figura 16 — Volume de fronteira onde ¢ feito balango de massa

3.6 Implementag¢ao Computacional

Este item destina-se ao esclarecimento de alguns aspectos importantes relacionados a
programagio orientada a objetos. A idéia é que o leitor tenha um entendimento melhor dos
principios envolvidos neste tipo de programagdo. Neste caso, em particular, a linguagem
adotada foi o C++, mas as informagdes que aqui estdo descritas ndo se aplicam somente a esta
linguagem, podendo o leitor aproveitar as informag¢des aqui contidas para melhorias em novos

codigos computacionais, mesmo trabalhando com outras linguagens orientadas a objetos.
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3.6.1 Aspectos Gerais

A crescente complexibilidade dos programas computacionais estd exigindo dos
produtores de software uma maior produtividade e qualidade de seus aplicativos, o que requer
um aumento consideravel no tempo de concepgdo dos programas. Nas universidades e
institui¢des de pesquisa é bem conhecido o problema de continuamente reescrever programas
sem novas contribuigGes por se usar pobremente os recursos que as linguagens
computaéionais oferecem. Isto motivou a necessidade do reaproveitamento dos codigos
computacionais. Deve ficar claro que o reaproveitamento deve ser “limpo”, isto é, que as
partes reaproveitadas comportem-se como se fossem desenvolvidas para aquele fim, ndo
ficando estranhas ao ambiente.

As linguagens, tradicionalmente ditas estruturadas, ndo se apresentam adequadas a
este tipo de reaproveitamento. Ja a orientagdo a objetos, denominada também Object Oriented
Programming (OOP), é concebida a partir de um paradigma direcionado ao reaproveitamento
e oferecendo muitas ferramentas para isso. Como esta programagdo tera que ser feita mais
cuidadosamente, a exigéncia imposta ao programador sera bem maior, pois € necessaria uma
analise prévia do sistema a ser desenvolvido. Para isso, o programador dispde de uma
ferramenta conhecida na literatura por Object Oriented Analisys (OOA), que, quando bem
empregada, permite ao programador fazer previsdes de ampliagdo do software.

A manutengdo, ampliagdo e intercambiabilidade do cédigo computacional é a grande
vantagem da OOP. O cbédigo, comprovadamente, torna-se mais enxuto, ou seja, com um
menor numero de linhas, quando comparado aos programas essencialmente estruturados.
Torna-se claro, portanto, a facilidade de reaproveitamento do cdédigo computacional bem
planejado, que dependera exclusivamente da mudanga de paradigma da programagdo. A
resisténcia a esse processo, como se observa principalmente nas universidades, pode
representar uma dificuldade no avango da idéia. Este trabalho contribui também para defender
essa idéia.

O facil entendimento de como os dados e fungGes sdo organizados em um programa
orientado a objetos permite que o usuario faga as devidas adaptagBes, ampliagSes ou
simplificagdes necessarias para o seu caso em particular, apenas com a inclusdo de novos
objetos, conferindo a esse codigo uma excelente adaptabilidade. Exemplos de implementaggo
bem sucedidas desta nova ferramenta s@o descritas em Girardi e Price [6] e também Pacheco e

Montenegro [14].
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3.6.2 A Anailise Orientada a Objetos

O dominio da linguagem de programagdo € de importincia vital para o bom
desenvolvimento do c4digo computacional orientado a objetos. O conhecimento de todos os
recursos oferecidos pela linguagem facilita a otimizagdo do projefo, da estrutura de classes e
dos objetos.

O primeiro passo, sem duvida o mais importante na programagdo orientada a objetos,
¢ a analise da estrutura de classes. Para auxiliar neste processo a metodologia OOA deve ser
empregada. Esta fase compreende desde a abstragdo dos objetos e os argumentos que devem
possuir até a identificagdo de todas as operac¢Ses associadas a cada objeto. Muitas vezes o
programador ja possui disponivel uma biblioteca de classes. Esta “LIB”, como ¢ conhecida,
ira facilitar muito esta fase inicial, ja que contém uma série de classes base, genéricas o
suficiente para serem aplicadas de diversas formas e em diversas situagGes, principalmente
quando esta apresenta objetos para visualizagdo grafica dos resultados, o que melhora
significativamente a qualidade do software produzido.

Caso esta biblioteca ndo esteja disponivel € necessario um cuidado maior na
determinagdo das classes base e suas correspondéncias. Para o programador iniciante as
dificuldades se revelam bem maiores e as solu¢Ges e opgdes de projeto parecem ser Unicas ou
muito poucas. Mas a medida que o programador avanga € passa a incorporar mais o
paradigma da orientagdo a objetos as opgdes comegam a se multiplicar, e entdo o problema
passa a ser o inverso, ou seja, qual das muitas alternativas que surgiram € a melhor ¢ a mais
aplicavel. Neste momento, até poderdo surgir outras estruturas de classes tornando muitas
vezes dificil a escolha ou a mudanga, mas isso tudo ird contribuir para o amadurecimento do
programador e do codigo desenvolvido. Vale lembrar que muitas vezes a alteragdo de uma
classe ou até grande parte da estrutura de classes € de importincia fundamental para a
continuidade da programag@o. Detalhes que inicialmente permaneceram desapercebidos pelo
programador podem surgir e exigir alteragdes significativas no fluxo de objetos do programa.

E importante, sem duvida, que neste caso seja realizado um estudo um pouco mais
detalhado da literatura disponivel sobre o assunto, para que a familiaridade com o paradigma

da orientagdo a objetos torne-se mais presente ao programador.
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3.6.3 Implementacio do Cédigo

Definida a estrutura de classes e objetos inicia-se a implementagéo de todo o codigo
computacional em uma determinada linguagem de programagdo, adotada pelo programador,
onde todas as operagdes associadas a cada objeto precisam ser bem implementadas.

Para otimizar esta fase do projeto muitas ferramentas presentes na linguagem C++
podem ser ultizadas. Entre estas podemos destacar: polimorfismo, encapsulamento, heranga
simples e multipla, classe abstrata, classe virtual e alocagdo dinimica, sendo algumas
essenciais para um bom desempenho do projeto.

A alocagdo dindmica dos dados em C++ merece destaque especial, porque requer
plenb conhecimento dos “temidos” ponteiros. E comum encontrarmos como dados de uma
classe varios ponteiros: ponteiros que apontam para a propria classe (lista encadeada),
ponteiro para outras classes, ponteiro para uma fungdo, ponteiro para um tipo de variavel
qualquer, até mesmo ponteiros para ponteiros. Uma das fungdes do ponteiro é permitir a
manipulagdo da memoria computacional no exato momento em que ela é necessaria, de forma

- bastante simples ele pode funcionar, por exemplo, como um “vale objeto”, que durante a
execugdo do programa poder ser “trocado” por um objeto novo, que ndo existia, que ndo
estava instanciado no inicio do programa, dai a designag@o “alocagfio dindmica”. Isso permite
que objetos de uma classe sejam alocados momentaneamente, liberando a memoria
computacional para outras atividades durante o processamento dos dados. O resultado é uma
melhor otimizagdo da memoéria computacional, observada claramente quando se processa um
nimero significativamente alto de dados. Em programas de dindmica dos fluidos
computacional onde o niimero de informagGes armazenadas e processadas € grande, este tipo
de ferramenta possui muita eficiéncia.

E verdade que a alocagio dinimica ndio é exclusividade da linguagem C++, mas a
versatilidade que ela proporciona aos objetos € a maneira com que ela é implementada atrévés
dos ponteiros associados a classes e fungGes, confere a essa alocagdo uma qualidade
significativamente superior aquelas realizadas em outras linguagens que nfo utilizam
ponteiros.

As vantagens que os ponteiros oferecem ndo param por aqui. A manipulagio da
memoria € realizada de uma maneira muito superior aquela realizada em linguagens que nio
possuem essa ferramenta, pois qualquer dado ou fungdo podera ser referenciado ou

processado através de ponteiros.
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A heranga de classes também é uma ferramenta bastante Gtil na programagdo orientada
a objetos. Partindo-se de classes mais gerais pode-se particularizar determinadas classes
especializando-as conforme a conveniéncia, sem a perda ou a redefini¢io dos atributos e
fungdes que a classe “mde” possui. Isto € muito vantajoso do ponto de vista da evolugdo do
codigo e na rapidez de geragdo de novos cddigos, pois uma vez bem implementada uma
classe, e ainda, genérica o suficiente para se adaptar a varias situagles abstraidas pelo
programador em sua concepg¢do, a adaptagio desta para uma situagdo em particular através de
uma heranga de classes € bastante simples e requer poucas alteragdes no codigo
computacional original, que passa a conter apenas uma nova classe “filha” que acumula as
fungbes e atributos da classe “mde” e adicionalmente contém as novas implementagdes
exigidas.

Um exemplo bastante simples que pode ser citado é o de uma classe que armazena
propriedades e informagGes sobre um elemento triangular da malha computacional. Considere
que nesta classe tridngulo estdo armazenadas todas as informagdes geométricas do tridngulo
como coordenadas, comprimentos, areas , além das fun¢Ges responsaveis pelo processamento
destas informagdes, e que esta classe seja integrante de um programa computacional que ja
estd em operagdo. Vamos supor que o programador em um determinado instante necessite
estender sua metodologia e resolva trabalhar ndo somente com tridngulos mas também com
quadrilateros, ou seja, uma nova classe deve ser incorporada ao método para que objetos
sejam formados exclusivamente por tridngulos ou por triéhgulos e quadrilateros. Ndo ha a
minima necessidade de se criar uma nova classe onde sejam “repetidos” os codigos
necessarios ao processamento dos tridngulos. Note que uma repeti¢cdo das linhas de codigo
ndo constitui um aproveitamento limpo, como ja dito, uma vez que havera duplica¢do de uma
parte do programa em uma nova classe, o que é desnecessario e ndo eficiente quando for
preciso alterar qualquer fungfo da classe tridngulo, que teria que ser realizada duas vezes. A
solugdo, sem duvida mais “elegante” do ponto de vista da orientag@o a objetos, é gerar uma
nova classe que receba de heranga da classe tridngulo todos os seus argumentos. Com apenas
alguma sintaxe a nova classe passa a incorporar como suas, todas as propriedades e fungdes
da classe mie, e apenas serdo declarados os novos atributos e as novas fungdes pertinentes a
classe filha. Qualquer alteragdo que necessite ser feita na classe triéngulo, do exemplo, sera
realizada somente na classe tridngulo e valera para todas as suas classes filhas, enquanto que
estas terdo versatilidade maior por possuirem mais atributos que a classe mde. O leitor agora

poderé supor, por exemplo, uma classe genérica o suficiente para ser chamada de “classe
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poligono” onde existiriam #» lados a serem processados e que soO seriam definidos nas suas
classes filhas, como a classe tridngulo, a classe quadrilatero ou ambas.

A evolugio de um codigo seguindo estes principios € sem divida mais efetiva e ndo
permite que o mesmo se perca por ndo oferecer flexibilidade na alteragdo e incorporagdo de
novos atributos e rotinas. A seguir € apresentada e comentada a estrutura de classes

implementada neste trabalho

3.6.4 O Cédigo CVFEM

A figura 17 da pagina seguinte apresenta a estrutura de classes que compde o codigo
computacional desenvolvido neste trabalho. Este codigo foi programado em linguagem C++
utilizando o compilador Borland 5.0 que apresenta bom desempenho e versatilidade em
relag@o a outros compiladores similares no que diz respeito a interface de programacio.

A abstragdo das classes procurou seguir uma linha légica que permitisse a maxima
flexibilidade do coédigo. Considere inicialmente a classe “Variable”. Nesta classe encontramos
quatro ponteiros que poderdo ou ndo ser acionados, conforme a conveniéncia, para a geragdo
de outros tipos de objetos. Um objeto da classe “Variable” podera armazenar uma lista de
condi¢des de.contomo, classe “Bdlist”, uma lista simples de valores, classe “Fdlist”, uma lista
de elementos finitos, classe “Felist” e também uma lista de volumes de controle, classe
“Cvlist”. As coordenadas x e y, as componentes cartesianas da velocidade u e v e qualquer
outra variavel genérica com que se deseje trabalhar no programa sio objetos da classe
“Variable”. Aqui podemos observar uma caracteristica positiva da programacdo orientada a
objetos, ou seja, qualquer tipo de variavel que se deseje introduzir no programa como uma
nova coordenada, componente vetorial ou escalar, sera objeto da classe “Variable”. Caso esta
nova variavel necessite muitas implementagdes em particular, basta que uma heranga seja
realizada sobre a classe “Variable”, mantendo a integridade desta sem afetar o codigo atual.

\ Todas as classes implementadas seguem os principios de alocagdo da classe
“Variable”. A classe “Bdlist”, por exemplo, permite que vérios objetos do tipo “Boundary”,
sejam inicializados por ponteiros, e formem uma lista para armazenar as condi¢des de
contorno. A quantidade de objetos tipo “Boundary” armazenada podera ser determinada pelo
namero de faces no dominio, normalmente quatro para o caso bidimensional, ou pelo tipo de

condi¢do de contorno, valor prescrito ou fluxo prescrito.
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Estas classes todas interagem através dos servigos que sdo implementados em forma
de fungdes, e que permitem o fluxo de informagdes entre os objetos. Nestas fungdes, objetos
sdo passados como argumento para outros objetos, relacionando-os de forma natural. Por
exemplo, para se construir uma malha, que é um objeto da classe “Grid”, ¢ natural supor que
sejam necessarios os objetos x e y. Ao se construir a triangulag@o em elementos finitos, que é
um objeto da classe “Felist”, podemos optar pela utilizagio do objeto malha, dividindo os
quadrilateros pelas diagonais, ou fornecer diretamente este objeto a partir de um codigo de
geragdo de malhas triangulares especifico. E ainda, uma vez construido o objeto volume de
controle, os objetos elementos finitos, malha, x e y, quando nfo s3o mais necessarios em
outras fungGes, sdo destruidos parcialmente ou integralmente através de fungdes de
desalocagido de memoria. ’

Portanto, fica clara a versatilidade que conseguimos obter com este tipo de
programagdo, pois, os objetos foram abstraidos de forma tal, que poderfio perfeitamente
permitir a evolugio do codigo atual ou até serem reaproveitados para compor um novo

programa.
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4. Resultados

Este capitulo destina-se a apresentagdo dos problemas escolhidos para testar o modelo
numérico desenvolvido e comparar os resultados com a metodologia dos Diagramas de
Voronoi e a metodologia tradicionalmente estruturada dos volumes finitos. Dois problemas
classicos da literatura foram escolhidos para esse fim. Primeiramente € analisada a solugdo de
um escoamento em uma cavidade quadrada com tampa movel, utilizando para comparagdes
os resultados de Guia, Guia e Shin [7], realizados para uma ampla faixa de numeros de
Reynolds e com malhas bastante refinadas. Em segundo lugar, o problema do transporte com
convecgdo dominante de um salto na variavel escalar ¢ é resolvido, cuja solugdo analitica
aproximada ¢ apresentada por Raithby [20]. Passa-se agora a descri¢do destes problemas e das

malhas utilizadas para discretizar o dominio.
4.1 Malhas utilizadas

As malhas adotadas neste trabalho para a solu¢gio de ambos os problemas
anteriormente citados podem ser visualizadas na figura 18, para cada uma das trés
metodologias que foram comparadas. A triangulagio utilizada na metodologia CVFEM para
geragdo dos volumes pelo método das medianas esta representada na figura 18.a. Deve-se
lembrar que esta € uma das inimeras opgdes de triangulagdo possivel para se discretizar o
dominio, pois a metodologia CVFEM, como visto, aplica-se muito bem para malhas n3o-
estruturadas permitindo grande versatilidade de adaptagio a geometrias complexas. A figura
18.b apresenta os volumes obtidos pelo método das mediatrizes, que caracteriza os Diagramas
de Voronoi, e a figura 18.c os volumes comumente presentes na formulagdo tradicional do
método dos volumes finitos. Deve ser lembrado novamente que as trés metodologias citadas
podem usar malhas totalmente arbitrarias. Neste problema, por se tratar da cavidade quadrada,

as malhas sdo regulares.
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E importante destacar que as malhas representadas na figura 18 tém caréter apenas ilustrativo

e ndo apresentam o numero de volumes exato utilizado na obtengédo das solugdes.

a) Triangulagio para CVFEM b) Diagramas de Voronoi

¢) Malha estruturada

Figura 18 — Discretizagio do dominio

4.2 Conveccao forcada em cavidade quadrada

O problema de convecgdo forgada de um fluido incompressivel em uma cavidade

quadrada ¢ resolvido para um escoamento bidimensional laminar e em regime permanente.
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As equagdes de conservagdo que governam este problema s3o as equagdes de
conservagdo da quantidade de movimento em x e y e a equagdio de conservagdo da massa,

dadas por

2 (n)s 2 (on)-- 2+ 2 a]+_§;(,,g_)+su (116)

5 o, \ o of o) of o) o (117)
L e
‘gu;q..a_v:() (“8)
ox oy

onde p é o campo de pressdo do escoamento, # € a componente horizontal de velocidade e v é
a componente vertical de velocidade.

Para uma melhor compreensdo do problema, considere a figura 19 onde uma cavidade
quadrada é apresentada. A solugdo deste problema é fungio do nimero de Reynolds que
precisa ser adimensionalizado de alguma forma. Sendo U a velocidade de movimentagdo da
tampa superior e L o comprimento da cavidade, o nimero de Reynolds pode ser calculado
pela seguinte expressdo Re = pUL /u, onde p é a massa especifica do fluido e 4 a viscosidade
absoluta. Adotando o numerador da expressdo anterior igual a um, o niimero de Reynolds
pode ser dado pelo inverso da viscosidade u. Este problema foi resolvido para trés valores do

numero de Reynolds, Re = 100, Re = 400 ¢ Re = 1000, em trés tamanhos de malha: 15 x 15,
25x25e29x29.
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Figura 19 - cavidade quadrada

A especificagdio das condigdes de contorno para este problema pode ser vista na
tabela 1. A componente vertical v da velocidade tem valor nulo em todas as faces (tampa e
paredes), enquanto que a componente horizontal # da velocidade tem valor nulo nas paredes e
valor unitario na tampa moével. Da maneira com que o nimero de Reynolds foi

adimensionalizado, em todos os casos resolvidos a velocidade da tampa moével sera sempre
unitaria.

Velocidade u Velocidade v
u(x,y=L)=1 v(x,y=L)=0
u(x,y=0)=0 v(x,y=0)=0
u(x=Ly)=0 v(x=L,y)=0
u(x=0,y)=0 v(x=0,y)=0

Tabela 1 — Condigdes de contorno para cavidade quadrada
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Um fato importante sobre a aplicagdo das condigdes de contorno para a metodologia
CVFEM foi observado durante a implementagdo do codigo computacional. Observe a figura
20 onde duas triangulagGes sdo apresentadas para o canto superior esquerdo do dominio, onde
o ponto A4 representa o canto. Neste ponto temos dois tipos de condigdes de contorno, ou seja,
temos uma singularidade. Este é o conhecidissimo problema do método das diferengas finitas

e elementos finitos que possuem pontos sobre a fronteira.

Fronteira do dominio

A /'B

.7

Frontcira do dominio /

C

a) Elemento triangular com trés vértices sobre a fronteira

Fronteira do dominio

Fronteira do dominio /

Ce

b) Elementos triangulares de fronteira

Figura 20 — Discretizagdo na fronteira
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Os métodos que usam volumes com o centro fora da fronteira eliminam a

singularidade e aplicam corretamente as condi¢des de contorno, conforme ilustra a figura 21.

Fronteira do dominio

. )
Fronteira do dominio / ' P

Figura 21 — Volume de contorno com centro fora da fronteira

Considere novamente a figura 20.a. Note que em uma triangulagéo deste tipo ndo ha
logica em construirmos um tridngulo onde os trés pontos do mesmo estdo sobre a fronteira do
dominio, pois todos eles estardo sujeitos as condi¢Ses de contorno da parede e da tampa
moével. Este elemento triangular, portanto, nfo tera qualquer utilidade no processo de
solucdo, uma vez que as propriedades em seu interior sempre sdo calculadas em fungdo de
valores armazenados nos vértices do tridngulo, que estardio fixos como é o caso deste
problema em particular.

O que podemos fazer para evitar 1sso € manter a0 menos um vértice do tridngulo no
interior do dominio conforme ilustra a figura 20.b. No entanto, ao adotarmos esta

configuragdo nos deparamos com um problema de singularidade na condi¢do de contorno.
Considere novamente a figura 20.b e note que enquanto a face AB do tridngulo 7 esta sujeita

ao deslizamento da tampa movel a face AC do tridngulo 2 estara em repouso, pois mantém

contato com a parede, e portanto , tem velocidades nulas. Isso implica que o ponto A4 que
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influencia diretamente os valores das propriedades interpoladas tanto no tridngulo / como no
tridngulo 2 precisa assumir dois valores a0 mesmo tempo, conforme j4 citado.

Devemos lembrar ainda que o ponto A é centro de um volume e estd conectado com os
volumes gerados em B e C e principalmente com o volume gerado em D, conforme ilustra a
figura 22, o que transporta para dentro do dominio a influéncia dos valores de ¢ armazenados
em A. Portanto, dependendo do valor adotado como condigdo de contorno para o ponto 4 ,
diferentes solugdes sdo obtidas. Ja para o canto superior direito do dominio estas influéncias
sio bem menores, pois a fungdo de interpolagdo ¢ aplicada na diregdo do escoamento, e
portanto, carrega pouca influéncia do ponto singular direito.

Um melhor resultado na solugéo foi obtido adotando para o ponto A valores nulos de
velocidade e v e atualizando as velocidades na faces 4B ¢ AC conforme a condigio de

contorno.

Frontcira do dominio

Ce

Fronteira do dominio /

Figura 22 — Volumes envolvidos na fronteira
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A formulagdo utilizada para o tratamento do acoplamento pressdo/velocidade ndo
utiliza extrapolagdo do campo de pressdes interno do dominio para determinagéo do campo de
pressdes sobre a fronteira. As equagdes de conservagio da massa sdo obtidas também para os
volumes de fronteira. A condi¢do de contorno para a equagdo da massa € introduzida através
de termos fonte nos volumes do contorno. Portanto ndo temos valores de pressdo prescritos na
fronteira. E importante ressaltar que melhores estudos sobre esta questio em particular
precisam ser realizados, pois volumes de controle com seus centros sobre as fronteiras do
dominio sdo normalmente evitados nas metodologias de volumes finitos justamente por
apresentarem estas dificuldades aqui descritas. '

A solugio numérica do problema da cavidade quadrada com tampa moével através da
metodologia CVFEM com as aproximagdes numéricas vistas no capitulo 3 esta apresentado
nas ﬁgurés 23 e 24 para o nimero de Reynolds igual a 100 e para as malhas /5x 15, 25x 25 e
29 x 29. As comparagdes destes resultados com a metodologia Voronoi e a metodologia
estruturada sdo apresentadas nas figuras 25 € 26.. »

Como os dados de referéncia em Guia, Guia e Schin [7] encontram-se em tabela ,
foram plotados apenas os pontos tabelados, pois uma aproximagdo matematica para a
referéncia poderia induzir uma interpretagao errdnea dos resultados comparados.

Os resultados da metodologia Voronoi presente nas comparagles aqui apfesentadas
foram obtidos em Vasconcellos e Maliska [29] e os resultados da formulagdo estruturada
foram obtidos pelo programa SINFLOW desenvolvido ‘pelo Laboratorio de Simulagdo

Numérica em Mecdnica dos Fluidos e Tranferéncia de Calor - SINMEC , desta universidade.
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Pelas figuras 23 a 26 podemos verificar que a modelo baseado na metodologia
CVFEM apresentou um desempenho satisfatorio para este caso em particular, uma vez que a
solu¢do numérica aproxima-se da solugdo de referéncia ao se refinar a malha. Pode-se
constatar ainda que, para este caso, a difusdo numérica apresentou-se menor na metodologia
Voronoi e maior na metodologia estruturada, ficando o modelo aqui desenvolvido para a
metodologia CVFEM em uma faixa intermediaria. Estes bons resultados eram esperados para
todas as formulagdes, pois, para Re = 100, a difusdo numérica ¢ minima ou quase nula.

A seguir sdo apresentados os resultados e as comparagdes obtidos para este mesmo

problema e nas mesmas malhas, porém alterando o nimero de Reynolds para 400.
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Figura 27 - Componente horizontal de velocidade em x/L = 0.5, Re = 400 (CVFEM)
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Para Reynolds 400 ja se observa que a solugio obtida pela metodologia estruturada
afasta-se mais da solugdo de referéncia que as outras solugdes. Uma das causas deste
resultado se deve a difusdo numérica introduzida através das fungdes de interpolagdo
utilizadas nesta metodologia, que, para a malha empregada, sdo mais pobres do que aquelas
utilizadas no CVFEM eVoronoi. Nota-se que os resultados sdo bastante proximos para o
CVFEM e Voronoi. A difusdo numérica acentuada que aparece nestes resultados podera ser
‘minimizada para os trés métodos refinando-se a malha. _

Podemos verificar pelos resultados ilustrados nas figuras 27 4 30 que a solugdio
numérica obtida pela metodologia CVFEM mantém-se intermediaria entre as solugdes da
metodologia Voronoi e estruturada.
| As figuras 31 a 34 apresentam também resultados do problema da cavidade para

Reynolds 1000, nas trés metodologias.
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Novamente, a solu¢do numérica obtida pelo modelo aqui empregado, para Reynolds
1000, mantém-se intermediaria entre as solugdes comparadas como nos outros casos, porém,
aproximando-se mais da formulagéo estruturada.

De forma geral, os resultados obtidos revelam que a metodologia CVFEM apresenta
bons resultados na solugdo das equagtes de Navier —Stokes para o problema da cavidade
quadrada quando comparados as outras metodologias aqui analisadas. Deve-se ressaltar
novamente que a difusdo numérica presente nas solugdes apresentadas para Reynolds 1000 é
gradativamente eliminada com o refino da malha, pois na solugdo de referéncia apresentada
em Guia, Guia e Schin [7] foi utilizada uma malha bastante refinada de tamanho 729 x 129.

Passamos agora, a descrigdo e apresentagdo dos resultados obtidos para o segundo

problema escolhido na avaliagdo do modelo baseado na metodologia CVFEM.

4.3 Transporte, com conveccio dominante, de um salto na variavel

escalar ¢

Para avaliar o desempenho da formulagdo proposta na solugdo de problemas com
convec¢do dominante foi escolhido o caso do transporte, com velocidade uniforme, de um
salto na variavel escalar ¢ .

A figura 35 ilustra este problema de convecgdo dominante no transporte da variavel ¢,
em um dominio quadrado de dimenséo L = 0,5 . O escoamento ¢ paralelo a linha que passa no
centro do dominio que ¢ inclinada de um dngulo # com a horizontal.

A equagdo diferencial de conservagdo que governa este problema ¢ dada por

0 0 _0(y 008\ (.00 (119)
5x‘(ﬂ”¢)+5(/0"¢)—a[r¢ ‘5;) + ‘a—y‘(r¢ *a;]

onde u e v sdo as componentes do vetor velocidade " mostrado na figura 35 e ¢ representa

um escalar genérico.
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Figura 35 — convecgdo dominante no transporte da variavel ¢, com velocidade uniforme

Este problema foi resolvido para o nimero de Reynolds igual a 250. A magnitude do

vetor velocidade utilizada € | VI = 500, e os valores da massa especifica do fluido e do
coeficiente de difusdo I'? sdo adotados unitarios. Logicamente, as unidades, que ndo constam,
sdo todas coerentes para produzir o nimero de Reynolds adimensional.

As condigdes de contorno para ¢ sdo especificadas de modo que corresponda a um
salto de magnitude unitaria para ¢, com ¢ =1 em todas as regides do contorno acima da linha
paralela ao escoamento e que passa através do centro do dominio e ¢ = 0, para as regides
abaixo dessa linha. Quando a linha que passa no centro do dominio intercepta um ponto de ¢
no contorno utiliza-se o valor ¢ =0,5.

Para comparagdo dos resultados obtidos nas trés metodologias, CVFEM, Voronoi e
estruturada , ¢ adotada a solug@o analitica aproximada , ao longo da direcdo A4’ da figura 35,

ou seja, na posigdo x = 0,25, apresentada por Raithby [20] e dada por:

s P % (y-y)u-xv (120)
¢~—2_{1 erf{i‘(ﬁl [\/(y—yc).v+x.uﬂ}
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onde

T 21

A solugio deste problema foi obtida para trés valores de angulos: 6= 0°, 8= 26,57
@=45° e dois tamanhos de malha .: 15x15e31x31.

Devido a diferenga no numero de equagBes geradas para uma mesma malha nas
diferentes metodologias que foram comparados, uma adapta¢do do numero de volumes foi
necessaria. A malha 31 x 31, resolvida para o modelo deste trabalho, gera um total de 29 x 29
volumes onde efetivamente se conserva a propriedade ¢. Portanto para as outras duas
metodologias, aqui denominadas Voronoi e estruturada, foi adotada uma malha 29 x 29 , a
fim de que seja mantido o mesmo nimero de equagdes resolvidas para as trés metodologias.

Os formatos das malhas sdo os mesmos adotados para a solugdo do problema da
cavidade quadrada , e estdo ilustrados nas figuras 18.a, 18 b e 18.c.

Para o caso de 8= 26,57° a malha 29 x 29 ndo se adaptou perfeitamente as condigdes
de contorno na formulagdo estruturada. Foi necessaria uma pequena mudanga no angulo de
inclinag@o @ para que a linha de escoamento passasse exatamehte no ponto de intersegdo dos
volumes da fronteira e ndo cortando uma fragio da face de fronteira. Como esse angulo
passou somente de 26,57° para 27,35°, representando uma diferenga de 0,78°, a solugdo
obtida ndo foi significativamente alterada podendo servir de comparagdo. Qutras opgdes
poderiam ser adotadas, como utilizar uma malha com éspagamento variavel gerada por codigo
independente, ou ainda, manter o dngulo e modificar o tamanho da malha, ndo recomendado
por alterar o numero de equagdes resolvidas, prejudicando a comparag¢do dos resultados. Para
a malha de Voronoi este problema nio existe, uma vez que esta metodologia pode gerar
poligonos dos mais variados possiveis adaptando-se perfeitamente as fronteiras do dominio.

A figura 36 mostra o perfil de ¢ obtido com a formulagdo descrita neste trabalho,
para o caso de = 0°, com as malhas tamanho /5 x 15 e 3/ x 31, para x = 0,25. Como pode
ser visto o resultado numérico obtido € bastante satisfatério para ambos os tamanhos de

malha, ndo apresentando valores significativos de difusdo ou de oscilagGes na solugao.
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Figura 36 - Perfil de ¢ em x=0.25, para o caso de & =0° . Re =250
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Figura 37 - Perfil de ¢ em x = 0.25, para o caso de & = 0° . Re = 250, matha 29 x 29
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A figura 37 mostra a comparagdo dos resultados entre as metodologias para o caso
6= 0°. Pode-se verificar que a metodologia CVFEM e a formulagdo estruturada apresentaram
desempenho semelhante e satisfatorio enquanto que a formulagdio Voronoi apresentou
significativos valores de difusdo numérica. Devido a magnitude desta difusdo justifica-se uma
breve discussdo sobre as possiveis causas que podem ter gerado tal difuséo.

Considere a figura 38 onde est4 representado um conjunto de Diagramas de Voronoi

em formato hexagonal.

v
VaV

Figura 38 — Diagramas de Voronoi hexagonais

-Neste método as informagdes sdo transmitidas de um volume para outro através de
velocidades normais as interfaces. O volume de Voronoi da figura 38 centrado em 7 esta
conectado com os volumes vizinhos através de seis interfaces orientadas em trés dire¢Ges
diferentes, como os segmentos /-2, 1-3 e 1-4. Portanto a fungfio de interpolago sera aplicada
nestas diregdes, ou seja, velocidades serio calculadas normais a estas faces e transportardo a
propriedade ¢ em diregdes onde o escoamento ndio esta presente para este problema, que s3o
as diregdes /-3 e 1-4. Apesar da simetria existente entre as faces perpendiculares as diregdes

1-3 e 1-4 supdem-se que estas aproximagdes sejam a causa de tal difusdo.
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Para 0 modelo numérico aqui desenvolvido, como visto, a fungéo de interpolagdo é
aplicada na direcdo do escoamento, evitando este problema. Na formulacdo estruturada a
malha gerada apresenta quatro faces, mas as Unicas contribuigdes de transporte sio dadas
pelas faces que estdo orientadas com o escoamento, na direcdo /-2. Esta é a provavel razio
pela qual bons resultados foram obtidos com a metodologia CVFEM e com a formulagio
estruturada. Sobre a metodologia Voronoi, podemos dizer apenas que o formato da malha n3o
esta adequado para a solug¢do do problema.

A figura 39 mostra os perfil obtido para o caso 8= 26,57°, também para as malhas
15x15e31x31
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Figura 39 - Perfil de ¢ em x =0.25, para o caso de 8 = 26.57° . Re =250

Podemos verificar o surgimento de oscilagdes na solugdo numérica para a malha
15x 15 , que sdo minimizadas ao se refinar a malha para 3/ x 3/ . Estas oscilagdes sdo muito
comuns em problemas deste tipo e decorrem do esquema de interpolagdo empregado. Note

que o pulso esta sempre em uma direg@o perpendicular ao escoamento.
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A seguir, temos na figura 40 as comparagdes entre os resultados para o caso

0= 26,57° para as trés metodologias.
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Figura 40 - Perfil de ¢ em x = 0.25, para o caso de 8 = 26.57° . Re = 250, malha 29 x 29

¢

Podemos afirmar que, para este caso em particular, 0 modelo numérico deste trabalho
apresentou até aqui um melhor desempenho na solug@o deste problema de transporte de um
pulso. Deve-se lembrar que esta inclinagdo do escoamento, normalmente, é mais critica do
que para outros valores de € e exige do método uma maior eficiéncia. Novamente, uma
solugdo com grande difusdo numérica apresenta-se nos resultados obtidos pela metodologia
Voronoi. Os melhores resultados obtidos com a metodologia desenvolvida neste trabalho se
deve ao fato de ser a unica que emprega a fungio de interpolagio perfeitamente alinhada com
0 escoamento, em qualquer situagéo.

A figuras 41 e 42 apresentam o Gltimo caso resolvido onde € = 45°. A auséncia de

fortes oscilagGes confirmam que o caso anterior, onde 8= 26,57°, é mais critico.
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Figura 41 - Perfil de ¢ em x = 0.25, para o caso de 8 = 45° . Re =250
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Figura 42 - Perfil de ¢ em x = 0.25, para o caso de & = 45° . Re = 250, malha 29 x 29
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A presenga de oscilagGes na solugdo numérica, como visto na figura 39, normalmente
aparece em outras formula¢gdes dos métodos numeéricos. Para verificar melhor estas oscila¢des
foi adotado o nimero de Peclet tendendo a infinito, e resolvido o problema anterior para os

mesmos angulos e mesmas malhas com a metodologia deste trabalho. Estes resultados podem

ser visualizados nas figuras 43, 44 e 45.
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Figura 43 - Perfil de ¢ em x = (.25, para o caso de § = 0° . Pe -0
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Como pode ser verificado na figura 44, para & = 26.57° e Pe tendendo a infinito,
ocorreram oscilagdes na solugdo. Para se estudar melhor este problema, outros esquemas de
interpolag@o deveriam ser empregados a fim de avaliar as propriedades nas interfaces de
integracdo. Normalmente, a presenga de coeficientes negativos no sistema de equagdes obtido
promove o surgimento destas oscilagdes. Estes coeficientes negativos sio decorrentes da
avaliac;ﬁo das propriedades nas faces, determinadas pela fungfo de interpolagio utilizada,
portanto isso nos leva a acreditar que os esquemas de interpolagdo empregados sdo decisivos
no surgimento destas oscilagdes. No caso de 8 = 0°, representado na figura 43, ndo foram
observadas oscilagdes de magnitude elevada. Ja para o caso de 8 = 45°, representado na

figura 45, a solugio obtida apresenta grande difusio e uma pequena oscilagio.
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5. Conclusdes

O objetivo deste trabalho foi a implementagido de uma metodologia similar a proposta
por Baliga e Patankar [3], que utiliza malhas ndo-estruturadas, onde os volumes de controle
sdo obtidos a partir das triangulagdes usualmente encontradas no método dos elementos
finitos.

O modelo numérico aqui desenvolvido foi comparado com outras duas metodologias:
a metodologia dos Diagramas de Voronoi, também para malhas ndo-estruturadas, ¢ a
metodologia tradicional de volumes finitos para malhas estruturadas. O alvo desta
compara¢do foi o comportamento que o algoritmo desenvolvido neste trabalho tem em
rela¢do aos outros dois. Em todas as formulagGes foram utilizadas as fungBes de interpolagdo
basicas de cada método.

A formulag@io proposta aqui diferenciou-se da formulagdo proposta por Baliga e
Patankar [3] em alguns aspectos. Uma contribuigdo deste trabalho esta no calculo do
gradiente de pressdo, que foi realizado segundo os desenvolvimentos presentes nas
metodologias que trabalham com malhas ndo-estruturadas, como por exemplo, Maliska [8] e
Cardoso [4]. Outra contribuigdo esta na formulagdo do acoplamento pressdo/velocidade, que
foi implementado através de uma equag@o de corregdo de velocidades que envolve um -
nimero minimo de pontos de pressdo, facilitando a implementagdo computacional.

Dois problemas teste foram escolhidos para a comparagdo das metodologias: a
convecgdo forgada em cavidade quadrada, com solugido de referéncia em Guia, Guia e
Schin [7], e o transporte, com convecgdo dominante, de um salto na variavel escalar ¢ , com
solugdo analitica aproximada proposta por Raithby [20].

Foi detectada uma inconsisténcia na aplicagdo das condi¢des de contorno para os
problemas resolvidos. Existem pontos singulares onde temos dois tipos de condi¢do de
contorno. Isto € um problema comum nos métodos das diferencgas finitas e elementos finitos
devido ao fato de possuirem pontos sobre a fronteira do dominio, onde estio armazenados os

valores das propriedades. Uma forma de minimizar este problema foi aplicada neste trabalho.
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As diversas contribui¢des pontuais realizadas na formulagdo numérica caracterizam um
razoavel grau de originalidade do trabalho.

Os bons resultados obtidos mostraram que o modelo numérico proposto neste trabatho
¢ de simples implementagido e mais compacto do que outros métodos que utilizam malhas
ndo-estruturadas, como por exemplo 0 método dos elementos finitos, e ainda com a vantagem
de se manter a generalidade que estes métodos oferecem.

As experiéncias adquiridas na implementa¢io computacional do modelo numérico,
seguindo o principio da orienta¢do a objetos, foram bastante positivas e abriram caminho para
desenvolvimentos e aplicagdes futuras do coédigo computacional em formulagdes mais

complexas.
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