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Resumo

Neste trabalho, é apresentada uma teoria capaz de analisar o dano de fadiga de baixo
ciclo em componentes mecanicos juntamente com um algoritmo da classe de mapeamento
de retorno, o qual integra as equagoes de elasto-plasticidade acopladas com dano. A teoria
de dano considerada foi desenvolvida basicamente por Lemaitre (1992) e estd fundamentada
dentro do enfoque da termodindmica dos processos irreversiveis. Este modelo considera o
dano como sendo de cardter isotrépico e leva em consideragao na andlise elastoplastica o
endurecimento isotrdpico e cinemadtico, ambos nao lineares e dependentes da deformagéo
pléstica. O modelo de dano incorpora ainda o efeito do fechamento das microtrincas, que
consiste na diferenciagdo da tensao efetiva entre o estado de tragao e o estado de compresséo
do material. A introdugao deste parametro torna necessaria a particdo do campo de tensoes
em uma parte positiva e uma parte negativa. Ja o algoritmo, apresentado por Simo &
Taylor e generalizado por Benallal et al (1988) utiliza-se do método de Newton-Raphson
para a solugao do conjunto de equagoes nao lineares locais bem como o conjunto de equagoes
nao lineares globais. O método de elementos finitos é utilizado para a discretizagao do
dominio do sélido em questao e o elemento finito utilizado é o quadrildtero completo de nove
noés, da classe Lagrangeana.

Exemplos de fadiga unidimensional e bidimensionél, tais como a tradicional placa
com furo e outras geometrias que apresentem algum ponto de concentragao de tensao sob
a hipdtese de estado plano de tensoes, serdo apresentadas afim de poder acompanhar a

evolugao da varidvel de dano, bem como as demais varidveis de estado.



xii

Abstract

In this work lvve present a theory and propose an algorithm for the analysis of the
damage of low cycle fatigue in components. A return mapping algorithm is used in the
integration of the fully coupled elastoplastic and damage equations. The theory of damage
used was proposed by Lemaitre (1992) and this theory is well-founded in the framework of
thermodynamics of irreversible process. The model takes into account a non-linear isotropic
and kinematic hardening rule and the damage process considers the microcrack closure effect,
i.e., distinguish the effective stress in tension and compression. In order to introduce this
effect we make a partition of the stress field in a positive and negative parts, and consider a
different response while in traction and compression. The algorithm used in the integration
of the set of evolution equations was presented by Simo & Taylor (1986) and generalized
by Benallal et al (1988) and it uses the Newton-Raphson method to solve the set of local
non-liner equations, as well as the set of global non-linear equations. The finite element
method is employed in the discretisation of the body domain in question and the element
obtained is the complete quadratic, nine nodes Lagrangian class.

Examples of one-dimensional and two-dimensional, like that a traditional plate with
a hole, assuming a plane stress state, are showed in order to verify the evolution of damage

variable as well as the others states variables.



Capitulo 1

Intrc)dugéio

Ainda hoje, entender os mecanismos e formular teorias para modelar fenémenos ir-
reversiveis é uma tarefa drdua para os pesquisadores. Tais fendmenos, os quais sempre
envolvem mecanismos complexos de dissipa¢ao, podem ser encontrados em.todas as areas
de conhecimento da engenharia. Especificamente, dentro da area de mecénica dos sélidos,
talvez o mais famoso e importante deles seja o fenomeno da fadiga em componentes. Se-
gundo Fuchs & Sthephens (1980), 50 a 90% de todas as falhas mecénicas sdo provenientes
deste fendémeno. Assim, predizer o tempo de vida, ou o ntimero de ciclos de operagao até
a falha de um certo componente tem sido o objetivo de grandes pesquisadores ao longo da
histéria.

Geralmente, o dano em fadiga é baseado na lei de evolugdo de Palmgren-Miner. Porém,
esta representa uma relacao linear entre o nimero de ciclos percorridos e o nimero de ciclos
de ruptura para uma certa amplitude de carregamento. Devido a isso, esta lei de acimulo de
dano apresenta resultados discrepantes quando comparamos carregamentos com amplitudes
ou blocos de amplitudes diferentes aplicados em ordens diferentes. Estes erros sdo devidos

ao fato de que a lei de evolugédo do dano de Palmgren-Miner néo leva em conta os efeitos de



endurecimento e/ou amolecimento do material.

Por sua vez, a proposta de evolugdo do dano de fadiga de Lemaitre et al estd baseada
no contexto da termodindmica dos processos irreversiveis, a qual permite que um trata-
mento matemético mais adequado seja aplicado, possibilitando a introdug¢do de um mo-
delo de plasticidade mais requintado. Com esta metodologia, varidveis como endurecimento
isotroépico, vendurecimento cinemaético, dano e efeito de fechamento das microtrincas podem
ser introduzidas e, além disso, validadas do ponto de vista fisico, pela satisfagdo de principios
termodinamicos.

Neste trabalho a proposta de Lemaitre é utilizada para realizar um estudo numérico
do problema de fadiga de baixo ciclo em componentes mecanicos. O conjunto final de
equagoes nao lineares de evolugao do problema ¢ discretizada e um algoritmo para resolve-
las é proposto. Por fim, sdo apresentados resultados numéricos para problemas de fadiga de
baixo ciclo unidimensional e bidimensional ! . Nesta dissertacao é apresentada a teoria geral
de dano acrescida do pardmetro de fechamento das microtrincas. Porém, por simplicidade,
nao consideramos o efeito do fechamento das microtrincas quando na solucao dos problemas

bidimensionais propostos.

1.1 Revisao Bibliografica

Antigamente, a falha de um componente mecanico estava associada diretamente com
a fratura, desenvolvida pelo excesso de deformagdo devido a uma solicitacdo estatica. A
falha por fadiga comegou a ser estudada apenas depois do desenvolvimento da méaquina a
vapor e de seu emprego nas locomotivas da época. Nestes equipamentos, a falha devido a

carregamentos varidveis, ciclicos ou nao, tornou-se bastante comum.

1 Nos problemas bidimensionais é assumida a hipStese de estado plano de tensdes (EPT).



Desta forma, os pesquisadores da época comecgaram a desenvolver um grande interesse
em como o mecanismo da fadiga atuava, e conseqlientemente, na possibilidade de se prevenir
da ocorréncia deste mecam'sino de degradacgao resultando na falha do componente. Este item
tem como objetivo fazer uma rapida apresentagao sobre os pesquisadores e os trabalhos que
mais influenciaram no desenvolvimento da teoria de fadiga até os dias de hoje. Esta revisao
bibliogréfica é baseada principalmente no trabalho de Fuchs & Stephens (1980).

Os primeiros ensaios datam de 1830, quando W. A. Albert observou o comportamento
de correntes soldadas de um guindaste até 100.000 ciclos de operagao. Entre 1850-1865,
ambos E. A. Hodgkinson e W. Fairbairn realizaram um ensaio com carregamento de flexao
repetido em uma viga e perceberam que, depois de alguns ciclos sob uma carga de 30 kN
aplicada no seu centro a viga rompia, enquanto a carga de ruptura estatica era de 120 kN.

Porém, o trabalho de maior valor para a fadiga até aquela data foi realizado por A.
Wohler entre 1850-1860. Wohler submeteu um eixo de trem a carregamentos repetidos de
flexdo e plotou os resultados em um diagrama de tensdo alternada de falha versus vida,
introduzindo assim o conhecido diagrama ¢ X N.

Durante 1870-1890 muitos pesquisadores contribuiram para expandir o trabalho de
Wohler, entre eles os principais foram Gerber, que analisou o efeito da tensao média na vida
de um componente, e J. Goodman que propos uma teoria simplificada para o efeito da tensao
média.

Apés esta fase inicial de pesquisa, outras grandes contribuigbes sé foram feitas com o
advento do microscépio 6ptico ja no século XX. Desta forma, foi possivel estudar os meca-
nismos que estavam envolvidos no fendmeno da fadiga a nivel metahirgico. Dentro desta area
destacam-se os trabalhos de H. J. Gough em 1920 e H. F. Moore & J. B. Kommers em 1927.

Paralelamente aos trabalhos de fadiga, come¢avam a surgir os trabalhos na drea da mecénica



da fratura, principalmente com A. A. Griffith. J. O. Almen apresentou sua contribui¢ido no
problema de fadiga através do efeito benéfico que as tensdes residuais produzem. Em 1945,
M. A. Miner formulou um critério de actimulo linear de dano, sugerida inicialmente por
A. Palmgren em 1924. Este critério de dano de fadiga ficou conhecido depois como lei de
acimulo de dano de Palmgren-Miner. Outro grande avanc¢o na area da fadiga sé veio a
acontecer nos anos 60 com a relagdo de S. S. Manson e de L. F. Coffin para problemas de
fadiga com controle de deformagao. Esta relagao é amplamente utilizada e é conhecida como

relagao de Coffin-Manson.

Embora o conceito de uma varigvel que esta relacionada com a degradagao do material
tenha sido apresentada ja no trabalho de Palmgren-Miner, é o trabalho de L. M. Kachanov
em 1958 que é considerado como o ponto inicial da teoria de dano mecéanico continuo. Alguns
anos depois a variavel de dano D ganhou sentido de uma varidvel de estado interna dentro
da termodindmica. Porém sdé em 1968 outro grande avancgo foi alcanca através de Y. N.

Robtnov com o conceito de tensao efetiva.

Dos anos 70 até os dias de hoje houve um grande desenvolvimento da teoria do dano
mecanico continuo dada por L. M. Kachanov, J. L. Chaboche e principalmente por J.
Lemaitre. Destes trabalhos surgiram também novas propostas de dano, como a apresen-

tada por H. C. Mattos (1995).

Hoje, a teoria do dano mecéanico continuo esta fortemente montada dentro do contexto
da termodindmica dos processos irreversiveis, podendo ser aplicada nao s6 para o problema
de fadiga, mas para qualquer problema que, de alguma forma, envolva a degradagao do

material.



1.2 Apresentagcao do Trabalho

Esta dissertagao sera apresentada em 5 capitulos. Um resumo do contetido de cada um
dos capitulos serd apresentado neste item.

Neste capitulo uma revisao bibliografica e uma apresentagao do trabalho sao discutidas.

No capitulo 2 é mostrado, com um certo nivel de detalhes, a formulagao termodindmica
utilizada para analisar problemas de caréter irreversivel. La é apresentado, de maneira
metodologica, as defini¢oes e conceitos utilizados por todo o trabalho bem como as hip6teses
assumidas na formulacao.

J& o capitulo 3 introduz as variaveis utilizadas para modelar o problema de fadiga
de baixo ciclo dentro do enfoque apresentado no capitulo 2. A cada varidvel apresentada
é feita uma discussao sobre o aspecto fenomenolégico que ela representa. Neste capitulo
sao definidas as expressoes analiticas que governarao o problema de elasto-placidade ciclica
acoplada com dano.

Por sua vez, o capitulo 4 apresenta a discretizacao das equagoes de evolugao obtidas
no capitulo 3, o algoritmo utilizado para a sua solugao numérica, bem como, discute os
resultados de varios exemplos obtidos através da implementagao destas equagoes. O uso do
método de elementos finitos se fard presente para a discretizagao do dominio em questao.

O capitulo 5 apresenta as conclusoes do trabalho e sugestoes para a continuidade do
mesmo.

Por fim, no apéndice A é mostrada a prova matemaética de alguns resultados conside-

rados essenciais para o desenvolvimento tedrico e computacional deste trabalho.



Capitulo 2

Elementos da Mecanica e da
Termodinamica dos Meios Continuos

O objetivo deste capitulo é o de apresentar os conceitos basicos da teoria utilizada
para modelar os fenémenos de deformagéao e de ruptura de um meio continuo. Para analisar
estes fendmenos faz-se necessério a determinac¢ao da cinemética da deformagao de um corpo,
dos esforgos atuantes sobre o corpo e também da evolugao das variaveis caracteristicas do
fendmeno de ruptura. O texto deste capitulo estd baseado principalmente nos trabalhos de
Germain (1973), Germain et al (1983) e de Lemaitre & Chaboche (1994).

Assim, a base deste capitulo é dada sobre o Principio das Poténcias Virtuais (PPV)
idealizado por d’Alembert (1750) e que obteve utilizagdo sistemética a partir de 1970 devido
ao desenvolvimento dos métodos variacionais na andlise funcional. Através do PPV e da
escolha de um conjunto de movimentos virtuais compativeis com o corpo em andlise obtém-se
uma defini¢do coerente das deformacdes, das equagoes de equilibrio de forgas e das condigoes
de contorno apropriadas.

Afim de introduzir as varidveis caracteristicas dos fendmenos estudados, utiliza-se o en-
foque da termodinamica dos processos irreversiveis. A escolha de Potenciais Termodinamicos
e a utilizacdo do Método do Estado Local permite definir as varidveis associadas a partir das
variaveis de estado, observaveis e internas, escolhidas em fungao dos fenémenos que se deseja

6



observar, conduzindo naturalmente as equagoes de estado. O pseudo potencial de dissipagao
fornece as leis complementares ou leis de evolugdo que descrevem os processos irreversiveis

considerados ? .

2.1 Principio das Poténcias Virtuais

Segundo Sampaio (1985), o Principio das Poténcias Virtuais consiste em descrever os
movimentos possiveis de um sistema mecanico por um espago virtual ¥4, denominado espago
dos movimentos virtuais, sendo que a escolha deste esbago reflete o grau de detalhe com o qual
se quer descrever o sistema mecéanico em questdo. As forgas aplicadas no sistema mecéanico
sdo entao descritas pela prescrigdo de um funcional linear continuo em 3. O conjuntos destes
funcionais lineares constitui o espago & das forgas. Assim, o significado das forgas é dado
através da poténcia que esta forga realiza em um movimento virtual qualquer.

O PPV ¢ baseado em dois axiomas bésicos, o axioma da invaridncia dos esforgos inter-

nos e o axioma de equilibrio.

Axioma da invariancia dos esforgos internos

Este primeiro axioma diz que a poténcia virtual dos esforgos internos associada a um

movimento de corpo rigido é nula.
Axioma de equilibrio

Para todo o meio material, relacionado a um referencial absoluto, a cada instante de
tempo e para todo o movimento virtual; a poténcia virtual dos esforgos de inércia P, € igual

a soma das poténcias virtuais dos esforgos internos P; e das poténcias virtuais dos esforgos

2 Neste trabalho convenciona-se que:
Campos escalares sao representados por letras de fonte italica e simbolos, ex. D, r, o;
Campos vetoriais sao representados por letras da fonte itdlica e sfmbolos sobrescritos por —, ex. U, _72;
Campos tensoriais sao representados por letras e simbolos em negrito, ex. o, A.



externos P, i.e.,

P,=P+P, (2.1)

2.1.1 Escolha do Movimento Virtual - Teoria do Primeiro Gradi-
ente

Seja D o dominio, de fronteira 8D, interior a um meio de volume S e de fronteira 6S
- — - . .
e seja n a normal exterior em um ponto M de 9D relacionado a um sistema de coordenadas

como na figura 2.1.

25

2D

Figura 2.1: Descri¢ao do sistema fisico

Afim de descrever o movimento do corpo com uma certa rigidez, é introduzido, além
do campo de velocidades v (M), o campo de gradientes da velocidade grad v (M). De-
compondo o tensor grad v (M) em sua parte simétrica D e em sua parte anti-simétrica 2

pode-se escrever

—

grad v (M) =D + Q, (2.2)
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- . N T
onde D =3 {gmd v (M) + [gmd v (M )} e € denominado tensor taxa de deformacao e
T

Q=2 { grad v (M) — grad v (M )} } é denominado tensor taxa de rotacio.

2.1.2 Poténcia Virtual dos Esforcos Internos

Supoe-se que a poténcia virtual dos esforgos internos estd definida por uma integral
sobre o dominio D que a priori contém os trés termos v (M), D e €2 associados respectiva-

—

mente a um vetor f* e aos tensores o, simétrico e IT', anti-simétrico. Assim,
P=- (U-f*+D-a+n-r> dD (2.3)
D

na qual o sinal negativo € introduzido por convengao que serd usada mais tarde no desenvolvi-
mento termodindmico. Através do primeiro axioma do PPV pode-se chegar que a Eq.(2.3)

reduz-se a

Pi:—/D-adD. (2.4)
D

2.1.3 Poténcia Virtual dos Esforgos Exteriores

Os esforco externos sdao divididos em esforgos de acéo a distancia e esfor¢os de contato.
Os esforgos de agao a distancia sdo devidos a agao do exterior sobre o sistema, atuando no
volume do corpo D, e sao tais como o campo gravitacional e os campos eletromagnéticos.
-
Estes esforgos sdo representados por uma densidade de forgas f. O segundo termo é devido
aos esforgos de contato que atuam na superficie do corpo 9D e sdo representados pelo vetor
—
densidade de forgas de superficie ¢. Assim, a poténcia virtual dos esforgos externos é definida

como

Pm:/D?-? dD+/aD?-u doD. (2.5)
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2.1.4 Poténcia Virtual dos Esforcos de Inércia

- v
Se 7 é o vetor aceleragdo em cada ponto M e p é a massa especifica, a poténcia das

quantidades de aceleracao é definida como
Pa:/Dp?-? dn. (2.6)
2.1.5 Equacgao de Equilibrio

Substituindo as equagoes integrais encontradas para cada um dos termos de poténcia

na Eq.(2.1) chega-se a
/p‘i.;dp:_/p.adm/}'.z’ dD+/ 7.7 doD. (2.7)
D D D lig)

O teorema da divergéncia para um campo vetorial 3 e algumas propriedades de derivagéo

pode-se chegar a seguinte equagao integral

—

/(dw a+?—p7)-6 D=0 V7 (2.8)
D

assim,

dive+ f —p7=0  em D, (2.9)

que é a cléssica equacdo de equilibrio dinadmico. Se o corpo estiver em equilibrio estatico

entdo a poténcia devida & quantidade de aceleragdo P, é nula e a Eq.(2.9) torna-se
divo+ f=0 emD, (2.10)

que é a conhecida equacio de equilibrio estdtico. Temos ainda que t= o 7 sobre 8D.

3 Teorema da Divergéncia:
Campo escalar: [, ¢ n dda = [.Veda
Campo vetorial: [, v -7 da= [, div v da
Campo tensorial: [, A 7 dda = [, div A da
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2.1.6 Hipodtese de Pequenas Deformacoes e Pequenos Deslocamen-
tos

Quando os deslocamentos U (M), e as deformagdes €, forem de pequena magnitude
as varidveis de Lagrange, definidas na configuracao indeformada B,, ver figura 2.2, e as

varidveis de Euler, definidas na configuragao atual By, se confundem.

BO

>4

Figura 2.2: Configuragoes em deformacoes finitas.

Desta forma, pode-se escrever que

4 (M) :/Ot?i(M) dt (2.11)

t
e= / D dt (2.12)
0
e por consequéncia

£ =

{gfad u (M) + [gﬁzd u (M)]T} . (2.13)

N =
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2.2 Termodinamica dos Meios Continuos
2.2.1 Leis de Conservacao
i) Conservagao da Quantidade de Movimento:
A equagdo de equilibrio Eq.(2.9) pode ser interpretada como um balanco de quantidade

de movimento, ou seja,

d [ = - -
S [p7 ap- [ 7 dop= [ f ap (2.14)

ii) Conservagao da Massa:

A segunda lei de conservacao € a lei de conservagao da massa que é expressa por

d

— dD = 0. 2.

AN e
i) Primeira Lei da Termodinamica:

A terceira, e mais famosa lei de conservagao é a lei da conservacao de energia. Ela

exprime que a taxa de variagdo de energia interna, definida como

d d
%(E)—Zﬁ/pped'D | (2.16)

na qual e é a energia interna especifica, mais a taxa de variagao da energia cinética, definida

Como

g% :——/ .7 dD 92.17
2B =5q PV (2.17)

deve ser igual a taxa de calor recebida pelo corpo mais a poténcia externa definida pela
Eq.(2.5), isto é
d

Z (E+K) =P +Q. (2.18)

A taxa de calor recebida pelo corpo compreende duas partes, uma devida ao calor gerado no

interior do corpo D pela agéo das forgas externas e a outra pelo calor recebido através da
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fronteira OD. Assim a taxa de calor pode ser escrita como

Q:/Drdp_/m)?j.ﬁ doD (2-19.)

-
na qual r é a densidade, em volume, de produgao interna de calor, g é o vetor fluxo de calor
—* rd . . 7 -« .
e n ¢é a normal exterior a 0D ja definida anteriormente.
Com a manipulacao matemadtica destas definigbes apresentadas até aqui, pode-se es-

crever a primeira lei da termodinamica da seguinte forma
ep=0c-D+r+div ¢ (2.20)
ou
ep=0-€+r+div q (2.21)

utilizando a hipdétese de pequenos deslocamentos.

iv) Segunda Lei da Termodinamica - Entropia

A segunda lei da termodindmica é expressa por uma desigualdade que relaciona duas

novas varidveis, a temperatura absoluta 7' e a entropia S que é definida como

d
s== /Dp s dD, (2.22)

na qual s é a entropia especifica. Esta desigualdade € tal que a taxa de produgao de entropia
¢é sempre superior, ou no caso extremo igual, a taxa de calor recebida por D, definida pela

Eq.(2.19), dividida pela temperatura absoluta T'. Assim,

dS r Eﬁ’
N D—/ . .
dt—/pTd [~ dop (2.23)

Através desta desigualdade pode-se entdo excluir os processos fisicos nao factiveis, i.e., pro-

cessos que possuem taxa de entropia negativa. A aplicagdo do teorema da divergéncia na
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Eq.(2.23) permite-nos escrever

dD >0 (2.24)

ou em sua forma local
ds . (4 r
- —]—=>0. :
pdt—i—dw <T) T_O (2.25)

Com base na primeira lei da termodinadmica expressa pela Eq.(2.20), pode-se escrever

ds d ~ grad T
p(Td—i—E;)—FD-a——q.gr(; > 0. (2.26)

Introduzindo o potencial de energia livre de Helmlhotz
V=e—-Ts (2.27)

chega-se a

>0 « (2.28)

que é a desigualdade de Clausius-Duhem. Admitindo agora a hipétese de pequenos deslo-
camentos e pequenas deformagdes a desigualdade descrita pela Eq.(2.28) pode ser expressa

por

>0 (2.29)

2.3 Meétodo do Estado Local

O axioma do método do estado local considera que o estado termodinimico de um
meio continuo pode ser definido através do conhecimento de valores de um certo nimero
de varidveis definidas em um instante ¢ fixo. Esta hipotese implica que a evolugao de um
meio continuo pode entao ser considerada como a sucessao de varios estados de equilibrio, ou

termoestaticos. Estas varidveis sdo denominadas varidveis de estado local. Assim, o sucesso
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da representagao do fendémeno fisico em questao depende da boa escolha das varidveis de
estado. Os processos serdo termodindmicamente admissiveis se para cada instante ¢ da
evolucgdo, a equagao de Clausius-Duhem for satisfeita. As varidveis de estado local sdo

classificadas segundo Lemaitre (1992) por varidveis observaveis e varidveis internas.

Varidveis observaveis: As varidveis observaveis que interagem dentro dos fenémenos
de elasticidade, viscoelasticidade, plasticidade, viscoplasticidade, dano e ruptura sao a tem-
peratura T e a deformacao total €. Os fendmenos reversiveis ou eldsticos sao completamente

definidos pelas varidveis observaveis.

Variaveis internas:  Para introduzir a plasticidade é necessario a introdugao da varigvel
irreversivel deformacao plastica, representada por €P. Deste modo a deformacao total pode
ser escrita como

e=¢eP +e° (2.30)

Na Eq.(2.30) duas varidveis internas foram definidas: a deformacao plastica ? e a deformacao
termo-eldstica €°, se existir dilatagdo térmica. Os outros fendmenos, tais como dano e o
encruamento por exemplo, podem ser incluidos através da introdug@o de varidveis internas
que os representem. Estas varidveis serdo representadas aqui por Vi, (Vi Va, ..., Vi), e

dependendo do fenémeno estas varidveis podem ser de natureza escalar, vetorial ou tensorial.
2.3.1 Potencial Termodinamico

Postula-se a existéncia de um potencial termodindmico ¥ do qual pode-se obter as
leis de estado. Este potencial tem as seguintes caracteristicas: ¥ : ®* — R, é concavo com
relagdo a T e convexo com relagéo as demais varidveis de estado. O potencial termodindmico

escolhido para o trabalho é a energia livre de Helmholtz, definido pela Eq.(2.27), e represen-
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tado, através das variaveis de estado, como

U=V, el e, T, Vi). (2.31)

Para a elastoplasticidade pode-se escrever €® = € — P e o potencial se reduz para

U=0(e, T, V). (2.32)

Introduzindo a Eq.(2.32) na desigualdade de Clausius Duhem , Eq.(2.29), pode-se

determinar as equagoes de estado para o problema. A primeira equagao de estado é

o
o =P (2.33)
e diz-se que o é a varidvel associada com €®. A segunda equacgao de estado é
ov

e diz-se que s é a varidvel associada com 7. As demais equagoes de estado sao definidas

através de

ov

= pé‘—/;, (2.35)

onde A sdo as varidveis associadas com as varidveis internas Vj.
2.3.2 Potencial Termodinamico de Dissipacao

Afim de determinar as leis complementares ou leis de evolugao, para o processo dis-
sipativo, postula-se a existéncia de um potencial ou pseudo-potencial com as seguintes ca-
racteristicas: ¢ : #" — R, continuo, convexo com relacdo as varidveis de fluxo, e nulo na

origem, i.e.,

=0 ((ép, Vi, %) (e, T, Vk)) . (2.36)



17

. As leis de evolugao sao determinadas utilizando a propriedade de normalidade ou dissipagéo
~ md
normal, i.e., elas sao expressas pelas componentes do vetor grad ¢ com relagao as varidveis

de fluxo, que sao

_9p
8 Vi

U-—'a*(p— Ak_

= - = (2.37
0 eP )

e gr_gsz:—

Através da utilizagao da transformada de Legendre-Fenchel pode-se definir um poten-
cial dual ¢*, que é definido em fungao das varidveis duais o, Ay e gﬁzd T. Como o potencial

também ¢ diferencidvel a propriedade de dissipagao normal continua vélida, assim

O = 2¥

Op*
" do’ Vi= " OA,

% =—— = (2.38)
0 (grad T)

na qual a primeira equagdo conduz as leis de evolugao da plasticidade e da viscoplasticidade,
a segunda relagdo exprime a evolugao das varidveis internas do problema e finalmente a
terceira relagdo conduz a lei de Fourier pela termoestatica. Os potenciais de dissipagao
podem ainda depender das varidveis de estado que fazem o papel de parametros.

Todo o problema de modelamento dos fendmenos fisicos reside na determinacao da
expressao analitica dos potenciais termodindmicos descritos acima e da identificagao dos

pardmetros materiais através de testes experimentais.



Capitulo 3

Aspectos Fenomenoldgicos e
Apresentacao das Variaveis do
Problema

Neste capitulo serdo apresentadas as varidveis de estado e as suas respectivas varidveis
associadas, as quais serdo utilizadas para modelar o problema de fadiga de baixo ciclo.
Dentro do contexto termodinadmico, apresentado no capl't_ulo 2, serao definidas as variaveis
que representardo o fenémeno de endurecimento e também o fendmeno de degradagdo do
material. Afim de explorar o lado fisico do problema em questao, a cada varidvel introduzida
serd feita uma apresentacao sobre os aspectos fenomenoldgicos que ela representa.

O fenémeno de endurecimento serd modelado através de duas variaveis de estado inter-
nas. Estas sdo o escalar r, deformagao relacionada ao endurecimento isotrépico, e o tensor o,
deformagéo relacionada com o endurecimento cinemético. As varidveis associadas com r e o
sdo respectivamente o escalar R, endurecimento isotrépico, e o tensor x? # | endurecimento
cinematico.

J& o fenomeno de degradagdo do material serd abordado através da introducao da
varidvel de estado interna de dano D. Esta serd definida como um escalar e terd como

varidvel associada o escalar Y, que é entendida como uma taxa de densidade de energia de

o p —
4 ()" indica que estd no espaco deviatérico.

18
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Tabela 3.1: Varidveis Termodinamicas (J. Lemaitre 1976)

Variaveis de Estado Varidveis
Observaveis Internas V4, | Associadas A
€ o
T s
o o
eP =l
T R
a xP”
D Y

deformacao liberada. Um resumo das variaveis levadas em consideragdo neste trabalho pode
ser vista na tabela 3.1.
Porém, antes de tudo, uma discussao sobre o fendmeno da fadiga seré apresentada visando

mostrar algumas de suas principais caracteristicas.

3.1 Fadiga

Segundo Rosa (1994), fadiga é a reducdo gradual da capacidade de carga do com-
ponente, pela ruptura lenta do material, conseqiiéncia do aumento quase infinitesimal das
fissuras que formam-se no seu interior. As cargas varidveis, sejam ciclicas ou nao, fazem com
que, em ao menos alguns pontos, o material sofra deformagoes plasticas também varidveis
com o tempo. Estas deformagoes levam o material a uma deterioragao progressiva, dando
origem a uma trinca. Esta cresce até atingir um tamanho suficiente para a ruptura final,

geralmente brusca, com caracteristicas macroscépicas de uma fratura fragil.
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O processo de fadiga ocorre de maneira muito localizada, onde certas areas podem con-
ter altas tensoes ou deformagoes devido a transferéncia de carregamentos externos, abruptas
mudancgas de geometria, diferentes temperaturas, tensoes residuais e imperfeicoes materiais,

tais como inclusoes.

3.1.1 Comportamento do material sob carregamento ciclico

Bauschinger (1833-1893), foi o primeiro a observar a diferenga entre o comportamento
de um ensaio de tragdo monotonico e o comportamento obtido de um ensaio sob carregamento
ciclico. Em seus ensaios, ele notou que a tensao de escoamento em tracao ou compressao
era reduzida apés a aplicagdo de um carregamento de sinal contrario, caracterizando um
amolecimento.

Muitos estudos sobre a resposta de materiais ao carregamento ciclico ocorreram desde
entdo. A terminologia adotada para estas mudancas na relacdo constitutiva de tensao-
deformacao foi de endurecimento ciclico ou amolecimento ciclico. Este comportamento é
caracterizado na figura 3.1 Que mostra o comportamento do cobre submetido a um ensaio
de deformagao controlada.

As varidveis envolvidas no comportamento ciclico do material, deﬁnjdas na figura
3.1a, sao a variacdo da deformagdo total Ae, dada por Ae = AeP + Ac®, e a variagao da

tensio dada por Ac. Porém, como Ae® = Ac/E, pode-se escrever
Ae = Ae? + Ae® = Ae? + Ao /E. (3.1)

A é4rea dentro do lago de histerese é a energia dissipada por unidade de volume por
ciclo. Cada uma das trés curvas mostradas nesta figura apresenta caracteristicas bastante
diferentes, quanto ao comportamento ciclico. A curva apresentada em 3.la mostra um

progressivo endurecimento por ciclo, j4 a curva 3.lc apresenta um amolecimento ciclico,
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{a) (b)
Ae = 0.0084 Ae = 0.0078
2N = 8060 ciclos 2N = 4400 ciclos

R === 5 ksi (35 MPa)
140
1100/ Ti?"’

0.001

Ae = 0.0099
2N = 2000 ciclos

Figura 3.1: Lago de histerese com deformagao controlada do cobre, Fuchs & Stephens

também progressivo. Por fim, a curva 3.1b apresenta um endurecimento ciclico seguido de
um amolecimento. Embora a tensao mude bastante nos primeiros ciclos, depois de cerca de
10 a 30% do ensaio, o lago de histerese tende a estabilizar, acrescentando uma deformacgao

pléstica constante por ciclo até que o processo de ruptura tenha inicio.

A familia de lagos de histerese estabilizados, para diferentes amplitudes de deformagao,
é utilizada para obter a curva tensdo-deformacao ciclica para um dado material. Um exemplo
desta curva é apresentado na figura 3.2 na qual o extremo de cada ciclo de histerese estabi-
lizado ¢ ligado formando a curva tensao-deformagao ciclica. A figura 3.2 mostra também a

curva, do ensaio monotonico do mesmo material para efeito de comparagao.
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Ciclico

Monotdnico

=7 ] |/

-

Deformagao

2002 Izo ksi (140 MPa)

Figura 3.2: Curva tensao x deformagao ciclica, Fuchs & Stephens

3.1.2 Mecanismos da Fadiga

Metais sdo materiais cristalinos. Isto significa que os dtomos estdo arranjados de uma
maneira ordenada. A maioria dos agos estruturais sao policristalinos e deste modo consistem
de um grande nimero de cristais ordenados. individualmente ou graos. Cada grio possui
propriedades mecanicas particulares, diregdes de ordenamento. Alguns graos sao orientados
de tal forma que os planos de deslizamento estao na mesma dire¢ao da tenséo de cisalhamento
maéxima aplicada. Assim, quando submetido a um carregamento o deslizamento ird acontecer
dentro daquele grao que tenha a orientacao mais favoravel, i.e., mais préxima da diregao da
tensao cisalhante méxima. Este deslizamento ocorre devido ao movimento das discordéancias

ao longo dos planos cristalograficos.

O deslizamento ocorre tanto no carregamento monotdénico quanto no carregamento
ciclico. A figura 3.3a, mostra um deslizamento grosseiro, o qual caracteriza carregamento

monotdnico ou grandes amplitudes de carregamento ciclico. Ja a figura 3.3b, representa o



23

comportamento de carregamento ciclico com baixas amplitudes de carregamento.

Superficie do metat

~0.1 }7/
Superficie do metal E~0.l "

[

Figura 3.3: Intrusoes e Extrusoes, Fuchs & Stephens

Pode-se caracterizar as intrusdes como o fundo da cavidade da figura 3.3b e como
extrusoes o pico de elevagdo da mesma figura. Intrusdes formam excelentes pontos de con-
centracao de tensdo, os quais podem ser a localizacao inicial de uma trinca. Inicialmente,
o deslizamento é controlado pela tensao de cisalhamento. Assim, a trinca de fadiga tende
a crescer em bandas de deslizamento locais na direcao da méxima tensao de cisalhamento.
Este crescimento é relativamente pequeno, usualmente da ordem de alguns graos. Com a
continuidade do carregamento ciclico, as trincas de fadiga tendem a coalescer e crescer de
acordo com o plano de maxima tensdo de tragao. Estes dois estagios de crescimento da
trinca de fadiga sdo chamados de estagio I e II, respectivamente. A figura 3.4 mostra este
comportamentb.

O mecanismo de fadiga em metais de alta resisténcia ou para metais frageis pode

nao conter formagao de bandas de deslizamento. Neste caso microtrincas sao geralmente
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|

Diregéo do carregamento

—» Estagio | Estagio Il

\—- Superficie livre

Figura 3.4: Estdgios de propagacao das trincas de fadiga, Fuchs & Stephens

formadas diretamente nas descontinuidades, tais como inclusdes ou vazios e entao crescem
ao longo dos planos de méaxima tensdo de tragdo, Fuchs & Stephens (1980).
A figura 3.5 apresenta de forma esquemadtica o mecanismo de surgimento de trincas de

fadiga de acordo com o nivel de solicitagao.

3.1.3 Tipos de Fadiga

Alguns autores, como Lemaitre, costumam diferenciar a ocorréncia do fenémeno da

»

fadiga em duas partes, conforme o nivel de solicitagdo envolvida.

Fadiga de Alto Ciclo

Na fadiga de alto ciclo a solicitagdo produz valores baixos de tensdo e, deste modo, a
unica deformagao irreversivel envolvida é a microplasticidade, a qual é ndo mensurével e,
portanto, dificil de ser determinada pois geralmente ocorre na interface de inclusdes e em
torno da regiao de vazios. Conseqiientemente, os mecanismos de evolugao do dano devem

ser obtidos em termos de tensGes. O nivel de tensdes, na melhor das hipéteses, é o da
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Deslizamentos

Microtrincas visTveis
apenas ao microscopio
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Figura 3.5: Mecanismo de evolugdo de trincas de fadiga, Fuchs & Stephens

magnitude da tensao de escoamento do material. Este tipo de fadiga corresponde a um
nimero de ciclos até a falha de N > N, ciclos, onde Ny é o niimero de ciclos de transigao.
Em algumas literaturas ele é definido como Ny, = 10%. Neste tipo de fadiga o dano acontece

de forma mais localizada.

Fadiga de Baixo Ciclo

Considera-se fadiga de baixo ciclo quando a deformacao pléstica envolvida é grande
o suficiente para ser medida. Isto corresponde a um nivel de tensoes pouco maiores que a

tensdo de escoamento e de um nmimero de ciclos para a falha na ordem de N < N, ciclos.

3 .2 Plasticidade

Com o objetivo de descrever o comportamento de um material elastoplastico é necessario

que a teoria constitutiva apresente, além das relagdes elasticas, i.e., Lei de Hooke genera-
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lizada, uma definicao de carregamento pléstico e de descarregamento eldstico, bem como,
uma regra de evolugao que descreva o desenvolvimento da deformagao plastica. O critério
de carregamento serd dado pela definicao de uma fungdo escoamento ou superficie de es-
coamento. Através do potencial de dissipagao e da hipétese de dissipagdo normal, pode-se
encontrar as leis de evolugdo nio apenas para a deformagéao pldstica, mas também para as
demais varidveis. Este potencial de dissipagéo jé foi apresentado no capitulo 2, Eq.(2.36), e

voltard a ser abordado apds a definicao de todas as variaveis do problema.
3.2.1 Funcao de Escoamento ou Superficie de Escoamento

Dentro do enfoque da teoria da plasticidade classica, o estado de carregamento de um
ponto do material é determinado por uma fungao de escoamento f. Para um material que
apresenta endurecimento esta fungao é expressa como uma fungao das componentes do tensor

tensao e das variaveis associadas R e Y, i.e.,
flo, x, R)=0.° (3.2)

Segundo Lemaitre & Chaboche (1990), para materiais que apresentam amolecimento,
¢ mais interessante utilizar uma formulagdo em termos da deformagao € e das variaveis de

estado r e a, assim,

fle, a, 7)=0.5 (3.3)

Considerando a funcdo de escoamento f, o estado de tensao o de um ponto define a
posicéo dentro do espago das tensoes, e R e x descrevem o tamanho, a forma e a posicao da
superficie de escoamento relativa & supeficie de escoamento inicial, dentro do mesmo espago.

Esta fun¢do divide o espago das tensoes em dois dominios; um dominio eléstico f < 0, onde

5 Em viscoplasticidade f é também funcao da temperatura 7'
6 Em viscoplasticidade f é também fungdo da temperatura 7'
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é valida a teoria da elasticidade; e um dominio f = 0, i.e. sobre a superficie de escoamento
onde o material tem resposta elastoplastica. De acordo com este critério ndo havera fluxo
pléstico enquanto f < 0 seja para carregamento, f> 0 ou descarregamento, f< 0. Porém,

quando f =0e f = 0 havera o fluxo plastico.

3.2.2 Regras de Endurecimento
Endurecimento Isotrépico
E responsével pela expansao ou reducéo uniforme da superficie de escoamento inicial,
figura 3.6, sem translagdo e distorgdo. A funcao escoamento pode ser definida, neste caso,
pela simples relacao:
flo,e?)=G (o) — R(e?) =0 (3.4)
na qual G (o) é uma funcdo que define a forma da superficie de escoamento e R (e?) o seu

tamanho.

Superficie de
escoamento inicial

Figura 3.6: Endurecimento Isotrépico

A expressio utilizada neste trabalho para o endurecimento isotrépico possui as carac-
teristicas de apresentar uma néo linearidade com relagdo & deformacao pléstica e de apresen-

tar também um patamar de estabilizagao definido pelo pardmetro material Ry,. A expressao
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analitica, para o caso unidimensional de tragao, é dada por:
R= R (1-¢™"), (3.5)

na qual b também é um pardmetro do material.

Endurecimento Cinematico

J& o endurecimento cinemadtico é responsavel pela translagdo da superficie de escoa-
mento, mantendo a sua forma e tamanho, figura 3.7, e sua funcao é a de introduzir o efeito

Bauschinger na formulagdo. Assim a fungao escoamento pode ser definida da seguinte forma
f(O',X,Ep)ZG(O'—X)—kZO (36)

na qual x define o endurecimento cinematico e k é uma constante.

G

Superficie de
escoamento inicial

Figura 3.7: Endurecimento Cinemético

Assim como o endurecimento isotrépico, o endurecimento cinemdtico apresenta as pro-
priedades de saturagio e de nao linearidade com a deformacao plastica. A expressao analitica

para o endurecimento cinemdtico, para o caso unidimensional de tragao, é dada por

X =Xeo (1= €71). (3.7)

na qual 7y e X também sao pardmetros do material.
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3.2.3 Critério de Escoamento

A funcgao escoamento final adotada neste trabalho é obtida pela combinagao dos dois
tipos de endurecimento. O critério de von Mises 7 , baseado no invariante J; & , é entéo
transformado em uma expressao mais complexa levando em consideracdo o endurecimento

cinematico, i.e.,

(O,D _ XD)eq _ \/3 Jo (6D — xP) (3.8)
- B
- 3B -x8) (5 -xB)]

Assim a fungao de escoamento ¢ definida como:

f:(a'D—xD) —R—-o0,=0. (3.9)

€q

na qual g, é a tensao de escoamento inicial.
3.3 Mecanica do Dano Continuo

De modo geral, a evolugdo do dano D se faz através de um processo irreversivel que
representa a deterioragdo do material devido a agao de algum tipo de carregamento. Lemaitre
dividiu a ocorréncia do dano em trés diferentes niveis, microescala, mesoescala e macroescala.
No nivel da microescala o dano é o acimulo de microtensoes na vizinhanca de defeitos ou
interfaces e a quebra de lagos atémicos. No nivel da mesoescala, ou seja, no Elemento de
Volume Representativo (EVR) o dano é o crescimento e a coalescéncia de microfissuras ou
microvazios. No nivel da macroescala o dano é o crescimento da fissura ja no tamanho visivel.

O primeiro e segundo nivel podem ser estudados através da introdugao de uma varidvel de

7f(Jz)=J2—k2=0,naqualk=ay/\/§

_1.D_ D D _ 1
8 J2 = '50'7’]0'1"7, na qual 0',,'] = 02] bl go'kkaij
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Tabela 3.2: Dimensoes do elemento de volume representativo

metais e cerdmicas (0.1 mm)?3

polimeros e muitos materiais compostos | (1 mm)?

madeira (10 mm)?3

concreto (100 mm)?

estado interna continua de dano. O dano ¢é de natureza tensorial, mas se for considerada a
hipétese de isotropia ele se reduz a um escalar. O terceiro nivel é usualmente estudado pela

mecanica da fratura.

A mecanica do continuo lida com quantidades definidas em um ponto matematico. Do

i
ponto de vista fisico, estas quantidades representam uma média em um certo volume. Desta
forma, o EVR deve ser pequeno o suficiente para evitar a suavizagdo de altos gradientes e
grande o suficiente para representar uma média dos micropfocessos. Para ensaios experi-

mentais e para a anélise numérica Lemaitre (1992) sugere as magnitudes apresentadas na

tabela 3.2 para o EVR.

Embora o dano na microescala seja governado por um mecanismo geral de rompimento
de lagos atomicos, na mesoescala ele pode se manifestar de varias maneiras, dependendo da
natureza do material, do tipo de carregamento e temperatura. Entre as mais estudadas
manifestagdes do dano estdo o dano fragil, o dano ductil, 6 dano por fluéncia, o dano por
fadiga de alto ciclo e o dano por fadiga de baixo ciclo, que serd abordado nesta dissertacao.

O estégio final do processo de dano é a condigdo de inicio da trinca pela coalescéncia
dos microdefeitos, i.e., a existéncia de uma descontinuidade na mesoescala (EVR). Esta
condi¢do ocorre quando o dano atinge, em um determinado ponto, um dado valor critico o

qual, de um modo geral, depende do material e do processo de carregamento do corpo. A



31

partir deste ponto, a andlise de crescimento da trinca deve ser feita dentro do contexto da
mecéanica da fratura. Para isso, introduz-se uma trinca, no ponto em que o dano atingiu o
seu valor critico, de dimens@o da ordem do lado do volume representativo do material. A
trinca é orientada de forma a manter a concordancia da evolugdo do dano do material, numa

vizinhanca do ponto em que o dano ¢ critico.

3.3.1 Representacao Mecanica do Dano

O dano pode ser interpretado, na microescala, como o surgimento de microplanos de
descontinuidades originados pelo rompimento de lagos atomicos e pelo crescimento plastico
das microcavidades. Na mesoescala, o nimero de lagos quebrados ou microcavidades pode
ser aproximado, em um plano, pela area das intersegoes de todas as microcavidades naquele
plano. Para isso, considera-se em um corpo com dano um elemento de volume representativo
em um ponto M. Neste ponto, um plano é definido por uma normal 7 com uma abcissa
x ao longo da direcao de n, como é mostrado na figura 3.8. Nesta figura 65 é a 4rea total
do plano definido no EVR e 6Sp a area efetiva das interse¢bes de todas as microtrincas ou
microcavidades neste plano.

O valor do dano D, no ponto M e na direcio de n pode ser escrito como

D(M,7i,z) = —2. (3.10)

A partir desta definicdo pode-se observar que o valor da varidvel D, em uma certa
direcdo n do EVR, est4 limitada por 0 e 1. Logo, se D = 0 o EVR n#o apresenta dano e
se D = 1 o EVR encontra-se separado em duas partes. Para o caso de dano isotrépico a

equagao 3.10 torna-se

D(M) =22, (3.11)
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Figura 3.8: Elemento de Volume Representativo de Dano

Conceito de Tensao Efetiva (Y. N. Robotnov, 1969)

Considere um elemento com area de seccao transversal S com dano sujeito a um car-

regamento uniaxial F'; como mostrado na figura 3.9.

A tens8o uniaxial pode ser escrita como

g =

F
7 (3.12)

Se todos os defeitos estao abertos, de tal maneira que nio existem microforgas atuando
sobre a superficie das microtrincas ou microcavidades representadas por Sp, € conveniente
introduzir uma tensado efetiva & relacionada com a superficie que efetivamente resiste ao

carregamento, i.e.,

R (3.13)

Para o caso de dano isotrépico, o comportamento mecanico das microfissuras ou mi-

crovazios ¢ independente de sua orientacao e depende apenas da varidvel escalar D, assim,
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Figura 3.9: Tensao efetiva em um elemento unidimensional

através da Eq.(3.11) pode-se escrever

QR
I

(3.14)

Efeito do Fechamento das Microtrincas

E importante perceber que a definicdo apresentada acima é valida apenas para o caso
no qual o material estd sujeito a tensdo de tragao. No caso em que o material estd sujeito
a compressio, o valor do dano ndo muda, mas alguns defeitos podem fechar e a drea que
resistird ao carregamento serd maior que S — Sp. Assim 0 < 6~ < 57 ? e em particular, se
todos os defeitos fecham ¢~ = o.

Uma forma de introduzir este efeito dentro da formulagao do problema é proposta por
Lemaitre (1992) e consiste em introduzir um pardmetro de corregéo h € [0,1], chamado de
efeito de fechamento das microtrincas, o qual diminui a influéncia do dano na compressao.

Para o caso unidimensional a introdugao deste efeito é dada pela seguinte condi¢ao unilateral:

9 &~ significa estado de compressao e &+ significa estado de tragao
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(¢) — Tragéo (67): neste caso temos que S* = S — Sp, assim

G = ; (3.15)

(i3) — Compresséo (67): temos que S—Sp < S~ < S, e com a introdugéo do pardmetro

de fechamento das microtrincas

_ g
" 1—hD’

(3.16)

O parametro h depende, a priori, do tipo de carregamento e do material, porém apds ex-
perimentos verificou-se que h poderia ser assumido, para uma classe de acos, como constante

com valor h ~ 0,2, Lemaitre (1992).

Principio da Deformagao Equivalente (J. Lemaitre, 1971)

Para evitar uma aﬁélise micromecénica para cada tipo de microdefeito e para cada tipo
de mecanismo de dano, postula-se o seguinte principio vdlido na mesoescala:

” Qualquer equacdo constitutiva para um material com dano pode ser determinada da
mesma maneira como para um material virgem, exceto que a tensdo usual deve ser re-
presentada pela tensao efetiva.”

Este principio impde que as relagoes constitutivas para a deformacao de um microele-
mento ndo sao modificadas na vizinhanga do microelemento que contém a microtrinca.

A aplicagao deste principio pode ser ilustrado como

Material sem dano Material com dano

e=S (o, ..,..) e= S (%51

Desta forma, < (e) representa a mesma relacao funcional para um material com ou sem

dano.
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3.3.2 Critério de Ruptura

Embora Kachanov (1958), tenha utilizado como critério de inicio da fissura D =1, o
que implica na completa auséncia de area resistente, hoje se sabe que o seu inicio acontece
com um valor de D inferior a 1. Porém, ainda existe alguma discussdo sobre qual é o
melhor critério a ser utilizado (Benallal et al 1992). Neste trabalho, utiliza-se a aproximagéo
proposta por Lemaitre e Chaboche (1990) a qual considera o dano critico De < 1 constante
e dependente de material para material. Uma vez alcancado, temos origem a um processo

instavel conduzindo a uma fissura no EVR.

3.3.3 Estagio de Inicio do Dano

Dentro do mecanismo micromecanico de ruptura, para a existéncia de microtrincas, é
necessario que um certo valor critico de deformagao plastica seja alcangado para dar inicio
a um processo de nucleagao das microtrincas. Em um ensaio monotdnico de tracgao isto

corresponde a seguinte condigao:
e? < PP — D =0, (3.17)

na qual PP é o valor critico de deformagao plastica para inicio de dano e eP é a deformagao
plastica uniaxial. Para carregamentos genéricos, define-se uma varidvel chamada deformacao

plastica acumulada p, que tem sua evolugao definida por
el . gL (3.18)
De forma andloga ao caso monotonico, existe um valor critico de deformagao plastica
0 i

acumulada, pp, que deve ser alcancado para o inicio do dano ! e.,

p<pp — D=0. , (3.19)

10p 1 pode ser entendido também como a quantidade de energia armazenada pelo material, resultado da con-
centragdo de microtensdes desenvolvidas na vizinhanga das discordéncias e nas inclusdes de outros materiais.
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3.4 Equacoes de Estado

Uma vez definidas todas as variaveis internas é possivel escrever o potencial de Helmholtz,

Eq(2.32), como

V=" (e D, r, o). (3.20)
Através da Eq.(2.35) pode-se escrever as demais equagbes de estado como sendo

ov ov oy
R= Po x" = P oe Y = ~P3D (3.21)

que juntamente com as equagdes Eq.(2.33) e Eq.(2.34) definem as relagoes entre as varidveis
de estado e as varidveis associadas.
A expressao analitica para o potencial de Helmholtz proposta, sem o efeito do fechamento

de microtrincas, neste trabalho é a seguinte

1 1 1
pU = Ce" - (1-D)+ Ry (r + ge*’”’> + X7 @, (3.22)
ou, em notagao indicial
1 e e 1 —br 1

no qual C;jx; € o tensor de quarta ordem da elasticidade.
Com o uso de Eq.(2.33) e Eq.(3.21) pode-se encontrar as expressOes analiticas para as

equagoes de estado, i.e.,

o = Ce®(1— D) | (3.24)

para a elasticidade acoplada com dano,

R=Re(1—e) | (3.25)

-
1 onsidera-se o problema isotérmico, ie., grad T = 0, assim T nao faz mais parte das variaveis de estado.
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para o endurecimento isotrépico,
xP = Zxsove (3.26)

para o endurecimento cinemético e
1 e e
Y= —2—Ce ‘€ (3.27)
para a taxa de densidade de energia de deformagao liberada.

3.4.1 Efeito do Fechamento das Microtrincas - Caso Geral

Afim de introduzir o efeito do fechamento das microtrincas nas equagoes de estado tridi-
menssionais, é necessario que postulemos um outro potencial, dual ao potencial de Helmholtz.
Este potencial dual ¥*, conhecido também como potencial de Gibbs, é introduzido por uma
questao de praticidade para a introdugdo do efeito do fechamento das microtrincas. Ele é

determinado através da transformada de Legendre-Fenchel, i.e.,
U (o, v, a, D) =Sup [o-€° -V (% D, r, a)], (3.28)

assim o potencial dual é

1

p\I’*(O', r, a, D): m

[(1 +v)o-o—v(tr 0')2} — Ry (r + —e“br> - a.
(3.29)
Contudo, para introduzir o efeito do fechamento das microtrincas, h, dentro da ex-
pressao do potencial dual é necessirio fazer as seguintes consideracoes:

i— Decomposi¢ao da representagao diagonal do tensor tensao, i.e. em termos de tensoes

principais, em uma parte negativa e em uma parte positiva. Denominando de o4 o tensor

1249 A é o traco do tensor A, ie., tr A = Ay + Ao + Ass.



38

diagonal pode-se escrever

(241} 0 0
Og = 0 09 0 (330)
0 0 g3

e utilizando o operador de Mac Auley, definido como

r se >0

(z) = : (3.31)
0 se z<0
pode-se chegar a
o) 0 o | (e o o |
Gi=| 0 (o) O || 0 (=ou) O |> (3.32)
i 0 0 (o3) || 0 0 (—o3) |
ou, em forma compacta
oq={0g) — (—04). (3.33)

13— Particdo do potencial de entalpia de Gibbs em duas partes, uma relacionada com
o termo (0g), i.e., associada com a tragdo e a outra parte relacionada com (—o4), ou seja,
associada com as tensées de compressdo, onde atuard o parametro h. Assim, o potencial de

entalpia de Gibbs é escrito do seguinte modo

1

pU* (04, 7, a, D) = S50 D) [(1+v)(0a) - (0a) v (tr 04)°] + (3.34)
3BT hD) [(1+2) (—04) - (—o0) —v (~tr 04)] -
1 —br ’YXoo
— Ry [r—l-ge ]——?)—a-a.

Da mesma forma que para o potencial de ¥ as equacoes de estado s2o determinadas
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através da diferenciacdo de ¥*, produzindo 3

o 1 1
€ = = 1 -_—_ _—— — —_— —_—
i=Pggn = H ) [0 et o) U g (14 9) (o0 —v (-t o)1),
(3.35)
para a deformacéo eldstica 4,
ov* ov
R=- =p— .
Por —Por (3:36)
para o endurecimento isotrépico,
ov* ov
D_ _ _ 9%
para o endurecimento isotrépico e
1+v [(oa)-(oa) (o) (-0 v [{red®  (~tron)’
Y = +h i +h 3.38
2E | (1- D) (1 — hD)? 2E |(1-D)>  (1-hD) (3.38)
para a taxa de densidade de energia de deformacao liberada.
A expressao para a tensdo efetiva para o caso geral de tensoes é dada por
50 = — {00+ lir (00) — (r 0.)]1} (3.39)
O, = 1-D 04 1—9, T (O¢g T Og .

- _1hD {(—o-d> + Ll (o) — (i ad)]I}.

3.5 Equacoes de Evolucao - Potencial de Dissipacao

Conforme visto no item 2.3.2, para de descrever o processo dissipativo é necessario
introduzir as leis de evolugao complementares. Estas leis de evolugao, sao obtidas através da
introducdo de um pseudo potencial de dissipagao e aplicando sobre este potencial a hip6tese

de dissipagao normal.

13Na qual I é a matrix identidade.
14Se o potencial ¥* nao for diferencidvel entao €°€p0¥* (subgradiente de ¥*)
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Este pseudo potencial de dissipagé@o é definido de forma que

F(a‘, R, X", Y; &, r, a, D) = Fp (a‘, R, X"; €, r, a, D) + Fp(Y; r, D) 15,
(3.40)
na qual Fp é a parte de onde ird se derivar as equacoes de evolugdo para o problema de
elastoplasticidade ciclica e Fp é a parte responsavel pela evolucio da varidvel de dano.
As equagdes de evolugao do problema sao obtidas através da aplicacao da hipétese de

dissipagdo normal sobre o potencial F'. Assim, temos que

ep: _— = — _— = — _— .
A py T A 3R © a A vl (3.41)
sdo as equagdes de evolugao do problema elastopléstico e
. . OFp
=\ — 42
D=\— (3.42)

é a equacdo de evolugdo da varidvel de dano. Nas Gltimas duas equagdes )\ é um multiplicador

escalar que é sempre positivo e serd determinado mais adiante.

3.5.1 Equacoes Constitutivas da Elastoplasticidade Ciclica Acoplada
com Dano

Aqui o critério de escoamento serd definido da mesma forma do que apresentado na

Eq.(3.9), porém a tensdo serd substituida pela tensao efetiva, logo

f=(@"-x") —R-o,=0. (3.43)

€q

Determinagao de Fp

Assim como para o potencial ¥, a determinagdo da expressao analitica para Fp deve

estar baseada sobre experimentos e sobre a micromecéanica. Com base nas Eq.(3.5), Eq.(3.7)

15Experimentos mostram que Fp nao depende de X7, o ou R.
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e Eq.(3.43), pode-se entdo definir a expressdo analitica para este potencial, i.e.,

. 3
Fp=(&"- XD)eq —R—o,+ Z}TXD xP (3.44)
(o o]

na qual o tltimo termo deste potencial é responsavel pela nao linearidade do endurecimento
cinematico 19 .

E possivel agora determinar as equagbes de evolugdo para o problema elastoplastico.

Através do uso de Eq.(3.41), pode-se escrever que

p 3\ (D PR
e O ) (3.49
eq
ou em notacao indicial
. 3\ o5h) |
p ~D D ki
&j = 7D D <Ukl - sz) o (3.46)
2 (O’ —X )eq 80” )
para a evolucao da deformacao pléstica,
= (3.47)

para a evolugdo da deformacéo relacionada ao endurecimento isotrépico e

.3 A _ A
a = 5 (_&D_—TD> (O’D — XD) - Z;XD (348)

para a evolugdo da deformagao relacionada com o endurecimento cinemadtico.

eq

Todavia, para o calculo incremental é mais conveniente escrever as equagoes de evolugao
Eq.(3.47) e Eq.(3.48) em funcgio das varidveis associadas R e xP. Isto é feito através da
substitui¢gio de Eq.(3.47) e de Eq.(3.48) dentro das derivadas de Eq.(3.25) e de Eq.(3.26)
com relacao ao tempo, produzindo

R=0(Re — R) ) (3.49)

16Repare que se Fp = f conduz a chamada teoria nao associativa em plasticidade {Chen (1988), Lubliner

(1990))
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para a evolugao do endurecimento isotrépico e

e |Gty @)= e
eq

para a evolucao do endurecimento cinemaético.
Usando os resultados das Eq.(3.18) e Eq.(3.45), pode-se escrever que a taxa de de-

formagao plastica acumulada como

pP=nA (3.51)
na qual n = /2% . 2fe,

Determinagao de Fp

Uma das principais caracteristicas do dano é que ele sempre é relacionado com de-
formacgoes irreversiveis. Esta caracteristica é introduzida naturalmente dentro da formulago

com ajuda da Eq.(3.51), que permite escrever a Eq.(3.42) como

PRy

= 7 (3.52)

Como visto na secao 3.3.3, o dano s se manifestara apds a nucleagao das microtrincas, esta

caracteristica conduz a

: 29 se p>pp
p=1 7% , (3.53)

0 se p<pp

que permite introduzir no potencial de dissipagao, a fungao de Heaviside que ¢é definida como

1 se p2pp
H(p—pp) = . (3.54)
0 se p<0
Dentro do enfoque termodindmico a principal varidvel para a evolugao do dano foi

escrita como Y, Eq.(3.38), na qual estd implicita a influéncia do estado triaxial de tensoes.

A expressdo analitica para o potencial Fp é obtida considerando que D o Y P o que implica
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em Fp «x Y2, Consequentemente, com a introducdo de um fator de escala S, que também é

uma propriedade material, pode-se finalmente chegar a 7

Y2
Fp (Y; r, D)= S5 H(r —pp), (3.55)

deste modo a Eq.(3.53) pode ser escrita como

Y
-y

= H(p—pp) X (3.56)

D
Determinacao de )\

Para fechar o problema de evolugdo, a ultima expressao a determinar é a expressao
analitica para o multiplicador ). Esta pode ser determinada com base nas condicdes para
carregamento plastico apresentadas na segao 3.2.1, que sdo f: 0 e f =0. Aplicando estas
duas condigbes sobre Eq.(3.43) e apés alguma manipula¢do matemdtica pode-se facilmente

chegar a

~D ’
(” _XD) 05"
eq

(3.57)

ITr=pep=mn\



Capitulo 4

Discretizacao e Exemplos

Na primeira parte deste capitulo, item 4.1, serd apresentado um algoritmo da classe
‘return mapping’ para a integracao das equacoes constitutivas elastoplaticas acopladas com
dano. Este algoritmo, apresentado por Benallal et al (1988) é uma generaliza¢ao do algoritmo
proposto por Simo & Taylor (1986) e divide o problema em duas etapas. A primeira, consiste
nas equagoes de equilibrio globais do problema, as quais sdo apresentadas dentro do enfoque
do método dos elementos finitos. Ja a segunda parte trata da integracao local das equagoes
constitutivas para a determinacao do valor das varidveis de evolucao no instaﬁte de tempo
tn11, para cada ponto de integracao. Porém, para a solugao das equagoes de equilibrio globais
torna-se necessaria a identificagdo do operador tangente J. A sua identificacdo é feita com

base na solucao das equacoes de equilibrio locais, como mostrado no item 4.1.3.

Ja na segunda parte, item 4.2, sdo apresentados e discutidos os exemplos escolhidos

para mostrar a evolucao das varidveis do problema.

4.1 Discretizagao

Um resumo das equacgoes constitutivas que serao levadas em consideragao nesta secao
¢é dada pela tabela 4.1.

44
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Tabela 4.1: Equagdes principais do problema

€5 = ﬁ (1+v) (o) —vtr og) I} — Ea_iﬁb') (14+v)(—ou) —v(—tr o) 1]
é a equagao da elasticidade,
— (D _ D\ _p_ ., —
f (a’ X )eq R—o0,=0,

¢é a fungdo escoamento,

R=b(Rew — R) ),

oD A D _ D) _ A D
X = MXeo P _xD (a X ) XX | €
eq

D= p—s):H(p—pD)

sa0 as equacoes de evolugao a serem integradas.

4.1.1 Equacgoes de Equilibrio Globais

Segundo Bathe (1992), o problema bdsico de uma anlise ndo linear em MEF ¢é o de
encontrar um estado de equilibrio do corpo com as correspondentes forgas aplicadas. Como
as forcas externas, fe, sao geralmente uma fungao do tempo, a condigao de equilibrio de um
sistema, de elementos finitos, representando o dominio em consideracao, pode ser expresso
por

Fe— Fi=0, (4.1)

no qual Fi é o vetor de forgas internas.

Esta relagao expressa o equilibrio de dois sistemas na geometria deformada corrente,
levando em conta as néo linearidades. Além disso, ela deve ser satisfeita em toda a histéria,
ou seja para qualquer valor de t.

O enfoque béasico em uma solugdo incremental, passo a passo, é assumir que a solugao
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para o ponto t, é conhecida e procurar a solugdo para o instante ¢,;, sendo o incremento

At escolhido de maneira adequada. Assim, no processo requere-se que
Fepy1 — Fipy=0.18 (4.2)

Um dos mais utilizados procedimentos iterativos para a resolugao de sistemas nao
lineares é o método de Newton-Raphson, bem como suas variagoes. O equilibrio em MEF

pode ser escrito como

onde Z (ﬂ*) =Fen1 (V) — Fip ().
Basicamente, o método consiste em expandir h (u*) em uma série de Taylor mantendo

apenas o termo de primeira ordem, i.e.,
— % — [t a —]; (Un+1> —k —3
) =7 () ) ) »

e utilizando a Eq.(4.3) juntamente com a suposi¢ao que Fe,;; ndo depende dos deslocamen-

= i
; OFi| u
— —k —? . n41
] — 7 _ .
tos e definindo A up, ;= <u - u, +1> eK; = po e pode-se chegar a
Kn+1A un+1: F6n+1 - FZTL+17 (4.5)

na qual K é geralmente chamada de matriz tangente. Note que para encontrar o elemento

—it1
U, pode-se fazer

—i+1 —1

Upp=D ZZn+1 t Upig - (4.6)

— 4341
19
h <un+1>

O critério de parada pode ser feito por , 0 que leva a

} <. toleracia

—i4-1 —%k
Up 1~ U

18Repare que o vetor Fe,+1é sempre conhecido.
19|o|| indica a norma no espago Euclidiano.
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Dentro do contexto incremental e do enfoque do método dos elementos finitos é possivel

escrever que

K, = /Q B7J: B dO, (4.7)

A : = 3 7 . ~ z
na qual B é a matriz de deformacdo-deslocamento e J?,_, é uma aproximacio de (22 .
n+1 0¢ Jnt1

A determinacao do operador J seré feita no item 4.1.3 pois depende da solugdo das equagbes

locais apresentadas em 4.1.2.

—k

-0
Para a iteracao inicial utiliza-se v, =u, .
4.2 Integracao Local

Afim de simplificar a notagao e a escrita do algoritmo define-se dois vetores, os quais

contém o conjunto de incdégnitas do problema, estes vetores sdo Q)= (EP,XD , R, D) e g=

(cr, Q, A) .
Desta forma, as equacoes de evolucao apresentadas na tabela 4.1 podem ser escritas

de forma compacta da seguinte maneira
22 =)@ (a, C_é) (4.8)
e colocando-as em sua fqrma incremental chega-se a
AQ —AX G <an+a,én+g) — 0.2 (4.9)
4.2.1 Algoritmo

() - Conhecido &1, considera—se que o incremento é puramente elastico, assim

EQ =0 e AX = 0 e calcula-se a tensao teste utilizando

&4,,, = Lt (4.10)

WA o] = [0]pg = [0l € [l = (1= 0) [],, +00], 1y com 6 €[0,1]
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na qual L é o tensor que contém a relacio constitutiva, €5 = RT (e,11 —€2) R
com R sendo o tensor cuja as colunas sdo os autovetores ortonormalizados do

tensor £,41 — €F

(i7) - Com a tensédo teste calculada em (%) verifica-se o critério de escoamento. Se
f (&dn 1 Qn> < 0 entdo a hipétese inicial (i) est4 correta e o procedimento local
pode ser encerrado atualizando as componentes de ¢. Porém se f <6’dn o Qn) >

il

0 deve-se fazer as corregdes plésticas.

(i41) - Realizar as corregdes plasticas. As varidveis no instante t,; devem satis-
fazer: o critério de escoamento, a lei da elasticidade e as equagdes de evolugao.
Com estas trés condigdes é possivel montar o seguinte sistema nao linear

a1 (qn+1) = f (Udn+l’Qﬂ+1> =0;

—

go..5 (an—l-l) = EQ _A)\ 5 (O'n_.po,Qn_;_o) =0 ' (4.11)
0 (Tn) = b= oy [0+ (o)~ {tr 00, )T +

1
+E(—1—-:h—.D) [(1 + V) <'—0'dn+,> -V <—-t7“ O‘dn_H> I] — 0;

na qual €5, podem ser escrito como €5, =R (en11 — eny1) R.

Este sistema é também resolvido numericamente através do método de Newton-

Raphson, i.e.
Mr Agpy1=— 9 (qn+1> (4.12)
—0 g
com q,,,= <an, Qn,0> para a primeira iteracdo e sendo My, = -g-g%. O critério
J .

Vd 7 . - . ‘ . ~
de erro é dado pela norma do residuo, i.e., ”gn+1 H assim como feito nas equagoes

globais e a atualizagdo é feita da seguinte forma ¢, =4, + Ag¢,,; L

21k é referente ao numero de iteracoes realizadas pelo método de Newton e n ¢é referente ao passo do
carregamento. :
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4.2.2 Determinacao do Operador Tangente J

Apéds o algoritmo da integracio local das equagoes constitutivas convergir, é possivel

identificar o operador tangente J?_ ; mantendo a solugdo do instante ¢, ; e sabendo que

bo =J:, be. (4.13)

Esta identificagao pode ser feita utilizando o seguinte sistema de equagGes

). o020
0g; + | =— oe| = 0. ji=1,..,6. 4.14
; [(8% n+1 ’ Oe n+1 ( )

4.2.3 Algoritmo geral

O algoritmo geral pode ser resumido como mostra a tabela 4.2.

4.3 Exemplos

Os resultados numéricos, obtidos da implementagao das equagoes vistas no inicio deste
capitulo, de acordo com o procedimento dos itens 4.1 e 4.2 serao agora analisados. Contudo, é
interessante frisar que dois tipos de implementacao foram feitas nesta dissertagdo e portanto
os resultados serdo apresentados em dois itens diferentes.

No primeiro item, 4.3.1, denominado FEzemplos 1D estao os resultados da imple-
mentagao das equagoes, apresentados no inicio deste capitulo, particularizadas para o pro-
blema 1D, de acordo com o algoritmo apresentado em 4.2. Estes resultados podem ser
vistos também em Rossi & Alves (1996) onde séo apresentadas as equagtes discretizadas do
. problema 1D.

J& no item 4.3.2, Exemplos com o uso do MEF, estao discutidos os resultados prove-

nientes das mesmas equagoes, porém adotando a hipétese de estado plano de tensoes e



Tabela 4.2: Algoritmo geral

* Dado um estado de carregamento fazer:
= loop sobre o numero de elementos
= loop sobre os pontos de integragao
* Resolver o problema local
* Identificar o operador tangente J
* Montar a matriz de rigidez do elemento K2n+ .= Ja. BT Ji 1 Bpy d
* Montar o vetor de forga interna do elemento ﬁz’en w= Ja. B;-’: 110 n+1 A€
= F'im do loop sobre os pontos de integragao
* Introduzir a matriz de rigidez do elemento na global
* Introduzir o vetor de forca interna do elemento no global
= F'im do loop sobre o niimero de elementos

— 1

. —_ g .
* Resolver K} A upy1=Fenyy — Fi,
. —»’L+l —7 —i
* Atualizar uw, = A u, ; + u,
* Célculo do erro

* Enquanto erro > Tolerancia, voltar ao loop sobre elementos

* Tomar um novo passo de carregamento

a0
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utilizando o MEF como ferramenta de andlise. E importante voltar a frizar aqui que nestes
exemplos utilizaremos h = 1, i.e., sem efeito do fechamento das microtrincas.

Embora as equagoes de endurecimento vistas anteriormente sejam postuladas para a
representagao do problema ciclico, serao apresentados também exemplos onde submete-se a
geometria a um carregamento monotonico.

As propriedades materiais que serao usados em todos os exemplos abaixo sao os do ago
AISI 316, ie., E = 200.000 MPa, v = 0,3, o, = 260 MPa, X :.200 MPa,b=1, v =2,

Reo = 300 MPa, S = 7 MPa e Dc = 0, 15.

4.3.1 Exemplos 1D

Nos exemplos considerados neste item foram utilizados h = 0,2 e pp = 6. Com um
valor grande de pp, o usual para problemas unidimensionais fica na faixa de 0.1, procurou-
se desacoplar o estagio de endurecimento do material com o estidgio no qual o dano esta
presente. Isto foi feito com obj;ztivo de observar cada urna das caracteristicas da formulagao
separadamente. Porém, é importante lembrar que pp é a deformacao plastica acumulada em
cada ciclo.

Estas caracteristicas podem ser vistas no gréafico da figura 4.1. Nele estd plotado a
tensdo versus o numero de ciclos para atingir o dano critico. E possivel verificar o endureci-
mento sofrido pelo material nos primeiros 100 ciclos seguido de um periodo de estabilizacao.
Por volta do ciclo de niimero 200 verifica-se que comega a acontecer uma queda na tensao.
Esta se deve ao efeito do dano. Percebe-se ainda que esta queda é muito mais acentuada
na parte positiva da tensdo do que na parte negativa, tendo com explicacao o efeito do

fechamento das microtrincas.

J& no gréfico da figura 4.2, mostra a cléssica relagdo entre a amplitude de deformacgao
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Figura 4.1: Efeito do fechamento das microtrincas na tensao.

e a vida em numero de ciclos e em escala log-log. A curva obtida, é o resultado de vérias
si.mulag_ée's numéricas com diferentes amplitudes de deformacao consﬁénte.

Porém, pode-se identificar uma expressao analitica para ela conhecendo-se a amplitude
de deformacéo eldstica e plastica estabilizadas. Esta curva € a soma destas duas amplitudes.

A sua expressao analitica é dada por

Ae
2

i b ¢ 22
=75 (2N7)’ +¢&; (2N7)° %, (4.15)
’ , . ' sy . [ ~
na qual Nr é o nimero de ciclos para que o dano critico seja alcangado, -t e &} sdo os
pontos aonde as retas cortam o eixo das ordenadas e b e ¢ sdo os coeficientes angulares das
respectivas retas. Assim, a curva amplitude de deformacao versus vida pode ser aproximada

pela seguinte expressao

A R
75 = 0.003 (2N7) "% 1+ 5,05 (2N7) B0 (4.16)

22 primeira parcela desta ¢ devida a Basquin (1922) e a segunda parcela é relagao de Coffin-Manson
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Figura 4.2: Curva deformagao x vida para o ago AISI 316.

Repare que o comportamento da curva é muito parecido com o comportamento real de um
aco submetido a um carregamento ciclico. Isto mostra que a teoria de dano representa bem
o fenomeno de fadiga de baixo ciclo.

O efeito da deformagao média pode ser analisado através da figura 4.3a. Neste grafico é
mostrado a deformacao plastica acumulada em fungdo do niimero de ciclos com deformagao
média variavel.

Constata-se que a deformacao média tem efeito apenas no primeiro ciclo. Este efeito
pode ser melhor compreendido se analisado o grafico da figura 4.3b e 4.3c. Em 4.3b é
mostrado um carregamento com deformacao média nao nula. Para tal carregamento, se
considerarmos o material como sendo elastoplastico ideal, a curva sera dada por 4.3¢c. Entao,
se a linha de carregamento é dada por ob em 4.3b a resposta do material serd de acordo com
a linha oab de 4.3c. Porém, se o carregamento ciclico é entdo iniciado, o comportamento

da curva serd dado por bede, com deformagao plastica constante por ciclo e a influéncia da
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Figura 4.3: Evolugao do dano para diferentes valores de deformacgao média

deformacao média esta apenas na regiao em 4.3c. Por outro lado, se a deformagao média
for nula o carregamento ciclico implicard em um mesmo ciclo , porém com centro em ’o’.
Assim, para a influéncia da deformagao média ser significativa no ciclo, o seu valor deve ser
muito maior do que a amplitude de deformagcao.

Para o caso de carregamento monotonico unidimensional de tragao, ¢ possivel integrar
analiticamente a equagao de evolucao entre tensao e deformacao plastica. Esta integragao
produz

0 =R+ Xoo + 0y — Bw € — X077 (4.17)

A figura 4.4 mostra a comparagdo entre a expressao analitica dada pela Eq.(4.17) e o
resultado obtido através da andlise numérica. Neste grafico é plotada a curva tensao versus
deformagao plastica. O valor de pp utilizado nesta simulagao foi de 0.01 com D¢ = 0, 15.
A diferenca existente entre as duas curvas ¢é justamente a influéncia do dano. A grande

magnitude alcancada para a deformacgao pléstica, abscissa da figura 4.4, é devido a estas



equagoes constitutivas serem formuladas para o problema fadiga de baixo ciclo, e ndo para

simular a ruptura ductil.
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Figura 4.4: Solugao Numérica e Solugao Exata
4.3.2 Exemplos com o MEF

Nesta se¢ao serao apresentados os exemplos que utilizam o método de elementos finitos
como ferramenta de andlise. O elemento finito obtido ¢ o elemento quadrilatero completo de

nove nés, da classe Lagrangeana, o qual é representado na figura 4.5.

a) Acumulo de dano

Neste exemplo um elemento finito é submetido a um carregamento ciclico uniaxial,

representando um problema de estado plano de tensoes com carregamento unidimensional,

como mostra a figura 4.6.

Diferenciando dos exemplos vistos no item anterior, este possui deformacoes dadas

por €33 = €99 = —veq;. A figura 4.7 mostra o diagrama de acumulo de dano quando da
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Figura 4.6: Geometria uniaxial

aplicacdao de dois blocos de amplitudes diferentes de carregamento. Os valores assumidos
para a amplitude de deformacéo foram de Az = 0.04 e Az = 0.08, e os parametros utilizados
aqui foram pp = 0.1 e h = 1, i.e. sem considerar o efeito do fechamento das microtrincas. A
forma do carregamento é dada por Ae = A - sent, no qual t é o tempo. A linha tracejada
interna se refere a regra de evolugao de dano proposta por Palmgren-Miner, na qual o dano

¢é definido como

D=3 T (4.18)
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Figura 4.7: Acumulo de dano

Nesta equacao NN; é o nimero de ciclos dados com uma amplitude Ae; e Ng, é o nimero de
‘ciclos para a falha para a mesma amplitude. Desta forma, pode—se perceber a diferenca entre

as regras de acumulo de dano proposta por Lemaitre et al e a regra de Palmgren-Miner.

b) Placa com furo

Sera agora analisado o comportamento de uma placa com furo submetida a um car-
regamento ciclico de deslocamento senoidal com Aw = 0.04 mm. As dimensées da placa em
andalise podem ser vistas na figura 4.8.

Na figura 4.9 esta representada a malha que foi submetida a analise juntamente com as
condigoes de contorno e a dire¢ao do carregamento. Neste problema foi utilizada a condicao
de simetria, portanto foi modelado apenas 1/4 da geometria.

Os resultados serao apresentados por meio de isofaixas e os campos escalares escolhidos

para a visualizacao sao a deformacao plastica acumulada, pp, e o dano, D. Estes campos
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Figura 4.8: Placa com furo

&R AR R AR S R = = E=

Figura 4.9: Discretizacao da placa com furo.

foram escolhidos por representarem as caracteristicas fisicas essenciais para descrever o pro-

cesso evolutivo da degradagao do material analisado.

O dano critico para este problema foi alcangado durante o ciclo 260. A figura 4.10

mostra a evolucao da deformacao pldstica acumulada.

Ja a figura 4.11 mostra a evolu¢do do dano durante a andlise. Repare que o ponto
critico, ou maximo atingido, pelos campos de deformagcao plastica acumulada e de dano se

dé na mesma regido (em vermelho) que é justamente o ponto de méxima concentracdo de
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tensao.

A figura 4.12 mostra uma ampliacao da regido na qual ocorreu a maior concentracao
de dano.

Na figura 4.13 mostra a evolugao do dano no ponto de integracio M, figura 4.9. Em
4.13a pode-se observar a nao linearidade do fenomeno quando plotado com relacio a de-
formagao plastica acumulada. Ja em 4.13b observa-se a forma de evolucao do dano. Os
pequenos patamares horizontais vistos nesta figura estao relacionados a deformacéo eldstica,
i.e., na parte de carregamento ou descarregamento eldstico nos quais nao existe evolucao do
dano.

A mesma placa mostrada na figura 4.8 foi submetida a um carregamento monoténico
até que o dano critico fosse atingido. Os resultados desta simulacdo podem ser vistos na
figura 4.14 que mostra a evolucao da deformagao plastica acumulada e na figura 4.15 a qual
mostra a evolucao do dano. Em comparac¢ao com o problema ciclico pode-se perceber que o
tamanho da regiao plastificada e o tamanho da regiao com dano sdo bem maiores no exemplo
de carregamento monotonico. Por esta simulagao pode-se ainda fazer algumas comparagoes
da forma da evolugao plastica.

Os trabalhos de Zienkiewicz (1977) e Foggiatto (1997) mostram o comportamento de
uma placa furada, com mesmas dimensoes daquelas usadas na figura 4.8, submetida a um
carregamento monotonico. Porém estes trabalhos consideram apenas encruamento linear,
possuem uma discretizacao diferente e ainda as propriedades materiais diferentes. Contudo,
se analisados estes trabalhos percebe-se que a forma de como a evolucao plastica acontece é
muito semelhante. No trabalho de Foggiatto (1997), figura 4.16a, estd mostrada a evolugao
da frente plastica em termos da tensao efetiva, i.e. Von Mises. Ja no trabalho de Zienkiewicz

(1977), figura 4.16b, estdo mostrados os valores correspondentes a razao entre o dobro do
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carregamento aplicado e a tensdo de escoamento inicial do material (g—‘j), como mostrado
por Foggiatto (1997).

A figura 4.17 mostra a evolucao da tensao e do endurecimento cinemdtico para o ponto
de integracao M. Neste gréfico é possivel verificar os grades valores de deformacao pléstica
alcangados. Novamente, a justificativa para tais valores se da por estar-se usando neste
trabalho equagdes constitutivas para modelar o fenomeno da fadiga de baixo ciclo e nio

ruptura ductil.

b) Placa T

Um outro exemplo analisado foi a placa T mostrada na figura 4.18. Como no exemplo
da placa com furo, o carregamento também é assumido ciclico senoidal, porém, com A= =
20 mm.

A figura 4.19 mostra a discretizacao utilizada, bem como as condigoes de contorno apli-
cadas e a direcao do carregamento. Também aqui foi aproveitado os eixos de simetria do
problema.

Neste caso o dano critico foi alcangado dentro do ciclo 84. Assim, como no exemplo
anterior, a figura 4.20 mostra a evolugao da deformagao plastica acumulada.

Na figura 4.21 é apresentado a evolugao do dano para este problema.

A figura 4.22 mostra uma ampliacao do local onde houve a concentragdo do dano, a

qual também coincide com o ponto de maxima concentracao de tensao da geometria.
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Figura 4.10: Evolugéo de p: Ciclo 10; b) ciclo 60; ¢) ciclo 110; d) ciclo 160; e) ciclo 210 e f)
ciclo 260.
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Figura 4.11: Evolucdo do dano. a) ciclo 10; b) ciclo 60; ¢) ciclo 110; d) ciclo 160; e) ciclo
210 e f) ciclo 260.



Dano

0.15 —

63

+1.5E-01
| +1.3E-81

+1.1E-01
.SE-82
.6E-82
. 7TE-B2
.8E-82
.BE-B@2

.BE-83

.BE+B0
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Figura 4.13: Evolugao do Dano
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Figura 4.14: Evolucao da deformagao plastica acumulada para um carregamento moniténico
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Figura 4.15: Evolugao do dano sob carregamento monotonico



66

Passo 5

Passo 7

Passo 8

Passo 9

Passo 10

Tensdo efetiva
240
220
1390
160
130

[ Regido plastificada

(@)

Figura 4.16: Evolucdo da frente plastica. a) Foggiatto (1997) - b) Zienkiewicz (1977)
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Ponto de integracéo M

~——— End. Cinematico X 12

Tensdo Gy

Figura 4.17: Evolugao da tensao e do endurecimento cinemético no ensaio monotonico
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Figura 4.18: Placa T
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| |
| |
| |
S | g'

68



69

(@) (b)

(c) (d)

1.88E-82

+0.08E+00

(e) )

Figura 4.20: Evolucao da deformagao plédstica acumulada. a) ciclo 4; b) ciclo 20, ¢) ciclo 36,
d) ciclo 52, e) ciclo 68 e f) ciclo 84.
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(a) (b}

(c) (d)

+1.5E-81
+1.3E-01
+1.1E-01
+9.5E-82
+7.7E-82

| +5.8E-02
=

. +3.9E-02
+2.0E-82
+1.0@E-03
+0@.8E+00

(e) ()

Figura 4.21: Evolugao do dano. a) ciclo 4; b) ciclo 20, ¢) ciclo 36, d) ciclo 52, e) ciclo 68 e
f) ciclo 84.
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Figura 4.22: Regido onde ocorreu o maximo valor do dano.
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Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes

Neste trabalho é feita uma anélise de fadiga de baixo ciclo através da teoria de dano,
proposta por Lemaitre et al. Esta teoria, quando comparada com a teoria cldssica, apresenta
algumas vantagens. Estas vantagens sdo: a possibilidade de determinar de maneira precisa a
evolugao elastopldstica para um carregamento genérico e a capacidade de introduzir modelos
de equagbes de evolugao de dano mais elaborados possibilitando uma melhor descrigdo do
problema fisico. No caso especifico da teoria cldssica, a andlise é baseada em experimentos
uniaxiais, com corpos de prova normalizados, e em relagoes empiricas especificas para o
problema utilizado. A extensdo dos resultados obtidos, para casos mais complexos, é feita
através da introducéo de fatores de corregao, como por exemplo: tamanho do corpo de prova,
fatores de concentragao de tensoes, e varios outros.

A teoria de dano proposta por Lemaitre et al é geral e permite, através da mudanca
da equacgdo de evolugdo do dano, a representacdo de outros fenémenos fisicos. Para cada
fendmeno fisico a ser considerado é, em geral, necessario: a definicdo de uma ou mais varidveis
necessérias para a medida do dano acumulado no material e a introdugéo de uma equacao de
evolucgao para o conjunto de varidveis de dano consideradas no modelo. A teoria é apresen-
tada dentro do escopo da termodinidmica dos processos irreversiveis, a qual € uma poderosa
ferramenta para a obtencdo e validagdo de equacOes constitutivas, principalmente por se
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apresentar de maneira clara, metodolégica e consistente.

No presente trabalho, os resultados obtidos para os problemas unidimensionais, nos
quais foi incluido o efeito do fechamento das microtrincas, mostraram-se bastante elucidativos
pois permitem uma completa compreensao das principais caracteristicas fisicas representadas
pela formulagao matematica proposta.

Devido a falta de trabalhos que introduzam modelos de plasticidade nao lineares e
os aplique a casos bidimensionais como o da placa com furo, da nao existéncia de solucoes
analiticas e ainda da nao disponibilidade de ensaios para estes problemas ¢ dificil de fazer
algum tipo de comparacdo a nao ser de cardter da evolugdo da frente plastica nos proble-
mas bidimensionais. Quanto a evolucao do dano em ambos os exemplos o dano critico foi
alcancado justamente no ponto de concentragao de tensao méxima da geometria.

O algoritmo proposto nesta dissertagao foi baseado no trabalho de Benallal et al (1988)
e mostrou-se bastante satisfatério tanto para a solucao do problema local quanto para o
problema global.

Com relagao a trabalhos futuros pretendemos:

* Implementar o efeito do fechamento das microtrincas, dentro do escopo do

método dos elementos finitos;

* Considerar novos critérios de determinagao do dano critico, tais como os métodos

baseados na ocorréncia de localizacao;

* Considerar modelos mais sofisticados tanto para as equacoes de evolugao do
dano quanto para a evolugdo do problema elastopldstico para carregamentos

ciclicos.
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Apéndice A

Provas

A densidade de entalpia de Gibbs p¥* (o, 7, o, D) é dada por

1 1 -
,D\I’*(O', r, O, D) - m [(1 +V)O' . O'—I/(tT 0')2] — Roo [’r‘—f——i)—e—bT:] — ——7)5 o -
(A.1)
A lei de estado que relaciona o tensor deformacao eldstica €° e o tensor tensao o é
R ov*

Afim de incorporar o efeito de fechamento das microtrincas deve-se realizar o seguinte
procedimento:
() - Decomposicao da representacao diagonal do tensor tensdo, tensdes principais, em

uma parte negativa e em uma parte positiva. Denominando de o4 o tensor diagonal podemos

escrever i )
g1 0 0
oi=|0 o, O (A.3)
0 0 03

e utilizando os parénteses de Mac Auley definidos como

z se >0

(z) = (A.4)
0 se <0
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entdo, a decomposi¢ao do tensor diagonal pode ser escrita como

P <0’1> O 0 | — <‘-‘O’1> 0 O —
ga=1| 0 ‘(02) 0 |—| 0 (-o) 0 (A.5)
00 o) | | 0O 0 (-oy)

ou, em sua forma compacta

04 =(04) — (~0q). (A.6)

Os parénteses de Mac Auley possuem as seguintes propriedades:
Q) w=(z)-(~a) (A7)
b) (@) (-=)=0 (A.8)

Destas duas propfiedades é possivel determinar que:

br o = {tr o) — (—tr &) 1 , (A.9)
(tr o) = (tr o) + (—tr o)? - (A.10)
o-0=(0) (0)+(-0)-(—0). (A.11)

(74) - Partigdo do potencial de entalpia de Gibbs em duas partes, uma relacionada com
o termo (o), isfo é, associada com a tracdio e a outra parte relacionada com (—o ), ou seja,
associada com as tensoes de compressao.

Afim -de realizar esta partigéo, € necessario levar em consideragdo a diferenciagdo do

modulo de elasticidade entre a tensdo de tragdo e a tensao de compressiao dada por
E=FE(1-D) para a tracdo, _ (A.12)

E=FE(1—hD) para a compressao. (A.13)

1 Note que:
{tro) #tr (o)
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Como resultado,o potencial de entalpia de Gibbs é escrito do seguinte modo

p\I’* (O'd, T, O, D) = m

1

(1+v) (04) - (0a) —v {tr 00)°] +

E—hD) (14 0) (o) - (o) —v (~tr 04)*] —(A.14)
. 1 —br 7Xoo
—Roo[r+ze }—Ta.a

Decomposi¢ao do tensor tensao:

O tensor tensdo pode ser decomposto em duas formas:
/1/ o= {o)— (—q‘),‘ ou em componentes o;; = (0i;) — (—0y;) .
2/ - oa= (o) —(-0a).

Se o4 é a representagdo diagonal do tensor o, entdo 3 Q € Ort tal que
os=QloQ " (A.15)

na qual Q é um tensor mudanga de base ortogonal cuja as colunas sao as componentes da

~ . . i ‘N - . . . . .
nova base em relagdo a base original. Se e; sdo as bases originais, no sisterna cartesiano, e

—

v; s80 as novas bases formadas pelos autovetores ortonormalizados de o pode-se escrever

o = Qo Q"
= Q({og) — (~oa)) Q"  (A.16)
~ Qo) Q7 - Q-0 QT

Entretanto, perceba que

(o) = (Qo,Q") # Qo)) Q" e

(o) = (—Qo,Q") #Q(-0.)QT. @A

Como resultado temos que a forma /1/ e /2/ nio sdo equivalentes. Logo, a escolha de

decomposicdo /1/ néo é ideal pois p¥* (o, @) ndo é invariante com rela¢do a uma mudanga
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de base, isto é

pU* (QO’QT, e) # p¥™* (o,e). (A.18)

- Queremos mostrar agora que a deqomposigéo /2/ do tgnsor tensdo é apropriada ja que .
p¥* (o, ®) é invariante com relagio a uma mudanga de base.

Se Q € Ort é um elemento arbitrario de Ort, entao mostraremos que os autovalores

de o seréo 0s mesmos. Assim se v é um autovetor arbitrdrio de o e A é o seu autovalor

associado, temos que

CT=ATV. | (A.19)
Se
o =QTeoQ, (A.20)
entao
o = QaQT (A.21)
cv = Qo*Q' v (A.22)
cU = AU (A.23)
o'Q"v = AQT v, : ' (A.24)
chamando agora QT v=w, temos
oF W= \w (A.25)

logo A um autovalor de o.
Como resultado pode-se concluir que os autovalores de o e de o* sao 0s mesmos.

Conseqlientemente

p¥* (o, 0) = p¥* (0™, ) vQ € Ort (A.26)
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,isto é,

pU* (o, 0) = pU* (QTa'Q, o) VQ € Ort A o € Lin (A.27)

assim, p¥* (o, @) é uma funcio isotrépica com relagao a o.
Definicao:

Uma fungdo "multivalued” G : Lin — X é dita isotrépica se
Q"G(A)Q=G(Q"AQ) VAELinAYQeOrt (A.28)

onde
Q'G(A)Q={f|f=Q"9Q, g G (A)}. (A.29)

Considere agora a funcao "multivalued”
e €9pT* (o, e), | (A.30)
se Op¥* (o, ) é uma fungdo isotrépica, entdo
QT0pT* (7,0)Q =0p¥* (Q"aQ,e)  VQ€ Ort A Vo € Lin. (A.31)
Da definicao acima temos que

JA] QTopY* (0,0)Q ={QTe*Q | ° € OpV* (0, 9)} (A.32)

/B/ Op¥* (QTO'Q,O) = {EE | pU* (&,r) > OpP* (QTUQ,O) +e°- (& - QTUQ)}

VQ € Ort A V& € Lin. (A.33)
Sem perda de generalidade, dado um tensor & pode-se determinar & tal que

& = Q7eQ, (A.34)
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conseqiientemente

p?* (QT5Q,0) > p¥* (QT0Q,e) +£%- Q7 (7 - 0) Q, (A.35)

usando agora a identidade

A-B=tr (A"B) (A.36)
pode-se determinar que
=. 07 (& — _ N AT (= _
e Q' @-0)Q=tr|(s°) Q"(F-0)Q (A.37)
— \T
mas como g€ = (se) , temos
e Q'@-0)Q=tr Q" (7-0)Q). (A.38)
Entretanto, da identidade
tr (ABC) = tr (CAB) = tr (BCA) (A.39)

é possivel escrever ainda
&.Q"(-0)Q = tr(QQT (7 - o))
= (@#Q") - (7o) (A.40)
= Q=Q"- (7o)
conseqiientemente

0¥ (Q"oQ,e) = {°|p¥* (Q"7Q,¢) 2 p¥* (Q'0Q,¢) + Q*Q" - (7~ 0)}

YQ € Ort A V& € Lin, (A.41)
escrevendo agora ¢ = QT22Q temos

op¥* (QT0Q,e) = {QT*Q | p¥* (Q"FQ,¢) > pU”* (QT0Q,0) +&°- (7 - 0)}. (A42)
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Como p¥* (o, e) é uma fungdo isotrépica com respeito a &, temos

PP (QT5Q,e) = p¥* (5, o) (A.43)

pv* (QTO'Q, o) = p¥* (o,e). (A.44)

Entao, finalmente chegamos a

0p?* (Q"oQ,0) = {QTeQ| p¥* (7, 0) le\If* (o,0)+e-(F-0)} (A4))

VQ € Ort A Vo € Lin.
Porém, esta ultima expressdo é equivalente a:
Op¥* (QTUQ, o) = {QT?Q | €¢ € Op¥* (o, o)} = /A/. (A.46)

Como resultado
9" (QToQ,e) = Q9pY* (0,9) Q, (A.47)

o que permite-nos concluir que a fun¢do "multivalued”
e® €9p¥* (o,e) (A.48)
¢ uma funcao isotrépica. Este resultado implica que
Q"e*Q €0p¥* (Q"0Q,e)  VQe Ort. (A.49)
Considerando agora um Q tal que
os=Q70Q (A.50)
onde o, € a representacao diagonal do tensor o, temos

QTe*Q € 0p¥* (04, 9). - (A.B1)
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Proposi¢do (Mattos; Fremond and Mamiya):
Porém de Mattos et al temos que:
 Seja G : L — X, L C SymLin, uma funcdo isotrépica. Entéo todo autovetor de A € L

¢ um autovetor de G (A) Conseqiientemente,
QTe°Q = €8 (A.52)
O que nos permite escrever:
g5 € OpV* (0 4,0). (A.53)
Como pU* (o4, e) é diferencidvel obtemos:

g5 = VpU* (04,e). (A.54)
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	k;+1 = Ja bt4+1b da,	(4.7)



	4.2	Integração Local

	Q = XG [o-,Qj	(4.8)

	4.2.1	Algoritmo

	4.2.2	Determinação do Operador Tangente J

	4.2.3	Algoritmo geral


	4.3	Exemplos

	4.3.1	Exemplos 1D

	(4.15)

	— = 0.003 (2ATr)“0’01 + 5,05 (2iVr)-1’04 Ái


	4.3.2	Exemplos com o MEF




	Capítulo 5 Conclusões e Sugestões

	Apêndice A Provas

	0 0 03

	cr ■ a = (cr)- (a) + (-cr) ■ (-a).	(A.ll)


	(A. 13)

	(A-17)

	a =	Q<t*Qt	(A.21) cr v	=	Qcr*QT v	(A.22)

	crv	—	\v	(A.23) <x*QT v	=	AQr v,	(A.24)



	QtG (A) Q = {/ I / = Q'i/Q, g €G (A)} .

	pfy* (ClTWQ, •) > p^* (Qro-Q, •) + P • Qt (ã - cr) Q, usando agora a identidade A • B = ír (ATB)

	(ee)TQT (<x — <x) Q

	ee ■ Qt (<t — <t) Q =tr (e®QT (cr — <r) Q) .

	tr (ABC) = tr (CAB) = tr (BCA)

	= (QeêQT)T- (õ^-o-)

	dpty* (QrcrQ, •) = jé® | (Qtõ"Q, •) > pty* (QrcrQ, + Qe®QT • (õ VQ £ Ort A Vir £ Lin,


	pV* (Qt^Q, •) = pV* (õ=, •)

	dp(Qt<tQ, = {Q^Q | e2 G dpty* (cr, •)} = /A/.

	a d = Qt<tQ

	eed G dpV* (<rd, •).	(A.53)




	e5 = Vp^	(A.54)



