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fesumo

Um modelo € proposto para solugdo numeérica da transferéncia de calor e massa
na solidificagdo unidirecional de ligas binarias hipoeutéticas, considerando a
possibilidade da ocorréncia de instabilidades morfologicas. S@o determinados o campo
de entalpia, a distribui¢do de soluto, a velocidade de avango da interface, bem como
caracteristicas da microestrutura de solidificagdo em func¢io do tempo e da posigdo no
dominio.

A hipétese fundamental no presente trabalho € de que o efeito preponderante
para os fendmenos de transporte, devido ao aparecimento de morfologias mais
complexas, é o aumento da superficie entre o liquido e o sélido. E usada a teoria de
estabilidade linear desenvolvida por Mullins ¢ Sekerka, bem como as conclusdes de
Langer ¢ Muller-Krumbhaar acerca do critério marginal de estabilidade, para incluir o
efeito da instabilidade nos balangos térmico e massico junto & interface.

As equagdes de transporte de espécie quimica e de energia s@o resolvidas para as
regides liquida e sélida usando o método dos volumes finitos. Mediante a definig¢do de
uma interface itinerante entre os subdominios correspondentes as regides liquida e
solida, um conjunto completo de equagdes discretizadas € resolvido simultaneamente
para todo o dominio.

As comparagles entre os resultados obtidos com o presente modelo e dados
experimentais e teéricos da literatura, demonstram que o modelo e a metodologia de
solugdo sdo capazes de prever a solidificagdo unidirecional de ligas binarias, mesmo
quando ocorre o crescimento de estruturas celulares na interface de solidifica¢@o.
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Apstract

A numerical model is proposed to explore heat and mass transfer during the
unidirectional solidification of binary metallic alloys in presence of morphological
instabilities.

The basic hypothesis adopted in the work is that the most important effect in the
transport of energy and chemical species during the solidification is the increasing of the
solid liquid interface area. The increase in area in the unidirectional model was
accounted for through a decrease in the interface thermal and solutal resistance. Solid
liquid interface instability was modeled using the linear stability theory proposed by
Mullins and Sekerka in conjunction with the conclusions of Langer and Muller-
Krumbhaar related to the criterion of marginal stability.

The energy and solute transport equations were solved simultaneously for both
solid and liquid regions using the finite volume methodology. The moving interface was
incorporated into the computational domain through a variable time step that allowed it
to be always located at the interface of the control volumes used for discretizing the
computational domain.

The physical model and the numerical methodology were very successful in
predicting the primary dendrite trunk spacing. Comparisons between experiments and
computation for different interface velocities yielded agreements within the
experimental uncertainly. Results are presented exploring, among other things, different
cooling rate, alloy composition as well as temperature of the liquid prior to
solidification.



Nomencliolra

vii

Simbolos
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area;

comprimento longitudinal das microestruturas de solidificaggo;
coeficientes algébricos;

coeficiente algébrico auxiliar;

calor especifico;

difusividade méssica;

ponto eutético no diagrama de fases;
concentragdo de soluto;

gradientes junto & interface;

dimensdo do dominio;

entalpia;

curvatura;

condutividade térmica;

fator de parti¢do entre as fases sélidas e liquidas;
ponto de fusdo do metal (solvente) puro no diagrama de fases;
coeficiente algébrico auxiliar;

inclinagdo da reta hy ;=h(f; ;);

raio de curvatura do topo da microestrutura;
temperatura;

tempo;

coeficiente global de transferéncia de calor;
velocidade;

volume;

variavel espacial ortogonal a diregfio de solidificagdo, paralelo 2 interface s6lido-liquido;
varidvel espacial na direg3o de solidificagdo;

Simbolos compostos

Inclinagdo da linha liquidus

calor latente de fusdo;

comprimento de onda limite de instabilidade (Langer, 1980; Kurz e Fisher,1981);
espagamento primario;

freqiiéncia espacial correspondente ao valor méximo da fungfio Aw);

constante de estabilidade (Langer, 1980).
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Letras gregas

(o4 Difusividade térmica;
A operador variag3o;
€ amplitude da perturbaggo;
o perfil da interface perturbada;

designagdo genérica para as propriedades de campo, h e/ou f;
r constante de capilaridade;

coeficiente de difusdo na equag@o genérica de conservagio;
P massa especifica;
Y energia livre interfacial;
© frequéncia espacial das perturbagdes;
4 fungdo de @ na anélise de estabilidade.
Subindices
® Propriedades do meio refrigerante;
E no ponto eutético;
I das condig@es iniciais;
i na interface;
L na fase liquida;
Li junto a interface, na regido liquida;
lig no estado termodindmico sobre a linha liguidus;
M no ponto de fusdo do metal puro no diagrama de fases;
N correspondentes ao ponto nodal "norte", na discretizagdo do dominio;
n na face "norte” do volume controle na malha computacional;
P no ponto nodal principal no volume controle na malha computacional;
S na fase sélida;

no ponto "sul", na discretizagdo do dominio;
s na face "sul" do volume controle na malha computacional;
Si junto a interface, na regido sélida;
sol solidificagdo;
sol no estado termodindmico sobre a linha solidus.
Superindices
o Referente a uma das espécies quimicas da liga;
B uma das espécies quimicas da liga;
f fragio de soluto;
N no ponto "norte", na discretizagdo do dominio;
S na fase sélida;
no ponto "sul", na discretizag&io do dominio;

Si junto a interface, na regido sélida;
T temperatura.
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1.1 - Generalidades

A solidificagdo de ligas bindrias envolve uma grande quantidade de fenémenos
intimamente relacionados entre si, cujo entendimento e investigacio exige um esforco
interdisciplinar envolvendo a termodindmica, fisica, quimica, fendmenos de transporte e
ciéncia dos materiais. Informag¢Ges como composi¢do quimica, campos de temperatura,
taxa de solidificagdo e campos de velocidade sdo possiveis de serem obtidas pelas
equagdes de transporte se se dispuser das propriedades termofisicas da substdncia, bem
como de informagbes acerca da cinética de transformac¢io de fases e da configuragdo
microscOpica da interface. Os acoplamentos entre as diversas propriedades de transporte
podem, em principio, ser abordados usando as relagbes de reciprocidade de Onsager
(Prigogine, 1965). Assim sendo, poder-se-ia esperar que se um conjunto completo de
equagdes, incluindo um critério de evolugdo, estivesse disponivel, os problemas de
mudanga de fase estariam completamente descritos, e nenhuma informag8o extra seria
necessaria além das equagles constitutivas. Por exemplo, o diagrama de equilibrio de
fase ndo seria necessario.

No entanto, alguns fatores tornam o fenémeno extremamente complexo sob o
ponto de vista das equagdes de transporte. Dentre tais fatores encontram-se a convecgéo,



o movimento da interface, a forma complexa desta interface e - a falta da formaliza¢do de
um critério de evolugéo, cuja aplicagdo dispensaria o uso do diagrama de equilibrio de
fase.

A convecgdo na regido liquida ocorre devido a existéncia de gradientes de
temperatura € soluto. Pode ainda ser causada por campos magnéticos e outras forgas
externas. Mesmo tensGes cisalhantes resultantes de gradientes de tens3o superficial
podem causar convecgdo (convecgdo de Marangoni! ). Junto a interface existe a regido
interdendritica ou regido esponjosa, onde ha o crescimento da regido sdlida, a re-fusdo
de parcelas sélidas, e as interagdes entre particulas ja nucleadas do liquido e a frente de
solidificagdo. Tudo isto causa o transporte de quantidade de movimento para porg¢des
liquidas, e portanto resulta em convecgéo.

O movimento da interface resulta em uma dificuldade extra na solugdo das
equagdes de transporte, levando a um problema de fronteira livre. Este problema é
contorndvel sempre que a interface puder ser considerada plana. No entanto, para a
maioria das substéncias, sob condi¢gdes normais de solidificagfo, a configuragido plana
ndo € estavel. Com a solidificagdo, surgem morfologias complexas que tornam
impossivel a exata localizago da fronteira entre as fases sélida e liquida.

Nzo obstante a complexidade do fendmeno de solidificagdo, em alguns
processos varias simplificagbes sdo possiveis. Por exemplo, na solidificagdo
unidirecional o calor é retirado por baixo de forma que pode-se caracterizar uma frente
horizontal de solidifica¢do ortogonal & diregdo de fluxo de calor. Nestas condigdes a
convecgdo no liquido é inibida e pode-se considerar apenas processos difusivos.

1.2 - Diagrama de fases

O diagrama de fases € a representagdo grafica do lugar das varidveis
termodinidmicas de um sistema em equilibrio entre as fases. A figura 1 € o diagrama de
fase temperatura versus composi¢do, de um composto binario ficticio A-B, no qual ha
solubilidade mutua total entre as fases solidas, para todas as composigdes. A
solubilidade total ocorre em compostos cujos componentes t€m a mesma estrutura
cristalina, raios atdmicos proximos, e eletronegatividade e valéncias similares (Gaskell,
1992). Na figura 1, a curva superior (NOM) ¢ a linha liquidus, acima da qual o

1 Munakata, T. Tanasawa, 1. Buoyancy Surface Tension Driven Natural Convection During
Solidification. Heat Transfer-(C. L. Tien, L. P. Carey, H. K.Ferrell Eds.), Hemisphere Publishing Corp.,
Washington, DC, V. 4, pp. 1733-1738 (1986).



composto estard na fase liquida. A curva de baixo (NQM) ¢ a linha solidus, que é o
limite superior para a existéncia da fase s6lida no diagrama de equilibrio. Um composto
cujo par temperatura e composigdo define um ponto entre as linhas liguidus e solidus é
uma mistura bifasica sélido/liquido. Se este ponto € o P da figura 1 o sélido esta na
concentragdo correspondente ao ponto Q, e o liquido presente estd na concentragio
correspondente ao ponto O.

N solidus

Sol.

Fig 1: Diagrama de fase para um sistema binério com solubilidade total.

Se os requisitos para que haja solubilidade mutua total ndo forem satisfeitos, o
diagrama de fase tera aspecto completamente diferente da figura 1, o que, alias, ocorre
na maioria dos casos. A figura 2 é o diagrama de fase de um sistema binario eutético
simples, de componentes ficticios C e D. Neste diagrama nota-se a existéncia de mais
de uma fase s6lida. Na fase o o soluto D est4 dissolvido no componente C, considerado
o solvente. Na fase B o soluto é o componente C, e o solvente é o componente D. O
ponto O marca o limite de solubilidade de D na fase o, enquanto o ponto P marca o
limite de solubilidade de C na fase B. Compostos liquidos cuja composicéo estejam a
esquerda do ponto O, ao solidificarem, formargo sélido o com a solubilidade total entre
o solvente C e o soluto D. Analogamente, compostos liquidos com composigéo a direita
do ponto P, ao solidificarem, formardo sélido 8, com solubilidade total entre o solvente
D e o soluto C.

0 ponto E € o ponto eutético. Analogamente as substancias puras, os compostos
liquidos cuja composigdo € a do ponto eutético (compostos eutéticos) solidificam a uma
unica temperatura, a temperatura eutética, formando uma mistura de sélido o e sélido B,
cujas composigdes sdo respectivamente as do ponto O e P. Comumente, refere-se a um



composto cuja composigdo estd a esquerda do ponto eutético como um composto
hipoeutético. Um composto & direita do ponto eutético é referido como um composto
hipereutético.

Compostos cuja composigdo estejam entre os pontos O e P, portanto fora dos
limites de solubilidade total, tenderdo a formar precipitagdes eutéticas ao solidificarem
(Kurz e Fisher, 1986).

As curvas ME e EN séo linhas liquidus, acima das quais 0 composto est4 na fase
liquida. As linhas MO e PN (solidus) sdo limites superiores para a fase sélida. A linha
OEP também pode ser considerada uma linha solidus (Callister, 1994). Note-se ainda a
' existéncia das linhas solvus (QO e PR), que marcam os limites entre as fases solidas.

M Liquido

o o+Liquido B+Liquido
T B
(0] E P
solvus
o+p

Q R
0 D 1
1 C 0

Fig 2: Diagrama de fase para um sistema binério eutético simples.

Para os casos em que a concentragio de soluto é pequena, a consideragéo de que
as curvas liquidus e solidus sdo linhas retas é uma boa aproximagdo (Wilson et al,
1984). Assim, com base na figura 3, pode-se escrever uma equagdo que representa a
linha liquidus na seguinte forma

T =Ty +m'f, M



onde m' € a inclinagfo da linha liguidus, dada por m'=(T; - T,,)/f; , f é a concentragio
de soluto, T é a temperatura, e os sub-indices Li e Si referem-se as propriedades
adjacentes a interface de solidificagéo respectivamente do lado liquido e do sélido. O
sub-indice E indica propriedades do ponto eutético, € M indica as propriedades do
solvente puro (auséncia de soluto). Todos estes pontos podem ser identificados na figura
3.

Pode-se obter uma equag@o anédloga para a linha solidus, porém, ao invés disto, é
mais conveniente trabalhar com a defini¢do do fator de partigéo de fases K, cujo valor é
constante se as linhas Jliquidus e solidus forem consideradas retas, e disponivel para a
maioria das ligas usuais. Sua definigéo é

K, =
P fL

@

i

Fig 3: Linhas liguidus e solidus consideradas retaé.

1.3 - Distribui¢do de soluto para uma interface de solidificagdo plana

Uma liga binaria resfriada a partir de um ponto I da figura 4, reduz sua
temperatura até atingir a linha liquidus no ponto A. Com a retirada de calor, haverd a
mudancga de fase, e o primeiro sélido formado tera a concentragfio correspondente ao
ponto A', que vale K,f;. A parcela de soluto que ndo foi incorporada a fase sélida ira



acumular-se a frente da interface. Como conseqiiéncia, a concentragdo de soluto do
liquido na regido proxima a interface ird crescer, ¢ o ponto da linha liguidus
correspondente a esta nova concentragéo sera mais a direita do ponto A, por exemplo,
ponto B. Assim, o s6lido formado ter agora a concentragio de soluto referente ao ponto
B'. Com o avan¢o da interface, a concentragdo de soluto junto a interface vai
aumentando continuamente, até atingir o ponto C na linha liquidus, cujo valor é f,/K,,
e C' na solidus. Até que isto ocorra, o sélido formado é pobre em soluto comparado com
a composig¢éo inicial da liga. Esta fase do processo corresponde ao transiente inicial.

Com a continuagdo do processo, a concentragdo de soluto junto a interface
permanece com o valor f;/K,, e a mudanga de fase continua ocorrendo no ponto C,
caracterizando o regime permanente, pois os gradientes de soluto permanecem
constantes.

Quando a interface de solidificagéo se aproxima da extremidade do material, a
ponto da regido liquida afetada pelo acumulo de soluto atingir esta extremidade, entdo
novamente ha um crescimento na concentragdo do liquido, € a mudanga de fase ocorre a
temperaturas mais baixas (para m'< 0) em pontos da linha /iguidus mais a direita de C.
No ponto D por exemplo. Este fato caracteriza o transiente final na solidificagdo do

" material.

Fig. 4. Composig3o das fases liquida e sélida junto a interface, durante a solidificagio de uma liga

bindria.



1.4 - Morfologias da interface sélido/liquido em ligas

Se as condi¢des impostas num processo de solidificagdo forem tais que uma
interface plana € instavel, haverd modificagdes em sua morfologia, para manter o
processo 0 mais proximo possivel da estabilidade. Esta nova configuragio caracteriza-se
pelo aumento da area da interface de forma a otimizar os fluxos térmico e massico entre
o liquido e o sélido. As saliéncias causadas pela perturbagdo tendem a crescer,
inicialmente com espagamentos pequenos entre os topos. Rapidamente no entanto, as
células com maior desenvolvimento prevalecerdo, impondo uma distribui¢do 6tima que

varia de um sistema para outro (figura 5) (Kurz e Fisher, 1986).

Células que
prevalecem

nclas

§

sélido

Fig. 5: Esquema da passagem de perturbagoes iniciais para células

Dependendo do grau de instabilidade, de cada um dos troncos primarios ainda
poderdo surgir ramos, ditos secundarios. Ea formagdo das estruturas dendriticas, assim
chamadas por sua aparéncia com arvores (do grego, dendros: arvores). Com o
crescimento destas estruturas podem existir ainda ramos de ordens superiores. A figura
6 ilustra estruturas dendriticas com ramos primarios e secundarios.

Os espagamentos entre os troncos primérios e entre os ramos secundarios,
comumente designados respectivamente por A, e A,, sdo caracteristicas importantes pois
influenciam fortemente as propriedades fisicas do material. Uma vez estabelecido o

espagamento primdrio, este ficard aproximadamente constante durante e depois do



processo de crescimento dendritico. J4 o espagamento secundério nfio se mantém
uniforme (Kurz e Fisher, 1986).

Os ramos secundérios surgem como pequenas perturbagdes a partir dos troncos
primarios e de maneira andloga a estes ultimos, porém em menor escala. Crescem em
diregdo aproximadamente ortogonal & diregdo do fluxo global de calor, até encontrarem
os ramos das dendritas vizinhas. A grande variag@o no valor do espagamento secundério
ocorre durante o amadurecimento dos ramos, que é a expansio transversal dos ramos
devido a solidificagdo do liquido interdendritico. Neste processo, alguns ramos
intermediarios s3o incorporados a outros, alterando a distribuiggo inicial.

Dendritica
vty ettty
ey o

\ \ Plana

Fig. 6: Morfologias da interface s6lido/liquido na solidificagdo unidirecional.

1.5 - Microssegregagdo

A partir das primeiras ondulagdes da interface hd o acumulo de soluto na base
das células. Este acumulo fard a liga mais rica em soluto nesta regido, e
conseqiientemente sua temperatura de mudanga de fase diminuira (para curvas liquidus
decrescentes) retardando a solidificagdo em relagdo aquela préxima ao topo. H4 o
transporte de soluto na regifio interdendritica por difusdo, € ocorre também convecgédo.
Estes mecanismos irdo ajudar a alimentar o crescimento longitudinal dos troncos. Outra

conseqiiéncia é que a distribuigdo de soluto na liga ndo serd uniforme. A esta



desuniformidade da-se o nome de microssegregagdo por se tratar da segregag¢do de
soluto a nivel microestrutural. |

Em principio, as composi¢des do solido e do liquido interdendritico podem ser
obtidos pela regra da balanga, a partir do diagrama de fases (Kurz e Ficher, 1986). No
entanto, outras abordagens tém sido feitas com resultados mais realisticos para a

microssegregacdo, como o classico modelo de Scheil? (Kurz e Fisher, 1986).

1.6 - Revisdo bibliogrdfica

1.6.1 - Modelos para solidificag¢do de ligas bindrias

O problema completo da solidificagio em casos gerais é de dificil solugdo. De
fato, solugdes analiticas sdo disponiveis apenas para alguns casos mais simples tais
como os problemas de Neuman e Stefan para a solidificagdo unidirecional de metais
puros. Vielmo (1993) traz uma ampla reviséo sobre as solugdes disponiveis.

Modelos matematicos para solugdo numérica do problema de solidificagdo de
ligas binarias tém sido desenvolvidos. Dentre os modelos dedicados a resolver as
equagdes de transporte aplicadas a solidificagéio de ligas binarias, existem os restritos a
macrossegregac¢do, a microssegregagdo ou a ambas (Sundarraj e Voller, 1992).

Bennon e Incropera (1987a), Voller, Brent e Prakash (1989) propuseram
modelos de mistura para todo o dominio (regido de sélido e liquido) mediante a incluséo
de fragdo solida (ou liquida) nas equagdes de transporte de massa, energia, espécie, €
quantidade de movimento. Através deste procedimento pode-se conseguir um bom grau
de generalidade. No entanto a solugéo ainda € restrita a alguns casos particulares, além
de ndo fornecer informagdes acerca da microestrutura (Bennon e Incropera, 1987b;
Viskanta, 1990).

Wang e Beckerman (1993) propuseram um modelo que considera cada fase
separadamente e trata a regifio esponjosa como uma terceira fase, uma mistura de so6lido
e liquido. Sdo propostas equagbes para transporte de massa, energia, espécie, €
quantidade de movimento e as iteragdes entre as fases sdo consideradas explicitamente.
Para a microestrutura, os autores usaram o modelo de Kurz e Fisher, que € apresentado

no capitulo 3 do presente trabalho.

2 Sheil, E. Z. Metallk, 34, pp. 70 (1942).
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Na solidificagéo unidirecional o corpo é resfriado por baixo ¢ isolado nas demais
faces, de forma que a convecgéo ¢ inibida. Para este caso Crowley e Ockendon (1979),
Wilson, Solomon e Alexiades (1984), Voller (1987), e Vielmo (1993), propuseram
modelos com o acoplamento entre difusdo de espécie e energia na fase liquida e sélida,
e equacionamento formal para interface.

Crowley ¢ Ockendon formularam a equaggio da energia mantendo a entalpia no
termo temporal € a temperatura no termo difusivo. Para o transporte de espécie, usaram
a atividade quimica no termo difusivo, mantendo a concentragfo no termo temporal. Tal
modelo tem a limitagdo de considerar iguais as capacidades térmicas do sélido e do
liquido.

Via de regra, os modelos para solidificagdo unidirecional dedicados a resolver o
conjunto de equagdes de transporte trabalham com interface plana, € nenhuma
informagdo acerca da microestrutura pode ser obtida. O modelo de Vielmo, no entanto,
prevé a possibilidade da inclusdo de um tratamento neste sentido. E, conforme
mencionado, é um dos objetivos deste trabalho propor um tratamento formal para o
balango térmico e massico na interface sélido/liquido, mesmo se ocorrerem

instabilidades morfolégicas, o que alids, é a maioria dos casos em solidificagio de ligas.

1.6.2 - Instabilidade morfolégica

A abordagem matematica na solidificagdo de ligas onde ocorrem morfologias
complexas tem sido feita mediante a obtengdo de critérios de estabilidade, a fim de
estabelecer sob quais circunstincias ocorrem interfaces planas, celulares ou dendriticas.

Tiller et al> colocaram em termos quantitativos um critério proposto por Rutter e
Chalmers* (trabalhos citados nos textos classicos sobre solidificagéo), que define o
estado de sub-resfriamento constitucional como a condigdo para a formagdo de
morfologias complexas. Este critério € apresentado no capitulo 3. No entanto, tal critério
ndo permite obter qualquer informagdo acerca dos pardmetros de crescimento
dendritico, tais como o espagamento primario.

Uma técnica largamente usada no estudo da instabilidade, ¢ a de submeter o
sistema a uma perturbagio, cuja amplitude € pequena o bastante para que se possa
desprezar termos de segunda ordem, e verificar se esta crescerd em amplitude, indicando
haver instabilidade, ou sera anulada, indicando estabilidade. Matematicamente isto ¢
possivel pela teoria das perturbagdes. Estas perturbagdes induzidas substituem aquelas

3 Tiller, W. A. Rutter, J. W. Jackson, K. A. Chalmers, B. Acta Metallurgica, 1, pp. 428 (1953).
4 Rutter, J. W. Chalmers, B. CanJ. Phys. , 31, pp.15 (1953).
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presentes no fenémeno real, cujas causas foram desprezadas na formulagdo do
problema.

Mullins e Sekerka aplicaram pela primeira vez a teoria das perturbagdes para
uma interface solido/liquido esférica (1963) e plana (1964), cujo formalismo permitiu a
obtengdo de um critério de estabilidade morfolégica, e serviu de base para varios
estudos posteriores. No capitulo 3 este formalismo € apresentado em detalhes. |

A teoria de estabilidade linear de Mullins e Sekerka, além de fornecer um
critério satisfatério de estabilidade, permite a obten¢fo de uma faixa de freqiiéncias em
funciio da velocidade da interface e dos gradientes térmico e massico, dentre as quais,
uma ¢ a freqliéncia assumida pelas perturbagdes. A escolha de uma particular freqiiéncia
implica na adogéo de algum critério de crescimento dendritico. Por exemplo, Mullins e
Sekerka assumiram que as perturbagdes evoluem com uma freqiiéncia espacial
correspondente 8 maxima velocidade de crescimento destas perturbagdes.

Glicksman et al’, citados por Kurz e Fisher (1981) e Biloni (1992), trazem
comparagdes entre resultados experimentais e solugdes de modelos baseadas no critério
de crescimento dendritico da méaxima velocidade de evolugdo. Eles concluiram que a
relagdo funcional entre taxa de crescimento e gradiente térmico é corretamente predita
pelos modelos, diferindo apenas por fatores de proporcionalidade (Kurz e Fisher, 1981).
Experimentos realizados por Glicksman et al mostraram que a velocidade de
crescimento das dendritas € menor do que a estabelecida pela teoria da maxima
velocidade (Biloni, 1992).

Atualmente aceita-se o critério marginal de estabilidade, que consiste na
consideragdo de que a dendrita crescera com o mais estavel raio de curvatura do seu
topo (Biloni, 1992).

Baseados no critério marginal de estabilidade, Langer e Muller-Krumbhaaré,
citados por Langer (1980), propuseram um critério de crescimento dendritico que
estabelece que o raio de curvatura do topo da dendrita é proporcional ao compimento de
onda limite de instabilidade, A¢, que € o maior comprimento de onda a partir do qual a
interface plana € estavel (ou a menor freqiiéncia espacial a partir da qual a interface
plana € instavel), segundo a teoria de estabilidade linear baseada no formalismo de
Mullins e Sekerka.

5 Glicksman, M. E., Schaefer, R. J., Ayers, J. D. Metall. Trans. TA, p. 1747 (1976).
6 Langer, . S. and Muller-Krumbhaar, H. Acta Metall. 26, 1681, 1689, 1697 (1978).
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1.7 - Objetivo do trabalho

Alguns modelos foram propostos para solugdo dos perfis de temperatura e de
soluto, bem como a taxa de solidificagdo unidirecional de ligas binarias. Comumente,
nestes modelos, a interface ou é considerada plana, ou € assumido um modelo de
mistura para a regido esponjosa. Pode-se, no entanto, pensar nas morfologias nio planas
como a necessidade que a interface tem de aumentar sua drea para satisfazer aos
gradientes térmico e massico. Esta € a hipotese fundamental do presente trabalho.

O modelo de Vielmo (1993) para solidificacdo unidirecional de ligas binarias
prevé a possibilidade da inclusdo da hipétese acima em sua formulaggo. O objetivo do
presente trabalho € propor uma formulagdo baseada no modelo de Vielmo, bem como
uma metodologia para sua solugdo, que considere as instabilidades morfolégicas na
solidificag&o unidirecional de ligas binarias.

1.8 - Organizagdo do trabalho

O estudo das morfologias complexas, originarias da instabilidade da interface
plana, sua caracterizagio e a obtengfo de critérios de estabilidade, bem como o uso dos
resultados destas analises para obten¢do de caracteristicas da microestrutura resultante
estdo contidos no capitulo 2.

O capitulo 3 ¢ dedicado & obtengdo de um conjunto de equagdes suficientes para
solugdo dos campos de temperatura (entalpia) e concentragdo nas regides liquida e
solida. A formulagdo para o calculo da area da interface entre as regides liquida e sélida
também ¢ introduzida no capitulo 3.

Para resolver o conjunto de equagdes descritivas e constitutivas do problema, o
dominio é discretizado e as equagGes sdo integradas para cada elemento discreto de
volume segundo a técnica dos volumes finitos. A existéncia da interface de solidificagdo
¢ simulada por uma superficie itinerante, integrada a discretizagdo do dominio, e cuja
area depende do grau de instabilidade da interface de solidificagdo. Esta metodologia de
solugdo esta apresentada no capitulo 4.

No capitulo 5 a validagdo da metodologia de solugdo € feita mediante a
aplicag@o do modelo para casos com solugéo conhecida, tais como: liga eutética com
difusividades térmicas altas; substdncias puras (solugdo de Stefan); solugio analitica
para a distribui¢io de soluto no transiente inicial, desconsiderando difuséo de soluto no
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solido, e comparagdo com resultados experimentais para a microestrutura de
solidificagéo.

No capitulo 6 sdo apresentados alguns resultados utilizando o modelo
desenvolvido anteriormente. A liga estudada é o Al-Cu. O coeficiente global de
transferéncia de calor, a composigio da liga, bem como a temperatura inicial do material
sdo variados parametricamente. Os resultados permitiram algumas conclusées, que sdo
apresentadas no capitulo 7. No capitulo 8 estdo as referéncias bibliograficas utilizadas
no presente trabalho. As referéncias citadas por outros autores, e aproveitadas aqui, sdo
dadas nos rodapés das paginas onde ocorreram as citagfes. Os autores destas citagGes

sdo, por sua vez, referéncias do presente trabalho, e portanto s&o listados no capitulo 8.



7/

nstabniaades Moriologicas

2.1 - Equilibrio e estabilidade

Considere-se um meio qualquer do qual € separada uma por¢do (um sistema), e
esta porgdo ¢ isolada de tal forma que nenhum efeito externo possa afetd-la. Se o estado
deste sistema (energia interna, distribui¢do de tensdes etc.) ndo varia, entdo a porgdo
observada esta em equilibrio.

Se o conceito de equilibrio ndo se aplica ao sistema como um todo, pode-se
subdividi-lo de tal forma que em cada um destes sub-sistemas a hipotese de equilibrio
faga sentido. Este é o conceito muito util de equilibrio local. A ordem de grandeza
destes sub-sistemas varia de acordo com o grau de desequilibrio do sistema original, e
da precisdo desejada. Matematicamente, o calculo diferencial possibilitou o uso de
sistemas infinitesimais.

A mudanga de fase, como de resto todos os processos fisicos possiveis, ocorrem
de forma a levar o meio ao equilibrio. Sendo assim, ndo existe de fato situa¢do de
equilibrio termodinidmico enquanto todo o processo ndo estiver consumado (todo o

corpo solidificado, p. ex.). Na solidifica¢@o de ligas € assumido a condigio de equilibrio
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termodindmico local para tornar o problema tratavel, e possibilitar o uso do diagrama de
fases.

Mesmo quando € possivel considerar equilibrio termodindmico local, pode ou
ndo haver estabilidade. Para ilustrar isto pode-se buscar a analogia com sistemas
mecanicos conforme € feito na figura 7.

® (®

Fig. 7: Analogia mecénica dos vérios tipos de equilibrio: (a) N3o equilibrio;
(b) equilibrio neutramente estavel; (c) equilibrio metaestavel; (d)
equilfbrio estavel; (e) equilibrio instavel; (f) equilibrio com estabilidade
linear e instabilidade ndo linear e (g) equilibrio com instabilidade linear
e estabilidade nio linear. (Chen, 1976.)

Uma interface estavel é aquela em que ndo existe excesso de energias livres.
Quando ha instabilidade, tais energias existem e sfo capazes de excitar ondas, cuja
origem € qualquer perturbagdo de mesma natureza fisica da energia excedente, com
determinada intensidade minima. O crescimento destas ondas seria uma resposta do
sistema para gastar esta energia livre (Chen,1976).

As equagdes descritivas dos fendmenos s3io obtidas mediante alguma

simplificagdo, em que sdo deixados de lado fatores que, em primeira analise, sdo
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negligencidveis. No entanto, estes fatores sdo causas de inimeras perturbagdes no
sistema real, que, dependendo das condigdes presentes, simplesmente fardo com que o
sistema assuma uma configuragfo alternativa (Sekerka, 1968). No capitulo 4 sera dito
mais acerca das consideragdes feitas nas formulagdes.

Uma interface instavel tende a crescer em érea. Portanto deixa sua forma original
(plana por exemplo) e assume outra, a fim de otimizar os fluxos através dela, sempre
buscando o estado de menor energia. Este € o fato primordial no presente trabalho, que
consiste em interpretar a existéncia das véarias morfologias como ajuste na area de troca
térmica e massica entre as regides solida e liquida.

Comumente diz-se de uma solidificacdo com interface néo plana; que o0 processo
ndo ocorre em equilibrio (Kurz e Fisher, 1986). Esta afirmag&o, no entanto, parece ter
origem na dificuldade de se dar uma abordagem lagrangeana ao problema com
morfologias mais complexas. A localizag@o espacial e temporal exata da mudanga de
fase nestes casos fica prejudicada, principalmente pela escala microscopica em que tais
fendmenos ocorrem. Faz sentido pensar na localizagdo espacial e temporal da interface
qualquer que seja sua forma, pois pode-se imaginar uma regido pequena o suficiente, tal
que seja possivel caracterizar a por¢do liquida, a sélida, e a superficie que as separa,
eventualmente de acordo com o diagrama de equilibrio. De fato, alguns modelos para

. microssegrega¢do, como o de Sundarraj e Voller (1992), utilizam as mesmas
consideragoes feitas para macrossegregagdo (tais como equilibrio termodindmico local e
interface plana) aplicadas a um dominio interdendritico. Falta, no entanto, estender esta
abordagem para um dominio macroscépico.

Em suma, a solidificagdo sempre ocorre a uma determinada temperatura Unica e
relacionada com a composi¢do e demais propriedades, desde que o observador esteja
habilitado a distinguir uma regiio pequena o suficiente, num intervalo de tempo
suficientemente pequeno tal que a temperatura possa ser considerada constante sem erro
mensuravel, e considere todos os efeitos presentes. Note-se que o tratamento de sistemas
termodindmicos vem evoluindo de forma conjunta nos diversos campos. A
termodindmica saiu da limita¢&o dos sistemas uniformes ¢ macroscopicos com a escrita
da primeira e segunda leis para volumes infinitesimais de controle, tornando-as mais
aptas aos processos em que ha fluxos e dissipages. Com isto o sistema sob observagéo
saiu do calorimétrico para elementos diferenciais de volume. Surgiram métodos
numéricos mais adequados a solugéo destas equagdes € computadores mais possantes
que permitem discretizagdes cada vez mais refinadas. Adicionalmente, técnicas
experimentais mais aptas a observagdo acurada do fendmeno védo-se tornando
disponiveis. Sendo assim, os modelos tendem a ter cada vez menos simplificagdes, a

ponto de as causas de instabilidades serem consideradas no formalismo matematico,
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tornando-os aptos a prever comportamentos que atualmente sdo chamados de
alternativos. Até o presente momento, no entanto, sio necessarios estudos acerca da
estabilidade da solugdo alcangada pelos modelos disponiveis.

O problema fundamental envolvendo processos onde instabilidades s#o
possiveis, ¢ o de determinar quando elas ocorrerdo. Ou seja, obter algum critério seguro
que fixe os limites de estabilidade do problema em fung¢do dos pardmetros envolvidos.
No caso da solidificagfio de ligas binarias, alguns estudos levaram a critérios aceitaveis.
Estes estudos estdo sintetizados nas se¢Ges seguintes.

2.2 - Sub-resfriamento constitucional

Tiller et al” colocaram em termos quantitativos um critério proposto por Rutter e
Chalmers8 (trabalhos citados nos textos classicos sobre solidificagdo). Este critério
originou-se da observéncia das condi¢6es de equilibrio para a mudanga de fase, e marca
os limites para ocorréncia de sub-resfriamento constitucional. Ou seja, indica que o
liquido esta entre as linhas liquidus e solidus, e portanto numa regido de coexisténcia
entre sélido e liquido.

 Basicamente o sub-resfriamento constitucional ocorre devido ao fato do liquido
adjacente a interface de solidificagdo ficar enriquecido de soluto, € com isto passa a ter
uma temperatura de solidificagdo acima da temperatura em que o liquido desta regido se
encontra. A temperatura de solidificagdo, T, € fungdo da fragdo de soluto f, enquanto a
temperatura do liquido esta associada ao fluxo de calor na interface. Uma situagdo tipica
¢ encontrada na figura 8.

Na figura 8 sdo indicados diversos aspectos. Por exemplo, para o caso da figura,
a condutividade térmica do liquido € menor do que a condutividade térmica do sélido. A
linha grossa da curva de T versus y mostra a temperatura ao longo do material. Neste
mesmo quadro, a linha mais fina mostra a temperatura de equilibrio de fase do liquido,
que ¢ uma fungéo do perfil de soluto mostrado no quadro f versus y.

7 Tiller, W. A. Rutter, J. W. Jackson, K. A. Chalmers, B. Acta Metallurgica, 1, pp. 428 (1953).
8 Rutter, J. W. Chalmers, B. CanJ. Phys. , 31, pp.15 (1953).
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Fig. 8: Perfis de temperatura e soluto, e perfil constitucional de temperatura, T(f(y)).

Note-se que quando a linha grossa, T(y), se encontra com a linha fina, T(f(y)), o
que acontece na interface, ocorre a solidificagdo. Observe-se ainda que a linha fina
depende de OT/of, e também de f(y). Se f(y) diminuir, a temperatura de solidificagdo
para uma dada posi¢do (y* por exemplo) aumenta. Se a derivada em relagdo a y da
temperatura de sblidiﬁcag:ﬁo, na interface, for igual ou menor do que a derivada da
temperatura do liquido, ou seja, se

d_T Zirjﬂ 3)
dy|, dy

a temperatura de liquido estard sempre acima da temperatura de solidificagio,
caracterizando uma situagdo estavel. Uma vez que T, = T(f(y)), tem-se que

deol _ deol g vdf

—= m'— .
dy df dy|,; dyj,,

Usando o resultado anterior, a inequagéo 3 pode ser escrita como
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onde GI=d—T _df

dy|,; dy
O sub-indice Li indica que os gradientes s&o tomados na regido liquida, junto 3 interface.
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A inequacdo 4 € o critério de estabilidade baseado no sub-resfriamento
constitucional. Este critério tem a vantagem de ser simples e intuitivo, porém ndo leva
em consideragdo o efeito da tensdo superficial. Além disso, nenhuma informagﬁo acerca
da microestrutura pode ser obtida por ele.

2.3 - Critério de Mullins e Sekerka para estabilidade

Na segdo anterior foi apresentado um critério de estabilidade obtido a partir de
consideragdes termodindmicas, mas com simplificagdes significativas.

Uma outra técnica largamente usada no estudo da instabilidade, é a de submeter
o sistema a uma perturbagéo, cuja amplitude € pequena o bastante para que se possa
desprezar termos de segunda ordem, e verificar se esta perturbagdo crescera em
amplitude, indicando haver instabilidade, ou serd anulada, indicando o contrario,
conforme pode ser notado na figura 9. Matematicamente isto € possivel pela teoria das
perturbagdes. Estas perturbagdes induzidas substituem aquelas presentes no fendmeno
real, cujas causas foram desprezadas na formulagéo do problema.

Mullins e Sekerka aplicaram pela primeira vez a teoria das perturbagbes para
uma interface sélido/liquido esférica (1963) e plana (1964). A seguir o critério
desenvolvido para interface plana sera explorado em detalhe.



20

Wﬂ\\t

N =
i, ~~=———
000

A AN ARARARRRASANNA
Q00000000000 <
"l’ﬁ‘%’&&ﬁ"‘}%ﬁ&ﬁ’%ﬁﬁ AN =

T~ N e plans S ™~

X

perturbagio

interface plana

(@) (b)

Fig. 9: Evolugio de uma interface s6lido/liquido (a) instavel, ou (b) estavel, apds submetida a uma
perturbagdo (Baseado na figura 3.1, de Kurz e Fisher, 1986).

2.3.1 - Desenvolvimento do critério de Mullins-Sekerka

Verificar se uma interface € instavel consiste em submeté-la a uma perturbagéo
do tipo y=¢(x,t), onde ¢ descreve o perfil no tempo t da interface perturbada, e
determinar se a derivada da perturbagfio em relagdo ao tempo € positiva ou negativa. Se
for negativa, a perturbag@o desaparecera com o tempo indicando estabilidade. Se for
positiva, esta crescera, o que significa que a forma original ndo era a solugdo mais
estavel. Saber como esta perturbaggo evoluira € a questdo a ser resolvida para se chegar
a um critério de estabilidade. Para tal, define-se a fungdo ¢, tal que

Jx
n

dé
at &)
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Qualquer que seja a causa da perturbagdo, se houver instabilidade, pode-se
esperar que a interface evoluird formando morfologias complexas, porém semelhantes.
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Desta forma pode ser atribuido as perturbagdes um comportamento periédico, com uma
determinada freqii€ncia espacial ®, e uma determinada amplitude €. Adiante sera visto
que, devido as consideragdes que serdo feitas de independéncia com o tempo para os
gradientes de temperatura e soluto, £ € uma fungdo apenas de ®. Sendo assim, daqui
para diante sera escrito ().

Integrando a equagio separavel 5, tem-se,

d(x,t) = ¢(x,0)e“) . ©

A funggio &(w) é o inverso do tempo caracteristico no crescimento exponencial
da amplitude da perturbagdo e ¢ obtida em fungdo dos pardmetros do problema. Sua
determinag@o constitui a parte fundamental desta teoria. Note-se que se {(w) for positivo
a perturbagdo ¢(x,t) cresce com o tempo, e se for negativo, a perturbag¢io decresce com

o tempo. Assim, a analise de estabilidade consiste em verificar se
{(®)>0 = instabilidade,
L(0)<0 :> estabilidade.
O perfil complexo, porém periddico, assumido para a interface perturbada

podera, a seu turno, ser obtido com uma superposi¢éo de fun¢Ges senoidais simples. Por
esta razdo, Mullins e Sekerka (1964) propuseram uma fungio do tipo

o(x,t) = g(t)sen(wx). @)
Com isto, a fungdo {(w) fica
1 d ¢
&)= mx—)a[a(t)sen(mx)] =2 ®

onde € = de/dt.

Para avaliar {(w) na solidificagdo unidirecional de ligas, Mullins e Sekerka
obtiveram perfis para a temperatura € para o soluto a partir das seguintes formulagdes
para o liquido,
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“e para o so6lido,

A difusio massica no sélido foi desprezada. Nas equagdes anteriores, og € oy sdo as
difusividades térmicas do so6lido e do liquido, respectivamente. D, € a difusividade do
soluto na regido liquida. V; é a velocidade média da interface so6lido/liquido,
considerada constante nesta analise de estabilidade.

As condigdes de contorno usadas foram as de um dominio semi-infinito com T
prescritoem y = 0.

Para completar a formulag#o, séo prescritas condi¢es validas para interface. A

primeira destas condi¢des € obtida através de um balango de energia e estabelece que,

1 [ks[ﬁ) _kL(QT_) }=_D_L__(§f_) , ©)
, pAh; 0y Jsi oy Ju| fi(Kp—-D\0y ),

onde kg e k; sdo as condutividades térmicas do sélido e do liquido, e K; € o fator de

partigdo entre as fases liquida e sélida, definida no capitulo 1. Note-se que cada termo
da equagdo anterior tem dimenséo de velocidade. De fato, esta condigdo estabelece que
a velocidade da interface € imposta tanto pelos gradientes térmicos quanto pelos
gradientes massicos.

A outra condi¢iio valida para a interface é a de equilibrio local, dado pelo
diagrama de fase e afetada pelo efeito da tensdo superficial. A tensdo superficial afeta a
temperatura de mudanga de fase com um decremento, AT, que depende da curvatura

média da interface, K, segundo a seguinte expressdo (Hunt, 1968):

AT =TK .
Na equagdo anterior, I' é comumente chamada de constante de capilaridade dada por
I =y/(T,,Ah,), onde y é a energia especifica interfacial. Com isto a condigdo de

equilibrio de fase pode ser escrita como (figura 10),

T =T, +m'f, +AT =T, +m'f, +TK .
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Note-se que a curvatura K ¢ negativa, fazendo com que AT, seja um decremento. Para a

forma senoidal com a concavidade voltada para o sélido, tem-se que K = —ew *sen(wx).

solidus

Fig. 10: Efeito da tensdo superficial sobre a temperatura de equilibrio de fase.

Com a formulagdo anterior, Mullins e Sekerka obtiveram os seguintes perfis para

a temperatura e soluto com a interface perturbada:

f
f(x,y)-f, = G;DL (l—e' i /DL)+s(b-GfL) sen(wx) e?¥, y, <y<H
Gla :
T(x,y)-T, = —L\—I—L(l —e Vil ) +&(a—-G)) sen(wx) e™, y,<y<H
T
T(x,y)-T, = Gs%s (1 ~e™ls) 1 g(a—GT) sen(ox) €™, y<vy, .

Nas equagdes 10, 11 e 12, tem-se

q(@)=(V;/2D,)+[(V,/2D, )’ +©’]"

(10)

(11

(12)
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v (o) = (Vi/20LL)+I[(Vi/2aL)2 + 2]

vs(0)=(V,/205) +[(V;/20 ) + ©]"

2G,I'o’ +0G, (G; +Gg) + Gy [q9(0) - V,/D KG; - Gy)

Ho)= 20m' GL+[a(@)~(V,/D,)pkGI —GT)

a(0)=m'b-Tw’

2k ~r_ 2k
L_GJ,Gf=—"3

Gy
k, +kg k, +k °

eainda, p=1-K,, G| =

Substituindo as equagdes 11 e 12 na equagdo 9, Mullins e Sekerka obtiveram

uma express3o para £/€ que, quando substituida na equagdo 8 fornece, finalmente,

Vol-2re?[q - (V,/D, )p] - (GI +GF)[a - (V,/D, )p] + 2m'GE[q - (v,/D, )]}
(GI-GJ)[q-(V,/D,)p]+20 m'G] '

C(o)=

(13)

Conforme pode ser observado na equagéo 13, a primeira parcela do numerador
de {(») é o efeito da capilaridade sobre o perfil da perturbagfo. Por ser sempre negativo,
este termo favorece o decaimento das perturbagdes. A segunda € a parcela referente ao
gradiente térmico. Na solidificagdo, pode ocorrer excepcionalmente gradiente térmico
negativo junto a interface, se o liquido € superresfriado. Porém, a tendéncia normal é
que este gradiente seja positivo, o que implica que a segunda parcela seja normalmente
negativa, favorecendo a estabilidade. A terceira parcela € a contribuigfo da distribuigio
de soluto a frente da interface. Esta parcela é sempre positiva, pois a inclinagdo da linha
liquidus e o gradiente de soluto no liquido t€ém sempre sinais opostos. Esta é a parcela
responsavel pela instabilidade.

A andlise do denominador mostra que este é sempre positivo. Com isto, a
verificagdo do sinal de {(w) pode se restringir & analise do numerador de {(w), pois
sempre que a terceira parcela exceder a soma das duas primeiras, havera instabilidade.

Se a interface plana for instavel, existe uma faixa de valores de ® para os quais
{(w) €é positivo. No entanto, a perturbagdo crescerd com o numero de onda
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correspondente a0 maximo valor de {(®w), em detrimento de todos os outros
componentes. De fato, nos sistemas reais, o espagamento entre as células iniciais,
aquelas que surgem logo apds a quebra da interface plana, ¢ muito menor do que as que
finalmente prevalecem.

Existem casos em que a fungdo {(w) ndo apresenta um maximo. Mullins e
Sekerka estudaram seu comportamento e concluiram que, ou ela apresehta um e
somente um maximo para ® > 0, ou € monotonicamente decrescente a partir de zero.
Este altimo caso ocorre quando héd estabilidade absoluta. J4 no caso de haver um
méximo, pode-se ter instabilidade se este maximo for maior do que zero. A figura 11
ilustra diferentes comportamentos de £(®) com o.

C(w)

(2)

(b)

©)

Fig. 11: Comportamenfos tipicos de {(w) para a) instabilidade,
b) estabilidade e c) estabilidade absoluta.

Para obter um critério de estabilidade explicito em termos dos gradientes térmico
e massico, Mullins e Sekerka separaram de {(w) a parte dependente da freqiiéncia,
f(®), obtendo

{(@)= f(@)-(GF +T7)+mG. (19)
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Mais adiante sera dito mais a respeito de f(w). Sekerka (1965) definiu entio uma
fungfo de estabilidade como sendo

S=1- M . (15)
mG;
Nesta equagio, a fungdo max() foi necessaria para definir o critério ja em fun¢fio de uma
particular freqiiéncia: aquela correspondente ao méaximo valor de f(®). A fungdo S €
tal que 0<S<1, e representa a tendéncia estabilizadora da energia livre de superficie.
Quando nZo ha efeitos da tensdo superficial, S = 1.
Finalmente, o critério de estabilidade linear de uma interface plana durante a
solidificagdo de ligas binarias foi definido por Sekerka (1965) combinando as equagdes
14 ¢ 15 para obter

(GI+GT) 2% < S = interface plana instavel. (16)
mG,

A inequagdio anterior recai no critério baseado no sub-resfriamento
constitucional, inequagdo 4, fazendo-se S=1 (sem tensdo superficial) e igualando as
condutividades térmicas no sélido e no liquido (= Gg =Gg e G| =GJ).

A fungdo f(w) foi obtida por Mullins e Sekerka (1964) fatorando a equagdo 13
e pode ser expressa por

f(0)=-T,To?+mG. 2Ky .
J1+(o D, /V,)* -1+2K,

17

O comportamento tipico de f(w) e de f'(w) para um caso em que a
instabilidade da interface plana é possivel, pode ser visto na figura 12, onde o € a
freqiiéncia espacial correspondente ao valor méximo de f(®). Mullins e Sekerka
assumiram que as perturbagdes crescem com este particular valor de ©. Na préxima
se¢do sera mostrada outra consideragdo. Na figura 13 tem-se um caso de estabilidade

absoluta. A fungfo f(®) é sempre menor do que zero, € f(0)=-m'G].
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f(®) S (@)

Fig. 12: Comportamento tipico de f (®) ede f'(®).

f
mGL

fl@) | .

I

¢
()]

Fig. 13: flo) para o caso de estabilidade absoluta.

Se ocorre estabilidade absoluta, max(f{w)) é —m'G' . Usando isto na inequagéo
16, pode-se estabelecer um critério de estabilidade absoluta como sendo

K,T, [V}

A
mG{D?

21 = estabilidade absoluta. (18)

As limitagdes dos resultados anteriores devem-se, principalmente, ao fato de que
toda esta teoria foi baseada na possibilidade de se desprezar os termos de segunda
ordem da amplitude da perturbagdo. A incluséo de termos n#o lineares poderia melhorar
a aplicag@o da teoria das perturbagGes em problemas como este (Kirkaldy, 1965).
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O tratamento anterior d4 boas informag¢des acerca da estabilidade ou nio do
sistema, mas falha na previsdo do espagamento primario das estruturas. Uma vez que
existe uma faixa de freqiiéncias para as quais o sistema € instavel, as consideragdes de
que as perturbagbes desenvolver-se-do com a freqiiéncia espacial que maximiza f(o),

conforme feito por Mullins e Sekerka, e de que o comprimento de onda, A, = 27w ™

,€0
proprio espagamento primario das estruturas, descrevem bem a variagdo do espagamento
primério como uma fungéo. dos demais pardmetros da solidificagdo, exceto por uma
constante de proporcionalidade (quando comparados com resultados experimentais). No
presente trabalho foram obtidos resultados usando as consideragdes acima para escolha
da freqiiéncia, que confirmam esta discrepancia. Em fungio desta discordincia outros
critérios para o crescimento dendritico foram propostos, baseados ainda na andlise de

estabilidade linear, conforme € apresentado na se¢do seguinte.

2.4 - Critério marginal de estabilidade

Uma das propriedades de maior interesse na microestrutura da pega solidificada
¢ o espagamento primario A,. Alguns modelos sdo utilizados para prever este
espagamento em fun¢do de pardmetros disponiveis da solidificagéo como o gradiente
térmico no liquido, G/, e a velocidade da interface de solidificagdo, V;.

Segundo Biloni (1992), h4 uma concordincia entre os autores de que o
espagamento primario, A,, pode ser obtido em fungdo de V; e de G;, segundo a
expressao

A =C(G™ (V)" (19)

onde C, m e n sdo constantes positivas, para cujos valores ndo hd uma concordéancia
geral. Huntd, citado por Biloni (1982) atribuiu m = 0,5 e n = 0,25. Estes valores estdo de
acordo com o modelo de Kurz e Fisher (1981), cuja formulagéo sera apresentada mais
adiante, nesta segdo.

Conhecidos os perfis de temperatura e soluto, o crescimento dendritico pode ser
previsto considerando uma geometria simples para a interface perturbada juntamente
com um critério que estabelega a evolugdo das perturbagdes ao longo do tempo.

9 Hunt, J. D. In: Solidification and Casting of Metals, The Metals Society, London (1979).
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Diversas formas tém sido adotadas para as estruturas dendriticas. Por exemplo,
cilindros com extremidade hemisférica (Fisher, 1950), paraboldides de revolugdo!?, e
mais recentemente, elipséides de revolugéo (Kurz e Fisher, 1981).

Como critério de crescimento entende-se alguma relagdo entre uma caracteristica

geométrica da microestrutura e os parametros de crescimento (V,, G{). Como a teoria
de estabilidade em si ndo oferece uma solugéo unica (a analise de estabilidade fornece
uma faixa de freqiiéncia, uma das quais a perturbagio pode assumir), alguma hipotese
extra é necessaria para que se tenha realmente um critério de crescimento dendritico.
Inicialmente arbitrou-se que a dendrita adotava um raio de curvatura que proporcionasse
a maxima velocidade de crescimento. Esta € a feoria da mdxima velocidade (Biloni,
1992). No entanto, compara¢des feitas por Glicksman et alil! de resultados
experimentais com teorias baseadas nesta consideragdo, mostram que, embora tais
teorias descrevam bem a variagdo do espagamento primario como uma fungdo dos
demais pardmetros da solidificagdo, ou seja, embora tais modelos descrevam bem os
valores de m e n na equagdo 19, existe uma discordidncia na constante de
proporcionalidade, C (Biloni, 1992).

Atualmente aceita-se que a dendrita cresg¢a a uma velocidade tal que mantenha o
mais estavel raio de curvatura no topo. Este € o critério marginal de estabilidade
(Biloni, 1992).

Baseados no critério marginal de estabilidade, Langer e Muller-Krumbhaar!2
(LM-K), citados por Langer (1980), propuseram um critério de crescimento que
estabelece que o raio de curvatura do topo da dendrita, R, ¢ proporcional ao
comprimento de onda limite da instabilidade, Ag, obtido da teoria de estabilidade
linear!3, Apresentaram este critério na seguinte forma:

;\'S ’ —_ et .
(21:11) =0 (20)

onde ¢ é uma constante estimada para alguns materiais em 0,025+0,007. Com este
valor para o', a equagio 20 reduz-se a

As=R . 1)

10 Temkin, 1960, e vérios outros até 1970, citados por Biloni, 1992.

11 Glicksman, M. E., Schaefer, R. J., Ayers, J. D. Metall. Trans. 7A, p. 1747 (1976).

12 3, S. Langer e H. Muller-Krumbhaar, Acta Metall. 26, 1681, 1689, 1697 (1978).

13 Note-se que Ag ndo caracteriza diretamente nenhuma dimensdo fisica da microestrutura,
diferentemente de A, que € o espagamento primério das estruturas.
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Kurz e Fisher (1981) aplicaram este resultado na elaboragdo de um modelo para
crescimento dendritico. Avaliaram Ag como sendo o maior comprimento de onda para o
qual existe instabilidade de uma interface plana. Ou seja, Ag equivale a freqiiéncia que é
a menor raiz da fungdo (o). Substituiram a complexa interface perturbada por um
arranjo de elipsoéides (figura 14), e usaram a relagio geométrica R = b?/a para obtengéo
de uma expressdo para o espagamento primario!4, A;, assumindo solugdes simplificadas
para os perfis de temperatura e soluto. A partir destas consideragdes, Kurz e Fisher
obtiveram uma relagdo dada por

1/2
6 AT (D, AT K
M| —mm—— [ L 0P o)

: [G{(I—KP)(Vi Gl )] (22)

para baixas velocidades da interface de solidificaggo, e

1/4
;\'l = 4’3 AT11/2 (Ang ) Vi_l/4 G'{-l/Z (23)
0+>p

para altas velocidades. Nestas expressoes, AT, € o superaquecimento inicial da liga, AT'
¢ a diferenga entre as temperaturas do topo e da base da dendrita. Em vérios casos (ligas
substitucionais), a temperatura da base € a eutética.
Para chegar a estes resultados, Kurz e Fisher obtiveram a dimenso longitudinal
do elipsoide (o semi-eixo maior) considerando que os gradientes de temperatura junto a
interface no sdlido e no liquido sdo iguais. Consideraram ainda perfil linear de
temperatura. Com isto, '
dT dT
{ dy dy

_dT
s dy

AT’ AT’
N — = a=x —]—;— . (24)
L s a G,

140 espagamento primério, A, ¢ proporcional a b , e a constante de proporcionalidade depende se o
arranjo é hexagonal, quadrado ou aleatério.
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Fig. 14: Simulag3o para a forma da interface perturbada.

Em geral os modelos mencionados aqui partem de solugbes simples assumidas
para os perfis de temperatura e soluto. Em todos estes modelos, a velocidade de avango
da interface de solidificagdo, bem como o gradiente térmico no liquido, sdo
considerados constantes durante o processo. Nos célculos estes pardmetros sfo

normalmente arbitrados com valores reproduziveis experimentalmente, em condig¢des

idealizadas. A propria escolha de G| (gradiente térmico no liquido junto a interface)
como um pardmetro imposto e determinante do fendmeno, limita a anélise aos casos
estaciondrios ou dominios semi-infinitos, em que os gradientes se mantém constantes.
Porém, em analises baseadas na solugéo das equagbes de balango, ndo se tem
controle direto sobre este pardmetro, que é determinado pelo préprio sistema de
equacdes e decresce a medida que a interface se aproxima do fim do corpo, conforme
indicado na figura 15. Ao dispor de valores atualizados para os gradientes e demais
variaveis do problema, que em geral sfio dependentes do tempo, pode-se esperar
resultados mais realisticos. Este é o objetivo do presente trabalho. Aqui o critério
marginal de estabilidade sera utilizado, sendo que as informagdes como fluxo de calor
no liquido e velocidade de propagagdo da interface serdo obtidas da solugdo das
equagdes de conservagdo de energia e espécie quimica, € variam ao longo do processo

de solidificagdo.

t, t;
T & G
sélido, l{quido ! /—;4
y y y

Fig. 15: Variag#o temporal do gradiente térmico no liquido junto 2 interface.
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Nio obstante a impossibilidade atual de qualquer modelo reproduzir
satisfatoriamente as condi¢des reais e arbitrarias de solidificagdo, alguns avangos no
sentido de aumentar a abrangéncia destes modelos tém sido conseguidos, conforme
apresentado a seguir.
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Formulacdo oo Frobkema

3.1 - Descrig¢do do fenémeno

A mudanga de fase liquido/sélido em ligas bindrias envolve o transporte de
espécies quimicas, de energia, € de quantidade de movimento através da difusdo e da
convecgdo. A convecgdo tem origens tais como o avango da frente de solidificagdo, a
contragdo (ou expansdo) devida & mudanga de fase e a variagdo de densidade das fases
com a temperatura ¢ com a concentragio de soluto (convecgdo natural quando no
liquido). Em alguns casos, reagdes quimicas e processos eletromagnéticos também estio
presentes. Estes fendmenos ocorrem simultaneamente e cada um afeta e é afetado por
todos os outros num complexo acoplamento.

O problema é agravado se a interface s6lido/liquido néo ¢ plana, dando origem a
microestruturas diversas. Junto & interface irregular, os processos acima ocorrem em
escala microscOpica, em que outros efeitos tornam-se importantes, tais como os de
capilaridade. '"

O fendmeno fisico fundamental na mudanga de fase é a variag@o da entropia e
conseqiientemente da energia livre do sistema. No caso da solidificagéo, ha a redugéo da

entropia, passando a um estado de menor energia.
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Sendo assim, a formulagdo completa do fendmeno da solidifica¢do inclui: a
primeira lei da termodindmica (equagdo da energia térmica) para determinagdo do
campo de temperatura; a segunda lei da termodindmica para o campo de entropia;
obtengdo da distribui¢do de energia livre (primeira e segunda lei conjugadas); equagao
de conservagdo de quantidade de movimento para o campo de velocidades; e equagdo de
conservagio de espécie quimica para obtengdo da distribuig¢do de soluto.

No entanto, na solidificag@o unidirecional de ligas, com calor sendo retirado por
baixo, varias simplificagdes sdo possiveis. Para este caso particular propde-se neste
capitulo um conjunto de equagdes para a solugéo do transporte de calor e massa levando
em conta possiveis instabilidades morfologicas. O objetivo do presente trabalho é
desenvolver uma metodologia de calculo que incorpore instabilidades morfolégicas da
interface solido/liquido. Desta forma a simplificagdo do problema excluindo efeitos
bidimensionais e transportes convectivos, facilitard a apresentagdo e validagdo do
modelo. A abordagem proposta pode, no entanto, ser estendida para situagSes mais
complexas.

3.2 - O Problema téermico

No presente modelo, apenas processos difusivos s@o considerados. Esta é uma
simplificagdo usual neste tipo de abordagem, e € justificavel para solidificagdo
direcional. Na solidificagdo unidirecional, calor € retirado apenas por baixo, o que inibe
a convecgdo natural no liquido. Isto também permitird que o problema seja tratado
unidimensionalmente, pois o escopo deste trabalho é a macrossegregagdo. N4o obstante,
o modelo permite obter informagdes relevantes concernentes & microestrutura do
material.

A equagio da energia aplicada as regiGes ocupadas pelo liquido e pelo sélido €

25
5 25)

dlph) & T
o oy '
A caracteriza¢gdo do dominio € feita pela figura 16. Conforme indicado na figura,

o calor é retirado por baixo do dominio, U € o coeficiente global de transferéncia de
calor e T, é a temperatura do fluido refrigerante.
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Regifo liquida

Regido sé6lida

Fig. 16: Dominio de solug3o para o problema térmico. Solidificag3o unidirecional.

A entalpia é definida por

T
h= Jc dr, (26)
Ty

onde T, € a temperatura de referéncia, que sera considerada igual a zero.
Considerando que o calor especifico se mantém constante (para cada fase) e que
o calor latente de fusdo ndo depende da temperatura, a integral acima torna-se

h(Yat) = cSTsoI + Ahf + cL(T(Yst) - Tqu) paray > Yi (27)

h(y,t)=csT(y,t) paray <y;. (28)

Nas equagdes anteriores cg € ¢; s30, respectivamente, o calor especifico no sélido e no

liquido. Ty, e T,y sbo as temperaturas de mudanca de fase (das linhas liguidus e
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solidus, respectivamente). Se a solidificagfo ocorre de acordo com o diagrama de fases,
Tliq=Tsol'
A equagdo 25, pode ser reescrita como

d(ph) 0 (kéh |
T‘E(FE)' @)

As condi¢bes inicial e de contorno assumidas para a entalpia sdo as da
solidificagdo unidirecional. Ou seja,

h=h, para O0<y<H, t=0, 30)
h=hg, para y=0,t=0, 31
oh U

—=—(h-h_), para y=0, tqualquer, (32)
9y ks

oh

g =0, para y=H, t qualquer, (33)

onde h, ¢ a entalpia inicial da liga, e hg; ¢ a entalpia do so6lido junto da interface, que sera
definido e discutido adiante. U é o coeficiente global de troca térmica. A resisténcia
térmica de contato entre o corpo solidificado e o molde € de determinagdo complexa.
Viskanta, em sua revisdo de 1988, refere-se aos trabalhos de Ho e Pehlcke!5, Gozlan e
Bamberger!¢ para este assunto. Uma vez obtida, a resisténcia térmica de contato pode
ser incluida no coeficiente global U, juntamente com o coeficiente de transferéncia de
calor por convecg¢do. Conforme a condi¢do dada pela equagdo 33, a face superior do
dispositivo é considerada isolada.

A formulagdo matemética para a solugdo do problema térmico ainda nio esta
inteiramente determinada. Para isto, deve-se dispor de valores que valham para a
interface, uma vez que ai ocorre uma variagdo abrupta da entalpia devida ao processo de
mudanga de fase. Desta forma, as condigdes validas junto a interface sdo

15 Ho, K., Pehlke, R. D. Metal-Mould Interfacial Heat Transfer, Met. Trans. B, 16, pp. 585-594
(1985).

16 Gozlan, E., Barbenger, M. Heat Flow and Solidification in a Metal Mould, Zeitschrift fur
Metallkunde, 78, pp. 677-682 (1987).
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h=hg; = lim h(y,t), para y =y, tqualquer, (34)
Yoy

h=h;; = lim h(y,t), para y —y;, tqualquer. (35)
Yy

Ou seja, hg; e hy; sdo as entalpias junto a interface, respectivamente no lado sélido € no
liquido. '

O problema térmico estara completamente determinado desde que hg; e h;;, e
ainda a localizagdo temporal da frente de solidificagdo, yi(t), estejam disponiveis. Para
tanto deve-se dispor do diagrama de equilibrio de fases para o material a ser
solidificado, bem como da equagdo que expressa o balango de energia através da
interface. )

Porém, antes de tratar da interface, sera conveniente formular a distribui¢do de
espécie quimica na solidificagéo.

3.3 - O Problema massico

A equagio de conservagdo da espécie quimica o na liga ¢ dada pela equagio

(36)

)0 )
a ol” o)

Aqui, o super-indice refere-se & espécie a, € p € massa especifica da liga, D* é a
difusividade do componente o na mistura.

Se B é o outro componente da liga bindria, basta apenas resolver a distribuigio
de um dos componentes e usar f®+f" =1 para obter a concentragio do componente
remanescente. Neste caso, resolve-se a concentrag@o de soluto f*. Sendo assim, a partir
de agora serd omitido o super-indice referente a espécie o (soluto).

Como condigdo inicial tem-se

f=1, para O0<y<H, t=0, 37
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f=K,f, para y=0, t=0, (38)

onde fj € a concentragdo inicial do soluto, € K, € o fator de partigio de fases, definido no
capitulo 1. No primeiro instante da solidificagdo a concentragido de soluto a frente da
interface € a inicial. Como conseqiiéncia o solido formado neste instante tem a
concentragdo de soluto dada pela equagio 38.

As condigdes de contorno sgo as de impermeabilidade para todas as fronteiras:

=0, para y=0ey=H, tqualquer. (39)

Analogamente ao caso da energia, para o problema massico as condigdes na
interface sdo

f =1 = lim f(y, 1), para y -y, tqualquer, 40)
yYi

f=1,=1limf(y,t), para y —>y;, tqualquer. 41
Y=Y

Mantendo a analogia, fg; € f;; sdo as concentragdes junto a interface, respectivamente, no
lado sélido e no liquido.

A formulagdo para o transporte de soluto estd completa para todo o dominio. A
determinaggo de f, dependera dos valores de fg; e f;;, e de y;(t), que sdo obtidos através
das equagdes de balango para a interface.

As propriedades de transporte s@io diferentes para o sélido e o liquido, e sdo
fungdo da posi¢do. Deve-se atribuir a estas propriedades valores coerentes com a regifio
do dominio analisada, ou seja, fase liquida e fase solida. No proximo capitulo, que
tratard da metodologia de solug&o, tais aspectos serdo explorados.

3.4 - Equagdes de balango na interface sdlido/liquido

Para completar o sistema de equagdes para solugéio do problema proposto estdo
faltando seis equagdes. Tais equagdes permitirio a determinagio das variaveis hg,, hy,
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£, fi; € yi(H) € A, onde A; € a érea da interface de mudanga de fase. A frente de
solidificagéo, y;(t), € tomada como a posigdo do topo das estruturas celulares.

Considere-se um volume em torno da interface de solidificag¢do, e tdo préximo a
ela que todo o volume possa ser considerado em processo de mudanga de fase. Nestas
condigbes um balango de energia neste volume d¥ fornece a equagio

v [k, éh| _[k, oh
e[ iag] S “

+

Yi

e um balango de espécie quimica requer que

dv of
P(fu -1 )E + l:PDAi "—}

of
=|pDA, — | . 43
3y [p L (43)

Yi

No capitulo 2 foi discutido que a interface ajusta-se a condi¢Ges impostas
variando sua area, ou seja, assumindo morfologias complexas quando a geometria plana
se torna instavel. Este fato conduz a consideragdo basica do presente modelo: a mudanga
da 4rea da interface é o efeito primordial do fendmeno de instabilidade morfolégica.
Sendo assim, A; ¢ mais uma das varidveis do problema e sua determinagio sera
discutida na segdo seguinte.

Se a interface for considerada plana, pode-se fazer dV = A.dy,, e as equagdes
acima reduzem-se a

oan, & [kam] _fkan]
dt [coy] |eoyl,

)Y opd | J|p&
p(fLi fSi) di +[PDay]y_ [PD i|yf-

Note-se que dy;/dt € a velocidade de avango da interface.
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Do diagrama de equilibrio de fases pode-se obter duas equagdes, a equacéo da
linha liquidus aqui considerada reta,

Ti=Tu+ [u]fw (44)

¢ a equago da linha solidus. Porém, ao invés de usar diretamente esta ultima, é mais
conveniente trabalhar com o fator de parti¢éo de fases K, cujo valor é constante se as
linhas liquidus e solidus forem consideradas retas, e disponivel para a maioria das ligas
usuais. Sua definigdo, conforme visto no capitulo 1, é

s

K, =

@

A partir da equagdo 44, e usando as equagdes 27 e 28, pode-se obter a entalpia
junto a interface no lado liquido, resultando em

h;; =hy +mf;, 45)

hE - hM
fe
Do mesmo modo, obtém-se a entalpia junto a interface no lado soélido, que é

onde m =

expressa por
hg =hy +mf}; — Ah, . (46)

A mudanga de fase é caracterizada pela existéncia de uma interface que avanga
com velocidade determinada pelos gradientes térmicos e madssicos. A condi¢do de

acoplamento entre os transportes de massa e energia ¢
V‘térmico = Vméssico (47)
i i H

ou seja, a velocidade (V, = dy, /dt) da interface obtida a partir dos gradientes térmicos,
deve ser igual aquela obtida pelos gradientes massicos.

Com isto resta apenas determinar formas de obter Aj para fechar o sistema de
equagdes. Isto serd abordado na préxima segéo.
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3.5 - Cdlculo da drea da interface

No capitulo 2 foi discutida a analise de estabilidade linear para uma interface
plana desenvolvida por Mullins e Sekerka, e os resultados do critério marginal de
estabilidade desenvolvido por Langer e Muller-Krumbhaar. Foram apresentados seus
conceitos basicos, e principalmente seus resultados. Nesta se¢fo serdo usados estes
resultados para obtengéo de uma equagio que fornega a 4rea da interface sélido/liquido.

O espagamento primdrio € uma das caracteristicas mais importantes para
determinagdo da microestrutura, e, conseqiientemente, das propriedades da liga. No
presente trabalho o espagamento primdario € determinado para que se possa obter a area
da interface.

3.5.1 - Espagamento primdrio

No capitulo 3 viu-se que o critério marginal de estabilidade estabelece que Ag ¢
proporcional a R, onde R € o raio de curvatura do topo da dendrita. Kurz e Fisher
avaliaram Ay como sendo o maior comprimento de onda para o qual existe instabilidade
de uma interface plana. Este ponto em particular é a menor raiz de (w). Conforme
explorado na secg¢do 2.3.1, (o) representa a taxa de variagdo da amplitude da
perturbagfo, ou seja, a velocidade com que a dendrita cresce. Escrevendo

d
—&()
d _ dt
d—mC(w)———a_m— ,
dt

pode-se pensar na derivada de {(®w) com o como a taxa de variagdo da velocidade de
crescimento da dendrita. Ou seja, a acelerago no crescimento da dendrita causada por
uma variagio na freqiiéncia espacial.

O ponto de maxima aceleragéo sera tal que

d2
do?

(o) =0,
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que corresponde a um ponto de inflexd@o de {(w).
Da andlise de {(w) e suas derivadas (ver apéndice A), conclui-se que os pontos

de inflexdo de {(w) sdo também raizes. Um exemplo é mostrado na figura 17.

- §
(@) e
A
4 S~
10 @) 0 ~=
— 10" ) '.
0.5 @, | |
0 2.10* 4100 610

Fig. 17: Comportamento tipico de {(w) e suas derivadas primeira e segunda.

Fig.18: Localizagdo de R e A,.

A combinagfo da andlise anterior com a andlise de Langer e Muller-Krumbhaar
€ com as considera¢Ges de Kurz e Fisher (ambas exploradas no capitulo 2), implica em
dizer que o ponto de operagéo da dendrita € tal que o raio de curvatura é proporcional ao
comprimento de onda no limite de instabilidade morfoldgica. E que esta curvatura do
topo proporciona o crescimento mais acelerado possivel.
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Com isto, para o presente trabalho serd tomada da teoria de estabilidade a
freqtiéncia espacial g, tal que

d2
EOJ—ZC(O%) =0,

e o correspondente comprimento de onda limite de estabilidade,

s
Og

Note-se que A ndo caracteriza diretamente nenhuma dimens3o fisica da microestrutura,
diferentemente de A, que é o espagamento primario das estruturas.
Com Ag, o raio de curvatura do topo da dendrita pode ser determinado pela

equacio 18, rearranjada como segue!?

1
R=—m—2A,. (48)
2nvJo’ 3

De posse do raio de curvatura do topo da dendrita, a obteng¢do do espagamento
primario dependera de sua forma real. Ndo obstante a area da interface seja obtida no
presente trabalho substituindo as dendritas por semi-elipséides de revolugéo (conforme
sera visto posteriormente), a obtengdo do espagamento primdrio baseou-se na
consideragdo de que A, € proporcional ao raio de curvatura do topo da dendrita, R.

Como, por sua vez, R € proporcional a A segundo a equagéo 48, pode-se escrever

A = ;—f A , - (49)
T

onde n; ¢ uma constante cujo valor estd relacionado a forma da dendrita. Dados
experimentais relativos a apenas um ponto do espagamento primirio em fungdo da
velocidade da interface, sdo suficientes para determinagéo de n;. Para o Al2,4%Cu foi
estimado n; 19,74, usando dados de Young e Kirkwood!8, citados por Kurz e Fisher
(1981).

17Note-se que no presente trabalho a equago 19 (R = Ag) ndo ¢ usada, por o* ndo ser igual a 0,025 neste
caso.
18young, K. P.; Kirkwood, D. H. Metall. Trans. A. pp. 197 (1975).
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3.5.2 - Avaliagdo do comprimento longitudinal das perturbagbes

A amplitude das microestruturas, na forma obtida pela teoria de Mullins-
Sekerka, tem crescimento exponencial. Assim, mesmo para valores relativamente baixos
de {(®), a amplitude atingird valores em que a teoria linear pela qual foi deduzida
perdera a validade. O valor da amplitude crescera sem limite para valores positivos e
aproximadamente constantes de {(®), conforme estabelecido pela equagdo 4. Devido a
este comportamento néo realistico da amplitude calculada pela teoria das perturbagdes,
sera necessario avaliar a dimens&o longitudinal da célula de outra maneira. |

Em ligas substitucionais!?, tais como Al-Cu, a composi¢do do ultimo liquido
interdendritico a solidificar ¢ usualmente a eutética, mesmo que sua composi¢io inicial
esteja abaixo do limite de solubilidade (Clyne, 1981; Clyne, 1982; Kurz e Fisher, 1986).
Nestas ligas, a linha solidus é mais afastada da liquidus, e portanto o limite de
solubilidade é baixo em relag@o a concentragdo eutética. Com isto, qualquer acaimulo de
soluto entre os ramos ultrapassara facilmente este limite e podera segregar em eutético.
Diferentemente das ligas substitucionais, nas ligas intersticiais?? (C em Fe-8 e Fe-y) a
solidificag@o do ultimo liquido ocorre na temperatura proxima a de macrossegregacio
do excedente de soluto a frente da interface (Kurz e Fisher, 1986). Isto leva a
considerag@o de que a Gltima regido interdendritica solidificada mantém a concentragio
da fase liquida ali retida, e solidifica-se a temperatura correspondente a esta
concentragdo (figura 19). Este fato serd usado aqui para determinagdo do comprimento
longitudinal das células. No presente trabalho como o campo de temperatura estara
disponivel, pode-se adotar como parte da solugdo do problema, que o comprimento
longitudinal das perturbagdes, a, é dado por,

a=y,(0-y,(1) , (50)

onde y,(t) € a posigdo cuja temperatura no solido ¢ Ty, conforme a figura 19, e y;(t) é a
posigdo da frente de solidificagdo, o topo das estruturas. A figura 20 ilustra a forma
adotada para a interface.

19 1 igas substitucionais s3o aquelas em que os atomos do soluto sdo de mesma ordem de grandeza dos do
solvente, e substituem alguns destes ultimos na célula cristalina.
20 Nas ligas intersticiais, os 4tomos do soluto ocupam espagos entre os cristais do solvente, os intersticios.
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f(= f;iq) f f(= f;iq) f
() (b)

Fig. 19: Consideragdes para a concentragfio da dltima regido solidificada, e a temperatura
correspondente. O caso (a) é tipico em ligas substitucionais, ¢ o (b) em ligas
intersticiais. Ty, € a temperatura assumida para a base da dendrita, e Tg € a temperatura

eutética.

;\'1 =2b

Tt_

|
S

Fig. 20: Forma simplificada assumida para a interface instavel.
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3.5.3 - Area da interface

Para avaliar a drea da interface, € necessario estabelecer consideragdes sobre sua
forma. A forma da perturbagdo inicial é pouco importante, pois se trata de uma
morfologia intermedidria com duragio extremamente curta. Assim, toda a atengio
podera ser voltada para as morfologias mais estaveis?! - plana, celular ou dendritica.

Devido a complexa geometria das frentes de solidificagdo reais, sdo necessarios
modelos simplificados que descrevam razoavelmente estas morfologias. Inicialmente
atribuiu-se a dendrita uma forma paraboldide na elaborag¢do dos modelos. Kurz e Fisher
(1981) usaram a forma elipsdide, por considerarem que esta se ajusta melhor ndo apenas
na regido do topo, mas também préximo a base das dendritas. Seja como for, estas
aproximagdes ajustam-se bem a morfologia celular, embora sejam usadas também para
as estruturas dendriticas.

Representando as estruturas por formas cilindricamente simétricas, a 4rea de
cada uma delas sera a superficie de revolugdo gerada pela rotagdo, em torno do eixo vy,
da curva assumida para seu perfil. Assim, se y(x) € esta curva geratriz, de acordo com a

figura 21, tem-se que

A1/2

Asuperf. de revol. = 2n XV 1+ (dy/dx)zdx . (51)

@ ®)

Fig. 21: (a) curva geratriz. (b) superficie de revolugdo.

21 Mesmo neste trabalho as interfaces ndo planas sdo referidas como morfologias instaveis. Isto deve ser
entendido como morfologias que surgem quando a solugiio plana (objeto da analise para obtencgéio do
critério aqui apresentado) ¢ instdvel. Porém, se surgem dendritas, e estas perduram durante a
solidificagdo, dendritica é a morfologia estavel.
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A exemplo do modelo proposto por Kurz e Fisher (1981), no presente trabalho
as microestruturas de solidificagdo sfo substituidas por semi-elipsdides. Com isto, tem-

S€

M2 16 a* x?
A vol. = 2T X |1+ dx , 52
superf. de revol. J‘O \/ }\’z; (}‘21 _ X2) ( )

onde o semi-eixo menor da elipse € igual a A,/2, e, a é 0 semi-eixo maior, ou seja, o
comprimento da microestrutura conforme visto na se¢fo anterior.

As disposi¢des das células podem ser quadrada, hexagonal ou aleatéria,
conforme a figura 22 (McCartney ¢ Hunt, 1981).

(S

|

SONENORS
/

e e o

Arranjo quadrado Arranjo hexagonal

o ° ®
® ®
®
o
] o ®
Aleatério

Fig. 22: Distribui¢des das células.
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Assumindo que as células crescem num arranjo quadrado, deve-se adicionar a

superficie do semi-elipsdide a area plana correspondente aos espagos entre as células,

qual seja, A,,.. =) — A2 /4. O resultado & a 4rea total de cada perturbago,

it M7 16 a2 x?
A =[1-= |2 +2n x |1+ dx .
perturb. ( 4 ) 1 j \/ }\'2] ( )\'21 _ x2 X

0

Se a érea total de cada perturbagdio for adimensionalizada com a 4rea de uma
por¢do quadrada de lado A, de uma interface nio perturbada (plana), tem-se a area da

interface perturbada normalizada como segue:

M /2
A ‘ 2 2
Xpmbﬁ(l_%%%f x\/1+16>3a o & )

plana

Esta equag@o serd usada no presente modelo para caracterizar os efeitos de
instabilidade morfolégica de uma interface sélido/liquido, na solidifica¢do unidirecional
de ligas binarias no presente modelo.

Como um resumo, as tabelas 1 e 2 trazem, respectivamente, as equagdes obtidas
neste capitulo, e as incognitas do problema de solidificagdo unidirecional de ligas
binarias, considerando instabilidades morfologicas.

Tabela 1: Equagdes disponiveis para solugdo do problema de solidificagfo unidirecional de ligas bindrias,

considerando instabilidades morfolégicas.

Equagédo Numero

Difusio térmica:

o(ph) _ 8 (5 92) 29

T_Ey_ c Oy
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Tabela 1- cont.: Equagdes disponiveis para solugdo do problema de solidificag@o unidirecional de ligas '
binarias, considerando instabilidades morfolégicas.

Equagao Numero

Difusdo de espécie quimica:

202 (,p)

ot oy oy 36
Difusdo térmica através da interface:
dvVv |k, oh k oh
pAh; —+|—A —| =|—A 42
dt [c¢ “oyl. |c oy,
Difusdo de espécie quimica através da interface:
dv of of
p(fy —fs)——+|pDA, —| =|pDA, — 43
dt oy ¥ oy v
Entalpia na linha liquidus:
h;; =hy +mfj, 45
Entalpia na linha solidus:
hg; =h,, + mf}; — Ah; 46
Fator de parti¢3o de fases:
Kp = &
fl, 2
Condigdo de existéncia de uma interface sélido /liquido:
V.te'nnico — V.méssico 47
1 1
Espagamento primario:
A = oL ), 49
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Tabela 1- cont.. Equagdes disponiveis para solugdo do problema de solidificago unidirecional de ligas

binarias, considerando instabilidades morfolégicas.

Equacio Numero
Dimens3o longitudinal das estruturas:
a=y;(t)-y,(t) S0
Area da interface perturbada:
A, A2 2 2
.,penurb.z(l_g)+2_;t / « f1+162a 2x _dx 53
Aplana 4 }'l 0 ?\'l ()"1 —-X )

Tabela 2: Incégnitas no problema de solidificagdo unidirecional de ligas binarias, considerando

instabilidades morfologicas.

Incégnitas Simbolo

Campo de entalpia. h
Campo de concentragéo de soluto. f
Concentragdo de soluto no liquido junto a interface. £,
Concentragdo de soluto no sélido junto a interface. fsi
Entalpia do liquido junto a interface. hy;
Entalpia do sélido junto a interface. hg;
Velocidade de avango da interface, ou, o intervalo de tempo necessario

para que a interface de solidifica¢do avance um determinado espago. Vi
Espagamento primario. A

Dimens&o longitudinal das estruturas.
Aumento relativo da drea da interface perturbada.
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///5’/00“0/0;/0 o€ Solgdo

Na secdo anterior foram apresentadas as equagles associadas ao problema de
solidificagfo direcional de ligas binarias considerando instabilidades morfolégicas.

Neste capitulo serd apresentada ma metodologia numérica de solugdo deste
conjunto de equagdes, baseado no modelo desenvolvido por Vielmo (1993).

As equages validas para as regiGes ocupadas pelas fases liquida e sélida sdo
discretizadas da maneira usual, segundo o método dos volumes finitos, com uma
formulagdo implicita para os termos transientes. A integrago das equagdes diferenciais
a partir do método dos volumes finitos é detalhada no apéndice B. O sistema de
equagdes algébricas provenientes desta discretizagdo ¢ resolvido via TDMA (Patankar,
1980). '

Deve-se registrar apenas que os coeficientes algébricos usados para os volumes
de controle no sélido e no liquido, adjacentes a interface, sdo obtidos de maneira a
contemplar a alteragdo com o tempo da area da interface no célculo das resisténcias
equivalentes de difusdo. Estas resisténcias serdo definidas adiante.

Para tratar a descontinuidade na entalpia e concentragdo entre as fases, foi
desenvolvida uma metodologia numérica que permite obter um sistema de equagdes
algébricas para todo o dominio, possibilitando resolver as equagdes de conservagio de
energia e de soluto para a regido liquida e sélida de uma unica vez, diferentemente do
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proposto por Vielmo (1993). Para isto, a malha € atualizada a cada avango da interface,
€ 0 que no tempo anterior era um unico volume de controle (VC) inteiramente liquido e
vizinho a um volume bifasico, decorrido At, é subdividido em dois volumes de controle

com a redefini¢éo da malha computacional.

*9 *9
*3 7 hio
e - s
o5 5
tempo t tempo tAt

Fig. 23: Face itinerante de volume controle e nds coexistentes.

A figura 23 ilustra o avango da interface, quando o sexto VC estd sendo
solidificado no tempo t. Conforme observado, a interface repousa no centro do VC.
Assim, prescreve-se neste volume uma face que simula a existéncia da interface. Ja que
os fluxos através da interface sdo obtidos a partir de equagGes proprias, esta face tem a
fungfio de fazer com que os pontos nodais coexistentes (sexto e sétimo no tempo t do
exemplo) ndo sintam a presenga um do outro. Ou seja, ela € impermeavel, quando o
problema massico estiver sendo resolvido, e isolada, se o problema for o térmico. Assim
a fase liquida enxerga a interface com entalpia e fragdo de soluto de acordo com o
diagrama de fases, o mesmo acontecendo para a fase sélida.

No tempo t+At, a interface avanga para o VC seguinte mediante a reconfiguragéo
da malha. Uma inconsisténcia poderia haver na atribui¢do das propriedades do VC
quando a malha ¢ alterada. Voltando a configuragdo referente ao tempo t+At da figura
23, poderia haver divida em relagéio ao valor da entalpia (ou fragdo de soluto) a ser
atribuida ao ponto nodal 7 para o tempo t, quando a equagio algébrica associada a este
VC fosse resolvida. O fato, porém, € que este valor ndo importa, uma vez que a entalpia
(ou fragdo de soluto) para os pontos 7 € 8 ndo é calculado pelas equagdes algébricas,
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mas pelas equagbes de conservagdo na interface. Estes valores sdo impostos aos
volumes de controle 7 ¢ 8 através dos termos fonte. Para entender este procedimento

basta evocar uma equag@o algébrica tipica que possui a seguinte forma (ver apéndice B),

t+At

(ay +ag +a, —S,AY)0p " =ay 0y + agds +ScAy +apdy . " (54)

Fazendo entdo S, =10%¢, e S, =~10", onde ¢; é o valor que se quer prescrever no

volume de controle, e E ¢ um nimero suficientemente grande tal que 10E —o0, todas as

parcelas da equagio 54 tornam-se despreziveis, exceto as que contém Sc e Sp, € ¢y
assume o valor desejado ¢,.

A discretizag@o do dominio € feita de acordo com a figura 24, onde jg; € j;; sdo
os dois pontos nodais que coexistem numa mesma posi¢do. Malhas variaveis, com
concentragdo maior de volumes nos extremos do dominio, onde ocorrem os transientes

inicial e final, também foram usadas.

M *
M-1 °
M-2 .
Jyi+l ¢ - 1.
liquido . . Ay O
Jai- Jy s L Li 8 .=
s6lido SoL Ays; 8y, %i=0
. 1
Jsi-1 d -
3 . —_
ry,
2 * Y, T8
1 _ * % dy =Ay=0

Fig. 24: Discretizagiio do dominio de solugdo.
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Os fluxos através da interface sdo considerados separadamente através da
discretizagdo das equagdes de conservagdo validas para um volume de controle que
contém a interface, o VC interfacial. O tratamento da interface comeca com a
caracterizag@o deste VC interfacial. Para tanto, extracm-se os dois VC's identificados
pelos pontos nodais jg; € j; da discretizagdo apresentada na figura 24. Tais volumes sdo
entdo tratados como um VC tnico, particular, conforme mostrado na figura 25.

T oN Ayn
5yn n £
liquido . p . ‘
solido g ! d (Ay,, +4ys;) = Ayp : VC interfacial
%! s 1
K oS Ayg

Fig. 25: Caracterizagdo de um VC que contém a interface.

A discretizagdo das equagdes validas para o VC interfacial é feita considerando
que a interface fica estaciondria no centro do VC durante o intervalo de tempo At
necessario para a interface viajar da face sul a norte do VC interfacial (Vielmo, 1993).
Assim, a equagdo discretizada, obtida a partir da integragdio da equacio 40 que
representa o balango de energia valida para o VC interfacial, pode ser escrita como

K hy —h,. hg; — h,
O

Ys

Do mesmo modo, com a discretizagdio da equagdo 41, o balango de soluto no volume de

controle que contém a interface torna-se

AV

N — g - £
p = (8 - fui) + (1K, )+ (8 —fé“‘“)]+pDLAi%;—“—) - stAigi;)y—S) . (56)

n S
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Nas equagdes 55 € 56, A, é a area da interface, por onde se considera que ocorram as
trocas difusivas, e AV (= Ay, A, = Ayp A;) é o volume do VC interfacial. A, € a area
da face norte (face n da figura 25) do VC interfacial, e A, ¢ a 4rea da face sul (face s da
figura 25). Quando a interface é plana, A; = A =A..

Considerando equilibrio termodindmico local e definindo resisténcias difusivas

para os potenciais térmico e massico, as equagdes 55 e 56 podem ser reescritas como

Ay . 1 1
p-A—:(h;’_h;’m)-‘"k_t(hN_hLi)zﬁ(hSi_hS) 57)
Ay . 1 |
p-A—tP(f;—f; A')+R_£(fN_fLi)=R_§(fSi_fS) . (58)

Nas equagdes anteriores, R}, RY, R] e R sdo as resisténcias difusivas equivalentes,
definidas como segue:

-1
Ay, +Ay,)| k, A,
R}i:( Y YP) Xp Dipertud | (59)
2 CL Aplana
. -1
RP = (AYS"'AYP) l(iAi,perturb (60)
® 2 CS Aplana ,
(ay  +ay,) ] - AT
+ .
R{‘-: YN2 YP I:PDL |,perturb:| , (61)
' plana
(Ayc+ay) A T
+ .
R = YSz Ye [st A’W‘““’] . (62)
plana
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Quando a interface estd no primeiro e no ultimo VC, as equagdes das resisténcias
devem incluir as respectivas condig¢des de contorno. Assim, para estes casos tem-se:

-1

Ay U k Ai, ertur! o~
Hmmw=7fk:;fxif} (convecgdo), (63)
§|Pn,meim e ® (impermeével), (64)
Lpinove > (isolado), (65)
{‘lUltimo v —>© (impermeavel). (66)

As resisténcias difusivas anteriores poderdo ser obtidas mesmo se houver

instabilidade morfoldgica, uma vez que o termo (A, .. / A,p,) © permite. E esta ¢

plana
uma das contribuigdes do presente trabalho.

A razdo entre as areas que aparece nas defini¢des das resisténcias difusivas pode
ser pensada como uma densidade superficial de area, que inclui os efeitos da interface
perturbada nos balangos do VC interfacial.

A razio (A /A ,..) € obtida da equagédo 51, ou seja,

i,perturb plana

A ) 2 2
i,perturb. 2(1_2\)4.2—? J. X 1+162a 2x 2 dx.
A 4) X Jo A (K -x7)

O espagamento primdrio (A,) que aparece na equagfo anterior vem da teoria de
estabilidade linear apresentada no capitulo 3 (equagéo 48):

M:%m&_ (48)
T

Tem-se ainda que,
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7"5 =T (67)

onde o € araizde §'(®), a derivada segunda em relagdio a » de §(®) (apéndice A).
Combinando as equagdes 48 e 67, tem-se

Ay =—L. (68)
Og

Neste trabalho foi usado o método da secante para obter a raiz da equagdo

&' (w). Desta forma o é obtido iterativamente por

o — mk—l C"(mk)_wk g"((’ok—l) . (69)
§"(©,)-§"(®,.,)

Uma das contribui¢cdes do trabalho de Vielmo, adotada aqui foi o uso das
equacdes (57) e (58) para obter expressdes explicitas para o intervalo de tempo
necessario para a interface percorrer o VC interfacial. Com isto tem-se néo s a posigéo
da interface, y; , em qualquer tempo, mas ainda pode-se usar a condigdo
ytemico — yrméssico. para equacionar uma das propriedades da interface. No caso, optou-se
por obter a concentragéo da interface no lado liquido, fj ;.

Isolando At das equagdes (57) e (58) tem-se, respectivamente,

A ht _ht+At
At = P yp( G ) ] (balango de energia), (70)

At = (balango de soluto). (71)
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térmico __ y7ymassico
yymieo = v

Para atender a condicdo , iguala-se as equagdes (74) e (71),

resultando em

(h;, _h;:At) _ (fl: _f}t)+At) -
I:L(hu —hN)+%f(hSi —hg ):I [%(fu - fN)"‘%(fSi - fs):l
s _

L S

As equagdes 43, 44 e 2, repetidas abaixo, permitem obter h;;, hg ef; em
fungdo de f;:

h; =hy+mf,, (43)
hg;, =h,, + mf,, — Ah, , (44)
f = Kpfy; . 2

Estas expressoes sdo usadas na equagéo 72 para obter f;;, em funggo dos valores
disponiveis para a fragdo madssica e entalpia nos pontos nodais norte, sul, € no instante
de tempo t (f, hy, fg, hg, f € ht), de acordo com a figura 25.

Em relagdo as propriedades fi*At ¢ ht*At) requeridas na equagdo 72, Vielmo as
obtém usando uma interpolagdo linear entre as propriedades na interface, posicionada na
face norte, e do vizinho proximo na fase sélida. No presente trabalho considerou-se que,
com a passagem da interface, o VC interfacial ¢ deixado no estado sélido saturado. Ou
seja, ¢ =¢ (¢ podendo ser h ou f, dependendo da equagdo que estd sendo
resolvida). Note-se que esta considerag@o ndo restringe nenhuma parcela de energia (ou
massa) do dominio como um todo, apenas considera que At é o tempo necessario para
trazer o VC de um estado de liquido superaquecido a sélido saturado, de forma que os
balangos globais continuam sendo observados. No capitulo 6 serda mostrado que tal
pratica ndo conduz a diferengas em relagdo ao modelo de Vielmo.

Do exposto, todas as varidveis no VC interfacial podem ser escritas como

fungdes lineares de fj ;. Desta forma, a equagédo (72) pode ser reescrita como

(M fy; +B,)(M,fy; + B,) = (M,fy; + B))(M, £, +B,) =0, (73)



onde M, e B, (k=1,...,4), sdo obtidos através de,

B, =h, —hy +Ah, ,

M] ____(th—hE) =-m,

E

f f,

L S

1 K

M =Rt RE
L S
B,=f;,
M, =-K,,

— (hy —hy) +(hM —Ah; —hy)

B
‘R Rg

b

_ m
4T T T TR —ho»
(Ry +Ry)

hg —h,,
f,
A equagdo (73) pode ainda ser escrita como

eonde m =

(M1M2 - M3M4) fLi2 + [(Ble + BzMx) - (B3M4 + B4M3)] fLi + (B1B2 - B3B4) = 0,

cuja raiz fisicamente aceitavel €

59
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_—b+Vb’-4ac

2a

fui (74)

Com a, b e c sendo
a=MM,-MM,,
b=(BM, +B,M,)-(B;M, +B,M,),
c=B,B,-B,B, .
De posse de f};, pode-se usar as equagles 43, 44 e 2, para obter as demais
varidveis da interface: h;;, hg;, f;;. Assim, todas as propriedades do VC interfacial, €
ainda At, estdo determinadas em fungfo dos campos térmico e massico obtidos para as

fases solida e liquida.
Como resumo, a tabela 3 traz as equagdes principais para solugio do problema.

Tabela 3: Principais equag¢des para a metodologia de solug@o no presente modelo.

Equagéo Numero
(ay +ag +a, —SpAy)hy™ = ayhy +aghg +S Ay +ajh}, 53, com ¢=h
ay +ag +ab —S,AY)fM = a f +a.f, +S.Ay +a\f! 53, com ¢=f
N S P P P NN S8 C PP

A t_ atHAt
At = P YP(¢P P ) . ¢:houf 70, 71

[Rit(q»u o)+ o —¢s>]




Tabela 3 - cont.: Principais equag¢des para a metodologia de solug3o no presente modelo.

Equagdo Numero
-1

R! = (AYN +AYP) k_LAi,penurb:’ 59

L

2 cL Aplana
-1

Rh = (AYS + AyP) £§_ Ai,perturb 60

: 2 cS Aplana -

-1
(Ay +AyP) Ai erturb

Ri=— pD, — " 61

- 2 - Aplana

-1
f _ (AYS + AYP) p Ai,perturb 62
- 3

: 2 Aplana
A. 2 2 2
= =(1—§)+i—f X x\/1+16k2a (73X—xz) dx 52

plana 1 1 1
A = —L 68
Oy :
®,., =(’3k—1"§ ((Dk)"'('”k'c (04) 68
&"(w,)-C"(®,,)

a=y; =Y 49
£ _ —b++b*—4ac 24
Li =

2a

h;; =hy —mf; 44
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Tabela 3 - cont.: Principais equagdes para a metodologia de solugfo no presente modelo.

Equagdo Nuamero
hg, =h, —mf,, - Ah, 45
fs = Kefy . 43

O conjunto de equagdes apresentado na tabela 3 é resolvido de acordo com o

algoritmo abaixo:

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

15

As condigdes iniciais sdo estabelecidas, € valores para At e f|; séo arbitrados;

A malha ¢ definida atualizando a posi¢do da interface, e armazenando as variaveis
do tempo anterior;

Os termos fontes do problema da entalpia sdo definidos de forma a prescrever as
propriedades da interface;

Os coeficientes algébricos da equagdo 54 (com ¢ = h) sdo calculados;

As condig¢des de contorno para o problema térmico sdo estabelecidas;

O sistema de equagdes algébricas (equagdo 54, com ¢ = h, para cada VC) é resolvido
via TDMA, obtendo o campo de entalpia;

Os termos fontes para o problema do soluto sdo definidos de forma a prescrever as
propriedades na interface;

Os coeficientes algébricos para as equagGes discretizadas do problema madssico
(equag@o 54, com ¢ = f, para cada VC) sdo calculados;

As condi¢Ges de contorno para o problema massico sio estabelecidas;

O sistema de equagGes algébricas (equagdo 54 com ¢ = f, para cada VC) € resolvido
via TDMA, obtendo o campo de fragéo de soluto;

As equagdes 73, 43, 44, 45 ¢ 70 (ou 70), sdo utilizadas para obter, respectivamente,
fiis fs, hy;, by, fg, At

Se f,;, h, e f convergiram, ir ao passo seguinte. Sendo, voltar ao passo 3;

Obter o4 como a menor raiz de {"(w ) pelo método da secante (equagéo 68);

Obter A, através da equagdo 67, € A, enumy/Apiana 1tegrando numericamente a
equagdo 52;

Verificar se a area da interface convergiu, e/ou se os balangos estdo suficientemente
satisfeitos, caso contrario, voltar ao passo 3;

. Incrementar o tempo;
16.

Se ainda houver liquido (y; < H), voltar ao passo 2, caso contrario, fim.



J

Vonaagdo aa Melodologia

5.1 - Introdugdo

Para validagdo da presente metodologia foram simulados alguns casos limites
para os quais existem solugdes disponiveis, e também foram feitas compara¢Ges com
resultados experimentais.

Estes testes sdo agrupados em duas seges. Na primeira sdo apresentadas
valida¢des para os perfis de entalpia, de soluto, e para a velocidade de avango da
interface. Trés testes foram realizados: 1) Liga eutética e difusividades térmicas altas; 2)
Auséncia de soluto (substincia pura), 3) Comparagéo com a solugdo analitica para o
perfil de soluto disponivel para o transiente inicial.

Na segunda se¢do o enfoque é voltado para a validagdo da analise de
estabilidade, através da comparagdo com resultados experimentais obtidos para a
microestrutura por Young e Kirkwood para a liga Al-Cu (extraidos de Kurz e Fisher,
1981).
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5.2 - Comparagdo com o modelo de Vielmo

Embora o presente modelo seja originario daquele desenvolvido por Vielmo,
existem diferengas na metodologia de solugdo. Foi introduzido um esquema numérico
que permite o calculo dos campos de temperatura e de soluto em todo o dominio
(liquido e sdlido) apenas com um conjunto de equagdes discretizadas. Fez-se entio uma
verificagdo da validade do presente modelo em relagdo ao de Vielmo, aproveitando
resultados publicados em sua tese de doutorado (Vielmo, 1993). Os resultados em
consideragio referem-se a dois casos de solidificagio de um corpo de comprimento H,
de uma liga Pb1%Sn, inicialmente no estado liquido com temperatura T, e resfriada com
um coeficiente global de troca de calor U, cujos valores estdo indicados na figura 26
abaixo, onde a abcissa € a posigdo da interface adimensionalizada com o comprimento
do corpo, e a ordenada é a velocidade adimensionalizada de avango da interface. O
grupo adimensional V,H/o é o nimero de Peclet para o avango da interface. Na figura
26, Ty, € a temperatura de solidificagdo do chumbo puro. A temperatura usada para o
fluido refrigerante foi 20°C. As propriedades termofisicas utilizadas no presente
trabalho estdo relacionadas no apéndice C.

Os resultados demonstram a boa concordincia entre a presente metodologia e
aquela desenvolvida por Vielmo.

30,00
Pb 1%Sn, H=lcm, T;=1,05 T,

25,00

Vielmo Presente
(1993) trabalho
20,00
* ————  Us=5x10* WimK
ViH
g O — —  U=5x10° WK

15,00

10,00

5,00

TN S N S0 TS TN S N ST N S S N R W B W A

0,00 L L R R RN R R NN
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

i
H

Fig. 26: Comparagdo com os resultados de Vielmo (1993).
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5.3 - Testes para os campos de entalpia e de soluto, e para a velocidade da
interface.

5.3.1 - Liga eutética, difusividades térmicas altas

Neste teste o modelo computacional desenvolvido no presente trabalho sera
comparado com uma solugdo analitica obtida para uma situagdo simplificada. Para tal,
as condutividades térmicas da regido liquida e sélida (e assim as difusividades) sdo
feitas suficientemente grandes. Além disto a liga assume a concentra¢do eutética, f, e
portanto muda de fase na temperatura eutética, Tf.

Para facilitar a obteng@o de uma solugdo para o problema térmico, a condigio de
contorno em y = 0 foi modificada. Assume-se temperatura prescrita T,, (h,, = T,cg) na
face onde ocorre a troca de calor, o que equivale a dizer que o coeficiente global de
transferéncia de calor, U, é muito alto. Sem perda de generalidade, esta condigio de
contorno sera usada nos dois testes que seguem.

A distribui¢io de temperatura no material é governada pela equagio diferencial

Para altos valores de a, vé-se que da equagio anterior que 9°T/dy’ — 0,
conduzindo a um perfil linear para a temperatura. v
Assim, pode-se escrever que o fluxo de calor a ser retirado pelo fundo do

reservatorio € dado por

l(s (TSi — Tw)
Yi
Assumindo que o liquido estd na temperatura eutética, e como a capacidade

q"=

térmica do sélido foi ignorada, todo o calor retirado pelo fundo do reservatério sera

utilizado na mudanga de fase. Pode-se escrever entdo que

B n, .
Yi dt
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Integrando a equagéo anterior, obtém-se

__ P Ah Y_.z _ __PicsAh, Y_.z (75)
ks(Ts.' —Tw) 2 ks(hSi —hw) 2’

com hg, = hy — Ah,.

A equagdo 75 fornece a posi¢do da interface de solidificagéo ao longo do tempo.
O modelo analitico explorado anteriormente sera agora comparado com o modelo
numérico da dissertagdo. Resultados obtidos pelos dois modelos para a distribui¢do de
entalpia no material, avango da interface de solidificagio e velocidade da interface de
solidificagdo serdo comparados nas figuras subseqiientes. As expressdes analiticas para
tais grandezas serdo resumidas a seguir.

Distribui¢fo de entalpia:

hg, —h
h(y,t)= b‘——L)whw ,  O0<y<y,
yi(t)
h(y,t)=hg, yi<y<H.
Avango da interface de solidificaggo:
pLCsAD, _)i

t= .
kg(hg —Ah, —h,) 2

Velocidade da interface de solidificagdo:

Vv, = gi—: kS(TSi _Tw) — kS(hs,' _hw)
Yoodt pLAh;y; pLCsAhy,

No caso de p; =ps =p, tem-se

ViH — kS(hSi "hw)
s Ah; (y;/H) '

Para comparagdo serdo utilizadas as propriedades da liga Pb-Sn. No modelo
computacional os valores das difusividades térmicas og e o serfio considerados
infinitos. Foi simulada a solidificagdo de um corpo com H = 1cm, para T,, = 0°C.
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As figuras 27, 28 e 29 apresentam a comparagio entre 0 modelo computacional
do presente trabalho e a solugdo analitica. Conforme pode ser observado nas figuras, a
concordéncia entre os resultados é excelente. ‘

4,00E+4 —
Sélido = Liquido

|
|
I
|

po—e—o—o—o

3,00E+4 —

O Presente modelo

Solugdo analitica

h (J/kg) 2.00E+4 —|

1,00E+4 —|

|
1
i
'
¢
(
(
I
I
I
|
|
!
Il
I
(
I
I
|
|
|
i
i
t
I

0,00E+0 ooo—o—oo—o—o—o oot
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1,0
y (m)
Fig. 27: Distribuigio de entalpia para liga eutética e difusividades térmicas altas, para t = 9x10-28s,

2,00E-27 —
1,60E-27 — o]
—— Solugdo analitica
_ O  Presente modelo
1,20E-27 —|
t(s) 7
8,00E-28 —|
4,00E-28 —
0,00E+0 —4 T T T T T | T T T I
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

¥, (cm)

Fig. 28: Posig#o da interface em fungfio tempo para liga eutética e difusividades térmicas altas,
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20 —
1.6 —
i — Solugo analitica
1,2 — O Presente modelo
V.H
Og
0,8 —
04 —
0,0 T I T 1 T l T { T ]
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig 29: Velocidade normalizada da frente de solidificagio
para liga eutética e difusividades térmicas altas.

5.3.2 - Substéncia pura (solugdo de Stefan)

Neste teste simula-se a solidificagdo de um metal puro fazendo a concentragéo

inicial nula. Com esta imposigo, e tratando ainda do caso de liquido saturado, tem-se

hI=hM=hLi s
hSith_Ahf3
fLi=f8i=0

Portanto, todas as propriedades na interface sdo conhecidas. Este problema tem
solugdo analitica (problema classico de Stefan?2, citado por Vielmo, 1993) e o perfil de
entalpia no sélido € dado por

22 Stefan, J. Ueber die Theorie der Eisbildung, inbesondere iiber die Eisbildung im Polarmeere, 4nn.
Phys. u. Chem. (Wiederann) N.F. 42, pp 269-286 (1891).
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h(y,t) =h,, +(hg —h,)erf(B)/erf(Q), 0<y<y, (76)

h(y,t)=hy=h,, y,<y<H, (77)

com B=y/2 o, Q=y,/2,Jast, h, =h(y=0,t)=c,T,, onde a  é a difusividade
térmica do solido; erf() € a fungdo erro do argumento entre paréntesis.

A partir do balango de energia em um elemento discreto de volume que contenha
a interface, pode-se obter o incremento de tempo At necessario para solidificar este VC.
E, por conseguinte, tem-se o tempo t a ser usado na equagio acima.

Como se trata de liquido saturado, h;; = h, = h,,, onde os sub-indices N e Li
referem-se aos pontos indicados na figura 25, e M refere-se ao ponto de fusdo do metal
puro.

O balango de energia no VC que contém a interface ¢

=k_s(hSi _hs).

Ay
=y ht _ ht+At
P At ( ) cs  dys

Considerando que h*** =~ hg, = h,, — Ah,, obtém-se

pAy Ah,

At = - (78)
kg (hy —h; —hs)
Cps dys
Integrando a equagdo 78 de y; = 0 em t = 0 até o instante t, tem-se
Y -1
t= pcSAhf [(hM - hf - hS)] dy . (79)
kg dys

0

Note-se que hg € dado pela equagdo 76, para y =y, ~8y,. Em fung¢io disto, a equagéo
79 foi resolvida mediante uma integrag@o numérica.

As equagdes 76, 77 e 79 sdo as solugdes analiticas para a distribui¢do de entalpia
e o avango da interface de solidificagdo para o caso de auséncia de soluto (metal puro) e
liquido saturado. Esta solugdo foi comparada com os resultados obtidos pelo modelo
computacional do presente trabalho na simulagdo da solidificagdo do chumbo, com
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H =1cm, T, = 20°C. Uma comparagéo entre os resultados é apresentado nas figuras 30
e 31, em que pode-se ver a excelente concordancia entre as duas solugdes.

6,00E+4 T
< *—o-—0—0—0
4,00E+4 —]
h (J/kg) J
2,00E+4 —
t=19,38s
@  Presente modelo
Solugdo analitica
7 t=84,64s
<& Presente modelo
—— Solugio analitica
0,00E+0 —* ; I . I . | ' ’ , |
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

y (cm)
Fig. 30: Perfis de entalpia para dois instantes de tempo.

160,0 —
1200 — O  Presente modelo
" —— Solugdo analitica
t(s) 800 —
40,0 —|
0,0
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

y;(em)

Fig. 31: Posigdo da interface a cada tempo
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3.3.3 - Comparagéo com a solugdo analitica para a distribui¢do de soluto no
transiente inicial

Smith, Tiller e Rutter?3, citados por Vielmo (1993), obtiveram uma solugdo
analitica para a distribui¢do de soluto vélida para o transiente inicial de solidificagdo,
conforme discutido na segdo 1.3. Esta solug@o analitica foi obtida para difusividade
massica nula no sélido. Embora os autores tenham considerado que a interface avanga
com velocidade constante, para a comparagdo com a metodologia numérica
desenvolvida neste trabalho fez-se uso de valores instantaneos da velocidade. A solugdo
analitica para a concentragdo de soluto obtida por Smith et al é

£, = f2—1{1 + erf(%—) +(2Kp —1) exp[-K,(1-K,;)Q*] erfc[%_—l) Q]} (80)

onde Q=,/Vy,/D, . Como a difusdo massica no solido foi ignorada, esta expressio
fornece a distribuigéo no sélido em qualquer tempo.
A figura 32 apresenta uma comparagdo entre a solug@o analitica dada pela

equacgdo 80 e o presente modelo para a solidificagdo de uma liga Pb1%Sn, com Dg = 0.
Fez-se ainda U = 5x10¢W/m2K, T, = 20°C, e assumiu-se liquido saturado.

3.80E-3 —
3.60E-3 —

f 3.40E-3 —|

— Smithetal (1955)
< Presente modelo

3.20E-3 —|

la

3.008-3 L e A L
0.00E+0 4.00E-8 8.00E-9 1.20E-8 1.60E-8 2.00E-8

y (m)
Fig. 32: Distribuig#o de soluto. Transiente inicial.

23 Smith, V. G., Tiller, W. A., Rutter, J. W. A Mathematical Analysis of Solute Redistribution During
Solidification, Canadian Journal of Physics, v. 33, pp 723-745 (1955).
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Conforme observado na figura anterior, hA uma boa concordincia entre a
solugdo analitica ¢ a numérica.

5.4 - Microestrutura de solidificagdo (validagdo da andlise de.
estabilidade)

Uma comparagdo entre os resultados para o espagamento primario, A, obtidos
pelo presente modelo e os valores experimentais de Young e Kirkwood?* apresentados
por Kurz e Fisher (figura 12, 1981), pode ser vista na figura 33. Deve-se atentar,
principalmente, que os resultados computacionais seguem a mesma tendéncia dos
resultados experimentais. Na figura 33 sdo incluidos também resultados teéricos obtidos
por Kurz e Fisher (1981). Este ultimo foi apresentado sucintamente no capitulo 2
(equagdes 20 e 21), ¢ € um dos modelos tedricos mais recentes disponiveis para
predigdo do espagamento primédrio em fungdo da velocidade da interface, V,, e do
gradiente térmico no liquido junto a interface, G| .

Os resultados da figura 33 foram obtidos para diferentes condi¢des iniciais e de
contorno. Tais valores sdo apresentados na tabela 4. Isto foi necessario pois os dados

experimentais disponiveis s3o referentes a um valor constante para G;. No presente

modelo computacional o valor de G, ¢é obtido da solugdo das equagdes de transporte, de
forma que ndo se pode arbitra-lo constante ao longo da solidificagdo. Assim, para cada
simulagdo com o Al2,4%Cu, foram extraidos dos resultados aqueles valores de Vj e A,

correspondentes a G| ~2,7K/mm, que € o valor para o qual os dados experimentais
eram disponiveis (figura 12 de Kurz e Fisher, 1981). '

A melhor concordéincia entre os resultados experimentais € o presente modelo
em relag@o ao de Kurz e Fisher, deve-se principalmente a solugfo do conjunto acoplado
de equagdes, permitindo obtengdo de valores instantianeos (dependentes do tempo) para
as diversas grandezas. Estes valores instantdneos aplicados a teoria de estabilidade de
Mullins-Sekerka e Langer e Muller-Krumbhaar, permitiu caracterizar melhor a
dependéncia temporal da morfologia da interface em relagdo a campos arbitrariamente

assumidos constantes, usuais nos modelos tedricos disponiveis para a microestrutura.

24 Young, K. P. Kirkwood, D. H. Metall. Trans. A. pp.197 (1975).
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Fig. 33: Resultados para a microestrutura de solidifica¢do do Al 2,4%Cu.

Tabela 4: Condigdes iniciais e de contorno usadas na obtengao
dos resultados da figura 33. Cada linha refere-se a um
ponto do grafico na ordem crescente da velocidade.

U &W/m?°C) T inicial (K) T °C)
0,8 1,40 Tm 20
0,9 1,45 Tm 20
0,9 1,40 T 20
0,8 1,30 Tw 20
0,9 1,25 Tm 20
1,0 1,25 Tw 20
1,1 1,25 Tm 20
1,2 1,25 Twm 20
1,4 1,20 Tw 20
1,6 1,20 T 20
1,8 1,20 T 20
2,0 1,20 Tw 20
2,2 1,20 Tm 20
2,4 1,20 Tw 20
2,6 1,20 T 20
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5.5 - Conclusdo

Com as comparagdes apresentadas anteriormente concluiu-se que o modelo é
eficiente na solug@io da solidificag@io direcional de ligas binarias hipoeutéticas, mesmo
quando instabilidades morfologicas estdo presentes.

As limitag¢des do modelo s@o aquelas discutidas no capitulo 3, e a principal € que
ele ndo se aplica quando a convecgdo € importante.

Tendo validado o modelo computacional, alguns casos genéricos de
solidificagdo wunidirecional de ligas Al-Cu foram simulados. Tais casos serdo

apresentados no proximo capitulo.



4

resullodos e Liscussoes

v Neste capitulo s3o apresentados alguns resultados utilizando o modelo
desenvolvido anteriormente. Em todos os casos explorados a temperatura do fluido
refrigerante da pega a ser solidificada foi mantida em T, = 20°C e a liga estudada ger4 o
Al-Cu, cujas propriedades termofisicas usadas estdo relacionadas no apéndice C. O
coeficiente global de transferéncia de calor, a composi¢do da liga, bem como a
temperatura inicial do material s@io variados parametricamente. A altura do reservatorio,
H, também ¢ mantida constante e igual a 5 cm. 4

Conforme foi discutido no capitulo 2, h4 uma concordancia entre os autores de
que o espagamento primdrio, A,, pode ser obtido em fung¢3o da velocidade de avango da
interface, V;, e do gradiente de temperatura no liquido adjacente a interface, Gj,

segundo a expressdo
A =C(GD™ (V)™ 17

onde C, m e n sdo constantes positivas, para cujos valores ndo ha uma concordincia
geral. Hunt?3, citado por Biloni (1982), atribuiu m = 0,5 e n = 0,25. Estes valores estdo
de acordo com o modelo de Kurz e Fisher (1981), cujo resultado para o Al2,4%Cu e

G| =2,7K/mm, foi apresentado na figura 32, em comparagfo com o presente modelo.

25 Hunt, J. D. In: Solidification and Casting of Metals, The Metals Society, London (1979).
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Os resultados para a microestrutura sfio apresentados na figura 34. Esta figura

indica um crescimento acentuado do espagamento primdrio para baixas velocidades de

avango da interface solido/liquido.

1,00E+0

N (mm)

1,00E-1

Fig. 34: Espagamento primério na microestrutura de solidificag@io do Al 2,4%Cu.

*
O

Al2,4%Cu - G = 2,7K/mm

Young e Kirkwood (1975) - Exper. o

Presente modelo *

1,00E-2

T T IIIIIII T T T 1

1,00E-1

T TT

1,00E+0

Os resultados experimentais indicam a tendéncia monot6nica decrescente do

espagamento primario em fungdo de V; e de G, segundo uma fungdo que corrobora

qualitativamente os modelos tedricos propostos (Biloni, 1992). Sendo assim, pode-se

afirmar genericamente que, mantendo G constante, quanto maior a velocidade de

solidificagdo menor serd A,, e quanto menor a velocidade de solidificagdo maior serd A,.

Note-se, porém, que tanto A, —> o quanto A, - 0 caracterizam uma interface plana

(figura 35). Com isto conclui-se que existem dois regimes de interface plana nos

sistemas reais: baixas velocidades de crescimento, quando as células ainda ndo se

estabeleceram, e altas velocidades, quando hé dendritas, porém em escalas muito

pequenas. Assim, espera-se que para valores altos do coeficiente de troca de calor, o que-
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implica em altas velocidades de crescimento, a interface se torne plana, o mesmo
ocorrendo para o extremo oposto. Este comportamento € corretamente predito pelo
presente modelo, conforme pode ser visto na figura 36. Nesta figura nota-se que,
aumentando o coeficiente global de troca de calor, U, a area tende a aumentar até um

certo limite, tornando a diminuir mesmo para U crescente.

}.1 > 00 }\'1—)0

Fig. 35: Limites opostos que configuram interface plana.

Na maioria dos processos de solidificagdo em condi¢Bes usuais ocorrem
instabilidades morfolégicas, com a formagéo de células ou dendritas. Isto também pode
ser notado na figura 36 26, onde para todos os coeficientes globais de troca térmica
usuais houve aumento na area da interface. Nesta figura, a inclinagdo maior no inicio e
no fim do processo devem-se & taxas de variagdo mais acentuadas, nos transientes inicial
e final, tanto do espagamento primario quanto da amplitude das células/dendritas.

O superaquecimento inicial da liga parece ndo influenciar significativamente a
formagdo das estruturas de solidificagdo, para taxas de resfriamento suficientemente
altas, conforme pode ser observado na figura 37. Isto ocorre porque ao longo do
processo de solidificagéio ha a retirada de calor sensivel da regido liquida, de tal forma
que o gradiente térmico na frente da interface diminui, podendo inclusive tornar-se nulo.
A partir dai, a microestrutura nio mais sofre a influéncia do superaquecimento.

E bem conhecido (Kurz e Fisher, 1986) que uma vez estabelecido o espagamento
primario, este se mantém aproximadamente constante durante a solidificagdo. Isto é
confirmado pelo presente modelo (ver figura 38). No inicio do processo, sem abordar a
ocorréncia de nucleagGes equiaxiais junto a parede, a interface € necessariamente plana
(A, > ). A partir de uma certa distincia da superficie resfriada ha o crescimento de
estruturas celulares que mantém um espagamento aproximadamente uniforme ao longo

da solidificag&o.

26 Na figura 35, e nas seguintes, T,, é a temperatura de fusdo do metal puro, no caso, o solvente da liga. O
valor de T,, ¢ apresentado no apéndice C.
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Fig. 36: Tendéncia 4 interface plana para os dois extremos da taxa
de troca de calor (e conseqiientemente da velocidade).
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Fig. 37: Variag8o da 4rea interfacial para diferentes graus de superaquecimento.
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Fig. 38: Distancia entre ramos principais de células e dendritas (espagamento primario).

Anteriormente afirmou-se que quanto maior o coeficiente global de transferéncia
de calor, maior ¢ a velocidade de solidificag@o. Este fato pode ser observado com o
auxilio da figura 39, ou, alternativamente, da figura 40.
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0,60 —
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3
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3
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T T 1 T I T T T T T T T T T l ¥ T T T

2,0 3,0 40 5,0

y; (cm)

0,00 —

TISaL:

o
=3
)

Fig. 39: Avango da interface.
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Fig. 40: Evolugdo temporal da interface.

Note-se que os perfis de velocidade da figura 39 apresentam oscilagdes no inicio
do processo de solidificagdo para todos os valores de U. O espagamento primario e a
area da interface sélido/liquido também apresentam tais oscilagGes, que sdo, na verdade,
origindrias de variagGes no perfil de fragdo de soluto (figura 41), o que, em principio néo
é esperado?’.

Dependendo do superaquecimento inicial, tais oscilagGes n3o sdo observadas.
Isto fica claro na figura 42, onde se verifica que, quanto maior o superaquecimento
inicial, mais acentuadas foram as oscilagGes na velocidade (e portanto da distribuig¢do de
soluto). Como o superaquecimento, para uma mesma temperatura inicial, depende
também da concentragdo inicial da liga, espera-se que o aumento da concentra¢do da
liga (para K, <1) também favore¢a as oscilagdes discutidas acima. Isto é confirmado
pela figura 43.

27 De acordo com os perfis apresentados como esperados para solidificagdo unidirecional em Kurz e
Fisher (1986), Biloni (1992).



1,20 —

1,00 —

080 —
fIf

060 —

020 N e e S R
0,00 0,04 0,08 0,12 0,16

y,/H

Fig. 41: Transiente inicial para a concentragfio de soluto para casos em que houve oscilagdo.
As diferentes curvas correspondem a diferentes concentragdes iniciais de soluto e/ou
diferentes taxas de resfriamento, na solidificagiio do AlCu.
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Fig. 42: Taxa de solidificagdo para diferentes graus de superaquecimento.
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Fig. 43: Taxa de solidificag@o - composigdes.

A ocorréncia de oscilagdes nos perfis das variaveis no inicio do processo de
solidificagdo parece estar associada as condigdes iniciais do problema matematico.
Note-se que foi assumido que em t = 0 ja existe uma interface de solidifica¢do em y = 0.
Ou seja, supde-se que o processo de solidificagéo tenha inicio em t = 0, independente do
estado inicial da liga (T(y,0) = Ty, para todo y > 0). O presente modelo contempla
corretamente a retirada de calor sensivel referente ao superaquecimento do VC junto a
fronteira resfriada, ou seja, o resfriamento do material junto a parede desde Tj até a
temperatura da linha liquidus referente a concentragdo inicial, f;. No entanto, o tempo
gasto neste processo ¢ contabilizado como tempo de avango da interface. Uma vez que o
tempo At necessario para solidificar cada VC interfacial é uma variavel fundamental na
solugdo do problema acoplado, esta pratica pode ser a causa das oscilag6es observadas
nas figuras anteriores. Em se confirmando esta hipdtese, a solugio seria abordar o
fendmeno como um problema de valor inicial € de contorno para a transferéncia de
calor sensivel (sem mudanga de fase) de um material liquido a uma temperatura inicial
T, para um meio mais frio. A mudanga de fase (avango da interface) s6 seria incluida
quando uma dada regido finita junto & fronteira de transferéncia de calor satisfizesse a
condigfio de saturagdo. Esta hipétese ndo foi testada no presente trabalho, ficando como
sugestdo para trabalhos futuros.



/

Conclsoes

Um modelo para a transferéncia de calor e massa na solidificagdo unidirecional
de ligas bindrias hipoeutéticas foi proposto.

A hipdtese fundamental no presente trabalho € de que o efeito preponderante
para os fendmenos de transporte, devido ao aparecimento de morfologias mais
complexas, é o aumento da superficie entre o liquido € o sélido. O modelo usa a teoria
de estabilidade linear desenvolvida por Mullins ¢ Sekerka, bem como as conclusSes de
Langer e Muller-Krumbhaar acerca do critério marginal de estabilidade, para incluir os
efeitos de aumento de area nos balangos térmico e massico junto a interface. O modelo
prevé a formagdio e o crescimento de estruturas celulares, cuja forma foi assumida
elipsoidal.

Considerou-se que o espagamento priméario guarda uma relagdo simples com o
raio de curvatura do topo da dendrita, da forma A, «c R. Dados experimentais relativos a
apenas um ponto do espagamento primario em fungdo da velocidade da interface, sio
suficientes para a aplicagdo do modelo. No presente trabalho utilizou-se dados
experimentais para o Al2,4%Cu. E deixado como sugestio para investigagBes
posteriores, a utilizagéo de outras composi¢des € mesmo de outras ligas.
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O modelo foi capaz de prever corretamente os perfis de temperatura e soluto,
bem como a taxa de solidificagdo, quando comparado com solugBes analiticas
disponiveis para alguns casos extremos.

Nio obstante ser um modelo macroscopico, informagées importantes acerca da
microestrutura do material, como espagamento primario, podem ser obtidos. A
concordancia da microestrutura predita com os resultados experimentais corrobora uma
vez mais a teoria de Mullins e Sekerka para a estabilidade linear, aplicada ao presente
modelo em conjunto com as conclusdes de Langer e Muller-Krumbhaar.
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Apénaice A

Lervaaas Frimena e Segunda de (o)
Em relogcdo 0 o

Neste apéndice s@o apresentadas as derivadas primeira e segunda de (o) em
relagdo a o,

Vo{-2re’[q(e)-(V,/D,)p] - (G +G2)[a(@)~(V,/D, )p]+ 2m'G{[q(0) - (V,/D, )]}

0= (G -G)[a(@)-(V./D,)p]+20 m'G]

Para obtengdo das derivadas de C(w) sdo definidos grupos paramétricos
auxiliares, A, B, C, E, F, H, I, J e L, e as fungdes auxiliares de o, g(o), g(o), r(®), s(o)
e u(o) e suas derivadas, apresentadas abaixo:

A=-2IV,,
B=2r(1-K,)v?/D,,

C=(GI +G)V,,



E=(Gs +G)(1-K;)V?/D, ,
F=2m'GlV,,
H=2m'G!V?/D, ,
I=(Gs-Gy) .,

J=(Gs -G[)(1-K;)V,/D,,

L=2m'G} .

As fungGes auxiliares sdo

V.
W)=——+g,
q(o) 2D, g
d o
q@)="1=",
o g
, qu 0)2
q (0>)=dm2=g—§375’

r(w)=An’q+Bo’+(F-Coq+(E-H)w ,

r'(o)= Edé = An’q’ +3Aw’q +3Bo’ +(F-C)oq' +(F-C)q+(E~-H),
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s(on)=Iq+Lo -7,

ds dq
(o)=38 1% -1
()= ~ e

Usando as defini¢des acima, a derivada primeira de (o) fica

=(sr'—1s')s2. (A1)

C(w)=5
()]

do

Resta escrever a derivada segunda de (o). Para tanto, outras defini¢gdes serdo
uteis, quais sejam,

u(®)=sr'-rs’,

d*r
do?

(o) =— = 6IA(0%q q' +0q2) +3(IB-JA)0’q’ +20q)+ 2AF-C)qq’

+[(E-HI-(F-C)]q’ + AL(0'q” +40°q’) +2AL(0’q’ +307q)
+6BL0? +(F- C)L(0’q" +20q’) - (JA + BD)(0’q" +307q’)
—6JBo —[(E-H)I+(F-C)J)(wq" +q')

d%s

s"(@)= P 2s(Iq' +L),

Finalmente, a derivada segunda {(®) € escrita como

)= S5 (o ul e
do



_Apénaice b

- Jiscrelizagdo aus Lguagoes de Conservagdo
Sequnao 0 Melodo avs Volumes Finilos

O método dos volumes finitos permite resolver equagSes diferenciais ditas de

transporte, escritas na forma conservativa genérica, como

_a-%+§-(pﬁ¢)=§-(r V) +S, (B1)

onde ¢ ¢ a varidvel dependente que obedece ao principio de conservagio, ii(x,y,z,t) éa
velocidade, p ¢ a massa especifica, I" é o coeficiente difusivo da propriedade ¢ no meio,
S € um termo fonte. A segunda parcela do primeiro termo da equagdo B1 descreve o
transporte convectivo, e a primeira parcela do segundo termo € responsével pela difusgo.

O método dos volumes finitos permite obter uma equagfo algébrica associada a
equacdo B1, mediante sua integrag@o no tempo e num volume de controle discreto em
torno de um ponto nodal em cuja posigdo se deseja obter o valor de ¢. Este volume de
controle discreto é uma sub-divisdo do dominio de solug@o. O sistema de equagdes
algébricas de todos os volumes de controle discretos permite obter o campo de ¢ para o
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dominio. A solugdo serd tanto mais precisa, quanto maior for o nimero de sub-divisdes

do dominio.

A figura B1 mostra esquematicamente um dominio unidimensional de solugfo

sub-dividido em volumes de controle. Em cada volume tem-se o ponto nodal, onde se

assume estar o valor de ¢ representativo para este volume. Note-se que, embora existam

outras possibilidades, os volumes junto as fronteiras sdo nulos. O ponto nodal P indica

um volume de controle qualquer, que esteja sob atengdo no momento. Para este volume,

N ¢é o vizinho "norte" e S, o vizinho "sul". As faces n e s sdo as fronteiras entre P € o

vizinho norte, e entre P e o vizinho sul, respectivamente.

M -
M-1 °
M-2 ™
N -
n |3y,
Ay ep -~
S ays
oS —
3 ® =
2 A 8),3
™ y, —T=
1 * 2 oy dy =Ay=0

Fig. B1: Malha computacional. Discretizagdo do dominio de solugdo.

Para os casos unidimensionais em que se pode ignorar o termo convectivo, €

com a massa especifica constante, a equagéo Bl reduz-se a equagdo que descreve a

difusdo em um meio continuo, ou seja,

(r _)+s . (82)
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Considere-se 0 volume de controle em torno do ponto P da figura Bl. Para
obtengdo de uma equagdo algébrica que relacione o valor de ¢ no ponto P aos dos
pontos N e S, segundo 0 método dos volumes finitos, integra-se no espago e no tempo,
da seguinte forma

+At ¢ n t+At a ¢ n t+At
HE ” ( )dtdy+HSdtdy (B3)
A integral em t do primeiro termo resulta em

n t+At

pj j dt dy = pj¢|:““dy

Assumindo que o valor de ¢ no ponto nodal P permane¢a uniforme ao longo de todo o

volume de controle,
t+At t+At
pj[¢ dy = pAy(95™ — 9b) . ®B4)

Resolvendo a integral em y do segundo termo tem-se,

t+At n P t+At P n t+At P a
[Rr)s- T3] e TI03) A5)) e

Neste ponto é necessaria alguma considerag@io para o perfil da variavel ¢ entre os pontos

nodais. O perfil linear, representado na figura B2, € conveniente.
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Fig B2: Interpolagdo linear nas faces n e s.

Assumindo uma variagdo linear para a variavel f entre os pontos nodais, a

equagéo B5 pode ser escrita como

e T o o

Nova consideragdo devera ser feita, desta vez com relagio a variac;ﬁb temporal
da propriedade ¢. S3o usuais os esquemas totalmente implicito, explicito € o de Crank-
Nicolson. No esquema totalmente implicito considera-se que no tempo t, a variavel ¢
subitamente assume o valor correspondente ao tempo t+At, mantendo este valor durante
todo o intervalo de tempo At. No esquema explicito a varidvel ¢ matém o valor
correspondente ao tempo t durante todo o intervalo de tempo At. No esquema Crank-
Nicolson assume-se que ocorre uma variagdo linear da varidvel ¢ durante At. No
presente trabalho usa-se o esquema totalmente implicito, que permite resolver a integral
da equagio B6, resultando em

t]tji(r le) dy it =|: (¢t+At ¢t+At (¢t+At t+At)]At - (B7) '
S AN 8y, 8y,

A integral do terceiro termo da equagdo B2, considerando que S tenha um

t+At

comportamento linear em relagéo a ¢, do tipo S=S . +S; , resulta em
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n t+At

j S dt dy = SAyAt = (S, +S,052)AyAt , (BS)

st

onde S ¢ a porgdo constante do termo fonte, e S;, € o coeficiente de ¢5™.

Usando os resultados 4, 7 e 8, pode-se reescrever a equagdo B3, j4 integrada,
como

t+At t+At t+At t+At

éz P (¢N "¢1> _ (¢p —s ) t+At
pAt(¢P ¢p)=T, Sy I 5 5—+(Sc +Sp05 “)Ay .

n S

Ou, rearrajando,

a,0p™ = aydy +agds +apdp +ScAy | - ®B9)
onde,

a, = T,

N Byn b
a. = Iy

S Sys b

al, = pAy ’
At

ap = ay +ag +a, —S;Ay .

Na equagdo B9 foram omitidos os super-indices t+at das variaveis ¢g e ¢y. Esta equagio
¢ a equacdo algébrica associada a equagéo diferencial B1. Pode-se escrever uma equagio
semelhante para cada ponto nodal, que, juntas, formam um sistema suficiente para
obteng¢do do campo ¢ para todo dominio. O leitor interessado podera encontrar um texto
completo sobre o método dos volumes finitos em Patankar (1980), que inclui métodos
de solugdo do sistema de equagoes algébricas gerado.



_Apénaice ¢

Algumas Fropriedades aas [igas ALy e FoSh

AlCu

Massa especifica
constante de capilaridade
condutividade térmica no sélido

condutividade térmica no liquido
difusividade méssica no sélido
difusividade méssica no liquido
calor especifico no sélido

calor especifico no liquido
concentragdo eutética

fator de partig3o entre fases
calor latente de fusdo
temperatura de fus@io do Al
temperatura eutética

PbSn

Massa especifica
constante de capilaridade
condutividade térmica no sélido

condutividade térmica no liquido
difusividade maéssica no sélido
difusividade massica no liquido
calor especifico no sélido

calor especifico no liquido
concentragdo eutética

fator de partigfio entre fases
calor latente de fusdo
temperatura de fusdo do Al
temperatura eutética

2,6x103
2,41x107
77,0
153,
9,73x10-1
5,0x10°
766,0
1179,0
0,332
0,11826
428,0x10°
933,15
821,15

10,1x10?

19,8
16,7
3,x10°13
3,x10°
173,0
161,0
0,619
0,31
3,0x104
600,65
456,15

kg/m?

m K
W/(m K)
W/(m K)
m?/s
m?/s
J/(kg K)
J/(kg K)

kg/m?
mK
W/(m K)
W/(m K)
m?/s
m?/s
Ji(kg K)
Ji(kg K)

(Vielmo, 1993)
{(Wang e Beckerman, 1993)
(Vielmo, 1993)

(Vielmo, 1993)

(Vielmo, 1993)
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Frmncipals Hjpoleses e Lonsideragoes
ae /rabano na Fresente Lisseriogdo

As principais simplificagdes assumidas no desenvolvimento do modelo proposto

na presente dissertagdo sdo listadas a seguir:

il.

iii.

iv.

A mudanga de éarea da interface solido/liquido € considerada o efeito primordial do
fendmeno de instabilidade morfolégica sobre o transporte de energia € de espécie
quimica. Desta forma pode-se usar este pardmetro (4rea da interface) para incluséo
do efeito do aparecimento de morfologias complexas nos balangos térmico e
massico através da interface.

As equagdes das linhas liquidus e solidus sdo consideradas retas. Ndo ha perda de
generalidade com esta consideragdo, pois fungdes mais realisticas para as linhas
solidus e liguidus podem ser facilmente implementadas no presente modelo.

Os efeitos bidimensionais decorrentes da deformagdio da interface plana sdo
excluidos. Sob o ponto de vista macroscopico, em se tratando de solidificagdo
unidirecional, ha uma orientagdo preferencial para os fluxos térmico e massico
mesmo com interfaces irregulares.

O transportes convectivos séo desprezados. Na solidifica¢dio unidirecional o calor é
retirado por baixo de forma que os gradientes térmicos ndo propiciam a convecgdo
natural na regido liquida. '



vi.

vii.

Viii.

ix.

xi,

Xii.

99

O dominio de soluggo ¢ unidimensional. Na solidifica¢do unidirecional as paredes
laterais do molde sdo impermedveis e termicamente isoladas.

O calor € retirado por baixo do molde por um fluido a uma dada temperatura, com
um dado coeficiente global de transferéncia de calor. Nesta condi¢do de contorno
podem ser incluidas resisténcias térmicas de contato e da parede do molde.

O calor especifico de cada fase se mantém constante. O calor latente de fusio ndo
depende da temperatura.

A dendrita cresce com o mais estavel raio de curvatura do topo, € esta curvatura do
topo proporciona o crescimento mais acelerado possivel. Estas afirmagdes sio
decorrentes das conclusdes de Langer e Miiller-Krumbhaar, e da teoria de
estabilidade linear de Mullins e Sekerka.

O espacamento primario é proporcional ao raio de curvatura do topo da
microestrutura.

A ultima regido interdendritica solidificada mantém a concentragdo da fase liquida
ali retida, e solidifica-se a temperatura correspondente a esta concentragio.

As microestruturas de solidificagdo sfio substituidas por semi-elipsoides de
revolug¢do. Esta é uma simplificagdo bastante aceitdvel para o caso de
microestruturas celulares, embora seja usada também para as dendriticas

As microestruturas crescem num arranjo quadrado. Se necessario, pode-se atribuir

outros arranjos, bastando que o célculo da area seja modificado.
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