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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO

Quando uma estrutura vibrante esta submersa em um fluido, como no caso
de submarinos, navios e plataformas submarinas, o meio fluido devera deslocar-se
no sentido de acomodar o movimento de vibragdo da estrutura. Esse efeito de
acoplamento € expresso com o conceito de eficiéncia de radiagdo e massa
adicionada. Para estruturas que vibrem no vacuo os efeitos de radiagdo acustica
e a massa adicionada s&o nulos.

As informagdes sobre a eficﬁiéncia de radiacdo da estrutura vibrante é
necessaria para quantificar o acoplamento da interag&o fluido-estrutura [1,2,3],
incluindo o efeito do amortecimento acustico e massa adicionada [4].

Este trabalho vem desenvolver o estudo de radiagdo sonora de cilindros
elipticos de forma que a eficiéncia de radiagdo podera ser quantificada através de
seus modos radiais. O parémetro poténcia de radiagdo dessas estruturas sera
estudado, em detalhe, com a solugdo da equacdo de onda acustica em
coordenadas elipticas e seus coeficientes normalizados.

Comparagdes com os resultados obtidos por outros autores, ser3o realizadas
para as superficies do tipo:Tiras [3], vigas [6] e cilindros circulares [7].

Uma forma matematica fechada da eficiéncia de radiagao sonora de cascas
cilindricas elipticas gerada através das equagdes de Mathieu serd apresentada
para varios casos particulares e comparados com os resultados obtidos pelo

método de elemento contorno.
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Os resultados mostram boa concordancia entre a solug¢a@o fechada e as
solugbes numéricas. Comparagdes com outros trabalhos [7]. [28].[17] foram feitos

levando em consideragao as restricdes impostas pelas solugdes.

1.2 REVISAQ BIBLIOGRAFICA

Morse e Ingard [8] consideraran'i a poténcia acustica radiada pbér uma casca
cilindrica infinita usando a pressao calculada em campo livre. Junger [1.6] calcula
a resisténcia de radiagéo de casca cilindrica infinita que vibrava somente na direcdo
circunferencial, Robey [10] considerou a casca cilindrica finita e apresentou
resultados somente para a pressao acustica e diretividade.

Manning e Maidanik [11] apresentaram resultados para a eficiéncia de
radiagdo de casca cilindrica finita.

Yousri Gerges e Fahy [12,13] apresentaram resultados para a eficiéncia de
radiagdo de uma barra cilindrica finita com vibragao axial.

Blake [6] estudou a poténcia de radiag:'éo devido ao movimento de uma barra
vibrante na diregéo transversal que foi determinada modelando a barra como se
fosse uma barra finita. Blake modelou também uma tira com uma se¢ao transversal
fina (comprimento muito maior que a largura) partindo da equagido da onda em
coordenadas elipticas.

Pinto [7] apresenta resultados para a eficiéncia de radiagdo de cascas
cilindricas finitas e infinitas, vibrando axialmente e circunferencialmente em modos
simples. Os resultados foram obtidos resolvendo-se diretamente a equacgdo da
onda, em coordenadas cilindricas, satisfazendo as condi¢cdes de contorno da
casca finita e infinita e os resultados para varios modos foram comparados com um
modelo experimental . ‘

Lyon [14] estudou barras amortecidas; Mainning e Maidanik [11] estudaram;
cascas cilindricas.

Jeyapalan [16] desenvolveu o calculo para a eficiéncia de radiacdo de barra
em flexdo e generalizou os resultados para a eficiéncia de radiagdo de barras com

segao transversal de forma variada (circular , retangular e quadrada), através da
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solugdo da equacido da onda em coordenadas elipticas e os resultados foram
apresentados se utilizando o conceito de razdo de aspecto para se obter o fator de
perda de radiacéo. |

Chen [30] desenvolveu uma analise para as autovetores e autovalores no
sentido de se obter resultados para os modos de vibragdo e fendmenos quanticos
de uma membrana eliptica.

O seu trabalho concentra bastante informacdes na area da mecanica
quéntica quando € enunciado que para o0s autos valores de energia, ha uma
distribuicdo de nuvem de elétrons onde o fendmeno modos da galeria dos sussurros
se manifesta, fato primeiramente demostrado por Rayleigh [32] em 1910 quando
estudava fenOmenos acusticos utilizando a teoria de raios acusticos para compor o
procedimento das reflexdes na catedral de “St. Paul”.

Partindo dos trabalhos de Hettich [31], Chen estimou de forma explicita as
autovetores e o0s autovalores dos modos de vibragdo e os fendmenos quanticos,
sem contudo usar o método de elementos finitos e/ou elementos de contorno para
verificar os seus resultados. O calculo foi realizado através das fungdes de Matheiu
modificada gerando um conjunto que representa o produto normalizado das
fungdes. ' '

Partindo de um sistema de coordenadas elipticas e impondo as condigdes de
contorno de Dirichlet, foi possivel escrever as equagdes de Matheiu e suas solugdes
através de um produto de fungdes truncadas e normalizadas usando para isso
constantes de proporcionalidades.

Chen [30] determinou o célculo numérico das fun¢des de Matheiu usados'
pela forma de recorréncia partindo do problema da matrix de autovalores truncada,
no campo finito, pelo produto das séries das fungbes de Bessel.

Varios modos de vibragdes foram plotados para as altas freqUéncias e
demostrando principalmente a existéncia dos modos da galeria dos sussurros.

Este trabalho ter4d como objetivo, o desenvolvimento de um modelo
matematico para se determinar os fendbmenos de radiagdo acustica através dos
parametros: pressao acustica, eficiéncia de radiacéo e resisténcia de radiagdo, de
uma fonte de geometria eliptica, para um meio externo partindo da solugdo da
equacdo da onda em coordenadas elipticas para se determinar a radiagdo de aneis

elipticos com extensdo para cilindros elipticos infinitos e, para isso sera
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desenvolvido o algoritmo a partir das equacées de Mathieu, suas convergéncias e

normalizagdes.

Fara parte também deste trabalho: _
1 - A comparagdo dos resultados entre os resultados tedricos e os 0s
resultados obtidos se utilizando a técnica do método de elemento finito (gerar as
malhas modelos no intuito de se obter os modos de vibragdes e frequéncias de cada
~modo), em conjunto com o método de elementos de contorno (utilizando os
parametros gerados pela malha modelo se poderéa obter a poténcia de radiacdo e
eficiencia de radiagdo para cada modo) escolhendo, ao mesmo tempo, o tipo de
material e suas propriedades,que compde a anel eliptico.

2 - Os resultados encontrados, de forma fechada, serdo comparados com os
resultados obtidos por outros autores, que trabalharam na determinagcdo da

eficiéncia de radiagao de tiras, barras e anéis cilindricos.
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CAPITULO 2

2.0 EQUAQOES DE MATHIEU

2.1 EQUAGCAO DA ONDA EM COORDENADAS ELIPTICAS

O parametro poténcia acustica radiada por uma fonte sonora pode ser
determinado calculando-se a presséo acustica -na superficie vibrante da fonte
a partir da equagdo da onda em um sistema de coordenadas apropriado.

A obtencdo da poténcia, média no tempo, radiada pela fonte, € obtida
pela integragdo do produto da pressao acustica pela velocidade Superficial'
normal sobre a superficie da estrutura e, reduer que a solugdo da equacgéo da

onda satisfaca as duas condigdes de contorno apresentadas a seguir:

1 - Igualdade da velocidade da particula do
fluido do meio em contato com a casca, com

a velocidade superficial normal.

2 - Somente as ondas que deixam a superficie
devem ser utilizadas para satisfazer a

condicao de radiagao no infinito, em condigdo de campo livre.

A equacdo da pressdo acUstica [8] em coordenadas retangulares é

dada sob a forma:

02P(x, Y, 2)

2

2 1 |
v P(x,y.Z)——2 =0 (2.1.1)
~ c ot
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onde:
P(x,y,z) é a presséo acustica em coordenadas retangulares (x,y,z).

¢ é a Velocidade do som.

V2P(x, y,z) & o operador de Laplace,conforme mostrado abaixo.

v2Piy.z) =0 PY2) | 52F>(x,2 y,2) , 9° P(xy.2)
Ox oy 0z ‘
A expressao (2.1.1) sera demonstrada em coordenadas elipticas
da mesma forma didatica que foi apresentada por varios autores, cada um
utilizando simbolos diferentes para as variaveis. |
A figura (2.1) é a representagdo geométrica utilizada para o
cilindro eliptico (3D) e a figura (2.2) representa os parametros geométricos

(2D),que serao utilizados.

P

X

N

_—

Figura 2.1 Representagc&o geométrica do cilindro eliptico infinito.
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Figura 2.2: Representagéo dos pardmetros do plano da seg¢éo

transversal do cilindro eliptico (2D).

A equacdo da pressdo acustica (2.1.1) em coordenadas elipticas foi
apresentada por Feshbach [8], Blake [6], McLachlan [18], Jeyapalan [16], Chen
[30] partindo da representacdo geométrica visto na figura 2.1 e pode ser
escrita na forma:

o ) ey

h2(cosh2p +cos20) oz2 c? at

onde:

P =P(1.,6,z1t) é a pressdo acustica em coordenadas elipticas

h=hyk3 —k?
kg € o numero de onda acustica

®
ko -
c

o € a frequéncia em ciclos/segundo

k, € o numero de onda axial
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s & o numero de modo axial

1 € o comprimento do cilindro eliptico

’P %P . . .
——t—5 €0 gradiente da pressao acustica na superficie
ou 00
ue a coordenada eliptica

© € a coordenada hiperbdlica

Zz & a coordenada axial

Fazendo a fungéo? (W6,zt) em (2.1.2) variar harmonicamente com o

tempo t, tem-se:

P(,6,2,t) = P(11,6, 2)e 1ot (2.1.3)

A derivada parcial de segunda ordem de (2.1.3) em relagéo ao tempo é:

FP(uozt) o ot

@ rweae (214

Substituindo (2.1.4) em (2.1.2), obtém-se a equagdo denominada de

equagao de Helmholtz em coordenadas elipticas:

22 p 02 p) 1 82
2J 2 * 2
h“(cosh2u+cos26) oz
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A expressdo para a press&o sonora contida na equagdo de Helmholtz

em (2.1.5) pode ter a separacdo de variaveis [8] expressa sob a forma:
P(u,0,z) = P(11,0).P(2) ' (2.1.86)

Usando a transformada de Fourier e a sua inversa aplicadas para a

pressdo acustica tem-se [35]:

4+

Pwok) =[ Puoze iz - (2.1.7)

~00

P(1,6,2) = ofﬁm,ek)ei”dk

—Q0

e
2.7

A derivada de segunda ordem em relacdo a coordenada z da
expressao (2.1.5) fica:

2 ' _
%(2'291?:)_ = k2P(1,6,2) (2.1.8)

Aplicando a transformada de Fourier ,(2.1.7) na expressé@o (2.1.5) tem-

se:
ro 2P (u02) | azP(u,e,zq 1 o-ikzg,
—wl  op? 062 h?(cosh2p - cos26)

(2.1.9)

+c0 aZP ) . +00 .
+ ————e(“é 2 o-ikzgy 4 | k2P (u0,2)e KZdz =0
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O que se pode observar é que na expressdo (2.1.9) estdo contidas as
expressbes (2.1.4) e (2.1.8). A expressdo (2.1.9), anterior, contém as

definicdes de integracdo de Fourier e, portanto, pode ser reescrita na forma:

[525(u,e,k) N azﬁ(u,e,k)] 1 .
h?(

ou? 062 cosh2u - c0s26)

(2.1.10)
(k3 - k2)P(ubk)=0

A solugdo para a expresséao (2.1.10) proposta por Feshbach [ 17] pode

ser apresentada sob a forma:

P(1,8,k) = > ApHp(h.coshi)Se, (h.send) (2.1.11)
m=0
1
onde h = H(kg - kz) 2
Zz

R S

o |
Finalmente, substituindo (2.1.11)i em (2.1.7)/tem-se como solug3o:

4o o ‘ -
P(u,e,z)zig [ 2 AnHm(h.coshp)Se, (h.send)edk (2.1.122)
s

Em (2.1.12) estdo envolvidas varias fungdes que sdo definidas abaixo.

Sem(h. cosf) éa fungdo seno eliptico sendo a primeira fungdo de

Mathieu periddica de ordem m

Hp, (h.cosp) é a funcdo radial combinada de Mathieu de ordem m

onde;

Hp, (h.coshp) = J - (h.coshu) + Y, (h.coshy)
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Jm(h. coshyu) é a primeira solugéo da fungdo radial de Mathieu de

ordem m

Y (h coshu) € asegunda solugéo da fungao radial de Mathieu de

ordemm

A

iy
Arn ¢ uma funcdo geral de k; e k2 =kj¢-—k§

Substituindo (2.1.12) em (2.1.3) tem-se como solugéo:

e—iCDt ool— o0 3 —I ik
(wd,zt)= > IL > AmHm(h.coshu)Sem(h.sene)JeI Zdk
—ootm =0

(21.12b)

coordenadas elipticas.

A partir de (2.1.123w € possivel obter outros parédmetros, tais como, a
poténcia acustica radiada ou a eficiéncia de radiagao.

A expressdo ( 2.2.12) contém o valor de A ( onde m representa os m
modos harmonicos de vibracdo) que serd obtido aplicando as condigbes de
contorno.

Aplicando a primeira condi¢do de contorno tem-se igualdade entre a
velocidade de particula do fluido (em contato com o cilindro eliptico) e a

velocidade superficial normal.

NI - P! (2.1.13)
Nl=p, lop 0
PO umy,

o € a frequéncia em ciclos por segundo

p € a densidade do meio
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A velocidade superficial normal a superficie da elipse sera apresentada

sob a forma:

Vy =V, sen(me)sen(k,z).e " (2.1.14)
Vy € uma constante real representando a amplitude da velocidade.

Determinando a derivada da fungao(2.1 12b) tem-se:

+®© o0 .
Pp T gt [ > AnhHy(n.coshpg)Sep (h.cos6)e™dk
au H=Hq 2n -0 m=0

Substituindo essa derivada no segundo membro de (2.1.13) e finalmente

igualando as expressodes (2.1.13) e (2.1.14) obtém-se:

—iot +© )
I > Aph.H(h.coshpg)Se, (h.cos 6)e"?dk = V, sen(mé)sen(k,z)

—0 m=0

e
21T p

(2.1.15)

Em (2.1.15) define-se:

H(h.coshpug) € a derivada da fungdo radial combinada de Mathieu de

ordem m calculada em 1= pg.

Retornando & expressdo em (2.1.15) e multiplicando ambos os lados da

expressao por Sen(h, cosB) e aplicando a integral ao longo de um periodo,

obtém-se:
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2
27iop fvo sen(kzz)sen(mB)Sey,(h.cosh8)dd =
0 (2.1.16)

+0 2
f Amh.Hy,(h.coshp)Sen, (h.cos). Se,, (h.cos8)e™*?dodz
-0 0

onde:

Sen(h,cose) é a fungao seno eliptico sendo a funci@o de Mathieu

periodica de ordem n.

Aplicando a propriedade de ortogonalidade da fungado seno eliptico em
(2.1.16), quando m=n a integral serd zero e, para m=n=0, ter-se-a

sucessivamente:

2n

2riop j V, sen(k,z)se(mo)Se,, (h.cos6)de =
0

+oo 21

j j AhH (h.coshpg)Se,, (h cos6)Se, (h.cos6)e?dodz (2.1.16a)

- 0

2n
21w pV, sen(k,z) jse(me)Sen(h. cos0)do =
0

(2.1.16b)
+0 21 - .
I IAmh.Hm(h.coshuo)Sem(h.cose)Sen(h.cose)e'kzdkde
-0 0
27
2riopV, sen(k,z) jse(me)Sen(h. cos0)do =
0 (2.1.16¢)

2n +00
I Sep,(h.cos8)Se,(h.cos0)dd jAmh. He,(h.cosh g )e*?dk

0 -0
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2r
fsen(me)Sen(h. cos0)do

v —m .
Amh Hy(h.coshug) = 2miopVy | sen(k,z)e dk Y

—® ISem(h. cos0)Se, (h.cosB)do
-0
(2.1.16d)
kpz e—ikzz
Substituindo em (2.1.16d) a relagéo sen(k,z) = = tem-se:
Aph.coshpghy (h.coshpg)=

2 .

_rsen(me)Sen(h.cose)de (2.1.16¢)

+0 . 0
=27iopV J. e ik-k)zg J-e"'(k‘“_mzdzz 9

— —° fSem (h.cos 6)Se, (h.cos0)do
0

2n
j sen(mo)Se,, (h.cos 6)do

Amh. Hin(h.coshpg) = miopVo[8(k - k;) - 8(k + k)] 52

ISem(h, cos 6)Se,, (h.cos 6)do
0

(2.1.16f)
& é a fungdo impulso de Dirac. '
Da expresséao (2.1.16f) pode-se obter, finalmente, o valor da constante

A_,, na forma:

2%
fsen(me)Sen(h,cose)de )
. = = 0
A_ =itoVy|d(k +k,)-8(k -k —
m = Im® 0[( + z) &( z)] o7 h.Hm(h.COShp.)
ISe, (hcosB)Sep(hcos6)ds
0

(2.1.17)
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Rescrevendo a equacdo geral para a pressdo acustica em
coordenadas elipticas, segundo Feshbach [17], obtém-se:

opVe ot H,.,(h.coshp)
2 _{0[6(k Kz) =0l kz)]h.ﬁm(h.coshuo)

2z
j sen(mo)Se,, (h.cos 0)do

gno Se,(h Cose)e”‘zdk
[ Sepm(h.cose)Se, (h.cosede
0

p(L.0,zt) =

opVoe ! Hun (h.cosh we ™ Hpy (h cosh n)e'®

2 h.H,(h.coshpng) - hH,(hcoshpg)

2n :
fsen(me)Se, (h.cos 6)do (2.1.18)

- 0 Se,(h.cos)

[ Sen(n.cos8)Sem(h.cos6)do
0

P(u8,zt)=

ou

27
senBSe_(h,cos6)do
0 n

. 00
p(pd,zt)= et ¥ i0pVy-sen(k,2) 5 »
m =0 ~ Ise_(hcos6)Se_ (h,cos)do
0

H ., (h,coshp)
h.H_ (h,cosh )

Seq, (h,cos0)

(2.1.19)

A expressdo matematica (2.1.19) fornece de forma fechada a pressdo
acustica.

Para que se possa obter uma solugdo para a equagdo de onda em
coordenadas elipticas (2.1.10), tendo a press&o acustica como parametro, é

necessario desenvolver uma expresséo de forma fechada cuja solugdo seja
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um conjunto de funcbées denominadas de equacdes de Mathieu como é

apresentado na expressao (2.1.19). -

2.2 EQUACOES DE MATHIEU

O estudo das equagdes de Mathieu sera apresentado neste item

utilizando as expressdes obtidas anteriormente.

3

A equagdo de jHe‘lm Q_Iiii apresentada anteriormente, em

coordenadas elipticas, (2.1.10) pode ser reescrita sob a forma:

(azﬁ(p,e,z) N azﬁ“(u,e,z)} 1 N
h2(

apz 062 cosh2p—c0529)

(2.2.1)
(k3 - k2)P(no.2)=0

A expresséo (2.2.1) obtida para trés (3) dimensdes (3D) pode ser
reescrita para duas (2) dimensdes (2D), isto é, ndo considerando a variacéo da

pressdo ac longo do eixo z, a nova equagao restringe-se a forma:

5°P(uo) N 5°P(1,0)

+h?[coshZ i — sen?0P(1,6) =0 . (2.2.2)
o 962

Aplicando o método da separagdo de varidveis para a solucdo da

pressao na expressao (2.2.2) sob a forma:

P(w,0) = P4(1)P(6) : : , (2.2.3)
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Essa separagao de variaveis leva a expresséo (2.2.2) ficar sob a forma:

2 2
P1(e)-"l-%“—) + Pz(u)dp*g(_% h2(cosh2u — cos 20)P, ()P, (8) =0 (2.2.4)

dp? do
Dividindo a expressao (2.2.4) pelo segundo membro de (2.2.3) tem-se:

2 | 2
1 d P2(u)+h2 cosh2u = 1 _d__El@hz cos 28 7 (2.2.5)

Pa(n) dp? P1(8) do?

As duas equagdes contidas em (2.2.5) podem ser igualadas a uma
constante, como é sugerido por Feshbach [17], obtendo-se portanto, um par

de equagbes sob a forma:

2

d PQg“) ~(d—h2.cosh2u)P, (1) = 0 (2.2.6)
du
2 .

ddp(;ée) +(d—h?.cos6)P4(8) =0 (2.2.7)

As equacgdes (2.2.6) e (2.2.7) sdo as formas candnicas das equacgdes de

Mathieu.

Para que as equagbes (2.2.6) e (2.2.7), tenham solugdes é necessario
obedecer as seguintes condigdes:

Se Y =cos0, é uma variavel independente, deve-se usar a faixa de
variacdo entre —1<Y <! para a coordenada 6, enquanto que2 <Y <« serd
usada para a coordenada u.

Considerando as propriedades da matematica geral,as solugdes devem

ser obtidas usando as variaveis sob a forma:



Capitulo 1I: Equagdes de Mathieu 18

Quando a linha de contorno € uma elipse (u= constante), entdo a
variavel 6 pode variar de 0 até 27t gerando, portanto, uma funcao periddica.

Os valores de 6 ocorrem somente para valores discretos do parédmetro

Os valores discretos resultam em um conjunto de autofungbes
chamadas de fungdes de Mathieu que deverdo ser geradas através do método
“das fragdes continuas (vide Anexo V).

A forma candnica da equagéao de Mathieu foi obtida por Mathieu como
solugéo do problema para Qma membrana eliptica. Similarmente a equagéo
diferencial (2.2.7) para a pressa@o sonora em coordenadas elipticas tem a
mesma forma da equagdo diferencial encontrada por Mathieu e, por
conseguinte, ela toma diferentes formas de acordo com os valores dos
parametros d e h encontrados nas duas equagdes diferenciais.

Ince[21] através do trabalho; “Researches into Characteristic Numbers
of the Mathieu Equation” estabeleceu o0s valores do parametro d quando o
valor de h €& conhecido. A equagdo (2.2.7) sera periddica e a funcédo de
Mathieu pode ser desenvolvida como uma Série de Fourier convergente para
valores de h pequeno (h<1.8) e sua solucdo serd um conjunto de 4(quatro)

fungdes solugdes.

2.3 FUNCOES DE MATHIEU PERIODICAS

A partir da primeira equagéo obtida (2.2.7) € desenvolvido um
estudo sobre as 'solugées dessa equacio que Ince [21] apresenta em uma
coleténea de trabalhos [22], [23], [24], [25].

A equagao (2.2.7) sera reescrita sob a forma:

d?P,(h,0)

o2 +(d—h?cos6)P;(h,8) =0 | (2.3.1)

d € o numero caracteristico

d=a.(h) para os nimeros caracteristicos pares

d=b,(h) para os numeros caracteriscos impares.
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h=hkg
Segundo Ince [21], a solug@o para a fungéo periddica de Mathieu
€ um conjunto de solugdes formadas por uma série senoidal ou cossenoidal
cujos coeficientes normalizados foram determinados pelo autor a partir da
série de Fourier.
Esse conjunto de solugdes sdo denominados de senos elipticos
ou cossenos elipticos e seus valoresv,séo apresentados pelos autores. |
' Assim a solugédo periddica para (2'.3.1) pode ser representada
como um conjunto de quatro (4) solugdes da serie de Fourier obtidos por Ince

[21] e por Barakat [26] na forma:

o0
1) Cepn(n8)= ¥ DedM(n)Cos(2n6) periodo 7t
n=0
9 C 2 2m +1 »
) Copp1(h0)= % De5 ' 4 (hycos(2n+1)6 periodo 2n
v n=0
2 an2
3) Sepn(h8)= ¥ Do5T(h)sen2nd , periodo
n=0
4) So,  .(h6)= 5 Dogm +11(h)sen(2n+1)e perfodo 2r
m 4+ n=0 n+
(2.3.2)

Degnm:pp(h) -S&o os coeficientes normalizados da fung&o periddo

de Mathieu de ordem p{0,1}.

A obtengdo das quatros solugbes em (2.3.2) requer um estudo
detalhado sobre as fragdes continuas (Anexo VI).
A partir da normalizagdo dos coeficientes e respectivos numeros

caracteristico se obtém os valores mais provaveis para cada funcgo.
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Os coeficientes D que fardo parte da expansao das fungdes de Mathieu
podem ser obtidos, via método Bickley-McLachan [18] ou Barakat‘[26], para
pequenos valores de h (h<1.8) pois a série de poténcia néo év convergente
[vide Anexo V] para todos os valores mas, para um raio finito de convergéncia.

O raio finito de convergéncia nunca foi determinado com exatiddo

porém Mclachlan estabeleceu que “a série aparenta uma convergéncia
2

quando ( hT) for pequeno mas diverge quando esse valor é grande “. O
estudo fornecido pela National Bureau of Sténdards (N.B.S.) e por outros
autores tem validade na estabilidade e convergéncia quando se utiliza os

valores para h nafaixade 0 <h<18.

Barakat [26] obteve uma expressao para os coeficientes normalizados,
expandindo-os em uma série de poténcia e aplicando-os as funcbes de
Mathieu. |

A série seno eliptico de ordem zero é, portanto, 0 desenvolvimento da -
funcao periddica de Mathieu para m=0.

A expressao se torna uma funcdo de Fourier cujos coeficientes sao

normalizados.
2.3.1 Estudo de casos das fung¢des periddicas.

Como exemplo, seréo apresentados alguns casos apresentados por
Ince ,[21] e Barakat [26].

1) Seno eliptico par de ordem zero
Retornando a expresséo (1) em (2.3.1) e par de ordem zero e pode ser

escrita sob a forma:

Se,(h,0) = De(h) + De () cos26 + De’(h)cos46+....... (2.3.3)

A expansdo (2.3.3) tera os coeficientes normalizados sob a forma:
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o1, h2 7Th® 23n°  ee7h®
8 ' 512 36864 18874368

0 h2 h* 7h%  17n8

0 hY R 232h8
h) = + +
512 4096 2359296

h® h®
Ded(h) =- -
73728 589824
: 8
Ded(h) = _h
18874368

2) Seno eliptico par de primeira ordem

Para a equacdo de Mathieu par de primeira ordem tem-se a série:

Se4(h,8) = Dej(h)cos6 +De} (h)cos 30 +Dej (h)cos 50 +De7 (h)cos 76+.......

Tomando os coeficientes abaixo;

; h2 s5h* 411 91h8
Dei(h)=1+—+ + + +...
32 3072 589824 47185920

2 4 6 8
Deé(h):—h—— h* 3n° .55h _
32 512 32768 18874368
1 h*  7n® 7h®
es(h) = + + +...
3072 294912 6291456

. h® s
"~ 589824 37748736

8
Ded(h) = o
188743680
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3) Seno eliptico par de segunda ordem.

Para a equagéo de Mathieu par segunda ordem pode-se escrever:

Se, (h,8) = Dej (h) + De3 (h)cos26 + DeZ (h)cos46 + DeZ (h)cos68 +
+De§(h) cos86+...

(2.3.5)

Coeficientes normalizados

_h? ht oh® | 4e3n®
16 384 294912 11796480

h2 29n* 293n° 61733h8

De3(h)=1-—+ + - +...
24 18432 737280 1698693120
2 4 6 8
D%Gﬂ:—lnkh __n__s8n
48 1152 12288 13271040
6 8
De2(h) = — h- ,_rmn
147456 94371840
6 8
Deg(h):— h + h +...
1474560 3538440
h8
De?y(h) = —u—+..
10 = 251040

4) Seno eliptico impar de ordem zero.

Utilizando o mesmo método, pode-se obter a equagao de Mathieu impar
de ordem zero.

So4(h0)= Do](h)sen 0+ Do},(h)sen39 + Do?s (h)sen50 + Do17 (h)sen76 +

+Dod (n)sen9s

(2.3.6)
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Coeficientes normalizados

1 3h? 13h*  47n 7h®
Do4(h) =1+ + + + +...
32 3072 589824 37748736
2 4 6 8
Do}(h)z-—tL—— h- o _h
32 512 98304 2097152
h* 5n® 5h8
orh)= —t——— 4

h) = + + +
3072 294912 18874368

1 h® h®
Aot (h) = - - —
7 = ~ 59824 ~ 12582912
8
Ded(h) = — 1 .
18874368

5) Seno eliptico impar de primeira ordem

Equacao de Mathieu impar de primeira ordem:

So2 2(h,0) = Do%(h)sen 20+ Doﬁ (n)sen46 + Do%(h)vsen 66 +Do§ (h)sen86

(2.3.7)
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Coeficientes normalizados

) 1 h? 23h%  17h8 30n8
Dos5(h) = —+-——+ + + +
2 48 36864 1474560 3397386240
2 4 6 8
Doi(h):h—+ n + 3n + 13h +
96 2304 294912 106168320
4 6 8
o3 (h) = h- ,_h 13
12288 294912 188743680
6 8
Do3(h) = - h__,_n +
_ 2949120 70778880
h8
Do%y(h) = —————+.
10 = 432462080

A expans&o desses coeficientes foram derivados de Bickley e listados
no NATIONAL BUREAU OF STANDARDS TABLES
Os valores numéricos e respectivos graficos para as expressdes desde

(1) ateé (5) serao apresentados no ANEXO 1.

2.4 FUNCAO DE MATHIEU RADIAL

A partir da expresséo (2.3.6) que representa a segunda solucdo
da funcdo de Mathieu obtida é desenvolvido um estudo sobre as solugbes
dessa equag&o apresentada por Barakat [26] e Mclachlan [18] na seguinte

forma.

2
§{¥2§9+4d—h2cosh2uw«nu):o (2.4.1)
u
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d é o numero caracteristico

h=h.yk2 - k2

A expressao ('2.4.1) € denominada de fung&do de Mathieu radial e,
segundo Mclachian [18] e Barakat [ 22] a fungdo contém duas funcdes
denominadas de primeira fungao radial e segunda func&o radial onde cada

funcao radial contém um conjunto de quatro (4) solugdes.

2.4.1 PRIMEIRA SOLUCAO DA FUNCAO DE MATHIEU RADIAL

A funcéo de Mathieu radial tem uma solucéo radial de ordem par
(ou impar) denominada de primeira solugao radial

Para se determinar essa solugdo € necessario retornar a
expressao (2.3.6) e realizar uma troca de variaveis, apresentada por Goldstein

[33], sob a seguinte forma:

2 2

O d-"coshaup =0 (2.4.1)
2 2

ou :
ﬁ —k?2

2
u=2kcoshp

2

P = d+h7 | (2.4.2)

A equacgéo (2.4.1) torna-se:

2 o
(u2-4k2)§—2+u-gg+(u2+q2)P=o (2.4.3)
L

A solugdo da fungdo modificada de Mathieu pode ser
desenvolvida segundo a expansdo de uma funcdo de Bessel de ordem p e

cujos coeficientes sdo os mesmos coeficientes de Fourier normalizados
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utilizados nas fungdes periddicas de Mathieu. A solugdo para a equacéo

modificada (2.4.3) apresentada por Mclachian [18] tem a forma:

™M8

(hu)= (-)'c,.J. (hcoshp) (2.4.4)

r=0 2r=2r
Substituindo (2.4.4) em (2.4.3) tém-se:

> (=17 C,, [(u? = 4K2)Jz +udy, +{u? - qz)JZ,] =0 - (2.4.5).
=0

R

Utilizando as relagdes de recorréncia existentes em Abramowitz

[27] para as fungdes de Bessel, tem-se:
WAy +udy, +uPd =4r?d (A)

4 =dy =20+

2r ar+2 (B)

Substiuindo as relagdes de recorréncia (A) e (B) em (2.4.3), obtém-se:

21 Co[(4r ~ @)y, ~K(dy; +dg0.z)] = O (24.9)

De maneira anédloga usada para as fungdes periddicas , a relacdo
(2.4.6) pode ser usada para se obter as solugdes dessa expressdo igualando
cada termo a zero da série desenvolvida enquanto r for variando (r=0,1,2,3,...),
obtendo-se as expressdes a seguir:

ac, -k?c, =0
(a—4)cz—k2(c4+2co)=0 r>2

(a-4)c, —k*(Cap_Cprg) =0 (2.4.7)



Capitulo II: Equagdes de Mathieu 27

As relagbes em (2.4.7) fornecem as fragdes continuas e as solugbes
devem ser desenvolvidas como fora feito, no item (2.3), para a obtencédo das
expressdes das fungdes de Mathieu periddicas.

 Como é proposto por Mclachlan [18] uma da solugdes possiveis para a
funcdo radial tem um desenvolvimento baseado na série de Bessel com o

argumento trigonométrico e a solugdo tem a seguinte forma :

ce,, (h,coshp) = KD (=1 AZJ, (h.coshp),
r=0 - . . -
-onde a constante k pode ser determinada através do estudo da convergéncia

da fung@o apresentado em Mclachlan[18] onde solugado tem a forma final:

e o}
cepn(h.coshp)=—222 5 (1T AZ"), (h.coshp) (2.4.8)
=0

A expressao (2.4.8) é determinada em McLachlan [18] como a primeira
solugdo da funcdo de Mathieu radial faz parte de um conjunto de quatro (4)
solugdes de acordo com a sua periodicidade (i ou 2mi).

Apos algumas mudancas apresentadas por MclLanchan[18] na
express&o em (2.4.8) o conjunto de solugdes podem ser apresentados sob a

forma:

Jegn(hp) = (—1)”@ > (~1)*De3 (e (hcoshy)
k=20

n % k
Jeanu(hi) = (-1 Z(-1)"DeZiii(hNez,q(hcosh)
k=20

Jo,,(h ) = (-1)”(% tanh 1t

g(— 1)k (2k)Do3q (h)Joy (h.coshy)

k=0
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Jogn(hp) = (-1 )\f tanh i( )(2k+1)Do§ﬂﬂ(h)J02k+1(h.coshu)

(2.4.9)

Em (2.4.9) Joyq(hu) é a fungdo de Bessel impar e Jey 4(hn) é a
funcdo de Bessel par de ordem 2k+¢ com argumento hiperbdlico. Del™(h)e
DoZ* 1 (h) s&o os coeficientes normalizados que se transformam na primeira
solugdo da fungdo de Mathieu radial par ou impar j& obtidos no item (2.3). -

Os valores numéricos e respectivos graficos de (2.4.9) estédo

apresentados no Anexo lll.

2.4.2 SEGUNDA SOLUGAO DA FUNGAO DE MATHIEU RADIAL

Desde que as solugdes de recorréncia encontradas em MclLachlan [18]

para a fungdo de Newmann do tipo Y, (h.coshu) com argumento hiperbdlico,

possam ser utilizadas satisfazendo a mesma equacgdo diferencial (2.2.6),

obtém-se a segunda solugdo da funcao de Mathieu radial sob a forma :

i

ceon(—,h) o
Ye,,(h,coshp) = —73%——2(—1)rA§PY2r(hcosh i) (2.4.10)
0 r=0

A solucédo (2.4.10) € uma das quatros (4) solugdes como fora feito no
item anterior (2.3). A obtengado das quatros solu¢des em (2.4.10) requer um
estudo detalhado sobre as fragdes continuas (Anexo VI).

A partir da normalizagédo dos coeficientes e respectivos numeros
caracteristicos se obtém os valores mais provaveis para cada fungio.

Os coeficientes D que fardo parte da expansédo das fungdes de Mathieu

podem ser obtidos, via método Bickley-McLachan [18] ou Barakat [26], para
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pequenos valores de h (h<1.8) pois a série de poténcia desses coeficientes
ndo é convergente [vide anexo VI] para todos os valores mas, para um raio
finito de convergéncia.

- Entdo, a segunda solugdo das fungbes de Mathieu encontrada em
Barakat [26] € também formada por um conjunto de quatro (4) equagdes que

sdo escritas sob a forma:

_an T 2 knL2n
Yeo,(hu) =(-1) > ¥ (-1)" Desg(h)Yey (h.coshp)
k=0

e8]
k
Yeonq(h 1) = (4)”,/% 5 (1) DeZiti(h)Yeq.1(hcoshp)
k=0

Yoo, (hp) = (—1)”\/§ tanhp

g(—ﬂk(zk)o‘ogg (h)Yo o, (h.cosh )
k=20

e 0]
Yoon.q(hu) = (—1)n\/§tanh ny (—1)k (2k +1)DoZR1ID — (h)Y4(h.coshps)
k=0

(2.4.11)

Em (2.4.11) Ye,.,(hn) ou Yo, (hu) sdo fungdes de Newmann de
ordem 2k+p{0,1} com argumento hiperbdlico e D s&o o0s coeficientes
- normalizados. As expressdes se transformam na segunda solugéo funcdo de
Mathieu radial.

Os valbres numéricos e respectivos graficos de (2.4.11) seréo

apresentados no Anexo lll.

2.4.3 SOLUCOES COMBINADAS RADIAIS
Em problemas relacionados com propagacdo de ondas usando
coordenadas elipticas requer-se que a solu¢do seja uma composicdo de tal

forma que as solugdes obtidas nos itens 2.4.1 e 2.4.2 se combinem formando
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um conjunto de solugbes denominados fungdes combinadas de Mathieu e
que s&o apresentadas em Mclachlan [26] sob a forma:
He =1Je +iYe (2.4.12)
P p P

onde Hep é a fungdo de Hankel complexa ou fungéo de Mathieu combinada

de ordem p que esta associada a primeira e a segunda solu¢des apresentadas
pelas expressdes (2.4.9) e (2.4.11) respectivamente.
A solugao para os problemas que ser&o abordados neste trabalho

envolvera estas fungdes na forma:

[0 0]
He%(h,u) = (—1)n g ZDG%E(h)H%(hcoshu)
k=0

T 0.0] .
Hel?,,(hu) = (-1)" \g > De3iti(hH22, ,(h.coshp)
k=0

H 20k ) ()0 [ F L N~2n a2
ozn (b)) =(-1) Etanhu ¥ Dosg (hH37 (h.coshp)

_ k=0

b o0}
Hogey(hp) = (=1)" ‘/Etanhu 3 Do (hHL2, ,(h.coshu) (2.4.12)

k=0

Em (2.4.12) He(h,n), ou Hy(h,u), representam a fungdo de Hankel

ou a fung&do combinada radial de Mathieu par ou impar.
Os valbres numéricos e respectivos graficos de (2.4.12) serdo

apresentados no Anexo ll.

2.4.4 DERIVADA DA PRIMEIRA SOLUGCAO RADIAL

Usando a defini¢do de derivada de uma fungédo a derivada da primeira

solug&o radial da fungéo de Mathieu passa a ter a forma:
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Em (2.4.13) je2n(h,u) representa a derivada de primeira ordem da

primeira solugdo da fungdo de Mathieu radial. Analogamente como em outros
casos este item tera um conjunto de quatro(4) solugdes para a derivada.
Usando a definigdo de derivada de uma fung¢édo a derivada da primeira

ordem da fun¢ao de Mathieu, passa a ter a forma:

Je, h jm. n ® K on Ao (hcoshp)

Jegn(hu)==,/=(-1)" sen ~1)*De 2.4.13

Jega(hp) 2\/;( ) “kgg ) Skl d (hcoshn) ] ( )
onde:

dJ, (hcoshu) 1.

d(hcoshp) §[Jm-1(h coshp) - Jmyq(hcoshp)] (2.4.14)

Em (2.4.13) jezn(h,u) representa a derivada de primeira ordem da
primeira solugéo da fungdo de Mathieu radial. Analogamente como em outros
casos este item tera um conjuntd de quatro(4) solugbes para a derivada que

pode ser escritos sob a forma:

dJoi (hcoshp)
d(hcoshp)

— h o0
Jean(hp) = 5\/%(—1)” seny ¥ (-1)*De3f[
k=0

ddgisa(ncoshp)
d(hcoshp)

— h ®
Je2n+1(h,u)=§1/12c—(—1)n senu (-1 De3iiil ]
2

0

- _ h
Joop(hu)= (senhucosh u) 1J02n(h,u)§+
ol o, ddok (hcoshp)

oo}
5= tanhukig 1™D02%[5 (hooshp)

_ 1 h
Joon,q(hw)=(senhpcoshy) Joan.1(hp)3

_TE o 0 B K 2n+1 dJ2k+1(‘hCOSh}l)
+\f2( 1) ta”h“kzé D™ 2k +1Dogal d (hcoshy) !

(2.4.15)
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- Os valéres numéricos e respectivos graficos de (2.4.15) serdo
apresentados no Anexo lll. '

2.4.5 DERIVADA DA SEGUNDA SOLUCAO RADIAL

Usando a defini¢&do de derivada de uma fung¢éo a derivada da segunda
solugdo radial da fungéo de Mathieu passa a ter a forma:

S h [T, an © K 2n.dYo (hcoshp)
Ye . (hu)=—,/—(-1) sen -1H"De . 2.4.16
an () 242( ) ukgg )"Desl d (hooshy) 1( )
onde:
dY, (hcoshp) 1
=Y, hcoshu)-Y, hcosh 2.4.17
d(hcoshp) 2[ m-1( 1) = Yinaa( H)] ( )

Em (2.4.16) 7e2n(h, i) representa a derivada de primeira ordem da
segunda solugao radial da funcdo de Mathieu radial. Analogamente com em
outros casos este item tera um conjunto de quatro(4) solugdes para a derivada.

Usando a definicdo de derivada de uma fungéo a derivada da primeira
solucéo da fungédo de Mathieu passa a ter a forma:

J n < dJ, (hcosh
Jezn(h,u)=§\/—§(—1)" senp ¥ (—1)<De2n 2k )

= = o ] (2.4.18)

onde;

ddoc(hcoshp) 1
=—1J hcoshpu)-J hcosh 2.4.19
d (hcoshp) 2[ m—1( 1) m+1( H)] ( )

A expresséo jezn(h, i) representa a derivada de primeira ordem da
primeira solugdo da funcado de Mathieu radial. Analogamente como em outros
casos este item tera um conjunto de quatro(4) solugdes para a derivada.

o h = n ® K 2ndYo (hcoshu)
Ye,,(hu)=—.—(-1) sen -1)"De
on(h 1) 2\/;( ) Mk)::g )"Degy| d (hoosh )
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o h |x
Yenai(hu) = =/ =(-1)" senp
2V2 K

(_1)kDe2n+1[dY2k+1 (h cosh IJ-)
0 21 4 (hcoshp)

™8

— ' L h
Yoon (= (senhucoshi) ™ Yoo ()7

dYo (hcoshp)
d(hcoshp) ]

o0
+\/§(—1)n tanhp Z(—1)kDo§Q[
k =

=0

_ 1 h
YOon41(hp)= (senh ncoshu) ™ Yoo, 1 (h:H)E

T N on+1,9Y2k41(nCOShp)
41| =(=) M tanhp 2 (=1)*(2k +1Do3R*
\/;( ) szé )" (2K +1Do% {41 d (hcoshp)

(2.4.20)

]

Os valéres numeéricos e respectivos graficos de (2.4.18) e (2.4.20)

serao apresentados no Anexo lll.

2.4.6 DERIVADA DAS SOLUCOES COMBINADAS RADIAIS

Usando a definicdo apresentadas anteriormente, as derivadas das
fungGes combinadas radiais de Mathieu ter&o a forma apresentada a seguir:

— o0 —
Hel2(hu)=(-1)" /> zDedf (M} (hcoshy) (2.4.21)
2k=0 '

Onde ﬁei’z(h, 1) é a derivada de primeira ordem da fungio combinada
de Mathieu de ordem p e Hj%(
com argumento hiperbdlico.

h.coshu) € a fungdo de Hankel de ordem p

Os valdres numéricos e respectivos graficos de (2.4.21) serdo

apresentados no Anexo lll.
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2.5 RESUMO DO CAPITULO 2

A equagdo para a pressdo acustica em coordenadas elipticas (2.1.2) e
a solugdo para essa equagao (2.1.19) sao obtidas neste capitulo. A forma
candnica das equagbes de Mathieu periddicas e radiais e respectivas

derivadas s&o apresentadas pelo organograma na figura 2.1.

EQUACEO PERIODICA . Seno BﬁptiCO oUy Cosseno CﬁpﬁCD
quatro solugdes , {2.3.1)
[2.3])
Primeira solucaio Derivada da primeira
— (2.4.1) solugao
- (2.4.4)
EQUAGAO RADIAL | [ segunda solucdo | Derivada da segunda
quatro solucdes B (2.4.2) 7 solugao
2.4] [2.4.5)
Solugde combinada| |Derivada da combinada
(2.4.3) ’ (2.4.5)

s

Figura 2.1: Organograma das fun¢des de Mathieu e respectivos itens.
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CAPIiTULO 3

3.0 EFICIENCIA DE RADIAGAO

» O ruido gerado por vibragdes de estruturas pode ser quantificado
através do nivel de pressdo sonora ou nivel de ponténcia sonora. A
dificuldade para se avaliar press&o acustica ou o nivel de pressdo sonora esta
relacionada com o ambiente no qual o nivel de pressdo sera medido, a
orientacdo ou diretividade da fonte assim como a disténcia entre o operador e
a fonte a ser analisada. O nivel de poténcia sonora, no entanto, € uma
propriedade fisica caracteristica da fonte e consequentementé independe do
ambiente onda a fonte se encontra. Assim avaliar a poténcia acustica radiada
por uma fonte é um parametro absoluto e importante para o contréle de ruido.
Outro parametro que também fornece uma indicacdo de como a fonte irradia
energia sonora € o parametro admensional denominado de eficiéncia de

irradiagao.

3.1 ANEL ELIPTICO

A partir da solugdo da equacdo da onda para pressao acustica
em coordenadas elipticas obtidas pela expressédo ( 2.1.19) que envolve as
solucdes das equagbes de Mathieu e a convergéncias de seus resultados
(vide anexo VII), pode-se determinar a poténcia acustica e a eficiéncia de
radiacao para os casos em estudo.

u . - . . S
N&o levando em consideragé&o o numero de onda axial, k, = ,

onde s é o numero de modo estrutural e realizando um estudo particular para
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um cilindro eliptico infinito (2D), onde a velocidade normal superficial é dada

por:
Vy = Vo.sen(m@)e ¢! - (3.1.1)

onde V, € uma constante real representando a amplitude da velocidade,

pode-se obter a eficiéncia de radiacdo para o caso particular do anel eliptico.

3.2 CALCULO DA POTENCIA ACUSTICA

A equacédo da pressao acustica para um anel eliptico pode ser escrita a

partir da equacédo (2.1.19) sob a forma:

2
it fsene.Sen(h.cose)dede
b e Hm(ﬂ.coshu) 0
2 (uet)= > 27 hcosbHy(hcoshw) 2
m=0 _ Seq(h.cosB).Seq(h.cost)dd
0

Sem(h.cos8)e™dk

- (3.2.1)

P(n,6,t) é a presséo acustica para todos os modos de vibracdo e, as

expressdes de integracdo contidas em (3.2.1) foram utilizadas por Blake [19]

e por Jeyapalan [16] em seus respectivos trabalhos sob a forma:

0 27
B/ (h)= Jsend Se_(h,cos0)do
0 n
(3.2.2)
0 27 |
M" (h)= [Se (hcos®)Se (hcos0)dd
m m n

0
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Substituindo as respectivas alteragbes descritas em (3.2.2)  na
expresséo (3.2.1), obtém-se:

p(u,6,t) = i glot 7P Bo(h) E (h,coshp)
' fowrs 2 M8 (h) Hp(hcoshp)

Se, (h,cosB)e™dk

imag

(3.2.3)

A poténcia acustica média radiada em um ciclo de periodo T(segundos),
segundo Heckl [35] é:

¢
£ [ P(K0.0 )peq| reaI]dfdedt

(3.2.4)

onde < w> € a poténcia radiada, média no tempo e espago e sera

obtida atraves de uma sec¢éo eliptica infinitesimal mostrada na figura (3.1).

Ly

..... .- N Z

T e =

s

Figura 3.1: Segéo eliptica infinitesimal.
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Substituindo as expressdes (3.2.3) e (3.1.1) na expressdo (3.2.4) e

separando as integrais obtém-se:

© 2T 2n . 0 »
(Wy=iy" ©pVo Jcoszcotdtj cos? medejd B (h) { Hpm (h.coshp) J
m=e ! 0 o imag

*~ M9(h) | h.cos8H, (h.coshp)
(3.2.5)
cujo resultado final sera:
e 2 .
<ws>=i 3 “"’Wop{ Him (h.coshp) } (3.2.6)
moo 2 h.cos6. H,,(h.coshy) imag

Em (3.2.6) as expressbes H,_(h.coshy) e H_(h.coshy) podem ser

desdobradas sob a forma:

(1) - H_(hcoshp)=He_(h.coshy) para a fungdo de Mathieu

combinada de ordem par.

(2) - H_(h.coshp)=Ho_(h.coshy) para a fungdo de Mathieu
combinada de ordem impar.

A expressdo (3.2.6) fornece a poténcia acustica radiada porbum anel
eliptico para varios modos de vibragdes. A expressdo(3.2.6) e (3.2.5) sao

idénticas e, .ambas representam as mesmas fungdes combinada de Mathieu

isto é:

He,, (h.cosh(i)) € uma solugdo combinada de Mathieu na forma complexa de

ordem m, que contém:

He,, (h.cosh(u)) = Je_ (h.cosh(w)) +i. Ye_ (h.cosh(w)) (3.2.7)
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O membro da direita da expressdo (3.2.7) contém as equacgdes de
primeira € segunda ordem radiais de Mathieu.

‘Na expressé&o (3.2.6) as derivadas das equag¢des contidas na derivada
da funcdo de Mathieu combinada podem ser desenvolvidas utilizando-se as

expressdes de recorréncia usadas em Abramowitz [22]:

_ 1
Jem(h.cosh(p))= E(Jem_1(h,u)—Jem+1 (hw))

— 1
Ye (h.cosh(i))= 5(\(em_1(h,u)—Yem+1 (hw)) (3.2.8)
iYe, (hp)Je, (hu)-ide(hu) e, (huw)= —% (3.2.9)

A exprésséo (3.2.6) representa a poténcia acustica radiada por uma
superficie cilindrica eliptica para m modos de vibragéo e a partir da relagdes
de recorréncia (3.28) e (3.2.9) é possivel obter resultados para o estudo de

casos particulares que serdo apresentados a seguir.

3.3 EFICIENCIA DE RADIACAO ACUSTICA DE UM ANEL PULSANTE

A obtengao do parémétro eficiéncia de radiagéo sera tratado neste item
para o modelo anel pulsante (vide figura 3.1).
A figura 3.2 abaixo, representa a forma geométrica que sera tratado o

anel eliptico em modo pulsante, com as respectivas coordenadas.
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,_Jv.

o

v

onde;

e é a excentricidade

CF.=CF, = h é a distancia do centro ao foco
R =va?-b?

a=CA=CA semi sixo maior

b= CB=CB semi eixo menor

Assim h & argumento geometrico da fun¢éo eliptica, onde o argumento

completo para as duas fungdes ( periddica e radial ) tem a forma:

(1) - hcoshp = ﬁ.ko.coshu para a fun¢ao radial
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(2) - h.cos® = h.kq.cos®  para a fungdo periddica

onde:

i € o angulo de variagdo sobre a elipse.
0 € o angulo de variagao sobre a hipérbole.

Se um anel eliptico (2D) se expande e se contrai uniformemente,
conforme a figura (3.2) , a sua velocidade superficial pode ser descrita como:

DeOatén — +v —i
] 0 ou sob a forma: V = v,e ot
Derate2r ——-vy

(3.3.1)
onde V,, é a velocidade normal & superficie.
Através da expressao (2.1.17) se determina A, pela condicdo de

contorno que € dada quando a velocidade da particula € igual a velocidade
normal superficial; isto é:

PEENE
Lo-plon], o, (3.3.2)

V, ¢ avelocidade normal superficial

Para o anel que se move de forma pulsante (vide figura 3.2), sendo

portanto independente do angulo 6, leva a se ter todos os termos de Amiguais

a zero em (2.1.17), exceto para o termo independente m=0, isto &€ o termo

AO.
Determinando a derivada da pressdo acustica expressa em (3.2.3),
obtém-se:
op 1 ~iot T 2 O ' ikz
—_—=—-—e A_.h.cohpqHo ..(h 1y)Se. .. (h0)e™dk

—oom=20

(3.3.3)
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onde:

aI_IO(H'O 3 h)

on representa a derivada da fung¢ao impar

ﬁom(l"LOah) =
. u:uo

composta de Mathieu.

Substituindo (3.3.3) € (3.3.1) em (3.3.2), obtém-se:

2miop —om=0
(3.3.9
Multiplicando ambos os lados de (3.3.4) por Sen(h,e), tem-se:
' iot e-“i(Dt 0 oo . .
Se (h,(i))Vo.e_lco =—— | TALNh Hom(h,u)Sem(h,e)Sen(h,e)dee'kzdk
n 2riop
(3.3.5)
- Usando as propriedades de ortogonalidade [21] se tem:
o8]
] Se (h6)Se (h8)dd=nse m=n ou O se m=n
—o0
—_ o . ‘
Agh.coshpugHog(h.coshyg) = J'e'kzdk (3.3.6)

—0

) seguhdo membro da expressao (3.3.6) corresponde a funcio delta de

+00
Dirac, onde Jf(t)6(t—a):f(a), portanto, substituindo a expresséo (3.3.6) na

—a0

expressao (3.2.1) obtém-se a expressdo para a pressdo acustica para uma

casca eliptica em modo oscilante.
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_ eV Hog(hn)  _ipt 3.3.7
P(k.9 )_h.coshuo'ﬁoo(h,uo)'e 330

Ho,(h,u) € a solugdo combinada das fungbes de Mathieu impar de
ordem zero.
Ho,(h,1,) € afungio derivada combinada de Mathieu impar de ordem

Zero.

McLanchlan [18] demonstra "que a solucdo para a funcdo de Mathieu
tem duas solugdes que podem ser combinadas sob a forma de fungao de
Hankel cujo argumento é trigonométrico como fora desenvolvido nos itens

anteriores.
Usando a definicdo de poténcia acustica de radiagdo [35] como sendo:

1 2x
(w) = (I) J 1.rd6 dz (3.3.8)
0

onde:

| é aintensidade acustica.

Na expressé&o (3.3.8) a intensidade acustica [35] esta definida como:

_ *,.,‘

p
I = (3.3.9)
oo T O

dt
real real

Substituindo as expressdes Pea € Viea Obtém-se:

( 0pVy [ _}_"Oo(h,u)D Vg
h.coshg | Hog(h, 1ig) imag

O — —~

1
-
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. VEop Hog(uh
(w) =i 2000 {_ﬁ olitn) } (3.3.10)
A resisténcia de radiagdo definida por Heckl [35] é:
(w)
=— (3.3.11)
rad_ <V2>

onde:

(V2> é a velocidade média quadratica em relagdo ao tempo e espacgo ,

que pode ser calculada como:

.
(V3= v%%jcosZcotdt (3.3.12) |
0

A expresséo para a eficiéncia de radiacao [35], [ 20 ] € definida por:

5 = Rrad
rad pcS

onde:
p € adensidade do meio

S ¢é a area da superficie da fonte

Usando a expresséao [35]:

W)
O = oSV | (3.3.13)

Substituindo (3.3.10) em (3.3.13) é possivel obter a eficiéncia de

radiagao sob a forma:
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[ Hoy(hu,) |

=i =—— 3.3.14
Prad Hoo(h,uo>J. 3519
imag

Multiplicando (3.3.14) pela expressdo que representa o conjugado do

denominador, obtém-se:

omd:i.tﬁ u“_.. } - v(3.3.15)

onde:

—_— %

HOy,(h i) € a expressdo que representa o conjugado da fungdo

derivada de Mathieu combinada de ordem zero.

Abramowitz [21] apresenta uma relacdo que pode ser substituida no
numerador da expressao em (3.3.15). Esse produto € apresentado no lado

direito do sinal de igualdade em (3.3.16).

Ho,(hp).Ho, (hw)=[J,..T, + Y. Y, | +[Y.T. -7.Y.] i (3.3.16)

Utilizando somente a parte imaginaria de (3.3.16) obtém-se a

expressao, usada e Abramowitz [21], sob a forma:
Ydm = ImYm = — (3.3.17)

Substituindo (3.3.17) em (3.3.15), tem-se:
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[ 2.1 ]
.I 7.h.coshp } (3.3.18)
UHo0 (h.coshp) u o
2 1
Opag = (3.3.19)

E"T——ioo(h,cosh W)

A expressao (3.3.19) é uma forma fechada para se obter a eficiéncia de
radiagao de um anel eliptico sob a forma pulsante e, alguns valores, de acordo

com cada parametro, serdo apresentandos na se¢éo 4.1.

3.4 EFICIENCIA DE RADIACAQO DE UM ANEL OSCILANTE

Nesta sec@o sera tratado o caso de um anel oscilante onde a velocidade
da superficie € dada pela expressao (3.4.1) a seguir. A figura (3.3) é a forma
geométrica em que sera tratado o anel eliptico em modo oscilante e

respectivas coordenadas a serem usadas.

Figura 3.3: Vista de um anel eliptico em forma oscilante.
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A figura 3.3 mostra o anel eliptico oscilante onde:

e é a excentricidade

CF,=CF, = h & adistancia do centro ao focQ

h=+va%-b?
a=CA =CA semi eixo maior

b =CB = CB semi eixo menor

A condi¢do de contorno para um anel eliptico oscilante esta relacionado
com a expressdo da velocidade normal superficial que pode ser expressa sob

a forma:

v:vosenee“i““, 0<0<2m. o (34.1)

Para caso em que o anel se move dependendo do angulo 6 ( no modo
oscilante), tem-se o termo sen § presente na expressdo o que leva a se obter

somente um termo para os Am; isto &, quando m=1, fazendo com que todos

os outros termos em (3.2.5) se tornem nulos.

Reescrevendo a expresséo (3.2.3) para a pressao acustica obtém-se:

—i(x)t o0 .
¥ A Hm(h coshp)Se,, (h.cos 8)e?dk (3.4.2)

m=20

p(u,6,t) =

A expressa@o (3.4.2) para a pressao acustica aplicada ao caso do anel

oscilante € uma fungéo par e fica sob a forma:
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He, (h, )
0 He, (h,p)

P(,6,1) = iope 1Ot (3.4.3)

Reescrevendo a expressao (3.2.5 ) pode-se determinar um valor para

Am que & dada pela condi¢do de contorno.

De forma andloga ao caso do anel oscilante, obtém-se a expressao
(3.4.4) abaixo.

e —iot « 0 . . .
- [ TAphcoshpg.Hep,(h.coshpg)Se,, (h.cos8)™dk
T

—com =20

VO ) e"'i(Dt

_ : (3.4.4)
Multiplicando ambos os lados de (3.4.4) por Sen(h,e), tem-se:

+L o
| > A hHen(hcosh w)Se, (h.coos)
-0

—ieot m=0

2n

Sep(hO)Voe ™t =
Sep(h.cos 8)doe™?dk

L : J
(3.4.5)
Usando as propriedades de ortogonalidade [21] tem- se:

ISe (h@)Se, (h8)de =

—Q0
=7, mMm=n
=0, m=n

O valor de A, pode ser obtido de forma andloga ao desenvolvimento

realizado no item anterior pela forma:

2VoSeyh8) 1
~ hecoshug Heq(h pg)

(3.4.6)
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Substituindo a expressao (3.4.6) na expressdo (3.2.8) obtém-se a
expressdo para a pressdo acustica para uma casca eliptica em modo
oscilante.
1.03.VO i{el(h,u)
2.w.h 'Hel(h,uo)'

p(1,6,) = ¢ 0t (3.4.7)

Hel(h’ i) € a solugdo combinada das fungdes de Mathieu.

McLanchlan [18] demonstrou que a solugdo para a fungdo de Mathieu
tem duas solugdes que podem ser combinadas sob a formade funcdo de
Hankel cujo argumento € trigonométrico.

Hel(p, h) é a solugédo para a equacgéo radial de Mathieu de primeira

ordem.
Usando a definicdo de poténcia de radiagdo [35] como sendo:

(w) =

O — —

2%
[ 1rde dz (3.4.8)
0 : ’

Na expressédo (3.4.8) a intensidade acustica esta definida como:

1 T
I= ?j Preal Vieadt (3.4.9)
0
A poténcia acustica fica sob a forma:
n.Vz.m.par He )—|

(W) = =2 | — | (3.4.10

2 [He 1( ") )
imag

Multiplicando (3.4.10) pela expressdo que representa o

conjugado do denominador, obtém-se:
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[ He, (h,1).He; (h,) |
% = e, (b, ) e (hop) (3.4.11)

imag

Usando a relagdo em Abramowitz [21] pode-se escrever o

produto do numerador da expressao acima sob a forma:

He, (h,p). He) (h,w) ={J,7, +Y,. ¥, | +[Y. T, -7.7.] i

onde:
- - 2i
Ymdm —InYm = ~h (3.4.12)
Substituindo (3.4.12) em (3.4.11) tem-se:
2 1
(3.4.13)

Srad = 1 IHe,(h.coshp)|

Para a determinacdo da computagcdo numérica da eficiéncia de
radiacdo na expressao (3.4.13) € necessario o estudo sobre as fungdes de
Mathieu e sua derivada; assim como suas formulas de recorréncia.

O resultado que sera apresentado, no capitulo 4.2, para alguns valores,

de acordo com os parametros.
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CAPITULO 4.0

4.0 SOLUCOES PARA CASOS PARTICULARES

4.1 - MODELOS S

A radiag@o de cascas elipticas sera apresentada neste capitulo
utilizando o parametro eficiéncia de radiag&o para dois casos particulares:

a) vibrando em modo pulsante (m=0)

b) vibrando em modo oscilante (m=1).

O algoritmo foi desenvolvido nos capitulos antecedentes, através
de um modelo matematico a partir da formulagdo apresentada obtendo-se
pressdo acustica, poténcia, intensidade e a eficiéncia de radiagdo tomando
como partida a equagéd de Helmholtz em coordenadas elipticas e a solugdo
expressa em termos das fungdes de Mathieu e respectivos coeficientes
normalizados. |

O célculo da eficiéncia sera efetuado seguindo as sequintes

etapas:

1 - Aplicac&o direta dos modelos matematicos desenvolvidos nos
capitulos anteriores no software MATHCAD 5.0 para a obtencéo da eficiéncia
de radiagdo e o fator de perda de radiacdo para os modos mencionados.

2 - Uso do software ANSYS 5.0 para gerar as malhas do cilindro
eliptico infinito (2D) e através da andlise modal obter os modos de vibragGes
para os dois casos particulares. _

3 - Uso do software SYSNOISE 5.0 para obter a eficiéncia de

radiagéo.
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4.2 ANEL ELIPTICO PULSANTE
A solugéo para eficiéncia de radiagdo para o modelo anel eliptico

pulsante sera analisada através da expressdo [3.2.11], reescrita sob a forma:

[ H (]
el AT

(4.1)

imag

Multiplicando (4.1) pela expressdo que representa o conjugado do

denominador obtém-se:

CTH, (0w Hy (|
=, o Ey ()

Oad (4.2)

imag
onde H, (h,u) € o conjugado da fungédo derivada de Hankel de ordem zero.

- Abramowitz [27] e MclLachan [18] fornecem a relagdo para o

numerador da expresséo (4.2) sob a forma:

m m "m

Hy(hw.Hyh,w) =[1,T, +Y. Y. +[Y.T. - 7. 7. ] i - (43)

A parte imaginéria da expressédo (4.3) pode ser simplificada [18] |

sob a forma:

(Yo dm = I Yon )i = % (4.4)

Substituindo (4.4) em (4.2) obtém-se:
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2 1
m.h|Hy (h.coshy)

Crad = ~ (4.6)

A expressao (4.6) € a eficiéncia de radiagcdo de um cilindro

eliptico pulsante na forma normalizada.

A partir das relagbes apresentadas por Heckl [35] ,Gerges [20] e

apresentadas em (4.7) sob aforma:

W:Rrad.<V2>:co.nrad.<V2>:p.SGrad<V2> (4.7)

onde:
Nrag © O fator de perda de radiacéo
w € a poténcia de radiagéo
Craq € a eficiéncia de radiagdo

R.aq € aresistancia de radiagéo

Através das relagbes apresentadas em (4.7) pode se escrever a

eficiéncia de radiagao em fungao do fator de perda de radiagdo sob a forma:

Pm aib; 2 L
o om [ _ _ 4.8
rad nrad[poj[ ab :‘ n.h }Ho(h.COShHO' o

onde:
Pm € a densidade da casca
p é a densidade do meio
a; € 0 semi eixo maior interno perpendicular ao modo de vibragéo
bi € o semi eixo menor Interno |
a é o semi eixo maior perpendicular ao modo de vibracao

b é o semi,eixo menor
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4.3 ANEL ELIPTICO OSCILANTE

A solugcdo para eficiéncia de radiagdo para o modelo anel eliptico

oscilante sera analisada através da expressdo [3.3.11] e reescrita sob a forma:

[ He,(h,w ]

Nrag = L

1] = (4.8
He] (h’ “’) imag )

onde T—I]*(h,u) é o conjugado da fungcédo derivada de Hankel de primeira

ordem.

Multiplicando (4.8) pela expressdo que representa o conjugado

do denominador, obtém-se:

[ He,(h,w) . He;(h,w) |
ot = T, (b, ) He, (1)

s (4.9)

imag,

Abramowitz [27] e MclLachan [18] fornecem a relagdo para o

numerador da expressao (4.9) sob a forma:

He, (h,p). He; (h,w) =[1 T, +Y, Y, | +[Y.T. -7.Y.] i

(Yo = I Vi )i = 21 (4.10)
7.h
Substituindo (4.10) em (4.9) tem-se:
2 1
Orag = (4.11)

n.h ’ﬁe1(h. cosh p){ :
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Da mesma forma usada no item anterior, pode-se obter a

eficiéncia de radiacdo normalizada sob a forma:

Pm aibi 2 1
_ Pm || 4_ _ _ 412
Orad nrad( D ]{ ab :I n.h He (h.coshp) ( )

A obtencé&o da eficiéncia de radiac¢do, para os dois casos particulares, o

anel eliptico pulsante ( 4.2) e o anel eliptico oscilante (4,3), utilizando o

programa MATHCAD 5.0, sera apresentado no préximo item (4.4), a partir da

utilizagdo dos resultados do modelo matematico obtido pelas expressbdes 4.6 e
4.12 e dos dados de entrada da tabela 4.1,.

No ANEXO 1V, estdo contidos os parametros utilizados na

geragdo das malhas para a analise modal no programa ANSYS 5.0 e sua

utilizag@o no programa SYSNOISE 5.1.

Parametro valo.r

a- semi eixo maior | a=1.0m

b- semi.eixo menor b=0.5m

h- variavel da fung&o h=01....1.8
h parametro geométrico h =0.866
ko- nUmero de onda ko= 10.833
w4 -frequéncia inferior - |o1=1Hz

o, -frequéncia superior 0, =250 Hz -
c-. velocidade do som c =343 m/s

Tabela 4.1: dados de entrada para os modelos matematico.

4.4 CALCULO DA EFICIENCIA ATRAVES DO SOFTWARE
APLICADO A FORMA MATEMATICA.
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4.4.1 ANEL ELIPTICO PULSANTE

Utilizando a express@o 4.6 (a eficiéncia de radiacdo de um
cilindro eliptico pulsante na forma normalizada) obteve-se, através do

software MATHCAD 5.0, a eficiéncia de radiacéo apresentada na figura 4.1.

anel eliptico pulsante

1 —_—
0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6 -
0,5 -
0,4
0,3 -
0,2 -
0,1+

B U WU —

0 0,5 1,5 2

Eficiéncia de radiacdo

1
h

figura 4.1: Eficiéncia de radiag&o normalizada de um anel eliptico (2D)

em modo pulsante.

4.4.2 ANEL ELIPTICO OSCILANTE
Utilizando-se da expressdo 4.12 obteve-se a eficiéncia de

radiagado de um anel eliptico (2D) apresentada na figura 4.2.
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anel eliptico oscilante

eficiencia de radiacéo

Figura 4.2 Eficiéncia de radiacdo normalizada para um anel eliptico (2D) em

modo oscilante.

4.5 CALCULO DA EFICIENCIA DE RADIACAO ATRAVES
DOS SOFTWARES APLICADOS A ELEMENTOS
FINITOS E ELEMENTOS DE CONTORNO

Utilizando os programas ANSYS 5.0 e SYSNOISE 5.0 se obtera

a eficiéncia de radiacdo para os dois casos particulares, anel pulsante e anel
oscilante.

| Para que se possa comparar com resultados obtidos pela

formulagdo matematica apresentada nos itens anteriores, serdo mantidos os

mesmos dados de entrada nos programas para 0s aneis elipticos mostrados

no quadro 4.1.
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Parametro valor
a (semi eixo maior) 1.0m
b (semi eixo menor) 0.5m

EXY (Modulo de elasticidade ) |21e™ N/m*
NUXY (Coefic. de Poisson) 10.29
Dens (densidade) 7700 kg/m®

Quadro 4.1: Parametros e valdres utilizados no programa
ANYSYS 5.0

Neste item sera apresentada a eficiéncia de radiagéo a partir de
dois programas:

1) ANSYS 5.0 para a geragao da malha e o calculo dos modos de
vibragao (vide Anexo V).

2) SYSNOISE 5.0 para o calculo da eficiéncia de radiagéo para
os dois casos particulares em estudo, o anel puléante e o0 anel oscilante (vide
anexo V). ‘

A malha que representa o0 modelo no estudo da analise modal foi
gerada através do ANSYS 5.0 com 76 elementos, respeitando a restricao
imposta pelo numero de elementos disponiveis por este programa
educacional.

O caculo da eficiéncia de radiagcdo foi determinado através do
programa SYSNOISE 5.0 onde a restricdo estabelece que haja no minimo 6
elementos por comprimento de onda para se ter confiabilidade nos resultados,
limitando portanto, uma frequéncia superior proxima a 250 Hz, ou em termos

da variavel h (h<18). A melhor opgéo oferecida para a geragao do modelo foi

a partir do elemento tipo viga (beam3), com axissimetria (vide Anexo V).

4.5.1 Eficiéncia de radiagao para os aneis elipticos pulsante e

oscilante através do software SYSNOISE.

de



Capitulo 1V: Solugdes para casos particulares - 59

Os resultados obtidos para a eficiéncia de radiagdo para o anel eliptico

pulsante e oscilante s&o mostrados nas figuras 4.3 e 4.4.

SYSNOISE - SYSTEM FOR ACOUSTIC ANALYSIS |

RevS.0WNDOWS 28-FEB- 1994 DATE: 26-JAN-1995 14:32.66

CILNDROQ ELIFTICO INFINITO
E R o e o o e Bt e i i i e

MAGN(UN)
POVER

Vil IS W SEWITETIL SrEN VYIS SUATS UV SN Ui IS O S S A AT BTG AT

01 Lt
0. 50. 100. 150, 2 250 300, 350, 400. 450, 500
FREQUENCY (Hz)

Figura 4.1: Eficiéncia de radiagdo de um anel eliptico pulsante obtidos
através dos softwares (ANSYS 5.0 e SYSNOISE 5.0).
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i

MAGN(LIN)
POWER

o0

SYSNOISE - SYSTEM FOR ACOUSTIC ANALYSIS

Rev5.0WINDOWS 28-FEB-1994 DATE: 26-JAN-1895 14:48:20

CILINDRO EUFTICO INFINTO
[ AL O A B SLSR A S

T

7T

POVER

e o b v e Lo g b p oo d o o e ba vl o g lee sy

oy

50. 100 150 200, 2850, 300, 350,
FREQUENCY (Hz)

400,

450

Figura 4.2: Eficiéncia de radiacdo de um anel eliptico oscilante obtidos
através dos softwares (ANSYS 5.0 e SYSNOISE 5.0).

4.6 CALCULO DA EFICIENCIA DE RADIACAO ATRAVES
DOS DOIS METODOS DESENVOLVIDOS NOS

ITENS 4.1 e 4.2

As Figuras, 43 e 4.4 apresentam o calculo da eficiéncia de

radiagdo de um anel eliptico em modo pulsante e oscilante cujo eixo maior (a)

é igual a 1m e eixo menor (b) igual a 0.5m.
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O calculo foi executado sob duas formas:
1 - Eficiéncia de radiagdo através do modelo matematico
desenvolvido no capitulo trés.
2 - Eficiéncia de radiaco usando os softwares, ANSYS 5.0
e SYSNOISE 5.0. |
A figura 4.3 mostra a comparagéo entre a eficiéncia de radiacdo
de um anel eliptico pulsante obtida por:
1) O modelo matematico através da equagdo (3.3.19) com sua
computagdo numérica obtida pelo software MATHCAD 5.0.
2) O modelo obtido pelo método numérico a partir do sotfware
ANSYS 5.0 e respectiva eficiéncia usando elemento de contorno, obtida pelo
sofware SYSNOISE 5.0.

o]
ug
O
8
§ 0
s 1 Tedrico
S 5 — «— » Sysnoise
S v
«Q ¢
8 /
A
w
0 t t } I —
0 0,5 1 1,5 2

Figura 4.3: Calculo da eficiéncia de um anel eliptico em

modo pulsante.

Os resultados obtidos analitica e numericamente, demonstram
concordancia sempre que se observar os sequintes limites impostos por cada

programa:
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a) O programa ANSYS 5.0 limita o numero maximo de elementos
disponiveis (de acordo com a versao utilizada) para a geragdo da malha.

b) O limite imposto pelo numero de elementos do SYSNOISE 5.0 p'ara a
frequéncia superior e o modelo.

c) O célculo através dos valores utilizados pela limitagdo das fungbes
de Mathieu e respectivos coeficientes leva a ter-se h<18 ,ou se levar em
consideragdo o dominio da frequéncia e os parametros geométricos envolvidos

a frequéncia superior € em torno de 250Hz para os casos em estudo.

A figura 4.4 mostra a comparacéo entre a eficiéncia de radiagao
de um anel eliptico oscilante obtida para:

1) O modelo matematico através da equacéo (3.4.13) com sua
computacdo numeérica obtida pelo software MATHCAD 5.0.

2) O modelo obtido pelo método numérico a partir do software
ANSYS 5.0 e respectiva eficiéncia usando elemento de contdrno obtida pelo
sosftware SYSNOISE 5.0.

Tedrico
— = = = Sysnoise

Eficiéncia de radiagao
o
”

Figura 4.4: Célculo da eficiéncia de radiagao de um anel eliptico

em modo oscilante
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Os resultados obtidos analitica e numericamente, demonstram
concordéncia sempre que se observar 0os seguintes limites impostos por cada
programa:

a) O programa ANSYS 5.0 limita o nimero maximo de elementos
disponiveis (de acordo com a versao utilizada) para a geragac da malha.

b) O limite imposto pelo nimero de elementos do SYSNOISE 5.0 para a
frequéncia superior e 0 modelo.

c) O calculo atraves dos valores utilizados pela limitagdo das fungdes
de Mathieu e respectivos coeficientes leva a se ter h<18 ou se levar em
consideracéo o dominio da frequéncia e os parametros geométricos envolvidos

a frequéncia superior € em torno de 250hz para os casos em estudo.

Nota-se que os resultados da eficiéncia de radiagdo sonora
mostrados nas figuras 4.1 a 4.4 mostram valores que variam de 0.001, nas
baixas frequéncias, a valores unitarios, em altas frequéncias, mostrando
coeréncia com os valores esperados, pois € fato que para qualquer tipo de
estrutura, a eficiéncia de radiacdo tende para um valor unitério nas altas

freqUéncias.

4.7 COMPARACAO DE RESULTADOS

Este item apresentaré os resultados da eficiéncia de radiacao
obtida através de outros modelos matematicos desenvolvidos por alguns
autores, e a eficiéncia de radiagéo obtida pelo modelo matematico em forma

fechada apresentado neste trabalho.

Nos casos estudados foi mantida a seguinte faixa de valores

para as variaveis das fungdes:
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(1) - h<18, o limite imposto pela formulagdo das func¢ées radiais
de Mathieu e respectivos coeficientes.

(2) - n=0.1, O valor usado pelo trabalho nas comparagdes

para a fungdo cosseno hiperbdlico.

471 COMPARACAOQ ENTRE O ANEL CILINDRICOE O
ANEL ELIPTICO.

Os resultados obtidos por Pinto [7] para a eficiéncia de radiagao
de um cilindrico infinito serao utilizados para a comparagéo utilizando as

seguintes transformacdes:

(1) - O cilindro infinito sera transformado em um anel cilindro (2D)
desconsiderando o eixo z e, consequentemente, 0 numero de flexd&o na

diregdo axial, k, .

(2) - Utilizando as transformagdes matematicas através de
McLachlan [18] no argumento da fungdo de Mathieu combinada, obtido pelo
modelo matematico, é possivel chegar aos argumentos das funcdes de Hankel.

A figura 4.5 fornece todos os parametros para a transformacgao.
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-b

Figura 4.5: Representa¢éo das coordenadas elipticas
De acordo com a figura 4.5 tem-se:
1 - Nos extremos do eixo maior da elipse (+a,-a):
u=0,rney=0.

X = h.cosh U=x*a.

2 - Nos extremos do eixo menor da elipse (+b,-b):

T 3% _
p.——2~, —2— e X=0
Y:tﬁsenh,uz*l-b

Usando a relagéo:
h=a.e (4.4.1)
onde,

. h =distancia do centro ao foco
a = semi eixo maior

e = excentricidade

Quando a= constante, se e >0, p—> o, 0 produto:

h.cosh i = a (4.4.2)
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A relacdo (4.4.2) acima afirma que o produto tende para um valor
constante que corresponde ao semi eixo maior e assim a elipse tende para um
circulo de raio a (figura 4.6); por conseguinte, o argumento da funcao
combinada de Mathieu pode ser substituido pelo argumento da fungdo de

Hankel como € mostrado na expressao 4.4.2.

o 1
o
~
[y}

<

Figura 4.6: Representacgdo da elipse e cilindro concéntricos.

Afigura (4.7) representa a eficiéncia de radiagéo para:
1) Um anel eliptico em modo pulsante gerado a partir das fungdes
de Mathieu obtidas neste trabalho.
' 2) Um anel circular em modo pulsante gerado a partir das
equacgbes de Hankel obtidas por Pinto [7].
3) Um anel intermediario entre o circular e o eliptico gerados a
partir das equagdes de Mathieu.

1coes

ir das
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0 e e
24
44
’ // / e Anel eliptico
-6+ / = = = :Anel intermediario
dB Anel circular
84
10 +
A2 4+
0 0,5 1 1,5 2 2,5
h

Figura 4.7: Eficiéncia de radiacao d.e um anel cilindrico.

No eixo das abcissas esta o parametro h, que relaciona o

numero de onda ko € 0s parametros geomeétricos, isto é:

h=h, = W, para o anel eliptico

h=h, =a, para o anel cilindrico

Portanto, h=h,.k,, para o anel eliptico e h=h..ke, para a anel
cilindrico.

O resultado exibe uma boa concordédncia pois ambos
apresentam a mesma semelhan¢a na forma geométrica da curva de radiagéo
e, por conseguinte, variando o argumento‘ da fungdo de Mathieu radial
combinada é possivel chegar a fungdo de Hankel (vice-versa), como previsto
pela teoria. |

Afigura (4.8) representa a eficiéncia de radia¢do para:

1) Um anel eliptico em modo oscilante gerado a partir das
fungdes de Matheiu obtidas neste trabalho;

2) Um anel circular em modo oscilante gerado a partir das
equacdes de Hankel obtidas por Pinto [7] ;

3) Um anel intermediario entre o circular e o eliptico.

r das

tir das
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aswsswea —— T v N ew WS S wmm
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-

------ Anel circular
— = — Anel intermediario

dB

Anel eliptico

Figura 4.8: Eficiéncia de radiagédo anel cilindrico x anel eliptico

em modo oscilante .

No eixo das abcissas esta o parametro h, que esta relacionado

namero de onda ko € 0 parametro h (ligado a forma geometria de cada anel),

isto é:
| h=h,=+a?-b?, para o anel eliptico
h=h, =a, para o anel cilindrico
Portanto, h=h,.k,, para o anel eliptico e h=h, ko, para a anel
cilindrico. ‘

O resultado apresentado também exibe uma boa concordancia
pois ambos apresentam a mesma semelhanga na forma geométrica de
radiacdo e o modelo anel cilindrico apresenta melhor radiagédo em toda faixa

de variacdo do parametro h, para estes modelos estudados.
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4.7.2 Comparagao entre as tiras oscilantes

C.E. Wallace [28] (vide Anexo V) publicou em 1970 um trabalho
onde é abordada a eficiéncia de radiagéo teodrica para um painel retangular,
simplesmente apoiado, através dos modos de vibragdes pares e impares.

Wallace trabalha com a resisténcia de radiagdo correspondente aos
modos vibragdo de um painel retangular simplesmente apoiado onde o numero
de onda acustico é normalizado em relagdo ao numero de onda da placa sob a

forma:

Y= o onde k € 0 numero de onda acustico e k, € o numero de
P

onda da placa

A figura 4.9 mostra a comparagdo entre o resultado obtido por
Wallace [28] utilizando sua forma simplificada para a eficiéncia de radiacao
cujo valores utilizados para a comparacéo no intuito de se ter 0 modelo placa

de Wallace em forma de tira, foram:

Parametro Valor

comprimento (m) |1.00 m

largura (n) 0.63m

A expressao utilizada por Wallace tem a forma:

32 {an mb) , 8 lalfan mbymnn ,
Smn =~ sl +— Y- | V-— +— Y
mnz® \mb  an (mn) bimb an/ 12

onde:
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m e n sdo 0s modos de vibragdo em cada direcdo

a e b sdo as dimensdes do painel

O resultado obtido pelo modelo tedrico para uma tira vibrante de
mesmas dimensdes , onde o valor maximo permitido em relacdo ao erro é

indicado pela seta.

TIRA/TEORICA
204 0 feeeena TIRA/WALLACE

Figura 4.9. Comparacéo entre os resultados obtidos pelo modelo

matematico desenvolvido neste trabalho e os valores obtidos por Wallace.

Utilizando os valores obtidos por cada aproximagdo no intuito de se
obter a maior variagdo entre os valores de Wallace e os valores teéricos
obtidos por este trabalho, pode se observar que a forma das curvas tem
similaridade embora se deva observar que:

1) A express&o usada por Wallace € uma forma aproximada , e erros
sdo introduzidos na utilizagdo desta aproximagao para uma tira oscilante.

2) A expresséo obtida para a tira, neste trabalho, é também uma forma
aproximada para o caso da tira oscilante a partir do método simplificado por
Feshbach [17].
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4.7.3 Comparagéo entre tira tedrica pulsante e viga tedrica
 pulsante

H. Feshbach [17] desenvolveu, varias aproximagdes para as
funcdes de Mathieu radiais partindo da variavel p = 0, levando, portanto, a se
poder obter, através dessas fung¢des, a eficiéncia de radiag&o para uma viga
pulsante.

A figuré 4.10 mostra os resultados obtidos para a eficiéncia de
radiacéo tedrica de uma viga pulsante obtida através das equagdes mostradas

por Feshbach [17], e uma tira pulsante obtida pelo modelo matematico.

-0 4+

15 4
dB PO

20/ 00 Lo viga/fesh

tira/tedrica

254,

=30 .

Figura 4.10: Comparacéo entre tira tedrica e viga

obtida por Feshbach

Utilizando os valores obtidos por cada aproximagao no intuito de se
obter a maior variagdo entre os valores de Wallace e os valores teéricos
obtidos por este trabalho, pode se observar que a forma das curvas tém

similaridade embora se deva observar que:

1) A expressédo usada por Wallace € uma forma aproximada , e erros

sdo introduzidos na utilizagdo desta aproximagao para uma tira pulsante.
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2) A expresséo obtida para a tira, neste trabalho, é também uma forma
aproximada para o caso da tira pulsante a partir do método simplificado por
Feshbach [17].
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CAPITULO 5.0

5.0 RESUMO E CONCLUSOES

5.1 RESUMO

Estruturas submersas tém o fluido circundante acomodando-se
ao movimento desta estrutura através do efeito da massa adicionada (ndo
considerado nessa analise) e da eficiéncia de radiagao.

A revisao bibliografica, apresentada no capitulo 1.0, revela a néo
existéncia de dados em forma fechada e calculos do parametro eficiéncia de
radiacdo para anéis cilindros elipticos ou cilindros elipticos infinitos, mas
somente a determinacdo dos modos de vibragdes de uma membrana eliptica
para a regido das altas frequéncias onde ocorrem certos fendmeno fisicos
cujo resultado estao relacionados a mecanica quantica.

Neste trabalho foi desenvolvida uma expressdo, de forma
fechada, para a eficiéncia de radiacdo de um anel eliptico em modos simples
partindo-se da equagéo da onda aplicando-se as duas condi¢des de contorno.

A partir da solugdo da equagdao da onda em coordenadas
elipticas (equagdo 2.1.5) e considerando um anel eliptico cuja velocidade
normal superficial, (equagéo 2.1.13) foi possivel obter a equagdo para a
pressdo acustica em coordenadas ell’pticas'. Do valor médio temporal e
espacial do produto da pressdo acustica pela velocidade superficial (3.2.4)
obtém-se a poténcia acustica para um anel eliptico em modo pulsante (3.3.10)
e modo vibrante (3.4.10). _

Através dos resultados para a poténcia acustica se tem a
eficiéncia de radiagéo para os dois casos particulares (3.3.19) e (3.4.13) e o
calculo numérico obtido através dos softwares (ANSYS 5.0, SYSNOISE 5.0 e
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MATHCAD 5.0) que possibilitou a comparacdo com outras formas geométricas
desenvolvidas por Wallace [28], Pinto [7] e Feshbach [17].

5.2 CONCLUSOES

A partir do modelo matematico fbi possivel gerar a eficiéncia de
radiag@o. Inicialmente esse modelo foi comparado com os resultados obtidos
através do método de elementos finitos e elementos de contorno.

Os resultados gerados analitica e numericamente, demonstram
uma concordéncia desde que se observe os limites impostos por cada
programa no que se refere ao nimero maximo de elementos disponiveis e a
freqéncia maxima permitida ( a relacdo é que se tenha 6 elementos (nés) no
minimo para um comprimento de onda).

Inicialmente as compara¢des foram realizadas em relagdo aos
dois modelos aplicando-se 0 modelo matemético e o modelo gerado pelos
softwares.

A figura 4.5 e 4.6 mostram a comparagdo dos resultados para os
anéis elipticos em modo pulsante e oscilante. |

O préximo passo foi comparar o modelo matematico com os
resultados obtidos por Pinto [7] para a eficiéncia de radiagdo de um cilindro
infinito. Esta comparacéo foi possivel transformando o cilindro infinito em um
anel cilindrico através da eliminag&o do eixo z do cilindro e consequentemente
o numero de onda estrutural k, e, escrevendo a equacdo da onda para duas
dimensdes (2D).

Os resultados mostram que ha concordancia nos modelos como é

mostrado nas figuras 4.7 e 4.8.
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Caminhando em uma outra direc&o, esse novo passo ira testar o
modelo matematico quando se deseja determinar a eficiéncia de radlac;ao para
uma forma geométrica denominada tira. v

Wallace [28] obteve resultados para a resisténcia de radiagdo
trabalhando com painéis retangulares vibrantes. A partir do modelo
matematico para a poténcia sonora, foi possivel considerar o caso especial da
tira , bastando modificar uma das dimensdes do painel.

Das mesmas dimensdes utilizadas no modelo de Wallace
‘obteve-se o resultado para a eficiéncia de radiacdo do 'mbdélo rhatemético
para uma tira.

A figura 4.9 mostra concordancia entre os dois modelos. O teste
s6 pode ser realizado para uma tira oscilante pois Wallace ndo previu, em seu
modelo matematico, resultados para a forma pulsante.

Partindo da aproximac&o do modelo matematico proposto neste
trabalho, foi possivel comparar com os resultados obtidos por Feshbach [17]
assim como os resultados obtidos por Blake, [7] j& que os dois usaram o
- mesmo tipo de aproximacdo no desenvolvimento da express&o para a pressao
acustica e a eficiéncia de radiacgao.

Feshbach [17] determinou uma aproximacdo para as fungdes de
Matheiu em um caso especial, fazendo com que a elipse tenda para zero (un—
0 ) e obtendo uma série de valores aproximados, para essas fungbes, que
podem ser usadas na determinagd@o da pressdo acustica para o modelo tipo
viga gue se encontra apoiada sobre o eixo maior da elipse.

_ Usando o mesmo modelo aproximado Blake [7] obteve uma
expressao para a poténcia acustica de uma viga em campo livre.

A figura 4.10 mostra os resultados obtidos entre o modelo tedrico
e 0 modelo de Feshbach.

Embora se tenha determinado os valores para os dois modelos,
essa formulagdo pode ser estendida para outros casos usando o modelo

eliptico.



Capitulo V: Resumos e conclusbes 76

Os trabalhos futuros ser&o gerar a eficiéncia de radiagdo para os
modos de vibracdes superiores do anel eliptico usando o mesmo modelo obter
valores para as seguintes formas: |

(1) Cilindro eliptico infinito

(2) Cilindro eliptico finito

E conveniente salientar que, nos caso em estudo, foi levado em
consideragao que esses modelos foram gerados, em fungéo das limitagcdes dos
softwares disponiveis. Assim para os préoximos trabalhos, serd necessario
estender os mesmos resultados obtidos pelos softwares porém com maior
capacidade de programagao.

A area de atuacao desse trabalho n&o se restringe somente ao
estudo de formas geométricas onde os cascos de submarinos e navios tem a
forma eliptica, mas existe outras se¢des tais como:

- Modelagem da fuselagem de aeronaves

- Modelagem de altofalantes

- Modelagem de varios tipos de tubulagdes

- Modelagem de varios tipos de fontes comerciais e industriais,

onde esse modelo tem aplicabilidade.
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ANEXO |

COORDENADAS ELIPTICAS

Fator de escala

As coordenadas elipticas sdo formadas pelo conjunto de elipses
e hipérboles confocais (figura 1). Uma mudanca de uma escala retangular

para uma escala eliptica é realizada através do fator de escala.

COORDENADAS ELIPTICAS

Figura1: coordenadas elipticas contendo elipse e hipérboles

confocais

A variagdo do &elipse constante gerando as hipérboles e, obtendo-se
portanto, valores discretos na gerag&o de um conjunto de fungdes.

Um ponto P(xy) pode ser determinado por suas coordenadas

retangulares [x,y,z] ou coordenadas curvilineas (u1,u2,u3) onde as equagdes

de transformacdes de uma série de coordenadas para outra podem ser obtidas

através dos fatores de escala.
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Se u, eu, sdo constantes, entdo, u, varia de acordo com o vetor
posicdo r=x+Yy;+2z que descreve uma curva chamada a curva da

coordenada u, (figura 2).

h3ze3

Figura 2: Vetores tangentes as curvas representando o fator escalar de
transformacéao.

ar or or
du, du, du,

Os vetores representam os vetores tangentes as curvas.

Fazendo e, e,, e, vetores unitarios tangentes a curva, obtém-se:

—a—r:h1e1 or =h,e, or =h,e, onde:

ou, ou, ou,

h, = or , = or 5 = or sdo chamados de fatores
ou, ou, 0 Uy

escalares. Se €856, 'sao mutualmente perpendiculares, o sistema de

coordenadas curvilineas € chamado de ortogonal.

Para a mudanca de escala, € necessario obter o fator h  ( fator

mudang¢a de escala). Uma mudanga do tipo dé';n nessa coordenada produz um
deslocamento hndén ao longo da linha da coordenada. Em geral h, varia de

ponto a ponto no espaco.
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No sentido de obter h, em termos de & 6 € necessario expressar as

coordenadas x,y,z em termos das coordenadas &,,£,,&,.

desde que hnd&n € um comprimento do deslocamento correspondente a
dgn a razao do deslocamento ao longo de &, . Essa quantidade, portanto, € o

cosseno diretor. Similarmente se x € expresso em termos de &, a taxa de

mudanga de x devido ao deslocamento h df, sera 1 ox

h, 98,

Deve-se notar que existe uma relagéo proxima entre as propriedades

geométricas das coordenadas e o comportamento das solugbes. As
propriedades geométricas das coordenadas &,,&,, por exemplo, s&o expressas
rhais claramente pelo fator de escala hyeh,:
Para uma transformag&o confocal, os fatores de escala séb iguais; e o

uso das condigdes de Cauchy pode mostrar que o fator de escala sdo iguais a

d 2 ' 2 2 2
l-—z—l Desde que |dz[: (aXJ +(6yj = (axj +[ 8yj , onde o fator
do do| Y\o&,) "\og, 08,) \ag,

de escala h‘l = h2 = e&1 =r, onde r € o vetor posi¢éo.

O fator de escala e o sistema de coordenadas devem ser de forma

separaveis tal como:

ﬁ = ( 0 Xj(d—g’lj onde o fator de escala deve ser escrito sob a forma:
Oop o0&, /\du

e
2 ou ou

Pela figura 1, as coordenadas elipticas podem ser apresentadas sob a

forma:

x:gcoshucose yzgsenhusene (2)
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Fazendo a derivada da expressao (2), anterior, se obtém:

oy

a
senhucoseé —=

a
> 2 Ecosh useno (3)

En

Substituindo a expressdo (3) em (1), obtém-se:

hu :'g\/senh2 1+sen®o (4)

Pér outro lado se r € uma fungéo vetorial, o gradiente de r sera:

1 0r 1 or 1 or
gradr=Vr=— +-— +—
, hyou, h,ou, h;ou,

Lembrarque h? =h? e hi=1.

Impondo as coordenadas do sistema pode-se rescrever:

a
h =h,e h =—.senh?p+sen?d
TR B2 H

r:g\/coshzu—senze, r1 :%(coshw—cose) er, :g(coshu—sene)
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Na figura (2.1) observa-se que:
r —>distancia do ponto P(x,y) a origem
r, —distancia ao foco da direita

r, —distancia ao foco da esquerda

Através de uma transformagdo confocal, pode-se manter os
fatores de escalas. Utilizando as transformagdes de Cauchy, se tem o sistema

de coordenadas elipticas.
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ANEXO 1

Fungbes periodicas de Matheiu

As funcdes periddicas de Mathieu foram geradas a partir das
formulas utilizadas por Feshbach [17] e Barakat [26] utilizando o software
MATHCAD 5.0.

2.1 Fungédo Seno eliptibo par de periodo 27 e de

ordem Zero.

Ce,(h.cosb) = ZDeg“ (h)Cos(nb)

n=0

Ce,(h.cos0) = DJ(h) + D3 (h)Cos20 + D} (h)Cos40+ Dg(h)Cos60+-......

1,01

1,008 L

1,006 {

Seno eliptico

1,004 |

1,002 |

1 ' } t— -
0 100 200 300 400

hz
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2.2 Fungao Seno eliptico par de periodo 2n e de

primeira ordem.

Ce,(h,0) = De|(h)cos8+ De}(h)cos 30+ De!(h)cos 50+....

1,2

1

0,8

0,6

seno 0.4
eliptico 0,2
0

-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

-1

2.3 Fungao Seno eliptico par de periodo 27 e de

ordem Zero.

Se,(h.send) = D) (h) + D3 (h)sen20 + D (h) sen46+ D¢ (h) sen 66+
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ANEXO 1lI

Funcdes radiais de Mathieu

As fungBes de Matheiu apresentadas por Feshbach [17], foram
desenvolvidas através do software MATHCAD 5.0 e apresentadas da mesma

forma que foram usadas no desenvolvimento de cada modelo.

3.1Funcao radial de Mathieu de primeiro tipo de ordem zero

012 1
014
0,08 +

Jo 0,06 1
0,04 +

0,02 +




‘ - Anexo IlI: Fungdes radiais de Mathieu

3.2 Funcgéao derivadav radial de Mathieu de primeiro tipo e

ordem zero

JDO 0,6 +

s L

3.3 Funcao radial de Mathieu de segundo tipo e ordem zero

1,00E+00 +

1,00E-01 +

No

1,00E-02 + .

1,00E-03 -+

1,00E-04  d—
0 0,5

= N
—h
o
XY

3.4 Funcao derivada radial de Mathieu de segundo tipo e

ordem zero.
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15 +
134
14

NDO 5+

> a4

3.5 F uncéo radial de Mathieu de primeiro tipo e primeira
ordem

o
-
]

0,09 4
0,08 ~
0,07 +
0,06 -
J01 0,05 -+
0,04 -~
0,03 -
0,02 +
0,01 -

3.6 Funcao derivada radial de Mathieu de primeiro tipo e
primeira ordem
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JD1 0,5 +

= - -+

AL

3.7 Funcéo radial de Mathieu de segundo tipo e primeira
ordem

Nt 8+
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3.8 Fungéao derivada radial de Mathieu de segundo tipo e

primeira ordem

16 +

ND1
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ANEXO IV

1 - GERACAO DA MALHA ATRAVES DO PROGRAMA
ANYS 5.0 - ELEMENTOS FINITOS

O método de Elementos finitos € uma técnica de analise
numeérica para obtengdo de solugdes aproximadas para uma gama de
problemas em engenharia. Embora tenha sido desenvolvida originalmente
para o estudo de tensGes em estruturas aeronauticas, ela foi estendida a
outros problemas em mecanica, sendo utilizada mais intensamente em
universidades e em industrias, devido as sua flexibilidade e diversificacao.

Em um problema do continuo, de qualquer dimensé&o, a varidvel
de campo pode assumir infinitos valores uma vez que ela é fungdo de cada
ponto generico no corpo ou regido de solugédo, portanto um problema com
namero infinito de incdgnitas. O procedimento de discretizacdo do método
de Elementos Finitos, reduz o problema para um numero finito de incdgnitas
pela divisdo da regido de Solug;éo em elementos e também, expressando a
variavel de campo desconhecida em termos de fungdes de aproximacéo ou
funcbes de interpolagdo, para cada elemento. Estas fungdes sdo definidas
em fungdo dos valores da variavel de campo em pontos especificos
denominados nés. _

O procedimento para a utilizagdo do método de Elementos Finitos

segue alguns passos que serdo mostrados da maneira suscinta:
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a) Discretizar o Continuo

b) Selecionar as fungbes de interpolagédo - Este passo deve ser

feito observando os
- critérios de
compatibilidade

c) Achar as propriedades dos elementos - Estudo das equagdes

_ matriciais.

As equagdes matriciais mostram as propriedades individuais dos
elementos, utilizando os métodos diretos, de balan¢o de energia, variacional
ou de residuos ponderados.

d) Obtengéo do sistema de equagdes atraves da unido das

propriedades dos elementos.

e) Resolugao do sistema de equagdes.

O método de Elementos Finitos possui aplicagdes variadas que
sao divididas em trés classes ou categorias:

1) Problemas de Equilibrio ou problemas independentes do
tempo.

2) Problemas de Autovalores.

3) Problemas de propagagéd.

Problemas acusticos e interagdo fluido-estrutura podem ser
abordados através do ANSYS 5.0 obtendo-se uma discretizacdo que se
baseia em dividir um sistema em varios elementos (método dos elementos
finitos )conectados entre si pelos pontos nodais.

Os elementos, que podem ser formados por linhas, areas,
volumes, s&o a representacao matematica matricial da interacado entre os
graus de liberdade dos conjuntos dos nos.

O n6 é um ponto localizado no espago onde estdo definidos os
graus de liberdade (deslocamento, velocidade,etc) e as agbes (for¢as) do

sistema.
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*

Um conjunto de graus de liberdade que inclui um sistema contém
‘translagdo e rotagdo do sistema, e as informag¢des sdo passadas de um
elemento para outro através dos nds comuns.

A analise de um sistema feito através dos graus de liberdade
leva-se aos autovalores e autovetores que sdo associados com 0s modos
de vibragao do sistema.

A andlise pode ser desenvolvida junto com os graus de liberdade
de pressao ou de press@o e deslocamento. Neste estudo a determinagéo
dos modos de vibragdo e respectivas frequencias naturais foram obtidos
atraves do grau de liberdade de presséo.

A escolha do modevlo_ a ser utilizado sera caracterizado pela sua
forma geométrica que é obtido através da unido dos nds. Os casos
particulares de estudo, uni, bi ou tridimensional, s&o gerados de acordo com
o grau de complexidade de cada superficie em estudo.

A andlise dos problemas de acustica para os dois casos
particulares seguiu o ambiente do programa ANSYS 5.0 que é dividido em

trés partes mostrados na figuré 41.

ANSYS 5.0

S

PREPROCESSAMENTO

SOLUGAO

A P

POSPROCESSAMENTO

Figura 4.1: Fluxograma do ambiente do programa ANSYS 5.0.
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1.1 PRE-PROCESSAMENTO

‘ No pré-procesamento,as propriedades dos materiais (densidade,
moédulo de Young,etc), e restricdes a cada nd através dos graus de
liberdade dara a oportunidade de se ter qualquer tipo de elemento que ira

constituir o estudo, mostrado no quadro 4.1.

Parametro valor
Raio ' 1.0m
Espessura 0.001 m
Material ago
Elemento de malha incremento de 10°
Modelo elemento BEAM3
Densidade 7700 N/m*
Coefic de Poisson (NUXY) 0.29
“Modulo de Young (EX) 21e'" N/m*
Momento de Inércia - 9.09x10°

Sistema de coordenada| (0.0.0)

global (ponto inicial)

Numero de nos 74
Grau de liberdade 1 (UY)
Condig¢des de contorno NSEL define para cada

modo e usa simetria

CP Define os nds acoplados

Quadro 4.1; Parametros contidos no pre-processamento.
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1.2 SOLUGAO |

A solugdo é a parte do programa onde se define: v

a) o tipo de analise que se fara no elemento desenvolvido no
preprocessamento.

b) Normalizagdo dos autovetores obtidos.

c) Os deslocamentos e restrigdes de cada no.

A solugdo é obtida segundo o quadro 4.2.

1 - ENTRANO MODULO SOLUCAO
2 - DEFINE O TIPO DE ANALISE
Antype
Painel
3 - APLICA O CARREGAMENTO: -
S - Estrutural
D - Restri¢cbes
F - Forcas
BF - Carregamenfo
ACEL - Inércia
4 - SALVA OS DADOS
5 - SAI DO COMANDO

Quadro 4.2: Fluxograma da solugéo.

1.3 POSPROCESSAMENTO
No posprocessamento pode-se dispor dos modos de vibragdo do

elemento criado através do quadro 4.3.

Resume Resume os dados

Set |é os resultados

Display apresenta os resultados em grafico
Prnsol lista os resultados.

Quadro 4.3: Fluxograma do posprocessamento

no
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2 - UTILIZACAO DA MALHA PELO SYSNOISE

O SYSNOISE é um sistema flexivel e completo para problemas
acusticos que combina técnicas computacionais.

Para a utilizagdo do célculo de elementos finitos baseado no
SYSNOISE 5.0, e necessario criar a malha de elementos finitos que
descreve a geometria do dominio de interesse. '

O SYSNOISE 5.0 contém alguns tipos de opgdes a serem
utilizados dependendo do método a ser usado.

O meétodo de elementos finitos (F.E.M) € um método numérico
usado para modelar o comportamento acustico no tratamento de problemas
interiores cuja malha, discretizada externamente pelo ANSYS 5.0, é
acoplada ao programa.

O método de elementos de contérno (B.E.M.) € tambem um
método numérico que € usado na modelagem de problemas exteriores
modelando o comportamento para radiagado de fontes de varios modelos,
assumindo que o comportamento dindmico da estrutura néo é modificado
pela presenca do fluido que a circunda e o comportamento vibracional pode
ser especificado através das condicdes de contdrno para o calculo da
radiagao sonora da fonte.

O primeiro passo para uma analise numérica seja por elementos
finitos ou elementos de contorno, se faz através de uma discretizacdo da
-Tegido de solucdo, ou-seja, uma modelagem de uma éstrutura ou fluido.

Para se fazer tal modelagem é necessario obedecer a um dos critérios
impostos pelo programa SYSNOISE no qual a malha deve possuir no
minimo cinco ou seis elementos por comprimento de onda para elementos
fineares. Deve-se observar, na geragdo das malhas, o sistema de
coordenadas correto bem como a orientagdo correta dos elementos,
evitando assim erros nos resultados e a escolha do tipo de aproximacgao

numeérica a ser utilzada.
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O SYSNOISE usa dois tipos de aproximagdes numéricas;

Meétodo dos elementos finitos (FEM);

Método dos elementos de contorno (BEM).

A formulacdo FEM necessita da discretizagdo do meio em que a
onda sonora se propaga, enquanto que no BEM somente um modelo da
superficie vibrante deve ser discretizado.

Duas aproximagbes podem ser usadas para se resolver
problemas em BEM. ,

Aproximagdes colocacional direta e aproximagao variacional
indireta.

O termo direto ou indireto se referem a escolha do parametro
desconhecido na modelagem. O método direto usa a pressao e a velocidade
normal como variavel de superficie enquanto que o método indireto usa a
descontinuidade da presséao através da superposicao de superficies finas.

As expressdes variacional e colocacional referem-se a essa
técnica de solugdo. Na técnica colocacional impde-se que a solucdo
aproximada satisfaca exatamente a certo numero de pontos na superficie,
chamados pontos colocacionais, e na técnica variacional a solugéo é obtida
pela minimizag&o de um funcional associado ao contorno original da equacéo
integral. _ _
SYSNOISE 5.0 é definido por um grupo de palavras

chaves indicando cada escolha feita pelo operador apresentada no quadro 4.4.

METODO FEM ou BEM

FORMULACAO DIRETA ou INDIRETA

METODO DE SOLUCAO COLOCACIONAL ou
VARIACIONAL

REGIAO INTERIOR ou EXTERIOR

HIPOTESES AMORTECIDO ou NAO

VARIANTE NO ou ELEMENTO

Quadro 4.4: Palavras chaves para 0 ambiente SYSNOIS 5.0.
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2.1 METODO NUMERICO.

A) FEM

O método numérico utilizando os elementos finitos para modelar
0 campo acustico pode ser utilizado desde que o campo (volumé) inteiro seja
discretizado.. O método de elementos finitos € usado no tratamento de

problemas interiores e € somente compativel com as op¢des dos quadro 4.5.

METODO | FEM
FORMULACAO ndo pode ser usada
METODO DE SOLUCAO variacional
REGIAO interior
HIPOTESES amortecido ou n3o
VARIANTE n&o pode ser usado

Quadro 4.5: Opgdes.
B) BEM
Define o método de elementos de contorno atraves de um método

numérico para modelar o campo acustico. Com esta opgdo somente o contorno

do dominio pode ser discretizado, e a formulagéo se encontra no quadro 4.6.

METODO | BEM
FORMULACAO direta ou indireta
METODO DE SOLUCAO variacional
REGIAO interior ou exterior
HIPOTESES amortecido ou nao
VARIANTE né ou elemento

" Quadro 4.6: Formulacio.
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O método da solugdo variacional seleciona o esquema da
solugdo variacional para um sistema simétrico de equagbes e é disponivel
tanto para o FEM quanto para o BEM indireto, enquanto que a solugdo
colocacional seleciona para sistemas nao simétricos de equagbes e ¢é
disponivel somente para o método BEM direto.

O método de elementos finitds (FEM) pode somente modelar
problemas de acustica do meio interior e 0 método de elementos de contorno

(BEM) indireto modela problemas de acustica do meio interior e exterior.

Na analise do caso desacoplado assume-se que a estrutura é
rigida ou o seu comportamento dinamico € conhecido e ndo é modificado pela
presencga do fluido. No caso do comportamento variacional pode se utilizar as
velocidades da condicdo de contorno para calcular o ruido radiado. Este
método é conhecido como 0 modelo de acustica puro ou acoplamento em uma
direcao. ’

Duas variantes do método de elementos de contorno direto s&do
implementadas ; a variante principal que corresponde a implementagédo do né
que indica que todas as condigdes de contorno sao definidas pelos nos e que
os valores nodais s&o os parametros fundamentais do problema.

O SYSNOISE interagem de maneira satisfatéria com os
programas geradores de malha, e neste trabalho foi utilizado o programa
ANSYS 5.0 para essa finalidade, assim a comunicagdo dos dados foi realizada

de acordo com o quadro 4.7.

0s
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Gerac3do da malha
ANSYS 5.0

hS U

SYSNOISE 5.0

Posprocessamento

Ay 24

A7
Analise estrutural

Quadro 4.7: Interagé@o entre ANSYS 5.0 e SYSNOISE 5.0.

O ambiente do programé SYSNOISE 5.0 é composto de partes e

comandos segundo o quadro 4.8.

SYSNOISE 5.0

Utilidades

Elementos

|Construgio do modelo |

Computagido Graficos

Quadro 4.8;: Comandos do SYSNOISE 5.0.

Cada comando ¢ a representacdo de uma série de dados que tém que

compor 0 método de execugdo através dos quadros 4.9, 4.10, 4.11, 4.12.
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UTILIDADES

CHECAR A MALHA

DEPURAR A MALHA

TESTAR A MALHA

Quadro 4.9: Dados iniciais.

SETS

SELECIONAR O GRUPO DE NOS

OPERAR ENTRE OS GRUPOS

CRIAR ELEMENTOS DE JUNCAO

Quadro 4.10; Controle dos elementos de entrada.

CONSTRUGAO DO MODELO

(ELEMENTOS)

DIMENSOES uma dimens&o
duas dimensdes
tres dimensdes

SIMETRIA simetria
aximetria

sem aximetria

CONDICOES DE CONTORNO

contorno
fonte
juncdo automatica

meio espago

MODIFICACAO DA MALHA

duplicar os nds

SOBREDETERMINACAO

Quadro 4.11: Construgcdo do modelo.



ANEXO IV: ANSYS 5.0 & SYSNOISE 5.0 103

COMPUTAGAO
COMPUTAR OS DADOS
OBTER A DIRETIVIDADE
OBTER OS MODOS
GERAR OS GRAFICOS

Quadro 4.12: Obtencao dos resultados.
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ANEXO V

5.1 -METODO DA FiSICA TEORICA

Um problema externo simples é a radiagéo de uma superficie cuja
forma seja uma tira de espessura zero e largura a. Se a tira é longa
bastante, e o movimento é uniforme ao longo de seu eixo, o problema torna-se

bi-dimensional e pode-se usar os eixos elipticos.

5.1.1 RADIACAO ACUSTICA DE UMA TIRA VIBRANTE

Nesse caso, assume-se que 0 movimento € normal a superficie da tira,
com velocidade v,e™ na parte que vai desde $=0 ate $=27n e
—v,e “para a parte que vai de 8 =n ate 9=2n. Portanto, se vy é o0

potencial de velocidade, as condi¢des de contornoem p=0 € que:
~grady = +v, (09 <7)

—grady = ~-v, (1< 3 <2x)

Ou desde que grady = v
asend|ou
oy 1 N . .
a_u = —an0 send significando que y é uma funcdo impar (odd) e deve-se
r=0 )

“usar as fungdes So, Jo e No.
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Usando uma das condigdes de contorno no infinito que sé ha ondas

"‘outward”, portanto se deve usar a fungao de Hankel.

A funcéo derivada é di = H, (h,coshp) = iCe°™™ = di[mm +iN0,, ]
p p

Ha uma solugdo similar para quando a funcéo for impar (odd), deve-

< 1
_ se notar que os argumentos sao Eh

Usando aaprdximag;éo realizado por Feshbch [17] ,obtém-se:

Cy

i

%\/%(l—%hz);c? ;—g-hz(nliéhz) (5.1.1)

Consequentemente a equacgdo para a onda radiada sera:

1 o[ BY(h2m) | H ., (h,coshp) | |
_1 me1 A S0,__, (h,cos9
W 2 lnavo Z}' M(z)mH J_ H;O (h, COSh u) ‘] 2m+1 ( Cos )

m=0

(5.1.2)

Usando a relagéo [35]; P =iopy e substituindo em ‘(5.1 .2)obtém-se:

1 [ BO((h,2m+1) | H2_,, (h,coshp) | .
= —— L4 m+ 3 SO h 3
P 5 Ta0pV, ZL Mo J_H’;:n”(h,coshu)J »me1 (h,cO89)

(5.1.3)
Para m=0, em (5.1.3) obtém-se a press'éo acustica para o modo

vibrante.

1 ‘_Bf(h,l)T_H? (h,cosh u)—l (5.1.4)

P= —ETCaCOPVo'_ M(l) (h) lH;O(h, COSh u) JSOI (h7 COSS)
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Podendo utilizar as férmulas de recorréncias de Feshbach [17], pode-

se escrever as seguintes aproximagdes contidas em (5.1.4):

1 1
BY(h,]) = I+Zh2 -—h*+..

128
3h2 4 2. 4
0
h =(+-— —(—+ 3
S; (h,cos@) = ( 32 +3072)sen(p (32 512)sen 0]

3 7 (5.1.5)
0 _ 2 4
Ml(h)—n(1+—16h +—-384h )

2 [2 3
0~__ = R 2
Cl~h\E(l 32h)

0 T 2 l 2
~—h"(1+—h
IoN 8h(+16 )

Apesar das aproximagdes sugeridas, o autor n&o apresentou nenhum
valor para a tira vibrante.

5.2 - RADIACAO DE UMA BARRA LIVRE-LIVRE NO AR
E NA AGUA

5.2.1.GEOMETRIA DA BARRA

Parametro valor
Comprimento L
Largura w
Espessura hp
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O objetivo é determinar a pressdo acustica em um campo
distante.

Para resolver a equagdo para uma solugdo particular é
necessario resolver uma equagéo integral ndo homogénea.

A forma mais direta é resolver um problema de radiagao
aproximando a barra com um segmento vibrante de comprimento L de um

cilindro eliptico infinito cuja secgao transversal € representada por uma elipse

h
de eixo maior w/2 e eixo menor 7" representado pela figura 2.1 abaixo.

A

wi2

hf2—

Figura 2.1: Coordenadas elipticas para a barra.

Em coordenadas elipticas se obtém:

o’p Op

1 ’p 1 &p
ou’ "

avzj W) T T
2 b3 (coshZu—senv)

=0 (5.2.1)

A transformada axial da pressao pode ser definida como:

1 $- |
p(u,v,z)zgTp(u,v,y)e‘mdz, que substituindo na equagdo (5.2.1)

obtém-se:
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52p azp W ’ 2 2 2 2ql~
% 57 7 [v —ko][cosh n—-cos’8]p=0 (5.2.2)

2
As condigdes de contorno na superficie da barra ( u =, ) usado

na equacgao sao:

V.p=p, —O&E V., — O gradiente normal da pressdo

U = U(x,t) = componente normal da velocidade

% =io —;’—lsen v|U(i,,v,y) onde a velocidade transformada da barra
uu=uo
é,

_ i .

Ulhto.v) =L, Uty v 2)e . (52.3)

A velocidade do fluido no plano ( u =, ) na barra amortecida é:

U(1o,v,2) = U, (v,0)y,(z), para a regido |z|<% <> (0 para |Z])2)

A equagdo para a solugdo geral:

p(1,v,v) =2 A H, (h,coshp)S,, (h,cosv) (5.2.4)

O valor do coeficiente pode ser obtido sob a forma:

iopdw — B,(h2m) [ oH |
A¢ = e N T oy 22
m 2 U(HO:V) 1\/162n au

- (56.2.5)
Se,_(h,cosv) = ZBe2n (h,2m)cos(2n)v

n=0
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5.2.2 APROXIMACOES .

1 - Radiagdo em Campo livre, em baixa frequéncia, para barras ndo

amortecidas.

2 - Avaliando para campo distante (n—> ) e utlizando as

aproximacdes de Barakat, que fornece expansdes assintdticas para Mathieu

e seus coeficientes,validos para h(2, obtém-se dessa forma as aproximagbes
necessarias tais como:

S0,me1.(h,cosv) = BO, senv

HO,.,, (h,coshp) = \/gtanh pB0, HO? 241 (h, coshit)

~1 2 2

BO, ~ 1+ & MO, ~ (140
1

32 16

(5.2.6)
HZ (h,u)é a fungdo de Hankel e, somente quando m=0 o termo ira se

manter na equacgéo geral, através dos termos de alta ordem que envolve os
harménicos de alta ordem da superficie, ndo influenciando o resultado no
campo distante. Os coeficientes acima s&o truncados tem os valores
tabulados.

Fazendo k,h, = 0, a barra pode ser considerada como uma fita ou tira

de espessura zero o que pode ser aproximada como, 1, = 0, que pode fornece:

oH° | n(, 3h%)
- Jp ) =\/%(1+ = jHl (h) | (5.2.7)

Se a contribuigdo dominante para a radiacdo vem do nUimero de ondas,

kow
v<k, e se—

({ , pode-se fazer a seguinte aproximacao :
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LimH? (h) = % podendo obter a equacgao:

J=1p,c k,w?senv [2 , L 1
LV~ — 0 = ;Tem ~i(kg —v?)2r—ivz [k} —v*)* Uluo, v)dy

(5.2.8)

Essa integral, é similar a solu¢do para cilindro circular.

5.3 - EFICIENCIA DE RADIACAO DE BARRAS EM
VIBRACAO DE FLEXAO

As solugbes das equagbes de Mathieu apresentada por Jeyapalan [16]

podem ser escritas sob a forma:

de(zu) — {c~2q cosh(2p)}f(u) = 0
du
ii_zdge(ﬁ_ {c—2qcos(26)}g(®) =0 : (5.3.1)

)
onde q= 5

A partir da segunda equagdo em (5.3.1) obtém-se uma solucdo

periddica escrita sob a forma:

g(e) = Z[A2n+lce2n+1 (e’ q) + B2n+lse2n+l (e)q)]

n=0

Asolugdo paraa primeira equacaoem (5.3.1) é:

f(u) = Z[DZnHNelZnH (u7q) + E12n+1M612n+1 (U’Q)] (532)

n=0
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Usando as condi¢gdes de contorno na superficie de radiacdo, isto &,

(gradp), =iwp,v, de uma barra eliptica vibrando perpendicular ao eixo maior.

asen® . L _

v, = e se utilizando as condi¢gbes de contorno se

2 2 2

\/a sen“ O +bsen” 0
obtém

op(u,6 ) o ..
Op(au ) . iop,yav, sen o lado direito sendo uma fungéo impar.

u=u,

Juntando a solug&o para a primeira equagéo (5.3.2) e para a segunda

(5.3.1) se obtém uma solugao geral do tipo:
(Ue Zt): sz2n+1seZn+1(exq)Ne;nM(urq) + —ICOS(k Z)e—lmt
- |»+ G2n+1ce12n+1(e,q)Me;nH(u:q)J ° )

(5.3.3)
O segundo membro da equagdo € uma fungdo par logo desaparecera

de acordo com o estabelecido anteriormente. Usando a equacdo que

relaciona a derivada da pressdo com a velocidade de superficie , se obtém:

2n+1

ZF2n+lse2n+l (Q;Q)Nelzml (uo,9) = i©poav, send (5.3.4)

n=0

A solucéo para a press&o sonoras segundo Jeyapalan é:

P(0,0,2,t) = 3 oPoB0 S0, (8,q)Neb (u,q)cos(kuz)e™  (5.3.5)
n= ON 2n+1( 0: )

A equacao do poténcial de radiagéo é :

W:J‘P.Vn
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1 2
< W >= ¥J;T ﬂ;L[P(u,e, Z,t) eal *vml]a.du. do.dz.dt (5.3.6)
. 0 ’
1. . Nel . (u ,qﬂ
- = B(2n+l) T2+l NF0> R/ 5.3.
W= 1copév0a1.2 Nez,,”(uo,q)J (5.3.7)

A equacgdo é valida para valores reais de k, , isto &, k, > k,.
Para k, <k, a energiaradiada no campo distante & zero.

Quando k, =k, existe a frequéncia de coincidéncia actuando.

5.3.1FATOR DE PERDA DE RADIACAQ

O célculo do fator de perda de radiagao foi aplicado pelo autor seguindo

as seguintes definigdes :

A . . - <W >
Resisténcia de radiagéo R4 = —
<V >
A . . - <WwW>
Eficiéncia de radiagcdo = >
pes< v >

O factor de perda na radiagéo n,, = % onde M=p_In(a’-a’)
® .
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na® | Ne | . . .
Nyt = 1&9— e ' o onde A € o comprimento periférico externo.

imag

Jeyapalam, plota as duas equagdes abaixo, fazendo comparacao de

erro entre elas.

WAL ANESNY -

d = p( y LILIZ(Bl )—]@ L (5.3.8)
pmr |

Mas {17 Jx[K ul | (5.3.9)

O fator de perda de radiac&o de uma barra eliptica varia com a razao -
aspecto.

A eficiéncia de radiagdo também varia com a area projetada, entdo |,
tomando kU como uma das variaveis no eixo das abscissas e dividindo os
valéres da ordenada pela razdo aspecto, obtém-se os valores para as duas

fungdes.

Razao aspecto a/b=50

Fator de 0,1

perda 001 equal3.8

-_—— —equal/3.9
0,001 + } } i

0,1 1 10 100
KdUu

Figura 5.3.1: Comparag&o entre o método exato para a avaliagao

do fator de perda de uma barra com raio aspecto a/b= 50.
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Fatorde
perda

0,1

0,01

0,001

EQUA/8
EQUA/9

0,1

kDu

Figura 5.3.2: Comparagao entre o método exato para a avaliagdo

do fator de perda de uma barra com raio aspecto a/b= 0.05.

5.4 RESISTENCIA DE RADIACAO DE UM PAINEL

RETANGULAR.

A resisténcia de radiagao correspondendo aos modos naturais de
uma painel retangular é determinada através da energia radiada. O anel &
simplesmente apoiado em um baffle infinito.

A analise é realizada assumindo que a velocidade da superficie

. vibrante esta sob a forma:

U, =U, sen(m
a

onde:

O<x<a

O<x<b

O ponto fundamental das expresées de Wallace [28] é

implementado quando o numero de onda & normalizado com o numero de

onda da placa, onde:

=]

a

nm

78

jse”( b

2]

J

n_@y_)

(5.4.1)

(5.4.2)

8]
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Os valdres obtidos para a eficiéncia de radiacdo foram obtidos
para os modos de vibragcbes impares e pares e a expressao utillizada de forma

aproximada foi:

32 {an mb) , 8 J|alfan mbYmnr ,
Smn~ | ——+— v 1|1~ == + Y
mnz” \mb  an (mn) b\mb an/ 12 |

(5.4.3)

onde:

Y=k—

P
m en s&o 0s modos de vibragdo em cada diregao
a e b sdo as dimensdes do painel

Smn é a eficiéncia de radiag&o do painel.

5.5 VISUALIZACAO DA FORMA DE AUTOMODOS
ESPECIAIS DE VIBRACAO EM UMA
MEMBRANA ELIPTICA.

A analise das autofun¢des e autovalores de Laplacian € importante para
entender os sistemas de vibragbes com parametros distribuidos e mecanica
quéntica obtidos por Chen [30] . A modelagem da membrana eliptica em
modos de vibrégées é obtido a partir dos conceitos do Lord Rayleigh sobre

onda sonoras em altas frequéncias.
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A apresentagdo de alguns fendmenos pertencentes a mecéanica

quéntica é realizado a partir da condigdo de contorno de Dirichlet.
¢, (x),, =0 (5.5.1)

Assim no plano (x;,x2) da membrana se estabelelce o sistema de

coordenadas elipticas sob a forma:

C
X, = Ecoshucose

(5.5.2)

C
x, = —senhpusend
2

onde ¢ € uma constante positiva.

0o e 0<6<2m

Usando as coordenadas elipticas e realizando a separagdo de variaveis
para a equagdo de Helmholtz, obtém-se as equagbes de Mathieu.

Os autovalores sdo determinados a partir de um estudo sobre as

equagbes de Mathieu periddica e radial de forma truncada e obtendo as

fungdes de Mathieu como solugdes:
o(x,,x,) = ce,,(8,9)Ce,, (11q) (5.5.3)

Assume-se que o contorno do dominio eliptico sobre o qual as

condi¢des de Dirichlet possa ser aplicada, obtendo-se portanto :
o=7v_Se_(h06)e_(hu) (5.5.4)

onde:
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y é constante a ser determinada através das manipulagées das funcées

de Mathieu.
Se_(h,0) é a fung&o periddica de Mathieu de ordem m.

Je_(h,u) é a funcéo radial de Mathieu de ordem m.

© s&o os modos de vibragdo para cada caso associado.

0 objetivo do trabalho é obter resultados -que fossem c':'brfrr]barados com
R. Hettich [31] e que gerassem as regides tridimensionais proibitivas classicas
da mecénica quantica obtendo os valores através de numeros fixo

denominados de raizes da solugéo.

Apos algumas manipulagdes sobre (5.5.4) & possivel obter valores

numéricos para as duas fungcdes de Mathieu fazendo variar os argumentos das
. . ke i
fungbes e comparando com K-R através da tabela obtida para £y e fixando o

angulo da elipse.
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ANEXO VI

6.1 CALCULO DO NUMERO CARACTERiSTICO E
COEFICIENTES NORMALIZADOS

A obtencdo da fungdo periddica de Mathieu como solucdo para a
equacgdo (2.3.1) serd realizada para a primeira solucdo substituindo cada série
em (2.3.1) e igualando a zero os coeficientes gerados por cos26, cos(2r+1)6,
sen20 e sen(2r+1)0 quandor=0,1,2,....

A solucdo das fracdes continuas para o conjunto dos cosseno elipticos'

de primeiro tipo de periodo 2x é apresentada abaixo.
1) dD,-hD, =0 para Ce2n(9,k)
2) (D-4)D, —h(D, +2D, =0

3) (d-4r?)D,, —h(D,,,, +D,,_,) =0 r>2 (6.1)

Onde, D%E(h) é o coeficiente normalizado da série das fungbes de

Mathieu de ordem p.

~ D D
Usando asrelagdes v, = —2, v, =—% e Vy.Vv, =—*
: D D

0 2 0

A relagéo (1) acima fornecera uma expressdo para v, sob a seguinte

0
forma: ‘
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o d h h )
Vo= g Vot VaVo =3 (6.2)

A expressao (6.2) podera ser reagrupada na forma:

h
2 (6.3)

" :[1—%(d—hvz)}

Usando a relagédo (3) de (A.6.1) na forma:

D, sz 1
(a—4r ) L —}{ [+2 +1J: 0 e substituindo as expressdes;
D D
2r—-2 2r-2
D D :
_ 2142 __2+2r z = -
Vr =D € Vo gy T D se obtém uma relag&o mais ampla
2r 2r-2
na forma:
N
: 2
_ _ 4r
Vor_p = { 1 } _ (6.4)
1—~—{d+hv )
4r2 ar

A expressdo (6.4) podera ser desenvolvida a medida que r for

tomando valores inteiro (r=1,2,3,4...) e assim escrever as fragbes continuas

para o termo Vo
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h
Vo =F ’ 2 T
- h
1—%d+h 36 - |
1—% d_h1—~1—(336—hv )
L \ - 6 J

(6.5)

A expressdo (6.5) acima, torna-se uma expressdo sob a forma de
fragdes continuas que através da normalizagdo dos termos pode-se se ter os
valores mais exatos para os coeficientes das funcdes de Mathieu.

A normalizagéo ¢ feita sob a forma:

12m 1%

— [ Ce2(k,0)do =— [ Se? (k,6)do =1

e "0

A = = [z =1 (6.6)

r=0

As expressdes contidas em (6.6) s&o as formas que se obtém os
coeficientes normalizados para a fungdo de Mathieu para que eles sejam
convergente.

Embora o estudo tenha sido desenvolvido para um caso particular, a
generalizacdo para os quatros (4) casos é valida e confirmada por varios
autores.

A avaliacdo de d (numero caracteristico) para a fungdo em estudo

Ce, (k.6) para n>0 leva a ser usar a relagéo:
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h
2 _
— 4r
Vor_27 { [ 1 . :l (6.7)
1-| (d-hv ) - |
4r2 ar
. h . ~
Usando r+1 em r e multiplicando (2.2.14) por —5 obtém a expressao:
4r
hv,, 16r2(r +1)°
—_ 4r2 = 1 - = EZ]’
1- ~(d-hv,,.,)
4(r+1)
(6.8)
Da mesma forma, ao substituir em (6.8) por (r-1), obtém-se:
h2
hv2r 2 '16r2(r—l)2 _
4r2 4r2 h2 2r
a 16(r=1)%(r-2)2
1- 2tk
4(r-1) Vor—2
4(r-2)2
(6.9)

Para que haja convergéncia € necessario que as expressdes (6.8) e
(6.9) devem escritas sob a forma:

G2r=1—4r—2—E2r—F2r. (6.10)

Esta expressao fornecera a possibilidade para se testar a convergéncia
da funcdo em estudo, assim como os valores dos coeficientes da série de
Fourier que compora a solugdo em forma de somatério de cossenos elipticos

ou senos elipticos, conforme a periodicidade da fungdo. Da mesma maneira
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q—ué foi desenvolvido a expressé&o (6.9) quando se utilizou a expressao (1) para

o cosseno eliptico com periodicidade 2z as outras 3(trés) fungdes em (6.1)
podem ser obtidas.
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ANEXO VI

1 -Relagdo de para os coeficientes e fracdes
continuas.

As relagdes de recorréncia foram obtidas por Feshbach [17] para
as quatros solugbes da fungdo periédica de Mathieu. Cada solugdo é
desenvolvida em uma série de fungdes senoidais ou cossenoidais mantendo a

relacdo dos coeficientes, como é apresentado para cada caso.

) Para o cosseno eliptico par, Ceo,(h,6)
A) dDy-hD, =0
1) (d-4)D, -h(D4 +2Dg)=0

2) (a-4r?)Dy —h(D, +2Dy) =0

Il) Para o cosseno eliptico impar, Ce,.1(h 1)
(a-1-hDy-hD3 =0

[d—(2r +1)?Dgrsq ~N(Dprys +Dpq) = 0

IIl) Para seno eliptico impar, Se,,,4(h,u)
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(d-1-h)D;-hD3=0

[d—-(2r + 1)2][)2r+1 - h(D2r+3 + D2r—1 )=0

IVV) Para seno eliptico par, S€ a2

(d-4)D,-hD,=0

(d—4r)2D2r'h( Dars2*S Dzr.2)=o

Escrevendo vg = o Vo =— VoVoy = —5—% (7.1)

Substituindo as expressdes contidas na segunda relagio em

(I) apresentada para o cosseno eliptico par, tem-se:
(d-4)Dy-h(D4+2Dg)=0

D_2_+H(_D_4_

4-d
( )0 D

+2)=0

(4-d)Vo+h(VOV2+2)=O

h
Vg ——=Vg +—V,oVg = ——
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a h | | |
Vo= 2 - (7.2)
[1~Z(d_hv2)} |

A relagdo (7.2) é analoga a relag&o encontrada por Feshbach
[17].

Usando a refagdo 2 de (7.1) pode-se escrever:

(d=4r®)Dg ~N(Daryp +D2r2) =0 | (7.3)
Aplicando em (7.3) as relagbes abaixo;

_ D2r+2

D2r
Vorp = r = D V2r—2v2r =
2r

Do

D, D
2r 2r+2 (7.4)
D2r—2 D2r
Desenvolvendo de forma analogo ao exemplo anterior, obtem-se
uma expressao mais geral denominada de fragdes continuas:

Usando a relagéo geral (7.5) e fazendo r=3, tem-se:

h
—VO:__ 2 S
h
1-1qenl 36 ,
4 h
1-—16 d—h 1 36
[1--—(d—hv6)} (7.6)
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A expressao (7.6) € denominada de fragées continuas para tres

argumentos.
Retornando a expresséo A da re'lagéo de recorréncia (l), pode-se
escrever:
dDO —hD2 = O ’ ( 77)
d-h22 -0
. DO
d
Vo =— 7.8
0=, _ (7.8)

A expresséo (7.8) fornece a relagéo entre a fragdes continuas e o

numero caracteristico d ; e dessa expressao pode-se ter:
d=vgh o ’ (7.9)

Substituindo (7.9) em (7.6) ;

h2
~d=+ : 2 _
h2
1—1d+h2< 36 s
4 h2
ML Y 36
16 1 2
{1—£(d—h Vs)} 7.10)

Desprezando todos os termos, exceto o primeiro da expressdo
(10) e fazendo h=8 tem-se o valor para a primeira aproximag&o do numero

caracteristico:
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X |
dy = 12 | (7.11)
1-—d
2 90

Em (7.11) os valores do numero caracteristico, do, séo:

dO =~ —95 ou dO ~ +135 .
Retornando a expressao (7.10), e substituindo o valor dy=+13.5

encontrado na exprésséo (7.11), nos tres primeiros termos, obtem-se:
ag=-0.776 '
A discrepancia entre os valores para o numero caracteristico, -
0.776 e -13.5 demonstra que houve uma escolha errada para o valor da raiz,
inicialmente. |
Um nova tentativa sera utilizada fazendo; ap = -10 . O novo valor

para raiz (numero caracteristico) é a0=1 1.2.

A expressao geral (7.6) serd utilizada sem o segundo termo do

denominador ficando sob a forma;

1

2
Vorp = —10° 6{ , (7.12)
1-—(d
4r2( )
Fazendor=6 em (7.12) obtem-se:

1
Vg =-Vig = 1180 5= 0.052, onde o valor médio entre o valor
1 :

+___
144

tentativa (d = -10) e o valor encontrado (d = -11.2) para d, € -10.6.

Parar = 5;
1

_ 100 . '
ris._w = 0.009040

+_
100

Parar =4
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- 36 _ v Ny
f, = —25-=-0009040 = 0.024020
1+ ——
64
Parar=3
1
__ 9 )
- rly =g ~0.024020 = 0.087460
1+—
36
Parar=2
1
_ 4 ) |
|, = —S5g ~ 0.087460 = 0.63490
1+ —
16
Parar=1
. =— 22 _ 063490 = 10.613260 = -dp.
1T 106 :

4

A precisdo dos resultados podera ser melhor obtida se for

realizada a média entre os valores encontrados para cada aproximacao.
Expandindo o resultado para r =7 o novo valor para d, sera:

do = -10.60672, que continua sendo uma aproximacao.

2 - Computacao dos coeficientes.

A obtengido dos coeficientes para Cey(8,0) sera a partir dos

valores:
a) vqo =~0.052
b) dy =-10.6
2
Vg = —210 _ 2 = 00726

Dg 1+ 106 2(0.052)
100 25
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2
VAL 16 = 0108
D 106 2(0.0726)
|1+ -
64 16
2
v, =-D8 . 9 =0175
Dy [,,106_2(0108)
36 9
2
v, =-Da_ 4 =0.318
D, [,,_106_2(0175)
16 4
D, 4

=1327

Vo ===
Do {1 + % ~2(0.31 8)}

Normalizando a fungéo de acordo com [17], tem-se:

1271:

. 27
—jc;efn(h,e)dezl _[Se?n(h,e)deﬂ (7.13)
o To

2[D3"]2 = i[o%;‘]z =1
=

1=2D3 +D3 +D% +D3 +D3+....

2 2 2
_12._: 2+(9_2__j +(.[_)i) +(..[l§.~j
D5 Do \D> Dy

Usando a relagdo obtida para; ——8—3-:1.327, obtem-se os demais
0

2
+[98—j o (7.14)
Dg

valores para os coeficientes. Atraves dos valores dos coeficientes
normalizados pode-se escrever a expressao mais aproximada para a funcao
teste.

A funcado (15) de Mathieu periddica.

y"+(106...-16cos20)y =0 (7.15)
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Tera a primeira solu¢gdo aproximada sob a forma:

Ce(6,8) = 0.504 - 0.668cos 26 + 0.212cos 46 ~ 0.037 cos 66 + 0.004 cos 86
—0.0003 cos 106

(7.16)

Substituindo a solugao na expressao de Mathieu periddica (7.15) obtem-.
se.

y"(nmt) = (16 +10,6.... )y(nx)

Cef(nm,8) = 4x0.668 - 16x0.22 + 36x0.037 - 64x0.004

+100x0.0003 = 0.388

(7.17)
(1 06...+1 6)Ceo (nt) = 26.6...(0.504 + 0668 + 0.212 - 0.037
+0.004 - 0.0003) = 0.391
- (7.18)

O erro entre a expressao (17) e a expressao (18) é menor que  1%.

2-Comportamento das fungdes de Mathieu de acordo com o
numero de termos.

Os resultados apresentados, a seguir, foram obtidos atraves da
formulagao matematica e gerados pelo software MATHCAD 5.0, contendo o
numero de termos apresentados no quadro 1. A partir deste primeiro quadro

as demais fungdes seguiram o mesmo critério em relagdo ao numero de

termos escolhidos.

Funcao |Je |Je1 Je2 Je3 Jed Jeb
N. dejtodos |5 4 3 2 1
termos
Quadro 1: Funcao de Mathieu e o numero de termos utilizados
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a - Funcéao de Mathieu primeiro tipo de ordem zero.

h Je Jel Je2 Je3 Jed Jeb - |Média

0.1 1.252) 1.252| 1.252 1.252| 1.252]0.9975| 1.03678571
0.2 1.247| 1.247( 1.247 1.247] 1.247)0.9899| 1.03212857
0.3 1.239] 1.239{ 1.239 1.239] 1.239|0.9774| 1.02462857
0.4 1.228] 1.228] 1.228 1.228] 1.228f 0.96]1.01428571
0.5 1.214| 1.214( 1.214 1.214{ 1.213|0.9379| 1.00098571
0.6 1.198| 1.198f 1.198 1.198{ 1.195/0.9111} 0.98544286
0.7 1.179y 1.179} 1.179 1.179) 1.174| 0.88|0.96714286
0.8 1.158} 1.158] 1.158 1.158 1.15{0.8448| 0.94668571
0.9 1.135 1.135] 1.1356 1.135( 1.12110.8057|0.92381429

1 1.11 1.11 1.11 1.11 1.089| 0.763| 0.89885714
1.1 1.084| 1.084| 1.084 1.084| 1.053} 0.717]/0.87228571
1.2 1.057| 1.057| 1.057 1.0567 1.013|0.6681|0.84415714
1.3 1.029] 1.029( 1.029 1.029| 0.9685{0.6167| 0.81445714
1.4 1 1 1 1| 0.8186}0.5631 0.7831
1.5 0.9716| 0.9716| 0.9716| 0.9714{ 0.8631|0.5076| 0.75098571
1.6| 0.9432; 0.9432| 0.9432] 0.9428] 0.8015|0.4508| 0.71781429
1.7) 0.9151; 0.9151} 0.8151} 0.9146) ©.733)0.3931) 0.68371429
1.8{ 0.8876| 0.8876| 0.8876] 0.8868| 0.6569/0.3347| 0.64874286

Fungao de Mathieu de primeiro tipo ordem zero (namero de
termos)

N

——Je
0.6 + i Je1 -
—A— Je2
0.4 1+ —>——Je3
——Je4d
0.2 + —~—B—Je5 A
valor médio
0 —t——F i} + +
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7
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b - Funcao de Mathieu segundo tipo de ordem zero.

valor médio

h Je Jel Je2 Je3 Jed Jeb
0.1 -2.26 -2.233 -2.193;  -2.119 -1.921 -1.531 -1.751
0.2| -1.699 -1.673 -1.632 -1.558 -1.358 -1.078 -
1.28542857
0.3 -1.365 -1.339 -1.298| -1.223 -1.019| -0.8038 -
1.00682857
0.4 -1.124 -1.098 -1.056| -0.9806( -0.7704| -0.6025 -0.8045
0.5| -0.9339 -0.9075{ -0.8653| -0.7881| -0.5703| -0.4408 -0.6437
0.6{ -0.7759 -0.7493| -0.7064| -0.6274| -0.3998| -0.3047 -
. 0.50907143
0.7| -0.6406 -0.6139 -0.567| -0.4888| -0.2493| -0.1868 -
0.39277143
0.8| -0.5223 -0.4955| -0.4505| -0.3667| -0.1128] -0.0829 -0.2901
0.9] -0.4176 -0.3906( -0.3444| -0.2576| 0.01329]0.00955 -
110.19819414
1] -0.3241 -0.2969| -0.2491| -0.1588| 0.1316] 0.09216 -0.11502
1.1 -0.2399 -0.2125| -0.1632|-0.06883| 0.2439 0.166 -
0.03921857
1.2| -0.164 -0.1364| -0.08517| 0.01378f 0.3515] 0.2318/0.03021571
1.3 -0.0953 -0.06744|-0.01419| 0.09004| 0.4556| 0.2901(0.09411571
1.4/-0.03308| -0.004943| 0.05056( 0.1608f{ 0.5567| 0.3412/0.15303386
1.5] 0.02334 0.05177| 0.1098| 0.2269| 0.6555{ 0.3855/0.20754429
1.6/ 0.0745 0.1033 0.164| 0.2889| 0.7523] 0.4232|0.25802857
1.7 0.1209 0.15| 0.2137| 0.3475] 0.8474| 0.4544|0.30484286
1.8/ 0.1631 0.1926| 0.2595| 0.4034; 0.9408| 0.4794 0.3484
Fungdo Mathieu de segundo tipo de ordem zero (nidmero de
termos)
1+
0.5 +
0+
-0.5 +
Ye 144 ———— Je2
...... —>—Jed
-1.5 & —HK—Jed
1 S g—Jes
- valor médio
-2.5 4 ——t e } vt 1 —t t
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 11 1.3 1.5 1.7
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¢ - Funcao derivada de Mathieu primeiro tipo de ordem zero.

h JDe JDe1 JDe2 JDe3 JDed JDeb Valor médio
0.1| .-0.00063| -0.00063( -0.00063|-0.00063| -0.0006| -0.1004(-0.01725873
0.2 -0.002517| -0.00252} -0.00252|-0.00252| -0.0025 -0.2(-0.03543183
0.3} -0.005645| -0.00565| -0.00565{-0.00565| -0.0057| -0.2981(-0.05439283
0.4| -0.009992; -0.00999| -0.00999|-0.00999} -0.0101| -0.3939| -0.073993
0.5 -0.01553| -0.01553| -0.01553}-0.01553| -0.0158| -0.4868{ ' -0.094115
0.6y -0.02221] -0.02221} -0.02221|-0.02221] -0.0227| -0.576|-0.11459167
0.7 -0.02999| -0.02999 -0.02999|-0.02999| -0.0309| -0.6609| -0.135295
0.8{ -0.03882} -0.03882| -0.03882]-0.03882| -0.0404| -0.7408{-0.15607833
0.9{ -0.04865| -0.04865]| -0.04865(|-0.04865| -0.0511} -0.8151|-0.17680667

1] -0.05942| -0.05942] -0.05942}-0.05942| -0.0632| -0.8833(-0.19735833
1.1 -0.07107| -0.07107] -0.07107|-0.07108| -0.0765| -0.945 -0.21763
1.2| -0.08355| -0.08355] -0.08355|-0.08356( -0.0911| -0.9996(-0.23748667
1.3| -0.09681| -0.09681| -0.09681|-0.09683| -0.107| -1.047|-0.25687667
1.4 -0.1108| -0.1108| -0.1108]| -0.1108| -0.1243| -1.086{-0.27558333
1.5 -0.1254| -0.1254| -0.1254] -0.1255|-0.1428}. -1.118 -0.29375
1.6 -0.1407| -0.1407| -0.1407{ -0.1409{ -0.1626| -1.141 -0.3111
1.7 -0.1566| -0.1566| -0.1566| -0.1568} -0.1836| -1.156 -0.3277
1.8 -0.1731| -0.1731| -0.1731| -0.1734| -0.2058| -1.163(-0.34358333

Fungio derivada de Mathieu de primeiro tipo (nimero de termos)
0F
0.2 | —o—pe
i JDe 1
—&— JDe2
-0.4 + —>¢— JDe3
——JDe4
Je -0.6 + —— JDe5
Valor médio

-0.8 +

4 4+
-1.2 r+ } } } t } —1 Fr—

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7
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d - Funcao ,derivada de Mathieu segundo tipo de ordem zero.

h YDe YDe1 YDe2 YDe3 YDed4 |YDeb Valor médio
0.1} 0.1945} 0.1736{ 0.1495] 0.1202| 0.0808 12.86] 2.26309833
0.2| 0.1977] 0.1767] 0.1525 0.123] 0.0835 6.617] 1.22506333
0.3] 0.2018| 0.1809f 0.1564| 0.1267] 0.087 4.566 0.88646
0.4| 0.2067| 0.1857 0.161] 0.1309| 0.0909 3.546| 0.72019333
0.5f 0.212] 0.1909| 0.1659] 0.1354| 0.0949| 2.931| 0.62168833
0.6/ 0.2175] 0.1964; 0.1709] 0.1399| 0.099 2.51 0.55561
0.7] 0.2231] 0.2019| 0.1759| 0.1442] 0.1028 2.197f 0.50748333
0.8) 0.2287| 0.2074| 0.1808| 0.1483| 0.1062 1.947| 0.46973333
0.9] 0.234] 0.2127( 0.1854 0.152] 0.109 1.737 0.43835

1| 0.2391} 0.2177| 0.1896| 0.1552| 0.1111 1.554| 0.41111667
1.1] 0.2439| 0.2223f 0.1934] 0.1578]{ 0.1123 1.387| 0.38611667
1.2} 0.2483| 0.2265| 0.1967| 0.1598] 0.1124 1.233| 0.36278333
1.3} 0.2521] 0.2303| 0.199%4 0.161] 0.1112 1.088| 0.34033333
1.4 0.2555] 0.2335| 0.2014] 0.1615| 0.1085( 0.9488 0.3182
1.5| 0.2584| 0.2362; 0.2029/ 0.1612] 0.1041] 0.8148] 0.29626667
1.6] 0.2607| 0.2383] 0.2036 0.16] 0.0976 0.685| 0.27419667
1.7] 0.2625| 0.2399; 0.2037 0.158] 0.0887} 0.5589{ 0.25195667
1.8/ 0.2636| 0.2408] 0.2031 0.155]| 0.0772| 0.4365 0.22937

Fungao derivada de Mathieu segundo tipo ordem zero (nimero de
termos)
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- Valor médio
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