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RESUMO

N este tra b a lh o  é a p re se n ta d a  uma an á lise  co m p ara tiv a  e n tre  alguns mo

delos lin ea res  de elem entos de c a sca  iso tróp icos.

Dos m odelos p roposto s  na  l i te r a tu ra ,  fo ra m  selecionados p a ra  a  an á lise  

aqueles que m elhor satisfaziôun  um a sé rie  de c r i té r io s  p ré-e s tab e lec id o s , e n tre  e s te s  

a  inclusão  da p a rc e la  de en erg ia  de deform ação  por c isalham ento .

A com paração  é f e i t a  com base  no com portam ento  de cada elem ento n a  so

lução  de problem as ta n to  e s tá t ic o  como dinâm icos. N este  con tex to  são analisados os 

segu in tes aspectos: o co rrên c ia  dos fenôm enos de trav am en to  de cisalham ento  e de mem

b ra n a , sensib ilidade à  d is to rçã o  de m alha, o co rrên c ia  de modos fa lso s  de e n e rg ia  e 

convergência p a ra  as  deflexões e fre q ü ê n c ia s  n a tu ra is .

Com base  nos re su lta d o s  ob tidos é f e i ta  um a recom endação de im plcinta- 

ção dos m elhores elem entos em um p ro g ram a  de elem entos f in i to s  de uso g e ra l .



ABSTRACT

A com parative  ana lysis  o f some lin e a r  m odels o f iso tro p ic  shell f in i te  

e lem ents is  p resen ted  in th is  work.

The e lem ents th a t  b e s t fu lf il l  some previously  defined  req u irem en ts , 

such as the  inclusion o f s tr a in  energy  due to  shearing , w ere  se lec ted  fro m  the  

m odels proposed in th e  l i te ra tu re .

The com parison is based  on th e  pe rfo rm ance  o f each  elem ent in  th e  

so lu tion  of bo th  s ta t ic  and dynam ic problem s. In th is  co n tex t, th e  fo llow ing  

a sp ec ts  w ere analysed: p resence  o f sh e a r  and m em brane locking, m esh d is to r tio n  

sen sitiv ity , p resence  of spurious ze ro  energy  m odes, convergence of d isp lacem en ts 

and n a tu ra l frequenc ies.

Based on th e  re s u lts , th e  elem ents w ith  b e t te r  perfo rm ance a re  

reccom ended fo r  inclusion in a  genera l f in i te  elem ent p rogram .



CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO

1.1 -  GENERALIDADES.

%
A an á lise  de e s tru tu ra s  de casca  com preende um a v a s ta  á re a  d e n tro  do 

ram o  da engenharia . Como exem plos de e s tru tu ra s  que podem se r  m odeladas usando a 

te o r ia  de cascas, pode-se  c i ta r  os vasos sob p ressão , e s tru tu ra s  de re a to re s  nuclea

re s , subm arinos, com portas e b a rra g e n s  de u sinas h id re lé tr ic a s , e s tru tu ra s  ae ro n áu 

t ic a s , tu rb in a s , e tc ...

A ntes de se c o n s tru ir  ta is  e s tru tu ra s , é necessá rio  que se  fa ç a  o es

tudo  teó rico  e /o u  experim en ta l de um modelo, de ta l  fo rm a  que a  e s tru tu ra  não co lap - 

se  quando sob um ca rreg am en to  rea l. Uma das possib ilidades do estudo  teó rico  con

s is te  no uso de um m étodo b a s ta n te  difundido na  engenharia , denom inado de m étodo de 

e lem en tos f in ito s , onde, basicam en te , a  e s tru tu ra  é d isc re tiz a d a  em pequenos elem en

to s , os cham ados elem entos f in ito s  e, a tra v é s  da ap licação  de p rincíp ios v a ria c io -  

n a is , a s  variáveis  de in te re sse  são obtidas.

0  elem ento a  s e r  u tilizado  no uso do m étodo de elem entos f in ito s  deve 

s e r  com patível com o tipo  de e s tru tu ra  a  s e r  an a lisad a  na p rá tic a : p a ra  e s tru tu ra s  

de casca , po r exemplo, p ro c u ra -se  utilizcu- elem entos f in ito s  de casca. No en tan to , 

podem  o c o rre r  sim plificações como a  u tilizad a  p o r ZIENKIEWICZ [43], baseadas n a  u t i 

lização  de elem entos de p laca  p a ra  a  modelagem de e s tru tu ra s  de casca.

Em bora a  an á lise  de e s tru tu ra s  de c a sca  pelo m étodo de elem entos f in i

to s  j á  se  e s ten d a  po r m ais de 3 décadas, o e s tabe lec im en to  de um m odelo de elem ento 

de c a sc a  p a ra  aná lise  e s tá t ic a  e dinâm ica que se ja  confiável e e fic ien te  a inda  con

t in u a  a  s e r  ob jeto  de estudo  de m uitos pesquisadores.

O objetivo  d es te  tra b a lh o  reside  ju s ta m e n te  no f a to  de se p ro c u ra r , em 

um p rim eiro  in s ta n te , fo rm ulações de elem entos f in ito s  pôira ca scas  consideradas p ro 

m isso ra s  e d e n tre  e s ta s , em um segundo momento, a  im plem entação com putacional p a ra  a  

re a liz a ç ã o  de um estudo  com parativo  en tre  e s te s  elem entos.

Quanto aos elem entos ex is ten tes , pode-se  d ize r  que alguns são e sp ec i-



f ic o s  pcu'a ce rto s  tip o s  de e s tr u tu r a  como, p o r  exem plo, e s tru tu ra s  aix issim étricas 

s u je i ta s  a  cafregam en tos ax iss im é trico s . O utros se  aplicami bem a  cascas  fin as , onde 

a  e n e rg ia  de deform ação  asso c iad a  ao c isa lham en to  t ra n s v e rs a l  é desprezada.

N este tra b a lh o  fo ram  selec ionados, na  p r im e ira  e tap a , apenas elem entos 

c u ja s  form ulações são capazes de r e p re s e n ta r  ca sc a s  f in a s  e sem i-espessas, ou se ja , 

com energ ia  de deform ação  de c isa lham en to  tra in sv ersa l inclusa.

Bathe e Dvorkin [4], su m a ria ram  os req u is ito s  que idealm ente deveriam  

s e r  encon trados no desenvolvim ento de um elem ento  f in ito  de casca  confiável e e f ic i 

en te :

1- O elem ento deve s a tis fa z e r  os req u is ito s  de convergência  [43].

2 -  O elem ento deve se r  sim ples e de baixo  cu s to  com putacional, com 5 ou seis g ra u s  

de liberdade por nó.

3 -  A capacidade de p red ição  do elem ento deve se r  elevada, ou se ja , deve se r  co n fiá 

vel e efic ien te.

4 -  O elem ento deve se r  re la tiv am en te  insensível à  d is to rçã o  de m alha.

5 -  O elem ento deve se r  num ericam ente  c o e ren te , ou se ja , não deve t e r  jam ais  modos 

fa lso s  de deform ação, e jam a is  deve o c o rre r  o e fe ito  do trav am en to  ou "locking".

6 -  O elem ento não deve se r  baseado em f a to r e s  de a ju s te s  num éricos.

7 -  A form ulação  te ó r ic a  do elem ento deve s e r  fo rte m e n te  baseada  na m ecânica do con

tínuo , com p rem issas na d isc re tiza ç ã o  do elem ento  f in ito  que se jam  c la ra s  e bem 

f  undam entadas.

D entro deste  escopo, é f e i ta  um a seleção  dos elem entos considerados 

p rom isso res . Im plem enta-se com putacionalm ente  a lguns deles e f a z - s e  uma an á lise  

com parativa , tan to  e s tá t ic a  quanto  dinâm ica.

1 .2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA.

As te n ta tiv a s  de desenvolvim ento de elem entos f in ito s  p a ra  casca  se 

guem  basicam ente duas m etodologias d ife re n te s . Na p rim e ira  m etodologia, a  ca sca  é 

su b s titu íd a  pela montagem  de elem entos de p laca , que têm  fo rm a to s  tr ia n g u la re s  ou 

quadranguleires. E s ta  m etodologia fo i' a d o tad a  p o r ZIENKIEWICZ [43]. No en tan to , o 

m étodo tem  a  desvantagem  da não e x is tê n c ia  de acoplam ento  e n tre  os e fe ito s  de mem

b ra n a  e flexão  den tro  de cada elem ento e, consequentem ente, um g rande  núm ero de e le 

m en tos deve se r  usado p a ra  a tin g ir  um a p rec isão  s a t i s f a tó r ia  [38].

Apesar dos elem entos p lanos te re m  os problem as c itad o s acim a, a lguns



a u to re s  [ «̂'»1 ten tam  reso lver o p roblem a do não acoplam ento  e n tre  os e fe ito s  de m em 

b ra n a  e i :.íixSo u tilizando  elem entos p lanos. T a is  e lem entos se riam  b a s ta n te  ú te is  

p rinc ipalm en te  na solução de p roblem as não lin e a re s , onde o custo  com putacional deve 

s e r  p re fe ren c ia lm en te  baixo.

Na segunda m etodologia, que n o to riam en te  tem  dado os m elhores r e s u l ta 

dos, u tiliz a m -se  elem entos f in ito s  de c a sca  com dupla c u rv a tu ra , os quais perm item  

um a m elhor rep re sen tação  da e s t ru tu ra  de casca , ta n to  te ó r ic a  como geom étrica  .

A segu ir é fe ito  um levan tam ento  de elem entos que se enquadram  na  p ro 

p o s ta  deste  trab a lh o .

AHMAD e o u tro s  [1] in tro d u z iram  em seu elem ento  o conceito  do sólido 

degenerado  em casca , onde as  equações tr i-d im e n s io n a is  são  colocadas na  fo rm a  de va

r iá v e is  nodais na superfíc ie  m édia da casca . Além disso , a  h ipó tese  de K irchhoff é 

re la x a d a , perm itindo  que o elem ento s o f r a  deform ações c isa lh an te s. In felizm ente , os 

re su lta d o s  obtidos pelos elem entos degenerados pu ros, ou se ja , com in teg ração  com 

p le ta , não fo ram  bons quando ap licados em cascas  f in a s , pois o m odelo re s u lta n te  e ra  

m uito  ríg ido , exibindo ta n to  o trav am en to  de m em brana ou "mem brane locking", como o 

tra v am en to  de cisalham ento  ou "shear locking". Além disso , a ta x a  de convergência 

e ra  ba ixa .

OLSON e LINDBERG [28] e COWPER e o u tro s  [13] fo rm u la ram  elem entos b a 

seados na te o r ia  de cascas ra s a s , enquanto  HEPPLER e HANSEN [17] o f iz e ra m  baseados 

n a  te o r ia  de cascas profundas, u tilizando  polinôm ios de ordem  m ais elevada.

PARK e ou tro s [30] f iz e ra m  um estudo  com parativo  e n tre  elem entos de 

c a sc a  de 4 nós, onde ana lisaram  a  capacidade  de re p re s e n ta r  o acoplam ento  m em brajia- 

f le x ã o  em cascas fin as . Concluíiram  que ta is  elem entos podem re p re s e n ta r  o acop la

m ento  m em brana-flexão  com m alhas m ais re f in a d a s . F orm ularam  ainda um elem ento de 

q u a tro  nós que u sa  apenas um ponto de in teg ração  na  p a r te  de rig id ez  de f le x ã o  e 

m em brana, com p o ste rio r e s tab ilização  da m a tr iz  de rig idez.

BELYTSCHKO e o u tro s  [7] fo rm u la ram  um elem ento lag rangeano  de nove nós 

com in teg ração  reduzida e ap licaram  um processo  de e s tab ilização  da m a tr iz  de r ig i 

dez pcira con tro le  dos modos espúrios de deform ação . 0  p rocesso  m o stro u -se  não so

m en te  e ficaz  p a ra  con tro le  d es te s  modos, como tam bém  na  elim inação do trav am en to  de 

m em brana e de cisalham ento.

KANOKNUKULCHAI [23] desenvolveu um elem ento de q u a tro  nós, baseado no 

conceito  do sólido degenerado em casca . A pesar da  sua  sim plicidade de im plem entação, 

o elem ento  se base ia  em um f a to r  "kt", indesejável p a ra  uma ap licação  m ais g e ra l. 

Além disso, nada é afirm ado  ac e rc a  da ex is tê n c ia  ou não dos modos espú rio s  de d e fo r

m ação ou ainda se o elem ento s a tis fa z  os c r i té r io s  de convergência.



CHOI e o u tro s  111] desenvolveram  elem entos de ca sc a s  não confo rm es, 

colocando term os ad icionais no cam po de deslocam entos. - As m a tr iz e s-  ad ic ionais  o b ti

das são  elim inadas a  nível do elem ento , resu ltan d o  em uma m a tr iz  com o mesmo tam anho  

da o rig inal. Os re su ltad o s  são m elhores que os obtidos pelos e lem entos degenerados 

p u ro s  m as, novam ente, nenhum com en tário  é fe ito  com re lação  aos modos e sp ú rio s  e 

c r i té r io s  de convergência.

BATHE e HO [6], DHATT e o u tro s  [14] e MEEK e TAN [26] c r ia ra m  elem en

to s  baseados na te o r ia  de K irchho ff d isc re ta . Esses elem entos são  v a riaçõ es  dos 

elem entos DKT (D iscrete  iCirchhoff T riang le), CST (C onstant S tra in  T riang le) e LST 

(L inear S tra in  T riangle), tendo em comum o f a to  de usarem  a  te o r ia  de p lac a s  de -  

Mindlin, perm itindo assim  a  inclusão  da  energ ia  de deform ação  a sso c iad a  ao c isa lh a 

m ento.

Mais recen tem en te  su rg iram  alguns elem entos baseados no conceito  das 

deform ações assum idas. E stes e lem entos em pregam  os mesmos g ra u s  de lib e rd ad e  dos 

elem entos lagrangeanos norm ais, m as não são  elem entos iso p a ram é trico s  [21]. BATHE e 

DVORKIN [5] e PARK e STANLEY [29] têm  usado deform ações assum idas, b asead as  n a s  de

fo rm ações f ís ica s  re fe re n c ia d a s  a  um s is tem a  de coordenadas n a tu ra is  do elem ento . 

HUANG e HINTON [18] p ropuseram  elem entos baseados no uso de deform ações não f ís ic a s  

covarian tes  assum idas, re fe re n c ia d a s  tam bém  a  um sis tem a  de coordenadas n a tu ra is  do 

elem ento. E stas  deform ações não f ís ic a s  são po s te rio rm en te  e x p re ssa s  como 

deform ações c a rte s ia n a s  f ís ica s  a tra v é s  de tra n sfo rm aç ã o  ten so ria l.

JANG e PINSKY [21] tam bém  usa ram  o conceito  das defo rm ações assum idas 

u sad as  por HUANG e HINTON [18]* d ife rin d o  apenas na fo rm a  com que é obtido o cam po 

de deform ações covarian tes p a ra  m em brana. Os resu ltad o s ob tidos p o r  e s te s  elem entos 

são razoáveis.

RHIU e LEE [31] e CHANG e o u tro s  [10] desenvolveram  m odelos m is to s  de 

casca , u tilizando um princíp io  de H ellinger-R eissner m odificado. N estes e lem entos, 

a s  equações de elem entos f in ito s  são  o b tidas  assum indo-se cam pos de deslocam en tos e 

deform ações independentes. Os elem entos re su lta n te s  são liv res  do tra v a m e n to , ta n to  

de m em brana quanto de c isalham ento , além  de não terem  modos esp ú rio s  de defo rm ação .

SALEEB e ou tro s [33]-[34] e GELLERT e LAURSEN [16] desenvolveram  e le 

m entos baseados tam bém  no p rinc íp io  de H ellinger-R eissner m odificado, com a  d ife re n 

ça de que, ao invés de con sid e rar cam pos de deform ações independentes, são  conside

rad o s  campos de tensões e -deslocam entos independentes.

Existem  o u tra s  m etodologias p a ra  p ropor novos e lem entos, m as r e f e re n 

te s  a  form ulações de elem entos cap azes  de re p re se n ta r  cascas f in a s  [22] ou e s t r u tu 

r a s  a^cissim étricas [12]. D entro da  p ro p o sta  do trab a lh o , a s  p rin c ip a is  de las  fo ra m  

c ita d a s  acim a.



1.3 -  DEFINIÇÃO DO PROBLEMA.

N
1.3.1 -  Introdução.

A se leção  de um elem ento ideal p a ra  o estudo  de cascas  deveria  se r  

fundam enta lm ente  b asead a  nos c r i té r io s  p roposto s por BATHE [4]. In felizm ente  não e -  

x is te  a té  hoje um elem ento  que s a tis fa ç a  todos aqueles re q u is ito s  conjuntam ente.

B asicam ente ex istem  duas m etodologias d ife re n te s , j á  c itad as  no item  

a n te r io r , que podem s e r  id en tif ica d a s  n as  fo rm ulações de e lem entos f in ito s  p a ra  c a s 

ca, ou seja;

1- m odelos p lanos com binando rig idez  de flex ão  com rig id ez  de m em brana, m ais a  in

clusão  de e fe ito s  c isa lh an te s;

2 -  elem entos curvos, quer s e ja  usando um a te o r ia  de casca  esp ec ífica , quer s e ja  u - 

sando elem entos degenerados, onde um modelo de casca  é obtido  "degenerando-se" um 

sólido em casca  a tra v é s  do uso de p rem issas  ap ro p riad as .

Cada um a d e s ta s  m etodologias tem  suas  van tagens e desvcintagens. No 

en tan to , a  fo rm ulação  de elem entos de casca  em pregando o conceito  do sólido degene

rad o  em casca  é o m ais a tra tiv o  do ponto de v is ta  da co n sis tên c ia  m atem ática  e ap li

cab ilidade  à  an á lises  não lineeires. E s ta  a firm ação  pode s e r  com provada pelas inúme

ra s  publicações f  e ita s  nos ú ltim os anos, que ado tam  e s ta  m etodologia como base 

[1],[10],[18],[31J.

A segunda fo rm ulação  o ferece  v á ria s  van tagens. P rim eiro , e la  pode 

t r a t a r  cascas de g eo m etria s  a rb itrá ir ia s , j á  que nenhum a im posição é f e i ta  p a ra  se 

"am oldar" a  uma te o r ia  de ca sca  espec ífica . Segundo, a  fo rm u lação  u sa  funções do 

tip o  C° p a ra  as  aprox im ações das v a riáv e is  c inem áticas. Is to  leva a  um a s im p lifica 

ção considerável da fo rm ulação , j á  que som ente funções C° são  em pregadas. Em t e r 

ce iro  lugar, j á  que a  te o r ia  de M indlin /R eissner é u tiliz a d a  p a ra  c o n sid e ra r a s  de

fo rm ações c isa lh an tes  tra n sv e rsa is , e la  é adequada p a ra  a  m odelagem  de cascas  f in a s , 

m oderadam ente espessas  ou cascas  com postas.

A pesar das van tagens c ita d as  no p a rá g ra fo  a n te r io r , os elem entos dege- 

ner: 4 n s requerem  um procedim ento  de in teg ração  num érica b a s ta n te  p rec iso  p a ra  serem  

e fe tiv o s , pois se fo rem  in teg rad o s com pontos em dem asia, o c o rre  o fenôm eno do t r a 

vam ento, ou "locking", enquanto  que u tilizando  um núm ero in su fic ie n te  de pontos de 

in teg ração , a  m a tr iz  de rig id ez  não a p re se n ta  o posto  c o rre to , dando origem  aos cha

m ados modos fa lso s  de deform ação.

Em p lacas, quando se u tilizam  as  funções b iq u a d rá tic a s  lag rangeanas e 

in teg ração  com pleta (3x3) nos term os de cisalham ento  e flexão , o b tém -se  um elem ento



que a p re se n ta  o travam en to  de c isa lham en to , ou "shear locking". A raz ã o  d este  com

p o rtam en to  è o apêirecim ento de en e rg ias  espúrias,' devido à  inab ilidade  das^^funções 

de in te rpo lação  u tiliz a d a s  rep re sen ta re m  a  re s tr iç ã o  de c isa lham ento  nulo, quando a 

re la çã o  espessu ra /com prim en to  da p laca  é dim inuída.

Em cascas, e s te  fenôm eno é ag ravado  ainda m ais pelo ap arec im en to  do 

cham ado trav am en to  de m em brana ou "m em brane locking", term o cunhado por STOLARSKl E 

BELYTSCHKO [37], B asicam ente, o tra v am en to  de m em brana r e f le te  a  inabilidade do e le

m ento, em um caso  de flex ão  p u ra , de f le x io n a r  sem se d istender. E ste  modo de de

fo rm ação  é tam bém  cham ado de modo de defo rm ação  inex tensional, porque quando a s  de

fo rm ações de m em brana desaparecem , to d a s  a s  linhas na su p erfíc ie  m édia da c a sca  de

vem perm anecer com com prim entos in a lte rad o s.

A fo rm a  com que o "locking" de m em brana aparece  é sim ileir ao do apeire- 

cim ento  do "locking" de cisalham ento . Ele ap a rece  quando um elem ento curvo, com in

te g ra ç ã o  com pleta, é su je ito  a  um ca rreg am en to  de flex ão  pura. T eoricam ente  nenhum a 

ten sã o  de m em brana deveria  acon tecer, m as na p rá t ic a  surgem  tensões de m em brana es

p ú r ia s  que não deveriam  e x is tir .

E ste  tipo  de com portam ento  é indesejável na p rá tic a , j á  que ten sõ es  de 

m em brana e sp ú ria s  poderão se desenvolver em um elem ento. É sabido que, em c e rto s  

casos, a  r ig idez  de m em brana é m uito m aio r que a  r ig id ez  de flexão . Com isto , q u a l

quer energ ia  e sp ú ria  proveniente  das p a rc e la s  de m em brana, poderia  m a sc a ra r  os r e 

su ltados.

Existem  d iversas m aneiras  de c o n tro la r  o aparecim en to  do e fe ito  de 

travam en to . A m ais conhecida e de m ais fá c il  u tilização  é o em prego da in te g raç ã o  

red u z id a  ou red u z id a /se le tiv a , u tiliz a d a  por ZIENKIEWICZ e o u tro s  [44] nos te rm o s  de 

cisalham ento  e m em brana da m a tr iz  de rig idez . E s ta  m etodologia re su lto u  em um p ro 

cesso  b a s ta n te  e ficaz , como se rá  v isto  nos cap ítu lo s  4 e 5.

No entcuito, a u tilização  da in teg ração  reduzida  ou re d u z id a /se le tiv a  

pode d a r origem  aos cham ados modos fa lso s  de deform ação , como s e rá  v isto  m ais a d ian 

te .

É bem sabido que os elem entos isopareim étricos lag rangeanos C° de nove 

nós so frem  algum as defic iências. 0  elem ento  de nove nós com in teg ração  re d u z id a /s e 

le tiv a  (9-SRI), exibe uma convergência pobre p a ra  alguns tipos de p rob lem as, enquan

to  que o elem ento de nove nós com in teg ração  reduz ida  (9-URl), a p e sa r  de t e r  uma 

convergência m uito boa, so fre  o problem a de não t e r  o posto  co rre to . Is to  pode d a r  

origem  aos modos espúrios de deform ação.

Váirias p ropostas  de e s ta b iliza ç ã o  dos modos fa lso s  su rg iram  nos ú l t i -



mos anos.

BELYTSCHKO e o u tro s  [7] c r ia ra m  o "método gam a" p a ra  o con tro le  dos 

m odos espúrios e o ap licaram  em seu elem ento. B asicam ente, n este  elem ento são d e f i

n id as  cinco deform ações g en era lizad as  ad ic ionais em cad a  um dos q u a tro  pontos de in 

te g ra ç ã o  reduzida. Com e s ta s  deform ações g e n e ra liz a d as  c o n s tró i-se  uma m a tr iz  de 

e s ta b iliza ç ã o  dos modos espúrios. E s ta  m a tr iz  depende de c e r ta s  co n stan tes  a r b i t r á 

r ia s . A pesar d este  fa to , o resu lta d o  f in a l é m uito  bom.

BELYTSCHKO e o u tro s  [8] u til iz a ra m  o m étodo da p ro jeção  da decom posi

ção dos modos. A idéia  b ásica  do m étodo é d e fin ir  a s  com ponentes de flex ão  do modo 

de qualquer deform ação , e d e sp re z a r  as en e rg ias  de defo rm ação  de m em brana e c isa lh a 

m ento  con tidas den tro  dos modos de flexão .

PARK e ou tro s  [30] usaram  um proced im ento  sem elhante  ao u tilizado  por 

BELYTSCHKO [7], m as sem pre baseado em alguns " fa to re s"  escolhidos a rb itra r ia m e n te .

Uma o u tra  fo rm a  m uito u sada  p a ra  a  su p ressão  dos modos espúrios é a  do 

uso das cham adas deform ações assum idas ou in te rp o laçõ es  m is tas  u sadas  por BATHE e 

DVORKIN [4], [5], HUANG e HINTON [9], CHANG e o u tro s  [10] e PARK e STANLEY [29], 

N estes  casos, as tensões ou def orm ações que causam  "locking" são in te rp o lad as  de 

fo rm a  que as tensões ou deform ações e sp ú ria s  são  ev itadas . U tiliza -se  a  in teg ração  

com pleta  da m a tr iz  de rig id ez  de fo rm a  que o elem ento  re s u lta n te  possui o posto  

c o rre to .

Em bora a s  m etodologias c ita d a s  nos p a rá g ra fo s  a n te r io re s  necessitem  de 

um a explicação  m atem ática  m ais ríg ida , os re su lta d o s  são  b a s ta n te  s a tis fa tó r io s .

1 .3 .2  -  Conceitos.

Até ago ra  fo ram  c itad as  ex p ressõ es  a sso c iad as  a fenôm enos comuns na 

a n á lise  de e s tru tu ra s  por elem entos f in ito s . Convém co n c e itu á -la s , bem como o u tra s  

ex p ressõ es  com um ente en co n trad as  na l i t e r a tu r a  espec ia lizada .

a) T ravam ento  de c isalham ento  ou "shear locking".

. E um a excessiva rig idez  na  so lução  de um prob lem a, que acon tece quando 

a  re la çã o  espessu ra /com prim en to  da c a sc a /p la c a  to rn a - s e  pequena. Isto  acontece de

vido ao aparecim ento  de en erg ias  e sp ú ria s  re lac io n ad as  ao cisalham ento  tra n sv e rsa l, 

que não deveriam  ap a recer. E ste  f a to r  é im p o rtan te , po is na  p rá t ic a  ta is  elem entos 

te r ã o  a  sua  ap licabilidade lim itada.

b) T ravam ento  de membraina ou "membrame locking".

E ste  é um term o  dado por STOLARSKI e BELYTSCHKO [37] p a ra  d es ig n a r a



inab ilidade  de um elem ento em , f le x io n a r-s e  sem se d is ten d e r num caso  de flex ão  pu ra , 

ou se ja , de s o fre r  a  cham ada defo rm ação  inex tensional. ^

Obviamente e s te  é m ais um fenôm eno indesejável que acon tece em cascas, 

j á  que são .energ ias e sp ú rias  indesejáveis  que re p re s e n ta rã o  um a p a rc e la  considerável 

de en erg ia  no modelo. Isto  f a r á  com que o modelo se com porte  m ais rig idam en te , le

vando a  resu ltad o s  im precisos.

c) Modos espúrios de energ ia  ou "spurios ze ro -en erg y  modes".

Corresponde ao núm ero de a u to -v a lo re s  nulos, exceden tes àqueles que 

rep re sen ta m  os ■ m ovim entos de corpo ríg ido , e que e s tã o  associados a  au tove to res  não 

nulos [36]. F isicam ente, s ig n ifica  que o elem ento pode se d e fo rm ar sem que se ten h a  

um a energ ia  associada  a  e ssa  deform ação .

Os modos espúrios de defo rm ação  surgem  norm alm ente  quando a  in teg ração  

red u z id a  ou reduzidô i/sele tiva é u til iz a d a  no cálcu lo  da m a tr iz  de rig id ez  do elem en

to . Is to  fa z  com que a  m a tr iz  de rig id e z  não ten h a  o posto  c o rre to .

P a ra  c e r ta s  condições de contorno  [9], e s ta  defic iênc ia  pode levcir à 

s ingu laridade  da m a tr iz  de rig id ez  e, em o u tro s  casos, ao m au condicionam ento da m a

t r i z ,  degradando o processo  de solução.

E ste  fenôm eno é m uito m ais c r ít ic o  em a n á lises  d inâm icas e 

n ão -Iin ea res , onde o surg im ento  de ta l  fenôm eno p ra tica m en te  inv iab iliza  o processo  

de solução.

A singulciridade norm alm ente  desaparece  com a  reu n ião  de vário s elem en

to s , porém  os modos fa lso s  de en erg ia  e s tão  re lacionados com a  com patib ilidade d as  

fo rm a s  dos au toveto res associados a  au tova lo res  não nulos, e podem não d esap a rece r 

com a  reun ião  dos elem entos. N este ú ltim o caso, os modos fa ls o s  de energ ia  são  cha

m ados de modos com patíveis ou com utáveis; caso  c o n trá rio , são  incom patíveis ou não 

com utáveis.

No caso de uma an á lise  dinâm ica ou n ã o -lin ea r , o uso de elem entos que 

possuam  modos com patíveis deve se r  ev itado , pois pode-se  ch eg ar a  re su lta d o s  duvido

sos, ou mesmo não t e r  resu lta d o  algum . No cap ítu lo  cinco se rã o  ap re sen tad o s  algim s 

re su lta d o s  em que ocorrem  os modos espúrios, quando en tão  e s ta s  a firm açõ es  se rão  

clcu-êmiente consta tadas.

A determ inação  dos modos fa lso s  de energ ia  vem da  solução do problem a

de au tova lo res

8



(K* -  A*M)^ = 0 (1)

K* = K + a  M '  (2)

x ' = A + a  , (3)

onde

K é a m a tr iz  de rig id ez  do elem ento,

M é a  m a tr iz  de in é rc ia  do elem ento,

a  é uma co n stan te  p a ra  to rn a r  a m a tr iz  K não s ingu lar,

<t> são  au to v e to re s  e

X são os au tova lo res  rea is .

A de te rm inação  dos modos espúrios é f e i ta  sim plesm ente observando-se  

os au tova lo res nulos que não correspondem  a  au to v e to res  associados a deslocam ento  de 

corpo  rígido.

d) In teg ração  reduz ida  e red u z id a /se le tiv a .

N orm alm ent^, em elem entos de casca, os elem entos co n s titu in te s  da m a

t r i z  de rig idez  não são obtidos de uma in teg ração  a n a lítica . 0  uso de in teg ração  

num érica  se fa z  necessário . O procedim ento  da in teg ração  num érica  pela  q u a d ra tu ra  

de Gauss é o m ais u tilizado  em p rog ram as de elem entos f in ito s , em bora ex istam  o u tro s  

m étodos [3]. B asicam ente, neste  procedim ento  a função  que se dese ja  in te g ra r  é 

su b s titu íd a  por um som atório  da função calcu lada em "certos" pontos o tim izados m ul

tip licad o s por um "peso" de in teg ração  n es te s  pontos. Dependendo do caso  a se r  e s tu 

dado, a in teg ração  deve se r  e fe tu ad a  em v á ria s  d ireções. Com "n" pontos de in te g ra 

ção, p a ra  os casos lin ea res , a in teg ração  pela q u a d ra tu ra  de G auss pode in te g ra r  

exa tam en te  funções polinom iais de g rau  a té  (2n-l).

No caso de casca , a energ ia  de deform ação  do elem ento pode se r d iv id i

da em trê s  parce las:

= i  K__ ,  (4)

E = i  q" K q (5)m ^  m

E = 4  K q (6)
s  ^  s

onde E , E , E são as p a rce la s  de energ ia  de deform ação  devido à flex ão , m em brana e 
b  m  s

cisalham ento , respectivam ente , K , K e K são as m a tr iz e s  de rig id ez  co rresp o n d en -
b  m  s



te s  à  r ig idez  de flexão , m em brana e c isalham ento , respec tivem en te , e q  é o v e to r de 

variáveis  nodais.

D efinidos K e K e se  "n" é o núm ero de pontos necessá rio s  p a ra  se m s
in te g ra r  com pletam ente a  rig id ez  em um a d ireção , são estabe lec idos os segu in tes t i 

pos de in teg ração :

1) com pleta, se nxn pontos fo rem  u tiliz a d o s  p a ra  in te g ra r  K , K e K ;
b  m  s

2) re d u z id a /se le tiv a , se nxn pontos fo rem  u tilizad o s  p a ra  in te g ra r  e K e
b  m

(n -l)x (n -l) pontos p a ra  K ;

3) reduzida, se nxn pontos fo rem  u tilizad o s  p a ra  in te g ra r  K e (n -l)x (n -l)  pontos
b

p a ra  K e K .
m  s
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e) Invariância.

Um elem ento é d ito  in v arian te  quando a  su a  m a tr iz  de rig idez  puder s e r  

ob tida  em s is tem as locais de coordenadas, rodados ou tra n s la d a d o s  em re lação  ao s is 

tem a global de coordenadas, sem que a  solução do p roblem a s o f ra  a lte ra ç õ e s  [36], Em 

o u tra s  p a lav ras , a  solução do p roblem a não deve s e r  dependente da escolha do s is tem a  

de re fe rê n c ia .

f )  Com patibilidade e com pleteza.

P a ra  a sse g u ra r  um a convergência m onotônica do modelo, ou se ja , sem o s

cilações na re sp o s ta , um elem ento deve s e r  com patível e com pleto. No caso de um mo

delo de deslocam ento um elem ento é d ito  conform e se as  funções usadas p a ra  in te rp o 

la r  os deslocam entos a sseg u ra rem  com pleteza e com patib ilidade. A com pleteza é a l 

cançada quando as funções u tiliz a d a s  p a ra  in te rp o la r  os deslocam entos do elem ento 

forem  capazes de re p re s e n ta r  os deslocam entos de corpo ríg ido  e e s tad o s  de d e fo rm a

ção co n stan te  [3],

A com patib ilidade é a sseg u rad a  se os deslocaim entos d en tro  do elem ento 

e no contorno  fo rem  contínuos e com derivadas con tínuas a té  uma ordem  m enor do que 

a  m aior derivada  que ap arece  no funcional [3]. F isicam ente, a  com patib ilidade a s s e 

g u ra  que não e x is tirã o  bu racos ou fa lh a s  e n tre  elem entos quando o modelo fo r  c a r r e 

gado.

O elem ento t é r á  a  com pleteza e com patib ilidade dependendo de sua f o r 

m ulação.

Segundo BATHE [3], "a condição de com pleteza deve s e r  sem pre s a t is fe i 

ta ,  ao passo  que a  condição de com patib ilidade pode s e r  re la x a d a  à s  cu s ta s  da não 

obtenção da convergência m onotônica, desde que os in g red ien tes  essenc iais  da cond i-



ção de com pleteza não se jam  perdidos".

g) Modelo de elem entos fin ito s .

A base do m étodo de e lem en tos f in ito s  co n sis te  em d iv id ir um sólido em 

elem entos f in ito s  d isc re to s , co n sid e ran d o -se  a  seg u ir  um cam po de ten sõ es  e /o u  de

fo rm ações e /o u  deslocam entos d e n tro  de cada  elem ento  e /o u  no contorno . A ap licação  

de p rincíp ios v a riac io n a is  re s u l ta  em um s is te m a  de equações a lg éb rica s , de onde as 

v ariáveis  de in te re sse  são ob tidas. Com base  no tipo  de funcional a  se r  u tilizad o  

nos p rocessos va riac io n a is , vário s tip o s  de fo rm u lações apareceram .

0  p rim eiro  deles, e o m ais u tilizad o , é o m étodo dos deslocam entos, 

que é baseado n a  u tilização  do p rin c íp io  d a  m ínim a en erg ia  po tencial. É conhe

cido como o m étodo dos deslocam entos pelo f a to  de serem  os deslocam entos as  p rim e i

r a s  variáveis  ob tidas no processo  de so lução  d a s  equações.

Com a  u tilização  do p rin c íp io  da  m ínim a en erg ia  p o tenc ia l com plem entar 

su rg iu  o m étodo das tensões, nome dado p o r m otivo análogo ao c itad o  no p a rá g ra fo  a n 

te r io r .

Em cascas , os e lem entos m isto s e s tã o  b a s ta n te  d ifundidos. E s tes  são  

baseados na u tilização  dos p rincíp ios de H e ilinger-R eissner m odificados. N estes c a 

sos, um campo de ten sões ou defo rm ações é assum ido no elem ento ju n tam en te  com um 

campo de deslocam entos. O campo de ten sõ es  ou def orm ações é p o s te rio rm en te  conden

sado a  nível de elem ento, de ta l  fo rm a  que apenas os deslocam entos saem  como incóg

n ita s  p rim e iras  do p rocesso  de solução, 0  sucesso  d e s ta  m etodologia pode se r  con

firm ado  pelos inúm eros a rtig o s  que usam  e s te  p rincíp io  como base [10], [16], [31], 

[33], e [34]. Porém , p a ra  que a  fo rm u lação  te n h a  um com portam ento  es táve l e co n sis 

ten te , c e r ta s  condições de com patib ilidade e n tre  os cam pos de d e fo rm aç õ e s /te n sõ e s  e 

deslocam entos devem se r  s a tis fe i ta s . E s ta s  são  a s  condições de B abuska-B rezzi.

h) Elem entos degenerados.

São elem entos o rig ina lm en te  p ro p o sto s  por AHMAD e o u tro s  [11. B asica 

m ente, nestes elem entos um sólido é "degenerado" em casca , assum indo-se  p rem issa s  

adequadas. E n tre  e ssa s  p rem issas c itam -se ;

1) a  h ipótese de K irchhoff é x e la x a d a , p erm itindo  que o elem ento s o f ra  defo rm ações 

c isa lhan tes  tra n sv e rsa is ;

2) as  tensões norm ais ao plano da casca  são  desconsideradas.

É um elem ento de fác il im plem entação  e m uito bem fundam entado  te o r ic a 

m ente, j á  que, ao c o n trá rio  de m u itas  fo rm u lações  ex is te n te s  na  a tu a lid ad e , nenhum

11



a r t i f íc io  duvidoso é im posto na fo rm ulação .

\
i) "Patch tes t"

É um te s te  idealizado  p a ra  v e r if ic a r  se um determ inado elem ento con

v e rg irá  p a ra  a re sp o s ta  c o r re ta  do problem a, à  m edida que o co rre r um refin o  de m a

lha.

É um te s te  fá c il  de se r e a l iz a r  e m uito im portan te  na fa se  de desen

volvim ento ou im plem entação de um elem ento, sendo a ltam en te  recom endada a sua u t i l i 

zação.

0  te s te  é rea lizad o  m ontando-se  alguns elem entos de ta l  m aneira  que 

pelo menos um nó é com pletam ente rodeado por o u tro s  elem entos. A plica-se  um c a r r e 

gam ento com deslocam entos ou fo rç a s  co n sis ten te s , de fo rm a  que correspondam  a um es

tad o  de deform ação constan te . Se, após com putadas as deform ações (ou tensões) em 

qualquer p a rte  do elem ento, e las co incid irem  com a re sp o s ta  e x a ta  a té  o lim ite  de 

p rec isão  do com putador, o elem ento é d ito  que passou no "patch te s t"  [12].

1.3.3 -  Seleção dos elem entos.

Com base no que fo i exposto  nos iten s  an te r io re s , f a z - s e  ag o ra  a esco

lha dos elem entos p a ra  uma aná lise  m ais p ro funda.

D iante da p ro p o sta  do tra b a lh o , som ente foram  selecionados elem entos 

que têm  incluída na sua fo rm ulação  a energ ia  de deform ação  devido ao cisalham ento  

tra n sv e rsa l.

0  p rim eiro  elem ento selecionado foi o proposto  por CHANG e o u tro s  

[10]. É um elem ento lagrangeano  de nove nós baseado no p rincíp io  de H ellinger- 

R eissner m odificado. A análise  dos re su lta d o s  do a r tig o  m ostrou alguns quesito s  im

p o rta n te s , como boa convergência e não oco rrên c ia  de modos fa lso s  de energ ia . Além 

disso  o elem ento passa  no "p a tch -te s t" , e é liv re  do problem a do trav am en to , ta n to  

de m em brana quanto de cisalham ento . E ste  elem ento, de agora  em d ian te , s e rá  denom i

nado de SHELM-9.
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Também fo ram  selecionados os elem entos degenerados de nove nós la g ra n -  

geanos com in tegração  com pleta (9-FULL) e com in teg ração  reduzida (9-URl). O e le 

m ento 9-FULL apresen ta-.um a c a ra c te r ís t ic a  m uito im portan te  em elem entos de casca , 

que é a  ausência de modos fa lso s  de energ ia . Já  o elem ento 9-URI foi selecionado 

pelo fa to  d e -a p re s e n ta r  um com portam ento  excelen te  quanto  -à c o n v e rg ê n c ia -p a ra  o s  

deslocam entos.

Além dos elem entos c itados nos p a rá g ra fo s  an te r io re s , e que fo ram  im



plem entados com putacionalm ente n este  tra b a lh o , m erecem  destaq u e  p a ra  fu tu ro s  t r a b a 

lhos os elem entos p ro p o sto s  po r JANG e PINSKY [21], baseados em deform ações, cova

r ia n te s  assum idas, o b tid as  a tra v é s  de um campo de defo rm ações co v a rian te s  definido 

em re lação  a  um s is te m a  de coordenadas n a tu ra is .

O utro elem ento que m erece destaque é o p roposto  p o r BELYTSCHKO e ou

t ro s  [7]. É um elem ento  lagrangeano  de nove nós, que u sa  in te g ra ç ã o  reduz ida  no 

cálculo  da m a tr iz  de rig idez , com p o s te r io r  e s tab ilização  d e s ta  a tra v é s  do uso do 

"método gcima" p roposto  pelos mesmos au to res . 0  elem ento não possu i travam entode 

m em brana nem de c isa lham ento , não tendo tam bém  modos fa lso s  de en erg ia .

O elem ento  p roposto  por PARK e STANLEY [29] tam bém  m ostrou  resu ltad o s  

m uito bons. Não a p re se n ta  travam en to  de m em brana ou de c isa lh am en to , nem rev e la  a  

p resen ça  de modos fa lso s  de energ ia. É baseado no cálculo  de defo rm ações re fe re n c i

adas  ao sis tem a  n a tu ra l  do elem ento, que são p o s te rio rm en te  re fe re n c ia d a s  a  um s is 

tem a  ortogonal e ca lcu lad as  em cada ponto de in teg ração  p o r in te rm éd io  de t r a n s fo r 

m ação ten so ria l.

F inalm ente , su rge  tam bém  como uma opção viável o elem ento  idealizado 

po r HUANG e HINTON [18]. É um elem ento degenerado de nove nós, que u til iz a  em sua 

fo rm ulação  o conceito  de "deform ações m elhoradas". As "defo rm ações m elhoradas" de 

cisalham ento  são  o b tid as  a tra v é s  de uma in te rpo lação  de defo rm ações de cisalham ento  

não f ís ic a s , re fe re n c ia d a s  ao s is tem a  n a tu ra l do elem ento. Mais t a r d e  e la s  são  co

locadas na fo rm a  de deform ações f ís ic a s  nos pontos de in te g raç ã o , p o r  tra n sfo rm aç ã o  

te n so r ia l. As "deform ações m elhoradas" de m em brana ' tam bém  são  o b tid as  a tra v é s  de 

um a in te rpo lação , só que j á  re fe re n c ia d a s  ao ponto de in te g raç ã o , não necessitando 

tra n sfo rm aç ã o  ten so ria l.

Com os elem entos selecionados p a ra  a  im plem entação num érica , f a z - s e  um 

estudo  com parativo e n tre  eles.

Nos cap ítu lo s  dois e t r ê s  são a p re se n ta d a s  a s  fo rm u lações  m ais d e ta 

lhadas dos elem entos selecionados p a ra  a im plem entação num érica . No q u a rto  capítu lo  

é f e i ta  uma an á lise  dos elem entos im plem entados, quando u tiliz a d o s  na  modelagem  de 

problem as e s tá tic o s , No quinto cap ítu lo  e s ta  aná lise  é d irig id a  aos casos dinâm i

cos. F inalizando, no sex to  cap ítu lo  são m ostrados as conclusões e sugestões p a ra  

fu tu ro s  trab a lh o s .

1.4 -  IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL.

A im plem entação fo i f e i ta  u tilizaindo-se o supercom pu tado r CONVEX-210 

da U niversidade F ed era l de S an ta  C atarina , com p rocessam en to  v e to ria l. Todas a s  va
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r iá v e is  u tiliz a d a s  no cômputo das m a tr iz e s  de rig id e z  e m assa  fo ram  de dupla 

p rec isão , c o in 'a  u tilização  de alocação dinâm ica dé m em ória. 0  p ro g ram a  fo i e la b o ra 

do u tiliz a n d o -se  a linguagem  FORTRAN.

O sistem a base u tilizado  fo i o SIMELF (S istem a M odular de E lem entos 

F in ito s) [2], da U niversidade Federal de S an ta  C a ta rin a .

0  processo u tilizado  na solução das equações re s u l ta n te s  dos elem entos 

f in i to s  fo i a elim inação de Gauss em m a tr iz e s  a rm azen ad as  em fo rm a  de banda, enquan

to  que os au tovalo res e au tove to res fo ram  ob tidos a tra v é s  do m étodo da ite raç ã o  su b - 

esp ac ia l [3].

14



CAPÍTULO 2

DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS 9-FULL E 9-URI

2.1 -  INTRODUÇÃO.

T eó rica  e m atem aticam en te  m uito  bem fundam entados, os elem entos dege

n erad o s o rig in a riam en te  p roposto s por AHMAD e o u tro s  [1] desem penham  um papel fu n d a 

m en ta l na h is tó r ia  de elem entos f in ito s  p a ra  cascas. O elem ento m o strad o  agora  s e 

gue a  fo rm ulação  b ás ica  dos elem entos degenerados, sendo a d o ta d a s  a s  segu in tes p re 

m issas:

a) As deflexões são  pequenas;

b) A h ipótese  de K irch h çff é re lax ad a , ou se ja , a  norm al à  su p e rf íc ie  indeform ada 

não perm anece norm al à  su p e rfíc ie  defo rm ada, perm anecendo no e n ta n to  r e t a  e in ex - 

tensível;

c) Tensões norm ais à  su p e rf íc ie  de re fe rê n c ia  da casca  são desp rezáveis .

E s ta s  p rem issas  tam bém  se rão  válidas nas fo rm u lações  dos ou tros e le 

m entos selecionados.

A n o tação  ind ic ia i é ado tada  no d e c o rre r do tra b a lh o . Nos locais onde 

não é u tiliz a d a  e s ta  no tação  há um a re fe rê n c ia  ex p líc ita  no tex to .

2 .2  -  FORMULAÇÃO 0 0  ELEMENTO 9-FULL.

2.2.1 -  S istem as de coordenadas.

Q uatro  s is tem as  de coordenadas são u tilizados n as  fo rm u laçõ es  dos e le 

m entos de casca  degenerados. E s tes  s is tem as são  m ostrados na  f ig u ra  1.

a) S istem a global de coordenadas (x ,y ,z).

O s is te m a  global de coordenadas é usado p a ra  d e f in ir  a s  coordenadas

nodais e deslocam entos da casca . Os v e to res  de base associados são  designados p o r

e ^  e« e e ^
1 2  3



b) S istem a n a tu ra l de coordenadas (Ç,7),Ç).

As funções de in te rpo lação  são ex p re ssa s  em te rm o s  das • coordenadas 

n a tu ra is  não o rtogonais  do elem ento.

A su p e rf íc ie  de re fe rê n c ia  da casca  é de fin id a  p e las  coordenadas n a tu 

r a is  Ç e T), com C = 0. A d ireção  de Ç é aproxim adam ente  norm al à  su p e rfíc ie  m édia 

da casca . Todas e ssa s  coordenadas n a tu ra is  variam  de -1 a  +1.

c) S istem a local de coordenadas (x \y ',z* ).

0  s is te m a  local de coordenadas é usado p a ra  d e fin ir  a s  tensões e de

fo rm ações em qualquer ponto d en tro  do elem ento. O v e to r z* define  a  d ireção  z* e é 

ob tido  a tra v é s  do p rodu to  v e to ria l dos veto res que são ta n g e n te s  às  d ireções Ç e  t), 

ou se ja ;

z  = x ,^  X X ,  (7)

onde X ,  é o v e to r posição de qualquer ponto da casca , dado pe la  equação  (18).

0  v e to r  X* na d ireção  x* é co incidente com a  tan g en te  na d ireção  ou se ja ,

x^ = x ,ç  (8)

O v e to r  y* na d ireção  y* é obtido a tra v é s  do produ to  v e to ria l de z}  com x* , de ta l  

fo rm a  que

y* = z* X x ‘ (9)

0  s is te m a  local de coordenadas v a ria  d en tro  d a  c a sc a  e é ú til  p a ra  de

f in i r  a  m a tr iz  dos cossenos d ire to re s  6, a  qual p e rm ite  tra n s fo rm a ç õ e s  e n tre  os s is 

tem as  de coordenadas local e global. A m atr iz  dos cossenos d ire to re s  é defin ida  pe

la  expressão :

16

e  = 1 1 1 
e e e

1 2 3
( 10)

onde e | ,  e são  v e to res  de base o rtonorm ais n as  d ireçõ es  x*, y* e z*, resp>ecti- 

vam ente, sendo calcu lados pèlas expressões:

e ‘ = — ^  (11)
 ̂ II x ‘ll
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e = 
2

Il y  II
(12)

e =
3

(13)

d) S istem a nodal de coordenadas.

0  s is tem a  nodal de coordenadas é constru ído  em cada nó, e é usado como 

re fe rê n c ia  p a ra  d e fin ir  os g rau s  de liberdade  de ro ta ç ão  (6^, 0^) em cada  nó do e le 

m ento.

Os v e to re s  de base o rto g o n a is  associados são  dados por e^, e e^. A 

d ireção  de e é d e fin id a  a tra v é s  da equação (14).

fe =
3

1

+ -  
X  -  Xi i (14)

h = i
+

X  -  X  i i
(15)

sem soma em i, onde x . é a  posição do ve to r do i-ésim o nó na p a r te  su p e rio r da c a s 

ca, X é o v e to r do i-ésim o  nó na p a r te  in fe r io r  da ca sca , h é a e sp essu ra  da c a sca
i (*) ^

no nó i

E xistem  v á ria s  m an e iras  de' d e fin ir  as  d ireções  dos v e to re s  e e^. 

N este elem ento fo i ad o tad a  a  segu in te  convenção:

fe  = 
1

X
3 3 (16)

e X
3 3

f f V fe = e X e
2 3 1

(17)

No caso  de se r  p a ra le lo  a  e®, a d ireção  de p a ssa  a  s e r  a  m esm a de e®, com 

sendo calculado pela  equação (17).

(*■) A p e sa r  da fo rm ulação  u tiliz a d a  por CHANG e o u tro s  [10] re q u e re r  o uso das

equações (14) e (15), o p tou -se  pela  in trodução  de e h  como dados de e n tra d a  do
3i i

problem a. E sta  consideração  reduz  em m uito a  ge ração  de coordenadas e, p a ra  os c a 

sos estudados n este  tra b a lh o , não há nenhum a degradação  da  fo rm ulação .
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F ig u ra  1 -  Tipos de s is tem as  de coordenadas u tilizados.

a)global. b)local. c)nodal. d )n a tu ra l.

2 .2 .2  -  G eom etria  do elem ento.

Seguindo-se a  fo rm ulação  iso p aram étrica , a geom etria  do elem ento  é defin ida  em t e r 

mos das coordenadas n a tu ra is  do elem ento (Ç,t},C), a tra v é s  da  segu in te  equação:

x Xi
f i ,e 3x

X = • y ■ = N ■ ! ■ * < i  N h, .
f 1e
3y

(18)

z z F <=0
f 1e3z->

onde X  = (x, y, z) são as coordenadas de um ponto gen érico  da casca  re fe re n te s  ao 

s is tem a  global. é a função de in te rpo lação  lag ran g ean a  no nó genérico  "i" c o r 

responden te  a um a superfíc ie  com Ç constan te; é a e sp e ssu ra  da casca  no nó "i";

Ç,T),Ç são as  coordenadas n a tu ra is  do ponto em consideração ; e é o ve to r dado pela
3

equação (14). As funções N e suas derivadas p a rc ia is  em re lação  a  Ç e e s tã o
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c la ram en te  d e fin id as  no apêndice A.

\

2 .2 .3  -  R epresen tação  dos deslocam entos.

Cinco g rau s  de liberdade  são considerados em cada  nó do elem ento: t r ê s

tra n s la ç õ e s  {u,v,w) ao longo dos eixos g lobais (x ,y ,z) e duas ro ta ç õ es  sob re

os eixos m utualm ente  pe rp en d icu la res  e e^, no rm ais à  d ireção  e^, como pode se r
1 2  3

visto  na f ig u ra  2. P o rta n to , cada elem ento tem  um to ta l  de 45 g rau s  de liberdade. 

C onsiderando-se a s  p rem issas  d e sc r ita s  no item  2.1, o v e to r de deslocam entos 

u  (u,v,w ) em um ponto genérico  da casca  é dado por:

u u ' 
i

f i[-0  e 1 2x
+ 0 e j. 2 Ix

V ■ = N ■ 
i

V
i

• * < ^  N, h  . -0*e^‘ 1 2y
+ 0*e^' 

2 ly
w w y ç=o -0*e^‘ 1 2z

+ _ i  f i  0 e 2 Iz-'

(19)

F ig u ra  2 -  S istem a nodal. 

Ou na fo rm a  sim bólica;

u  = N ci (20)

onde N re p re se n ta  a  m a tr iz  das funções de in te rp o lação  m od ificadas, ob tida  a  p a r t i r  

dos term os da equação (19), e q é o v e to r de v ariáveis  nodais do elem ento  defin ido  

por:

t

q = ( 21)
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2 .2 .4  -  D eform ações.

a) In trodução  ''

O m elhor s is te m a  p a ra  d e fin ir  a s  deform ações de um elem ento de c a sc a  é 

o s is te m a  local. E sco lhe-se  e s te  s is tem a  pela  fac ilid ad e  de im posição da p rem issa  

da  nulidade da ten são  norm al onde é a  d ireção  norm al ao plano defin ido  p e 

la s  coordenadas n a tu ra is  Ç e t,.

A segu ir, d e sc re v e -se  os passos n ecessá rio s  p a ra  se  o b te r  a  m a tr iz  B , 

que re lac io n a  defo rm ações-deslocam en tos do elem ento em re la çã o  ao s is tem a global. 

E la  é defin ida  de ta l  fo rm a  que possa se r  u tiliz a d a  de uma m an e ira  d ire ta , quando do 

cá lcu lo  das m a tr iz e s  de e lem en tos f in ito s . P a ra  não p e rd e r a  seqüência  de deduções, 

a lgum as m a tr iz e s  se rã o  d e fin id as  em apêndices ap rop riadam en te  re fe ren c iad o s .

b) D efin ição das deform ações.

0  v e to r  de deform ações f ís ic a s  em re lação  ao sis tem a  global de coordenadas é dado 

por:

€ c  e j  r  7
X X  y y  2 2  x y  y z  X 2

( 22)

onde

e
XX

u,
X

(2 3 .a )

e
yy

= V,y
(23-b)

c
z z

A

= w, z
(23-c)

r xy
A

— u, +
y

V,
X

(23.d)

^yz
— V. + 

z
w,

y
(23-e)

= u, +2
w,

X
(2 3 .f)

Os deslocam entos u tilizad o s  n e s te  elem ento são dados pela  equação (19). E stes  d e s 

locam entos são exp ressos em função  das coordenadas n a tu ra is  do elem ento ÍÇ,7j,<). 

Como a s  deform ações dadas p e las  equações (23) são ca lcu ladas em função  das d e riv ad as  

dos deslocam entos em re la çã o  ao s is tem a global, é necessá rio  que se fa ç a  a  segu in te  

t r a n s f  orm ação:

u,
X

V,
X

W , ■
X

u,
y V,y

W ,
y

=

u,
z

V,2 w, 2

(24)
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onde J  é a  m a tr iz  jacob iana  dada por:

x . ç  y .ç  - . ç

N  " ’T, 

" ’C " ’C " ’C

(25)

As derivadas dos deslocam entos usadas na equação (24) são o b tidas  

a tr a v é s  da equação (19), enquanto  que as  da m a tr iz  jaco b ian a  são ob tidas a tra v é s  da 

equação  (18).

Com a u tilização  das equações (19), (24) e (25), pode-se  c o n s tru ir  um 

v e to r  de re laçõ es  deform ações-deslocam entos em re lação  ao s is tem a  global na fo rm a:

= (26)

onde e® é defin ido por (22) e q pela  equação (21). A m a tr iz  pode se r  p a rtic io n a 

da  na  form a:

= B , B . . . . ,  B
1 2 ’ 9

(27)

sendo defin idas pela  equação (B.9).

A equação (26) e x p re ssa  as re lações  defo rm ações-deslocam en tos em 

re la ç ã o  ao s is tem a  global. É in te re s sa n te  que as deform ações se jam  ex p re ssa s  em r e 

lação  ao s is tem a  local de coordenadas, pois, como já  fo i d ito , f ic a  fa c ili ta d a  a  im 

posição  de ten são  nula na d ireção  perp en d icu la r às  coordenadas n a tu ra is  (Ç,t)).

E sta  tran sfo rm ação  é re a liz a d a  e fe tu an d o -se  um a tra n s fo rm a ç ã o  te n s o r i

a l no te n so r  deform ação  dada por:

(28)

onde

0 é a  m a tr iz  dos cossenos d ire to re s  dada  pela  equação (10),

E® é o ten so r  deform ação  expresso  em re lação  ao sis tem a global de coordenadas e 

*̂1
E é o ten so r  deform ação  expresso  em re lação  ao sis tem a  local.

Expandindo e re a rra n ja n d o  os te rm o s da equação (28), pode-se  o b te r  o 

v e to r  de deform ação  em re lação  ao s is tem a  local de um a fo rm a  m ais e legan te , e s c re 
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vendo-se:

e* = T B® q (29)

onde é ob tida  e lim inando-se  a  te r c e i r a  linha da  m a tr iz  d e fin id a  pela  equação  

(C.7). Isto  é rea lizad o  p a ra  im por a  p rem issa  de ten são  nu la  na  d ireção  perpend icu 

la r  à s  coordenadas n a tu ra is  Ç, t, do elem ento. P o rtan to , a m a tr iz  tem  dim ensão 

(5x6). Ainda com re lação  à equação  (29), é a  m a tr iz  que re la c io n a  deform ações 

aos deslocam entos em re lação  ao s is tem a  global, defin ida  pela  equação  (B.9). Ainda, 

q é o ve to r das va riáv e is  nodais do elem ento defin ido pela  equação (21) e e ' é o  ve

to r  de deform ação  em re lação  ao s is tem a  local, e sc r ito  na fo rm a:

e 1 1 , e 1 1 , y  1 1 , r  1 1 , y 1 1
X X  y y  x y  y z  x z

(30)

A m a tr iz  B^ da  equação  (29) pode se r  div idida em duas p a rte s : B^, a s 

sociada  às com ponentes que não dependem  da coordenada n a tu ra l  Ç, e B®, a sso c iad a  às 

com ponentes que dependem de Ç. Aqui cabe um esclarec im en to . AHMAD e o u tro s  [1], 

assum em  que nenhum a deform ação  o c o rre  na d ireção  de Ç. Adicionam  a inda  que, "ap esa r 

de Ç não se r  ex a tam en te  norm al à  su p e rf íc ie  m édia da c a sca  e s ta  re p re se n ta  um a boa 

aprox im ação  das p rem issas  u sua is  de cascas".

Com isso, tem -se:

(31)

S ubstitu indo -se  (31) em (29) obtém -se:

(32)

OU

onde

e ‘ = B^q + C q (33)

B* = T B®
O e  O

(34)

b ’ = T B®
t  e t

(35)

As com ponentes das m a tr iz e s  B® e B são dadas pe las  equações (B.IO) e
O t

p u i i c i i L c : : >  u c t t »  i i i c l l i  i ^ c t >

(B .ll), respectivam ente.

As m a tr iz e s  defin idas po r (34) e (35) têm  dim ensões (5x45).
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No s is tem a  local, a s  deform ações dadas pela  equação (33) podem s e r  e s

c r i t a s  da segu in te  fo rm a:

(
e C e

* 1 P m b
e  =  ■

' ' i
r

S ’'

"  1 
r

s

■ +  C  ■

0

(36)

■̂1 ■'i onde e s ig n ific a  defo rm ação  no p lano  (£,7j); y são  as  deform ações c isa lh an te s

tra n sv e rsa is ;  e  são  as p a r te s  de e asso c iad as  ao com portam en to  de m em brana sendo
m ^ p

1 1independentes de Ç; Çe são  as p a r te s  de e a sso c iad as  ao com portam ento  de flex ão ,b p
l in e a re s  em Ç.

Convém r e s s a l ta r  que e s ta s  deform ações são  to d as  r e fe re n te s  ao s is tem a  

local de coordenadas. Os ve to res  de deform ação  dados p e la  equação (36) são obtidos 

a tra v é s  das segu in tes equações:

^ 1e = B* q (37)m m

r  = B* q (38)s s

CB; q (39)

onde é a  m a tr iz  que se fo rm a  tom ando-se  as  3 p r im e ira s  • linhas d a  m a tr iz  dada  

po r (34), B é a m a tr iz  que se fo rm a  tom ando-se  as duas ú ltim as  linhas de B dada
S O

por (34) e B^ é a  m a tr iz  co n stitu id a  das t r ê s  p r im e ira s  linhas de B^ dada pe la

equação (35). A pesar de c la ram en te  defin idas, a s  m a tr iz e s  B* e B* têm  dim ensões
m  b

(3x45), enquanto que B^ tem  dim ensão (2x45).

2 .2 .5  -  D efinição das tensões.

Conform e j á  d ito  an tes , a  p rem issa  da ten sã o  s e r  n u la  em uma d ireção  

perpend icu la r à  su p e rfic ie  Ç constainte é ado tada  n e s te  elem ento . Então, as re laçõ es  

co n s titu tiv a s  e n tre  a s  cinco com ponentes de ten são  e defo rm ação  em re lação  ao s is te 

ma, local podem s e r  e s c r i ta s  da segu in te  form a:

1 1 <r = D e (40)

" ^ 1 1  onde e é defin ido  pela  equação (30), o- é o ve to r de ten sõ es  ex p resso  em re la çã o  ao

s is te m a  local, sendo dado por:

cr = o - i i  c r i i  ( T i i  0-11 c r i i  
X X  y y  x y  y z  x z r (41)
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e D é a  m a tr iz  de re laçõ es  co n s titu tiv a s  ten sõ es-d efo rm açõ es, em um sis tem a  local 

o rtogonal. A' m a tr iz  D p a ra  e s te  elem ento é válida p a ra  um m a te ria l iso tróp ico  line

a r ,  sendo dada por:

D =
a - v ^ )

1 V 0 0 0

1 0 0 0

1 - y 0 0
2

1 - v
2

0

1 - v( s i m ) K-

(42)

onde E é o módulo de Young ou módulo de e la s tic id ad e  e v  é o co e fic ien te  de Poisson 

do m a te ria l. O f a to r  k  é  incluido com o p ropósito  de m elhorar a  aprox im ação  da d is 

tr ib u iç ã o  de ten sões cisalham tes ao longo da esp essu ra , pois sa b e -se  que na r e a l id a 

de e s ta  d is tr ib u ição  é no mínimo p arab ó lica . N este tra b a lh o  fo i ado tado  o v a lo r de 

5 /6  p a ra  k l. E ste  valo r tam bém  é ado tado  por o u tro s  a u to re s  [1], [17], [34].

A equação (40) pode s e r  e s c r i ta  na fo rm a  p a rtic io n a d a , d iv id indo-se  

e n tre  a s  tensões a tu a n te s  no plano <r' e ten sões c isa lh an te s  tra n s v e rs a is  <r' na  f o r -
p s

ma;

D
(43)

onde:

cr = ■ 
p

0 - 1 1  cr 1 1 (T 1 1
X X  y  y  X y

(44)

<r^ =  4 <r 1 1 cr 1 I ^ 
s  y  z  X  2  J

(45)

1 1 e  = e + Çcp m b
(46)

D = 
1 1-u

= K G

'1 0 ■

V 1 0

0 0 1 - u
. 2

1 0 ■
0 1 _

(47)

(48)

1 1
sendo que e são dadas p e la  equação (36) e G é o módulo de e la s tic id ad e  t r a n s -
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v e rsa i do m a te ria l, dado por:

G = 2{ l +u) (49)

2 .2 .6  -  D eterm inação  da  m a tr iz  de rig idez .

No s is te m a  local de coordenadas, a  e n e rg ia  po tencial to ta l  p a ra  e s te  

e lem ento é dada por:

n = i D e* dV + 4  
p 1 P 2 r* D y ' dV -  Ws 2 s 0 (50)

onde é o tra b a lh o  rea lizad o  devido à ap licação  das c a rg a s  e x te rn a s . No s is tem a

local de coordenadas, e* pode se r  dividido em duas p a rte s : um a asso c iad a  ao com por

tam en to  de 

fo rm a  que:

tam en to  de m em brana c * , e o u tra  a ssoc iada  ao com portam ento  de fle x ã o  Çe*, de ta lm b

1̂e = e + Çe p m b (51)

Além disso , o elem ento d ife ren c ia l de volume da equação  (50) pode se r  

e s c r i to  na fo rm a:

dV = | J |  dÇ dT} dC (52)

onde | J |  é o d e te rm in a n te  da m a tr iz  jacob iana  tri-d im e n s io n a l J , dada  pela equação 

(25). No e n tan to  | J |  v a ria  m uito pouco ao longo da e sp essu ra  da casca , de ta l  fo rm a  

que é possível assum ir:

dV = | J |  dÇ dT} d< 
Ç=0

(S3)

Após a  su b s titu ição  da equação (51) na  equação (50) e in teg ração  na 

esp essu ra , os te rm o s  de acoplam ento e n tre  e '  e Çc* irã o  d e sa p a re c e r , de fo rm a  que am b
e n erg ia  potencial to ta l  do elem ento pode se r  e s c r i ta  na fo rm a:

(54)

S u b stitu in d o -se  as equações (37), (38) e (39) em (54), e in teg ran d o -se  

na  esp essu ra , com a  subseqüente m inim ização de II com re la çã o  à s  v a riáv e is  nodais q, 

o b tém -se  as seg u in te s  equações:



K q = f  
ij j i
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(55)

onde a  m a tr iz  é a som a das con tribu ições das m a tr iz e s  de rig id ez  de m em brana, 

f le x ã o  e cisalham ento , dadas resp ec tiv am en te  por:

K =m B* D* b ‘ i Jm m m 1J| dÇ dT} 
C=0

(5 6 .a)

K = b C = o
(56. b)

onde

K =
S

B* D b ' j j j  dÇ dT) 
" " " C=0

D =m

+ 1

- 1

D dÇ = 2D 
1 ^  1

(5 6 .c)

(57. a)

D = b

+ 1

- 1

(57.b)

D =
s

+ 1

- 1

D dÇ = 2D 2 2 (57. c)

onde e são dadas pelas equações (47) e (48), respec tivam en te . É im p o rta n te  

r e s s a l ta r  que | j j  é calculado usando a  m a tr iz  jaco b ian a  de dim ensão (3x3) em Ç = O.

2 .2 .7  -  D eterm inação da m atr iz  de inérc ia .

N este elem ento o p tou -se  pela u tiliz a ç ão  da  m a tr iz  de in é rc ia  co n s is 

te n te . E s ta  é uma m a tr iz  de fá c il  obtenção, tendo a  vantagem  de g a ra n t ir  um a con

vergência  m onotônica dos au tova lo res quando o elem ento  f o r  com patível. A pesar da 

m a tr iz  de in érc ia  concen trada  econom izar espaço de m em ória, a  obtenção das su as  com 

ponen tes não é d ire ta , v isto  que envolve a  a tr ib u iç ã o  de pesos nem sem pre f á c e is  de 

se  d e fin ir.

A m a tr iz  de inérc ia  co n sis ten te  é de fá c il  obtenção, j á  que os d e s lo 

cam entos dados pela  equação (19) e s tã o  re fe re n c ia d o s  ao s is tem a  global, não sendo
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n ecessá rio  fa z e r  qualquer tra n s fo rm a ç ã o .

A m atr iz  de in é rc ia  pau-a e s te  elem ento é dada  por:

M = 2 p n ] N j j |  dÇ dTj + I

A
p N | J |  dÇ dTj (58)

,  ^  ^ C=o

onde p é a  densidade do m a te ria l. N e N são  dadas p e las  m a tr iz e s  (D.3) e (0 .4 ) , e1 2 ^
é o de term inan te  da m a tr iz  jac o b ian a  J  ca lcu lada  em Ç = 0.

D etalhes do desenvolvim ento da m a tr iz  de in é rc ia  consisten te  e s tã o  

d e sc rito s  no apêndice D.

2 .2 .8  -  In tegração  num érica.

O processo de in teg ração  num érica  u tilizad o  p a ra  o cálcu lo  das 

equações (56) e (58) fo i o da  q u a d ra tu ra  de Gauss. A in te g raç ã o  na d ireção  d a  es

p e ssu ra  da casca  fo i fe i ta  a n a liticam en te  ta n to  na m a tr iz  de rig id ez  quanto  n a  m a

t r i z  de inércia .

P a ra  o elem ento 9-FULL fo ra m  u tilizad o s  3 pontos de in teg ração , ta n to  

n a  d ireção  de Ç como na d ireção  de tj, p a ra  to d as  a s  p a rc e la s  co n trib u in tes  da  m a tr iz  

de rig idez. E stas  p a rce las  são  dadas p e la s  equações (56). Na in teg ração  da m a tr iz  

de in é rc ia  consisten te  tam bém  fo ram  ado tados 3 pontos em cada  d ireção  de Ç e tj.

Os pontos e pesos de in te g raç ã o  u tilizad o s  p o r e s te  procedim ento  podem 

s e r  v istos no apêndice E.

2 .3  -  FORMULAÇÃO DO ELEMENTO 9-URI.

2.3.1 -  Introdução.

0  elem ento 9-URI u tiliz a  basicam en te  a  m esm a fo rm ulação  u til iz a d a  pelo 

elem ento 9-FULL. É um elem ento lag rangeano  de nove nós com cinco g rau s  de lib e rd ad e  

p o r nó, tendo assim  um to ta l  de 45 g ra u s  de liberdade  p o r elem ento. B ase ia -se  nas 

m esm as p rem issas do item  2.1 deste  cap itu lo .

É um elem ento que fo rnece  bons re su lta d o s , a p e sa r  da  sua  sim plicidade.

2 .3 .2  -  Elemento 9-URI.

A form ulação básica  d este  elem ento  é a  m esm a u tiliz a d a  pelo e lem ento  

9-FULL, de fo rm a que apenas a  d ife ren ça  fundam en ta l é rea lçad a .



A d ife ren ç a  e n tre  os elenaentos 9-FULL e 9-URI e s tá  no núm ero de pontos 

u tilizad o s  n’a  in teg ração  das p a rc e la s  de rig id ez  de m em brana e cisalham ento .. Enquan

to  que no elem ento  9-FULL u til iz o u -se  t r ê s  pontos de in te g raç ã o  nas d ireções < 6  7,, 

o elem ento 9-URI u tilizo u  apenas dois pontos em cada  d ireção  Ç e 7j. E stes pontos e 

pesos podem se r  v isto s  no apêndice E.

As im plicações da  u tiliz a ç ão  de in te g raç ã o  reduz ida  no cálculo  d es ta s  

m a tr iz e s  se rã o  v is ta s  nos cap ítu lo s  q u a tro  e cinco.
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CAPÍTULO 3

DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO SHELM-9

3.1 -  INTRODUÇÃO.

Form ulado po r CHANG e o u tro s  [10], e s te  elem ento  m isto  é baseado n a  u -  

t il iz a ç ã o  de um princíp io  de H eilinger-R eissner m odificado. É um elem ento la g ra n g e - 

ano de .nove nós que considera  ta n to  um campo de deslocam entos u quan to  um cam po de 

deform ações e".

É um elem ento degenerado  seguindo as m esm as linhas m e s tra s  j á  de linea 

das no segundo capítu lo . Segundo Chang, o elem ento não a p re s e n ta  nem trav am en to  de 

m em brana nem travam en to  de c isalham ento , podendo se r  usado  p a ra  m odelar cascas f in a s  

ou m oderadam ente espessas. Além disso , não a p re se n ta  m odos fa lso s  de energ ia  e é 

pouco sensível à  d isto rção  de m alha.

No desenvolver do cap ítu lo  se rão  ap re se n ta d o s  com en tários a  re sp e ito  

da se leção  do campo de deform ações, j á  que es te  item  é de p rim o rd ia l im p o rtân c ia  p a 

r a  o sucesso d este  elem ento.

A base deste  elem ento é a  m esm a u til iz a d a  pelo elem ento 9-FULL e  9 -  

URI, p o rta n to  não serão  re p e tid a s  algum as deduções m ais tr iv ia is .A s  p rem issas  enum e- 

radcis no item  2.1 deste  tra b a lh o  tam bém  são válidas n e s te  elem ento. Como e s ta s  p r e -  

missías são im portan tes, e la s  são  re e s c r i ta s  novamente:

a) As deflexões são pequenas;

b) ;í,..M pótese de K irchhoff é re la x ad a , ou se ja , a  norm al à  su p e rfíc ie  indeform ada 

não perm anece norm al ã  su p e rfíc ie  deform ada, perm anecendo no e n tan to  r e ta  e in e x -  

tensível;

c) Tensões norm ais à  su p erfíc ie  de re fe rê n c ia  da casca  são  desp rezáveis .
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3 .2  -  FORMULAÇÃO DO ELEMENTO SHELM-9.

3.2.1 -  S istem as de coordenadas.

N este elem ento são u tiliz a d o s  os m esm os s is te m a s  de coordenadas u sad as  

no elem ento 9-FULL e 9-URI, ou s e ja , s is te m a s  g lobal, local, nodal e n a tu ra l de co

ordenadas. Não se rá  rep e tid o  aqui o desenvolvim ento de ta is  s is tem as, v isto  que e -  

les podem se r  encon trados a tra v é s  d as  equações (7) a  (17), no segundo cap ítu lo .

3 .2 .2  -  G eom etria do elem ento.

A geom etria  d este  e lem ento , à  sem elhança do elem ento 9-FULL, é d e fin i

da em term os das coordenadas n a tu ra is  do elem ento  a tra v é s  da equação:

X  =

x ' x i
re3x

y ■ =  N  • 1 ■ -  C 5  h -
f  ie3y

z f  1e

(59)

C = o

onde X = (x ,y ,z) são as coordenadas c a r te s ia n a s  de um ponto  genérico  da  casca  r e f e 

re n te  ao s is tem a global de coordenadas; é a  função  de in te rp o lação  lagrangeem a no 

nó genérico  "i” corresponden te  a  um a su p e rf íc ie  com Ç c o n stan te ; h  ̂ é a  e sp essu ra  da 

c a sca  no nó "i"; Ç,i),Ç são as  coordenadas n a tu ra is  do pon to  em consideração; e^ é o 

v e to r nodal dado pela  equação (14). As funções N̂  e su a s  derivadas p a rc ia is  em r e 

lação  às coordenadas n a tu ra is  podem  s e r  v is ta s  na  ta b e la  A.l.

3 .2 .3  -  R epresentação  dos deslocam entos.

Cinco g rau s  de lib e rd ad e  são  considerados em cada  nó do elem ento: t r ê s  

tra n s la ç õ e s  (u,v,w) ao longo dos e ixos g lobais (x ,y ,z) e duas ro taçõ es  so b re

os eixos 

f ig u ra  2.

os eixos m utualm ente perp en d icu la res  e^, e^, norm ais a  e^, como pode se r  v is to  na1 2  ' 3

C onsiderando-se as  p rem issa s  c ita d a s  no in íc io  d este  cap ítu lo , o v e to r  

de deslocam entos u  (u,v,w ) em um ponto  genérico  da c a sca  é dado por:

u =

u ' u i r - 0 ’ e ^ ‘1 2x +

v ■ =  N  ■ i v i h  - i - 0 ‘ e ^ '  1 2y +

w Ç=0 -0 e1 2z +

2 ix

2 ly 

0 e2 Iz

(60)

ou, se  re e sc rito  em uma fo rm a  sim bólica:
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u  = N q (61)

sendo que N re p re se n ta  a  m a tr iz  das funções de in te rp o lação  m od ificadas, com binando 

os te rm o s da equação (60), e q  é o ve to r de v ariáveis  nodais do elem ento, defin ido  

por:

q  = “i’ ... (62)

3 .2 .4  -  Funcional u tilizado .

P a ra  e s te  elem ento, onde se consideram  cam pos de deslocam entos e de

fo rm ações independentes, u til iz a -s e  o p rinc íp io  de H e llinger-R e issner dado por:

H (u ,e ‘) =
r

dV -  W (63)

onde

e* —> v e to r de deform ações proven ien tes de um campo de p a râ m e tro s  de deform ação  r e 

fe ren c iad o s ao sis tem a  local-,

—> ve to r de deform ações proven ien tes dos deslocam entos in te rp o lad o s  u , tam bém  r e 

fe re n te  ao s is tem a  local;

u  = (u,v,w ) —» é o v e to r com as  com ponentes dos deslocam entos em re la çã o  ao s is tem a  

global;

D —> m a tr iz  de re laçõ es  c o n stitu tiv as  ten sõ es-d e f orm ações;

—> energ ia  po tencial devido à  ap licação  das ca rg a s  e x te rn a s ; 

dV —> elem ento d ife ren c ia l de volume.

No s is tem a  local de coordenadas, o v e to r de defo rm ação  e proven ien te  

do campo de deslocam entos, pode se r  separado  em t r ê s  p a rc e la s . São as  p a rc e la s  de 

m em brana e ' ,  de flex ão  Çe* e a  p a rc e la  de c isalham ento  y*. E s ta s  deform ações podem
m  "  b

s e r  '=‘sf'':.'tas na fo rm a  j á  deduzida no segundo cap ítu lo  por:

e* = b ‘ q
t n  m

(64 .a)

(64.b)

= b ‘ q
s  s

(64.C)

onde q é o ve to r de variáveis nodais dado pela  equação (62) e b \  B* e B*, a s  m a tr i -
m  b  s
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zes que relacionam  def o rm ações-deslocam en tos de m em brana, flex ão  e c isalham ento , 

respectivam en te , ca lcu ladas de aco rdo  com as  equações (37), (38) e (39).

As deform ações dadas p e la s  equações (64) podem a inda  se r  e sp re ssa s  na

f  orm a:

e = -{

0
(65)

3 .2 .5  -  Campo de deform ações.

A obtenção das defo rm ações em função  de u m 'c o n ju n to  de p a râ m e tro s  de 

deform ações não é tã o  d ire ta  como o é a  ob tenção  das defo rm ações proven ien tes dos 

deslocam entos.

Segundo Saleeb [34], um a escolha a p ro p r ia d a  das deform ações é fu n d a 

m ental p a ra  o êx ito  das fo rm u lações m is tas . Saleeb escrev e  que escolhendo-se um 

Ccimpo de deform ações sim plificado , ou se ja , com poucos p a râ m e tro s  de deform ação , po

d e -se  induzir a  o co rrênc ia  de m odos fa lso s  de e n e rg ia , v is to  que a  condição 

n ec essá ria  p a ra  que a m a tr iz  de rig id e z  ten h a  o p osto  c o rre to  é que o núm ero de 

p a râ m e tro s  de deform ação  se ja  m aior ou igual a  (n -r) , onde n é o núm ero to ta l  de 

g ra u s  de liberdade de deslocam entos do elem ento  e r  é o núm ero  de m ovim entos de c o r

po ríg ido  [10]. Por ou tro  lado, se f o r  tom ado um núm ero  m uito  g rande  de p a râ m e tro s  

de deform ação  o fenômeno do tra v a m e n to  de c isa lham en to  pode aco n tecer, devido ao f a 

to  que, neste  caso , as  fo rm ulações m is tas  poderão  d a r  re su lta d o s  idênticos aos r e 

su ltados obtidos pelos m odelos baseados no m étodo dos deslocam entos.

Além disso, segundo Saleeb, p a ra  se t e r  um com portam ento  estáve l e 

consis ten te  p a ra  os elem entos m istos, c e r ta s  condições de com patib ilidade devem se r  

s a tis fe i ta s  p a ra  os campos de defo rm ação-deslocam en to . E s ta s  são  as condições de 

Babuska-B rezzi. Se e s ta s  condições fo rem  s a tis fe i ta s ,  a  e s ta b ilid ad e  num érica é g a 

ra n t id a  e a  solução convergirá.

Não ex is te  um c r i té r io  fechado  p a ra  a  esco lha  do campo de deform ações, 

m as p a ra  es te  elem ento fo ram  fix a d o s  t r ê s  c r i té r io s  b ás ico s  p a ra  a  escolha deste:

a) sup ressão  dos modos fa lso s  de energ ia;

b) t e r  um índice de re s tr iç ã o  favorável;

c) a s se g u ra r  invariânc ia  do elem ento;

B aseando-se n es te s  c r i té r io s  e na  condição  n e c e s sá ria  paira que a  m a

t r i z  de rig idez  tenha  o posto  c o rre to , fo i ado tado  o núm ero  de 39 p a râm etro s  de d e -
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fo rm ação .

-P a ra  lid a r  com o fenôm eno de tra v a m e n to , u sa -se  o conceito  do índ ice
N

de re s tr iç ã o  [42], [34], [32] e [20], ou "co n s tra in t index" (C.I.). B asicam ente  o 

(C .I.) é uma m edida da habilidade do elem ento  de acom odar a  re s tr iç ã o  de cisalhcim en- 

to  nulo que é g e rad a  no caso  de p la c a s /c a s c a s  f in a s  [20]. O índice de r e s t r iç ã o  é 

defin ido  po r Cl = NK-NC, onde NK é o núm ero de g ra u s  de liberdade tra z id o s  p o r  um 

elem ento, quando adicionado a  uma m alha j á  e x is te n te  e NC é o núm ero de condições de 

re s tr iç õ e s  independentes do elem ento que devem se r  im p o stas  quando usado no caso  li

m ite  de p laca f in a  ou aqui, em cascas  f in a s . Um v a lo r favorável p a ra  o índ ice de 

re s tr iç ã o  é Cl > 0, sugerindo que o elem ento  é liv re  do tra v am en to  de cisalham ento .

A determ inação  do índice de r e s t r iç ã o  é dependente da m alha u tiliz a d a , 

e p a ra  es te  elem ento um mínimo de nove v a riáv e is  de d efo rm ação  fo ram  asseg u rad as  p a 

r a  as  deform ações c isa lh an tes  t ra n s v e rs a is  p roven ien tes  dos p a râ m e tro s  de 

deform ações.

Até agora, sab e-se  que o núm ero mínimo de p a râ m e tro s  de defo rm ações é 

39 e que 9 deles se rão  usados p a ra  a s  defo rm ações c isa lh an te s . R esta  d e fin ir  os p a 

râ m e tro s  p a ra  as  p a r te s  de m em brana e flex ão . P a ra  is to , CHANG e o u tro s  [10] su g e

rem  que, do ponto de v is ta  de m odelagem  por elem entos f in ito s , um elem ento de c a sca  

deve t e r  a  m esm a habilidade de re p re s e n ta r  ta n to  a s  con tribu ições de energ ia  das 

p a r te s  de m em brana como as  con tribu ições de en erg ia  da  p a r te  de flexão . P o rta n to , 

os p a râm etro s  de deform ação u tilizad o s  p a ra  r e p re s e n ta r  qualquer d e s ta s  p a r te s  não 

devem se r  tendenciosos.

Baseado nos argum entos dos p a rá g ra fo s  a n te r io re s , e levando-se em con

s id e ração  que o elem ento deve se r  in v arian te , são  consideradas as  seg u in tes  

deform ações p a ra  e s te  elemento:

c =
P "  0

P" 0
Í66)

onde

P "  =

1̂ C T) Çt)
2

17 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 V 0 0 0 0

_0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 V Ctí. (3x15)

(67)

(68)
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p" = 
S

1 Ç T) Çt) Ç %  0 0 0 0 ' 

0 0  0 0  ^7)^ 1 ç  7} Çt)
(69)

(2x9)

onde 0  índice "n" r e f e re - s e  à s  coordenadas n a tu r a is  e a  b a r r a  r e f e r e - s e  às 

deform ações consideradas. A equação  (66) pode s e r  r e e s c r i ta  da seguin te  m aneira:

onde

f  V
— n — n
e e

m b

— n
r 0

s

c =

— n  . ^ n  ^c = P ^
m  m m

(70)

(71.a)

b  m b
(71. b)

(71.C)

onde e " ,  Çc", y" são os v e to re s  de defo rm ações de m em brana, flex ão  e c isalham ento ,
m  b  s

respec tivam en te , enquanto que são os v e to re s  dos p a râm etro s  de defo rm ação
m  b  s

de m em brana, flexão  e cisalham ento , n e s ta  ordem , e P " , P" e P" são as  m a tr iz e s  r e l a -
m  b  s

cionando a s  deform ações e seus p a râ m e tro s .

No en tan to , e s ta s  defo rm ações co n s id e rad a s  e s tão  ex p ressas  no s is te m a  

n a tu ra l  do elem ento (Ç,7),Ç), sendo n e c e ssá ria  um a tra n s fo rm a ç ã o  d este  s is tem a  p a ra  o 

s is te m a  local de in teg ração . U tiliza -se  um a tra n s fo rm a ç ã o  na  form a:

(72)

onde E é o ten so r  deform ação  exp resso  em re la çã o  ao  s is te m a  local, E é o te n s o r  

defo rm ação  expresso  em re lação  ao s is tem a  n a tu ra l  e í> é a  m a tr iz  de deform ação  ja c o 

b ian a  e n tre  os s is tem as local e n a tu ra l  do elem ento. As m a tr iz e s  e '  e e "  são d adas  

p e la s  equações (G.2) e (G.3), respec tivam en te , e a  m a tr iz  $ é ob tida  da equação  

(G .8). Não o bstan te , e s ta  „ tran sfo rm ação  é re a liz a d a  som en te  no plano Ç,7). A ra z ã o  

d a  rea liz a ç ão  d esta  tra n sfo rm aç ã o  é f a z e r  com que o e lem ento , passando no "patch  

te s t" ,  assegure  a  convergência péira a  re s p o s ta  c o r r e ta  do problem a, à  m edida que a 

madha vai sendo re fin ad a . Além disso , e s ta  tra n s fo rm a ç ã o  m o stro u -se  b a s ta n te  ú til  

no que se r e fe re  à  sensib ilidade do elem ento  quan to  à  d is to rç ã o  de m alha. Mais t a r 
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de, no q u arto  cap ítu lo , e s ta  a firm a ç ã o  poderá  s e r  co n s ta tad a .

Como v is to  no apêndice G, a  equação (72) pode s e r  r e a r ra n ja d a  ^de ta l  

fo rm a  que a s  defo rm ações de m em brana, flex ão  e c isa lham ento , j á  re lac io n ad as ao s is 

tem a  local, possam  s e r  r e e s c r i ta s  na form a:

-1
s  =

í — 1 í —
C e

m

'  +  C ■

b

- 1
r

s
0

(73)

e* = P ÍBm m m (74.a)

Ç e '  = C P B
b  m b

(74.b)

t a l  que:

(74.C)

P = T P “m m m (75)

(76)

de fo rm a  que as m a tr iz e s  P " , P" são dadas pe las  equações (67) e (69), resp ec tiv am en -
m  s

te , com as  m a trize s  T e T  sendo dadas pelas equações (G.15) e (G.16).
m  s

3 .2 .6  -  D eterm inação da  m a tr iz  de rig idez.

P a rtic io n a n d o -se  a  m a tr iz  D de re laçõ es  c o n s titu tiv a s  em duas p a r te s  

e D^, dadas pelas equações (47) e (48), e su b s titu in d o -se  as  equações (36) e (70) 

no funcional dado pela  equação  (63), pode-se  chegar a:

n =
r

-1
e

1 '

V "  2

t
D e * +1 m

e ‘ D e* D c  + D
m l m  b l b  s 2 s

b  1 b  s  2  E
(7 7 )

In teg ran d o -se  na d ireção  da espessu ra , ap licando -se  a  d isc re tiza ç ã o  

v ia  elem entos f in ito s  u tiliz a n d o -se  a s  equações (64) e (74), e faz e n d o -se  a  e s ta c io 

nariedade  de n  em re la ç ã o  aos v e to res  de p a râ m e tro s  de deform ação  p , p , p  com
r  m b s

p o s te r io r  elim inação d e s te s , o funcional dado pela  equação (77) pode se r  re e s c r i to  

n a  form a:
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H"* G + G H * G + H ‘ G
m m m  b b b  s s s

-  q "  f (78)

ou de um modo com pacto;

= i  q" K q -  q" f (79)

onde f  é 0  c a rreg am en to  e x te rn o  ap licado , q é o v e to r de v a riá v e is  nodais dado pela  

equação  (52) e K é a  m a tr iz  de rig id ez  do elem ento, dada por:

K = G + G H"* G + G^ H  ̂ G
m m m  b b b  s s s

(80)

com a s  m a tr iz e s  a n te r io re s  sendo:

G =
m

(81-a)

^m ^  «b i-^lç=0 (81.b)

G = (81.c)

H =
m

P^ D P | j L  „ dÇ dT)
m  m m ' *  Ç = 0

(82.a)

H = b P D P  [ J L  ^  dÇ dT}
m  b  m  '  ‘ Ç = 0  ^

(82. b)

H = (S2.C)

e a in d a  P , P sendo dadas pelas equações (75) e (76), re sp ec tiv am en te , B , B , B
m  S m  b  s

dadas pelas equações (37), (38) e (39), n e s ta  ordem , com D , D e D dadas p e las  e -
m  b  s

quações (57).

O d e te rm in an te  da m a tr iz  jacob iana  | J |  é ca lcu lado  em Ç=0, j á  que a s -  

sum e-se  que ele v a ria  m uito pouco na  d ireção  da  e sp essu ra  d a  casca .

Fazendo-se  a  estac ionariedade  de II em re la ç ã o  a  q obtém -se as
r

equações re s u lta n te s  peu-a e s te  elem ento na form a:

K q = f  
IJ Í

(83)
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onde K é a  m a tr iz  de rig idez  do elem ento  dada po r (80), q  é o ve to r de v a riáv e is  no

d a is  do elem ento e f  é o ve to r de c a rg a s  e x te rn a s  ap licadas .

D etalhes do desenvolvim ento da m a tr iz  de rig id ez  podem se r  v is to s  no

apêndice F.

3 .2 .7  -  D eterm inação da m a tr iz  de in érc ia .

N este elem ento, o p to u -se  tam bém  pe la  u tiliz a ç ã o  da m a tr iz  de in é rc ia  

co n sis ten te . E s ta  opção é devida ta n to  à  fac ilid ad e  de su a  obtenção, quanto  aos r e 

su ltad o s  obtidos por ela. E s ta  a firm a ç ão  poderá  s e r  com provada no quinto  capitu lo .

A m atriz  de in é rc ia  co n sis ten te  p a ra  e s te  elem ento  é a  mesma u til iz a d a  

nos elem entos 9-FULL e 9-URI, sendo e sc r i to  na fo rm a:

M = 2 p N ' ^ 2  2 P l ç = 0 (84)

onde p  é a  densidade do m a te ria l. e são  dadas p e las  m a tr iz e s  (D.3) e (D.4) do

apêndice D e é o de te rm in an te  da m a tr iz  ja c o b ian a  J  dado pela  equação (25),

ca lcu lad a  em Ç=0. D etalhes da obtenção  da m a tr iz  de in é rc ia  consis ten te  podem se r  

v is to s  no apêndice D.

3 .2 .8  -  In teg ração  num érica.

0  processo de in te g raç ã o  num érica u tiliz a d o  n e s te  elem ento, p a ra  a  de

te rm in ação  de equações envolvendo in te g ra is , fo i o da q u a d ra tu ra  de Gauss. A in te 

g raç ã o  d es ta s  equações na d ireção  da e sp essu ra  da casca  fo i f e i ta  exp lic itam ente .

N este elem ento SHELM-9 fo ram  u tiliz a d o s  t r ê s  pontos de in teg ração , 

ta n to  na d ireção  de Ç como na d ireção  de tj, em to d as  a s  equações envolvendo in te g ra 

is, inclusive na in teg ração  da m a tr iz  de in é rc ia  co n s is ten te . Os pontos e pesos de 

in te g raç ã o  u tilizados podem se r  v isto s  no apêndice E.



CAPÍTULO 4

ANÁLISE ESTÁTICA

4.1 -  INTRODUÇÃO.

E ste  cap ítu lo  é dedicado aos re su lta d o s  ob tidos pelos t r ê s  elem entos 

im plem entados, quando ap licados a  problem as e s tá tic o s .

' A fim  de que se possa t i r a r  algum a conclusão  dos re su ltad o s  ob tidos, é 

n e cessá rio  que os casos escolhidos tenham  um a solução conhecida (an a lítica  ou num é

r ic a ) , que deverá  se rv ir  de base com parativa  dos re su lta d o s . Além deste  fa to , a l

guns dos problem as selecionados p a ra  te s te s  devem s e r  m odificados, de fo rm a  a  ad e -  

q u á -lo s  aos problem as específicos dos e lem entos f in ito s  de casca, d en tre  os quais 

pod e-se  c i ta r  os trav am en to s  de cisalham ento  e de m em brana, modos fa lso s  de energ ia , 

re q u is ito s  de convergência e sensib ilidade à d is to rçã o  de m alha.

Infelizm ente  não e x is te  um con jun to  pad ron izado  de te s te s  p a ra  elem en

to s  f in ito s  de casca , do qual se possa e x tr a i r  um "conceito" de um elem ento. MACNEAL 

e HARDER [25] p ropuseram  alguns problem as como pad rõ es  p a ra  análise  de elem entos f i 

n ito s  em gera l. A pesar do tra b a lh o  de MACNEAL e HARDER não se r exclusivo p a ra  e le 

m entos f in ito s  de casca, alguns dos te s te s  p roposto s  p o r  eles se rão  aplicados como 

p a d rã o  n esta  fa se  do trab a lh o .

E ste  cap ítu lo  foi o rganizado  da fo rm a  d e s c r i ta  a seguir: em cada caso  

ana lisado  fa z -s e  uma breve in trodução  do problem a; se g u e-se  uma descrição  do p ro 

blem a a  se r analisado , incluindo os dados u tilizad o s , g eo m etria s , condições de con

to rn o , m alhas u tiliz a d a s  e a s  variações p ro p o stas ; após a  descrição  é m ostrado  um 

re su lta d o , ou resu ltad o s , que serve de base de com paração  dos re su ltad o s  obtidos; e 

fin a lm en te  é f e i ta  uma aná lise  dos re su lta d o s , seguidos d as  tab e la s  e f ig u ra s  o b ti

dos dos casos co rresponden tes. 0  quadro 1 m o stra  a  sim bologia u tiliz a d a  nos g r á f i 

cos com parativos, bem como os tipos de m alha u til iz a d a  e o núm ero de g rau s  de lib e r

dade co rresponden tes. Ainda n este  quadro, as linhas ch e ia s  rep resen tam  m alhas re g u 

la re s , enquanto que a s  linhas tra c e ja d a s  rep re sen ta m  m alhas d isto rc idas .
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Q uadro  1 -  Simbologia, m alhas e núm ero de g rau s  de lib e rd ad e  u tilizad o s.

ELEMENTOS SÍMBOLOS MALHAS GRAUS DE 

LIBERDADE ( G . D . L .  )

9 - F U L L

9 - U R l

S H ELM- 9

-D-  
• O-

-0-
-0-

-A -
A-

1 X  1 

2 x 2

4 x 4

6 x 6

8 x 8

16  X 16

45 

125 

4 0 5  

8 4 5  

1 4 4 5  

5 4 4 5

4.2  -  "PATCH-TEST".

4.2.1 -  Introdução.

Como já  explicado no p rim e iro  capítu lo , o "patch  t e s t ” é um te s te  ide

alizado  p a ra  v e r if ic a r  se um de te rm inado  elem ento co n v erg irá  p a ra  a  re sp o s ta  c o r r e ta  

do problem a à m edida que o c o rre r  um re f in o  de m alha.

O te s te  é rea lizad o  m on tando-se  alguns e lem en tos de ta l  m aneira  que 

pelo menos um nó é com pletam ente rodeado  por ou tro s e lem entos. A p lica-se  um c a r r e 

gam ento com deslocam entos ou fo rç a s  co n sis ten te s , de fo rm a  que co rrespondam  a um e s 

ta d o  de deform ação  constan te . Se, após com putadas as  d e fo rm açõ es (ou ten sões) em 

qualquer p a rte  do elem ento, e las  co incid irem  com a re s p o s ta  e x a ta  a té  o lim ite  de 

p rec isão  do com putador, é d ito  que o elem ento  passou no " p a tc h - te s t” [12].

F ig u ra  3 -  Malha u tiliz a d a  no " p a tc h -te s t" .
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4 .2 .2  -  D escrição do problem a.

E xistem  v á ria s  m alhas p ro p o sta s  p a ra  a  re a liz a ç ã o  do "p a tc h -te s t"

[39], [41]. A esco lh ida  n e s te  tra b a lh o , e u tiliz a d a  tam bém  por o u tro s  au to re s  [4], 

[15], [18], [19], é m o strad a  na  f ig u ra  3.

u=v=w=0
( d )

i
°L 6

u=w=0‘
6= 0

tO/6
\2QIZ

%  %  
(C)

f o / 6

♦ y,v
A

y /y /̂ //7 7 ? y

\ r x , u

( 6 )

w=Q

^ ^ 9 '^  f o i s ̂ nós 'y ^  y  n
v j y  O /S V ^

(Q) e.

n v

t %  F̂ /3 t %

U = ^ ^ y ^ O  V ^O  V = 0  ^  

( b )

" : g S í í í í Z í 4 t M / 6 ( C X,u
( d )

w=0
q=q=o' e=o ^ 0,

( f )
* n v

‘A todos
^  nós '/ ^  
/ / / / / / / / / Á  (

/ A -
X ,u

w=0  iv*0 w=0 ^  
( h )

F ig u ra  4 -  "P a tch -te s t" . C argas e condições de con torno .

(a)M em brana cr . (b)M embraná cr . (c)C isaJham ento y .
X X  y y  x y

(d)Momento M . (e)Momento M . (f)T orção  M .
XX ’ y y  xy

(g)C isalham ento t  . (h)C isalham ento t  .
y z  x z



P a ra  a  m alha m o strad a  na f ig u ra  3 fo ram  im p o stas  a s  condições de con

to rn o  e fo rç a s  c o n s is te n te s  de acordo  com a f ig u ra  4. ''

4 .2 .3  -  Base com parativa.

U tilizan d o -se  um a fo rç a  por unidade de com prim ento  de 0 ,6  [N/mm] e es

p e ssu ra  de 0,1 [mm], como m o stra  a  f ig u ra  3, as ten sõ es  po r unidade de com prim ento 

que devem se r e n c o n trad a s  nos casos (a), (b), (c), (g) e (h) são:

cr = c r  = T  = T  = T  = v  = 0 .6  [N /m m V m m ] (85)
X X  y y  x y  y z  x z  A

P a ra  os casos  de momentos (d), (e) e (f), conform e a f ig u ra  4, u t i l i 

zando -se  um m omento por unidade de com prim ento = 0 ,5  [N .m m /m m ], as tensões por 

unidade de com prim ento nas p a r te s  superio r e in fe r io r  da p la c a  são dadas  por:

M h
<T = 2  = 36 ,0  [N/mmVmm] (86)

onde é o m om ento ap licado , h é a  espessu ra  da p laca  e I é o m om ento de in é rc ia  da 

p laca , dado por:

I .  ^  (87)
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4.2 .4  -  Análise dos re su lta d o s .

P a ra  todos os casos m ostrados na f ig u ra  4, fo i f e i ta  uma v a riação  na 

esp essu ra  da p laca  e n tre  1 e 0,001, de fo rm a  que a  re la ç ã o  (h /L ), onde L é o com pri

m ento do lado e h é a  e sp essu ra , variou de 1/10 a  1/10000.

C alculadas as  ten sões p a ra  cada caso m o strad o  na f ig u ra  4, com as  va

r iaçõ es  de esp essu ras  ind icadas, observou-se que:

a) p a ra  os casos (a), (b), (c), (g) e (h) os t r ê s  e lem entos concordaram  com os r e 

su ltados a n a lítico s  a té  a  ú ltim a casa de p rec isão  da  p a la v ra  do com putador (16 

d ig itos decim.ais).

b) Nos t r ê s  elem entos te s ta d o s  p a ra  os casos de m om entos, (d), (e) e (f), houve con

cordância  com os re su lta d o s  emalíticos a té  a sé tim a c a s a  de p rec isão  da p a lav ra  

do com putador (16 d ig ito s  decim ais).

A pesar da não convergência com pleta p a ra  a  r e s p o s ta  e x a ta  do problem a 

nos casos (d), (e) e (f), como exige o " p a tc h - te s t”, po d e-se  d iz e r  que o com porta 

m ento dos elem entos fo i m uito  bom. Não são esperados, assim , re su lta d o s  e s tra n h o s  à 

m edida que o re fin o  de m alha  fo r  acontecendo.



42

4.3  -  PLACA QUADRADA COM MALHA REGULAR.
N

4.3.1 -  Introdução.

E ste  problem a é in tro d u z id o  p rincipalm en te  p a ra  te s t a r  a  o co rrên c ia  do 

fenôm eno de travam en to  de c isa lham en to . São p ropostos n e s te  caso q u a tro  s itu açõ es  

envolvendo d ife ren te s  condições de con to rn o  e carregam en to .

P a ra  cada caso  p ro p o sto  a  e sp essu ra  é dim inuída, de fo rm a  que a 

re la çã o  espessu ra/com prim en to  do lado v a ria  de 1:10 a  1:10.000.000. T estes  sem e

lh an te s  fo ram  rea lizad o s por o u tro s  a u to re s  [17] e [19]. O quadro  2 m o stra  os casos  

estudados, e em cada  um deles são  f e i ta s  m alhas com 1 e 2 elem entos por lado.

4 .3 .2  -  D escrição do problem a.

A f ig u ra  5 m o s tra  a s  condições de contorno, bem como os ca rreg am en to s  

u tilizad o s  nos q u a tro  caso estudados. Devido à  s im e tr ia  dos problem as, apenas 1 /4  é 

d isc re tizad o . A f ig u ra  6 m o stra  a s  condições de contorno  da p a r te  m odelada, bem co 

mo a s  geom etrias  dos p roblem as, enquan to  que a  ta b e la  1 m o stra  os p a râ m e tro s  

geom étricos u tilizados neste  problem a.

/xW W W w W W W x

V w w w w w w v
(O) (b)

/ n . /

A K W W W W SW -N
(C ) (d)

F ig u ra  5 -  Condições de con torno  e ca rreg am en to  u tilizados.

(a) engastado  com ca rreg am en to  concen trado .

(b) apoiado com carreg am en to  concentrado .

(c) engastado  com carreg am en to  d istribu ído .

(d) apoiado com carreg am en to  d istribu ído .



T a b e la  1 -  P a râm e tro s  geom étricos e c a rg a s  ad o tad as .
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VARIAÇÃO VALOR ADOTADO

Com pr i m e n t  o L 0 , 3 [ m]

E s p e s s u  r a h v a r iá v e l  ( 3 , 0 x 1 0  ^ a  3 ,0 x 1 0 '® )  [m]

M ó d . d e  e l a s t i c i d a d e E 2 ,  I x l O ' " ^ [ M P a ]

C o e f .  d e  P o i s s o n V 0 , 3

C a r g a  c o n c e n t r a d a P 1 0 0 , 0 [N ]

C a r g a  d i s t r i b u í d a Q 1 , 0 x 1 0 " ^ [ MPa  ]

A reg ião  da p a r te  m odelada fo i dividida em uma m alha com 1 e 2 elem en

to s  em cada d ireção  x e y.

u=v=w=0

q=e=o

e=o

Z . w )  V úC— u= v=w= 6=0=0 '
( O)

0=0
11
1 ^ 0 = 0

.....  1
11

1 u=v=w-0 1
11 1
I
1
1 ^  X,u

I
1
1

' ^ 0 ^ 0

^ X ,u

(b )

F ig u ra  6 -  Condições de contorno  u tiliz a d a s  na p a r te  m odelada, 

(a) engastado , (b) sim plesm ente apoiado.

4 .3 .3  -  Base com parativa.

Em cada caso  estudado são ob tidas as  deflexões v e rtic a is  que ocorrem  

no m eio da p laca, ou no ponto "A", conform e a  f ig u ra  5. P a ra  e fe ito s  de com paração , 

e s te  deslocam ento é com parado com as  soluções a n a lític a s  o b tid as  por TIMOSHENKO

[40], a s  quais são válidas p a ra  p lacas  fin as . P a ra  os casos onde o c a rreg am en to  é 

concentrado , os deslocam entos tra n s v e rs a is  do ponto A são dados pela  expressão:
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P L (88)

onde /I é m ostrado  na ta b e la  2, sendo função  das condições de contorno  u til iz a d a s , P 

é o ca rreg am en to  concen trado  im posto no ponto A, L é o com prim ento  do lado da p laca  

e D é a  r ig idez  de flex ão  de p lacas , dada por:

D = (89)
12 (1 -y  )

sendo que  E, v  e h- são resp ec tiv am en te  o módulo de e la s tic id a d e  longitudinal, c o e fi

c ien te  de Poisson e e sp essu ra  da p laca.

P a ra  os casos com carregam en to  d is tr ib u íd o  a  deflexão  w no m eio da
A

p laca  é dada por;

Q L (90)

onde jj. é obtido da ta b e la  2 e Q é a c a rg a  d is tr ib u íd a  a p lic a d a  na  placa.

T a b e la  2 -  V alores de fj. p a ra  d ife ren te s  condições de con to rn o  e carregam en to .

T I P O  DE CARGA/ 
CONDIÇÕES DE CONTORNO CONCENTRADA D ISTRIBU ÍD A

S i m p l e s m e n t e  A p o i a d a 0 , 0 1 1 6 ' 0 , 0 0 4 0 6

E n g a s t a d a 0 , 0 0 5 6 0 , 0 0 1 2 6

Q uad ro  2 -  Casos te s ta d o s .

CASO CONDIÇÕES DE CONTORNO CARREGAMENTO

C a s o  A S i m p l e s m e n t e  A p o i a d o  -  SA C o n c e n t r a d o  no  C e n tro  
d a  P l a c a  -  CC

C a s o  B E n g a s t a d o  -  EN C o n c e n t r a d o  no  C e n tro  
d a  P l a c a  -  CC

C a s o  C S i m p l e s m e n t e  A p o i a d o  -  SA D i s t r i b u í d o  -  DD

C a s o  D E n g a s t a d o  -  EN D i s t r i b u í d o  -  DD

4.3 .4  -  Análise dos resu ltad o s.

Os re su ltad o s  ob tidos neste  problem a são  m o strad o s  nos g rá fico s  d as



45

f ig u ra s  7 a  10. O bservando-se  os g rá f ic o s  m ostrados po d e-se  t i r a r  algum as observa

ções, como; ''

a) Há um com portam ento  b a s ta n te  s im ila r  dos elem entos 9-URI e SHELM-9 em todos os 

casos estudados. Apenas quando fo i usada a  m alha 1x1 p a ra  m odelar a  p laca  sim 

p lesm ente apo iada  com c a rg a  d is tr ib u íd a , f ig u ra  9 .a , n o ta -s e  um a pequena d ife 

ren ç a  e n tre  eles.

b) O fenôm eno do trav am en to  no elem ento 9-FULL e s tá  bem con figu rado  quando se a n a li

sam  as f ig u ra s  8 .a  e 10.b, que m ostram  os casos de p laca  en g a sta d a  com c a rre g a 

m ento concen trado  e d istrib u íd o , respec tivam en te , usando m alha 1x1. 0  elem ento 

se  com porta m uito rig id am en te  à  m edida que a re la çã o  (h /L ) dim inui, fornecendo 

re su ltad o s  com pletam ente ir re a is . Quando n este  mesmo caso  a  m alha é re f in a d a  p a 

r a  2x2, f ig u ra s  8 .b  e 10.b, o elem ento to rn a - s e  m enos ríg ido . No en tan to , os r e 

su ltados ob tidos por e s te  elem ento ainda e s tão  aquém  dos re su lta d o s  an a lítico s, 

evidenciando a  oco rrên c ia  do locking de c isa lham ento  no elem ento  9-FULL.

c) Com re lação  ao elem ento 9-FULL, pode-se  d ize r que o fenôm eno do trav am en to  se  a -  

p re se n ta  de uma m aneira  m ais c la ra  nos casos onde a  p laca  e s ta v a  en g astad a  do que 

quando es tav a  sim plesm ente apoiada. Isto  pode se r  concluído analisando  os g r á 

fico s  das f ig u ra s  7 .a  e 8 .a , 9 .a e 10.a, 7.b e 8 .b  e fin a lm en te  9 .b  e 10.b.

d) A pesar dos g rá f ic o s  não m o stra rem , fo ram  te s ta d a s  re laçõ es  h /L  (e sp e ssu ra /co m p ri

m ento) m enores que 1 :10.000.000 (log(L /h) > 7). No en tan to , n es te  nível de r e l a 

ção começam a  o c o rre r  p roblem as com a  p rec isão  da  p a la v ra  do com putador, fo rn e 

cendo resu lta d o s  sem nenhum sign ificado  físico .

e) Em todos os casos ana lisados m ostrados nos g rá f ic o s  das f ig u ra s  7 a  10, os e le 

m entos 9-URI e SHELM-9 não ap re se n ta ram  o fenôm eno do trav am en to . N estes dois e -  

lem entos os re su lta d o s  fo ram  bem próxim os das re sp o s ta s  a n a lític a s  co rresponden

te s .

4 .3 .5  -  F iguras.

As f ig u ra s  7, 8, 9 e 10 m ostram  os g rá f ic o s  com parativos dos r e s u l ta 

dos obtidos p a ra  os casos A, B, C e D do quadro  2, usando m alha 1x1 e 2x2. N estes 

g rá fico s , os resu lta d o s  ob tidos fo ram  todos no rm alizados usando os re su lta d o s  

an a lítico s  dados pe las equações (88) e (90).
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2.0
< 1.8
N 1.6
D
E 1.4
i_o 1 . 2
c 1.0

■4->
i - 0.8
<D
> 0.6
In 0.4
(0

X) 0 . 2
0.0

□ 9-FU LL 
O 9-URl 
A  SHELM-9

J____I____1____I____1____L
0 1  2 5 4 5 6 7 8

log (L /h )

(a)
log ( L / h )

(b)

F ig u ra  7 -  D eslocam entos norm alizados no ce n tro  d a  p laca . Caso A.

C arga co n cen trad a /ap o iad a , a) Malha 1x1. b) Malha 2x2.
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A  SHELM-9
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□ 9-FU LL 
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A  SHELM-9

_ 0 — 0 — 0 — 0 — 0 .

-E l— □— D — E l— □

0 1  2 3 4 5 6 7 8
log ( L / h )

(a) (b)

F ig u ra  8 -  D eslocam entos norm alizados no ce n tro  da  p laca . Caso B.

C arga co n cen trad a /E n g astad a . a) M alha 1x1. b) Malha 2x2.
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F ig u ra  9 -  D eslocam entos norm alizados no cen tro  da p laca. Caso C.

C arga  d is tr ib u íd a /a p o ia d a , a) Malha 1x1. b) Malha 2x2.
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F ig u ra  10 -  D eslocam entos norm alizados no ce n tro  da  p laca . Caso D.

C arga d is tr ib u íd a /E n g a s ta d a . a) M alha 1x1. b) M alha 2x2.
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4.4  -  PLACA QUADRADA COM MALHA REGULAR E DISTORCmA.

4.4.1 -  Introdução.

E ste  caso  é in troduzido  p a ra  te s t a r  t r ê s  c a ra c te r ís t ic a s  im p o rtan tes  

na  aná lise  por e lem entos f in ito s , quais sejam : convergência  com o re f in o  de m alha, 

sensib ilidade à d is to rçã o  de m alha e ta x a  de convergência.

A princíp io , um elem ento idea l deve c o n v e rg ir  p a ra  a  re sp o s ta  e x a ta  do 

problem a à m edida que o re f in o  de m alha f o r  acontecendo. Is to  r e f le te  a  capacidade 

do elem ento de a tin g ir  um estad o  de defo rm ação  c o n s ta n te  quando f o r  u tilizad o  um nú

m ero b a s ta n te  razoáve l de elem entos p a ra  a  m odelagem  d a  e s tr u tu r a .  Se um elem ento 

não tem  e s ta  c a ra c te r ís t ic a , e s te  to rn a - s e  um elem ento não  confiável p a ra  casos p r á 

tico s.

P ara le lam en te  à  convergência  com o re f in o  de m alha, o elem ento deve 

p re fe ren c ia lm en te  o fe re c e r  re sp o s ta s  s a t i s f a tó r ia s  a  n ível de engenharia  o m ais 

ráp ido  possível, ou se ja , com a u tilização  de um núm ero m ínim o n e cessá rio  de elem en

tos. De nada a d ia n ta  um elem ento se r  confiável a nível de a t in g ir  a  p rec isão  dese

jad a , se p a ra  is to  f o r  necessá rio  a  u tiliz a ç ã o  de cen te n a s  ou m ilh a re s  de elem entos, 

inviabilizando a  m odelagem  por r e s tr iç õ e s  num éricas. É po r e s ta  capacidade  de se 

a lc a n ç a r  resu ltad o s  s a tis fa tó r io s , com o uso de um núm ero  m ínim o n ecessá rio  de e le 

m entos, que a  ta x a  de convergência é im p o rtan te .

Um o u tro  aspec to  m uito im p o rta n te  a  s e r  e n c o n trad o  nos elem entos f in i

to s  é a  capacidade do elem ento de a lc a n ç a r  a  p rec isão  s a t i s f a tó r i a  u tilizando  m alhas 

d isto rc id as . Na p rá tic a , d ific ilm en te  a  e s t r u tu r a  a s e r  m odelada  tem  contornos "bem 

com portados", de fo rm a  que uma m alha re g u la r  possa s e r  u tiliz a d a . Na m aioria  dos 

casos deve-se re c o r re r  a  p ré -p ro ce ssa d o re s  p a ra  a  g e ra ç ã o  da  m alha u tiliz a d a  na m o

delagem . Idealm ente, os p ré -p ro ce ssa d o re s  deveriam  p ro d u z ir  m alhas com um mínimo de 

d isto rção , m as na  rea lid ad e  is to  não o co rre . O elem ento , en tão , deve e s ta r  "prepa

rado" p a ra  se r usado em m odelagens de e s tr u tu r a s  com um a c e r ta  d is to rçã o .

4 .4 .2  -  D escrição do problem a.

E ste  problem a b ase ia -se  n a  an á lise  de um a p lac a  q u a d ra d a  usando duas 

m alhas d is tin ta s : um a re g u la r  e o u tra  d is to rc id a . As m alh as  u til iz a d a s , bem como 

suas c a ra c te r ís t ic a s  geo m étricas  são m o strad a s  nas f ig u ra s  11 e 12.
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L

F ig u ra  11 -  P laca  q u a d ra d a  m odelada com m alha reg u la r.

F ig u ra  12 -  P laca  q u ad rad a  com m alha d is to rc id a .

A m alha u tilizad a  p a ra  m odelar a  p laca, conform e a  f ig u ra  12, é a  m es

ma sugerida  por RHIU [31]. _,Uma c a rg a  d is tr ib u íd a  é ap licad a , sendo que to d as  as la 

te r a is  e s tão  com pletam ente en g astad as .

A obtenção do re f in o  é f e i ta  subdividindo-se cada elem ento m ostrado  

nas f ig u ra s  11 e 12 tom ando-se o ponto  médio como re fe rê n c ia . A f ig u ra  13 m o stra  a s  

condições de contorno u tilizad as  na  m odelagem , válidas p a ra  as  duas m alhas m o strad as
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p e las  f ig u ra s  11 e 12. A ta b e la  3 m o s tra  os p a râ m e tro s  que fo ram  u tilizados nos 

dois casos te s ta d o s , conform e as f ig u ra s  11 e 12, enquanto  que a ta b e la  4 m o stra  as 

condições de contorno  e ca rreg am en to s  u tilizad o s.

'U=v=w=G=e=0

'Z-^u=v=w=0
9 r q = o

F ig u ra  13 Condições de con torno  u til iz a d a s  na m odelagem  da 

p laca  com m alha re g u la r  e d is to rc id a .

T a b e la  3 -  P a râm e tro s  u tilizad o s na  p laca  com m alha  re g u la r  e d isto rc id a . 

Dimensões em [mm]. Módulo de e la s tic id a d e  em [MPa].

MALHA REGULAR MALHA DISTORCIDA

C o m p r i m e n t o L 3 0 0 , 0 3 0 0 ,  0

E s p e s s u r a h 3 , 0 3 , 0

Mód .  d e  e l a s t i c i d a d e E 2 , I x i o " ^ 2 , 1 x 1 0 ^ ^

C o e f .  d e  P o is s o n V 0 , 3 0 , 3

C o m p r i m e n t o a - 9 0 ,  0

C o m p r i m e n t o b - 120 , 0

4 .4 .3  -  Base com parativa.

Os resu ltad o s  obtidos p a ra  e s te  p rob lem a são  com parados com os re s u l

tad o s  ana lítico s  dados por TIMOSHENKO [40]. São com parados os deslocam entos v e r t i 

ca is  (na d ireção  do carregam en to ) obtidos no ce n tro  da p laca . P a ra  e s te  tipo  de 

p rob lem a com c a rg a  d is tr ib u íd a  e condições de en g aste  n a s  suas  la te ra is ,  TIMOSHENKO 

fo rn e c e  a  seguinte equação p a ra  o deslocam ento:

= 0,00126 (91)



51

T a b e la  4 -  Condições de contorno  e ca rreg am en to  u tilizad o s  na 

p laca  com m alhas re g u la r  e d is to rc id a .

MALHA REGULAR MALHA DISTORCIDA

C o n d i ç õ e s  de u  = V =  w  = e = 0 = 0  1 2 u  = V = w = 0
1

C o n to rn o e m X = y = 0 e e m X = y = 0  e

X = y = L X = y = L

= O

C a rre g a m e n to

C a r g a  d i s t r i b u í d a  

u n  i f  o r m e

Q = 0 , 1

C a r g a  d i s t r i b u í d a  

u n i  f  o r m e  

Q = 0 , 1

onde Q é o ca rregam en to  d istrib u íd o , L é o com prim ento do lado e D é a r ig id ez  de 

p laca, dada por:

3

D = E h ' (92)
12 ( 1 - v  )

onde E é o módulo de e las tic id ad e , h é a espessu ra  da p laca  e v é o coe fic ien te  de 

Poisson.

P a ra  e s te  caso específico , o deslocam ento v e rtic a l no cen tro  da p laca , 

dado pela  equação (91), com os dados fornecidos pela  ta b e la  3, é igual a  1,9655 

[mm].

4.4 .4  -  Análise dos resu ltad o s.

A tab e la  5 m o stra  os re su ltad o s  obtidos pelos t r ê s  elem entos 9-FULL, 

9-URI e SHELM-9. Os g rá fico s  dados pelas f ig u ra s  14.a  e 14.b m ostram  os re su lta d o s  

com parativos obtidos pelos elem entos p a ra  m alha re g u la r  e d is to rc id a , respec tivam en

te . Já  os g rá fico s  dados pelas f ig u ra s  15, 16 e 17 m ostram  re su lta d o s  individuais 

obtidos com a  u tilização  de m alha re g u la r  e m alha d isto rc id a .

Baseado n es te s  g rá f ic o s  pode-se  te c e r  os seg u in tes  com entários:

a) P a ra  este  caso os elem entos 9-URl e SHELM-9 se com portam  de m ane ira  m uito s im i

la r . Isto  é c la ram en te  v isto  a tra v é s  do g rá fico  da f ig u ra  14.a  e 14.b.

b) A ta x a  de convergência dos elem entos 9-URI e SHELM-9 é bem m elhor que a ta x a  de 

convergência do elem ento 9-FULL. N este problem a, p a ra  se a tin g ir  quase a  m esm a
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p rec isão  dos elem entos 9-URI e SHELM-9, deve-se u sa r  q u a tro  vezes m ais e lem entos 

9-FULL do que elem entos 9-URI e SHELM-9,' ta n to  p a ra  a  m alha d is to rc id a  quan to  p a 

r a  a  m alha reg u la r.

c) A nalisando-se  os g rá f ic o s  das f ig u ra s  15 e 16 pode-se  d ize r  que p a ra  e s te  caso  o 

com portam ento  do elem ento 9-FULL, quanto  à  ta x a  de convergência , não é m uito a f e 

tad o  pela  d is to rção  de m alha, a p e sa r  da convergência s e r  len ta  p a ra  am bas. J á  os 

elem entos 9-URI e SHELM-9 ap resen tam  uma m udança b a s ta n te  acen tu ad a  de com porta 

m ento com a  u tilização  da  m alha re g u la r  e d isto rc ida . Com a m alha reg u la r  a con

vergência  de ambos é "por cim a", enquanto que com a m udança p a ra  m alha d is to rc id a  

a  convergência de ambos é "por baixo". E s ta  m udança de com portam ento  pode se r  

exp licada  pela p ró p ria  fo rm ulação  dos elem entos. Nos elem entos m istos, a  conver

gência  tan to  pode se r  "por c im a” quanto  "por baixo". Is to  e x p lic a ria  o co m p o rta 

m ento do elem ento SHELM-9. Já  o elem ento 9-URI, a p e sa r  de se r  form ulado  u t i l i 

zando o p rincíp io  da m ínim a energ ia  po tencial, perde a  c a ra c te r ís t ic a  de conver

gência  "por baixo", devido ao uso da in teg ração  reduzida. O elem ento 9-FULL não 

pe rde  a  c a ra c te r ís t ic a  de convergência "por baixo" com a  m udança de m alha.

d) Os t r ê s  elem entos tendem  a  converg ir p a ra  a  re sp o s ta  e x a ta  do problem a à  m edida 

que o re fin o  de m alha vai se rea lizando , ap esa r dos elem entos 9-URI e SHELM-9 

a tin g irem  m uito m ais cedo a  re sp o s ta  e x a ta  do problem a do que o elem ento 9-FULL.

4 .4 .5  -  T abelas e f ig u ra s .

T a b e la  5 -  D eslocam entos v e rtic a is  obtidos pelos e lem entos 9-FULL, 9-URI e

SHELM-9 p a ra  p laca  quadrada  com m alha re g u la r  e m alha d isto rc id a .

R esultado an a lític o  [40]: w = 1,9656 [mm]. V alores em [mm].
A

9- FULL 9- URI SHELM-9

(*)  NNL^ ^ MALHA REGULAR DISTORCIDA REGULAR DISTORCIDA REGULAR DISTORCIDA

5 2 x 2 0 , 0 2 3 7 0 , 0 2 1 5 2 ,  4 0 7 0 , 4 9 9 8 2 , 4 4 1 0 . 4 6 8 9

9 4 x 4 1 , 5 5 7 1 , 4 5 3 1 , 9 9 5 1 , 8 8 1 1 , 9 9 7 1 , 8 6 6

13 6 x 6 1 , 7 9 5 1 , 7 6 7 1 , 981 1 , 9 6 9 1 , 9 8 1 1 . 9 6 7

16 8 x 8 1 , 8 7 9 1 , 8 6 6 1 , 9 7 9 1 , 9 7 7 1 , 9 7 9 1 . 9 7 6

(*) Núm ero de nós po r lado.



53

2 .0
< 1 .8
_tsi 1.6
o
E 1 .4
o 1.2
c 1.0

■*-> 0 .8
0)> 0 .6

0 .4cn0) 0 .2•D
0 .0

9 12 15 18 21

núm e ro  de nos po r  lado
(a)

N

E
oc

0)
>

cn
0)

■o

2.0
1 .8

1 .6

1.4
1 .2

1 .0

0.8
0.6
0 .4
0.2
0 .0

T
□ 9-FU LL 
O 9-URI 
A  SHELM-9

/ □ '

qV

0 3 9 12 15 18 21

num ero  de no's po r  lado
(b)

F ig u ra  14 -  P laca  quad rada . D eslocam ento norm alizado v e rtica l no cen tro

da p laca  com o re f in o  de m alha, a) Malha reg u la r, b) Malha d isto rc id a . 

9-FULL, 9-URI E SHELM-9.

núm e ro  de nos por lodo
F ig u ra  15 -  D eslocam entos v e rtic a is  norm alizados ob tidos pelo 

elem ento 9-FULL com m alha reg u la r  e d is to rc id a .



54

núm e ro  de nos po r  lado
F ig u ra  16 -  D eslocam entos v e rtic a is  no rm alizados ob tidos pelo 

elem ento 9-URI com m alha re g u la r  e d isto rc id a .

num ero  de no's po r  lado
F ig u ra  17 -  Deslocam entos v e rtica is  no rm alizados ob tidos pelo 

elem ento SHELM-9 com m alha re g u la r  e d isto rc id a .

4.5 -  TELHADO CILÍNDRICO.

4.5.1 -  Introdução.

Conhecido pela l i te r a tu ra  de casc a s  como "Scordelis-L o ro o f te s t" , em 

homenagem aos au to re s  SCORDELIS e LO [35], e s te  prob lem a tem  sido usado por m uitos 

pesqu isadores como te s te  de desempenho de e lem entos p a ra  c a scas .
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E ste  problem a f a z  p a r te  dos problem as sugeridos por MACNEAL e HARDER 

[25], como padrão  p a ra  te s te  de elem entos f in ito s  de casca . ''

Segundo BELYTSCHKO e o u tro s  [8], e s te  prob lem a é ex trem am en te  ú til  p a 

r a  d e te rm in a r a  capacidade de um elem ento lid a r com e s tad o s  com plexos de defo rm ação  

de m em brana. Além disso, um a g ran d e  p a r te  de energ ia  de deform ação  é devida à  e n e r 

g ia  de deform ação  de m em brana, de fo rm a  que a  in fluência  dos modos de flex ão  in e x -  

ten s io n a is  neste  problem a não é tã o  c r í t ic a . BELYTSCHKO e o u tro s  [8] concluem  a inda  

que, mesmo elem entos que possuam  severos e fe ito s  de tra v am en to  de m em brana irã o  con

v e rg ir  a uma ta x a  m oderada, enquanto  que se o elem ento  fo r  inadequado p a ra  a 

p red ição  de tensões de m em brana a  convergência s e rá  severam en te  inibida.

4 .5 .2  -  D escrição do problem a.

E ste  problem a b a se ia -se  na fo rm a  de um telhado  cilínd rico , su je ito  ao 

peso p róprio , com um único ra io  de cu rv a tu ra . O te lh ad o  c ilíndrico  é su je ito  nas 

suas bo rdas curvas às  condições de contorno  conhecidas como de d ia frag m a  ríg ido . As 

suas bordas la te ra is  são liv res. A f ig u ra  18 i lu s tra  o problem a, bem como os 

p a râ m e tro s  geom étricos envolvidos.

F ig u ra  18 -  Telhado c ilínd rico  su je ito  ao peso p róp rio  e p a râ m e tro s  geom étricos.

A m alha vai sendo g radualm ente  re f in ad a , de fo rm a  que os deslocam entos 

v e rtic a is  do ponto A, m ostrado  na f ig u ra  18, vão sendo com putados.

Devido à s im e tr ia  do problem a, apenas 1/4 do mesmo é m odelado. A f i 

g u ra  19 m o stra  as condições de contorno  da reg ião  m odelada, lem brando que a s  ro ta ç õ 

es 0^, 0^ m o strad as  n es ta  f ig u ra  são  ro taçõ es  nodais e não globais.
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F ig u ra  19 -  Condições de con to rno  u tiliz a d a s  na reg ião  m odelada.

A ta b e la  6 m o stra  os p a râ m e tro s  envolvidos, conform e a  f ig u ra  18, en 

quanto  que a tab e la  7 m o stra  a s  condições de contorno  e ca rre g am e n to s  u tilizados.

T ab e la  6 -  P a râm etro s  u tiliz a d o s  no problem a do te lhado  cilínd rico . 

Dimensões em [mm], módulo de e las tic idade  em [MPa].

V a r i á v e 1 V a l o r

C o m p r i m e n t o  L 

E s p e s s u r a  h 

R a i o  R 

Â n g u l o  0 

M ó d u l o  de e l a s t i c i d a d e  E 

C o e f i c i e n t e  de P o is so n  v

5 0 . 0 0 0 . 0  

2 5 0 , 0

5 0 . 0 0 0 . 0  

4 0 °

4 . 3 2 x 1 0 ^

0 , 0

4.5 .3  -  Base com parativa.

P a ra  e s te  problem a, os deslocam entos v e rtica is  na m etade  do lado liv re  

são com parados aos resu ltad o s  fo rnec idos no tra b a lh o  de MACNEAL e HARDER [25], ou 

se ja , é adotado o valor de -0 ,3 0 2 4  [mm] p a ra  a norm alização  dos deslocam entos v e r t i 

ca is obtidos no ponto A, conform e a  f ig u ra  18.
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T a b e la  7 -  Condições de contorno  e c a rreg am en to  u tiliz a d o  no te lhado  cilíndrico .

C o n d i ç õ e s  de C on to rno

u = w = = 01

0

0

e m  y  =  0  

e m  X = 0 

e m  y = L /2

C a rre g a m e n to
c a r g a  d i s t  r  i bu  í d a  un i f  o r m e

Q = 9 0 , 0 x 1 0 ' ^ ’ N / m m ^

4 .5 .4  -  Análise dos resu ltados.

A ta b e la  8 m o stra  os re su lta d o s  ob tidos pelos t r ê s  elem entos 9-FULL, 

9-URI e SHELM-9, p a ra  o caso  do te lhado  cilíndrico . 0  g rá f ic o  m ostrado  pela  f ig u ra  

20 v isua liza  os re su ltad o s  norm alizados ob tidos pelos e lem entos a  m edida que o r e f i 

no de m alha vai aum entando.

O bservando-se o g rá fico  da f ig u ra  20 pode-se  a f irm a r:

a) À m edida que o refin o  de m alha aum enta, os re su lta d o s  ob tidos pelos elem entos 9 -  

FULL, 9-URI e SHELM-9 tendem  à  re s p o s ta  considerada  c o r r e ta  do problem a. P a ra  as  

m alhas ap re sen tad as  neste , a  convergência dos e lem entos 9-URI e SHELM-9 fo ram  

"por cima" enquanto  que a  do elem ento 9-FULL foi "por baixo".

b) Novamente há uma sem elhança m uito boa em re lação  aos re su lta d o s  ap resen tad o s  p e 

los elem entos 9-URI e SHELM-9. Os re su lta d o s  a p re sen tad o s  pelo elem ento SHELM-9 

são  levem ente m elhores que os obtidos pelo elem ento 9-URI. Além disso , a  conver

gência  p a ra  a solução c o rre ta  do problem a é bem ráp id a  em am bos os elem entos.

c) A ta x a  de convergência do elem ento 9-FULL é m uito len ta , quando com parada  às dos 

elem entos 9-URI e SHELM-9. Porém , como d ito  an tes,- a  re s p o s ta  ob tida  po r e s te  e -  

lem ento converge p a ra  a re sp o s ta  considerada  c o rre ta , à  m edida que o re fin o  vai 

acontecendo.
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4 .5 .5  -  T abela e f ig u ra .
N

T a b e la  8 -  R esu ltados obtidos pelos elem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9 

pa^a a  deflexão  v e rtica l no m eio do lado liv re  do p rob lem a do te lhado  

cilíndrico . V alores em [mm]. R esu ltado  com parativo  [25]: -0 ,3 0 2 4  [mm].

MALHA 9- FULL 9-URI SHELM-9

1x1 - 0 , 0 2 8 5 - 0 , 3 4 6 9 - 0 , 3 3 4

2 x 2 - 0 , 0 8 0 5 - 0 , 3 1 0 5 - 0 , 3 0 4 6

3 x 3 - 0 , 1 8 0 4 - 0 , 3 0 5 8 - 0 ,  3 0 4 1

4 x 4 - 0 , 2 4  74 - 0 , 3 0 4 3 - 0 ,  3 0 3 8

6 x 6 - 0 , 2 8 9 7 - 0 , 3 0 3 7 - 0 , 3  0 3 6

8 x 8 - 0 , 2 9 8 6 - 0 , 3 0 3 6 - 0 , 3 0 3 6

<

N
O
Ev_o
c

0)
>

w
<u

XI

“ 1----- 1------r
□ 9-FU LL 
O 9-URi 
A  SHELM-9

12 15 18 21

núm e ro  de nos por lado
F ig u ra  20 -  D eflexão norm alizada  v e rtica l no m eio do lado liv re

ob tida  pelos elem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, com re f in o  de m alha.

4 .6  -  CILINDRO PUNCIONADO.

4.6.1 -  In trodução.

E ste  problem a, conhecido na l i te r a tu r a  de ca sc a s  como "pinched 

cy linder w ith  end diaphragm ", fa z  p a r te  dos p roblem as c lá ss ic o s  de te s te  de elem en

to s  f in ito s  p a ra  cascas.

BELYTSCHKO e o u tro s  [8] a firm am  que o c ilin d ro  puncionado é um dos
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te s te s  m ais severos que podem s e r  ap licados em elem entos f in ito s  de casca , no s e n t i 

do do elem ento re p re s e n ta r  ta n to  a  flex ão  inex tensiona l como e s tad o s  com plexos de 

defo rm ação  de m em brana.

4 .6 .2  -  D escrição do problem a.

N este problem a, um c ilind ro  é su je ito  à ação  de duas fo rç a s  c o n c e n tra 

das ap licadas  de fo rm a  d iam e tra lm en te  opostas. O c ilind ro  é re s tr in g id o  em suas  e x 

trem id ad es  pelas cham adas condições de contorno  de d ia frag m a. Como h á  s im e tr ia  do 

problem a, apenas 1/8 do c ilin d ro  é m odelado. A f ig u ra  21.a  m o stra  um esboço do p ro 

blem a, bem como os p a râ m e tro s  envolvidos, enquanto  que a  f ig u ra  21. b m o s tra  a s  con

dições de contorno  u tiliz a d a s  p a ra  a  p a r te  m odelada.

P a ra  t e s t a r  a hab ilidade  dos elem entos im plem entados n e s te  tra b a lh o  

quan to  à  sensib ilidade à  d is to rçã o  de m alhas trid im en sio n a is , duas m alhas fo ram  u t i 

lizadas. Uma re g u la r, o b tid a  a tra v é s  de sucessivas divisões pela m etade  dos elem en

tos, e o u tra  ir re g u la r , o b tid a  da seguin te  fo rm a: p lan ifico u -se  a  reg ião  m odelada 

da f ig u ra  21.b de ta l  fo rm a  que um lado correspondesse  a 1/4 do com prim ento  de um a 

c ircu n fe rên c ia . O ou tro  lado corresponde à m etade do com prim ento do cilindro .

F ig u ra  21 -  C ilindro puncionado. a) G eom etria, b) Condições de contorno.

Baseado na m alha su g e rid a  po r RHIU [31], a tr ib u iu -s e  valo res aos p a râ m e tro s  

"a", "b", "c" e "d" m o strad o s na f ig u ra  22. C alcu ladas as  coordenadas no p lano, a s  

coordenadas do c ilindro  p a ra  a  m alha d isto rc ida  são o b tidas  com o aux ílio  da  equação

(93).
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L = R ^  (93)
\

onde L é o  com prim ento obtido na d ireção  de y \  conform e a  f ig u ra  22, R é o ra io  do 

c ilin d ro  e cp é o ângulo em rad ian o s. A ta b e la  9 m o stra  os p a râ m e tro s  u tilizad o s  

n e s te  problem a, bem como a  c a rg a  ap licada .

Y'

F ig u ra  22 -  Malha ir r e g u la r  u til iz a d a  p a ra  o c ilind ro  com d iafragm a.

T a b e la  9 -  P a râm e tro s  u tiliz a d o s  no problem a do c ilind ro  puncionado. 

Dimensões em [mm]. Módulo de e las tic id ad e  em [N/mm^].

F orça  co ncen trada  em [N].

P a r â m e tr o V a l o r  N u m érico

C o m p r i m e n t o L 6 0 0 , 0

Ra  i o R 3 0 0 ,0

E s p e s s u  r a h 3 , 0

M ó d u l o  de  e l a s t i c i d a d e E 3 , 0 x 1 0 ^

C o e f i c i e n t e  de P o is so n V 0 ,3

C o m p r i m e n t o a 1 2 0 , 0

C o m p r i m e n t o b 1 4 1 , 0

C o m p r i m e n t o c 1 8 8 , 0

C o m p r i m e n t o d 9 0 , 0

F o r ç a  c o n c e n t r a d a P 1 , 0



61

4 .6 .3  -  Base com parativa.
\

P a ra  e s te  problem a, os deslocam entos v e r t ic a is  no ponto de ap licação  

da fo rç a  concen trada  são com parados aos re su lta d o s  fo rn ec id o s  po r BELYTSCHKO e ou

t ro s  [8]. U tilizou -se  o va lo r de -l,8245xl0~^ [mm] p a ra  a  no rm alização  dos r e s u l ta 

dos obtidos.

4 .6 .4  -  Análise dos resu ltad o s.

A ta b e la  10 m o stra  os deslocam entos v e rtic a is  na d ireção  da ap licação  

da c a rg a  concen trada , ob tidos pelos e lem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, p a ra  o caso  

do c ilindro  puncionado e com a  u tiliz a ç ão  da m alha re g u la r . A ta b e la  11 m o s tra  os 

mesmos deslocam entos obtidos p a ra  a  m alha d is to rc id a  p ro p o sta . Os g rá f ic o s  d as  f i 

g u ras  2 3 .a  e 23 .b m ostram  um com parativo  dos re su lta d o s  dos elem entos p a ra  as  m alhas 

re g u la re s  e d is to rc id as , respec tivam en te . Já  os g rá f ic o s  das f ig u ra s  24, 25 e 26, 

m ostram  resu ltad o s  com parativos individuais p a ra  as  m alhas re g u la re s  e d is to rc id as . 

A nalisando-se os g rá fico s  das f ig u ra s  23 a  26 pode-se  faizer algum as observações com 

re lação  a  e s te  problem a.

a) P a ra  as  m alhas reg u la re s , os com portam entos dos elem entos 9-URI e SHELM-9 são bem 

sem elhantes, convergindo p a ra  a  re sp o s ta  e x a ta  do problem a, a  uma ta x a  bem ra z o á 

vel. 0  elem ento 9-FULL a p re se n ta  uma convergência m uito len ta  p a ra  e s te  p ro b le 

ma.

b) A nalisando-se o g rá fico  da f ig u ra  23 .b, p e rceb e -se  que o elem ento 9-URI tem  um 

m elhor com portam ento , quanto  à sensib ilidade  à d is to rçã o  de m alha, do que o e le 

m ento SHELM-9. Isto  pode s e r  com provado com parando os g rá f ic o s  individuais dos 

dois elem entos m ostrados nas f ig u ra s  25 e 26.

c) N este problem a o tipo  de convergência ap re sen tad o  pelos t r ê s  elem entos foi "por 

baixo", não se notando o com portam ento  ap re sen tad o  no caso  do item  4 .4 .4 . N otou- 

se tam bém  que os valo res obtidos pelos elem entos 9-URI e SHELM-9 vão um pouco 

além  dos re su ltad o s  considerados c o rre to s , quando u tiliz o u -se  m alhas m ais r e f in a 

das.
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4 .6 .5  -  Tabelas e f ig u ra s .

T a b e la  10 -  C ilindro  puncionado. D eslocam ento v e r tic a l no ponto

de ap licação  da carga . R esultado c o r re to  [6]: -1,8245x10 ^ [mm]. 

M alha re g u la r. V alores em [mm].

ELEMENTOS

MALHA 9- FULL ( x l O “ )̂ 9-URI ( x l O SHELM-9 ( x l 0 ‘ )̂

1x1 - - 0 , 0 4 2 4 7 - - 0 ,  1 6 7  8 -------- - 0 , 1 5 1 4

2 x 2 - 0 , 0 9 0 8 - 1  , 4 2 5 -  1 , 271

3 x 3 - 0 ,  1 6 2 0 - 1  , 7 0 5 -  1 , 7 0 8

4 x 4 - 0 , 2 9 4 3 - 1  , 7 8 0 -  1 , 7 6 4

6 x 6 - 0 , 6 6 4 3 - 1  , 8 2 5 -  1 , 7 9 3

8 x 8 - 1 , 0 3 0 -1  , 8 4 0 -  1 , 8 1 5

1 6 x 1 6 - 1  , 6 5 5 -1  , 8 6 4 -  1 , 841

T a b e la  11 -  C ilindro  puncionado. D eslocam entos v e r t ic a is  no ponto  de

ap licação  da carga. R esultado c o rre to  [8]: -1,8245x10  ̂ [mm]. 

M alha d isto rc id a . V alores em [mm].

ELEMENTOS

MALHA 9-FULL (xlO 9-URI ( x l 0 ‘ ^) SHELM-9 (xlO

2 x 2 - 0 , 0 7 5 9 - 1  , 3 3 5 - 0 , 9 1 0

4 x 4 - 0 , 2 1 6 7 - 1 , 7 7 6 -  1 , 6 6 6

6 x 6 - 0 , 4 9 4 2 - 1  , 8 3 8 -  1 , 7 7 0

8 x 8 - 0 , 8 1 7 2 - 1  , 8 4 4 -  1 , 8 0 3

i 6x  1 6 - 1 , 5 5 7 - 1 , 8 6  1 - 1  , 8 3 9
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F ig u ra  24 -  Elem ento 9-FULL. Curvas de convergência. 
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F ig u ra  26 -  E lem ento SHELM-9. Curvas de convergência . 
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4.7 -  SEMIESFERA.

4.7.1 -  In trodução.

Um problem a b a s ta n te  im p o rtan te  é o da se m isfe ra . E ste  problem a é in 

te re s s a n te  por t r ê s  m otivos básicos:

a) é um exemplo de casca  com dupla c u rv a tu ra ;

b) a  capacidade do elem ento de re p re s e n ta r  es tad o s de defo rm ações inex tensiona is  é 

te s ta d a , v isto  que p a ra  e s te  p roblem a quase inexistem  defo rm ações de m em brana 

[8];

c) é um problem a m uito  bom p a ra  se t e s t a r  a  capacidade do elem ento  de s o f re r  ro ta ç õ 

es de corpo ríg id o  em re lação  às norm ais à  su p e rf íc ie  da  casca . Segundo 

BELYTSCHKO e o u tro s  [8], g ran d es seções d este  problem a ro tac io n am  quase como c o r

po ríg id o  em re sp o s ta  ao ca rreg am en to  m ostrado  pela  f ig u ra  27. a , de m aneira  que a  

capacidade do elem ento de m odelar p rec isam en te  m ovim entos de corpo ríg ido  é e s 

sencia l p a ra  o bom desem penho d es te  problem a.

O problem a te s ta d o  aqui d ife re  um pouco do prob lem a d e sc rito  po r 

BELYTSCHKO, v isto  que um fu ro  é in troduz ido  em sua  p a r te  su p e rio r. No en tan to , s e 

gundo SALEEB e o u tro s  [34], os com en tário s d esc rito s  nos p a rá g ra fo s  a n te r io re s  teun- 

bém valem  p a ra  e s te  problem a.

4 .7 .2  -  D escrição do problem a.

E ste  problem a t r a t a  de um a sem iesfe ra  a b e r ta  em suas  p a r te s  su p e rio r  e 

in fe r io r . A se m ie sfe ra  é s u je ita  a  dois p a re s  de fo rç a s  co n cen trad as  ap o s ta s  em d i

reção  a tu a n te s  no plano d iam etra l da  sem iesfe ra . A f ig u ra  27. a  m o s tra  o esboço do 

problem a e os p a râ m e tro s  envolvidos. Como ex is te  s im e tr ia  n es te  problem a, apenas 

1/4 da  sem iesfe ra  é m odelada. A f ig u ra  27. b m o stra  as condições de contorno  u t i l i 

zadas  na  reg ião  m odelada.

As cu rvas  de convergência são ob tidas re f in an d o -se  sucessivam ente  a 

ma]ha.,,„d.e m ane ira  a  t e r  sem pre uma m alha NxN, onde N é o núm ero de nós ao longo de 

um lado. A cada re f in o  o deslocam ento na d ireção  da ap licação  da c a rg a  é obtido.
A

A ta b e la  12 m o stra  os p a râ m e tro s  envolvidos n este  problem a, ju n tam en te  

com a s  ca rg as  ap licadas.
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a ^ ^ í i v t e
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F ig u ra  27 -  Sem iesfera. a) G eom etria , b) Condições de contorno.

T a b e la  12 -  S em iesfera. P a râm e tro s  e ca rreg am en to s . Dimensões em [mm]. 

Módulo de e las tic id ad e  em [N/mm  ]. C arga  em [N].

P a r â m e tr o Va 1 o r

R a i o  R 

E s p e s s u r a  h 

Módulo  de  e l a s t i c i d a d e  E 

C o e f i c i e n t e  de P o is so n  v  

Ângu l o  <p

1 0 0 0 , 0

4 , 0

6 ,8 2 5 x 1 0 ^

0 , 3

18»

F o r ç a  c o n c e n t r a d a  P 1 . 0

4 .7 .3  -  Base com parativa.

N este  problem a, os deslocam entos ra d ia is  no sen tido  da ap licação  de 

c a rg a  são  com parados aos valo res dados por MACNEAL e HARDER [25]. N este sen tido , o 

va lo r adotado p a ra  as  norm alizações dos deslocam entos e v^ conform e a  f ig u ra  2 7 .a 

fò i de 0 ,094  [mm].
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4 .7 .4  -  Análise dos resu ltad o s .
\

A ta b e la  13 contém  os deslocam entos ra d ia is  na d ireção  da  ap licação  da 

fo rç a , obtidos pelos elem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9. A f ig u ra  28 m o s tra  um g r á 

fico  com parativo  e n tre  os re su lta d o s  no rm alizados obtidos pelos e lem entos acim a, com 

o re f in o  de m alha.

Pode-se  ver c la ram en te  com a  a ju d a  da ta b e la  13 e f ig u ra  28 que:

a) A convergência do elem ento 9-URI é excelen te  p a ra  e s te  tip o  de p rob lem a pois, u -  

tiliz a n d o -se  som ente um a m alha de 3x3, o elem ento fo rn ece  um e rro  de apenas 2%, 

enquanto que o elem ento SHELM-9, p a ra  a  m esm a m alha, fo rn ece  um e rro  de -227^.

b) A medida que a  m alha vai sendò re f in a d a  os re su lta d o s  dos elem entos 9-URI e 

SHELM-9 convergem  p a ra  a  solução do problem a. Já o elem ento 9-FULL a p re se n ta  um a 

ta x a  de convergência m edíocre p a ra  e s te  problem a.

4 .7 .5  -  Tabela -e f ig u ra .

T a b e la  13 -  Sem iesfera. D eslocam entos ra d ia is  no sen tido  de ap licação  da fo rç a .

V alores em [mm]. V alor com parativo  [25]: u = 0 ,094  [mm].
A

ELEMENTOS

MALHA 9-FULL 9- URI SHELM-9

2 x 2 1,504x10"'^ 0 , 1 0 1 5 0 ,  0 3 2 1 1

3 x 3 6, 889x10'"^ 0 , 0 9 6 1 5 0 ,  0 7 2 8 8

4 x 4 2 , 0 8 5 x 1 0 ' ^ 0 , 0 9 5 0 1 0 ,  0 8 6 9 3

6 x 6 9 , 4 3 8 x 1 0 ”^ 0 , 0 9 4 1 9 0 , 0 9 2 2

8 x 8 2 , 4 2 1 x 1 0 " ^ 0 , 0 9 3 9 4 0 , 0 9 3 2 5

4.8 -  CILINDRO ENGASTADO.

4.8.1 -  Introdução.

E ste  problem a é ap resen tado  com o ob jetivo  de v e rif ic a r  a  o co rrên c ia  

do fenôm eno de travam en to  de m em brana em elem entos de casca .

O fenôm eno de travam en to  de m em brana pode s e r  d e sc rito  como a  c a p ac i

dade que o elem ento possui de, em um caso  de flex ão  p u ra , f le x io n a r  sem  se d is te n 

der, ou se ja , sem que ocorram  fa ls a s  deform ações de m em brana.
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F ig u ra  28 -  Curvas de convergência de deslocam entos p a ra  a  sem iesfera .

4 .8 .2  -  D escrição do problem a.

P a ra  a  rea lização  deste  te s te  é ap ro v e itad a  a  m esma m alha de 1/8  de 

c ilind ro  u tilizad a  pelo caso do c ilindro  puncionado. A d ife ren ça  e s tá  nas condições 

de contorno  e carregam en tos im postos. A f ig u ra  29 i lu s tra  o problem a, jun tam en te  

com a s  condições de contorno e carregam en tos.

F ig u ra  29 -  Flexão pu ra  de um cilindro , a) G eom etria, b) Condições de contorno.

Visto que o problem a é essenc ia lm en te  um caso  de flex ão  pura , teó rica -
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m ente  som ente deverão su rg ir  e s fo rço s  no plano devido aos m omentos f le to re s  a p lic a 

dos. Os eventuais fa lso s  esfo rço s  que venham  a  acon tecer devem se r  desp rez íve is  em 

re la ç ã o  aos esfo rços  devido à  flexão .

P a ra  a  re a liz a ç ão  d este  prob lem a a  m alha fo i p rog ressivam en te  sendo 

re f in a d a , subdividindo-se cada  elem ento  em dois. D este modo fo ram  f e i ta s  m alhas NxN 

onde N é o núm ero de e lem entos em um lado. Os va lo res de N foram ; 1, 2, 4 e 8.

P ara le lam en te  a  isso  fo ram  ob tidos os e sfo rço s  m édios de m em brana de

vido à  flexão  e tra ç ã o  nos segu in tes pontos de in teg ração : pontos que u tilizam  a  in 

te g ra ç ã o  reduzida  (2x2) e nos pontos de in te g raç ã o  com pleta (3x3).

A geom etria  do p roblem a é a  m esm a u tiliz a d a  no item  4.6, de fo rm a  que 

os dados estão  m ostrados na ta b e la  9.

4 .8 .3  -  Base com parativa

-Os m om entos por unidade de com prim ento  fo ram  norm alizados em re la çã o  à 

re sp o s ta  e x a ta  do problem a, que é dada por:

M = ^  (94)e L

onde M é o momento co n sis ten te  ap licado  e L é o com prim ento do lado r e to  da p a r te  do 

c ilind ro  em questão , conform e a  f ig u ra  2 9 .a. P a ra  e s te  problem a o m om ento adotado  

fo i de M = 0 ,6  [N.mm]. Com is to  o va lo r e x a to  do esfo rço  de flex ão  po r unidade de 

com prim ento é dado por:

M = 2,0x10 [N.mm/mm] (95)e 3 0 0 , 0

Foi defin ida  uma variável C que re lac iona  os e sfo rço s  m édios devidose
à  t ra ç ã o , com os esfo rços por unidade de com prim ento devidos à  flex ão , sendo norm a

lizados pela  re sp o s ta  e x a ta  do problem a. D esta  fo rm a  C é dado por:

N

= r n

onde N são os esfo rços por unidade de com prim ento médio devidos à  t ra ç ã o  e M sãoO n
os m om entos por unidade de com prim ento m édio, sendo norm alizados em re la çã o  à r e s 

p o s ta  e x a ta  do problem a.

Os valo res de C encon trados são  m ostrados nas ta b e la s  14 e 15.e
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4 .8 .4  -  Tabelas.
\

T a b e la  14 -  V alores da variável C p a ra  os pontos de in te g raç ã o  com pleta (3x3).

MALHA 9-FULL 9-URI SHELM-9

1x1 65 ,  5 2 x 1 0 ' ^ 8 7 , 71 x 1 0 " ^ 1 2 , 4  xlO'^

2 x 2 26 ,  52x10"^ 2 7 , 9 2 x 1 0 " ^ 3 , 0  xlO"^

4>i4 7 ,  82x10"^ 7 , 9  xlO"^ 0 , 8  xlO'^

8 x 8 2,  0 2 x 1 0 ' ^ 2 , 0 4 x 1 0 " ^ 0 ,  208x10"^

T a b e la  15 -  V alores da variável C p a ra  os pontos de in te g raç ã o  reduz ida  (2x2).

MALHA 9-F U L L 9-U R I SHELM -9

1x1 8 ,  2 2 x 1 0 ’ ^ 1, 24x10 ' ^’ 3 ,  32x10"'^

2 x 2 7 ,  33x10""^ 1 , 0 5 x 1 0 ’ ^̂ 3 ,  03x10"^

4 x 4 5 ,  1 7 x 1 0 “^ 1, 0 4 x 1 0 ” '̂̂ 2 , 1 1 x 1 0 " ^

8 x 8 2 ,  2 4 x 1 0 “^ 1, OCxlO'^"^ 1 , 4 1 x 1 0 ' ’̂

4 .8 .5  -  Análise dos resu ltados.

A nalisando-se as ta b e la s  14 e 15, p ode-se  chegar às seg u in tes

observações:

a) O elem ento 9-URI não a p re se n ta  o fenôm eno de tra v a m e n to  de m em brana, pois j á  que 

o elem ento u tiliz a  a  in teg ração  red u z id a  (2x2) nenhum  fa lso  e sfo rço  fo i c o n s ta ta 

do neste  elem ento. Isto  é c la ram en te  m ostrado  pela  ta b e la  15, onde a variável 

fo i quase zero , indicando que não há m is tu ra  e n tre  os e s fo rç o s  de m em brana e f l e 

xão  p a ra  es te  problem a.

b) Os elem entos 9-FULL e SHELM-9, que u tilizam  a  in te g raç ã o  com pleta em suas m a t r i 

zes, revelaram  a p resença  do fenôm eno de trav am en to  de m em brana p a ra  es te  p ro b le 

ma. Isto  pode se r  consta tado  a tra v é s  da observação  da  ta b e la  14. Apesar de aim- 

bos elem entos ap resen ta rem  o fenôm eno, o com portam ento  do elem ento SHELM-9, em 

re lação  a es te  problem a, é m elhor do que o com portam ento  do elem ento 9-FULL.

c) O bserva-se  ainda que o fenôm eno do travam en to  de m em brana dim inui à  medida que a 

m alha vai sendo re fin ad a .



CAPÍTULO 5 

ANÁLISE DINÂMICA

5.1 -  INTRODUÇÃO.

No cap ítu lo  a n te r io r  fo i estudada a  ap licação  dos elem entos im plem en

tad o s  com putacionalm ente (9-FULL, 9-URI e SHELM-9) na solução de p rob lem as e s t á t i 

cos.

E ste  cap ítu lo  s e rá  dedicado à aná lise  do com portam ento  dos e lem entos 

c itad o s no p a rá g ra fo  a n te r io r , quando da aplicação em prob lem as dinâm icos. Os p ro 

blem as dinâm icos envolvem um a sé rie  de casos como flam bagem , a n á lises  não lin ea re s , 

im pactos, freqüênc ias  n a tu ra is  e tc ... Os casos de flam bagem , an á lises  não lin e a re s  

e im pactos requerem  fo rm ulações espec íficas p a ra  a  sua solução. No en tan to , a  de

term inação  das freq ü ên c ia s  n a tu ra is  de um sis tem a  resu m e-se  na solução do problem a 

de au tova lo res e au to v e to res  do tipo:

(K -  A M) 0 = 0 (97)

sendo d ire ta  a  sua  ap licação  pelo m étodo de elem entos f in ito s . Na equação (97). K 

re p re se n ta  a m a tr iz  de rig id ez , A são os au tovalo res, M a  m a tr iz  de in é rc ia  e ^  os 

au tove to res. Após a  solução da equação (97), as freq ü ên c ia s  an g u la res  Í2, dadas em 

rad ian o s por segundo, podem se r  de term inadas a tra v és  da equação (98):

= X (98)

Em c e rto s  tip o s  de e s tru tu ra s , onde o com portam ento  dinâm ico é im por

ta n te , a  determ inação  das su as  freqüênc ias n a tu ra is  é fundam en ta l p a ra  o desem penho 

da e s tru tu ra .
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5.2  -  ANÁLISE DE AUTOVALORES E AUTOVETORES.

N
5.2.1 -  Introdução.

E ste  é um problem a fundam enta l p a ra  se  d e te rm in a r  duas c a ra c te r ís t ic a s

im portan tes:

a) Se a  m atr iz  de rig idez  do elem ento possui o posto  c o rre to ;

b) Se o elem ento possui os cham ados modos fa lso s  de defo rm ação .

Como se sabe, os modos fa lso s  de defo rm ação  correspondem  ao núm ero de 

au to v a lo res  nulos, excedentes àqueles que rep re sen ta m  os m ovim entos de corpo ríg ido , 

e e s tã o  associados a  au tove to res não nulos.

P a ra  se d e te rm in a r os au tova lo res e a u to v e to re s  re c o r re -s e  à  solução 

da equação (97).

Os modos fa lso s  de energ ia , como j á  d e s c r i to  no p rim eiro  capítu lo , po 

dem s e r  do tipo  com patíveis ou incom patíveis. Os m odos com patíveis são  aqueles que 

podem se fo rm a r mesmo com a  reun ião  de vários e lem entos. Os modos incom patíveis são  

aqueles que não se form am  com a  união de vários e lem entos.

Obviamente é desejável que um elem ento não te n h a  modos fa lso s  de e n e r

g ia, m as se o tiv e r , a p re fe rê n c ia  é que sejam  do tip o  incom patíveis. N este caso , a 

não s e r  em problem as onde a  solução possa se r  a lc a n ç ad a  com um único elem ento, a 

sim ples junção de vários elem entos f a r á  com que e sses  m odos fa lso s  de energ ia  incom 

p a tív e is  desapareçam .

5 .2 .2  -  D escrição do problem a.

P a ra  v e rif ic a r  se a  m a tr iz  de rig id ez  possu i o posto  c o rre to  e se  o 

e lem ento  possui modos fa lso s  de energ ia , uma p laca  q u a d ra d a  sem  re s tr iç õ e s  no con

to rn o  é analisada .

A solução do problem a é dada por:

(K* -  A* M) = 0 (99)

onde M é a  m a tr iz  de in érc ia  do elem ento e 4> são  os a u to v e to re s  do problem a.

A m a tr iz  K* é dada por:

K* = K + a  M (100)

onde K é a  m a tr iz  de rig idez  do elem ento e a  um a c o n s ta n te  p a ra  to rn a r  a m a tr iz  de
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rig id ez  do elem ento não s in g u la r ("sh ifting"). Os au to v a lo res  do problem a, X, são 

determ inados a tra v é s  de:

onde X é determ inado p e la  solução da equação (99).

(101)

A f ig u ra  30 m o stra  a  p laca u tiliz a d a , bem como os p a râ m e tro s  

geom étricos. A ta b e la  16 m o stra  os dados u tilizad o s no problem a.

F ig u ra  30  -  P laca  q uad rada  sem re s tr iç õ e s  no contorno.

T a b e la  16 -  Dados u tilizad o s no problem a da p laca  sem re s tr iç õ e s  no

contorno. Dim ensões em [mm]. Módulo de e la s tic id ad e  em [Kg m m /sV m m ^]. 

Densidade em [Kg/mm^].

V a r i á v e l Va 1 o r

C o m p r i m e n t o L 1 0 , 0

C o m p r i m e n t o a 2 5 , 0

E s p e s s u r a h 0 , 1

M ó d u l o  d e  e l a s t i c i d a d e E 2 , 1 x 1 0 ^

C o e f i c i e n t e  de P o isso n 0 , 3

D e n s i d a d e  e s p e c í f i c a P 7 , 8 5 x 1 0 ' ^

C o n s t a n  t e a 1 , 0 x 1 0 ^

A p laca  de fin id a  acim a é ú til na  de te rm inação  do posto  da m a tr iz  de
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rig idez . No en tan to , se houver a  o c o rrê n c ia  de modos fa lso s  de energ ia , é in te re s 

sa n te  sab er se e s te s  são  do tip o  com patíveis ou incom patíveis. N este sen tido , fo i 

e labo rada  o u tra  m alha com dois e lem entos apenas, como m o stra  a f ig u ra  31. Os dados 

u tilizad o s  perm aneceram  os m esm os m o strad o s pela  ta b e la  16.

condições de conforno: 
placa livre

-------- ---------
1
!

------ f - -
1
1

a

F ig u ra  31 -  P laca  re ta n g u la r  p a ra  de te rm inação  de modos fa lso s  

de en erg ia  com patíveis ou incom patíveis.

U tilizando-se  as p lacas  m o strad a s  pelas f ig u ra s  30  e 31, os au tova lo 

re s  e au toveto res fo ra m  dete rm inados com a  ap licação  d as  equações 99, 100 e 101. 0  

procedim ento u tilizado  p a ra  a  d e te rm in ação  dos au to v a lo res  e au to v e to re s  fo i o d a  i-  

te ra ç ã o  subespacial [3]. Após a d e te rm inação  dos au to v e to re s  . e au tovalo res, fo i 

fe ito  um esboço de cada  au to v e to r associado  a  um au to v a lo r nulo p a ra  v e r if ic a r  se 

e les correspondiam  ou não a  m ovim entos de corpo ríg ido . Os que não correspondiam  a 

m ovim entos de corpo ríg ido  eram  os modos fa lso s  de energ ia .

5 .2 .3  -  Análise dos resu ltad o s .

As tab e la s  17 e 18 m ostram  os núm eros de modos fa lso s  de energ ia  em 

cada  elem ento, com a  u tilização  da m alha 1x1 e 2x1, respec tivam en te .

T a b e la  17 -  Número de m odos fa lso s  de en erg ia . Malha 1x1.

ELEMENTO
NÚMERO DE MODOS 

FALSOS DE ENERGIA
9 - F U L L 0
9 - U R I 7

S H E L M - 9 2

T a b e la  18 -  Núm ero de modos fa lso s  de en erg ia . Malha 2x1.

ELEMENTO
NUMERO DE MODOS 

FALSOS DE ENERGIA
9 - F U L L 0
9 - U R I 7

S H E L M - 9 0
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O bserva-se o seguinte:
\

a) O elem ento 9-FULL não a p re se n ta  modos fa lso s  de energ ia .

b) 0  elem ento 9-URI a p re se n ta  7 modos fa lso s  de en erg ia , sendo que são do tipo  com 

patíve is , já  que eles aparecem  mesmo com a  reun ião  de elem entos.

c) O elem ento SHELM-9 a p re se n ta  dois modos fa lso s  de energ ia . No en tan to , e les são  

do tipo  incom patíveis, desaparecendo  com a  junção  de o u tro s  elem entos.

5 .3  -  PLACA ENGASTADA -  FREQÜÊNCIAS NATURAIS.

5.3.1 -  Introdução.

E ste  problem a é p roposto  p a ra  v e rif ic a r  o com portam ento  dos elem entos 

im plem entados na solução das fre q ü ê n c ia s  n a tu ra is  de um a p laca  engastada . £  in te 

re s s a n te  observar como se com portam  ta is  elem entos de c a sca  na m odelagem  de e s t r u tu 

r a s  de p lacas.

5 .3 .2  -  D escrição do problem a.

Neste problem a, um a p laca  é engastada  em um de seus lados, sendo que 

os re s ta n te s  são livres. A f ig u ra  32. a m o stra  um esboço do problem a, com as  geom e- 

t r i a s  envolvidas, enquanto que a  f ig u ra  32.b  m o stra  as condições de contorno  u t i l i 

zadas.

(O )

\^ u = v = w = q = 9 = 0
( b )

F ig u ra  32 -  P laca engastada , a) G eom etria, b) Condições de contorno.
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Q uadro  3 -  M alhas e núm ero de g rau s  de liberdade .

MALHA (*) NGL^ ’

2x1 75

4 x 2 2 2 5

8 x 4 7 6 5

1 6 x 8 2 8 0 5

As cu rvas de convergência  a té  a q u in ta  fre q ü ê n c ia  n a tu ra l  são  ob tidas 

re fin an d o -se  a  m alha g radualm ente. O quadro  3 m o stra  a s  m alhas u tiliz a d a s  n este  

problem a, com os respec tivos núm eros de g rau s  de liberdade , enquan to  que a  ta b e la  19 

m o s tra  a geom etria  e dados u tilizados.

T a b e la  19 -  P laca en g astad a  -  dados e geom etria . D im ensões em [m].

Módulo de e las tic id ad e  em [MPa]. Densidade em [K g/m ^l.

V ar i áve l V a l o r

C o m p r i m e n t o a 2 5 , 0 x 1 0 ' ^

C o m p r i m e n t o b 1 0 , 0 x 1 0 ' ^

E s p e s s u  r a h 0 , 1 x 1 0 ' ^

M ó d u l o  de  e l a s t i c i d a d e E 2 , 1 x 1 0 * ^

C o e f i c i e n t e  de P o is so n V 0 , 3

D e n s i d a  de P 7 , 8 5 x 1 0 ^ ^

5.3 .3  -  Base com parativa.

As freqüênc ias  n a tu ra is  ob tidas são com p arad as  aos re su ltad o s  

a n a lítico s  obtidos por LEISSA [24].

P a ra  es te  problem a, as ' cinco p rim e iras  f re q ü ê n c ia s  n a tu ra is  são m os

tra d a s  pela tab e la  20.

(*) N úm ero de g rau s  de liberdade.
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MODO

FREQÜÊNCIA [s " ‘] 137,7 716,9 8 5 9 ,4 2 2 9 0 ,0 2414 ,2

5 .3 .4  -  Análise dos resu ltad o s .

As ta b e la s  21 a  24 m ostram  as cinco p r im e ira s  freqüênc ias n a tu ra is  ob

t id a s  pelos elem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, p a ra  as  m alhas 2x1, 4x2, 8x4 e 16x8, 

respec tivam en te . Baseado n e s ta s  tab e la s  fo ram  co n stru íd o s os g rá fico s  das f ig u ra s  

33, 34 e 35, que ■ m ostram  - a s  cu rvas  de convergência  d a s -fre q ü ê n c ia s  norm alizadas com- 

o re f in o  de m alha.

B aseado n es te s  g rá fico s  pode-se  a f i rm a r  que:

a) P a ra  a  p rim e ira  freq ü ên c ia  fundam ental, mesmo u tilizando  uma m alha g ro sse ira , os 

re su lta d o s  a p re sen tad o s  pelos t r ê s  elem entos são s a tis fa tó r io s . Além disso, to 

dos e les convergem  p a ra  a  re sp o s ta  a n a lític a  do problem a, à  m edida que a  m alha 

vai sendo re f in a d a .

b) Os elem entos 9-U Rl e SHELM-9 ap resen tam  com portam entos excelen tes e quase id ên ti

cos. 0  e rro  obtido por e s te s  dois elem entos p a ra  as  cinco p rim eiras  freqüênc ias, 

u tiliz a n d o -se  a  m alha de 4x2 elem entos, fo i m enor que 2%.

c) Pcu~a es te  problem a, o elem ento 9-FULL n e c e ss ita  do dobro de elem entos, p a ra  a tin 

g ir  a mesma p rec isão  obtida pelos elem entos 9-URl ■ e SHELM-9. Além disso, p a ra  

m alhas g ro sse ira s , o elem ento não tem  p rec isão  no cálcu lo  de freqüênc ias  m ais e -  

levadás.

d) No elem ento 9-URI não se observou o aparec im en to  de modos fa lso s  de energ ia , p a ra  

e s te  problem a. Isto  pode se r  explicado p e las  condições de contorno  im postas à 

p laca , que impedem a  fo rm ação  dos modos fa lso s  de energ ia .

5 .3 .5  -  T abelas e f ig u ra s .

-1,
T a b e la  21 -  P laca engastada. Malha 2x1. F reqüências n a tu ra is  [s ].

ELEMENTOS
MODO 9-FU LL- 9 - U R I SHELM -9

1 1 4 6 , 0 1 3 5 , 7 1 3 6  , 8

2 8 0 2 ,  5 7 1 9 , 5 7 1 6 , 0

3 1 4 4 2 , 6 8 9 7  , 4 901  , 3

4 3 6 6 7 , 5 2 4  1 9 , 4 2 3 8 9 , 6

5 6 9 0 9 , 8 3 0 1 5 , 7 3 0 2 7  , 9



78

T ab e la  22 -  P laca  engastada . M alha 4x2. F reqüências n a tu ra is  [s )̂.

ELEMENTOS
MODO 9-FU L L 9 -U R I SHELM-9

1 1 3 9 , 6 1 3 6 , 4 1 3 6  , 5

2 7 3 8 ,5 7 1 6 ,3 7 1 5 , 9

3 935  , 2 8 5 4 , 7 8 5 5  , 8

4 24 3 3  , 0 2 2 9 0 , 0 2 2 8 8  , 8

5 3 0 1 9 ,0 2 4 5 5 , 0 2 4 5 8  , 1

T ab e la  23 -  P laca engastada . Malha 8x4. F reqüências n a tu ra is  Is ]̂.

ELEMENTOS
MODO 9-FU LL , 9 -U R I SHELM-9

1 1 3 6 , 5 1 3 6 ,  5 136  , 5

2 715 , 2 7 1 5 ,3 7 1 5 ,2

3 8 5 2 , 7 8 5 2  , 6 8 5 2  , 7

4 2 2 7 8 , 8 2 2 7 8 , 9 2 2 7 8  , 8

5 2 3 9 9 , 1 2 3 9 8 , 7 2 3 9 9  , 1

T ab e la  24 -  P laca engastada . Malha 16x8. F reqüências n a tu ra is  Is

ELEMENTOS
MODO 9-FU L L 9 -U R I SHELM-9

1 136 , 8 1 3 6 , 6 1 3 6  , 6

2 717 , 0 7 1 4 ,1 7 1 4 ,1

3 857 , 4 8 5 2 ,  5 8 5 2  , 5
-4 2288  , 8 2 2 7 4 , 8 2 2 7 4  , 9

5 2425 , 7 2 3 9 5 , 4 2 3 9 5 ,4
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F ig u ra  33 -  Curvas de convergência. a )P rim e ira  freqüênc ia . b)Segunda freqüênc ia .
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0 12 15 18
ndm . e lem en tos  d i reção  x

F ig u ra  35 -  C urvas de convergência. Q uinta freqüênc ia .

5.4 -  PÁ DE VENTILADOR.

5.4.1 -  Introdução.

E ste  problem a, in troduzido  por OLSON E LINDBERG [28], tam bém  foi con

siderado  por NOOR e PETERS [27], sendo u tilizad o  p a ra  te s te  dinâm ico de e lem entos 

f in ito s  de casca. Ele é com posto de um a p a r te  de um c ilind ro  tendo um dos seus la 

dos engastado . A c a ra c te r ís t ic a  im p o rtan te  deste  problem a é o f a to  dele  possu ir um 

ra io  de cu rv a tu ra .

5 .4 .2  -  D escrição do problem a.

A f ig u ra  36 m o stra  o problem a em questão , bem como as  c a ra c te r ís t ic a s  

geom étricas e condições de contorno.
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A ta b e la  25 m o s tra  os dados u tilizad o s  n es te  problem a, e os dados geo

m étrico s  são  m o strad o s  na f ig u ra  36. . - .

T a b e la  25 -  Dados e g eo m etria  u tilizados. D im ensões em Im].

Módulo de e la s tic id ad e  em [MPa]. Densidade em [Kg/m  ].

V a r iá v e l V a i o r

C o m p r im e n to  L 

E s p e s s u r a  h 

R a i o  R 

M ó d u lo  de  e l a s t i c i d a d e  E 

C o e f i c i e n t e  de P o is so n  

D e n s i d a d e  p

3 0 4 ,8 x 1 0 '^

3 ,0 4 8 x 1 0 '^  

6 0 9 ,3 x 1 0 ’ ^

2 ,0 6 8 x 1 0 ^ ^

0 , 3

7 ,8 x 1 0 ^ ^

N este  problem a são fo rm ad as  m alhas NxN, onde N é o núm ero de elem entos 

em um lado. Um novo re f in o  é alcançado  dividindo cada elem ento  em o u tro s  dois. P a 

r a  cada  nova m alha  são ob tidas a s  cinco p rim e iras  fre q ü ê n c ia s  n a tu ra is .

5 .4 .3  -  Base com parativa.

As cinco p rim e iras  freqüênc ias  n a tu ra is  o b tid as  pelos elem entos 9 -  

FULL, 9-URl e SHELM-9 são com paradas às soluções m o strad a s  no tra b a lh o  de NOOR e 

PETERS [27].

T a b e la  26 -  F reqüências n a tu ra is  em [s '^ ]  ob tidas po r NOOR e PETERS [27].

MODO FREQÜÊNCIA

1 8 6 , 0

2 1 3 8 ,0

3 2 4 9 , 0

4 3 4 2 ,  0

" 5 3 8 6 , 0

5 .4 .4  -  A nálise dos resu ltad o s.

As ta b e la s  27, 28 e 29 m ostram  as cinco p r im e ira s  freqüênc ias  n a tu ra is
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o b tid as  pelos elem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, p a ra  cada  m alha u tiliz a d a .

Baseado n e s ta s  ta b e la s  fo ra m  constru ídos os g rá f ic o s  de convergência  

p a ra  cada uma das freq ü ên c ia s , como m ostram  as  f ig u ra s  37 a  39. A norm alização  dos 

g rá f ic o s  fo i fe i ta  u tilizan d o -se  a s  fre q ü ê n c ia s  m o strad as  na  ta b e la  26. A nalisando- 

se e s te s  g rá fico s  pode-se  d ize r que:

a) U tilizando-se  a  m alha 4x4 na m odelagem  deste  problem a, o e r ro  m áxim o encon trado  

n as  cinco p rim e iras  fre q ü ê n c ia s  n a tu ra is  pelos elem entos 9-URI e SHELM-9 fo i da 

ordem  de menos de 27o. P a ra  se o b te r  um e rro  de m esm a ordem  de g ran d eza , o e le 

m ento 9-FULL n ecess ita  de pelo m enos o dobro de elem entos. Isto  dem onstra  o ó t i 

mo desempenho dos elem entos 9-URI e SHELM-9 na capacidade  de p red ição  de fre q ü ê n 

c ias  n a tu ra is  neste  problem a.

b) Todos os elem entos convergem  p a ra  a  re sp o s ta  considerada  c o rre ta , à  m edida que a 

m alha é re fin ad a . No en tan to , o elem ento 9-FULL re q u e r  um a m alha m uito re f in a d a  

p a ra  a tin g ir  e s ta  convergência.

c) P a ra  a te rc e ira , q u a r ta  e q u in ta  freq ü ên c ia s  o elem ento 9-FULL a p re se n ta  uma con

vergência  ráp id a  quando a m alha é re f in a d a  de 2x2 p a ra  4x4. No en tan to , após is 

so, a  convergência to rn a -s e  m uito  len ta .

5 .4 .5  -  Tabelas e f ig u ra s .

T ab e la  27 -  Pá de ven tilado r. Malha 2x2. F reqüências n a tu ra is  [s

ELEMENTOS
MODO 9 -F U L L 9 -U R I SHELM -9

1 109  , 1 8 2 ,  2 8 6  , 3

2 165 , 4 1 3 9  , 9 1 4 6 ,1

3 6 0 2 ,  2 2 4 3 ,  3 2 6 7  , 2

4 7 3 3  , 5 3 3 8 ,  7 3 7 3  , 9

5 7 6 2 ,  6 3 9 0 ,  3 4 1 3 , 8

T ab e la  28 -  Pá de ven tilador. Malha 4x4. F reqüências n a tu ra is  [s

ELEMENTOS
MODO 9-FU L L 9 -U R I SH ELM -9

1 88  , 8 8 5 ,  7 8 6  , 3

2 145 , 5 1 3 8 ,3 1 3 9 , 6

3 2 9 2 , 7 2 4 7 ,  5 2 4 9  , 7

4 3 7 2 , 9 3 4 3 ,  0 3 4 7  , 6

5 431 , 1 3 8 5 ,  1 3 9 0  , 0
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T ab e la  29 -  Pá de ven tilador. Malha 8x8. F reqüências n a tu ra is  [s

ELEMENTOS
MODO 9-FU L L 9 -U R l SHELM -9

1 8 6 ,  5 8 5  , 9 8 6  , 0
2 1 3 9 , 8 1 3 8 ,  6 1 3 8  , 7
3 251 , 8 2 4 7  , 6 2 4 7  , 8
4 3 4 8 ,3 3 4 2 ,  6 3 4 3  , 1
5 393 , 9 3 8 6  , 1 3 8 6  , 7
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F ig u ra  38 -  Curvas de convergência. a )T e rc e ira  freqüênc ia . b )Q uarta  freq ü ên c ia .
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núm . e lem en to s  d i reção  x

F ig u ra  39 -  C urvas de convergência. Quinta freqüênc ia .



CAPÍTULO 6 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES

6.1 -  INTRODUÇÃO.

E ste  cap ítu lo  é dedicado à  a p re sen tação  d as  conclusões ob tidas n e s te  

tra b a lh o , bem como às  sugestões p a ra  fu tu ro s  tra b a lh o s  c o rre la to s .

As conclusões aqui a p re se n ta d a s  fo ra m  b asead as  em re su ltad o s  ob tidos 

po r t r ê s  elem entos im plem entados, 9-FULL, 9-URl e SHELM-9. No en tan to , nada im pede 

que o u tro s  elem entos considerados p rom isso res  se jam  im plem entados num ericam ente , e 

an á lises  sem elhantes às  a p re se n ta d a s  n es te  tra b a lh o  possam  s e r  rea lizad as .

As fo rm ulações de novos elem entos f in ito s  p a ra  casca  a inda  é um a á re a  

defin itivam en te  a b e rta . Isto  é p a rticu la rm e n te  v e rd ad e iro  p a ra  as  novas fo rm u lações  

de elem entos h íb ridos e m istos, a p re sen tad o s  u ltim am en te  [21].

6 .2  -  CONCLUSÕES.

P a ra  os elem entos analisados n e s te  tra b a lh o  pode-se  ch eg ar à s  segu in tes conclusões:

a) Quanto ao fenôm eno do trav am en to  de cisalham ento .

O problem a do f enômeno de trav am en to  de c isa lham en to , que surge em d e 

c o rrê n c ia  das funções de in te rp o lação  não serem  capazes  de re p re s e n ta r  ex a tam en te  a 

r e s tr iç ã o  de energ ia  de c isa lham ento  tra n sv e rsa l nu la  em c a sc a s /p la c a s  m uito f in a s , 

não fo i observado nos elem entos 9-URI e SHELM-9. No e n ta n to , no elem ento 9-FULL o 

fenôm eno m o stro u -se  c la ram en te , pois em alguns casos  o fenôm eno inviabilizou a 

solução ou fo rneceu  re su ltad o s  m uito ríg idos.

b) Quanto ao fenôm eno do trav am en to  de m em brana.

0  travam en to  de m em brana, que r e f le te  a  incapacidade do elem ento de, 

em um caso de flex ão  p u ra , f le x io n a r  sem se d is te n d e r, não fo i no tado  no elem ento  

9-URI. No en tan to , a  p resença  do fenôm eno de tra v a m e n to  de m em brana foi d e te c ta d a  

nos elem entos 9-FULL e SHELM-9.
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c) Quanto aos modos fa lso s  de energ ia .

Com re lação  â p resen ça  de modos fa lso s  de en erg ia , o elem ento 9-FULL 

fo i o que ap resen tou  os m elhores re su lta d o s , pois não fo i n o tad a  a  p resen ça  de ta is  

modos neste  elem ento. Já  os elem entos 9-URI e SHELM-9 a p re se n ta ra m  7 e 2 modos f a l 

sos de energ ia, respec tivam en te . Os m odos fa lso s  de e n e rg ia  do elem ento 9-URI são 

do tip o  com patíveis, ou se ja , podem se fo rm a r  com a  reu n ião  de v á rio s  elem entos. Os 

modos fa lso s  de energ ia  do elem ento SHELM-9 são  do tip o  incom patíveis, não se f o r 

mando com a união de vá rio s  elem entos. P o rta n to , a  não s e r  em casos onde a  re s p o s ta  

c o r re ta  possa s e r  a tin g id a  com um único elem ento, os modos fa lso s  de energ ia  do e le 

m ento SHELM-9 não são tã o  p reo cu p an tes  quan to  os modos fa lso s  de en erg ia  do elem ento  

9-URI.

d) Quanto à  convergência p a ra  deflexão .

Neste aspecto , os e lem entos 9-URI e SHELM-9 ap resen tam  re su lta d o s  m ui

to  su p erio res  aos obtidos pelo elem ento 9-FULL. Devido à  sim plic idade de sua  fo rm u 

lação , a  convergência p a ra  as  deflexões dem onstrada  pelo elem ento 9-URI pode s e r  

considerada  excelente. O elem ento SHELM-9 ap resen tou  convergências p a ra  deslocanoen- 

to s  tcimbém m uito boas. Som ente no caso  da sem ie sfe ra  os re su lta d o s  obtidos pelo 

elem ento SHELM-9 não fo ram  bons, com a  u tilização  de poucos elem entos. No en ta n to , 

com a  u tilização  de m ais elem entos, a  solução c o r re ta  fo i ob tida. Já  o elem ento  9 -  

FULL não dá bons resu lta d o s  p a ra  deslocam entos e em alguns casos a  convergência che

ga a  s e r  m edíocre.

e) Quanto à  sensib ilidade à  d is to rção  de m alha.

Quanto à sensib ilidade  - à  d is to rçã o  de m alha, os elem entos 9-URI e 

SHELM-9 fo rneceram  bons resu ltad o s . No en tan to , o com portam ento  do elem ento 9-URI 

em alguns casos foi su p erio r ao obtido pelo elem ento SHELM-9, p rinc ipalm en te  em p r o 

blem as não planos com m alha considerada  g ro sse ira . A pesar d e s te  f a to  os e lem entos 

9-URI e SHELM-9 convergem  p a ra  a  re s p o s ta  e x a ta  do p rob lem a à  m edida que a  m alha  vai 

sendo re fin ad a . 0  elem ento 9-FULL ap resen to u  uma razoáve l sensib ilidade  à  d is to rçã o  

de m alha, e com isto  a  convergência p a ra  a  re sp o s ta  e x a ta  do problem a é p re ju d icad a .

f )  Quanto à convergência de freq ü ên c ia s  n a tu ra is .

Como e ra  de se e sp e ra r , devido aos re su lta d o s  a p re sen tad o s  na p>arte 

e s tá t ic a  deste  trab a lh o , a  convergência d em onstrada  pelo elem ento  9-FULL é m uito  po 

b re , quando com parada às  convergências o b tid as  pelos elem entos 9-URI e SHELM-9. P a 

r a  o elem ento 9-FULL são  necessá rio s  pelo m enos o dobro dos elem entos 9-URI ou 

SHELM-9, p a ra  se ob ter a m esm a p rec isão  d es te s  ú ltim os. Os elem entos 9-URI e SHELM- 

9 tiv e ram  com portam entos m uito p a rec id o s quan to  ao cálcu lo  de freq ü ên c ia s  n a tu ra is . 

Além disso , a convergência ob tida  po r e s te s  dois elem entos fo i m uito boa, mesmo p a ra
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m alhas consideradas g ro sse ira s .

g) Q uanto aos m elhores elem entos. ''

Baseado no que fo i exposto  nos iten s  a n te r io re s  e nos c r i té r io s  a p re 

sen tad o s  por BATHE [4], pode-se  d ize r  que nenhum dos e lem entos estudados n este  t r a 

balho  a tende àqueles req u is ito s . O bviam ente is to  não é nenhum dem érito  d es te s  e le 

m entos, visto  que a té  hoje ta l  elem ento ainda  in ex is te . No en tan to , an a lisan d o -se  

os resu lta d o s  obtidos pelo elem ento  SHELM-9 g lobalm ente , pode-se  recom endar a  sua  

ap licação  em um program a de elem entos f in ito s  de uso g e ra l. Devem se r  sa lien tad o s  

os dois aspectos negativos en con trados n este  tra b a lh o . O p rim eiro  fo i a  o co rrên c ia  

do fenôm eno do travam ento  de m em brana na reso lução  do prob lem a da sem iesfera . Ape

s a r  d e s ta  ocorrência, o p roblem a fo i solucionado com o re f in o  de m alha. O segundo 

problem a fo i a ocorrência  de dois modos fa lso s  de e n e rg ia . No en tan to , como a n te r i 

o rm en te  mencionado, es te  p rob lem a não deverá  ca u sa r  p reocupação  quando a  m odelagem  

da e s t ru tu ra  u til iz a r  m ais de um elem ento, pois os modos fa lso s  de energ ia  e n c o n tra 

dos fo ram  do tipo  incom patíveis, não se form ando com a  reu n ião  de vários elem entos.

Com re lação  ao elem ento 9-URI, pode-se  d iz e r  que é um elem ento ex ce 

len te  p a ra  análises e s tá tic a s . Nos casos e s tá tic o s  te s ta d o s  neste  trab a lh o , a con

vergênc ia  obtida por e s te  elem ento  fo i m uito boa, sendo em alguns casos su p e rio r  a 

o b tid a  pelo elem ento SHELM-9. P a ra  os casos e s tá tic o s  te s ta d o s  aqui, não houve a  o - 

c o rrê n c ia  da singularidade da m a tr iz  de rig idez  que in v iab ilizasse  a  solução do p ro 

blem a. Em certo s  casos, como afirm am  BELYTSCHKO e o u tro s  [8], e s ta  s ingu laridade  

pode o co rre r. Há que r e s s a l ta r  o f a to  de sua fo rm u lação  s e r  m uito m ais sim ples que 

a  do elem ento SHELM-9, não o b s tan te  o fa to  de que ao longo de todo o tra b a lh o  os r e 

su lta d o s  obtidos por ambos os elem entos fossem  sim ila re s . Por isto , aliado  ao f a to  

de su a  im plem entação se r m uito fá c il, o elem ento pode se r  recom endado em um p ro g ram a  

de elem entos fin ito s  de uso g e ra l, p a ra  a  solução de p rob lem as e s tá tic o s , desde que 

a s  condições de contorno se jam  su fic ien tes  p a ra  a  reso lu ção  do problem a.

A sua ap licação  em casos onde envolva o cá lcu lo  de freqüênc ias n a tu r a 

is, em bora possível, não é tã o  d ire ta . Isto  é devido ao  f a to  da p resença  de m odos 

fa lso s  de energ ia  do tipo  com patíveis, ou se ja , aqueles m odos que se form am  mesmo em 

p rese n ç a  de vários elem entos.

Por últim o, o elem ento 9-FULL, em bora serv indo  de base p a ra  os o u tro s  

dois elem entos, ap re sen ta  resu lta d o s  m edíocres, com parados aos elem entos 9-URI e 

SHELM-9. 0  fa to  da não o co rrênc ia  de modos fa lso s  de e n e rg ia  fo i o único a sp ec to  

positivo  deste  elem ento. O elem ento 9-FULL a p re se n ta  ta n to  travam en to  de c is a lh a 

m ento  como de membrana; é sensível á d is to rção  de m alha; a  convergência p a ra  a  r e s 

p o s ta  c o rre ta  do problem a é m uito len ta  e a capac idade  de p red ição  de fre q ü ê n c ia s
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n a tu ra is  é m uito baixa . P o rtan to , a  sua im plem entação num érica  não é recom endada em

um program a de elem entos f in ito s  de uso g e ra l. ^

6 .3  -  SUGESTÕES.

A p resen ta -se  ag o ra  algum as sugestões possíveis p a ra  o u tro s  tra b a lh o s

co rre la to s .

1) P ropor novos elem entos m istos u tilizando  o p rinc íp io  de H ellinger-R eissner, m as 

com a u tilização  de novos cam pos de deform ações e /o u  tensões.

2) P rogram a p a ra  o tim ização  de freq ü ên c ia s  n a tu ra is  de e s tru tu ra s .

3) Um tra b a lh o  propondo te s te s  pad rões p a ra  a aná lise  exclusiva  de elem entos f in ito s  

de casca, ta n to  e s tá t ic a s  como dinâm icas.

4) Uma análise  com parativa  e n tre  o u tro s  elem entos de ca sc a s  com form ulação  lin ea r, 

analisando tam bém  o aspecto  de convergência p a ra  e s fo rço s  e tensões.

5) Mesmo tra b a lh o  rea lizad o  aqui, m as d irig ido  a e lem entos de casca  p a ra  an á lises  

não lineares.

6) Um trab a lh o  propondo um novo processo  de e s tab ilização  da  m a tr iz  de rig idez  do e -  

lem ento 9-URl.

7) T estes  no elem ento SHELM-9 u tilizando  a in teg ração  se le tiv a -re d u z id a  ou reduzida.
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APÊNDICE A

FUNCOES DE INTERPOLAÇÃO E SUAS DERIVADAS EM RELAÇÃO ÀS COORDENADAS 
NATURAIS V, PARA OS ELEMENTOS 9-FULL, 9-URI E SHELM-9

P a ra  o elem ento m ostrado  na f ig u ra  A.l, a s  funções de in te rp o lação  e 

suas derivadas p a rc ia is  em re lação  a  ^  e t) são m o strad as  na ta b e la  A.l.

(3)

F ig u ra  A.l -  G eom etria dos elem entos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9.
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T ab e la  A.l -  Funções de in te rp o lação  e suas  derivadas.

Nó Ni N i ,ç

1 i  Ç (Ç - l)  i  7, (7,-1) i  (2 C -1 ) 1  7, (7,-1) i  Ç ( C - l ) ^  (27,-1)

2 (1 -Ç ^) i  7, (7,-1) -2Ç  i  7, (7,-1) (1 -Ç ^) i  (27,-1)

3 1  Ç(Ç+1) ^  7, (7,-1) i  (2Ç+1) ^  7, (7,-1) i  Ç (Ç+1) i  (27,-1)

4 Í Ç ( Ç - l )  (1-7,^) i  (2 Ç -1 ) (1-7,^) (Ç -1 )  (-27,)

5 (1-Ç ^) (1-7,^) -2Ç (1-7,^) (1 -C ^ )  (-27,)

6 |Ç ( Ç + 1 )  (1-7,^) 1  (2Ç+1) (1-7,^) 1  Ç (C+1) (-27,)

7 ^  Ç (Ç - l)  i  7, (7,+ D i  (2 C -1 ) ^  7, (7,+ l) i  Ç(Ç-1 ) ^  (27,+D

8 (1-Ç ^) ^7, (7,+ D -2Ç  1  7, (7,+ D (1 -Ç ^ )  1  (27,+D

9 i  Ç(Ç+1) ^ 7, (7,+ D i  (2Ç+1) i  7) (7,+ D i  Ç(Ç+1 ) i  (27,+D



APÊNDICE B

MATRIZ de RELACOES DEFORMACÕES-DESLOCAMENTOS EM RELAÇÃO AO 

SISTEMA GLOBAL

A m atriz  B®, que re la c io n a  defo rm ações-deslocam en tos em re la çã o  ao 

s is tem a  global, pode se r  p a rtic io n ad a  em 9 blocos de m a tr iz e s  (6x5), form ando um a 

m a tr iz  que tem  dim ensão (6x45). M ostra -se  aqui apenas um d es te s  blocos, j á  que os 

o u tro s  são  determ inados pela  su b s titu ição  dos índices co rresponden tes.

P artin d o  da equação (24), com as defin ições das equações (23), pode-se  

deduzir as  segu in tes expressões:

u ,_  + u, + J  ̂ u,j_
X X  11 Ç  12 T) 13 Ç

g  T - i  T - i  . - 1e = J  v,^ + J V, + J V, „
y y  21 Ç 22 ’tj 23 ’Ç

c® = w , .  + w, + w ,^
zz 31 Ç 32 T) 33 Ç

g  . - 1  r - 1  . - 1  . - 1  T- 1  T- 1
r  = J U,_+ J U, + J U,_+ J V,^+ J V, + J V,

xy 21 ^  22 7) 23 Ç 11 Ç 12 7) 13 <

= J  ̂ V,^+ V, + V,„+ W,_+ J  ̂ W, + J ’ W,
y z  31 Ç 32 7} 33 < 21 Ç 22 7} 23 Ç

g  t - 1  T - 1  , - l  . - 1  T- 1  T- 1r  = J U,^+ J U, + J U,^+ J W,^+ J W, + J W,^
xz 31 Ç 32 V  33 Ç n  ^  12 7) 13 Ç

(B .la)

(B.lb)

(B.lc)

(B.ld)

(B.le)

(B .lf)

Com o auxílio  da equação (19), pode-se obter:

(B.2a)

u , = N., u. + 
V  1 V  1

0  ̂ + 1 1  C N., h.a^2 ^ 17} I X e (B.2b)

4  N. h. b^ 2 1 1 X e ‘ + 1
1 KT U i
2 N  »X 0*2 (B.2c)

N ,ç V. + 1 - 4  C N .,_ h.b^ 2 ^ 1 Ç 1 y 0  ̂ + 1 í  < » i 4
0*2 (B.2d)

^ ’v  ~
V. + 1 - i  C N„ h.b^ 2 ^ 17) 1 y +1

(B.2e)
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w , = N., w. + 7/ 1 1? 1

W’C =

4  N. h. b '
2  1 1 y

i  < ^ r r ,

4  N. h. b* 2 1 1 z

0 +1

+1

1 X ,  1 .  1^  N. h. a
2 1 1 y

i  < « i ' î

1  C N., h .a ‘2 ^ 17? J z

1 », 1- 1 7T N. h. a 2 1 1 z

'0 2̂

(B.zn
\

(B.2g)

(B.2h)

(B.2i)

onde h. é a espessu ra  no nó i, a^ , a \  a^  são as com ponentes globais do ve to r nodal 

e*̂  no nó i e b*, b \  b^ são as com ponentes g lobais do v e to r nodal e^ no nó i. Os 

v e to re s  nodais e  ̂ e e^ são dados p e las  equações (16) e (17).

Substitu indo-se  as equações (B.2) nas equações (B.l) e ainda denom i

nando-se :

(B.3a)

B. -  N ._  + N.,
1 21 1 Ç  22 17)

(B.3b)

C. = N .,_ + N.,
1 31 1 Ç 32 1 7)

(B.3c)

D. = Ç A. + N.
1 1  13 1

(B.4a)

E. = Ç B. + J  ̂ N.
1 1 23 1

(B.4b)

(B.4c)

sem som a em i, onde J . l  são as com ponentes da inversa  da m a tr iz  jacob iana, e denom i

nan d o -se  também;

h. a^
1 1 X

1̂1 2
(B.5a)

h. a^
e  ̂ = - V ^  12 2

(B.5b)

h. a
1 1 z

^13 2
(B.5c)
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h.
e ' =  ̂ ^ 

21 2
(B.5d)

h. b
e ' =  ̂ y ^22 2

(B.5e)

h. b^ 
1 1 z

^23 ^
(B .5f)

sem som a em i, pode se chegar à  segu in te  equação:

onde:

= /  /  
X X  y y  Z 2  x y  y z  x z

(6x1)

(B.6)

(B.7)

q =
(45x1)

(B.8)

e, p a ra  o nó i, sem som ató rio  em i,

i

A. 0 1

C. 0

0

0 B. 0

0 0 C.

B. A. 0 -

O C .  B. -  1 1

A. -1

-  D .e  i 21

-  E .e  
1 2 2

-  F .e
1 23

E .e ' + D.e^
1 21  1 22

F.e* + E.e*
1 22 1 23

F.e* + D .e '
1 21 1 23

D .e 1 11

E .e  
1 1 2

F .e1 13

E .e ' + D .e '
111 I 12

F .e ' + E .e '
1 12 1 13

F.e ■ 1 11 D.e
1 13

(B.9)

J (6x45)

E sta  m a tr iz  pode se r  p a rtic io n a d a  em duas o u tra s  m a tr iz e s , uma c o rre s 

pondente aos term os independentes de Ç e o u tra  aos dependentes de Ç. O btém -se 

en tão , p a ra  o nó i, sem som atório  em i:
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B* = 
°(i)

A. J N.e J N .e
1 13 1 21 1 3  1 1 1

B. ,-1», i J N.e I - 1 » I  iJ N .e
1 2 3  1 2 2 2 3  1 1 2  ,

/

C. , - 1 » ,  i  J N.e T-1»,  iJ N .e
1 3 3  1 2 3 3 3  1 1 3

N f

B.A. 1 1

C.B. -  1 1

C. A.1 1

Î j - ' n . 1e + ,-1k, 1J N.e I-lxT 1J N .e + ,-1 k, i lJ N.e
2 3  1 21 13 1 22 2 3  1 11 1 3  1 12

Îj - ' n . ie + iJ N.e Î t- 1 m  iJ N .e + , - U ,  i J N.e
3 3  1 2 2 2 3  1 2 3 3 3  1 1 2 2 3  1 13

j " ' n . ie + T-1», iJ N.e iJ N .e + T-lx, iJ N.e
3 3  1 21 13 1 2 3 3 3  1 1 1 1 3  I 13

(B.IO)

( 6 x 4 5 )

B  ̂ = t (i)

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0

0 0 0

0

-  A .e 
1 21

-  B .e
1 22

-  C .e
1 2 3

B.e^ + A .e '
1 21  1 22

C .e ' + B .e ’
1 2 2  1 23

C .e ' + A .e '
1 2 1  1 23

A .e 1 11

B .e1 12

C .e
1 1 3

B .e' + A .e ' 
1 1 1  1 12

C.e' + B .e '
1 1 2  1 13

C .e' + A .e '
1 1 1  1 13

(B.lî)

( 6 x 4 5 )



APÊNDICE C

MATRIZ DE TRANSFORMAÇÃO DE DEFORMAÇÕES DO SISTEMA GLOBAL PARA 0 

SISTEMA LOCAL

P a ra  se tra n s fo rm a r  um ten so r deform ação  em re la ç ã o  a  um s is te m a  de 

bases o rtono rm ais e®, e®, e® global p a ra  ou tro  s is tem a de bases  o rto n o rm a is  e j, e*, 

e ' local, p rocede-se  da seguin te  m aneira:
3

] g 
E screve-se  os ve to res  de base e . em função  dos v e to re s  de base e . ou

seja:

e ‘ = ( e ‘ . e") e^ + ( e ‘ . e") e" + ( e ‘ . e") e

= ( e ’ . e^) e^ + (e* . e®) e^ + (e '1 1 2 2

e ’ = (e ' . e®) e® + ( e ‘
3 3 1 1  3

e^) e® 
3 3

e^) (e> . e^)
2 2 3 3 3

(C .la)

(C.lb)

(C .lc)

ou na fo rm a  m atric ia l:

denom inando-se:

1e
1

( e '  . 
1

1
e

2
■ = ( e*  .

2
1

e
3-* k -

l ■■ 
1 ■ < )

m
1 =

n
1 ■ ' 3 )

l ■■ 
2

m
2 ■■

n
2

i   ̂
3 - K

m
3

e ‘ ) ( e ’ . e®)
2 1 3

e ^ ) ( e ' . e " )
2 2 3

e ^ ) ( e ‘ . e ^ )
2 3 3 -*

ê 1e
1
g

e
2

e ^
3^

(C.2)

(C.3a)

(C.3b)

(C.3c)

(C.3d)

(C.3e)

(C .3f)

(C.3g)

(C.3h)
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n  =  ( e *  . e ®)
3 '■ 3  3' '

esc rev e -se  a  m a tr iz  dos cossenos d ire to re s  na seg u in te  fo rm a

(C.3i)

e =
l l l 11 2 3

m m m1 2 3
n n n1 2 3-'

(C.4)

S ubstitu indo -se  a  equação (C.4) na equação (28) e expandindo-se  e r e -  

a rra n ja n d o -se  os term os, o b tém -se  a  segu in te  equação de tra n sfo rm aç ã o :

e ‘ = f  e® e
(C.5)

onde c  é o veto r de defo rm ação  expresso  em re la çã o  ao s is tem a  local, sendo dado 

por:

1 le I le 1 ir 1 ir 1 iX y y  z z  x y  y z  z
(C.6)

e® é o ve to r de deform ação  exp resso  em re lação  ao s is te m a  global, dado pela  equação

(22), e f ^  é a  m a tr iz  de tra n s fo rm a ç ã o  de defo rm ação  do s is tem a  global p a ra  o s is te 

ma local, dada por:

T =e

2
m

2
n l m m  n n  í

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
m

2
n l m m  n n  l2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
m

2
n l m m  n n  i

3 3 3 3 3 3 3 3 3

Z l l 2m  m 2n  n ( i  m  + i  m  ) ( m  n  + m  n  ) (n  l + n  l )
1 2 1 2 1 2 1 2  2 1 1 2  2 1 1 2  2 1

Z l l 2m  m 2n  n ( l  m  + i  m  ) ( m  n  + m  n  ) ( n  i  + n  i  )
2 3 2 3 2 3 2 3  3 2 2 2 3 2 2  3 3 2

Z l l 2m  m 2n  n ( l  m  + í  m  ) ( m  n  + m  n  ) ( n  i  + n  í  )
3 1 3 . 1 3  1 3 1 1 3 3 1 1 3 3  1 1 3

(C.7)

6x6



APÊNDICE D

MATRIZ DE INÉRCIA

A m atriz  de in é rc ia  c o n s is ten te  é ob tida  a tra v é s  da ex p ressão  da e n e r

g ia  c iné tica  T do elem ento, sendo e s c r i ta  na form a:

T = i  íp  dV

Os deslocam entos destes  elem entos são dados pela  equação (2.13), ou se ja

(D.l)

u u i
fiI-0  e 1 2x

+ 0 e ]
2 Ix

- V - N - i V i - ^ < è  •
f i-0  e 1 2y

+ fi0 e
2 ly

w w c - o
„i fi -0  e 1 2z

+ fi0 e
2 Iz''

(D.2a)

A equação acim a pode se r  e s c r i ta  na fo rm a:

(D.2b)

onde q é o ve to r das variáveis  nodais na fo rm a  da equação (21) e N^, são dadas 

respectivam en te  por:

fN
1

0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N
9

0 0 0 0'

= 0 N
1

0 0 0 0 N2 0 0 0 . . . 0 N
9

0 0 0

0 0 N
1

0 0 0 0 N2 0 0 0 0 N
9

0 0
3 x 4 5

(D.3)

N =2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

- 4  N h b^
2  1 1 X

- 4  N h b^ 2 1 1 y

1  X T  U  1N h a
2  1 1 X

1 »T 17T N h a2 1 1 y

4  N h
2  1 1 z

*

0 0 0

. . . 0 0 0

0 0 0
.

N h b ’ 2 9 9 X

~  N h b^ 2 9  9 y

- 4  N h b^ 2 9  9 z

^  N h a2 9 9 X

N h a2 9 9  y

■y
XI u  9^  N h a2 9  9  z ̂ y .

(D.4)

3 x 5
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onde são  as funções de in te rp o lação  do elem ento dadas pela  ta b e la  A.l; são  as

e sp essu ras  noda'is, a*, a*, a* e b ’ , b ‘ , b ' são as com ponentes dos ve to res  nodais f ^ x y z x y z  ^ ^
u n itá r io s  e , e , respec tivam en te , no nó i. Os v e to res  e , e são  dados pelas 1 2  1 2
equações (16) e (17), n e s ta  ordem .

D erivando em re lação  ao tem po a equação (D. 2b) e su b s titu in d o -se  na 

equação (D .l), tem -se

_  1 - t 
T = 2 ^ ^ P |J |Ç = 0  dÇ dT, I  q (D.5)

in teg ran d o -se  na d ireção  da esp essu ra  e sabendo-se  que:

dC = 2

c  dc = 0

(D.6a)

(D.6b)

(D.6c)

pode-se  chegar a:

T = 1 - t 
2 ^ p n ;  N j j ]

C=0
p N N | j j  dÇ d 7 )

 ̂  ̂ Ç=0
(D.7)

ou

(D.8)

A m atriz :

M = 2 p N N 1 1
C=o

P | J | d Ç  d 7 ?

C=o
(D.9)

é a m a tr iz  de inérc ia  co n sis ten te  p a ra  e s te  elem ento, onde p é a  densidade do m a te 

r ia l , e são dadas pelas ' equações (D.3), (D.4) e | J | ^ _ q é o de te rm in an te  da m a

t r iz  jacob iana , ca lcu lada  em Ç=0.



APÊNDICE E

INTEGRAÇÃO NUMÉRICA PELA QUADRATURA DE GAUSS

As m a tr iz e s  re s u lta n te s  dos p rocessos de d isc re tiza ç ã o  via elem entos 

f in ito s  são do tipo:

A = f  dÇ dT) dÇ (E.l)Â

+̂1 +̂1

-1 -1 -1

N orm alm ente a função  " f  " é dependente das variáveis  n a tu ra is  Ç, t/, Ç, cu ja  in te g ra -
A

ção a n a lític a  é d ifíc il de se r  rea liz a d a . R e c o rre -se  a um p rocesso  num érico de in 

te g ra ç ã o , sendo adotado n este  tra b a lh o  o m ais comum deles, que é o p rocesso  de in te 

g raç ã o  pela  q u a d ra tu ra  de Gauss. N este p rocesso  tem -se :

f  (Ç, 7) ,  Ç) dÇ dTí dC = W W W . f  (Ç.,T).,C ) (E.2)1 j k 1 j  k

(i= l,2 ...... n ) ( j= l ,2 ,. . . ,n  ) (k = l,2 ,...,n  )i j k

onde

w. —> pesos de in teg ração

Ç , 7) , Ç —> coordenadas dos pontos de in teg ração  i j k

n., n., n —> núm ero de pontos nas d ireções i, j  e k, resp ec tiv am en te  i j k

7) ,  Ç —> coordenadas n a tu ra is  do elem ento

A tab e la  I.l dá as  coordenadas dos pontos e pesos p a ra  cada ordem  de

in teg ração .
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TABELA LI -  C oordenadas e pesos de in teg ração .

1? i ^ i w . 1

1 1 0 2

2 1 1/-T3 1

2 -  1/-T3 2

1 0 8 / 9

3 2 ^ 5 / 5 5 / 9

3 -  i l 5 / 5 5 / 9

1 0 ,8 6 1 1 3 6 3 1 1 5 9 4 0 5 3 0 ,3 4 7 8 5 4 8 4 5 1 3 7 4 5 4

2 -0 ,8 6 1 1 3 6 3 1 1 5 9 4 0 5 3 0 ,3 4 7 8  5 4845137454
4 3 0 ,3 3 9 9 8 1 0 4 3 5 8 4 8 5 6 0 ,6 5 2 1 4 5 1 5 4 8 6 2 5 4 6

4 -0 ,3 3 9 9 8 1 0 4 3 5 8 4 8 5 6 0 ,6 5 2 1 4  5154862546



DETERMINAÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO SHELM-9

P a rtin d o -se  do funcional dado pela  equação (63) tem -se :

APÊNDICE F
I

n (u.eb =r
, t  t  ^
1 -1 ^  -1 -1 ^  1 D e + e  D e dV -  W (F.l)

onde c ' é o v e to r das deform ações independentes re fe re n te  ao s is tem a  local, c* é o 

veto r das deform ações p roven ien tes dos deslocam entos, tam bém  re fe re n te  ao sis tem a  

local, D é a  m a tr iz  de re laçõ es  c o n s titu tiv a s  ten sõ es-d efo rm açõ es e W é o tra b a lh oO
devido à  ap licação  das ca rg as  e x te rn as . O elem ento in fin ite sim al de volume dV pode 

se r calcu lado  a tra v é s  da segu in te  expressão :

dV = dÇ dT, d< (F.2)

onde |J |ç _ Q  é o dete rm inan te  da m a tr iz  jacob iana  dada pela  equação (25), calculado 

em Ç=0, j á  que é considerado que | J  | não v a ria  m uito com a  e sp essu ra . Além disso  a 

m a tr iz  de re lações  co n stitu tiv as  ten sõ e s-d e f  orm ações, D, pode se r  p a rtic io n a d a  na 

f  orma:

D = D
D

(F.3)

onde D^, são dados pelas equações (47) e (48), respectivam en te .

c r ito s  aqui:

Os veto res -1c 1̂ e e são

-1e =

r-l-ic m
-1
Tí S’'

• + c  •
e b

1
l o .

e = ■
r" l'i em 
" 1 
y s

- + ç  .

e b

0

as equações (F.3) e

(F.3)

(F.4)

(F .l), com o uso de (F.2), pode-se  V

obter:
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II =
r

1

- V
2

t  t  t  ■— 1 _  -1  ,,2 -1 „  -1 - 1 ^ —1e D e  + < e  D e  + r  D y
m l m  b l b  s 2 s

t  ^  t  ^  t  ^  ■-1  ^ 2 —1 ^  1 -1 ^  1e D e  + < e  D e + y  D y
m  1 m  b  1 b  s  2  s

In teg ran d o -se  na d ireção  de < e r e a r ra n ja n d o -s e  os te rm os, ob tém -se:

onde:

n =
r

t  t  ^
1 -1  -1  -1  1- : r ^ e D e + e  D e
^  m  m  m  m  m m

t  t  ^1 -1 _  -1 -1 ^  1- ^ e  D e + e O e2 b b b b b b

t t ^
1 -1 -1 -1 TA 1lÿ Tf D r + 3 ^  D y

s  s  s  s  s  s
| J |  dÇ dT} -  W

C=0

D =
m

D d< .1 Cl 2,-1 ( 1 - f  )

D = b

+ 1

-1
dç = — 2 ^

'1 V 0 ■

V 1 0
1 - V

p 0 2 -1

"1 V

V 1
■̂ ) 0 0 ^

(F.5)

(F.6)

(F.7a)

(F.7b)

D =
s

+ 1

-1
D^ dÇ = K 2G 1 0 

0 1
(F.7c)

onde E e y são o módulo de e la s tic id ad e  e coefic ien te  de Poisson do m a te ria l do e le -  

m ento, respectivam ente, k  é  o  f a to r  de co rreção  das tensões c isa lh an te s  tra f isv e rsa is  

e G é o módulo de e las tic id ad e  tra n v e rs a l, dado pela equação (49).

Sabendo-se que:

e = P 13 (F .8a)
r n m m

Cê^ = Ç P p (F.Sb)
b  m b

^ ‘ = p P (F.Bc)
s  s  s

^ 1e = B q (F.8d)
m  m

(F.8e)

(F .8f)
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onde ß , ß , ß  são os v e to re s  das v a riáv e is  nodais de deform ações de m em brana, f le
r n  b  s

xão e cisalham ento , resp ec tiv am en te , q é o v e to r de variáveis  nodais de deslocam en-
\

to s  e P , P são dados por:
m  s

P = T P "m m m
(F.9a)

(F.9b)

onde P " e P" são por su a  vez:m s

' 1 T) Ç n 0 0 0 0 0 0 0 0 0  '

P "  =
m

0 0 0 0 0 1 ç V Ç t ) Ç  V 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 V

p "  =

' 1 Ç T) 0 0 0 0

s
_ 0 0 0 0 1 ~n Ç t)

( 2 x 9 )

(F.9c)

( 3 x 1 5 )

(F.9d)

com T e T defin idos pelas equações (G.15) e (G.16) e B , B , B sendo dados r e s -
m  s  m  b  s

pectivam ente pelas equações (37), (38) e (39).

Com isto , su b s titu in d o -se  as  equações (F.S) em (F .6) e usando as 

equações (F. 9), pode-se chegar a;

P^D  P I J L  „dÇdT) . m m m * ' C=0 ß + ß  m m
P ^ D  B | J L  _dÇd7, 

m  m m '  * C —U
q +

P^D  P Ij L  ^dÇdr}
. m  b  m  ' ' C = 0  ^

P^ D B Ij L  ^dÇdT) . m b b ' 'c = 0 q +

“ 2 P^D P |jL __dÇ d7)
. s  s  s  V ‘ C = ü

P" D B |jL __dÇ d7}
. s  s  s ' * Ç —U

q  -  W (F.IO) 0

Denom inando-se,

O =
m

(F .lla )

G = 
b

P^ D B i J k  -  dÇ d-í)
. m  b  b  * ' < = 0  ^

(F .llb )

G =
S

(F . 11c)
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H =
m

P D P I J L  - dÇ dT)
m  m  m  ' '  Ç = 0

(F. 12a)

H =
b

p -  D F | J  dÇ dT)
. m  b  m  ' Ç = 0

(F. 12b)

P^ D p  I j L  dÇ dT)
, s  S S ' * C = 0

(F. 12c)

pode-se  ree sc rev e r a equação (F. 10) na fo rm a:

n =
r

i  H 13 + H q
Z  S S  S s  s

-  w (F.13)

onde os índices "m", "b", "s" e s tão  sem pre associados a m em brana, f le x ã o  e c isa lha- 

m ento, respectivam ente.

Fazendo a  e s ta c io n a ried ad e  de TT (ô IT =0) em re la çã o  aos v e to res  ^  ,
r  r  m

13 , p  chega-se  a:
b  s

G q -  H p = 0m m m

G q -  H 6 = 0
D O D

G q -  H 13 = 0
s  s  s

(F. 14a) 

(F.14b) 

(F.14c)

Das equações (F. 14) d e te rm in a -se :

13 = H"^ G q
m  m m

(F .lSa)

(F. 15b)

(F.15c)

S ubstitu indo-se  as equações (F .15) em (F.13), com = q f ,  tem -se :

G^ H  ̂ G + G^ H ‘ G + G^ G
m m m  b b  b  s s s

-  q V (F.16)
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ou na  fo rm a m ais reduzida:

n  = 4 q ^ K q - q ^ f  (F.17)
r  Z

onde K é a  m a tr iz  de rig idez  dada por:

K = G + G^ H ' '  G + G  ̂ H'* G (F.18)
m m m  b b b  s s s



APÊNDICE G

MATRIZ DE TRANSFORMAÇÃO DE DEFORMAÇÕES DO SISTEMA NATURAL PARA 0 

SISTEMA LOCAL

0  ve to r de defo rm ação  e* que aparece  no p rincíp io  de H ellinger- 

R eissner m odificado, conform e a  equação (63), é um v e to r de defo rm ação  re fe re n c ia d o  

ao s is tem a  local de coordenadas. Porém , as  deform ações m o strad as  de acordo  com as 

equações (71) são re fe re n c ia d a s  ao s is tem a  n a tu ra l (Ç,t),Ç) do elem ento. N atu ra lm en

te  a  tra n sfo rm aç ã o  de ta is  deform ações do s is tem a  n a tu ra l  p a ra  o s is tem a  local se 

f a z  n ecessá ria . E sta  tra n s fo rm a ç ã o  é rea liz a d a  a tra v é s  da segu in te  tra n s fo rm a ç ã o  

ten so ria l:

- t  _ E  =r <í> E 4> (G .l)

onde E* é o ten so r  de defo rm ação  re fe re n te  ao s is tem a local, e " é o ten so r  de d e fo r

m ação re fe re n te  ao sis tem a n a tu ra l e $ é a m a tr iz  de tra n s fo rm a ç ã o  do s is tem a  n a tu 

r a l  p a ra  o s is tem a  local.

O ten so r  E* é dado por:

e 1 1
X  X

e  1 1 X y e  I 1
X  z

e 1  1 
y X

C  1 1
y y

ê  I 1
y z

C  1 1
Z  X

ê  1 I z y C 1 I 
z  z

ten so r e " é dado por:

c
""tíC ■

(G.2)

(G.3)

A determ inação  da m a tr iz  $ pode se r  re a liz a d a  da segu in te  m aneira: 

considerando-se  os s is tem as de coordenadas global X, local x', n a tu ra l  x" e as  se 

g u in tes  tran sfo rm açõ es  e n tre  eles:
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X = J X {G.4)

X = 0

x

X

(G.5)

(G.6)

onde J é a m a tr iz  jacob iana  de tra n s fo rm a ç ã o  do sis tem a  global p a ra  o s is tem a n a tu 

r a l ,  $ é a m a tr iz  jacob iana  de tra n sfo rm aç ã o  do s is tem a n a tu ra l p a ra  o s is tem a local 

e 0 a  m a tr iz  dos cossenos d ire to re s  e n tre  os s is tem as local e global. Além disso  x , 

x "  e X* são v e to res  associados aos s is tem as  global, n a tu ra l e local, respec tivam en

te .

S ubstitu indo-se  a equação (G.5) em (G.4) e igualando-se  o re su lta d o  a 

(G.6), ob tém -se  a  segu in te  relação:

'^x
$ = 0

P ré-m ultip licando  os dois lados da equação (G.7) po r J 

a  m a tr iz  jacob iana  p rocu rada , ou seja:

-1 X

X

(G.7)

, ob tém -se

X ,-l X 0 X '
1 = J 1‘‘XX'■X n'■X

(G.8)

onde J  ̂ é a  inversa  da m a tr iz  jacob iana  dada pela equação (25), ca lcu lada  em Ç=0, 

rj=0 e C=0. G é a m a tr iz  dos cossenos d ire to re s  e n tre  os s is tem as  global e local e

a  m a tr iz  jacob iana  de tran sfo rm ação  do s is tem a  n a tu ra l p a ra  o s is te m a 'lo c a l.

A m a tr iz  0 é dada por:

1 gl 1 gl 1 gle . e e . e e . e
1 1 2 1 3 1

2 2

• „8 * gl I gle . e 0 . e e . e
1 3 2 3 3 3

e ‘ .
3 2

(G.9)
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onde e ® , e®  e e®  são os ve to res  de base o rto n o rm a is  associados ao s is tem a  global; 1 2 - 3
e  ,  e  e e  são os vetores de base o rto n o rm ais  associados ao sis tem a  local.
1 2  3

A tran sfo rm ação  dada  pela  equação (G.l) é re a liz a d a  apenas no plano 

(Ç,T)), de fo rm a  que ela pode se r  e x p re ssa  da segu in te  m aneira:

C  1 1
X  X

e  1  1
X  y

e  1 i '
X  z ^ 1 1 <P̂21 0 '

e  1  1 
y X

C 1 1
y y

e  1 1
y 2

= ^12 4>̂22 0

ê  1 1 
Z  X

e  1 1 z y e  1 1
z  z

0 0 1

c ^  e E „
T7Ç T)7)

'ó ò Ó ^11 ^12

ó <p 0 ^21 22

0 0 1

(G.IO)

Expandindo-se o lado d ire ito  da equação (G.IO) e rea liz a n d o -se  a lguns 

agrupam entos pode-se chegar a:

— 1 _  —ne = T cm m m

Ç = c  T c"
D m b

(G .lla)

(G .llb)

(G .llc)

onde e * , Ç e ', r̂* são as p a rce la s  de deform ações de m em brana, f le x ã o  e c isalham ento ,
m  b s

respectivam ente , refe ren c iad as  ao s is tem a  local. e " ,  Çe", são  as p a rc e la s  de d e -
m  b s

fo rm ações de m em brana, flex ão  e c isalham ento , respec tivam en te , re fe re n c ia d a s  ao s is 

tem a n a tu ra l (Ç,t),Ç). E stas deform ações são dadas pelas equações (71), ou seja:

ê "  = P "  ^
m  m m

C ê" = ç  p "
b  m b

(G.12a)

(G.12b)

(G.12c)

onde P "  e P" são dados por:
m  s

0

.2

0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 C  0 , 1  Ç T) Çtí o o  o o

0 0 0 0 0  0 0 0 0 0  0 i Ç n ^ T j

(G.13)

p " =
I ç  T) Çt) Ç 7) 0 0 0 0 ■ 

0 0 0 0 1 Ç 7) Çt7

(G.14)
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Com re lação  à s  equações (G.12), 13 , f3 e (3 são os v e to res  dos p a râ m e -
m  b  s

t r o s  de deform ações de m em brana, fle x ã o  e c isalham ento , respectivam en te . ''

As m atrize s  T e T que aparecem  nas equações (G .ll), p roven ien tes da
m  s

equação  (G.IO), são dadas por:

T =
m

{(p <t> ) {<f> </> )11 ^11 ^21 ^21

i(p é  ) (.0 é  )^12 ^12 ^22 ^22

(20 <f> {Zé 4> ) i<P <l> + 4> ^■ ^11 ^12 ^21 ^22 ^11 ^22 ^12 ^21-

(G.15)

T =
<t> <f>^22 ^12

<t>^^21 1̂1-

(G.16)

S ubstitu indo-se  as equações (G.12) em (G .ll) obtém -se:

ê ' = T P "  pm m m m

7 = T  P" p
s  s s s

(G.17a)

(G.17b)

(G.17c)

D enom inando-se:

P = T P
m  m m

P = T P"
s  s  s

(G .lSa)

(G.lSb)

as equações (G.17) podem se r r e e s c r i ta s  na segu in te  form a:

c ‘ = P 13
m  m m

- I
C e .  -  C

b  m  b

(G.19a)

(G.19b)

(G.19c)
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DETERMINAÇÃO DOS ESFORÇOS NOS ELEMENTOS 9-FULL, 9-URI E SHELM-9

C onsidera-se  os e lem entos m o strad o s na f ig u ra  (H .l), r e fe re n te s  ao 

s is tem a  . g lobal, ju n tam en te  com seus e s fo rç o s  por unidade de com prim ento 

N , M , M , M , Q  e Q .xy X X  yy xy yz xz

APÊNDICE H

com:

F ig u ra  H .l -  E sfo rços  em um elem ento de casca.

Dados os deslocam entos (u®,v^,w®) em re lação  ao sis tem a  global: 

u^ = u + z p
X

= V + Z P
y

w® = w + z 3

13 =
X

-  0 e^ + 0  e^ - . 1 2  2 1 
X  X

-  0 e^ + 0  e^ 1 2  2 1 
y y

(H .la)

(H.lb)

(H.lc)

(H.2a)

(H.2b)

(H.2c)
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onde e , 0 são  as ro taçõ es  m o strad as  p e la  f ig u ra  H.l e e^, e^ sendo dados pelas e -1 2  1 2
quações (16) e' (17). Além disso u = u(x ,y ), v = v(x,y) e w = w (x,y).

Sabendo-se que:

g -
u f

- CXX X X X

t _ v! _ c
y y y yy

,g w! _ 0zz z

.g _
u f + v ^xy y .X

.g — V? wf
yz Z y

.g
u f + w?xz Z X

(H. 3a) 

(H.3b) 

(H. 3c) 

(H.3d) 

(H.3e) 

(H .3f)

onde k , k e k são as m udanças de c u rv a tu ra s  dadas por:
X X  y y  x y

k = IB
X X  x , x

k =13 
yy y,y

k =13 +13
x y  x , y  y , x

(H.4a) 

(H. 4b) 

(H.4c)

Im pondo-se um estado  piano de tensões, no quai:

O' = 
XX

(l-l^^)
e + u e

X X  y y
(H.5a)

cr = 
yy : i-p ^ )

V» e + eXX yy
(H. 5b)

cr = G
x y  x y

cr = K G y  
y z  y z

cr = K  G j  
y z  x z

(H.5c) 

(H.5d) 

(H.5e)

onde E, G e i/” são o módulo de e la s tic id ad e  longitudinal, módulo de e las tic idade

tra n sv e rsa l e coeficien te  de Poisson do m a te ria l, respec tivam en te . O f a to r  "k " é 

usado p a ra  c o rr ig ir  a  d istr ib u ição  de ten sões c isa lh an tes  <r cr^^ ao longo da e s 

pessu ra .

0  módulo de e las tic id ad e  tra n sv e rsa l é dado por:
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Com;

^  2 (l+ i^)

Os e s fo rço s  por unidade de com prim ento são dados por:

(H.6)

N =
X X

, E h  cr dz = ----------
X X  - . 2 ,-h/2 ( 1 - t ’ )

e  + V  CXX yy
(H.7a)

N = 
yy

+h/2
o- dz = E h

-h/2 ( i V ) ,
V e + eXX yy (H.7b)

N = xy

^h/Z

-h/2
cr dz = Ghxy xy (H.7c)

^+h/2
M =XX cr z  d z  = E h '

-h/2 12 (1-V  )
k + y kXX yy (H.7d)

M =
yy

+h/2

-h/2
cr z  dz  

yy
E h"

12 (1 -u  )
V k + k 

X X  yy (H.7e)

M = xy

Q =yz

Q =xz

^+h/2

-h/2

+h/2

-h/2

/+h/2

-h/2

cr z  dz  xy 12 xy

<T z dz = K Gh y yz yz

cr z dz = (c Gh 3T
X 2  X Z

(H .7f)

(H.7g)

(H.7h)

M atric ialm ente  as  equações (H.7) podem se r  e sc rita s :

N = K c1 m

M = K e2 b

Q = K3

(H.8a)

(H.8b)

(H.8c)

K = 
1

E h

( i V

’1 V 0 ■

1 0 (H.9a)

_0 0 1 -y
2 J
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K =2 12 (1 -p^)

1 V 0 

V 1 0 

0 0

m .9b)

K = ic Gh
3

1 0 

0 1
(H.9c)

N = -iN N N
XX yy xy

(H.lOa)

1
M M M

XX yy xy
(H.lOb)

Q = Q Q
y z  x z

(H.lOc)

c =
m

C C y 
XX yy xy I

(H .lla)

e = - 
b

k k k 
XX yy xy

(H .llb)

r  =
s yz xz

(H .llc)

E stes e sfo rço s  tam bém  podem se r  determ inados com re la çã o  a  um sis tem a  

local. N este caso tem -se:

n ‘ = K
1 m

M = T- K c h 2 b

q ' =

(H.12a)

(H.12b)

(H.12C)

Com entários:

1) Até agora  não foi f e i ta  nenhum a re fe rê n c ia  a resp e ito  de quais são os ve to res de 

deform ação  que aparecem  nas equações (H.12). No caso de se e s ta r  determ inando  os 

e sfo rço s  do elem ento SHELM-9, os ve to res de deform ações c ' ,  c ' e y ',  a  serem  u t i -
m  b  s

lizados nas equações (H.12), são  dados pelas equações (74). No caso  dos elem en

to s  9-FULL e 9-URI, os v e to res  de deform ação  a serem  u tilizad o s  nas equações
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(H.12) são dados pelas equações (37), (38) e (39).

2) A raz ã o  do aparecim en to  da co n stan te  2 /h  na equação (H.12b) se deve ao f a to  de 

que as in te g ra is  dadas pelas equações (H.7) fo ram  re a liz a d a s  com o uso da v a riá 

vel de in teg ração  "z". No en tan to , o ve to r de defo rm ação  c da equação (H .llb) éb
dado em função  da variável "Ç" em um sistem a local. É necessá rio  en tão  uma mu

dança de variável na in te g ra l de fo rm a  que:

C = ^  z (H.13)

onde h é a esp essu ra  da casca , Ç é uma coordenada n a tu ra l que v a ria  de -1 a +1 e 

"z" a variável de in teg ração  que v a ria  de ~  a  +^.



APÊNDICE I

DETERMINAÇÃO DAS TENSÕES DO ELEMENTO SHELM-9

D eterm inadas as  variáveis  nodais q, a tra v é s  da solução da equação 

(83), á s  tensões d o 'e lem en to  SHELM-9 podem se r  encon tradas.

As ten sões do elem ento SHELM-9 em re lação  ao s is tem a  de coordenadas 

local são dadas por:

0-' = D e ‘ 
p 1 p

cr' = D y ' s 2 s

(L ia)

(M b)

onde os veto res cr' e o-' são: 
p s

cr = 
p

1 1 1 cr cr cr XX yy xy (L2a)

cr = s
. 1 1 !(? <r yz xz (L2b)

D =
1

(l-i^^)

2

"1 V 0  ■

1 0

_0 0
1-V- 

2  ■

(L3a)

D = K G2
1 0 

0 1
(L3b)

onde E, y e G são o módulo de e las tic id ad e  longitudinal, co e fic ien te  de Poisson e 

módulo de e las tic idade  tra n sv e rsa l do m a te ria l, respectivam ente. 0  f a to r  k é usado 

p a ra  c o rr ig ir  as tensões c isa lh an te s  cr , cr e G é dado por:yz xz

G = 2 (1+v) (L4)
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Os ve to res  e ' e são as deform ações long itud ina is  e c isa lh an te s  que
p SI J  ̂ _J

atuam  no piano x ,y , respectivam ente . Além disso , e pode se r  separado  eni duas
p

p a rc e la s  de fo rm a  que:

g ' = e ’ + Ç e '  (1.5)p m b I

Os ve to res e ’ , Çe' e são dados pelas equações (74.a), (74.b) e
m b  s

(74.c), ou seja:

ê ‘ = P 3 (I.6a)
m  m m

ç E ' = c p  e  (i.6b)
b  m b

= P p (I.6c)
s  s  s

Os ve to res  13 , ^  e j3 são  dados pelas equações (F. 15) ta l  que:
m b  s

p = H ’ '  G q (I.7a)
m  m m

13 = H '' G q (I.7b)b b b ^

p = H"' G q (I.7c)
s  s  s

sendo que as m a tr iz e s  G , G , G , H , H , H ,  são dadas pelas equações (81) e (82),
m  b s  m  b s

respectivam ente . As m atrize s  P , P são  dadas pelas equações (75) e (76).
m  s

S ubstitu indo-se  as equações (1.7) e (1.6) em (I.l), a s  tensões cr', cr'
p s

são ob tidas a tra v és  de:

cr' = D P H ” ' G q + C D P H"' G q (1.8a)p l m m m  I m b b

cr' = D P G q (I.8b)
s  2  s  s  s

Convém r e s s a lta r  que e s ta s  tensões e s tão  defin idas em re lação  ao s is 

tem a de coordenadas local. P o s te rio r tra n sfo rm aç ã o  p a ra  o s is tem a  global pode se r  

rea lizad o  com o uso da seguinte tran sfo rm ação :

<r̂  = 0 cr' 0^ (1.9)

onde 0 é ‘ d e f in id o 'c o n fo rm e 'a  equação (C.4), (r' é o ten so r ten são  exp resso  em re lação  

ao sis tem a  de coordenadas local e cr̂  é o ten so r ten são  expresso  em re lação  ao s is te 

ma de coordenadas global. No en tan to , e s ta  tra n sfo rm aç ã o  ra ra m e n te  é necessária .



APÊNDICE J

DETERMINAÇÃO DAS TENSÕES NOS ELEMENTOS 9-FULL E 9-URI

D eterm inadas as variáveis  nodais q a tra v é s  da solução da equação (55), 

as ten sões  dos e lem entos 9-FULL e 9-URI são  ca lcu ladas de m an e ira  s im ila r.

As ten sõ es  cr* que a tuam  no plano (x',y*) e as ten sõ es  cr' que atuam  nos
p S1 1 1 1planos tra n s v e rs a is  (x z ) e (y z ), são dadas por:

cr = D e 
p 1 p

cr' = D 3-'
s  2  s

(J.la )

(J.lb)

onde as  m a tr iz e s  de re laçõ es  co n s titu tiv a s  e são dadas por:

D = 
1

2

(J.2a)

D = K G2
1 0 

0 1
(J.2b)

de fo rm a  que E, y e G são respec tivam en te  os módulos de e la s tic id ad e  longitudinal, 

co e fic ien te  de Poisson e módulo de e la s tic id ad e  tra n sv e rsa l. O f a to r  k incluído na

m a tr iz  D é in troduz ido  p a ra  c o rr ig ir  a d istr ib u ição  de tensões c isa lh an te s  na d ire -
 ̂ ^ 1 ção da espessu ra . Ainda com re lação  à s  equações (J.l), e é o v e to r de deform ação,

] 1 ''i  p roven ien te  dos deslocam entos, que a tu a  no plano (x ,y ), enquanto  que y é o ve to r

de deform ações que a tu a  na d ireção  da espessu ra . Além disso e ' pode se r dividido em

duas p a rce la s . Uma relac ionada  às deform ações de m em brana c e o u tra  re lacionada à s
 ̂  ̂ m

deform ações devido à  flexão  Ç c . P o rtan to , o ve to r e pode se r  e sc r ito  na form a:b p

(J-3)

As p a rc e la s  e '  e Çe' são  dadas pelas equações (37) e (39), re sp e c tiv a -  m b
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m ente, de fo rm a  que:

e* = b ' qm m (J.4a)

(J.4b)

O v e to r y é dado pela  equação (38), ta l  que:

r* = b ‘ q
s  s

(J.4c)

S ubstitu indo-se  as  equações (J.4) em (J.3) e depois em (J .l) , tem -se :

o- = 
p

<7 O' cr 
XX y y  x y

k = D B ^ q  + C D  B‘ q 
1 m ^ 2 b ^

(J.5a)

O- 0- y = D B q
y z  X2  2  s

(J.5b)

onde as m a tr iz e s  B*, B* e B* são  de fin id as  pelas equações (37), (38) e (39), re sp e c -
m b  s

tivam ente .

É im portan te  r e s s a l ta r  que as tensões dadas pelas equações (J.5) são  

de te rm inadas em relação  ao s is tem a  de coordenadas local. P o s te r io r  tra n s fo rm aç ã o  

d es ta s  tensões p a ra  o sistem a de coordenadas global pode s e r  re a liz a d a , o que r a r a 

m ente é desejado, com a u tilização  da segu in te  tran sfo rm ação :

0'̂  = 0 O'* 0̂ (J.6)

onde 0 é definido conform e a equação (C.4), c  é o ten so r exp resso  em rç lação  ao 

s is tem a  de coordenadas local e o'® é o ten so r  tensão  expresso  em re lação  ao s is tem a 

de coordenadas global. A equação (J.5) p e rm ite  o cálculo das ten sões  em qualquer 

ponto do elem ento.


