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RESUMO

Neste trabalho € apresentada uma analise comparativa entre alguns mo-

delos lineares de elementos de casca isotrépicos.

Dos modelos propostos na literatura, foram selecionados para a anélise
aqueles que melhor satisfaziam uma série de critérios pré-estabelecidos, entre estes

a inclusdo da parcela de energia de deformagdo por cisalhamento.

A comparagdo é feita com base no comportamento de cada elemento na so-
lugdo de problemas tanto estatico como dinamicos. Neste contexto sdo analisados os
seguintes aspectos: ocorréncia dos fen6menos de travamento de cisalhamento e de ‘mem—
brana, sensibilidade a distor¢iio de malha, ocorréncia de modos falsos de energia e

convergéncia para as deflexdes e freqiiéncias naturais.

Com base nos resultados obtidos ¢ feita uma recomendagdo de implanta-

Gao dos melhores elementos em um programa de elementos finitos de uso geral .



ABSTRACT

A comparative analysis of some linear models of isotropic shell finite

elements is presented in this work.

The elements that best fulfill some previously defined requirements,
such as the inclusion of strain energy due to shearing, were selected from the

models proposed in the literature.

The comparison is based on the performance of each element in the
solution of both static and dynamic problems. In this context, the following
aspects were analysed: presence of shear and membrane locking, mesh distortion
sensitivity, presence of spurious zero energy modes, convergence of displacements

and natural frequencies.

Based on the results, the elements with better performance are

reccomended for inclusion in a general finite element program.



CAPITULO 1

INTRODUCAOC

1.1 - GENERALIDADES.

A analise de estruturas de casca compreende uma vasta éarea dentro do
ramo da engenharia. Como exemplos de estruturas que podem ser modeladas usando a
teoria de cascas, pode-se citar os vasos sob pressdo, estruturas de reatores nuclea-
res, submarinos, comportas e barragens de usinas hidrelétricas, estruturas aerondu-

ticas, turbinas, etc...

Antes de se construir tais estruturas, € necessério que se faqé o es-
tudo teérico e/ou experimental de um modelo, de tal forma que a estrutura ndo colap-
se quando sob um carregamento real. Uma das possibilidades do estudo tedrico con-
‘siste no uso de um método bastante difundido na engenharia, denominado de método de
elementos finitos, onde, basicamente, a estrutura ¢é discretizada em pequenos elemen-
tos, os chamados elementos finitos e, através da aplicagdo de principios variacio-

nais, as variaveis de interesse sdo obtidas.

O elemento a ser utilizado no uso do método de elementos finitos deve
ser compativel com o tipo de estrutura a ser analisada na pratica: para estruturas
de casca, por exemplo, procura-se utilizar ‘elementos finitos de casca. No entanto,
podem ocorrer simplificagdes como a utilizada por ZIENKIEWICZ [43], baseadas na uti-

lizagdo de elementos de placa para a modelagem de estruturas de casca.

Embora a andalise de estruturas de casca pelo método de elementos fini-
tos ja se estenda por mais de 3 décadas, o estabelecimento de um modelo de elemento
de casca para andlise estatica e dinamica que seja confiavel e eficiente ainda con-

tinua a ser objeto de estudo de muitos pesquisadores.

O objetivo deste trabalho reside justamente no fato de se procurar, em
um primeiro instante, formulagBes de elementos finitos para cascas consideradas pro-
missoras e dentre estas, em um segundo momento, a implementagao computacional para a

realizagdo de um estudo comparativo entre estes elementos.

- Quanto aos elementos existentes, pode-se dizer que alguns sdo especi-



ficos para certos tipos de estrutura como, por exemplo, estruturas axissimétricas
sujeitas a carregamentos axissimétricos. Outros se aplicam bem a cascas f inas\, onde

a energia de deformagdo associada ao cisalhamento transversal é desprezada.

Neste trabalho foram selecionados, na primeira etapa, apenas elementos
cujas formulagdes s3o capazes de representar cascas finas e semi-espessas, ou seja,

com energia de deformagio de cisalhamento transversal inclusa.

Bathe e Dvorkin [4], sumariaram os requisitos que idealmente deveriam
ser encontrados no desenvolvimento de um elemento finito de casca confidvel e efici-

ente:
1- O ‘elemento deve satisfazer os requisitos de convergéncia [43].

2- O elemento deve ser simples e de baixo custo computacional, com 5 ou seis graus

de liberdade por noé.

3- A capacidade de predigcdo do elemento deve ser elevada, ou seja, deve ser confia-

vel e eficiente.
4- O elemento deve ser relativamente insensivel & distorcdo de malha.

S5- O elemento deve ser numericamente coerente, ou seja, ndo deve ter jamais modos

falsos de deformagdo, e jamais deve ocorrer o efeito do travamento ou "locking".
6- O elemento ndo deve ser baseado em fatores de ajustes numéricos.

7- A formulagdo teérica do elemento deve ser fortemente baseada na mecanica do con-
tinuo, com premissas na discretizagdo do elemento finito que sejam claras e bem

fundamentadas.

Dentro deste escopo, é feita uma selegdo dos elementos considerados
promissores. Implementa~se computacionalmente alguns deles e faz-se uma anélise

comparativa, tanto estdtica quanto dinamica.
1.2~ REVISAO BIBLIOGRAFICA.

As tentativas de desenvolvimento de elementos finitos para casca se-
guem basicamente duas metodologias diferentes. Na primeira metodologia, a casca é
substituida pela montagem de elementos de placa, que tém formatos triangulares ou
quadrangulares. Esta metodologia foi' adotada por ZIENKIEWICZ [43]. No entanto, o
método tem a desvantagem da ndo existéncia de acoplamento entre os eféitos de mem-
brana e flexdo dentro de cada elemento e, consequentemente, um grandé numero de ele-

mentos deve ser usado para atingir uma precisdo satisfatéria [38].

Apesar dos elementos planos terem os problemas citados acima, alguns
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autores i «i} tentam resolver o problema do nd3o acoplamento entre os efeitos de mem-
brana e i‘¢Xdo utilizando elementos planos. Tais elementos seriam bastante uteis
principalmente na solugdo de problemas ndo lineares, onde o custo computacional deve

ser preferencialmente baixo.

Na segunda metodologia, que notoriamente tem dado os melhores resulta-
dos, utilizam-se elementos finitos de casca com dupla curvatura, os quais permitem

uma melhor representagdo da estrutura de casca, tanto tedrica como geométrica .

A seguir é feito um levantamento de elementos que se enquadram na pro-

posta deste trabalho.

AHMAD e outros [1] introduziram em seu elemento o conceito do sdlido
degenerado em casca, onde as equa(;ées tri-dimensionais 'sdo colocadas pa forma de va-
ridveis nodais na superficie média da casca. Além disso, a hipétese de Kirchhoff é
relaxada, permitindo que o elemento sofra deformagdes cisalhantes. Infelizmente, os
resultados obtidos pelos elementos degenerados puros, ou seja, com integragdo com-
pleta, ndo foram bons quando aplicados em cascas finas, pois o modelo resultante era
muito rigido, exibindo tanto o travamento de membrana ou "membrane locking", como o
travamento de cisalhamento ou "shear locking". Além disso, a taxa de convergéncia

era baixa.

OLSON e LINDBERG [28] e COWPER e outros [13] formularam elementos ba-
seados na teoria de cascas rasas, enquanto HEPPLER e HANSEN [17] o fizeram baseados

na teoria de cascas profundas, utilizando polinémios de ordem mais elevada.

PARK e outros [30] fizeram um estudo. comparativo entre elementos de
casca de 4 nés, onde analisaram a capacidade de representar o acoplamento membrana-
flexdo em cascas finas. Concluiiram que tais elementos podem representar o acopla-
mento membrana-flex&o com malhas mais refinadas. Formularam ainda um elemento de
quatro ndés que usa apenas um ponto de integragdo na parte de rigidez de flexdo e

membrana, com posterior estabilizacio da matriz de rigidez.

BELYTSCHKO e outros [7] formularam um elemento lagrangeano de nove nés
com integracdo reduzida e aplicaram um processo de estabilizacdo da matriz de rigi--
dez para controle dos modos espﬁfios de deformacdo. O processo mostrou-se nio so-
mente eficaz para controle destes modos, como também na eliminacio do travamento de

membrana e de cisalhamento.

KANOKNUKULCHAI [23] desenvolveu um elemento de quatro nés, baseado no
conceito do s6lido degenerado em casca. Apesar da sua simplicidade de implementacéo,
o elemento se baseia em um fator "kt", indesejavel para uma aplicagdo mais geral.
A_lém disso, nada ¢ afirmado acerca da existéncia ou nio dos modos espurios de defor-

magdo ou ainda se o elemento satisfaz os critérios de convergéncia.



CHOI e outros [11] desenvolveram elementos de cascas ndo conformes,
colocando termos adicionais no campo de deslocamentos. - As matrizes. adicionais .obti-
das sdo eliminadas a nivel do elemento, resultando em uma matriz com o mesmo tamanho
da original. Os resultados sdo melhores que os obtidos pelos elementos degenerados
puros mas, novamente, nenhum comentario é feito com relagdo aos modos espurios e
critérios de convergéncia.

BATHE e HO [6], DHATT e outros [14] e MEEK e TAN [26] criaram elemen-
tos baseados na teoria de Kirchhoff discreta. Esses elementos s&8o variagdes dos
elementos DKT (Discrete Kirchhoff Triangle), CST (Constant Strain Triangle} e LST
(Linear Strain Triangle), tendo em comum o fato de usarem a teoria de placas de -
Mindlin, permitindo assim a inclusdo da energia de deformagio associada ao cisalha-
mento. .

Mais recentemente surgiram alguns elementos baseados no conceito das
deformagdes assumidas. Estes elementos empregam os mesmos graus de liberdade dos
elementos lagrangeanos normais, mas nio s3o elementos isoparamétricos [21]. BATHE e
DVORKIN (5] e PARK e STANLEY [29] tém usado deformacdes assumidas, baseadas nas de-
formagdes fisicas referenciadas a um sistema de coordenadas naturais do elemento.
HUANG e HINTON [18] propuseram elementos baseados no uso de deformagdes ndo fisicas
covariantes assumidas, referenciadas também a um sistema de coordenadas naturais do
elemento. Estas deformagbes ndo fisicas s3o posteriormente expressas como

deformagdes cartesianas fisicas através de transformacdo tensorial.

JANG e PINSKY [21] também usaram o conceito das deformagdes assumidas
usadas por HUANG e HINTON (18], diferindo apenas na forma com que é obtido o campo
de deformagbes covariantes para membrana. Os resultados obtidos por estes elementos
S80 razoaveis.

RHIU e LEE [31] e CHANG e outros [10] desenvolveram modelos mistos de
casca, utilizando um principio de Hellinger-Reissner modificado. Nestes elementos,
as equagbes de ¢lementos finitos sdo obtidas assumindo-se campos de deslocamentos e
deformacgbes independentes. Os elementos resultanteé- sdo livres do travamento, tanto

de membrana quanto de cisalhamehto, além de ndo terem modos esplrios de deformagéo.

SALEEB e outros [33]-[34] e GELLERT e LAURSEN [16] desenvolveram ele-
mentos baseados também no principio de Hellinger-Reissner modificado, com a diferen-
Ga de que, ao invés de considerar campos de deformagles independentes, sdo conside-

rados campos de tensdes e -deslocamentos independentes.

Existem outras metodologias para propor novos elementos, mas referen-
tes a formulagSes de elementos capazes de representar cascas finas [22] ou estrutu-
ras axissimétricas [12]. Dentro da proposta do trabalho, as principais delas foram

citadas acima.



1.3 - DEFINIGAO DO PROBLEMA.

1.3.1 - Introducgdo.

A selegdo de um elemento ideal para o estudo de cascas deveria ser
fundamentalmente baseada nos critérios propostos por BATHE [4]. Infelizmente ndo e-

xXiste até hoje um elemento que satisfaca todos aqueles requiSitos conjuntamente.

Basicamente existem duas metodologias diferentes, ja citadas no ftem
anterior, que podem ser identificadas nas formulacdes de elementos finitos para cas-

ca, ou seja:

1- modelos planos combinando rigidez de flex3o com rigidez de membrana, mais a in-

clusdo de efeitos cisalhantes;

2- elementos curvos, quer seja usando uma teoria de casca especifica, quer seja u-
sando elementos degenerados, onde um modelo de casca é obtido "degenerando-se" um

s6lido em casca através do uso de premissas apropriadas.

Cada uma destas metodologias tem suas vantagens e desvantagens. No
entanto, a formulagdo de elementos de casca empregando o conceito do sélido degene-
rado em casca é o mais atrativo do ponto de vista da consisténcia matematica e apli-
cabilidade a anélises ndo lineares. Esta afirmagdo pode ser comprovada pelas inume-
ras publicagbes feitas nos ultimos .anos, que adotam esta metodologia como base

[1],[10],[18],[31l.

A segunda formulagdo oferece varias vantagens. Primeirg, ela pode
tratar cascas de geometrias arbitrarias, jA que nenhuma imposigdo é feita para se
"amoldar" a uma teoria de casca especifica. Segundo, a formulagdo usa fungdes do
tipo c® para as aproximacgdes das vaﬁéveis cineméticas. Isto leva a uma simplifica-
¢ao consideravel da formulagdo, ja que somente fungdes c® sio empregadas. Em ter-
ceiro lugar'; Jj& que a teoria de Mindlin/Reissner é utilizada para considerar as de-
formagdes {:isalhantes transversais, ela é adequada para a modelagem de cascas finas,

moderadaménte espessas Ou cascas compostas.

Apesar das vantagens citadas no paragrafo anterior, os elementos dege-
ner: <35 requerem um procedimento de integragdo numér‘icé bastante preciso para serem
efetivos, pois se forem integrados com pontos em demasia, ocorre o fenémeno do tra-
vamento, ou "locking”", enquanto que utilizando um nUmero insuficiente de pontos de
integracgdo, a matriz de r‘iéidez ndo apresenta o posto correto, dando origem aos cha-

mados modos falsos de deformacio.

Em placas, quando se utilizam as fungdes biquadraticas lagrangeanas e

integragdo completa (3x3) nos termos de cisalhamento e flexdo, obtém-se um elemento

'



que apresenta o travamento de cisalhamento, ou "shear locking". A razdo deste com-
portamento & o aparecimento de energias espurias; devido-a inabilidade das ; fungdes
de interpolagdo utilizadas representarem a restrigdo de cisalhamento nulo, quando a

relagdo espessura/comprimento da placa é diminuida.

Em cascas, este fenémeno é agravado ainda mais pelo aparecimento do
chamado travamento de membrana ou "membrane locking", termo cunhado por STOLARSKI E
BELYTSCHKO [37]. Basicamente, o travamento de membrana reflete a inabilidade do ele-
mento, em um caso de flexdo pura, de f lexionar sem se distender. Este modo de de-
formagdo ¢ também chamado de modo de deformacdo inextensional, porque quando as de-
formagdes de membrana desaparecem, todas as linhas na superficie média da casca de-

vem permanecer com comprimentos inalterados.

A forma com que o "locking" de membrana aparece é similar ao do apare-
cimento do "locking" de cisalhamento. Ele aparece quando um elemento curvo, com in-
tegragao completa, é sujeito a um carregamento de flex3o pura. Teoricamente nenhuma
tensdo de membrana deveria acontecer, mas na pratica surgem tensSes de membrana es-

purias que ndo deveriam existir.

Este tipo de combortamento é indesejavel na pratica, ja que tensbes de
membrana espurias poderdo se desenvolver em um elemento. E sabido que, em certos
casos, a rigidez de membrana é muito maior que a rigidez de flexdo. Com isto, qual-
quer energia espuria proveniente das parcelas de membrana, poderia mascarar os re-

sultados.

Existem diversas maneiras de controlar o aparecimento do efeito de
travamento. A mais conhecida e de mais facil utilizagdo é o emprego da integragao
reduzida ou reduzida/seletiva, utilizada por ZIENKIEWICZ e outros [44] nos termos de
cisalhamento e membrana da matriz de rigidez. Esta metodologia resultou em um pro-

cesso bastante eficaz, como sera visto nos capitulos 4 e 5.

No entanto, a utilizagdo da integragdo reduzida ou reduzida/seletiva
pode dar origem aos chamados modos falsos de deformacgdo, como sera visto mais adian-

te.

E bem sabido que os elementos isoparamétricos lagrangeanos c® de nove
nés sofrem algumas deficiéncias. O elemento de nove nés com integragdo reduzida/se-
letiva (9-SRI), exibe uma convergéncia pobre para alguns tipos de proplemas, enquan-
to que o elemento de nove nés com integragdo reduzida (9-URIl), apesar de ter uma
convergéncia muito boa, sofre o problema de ndo ter o posto correto. Isto pode dar

origem aos modos espirios de deformacio.

Véarias propostas de estabilizacdo .dos modos falsos surgiram nos ulti-



mos anos.

BELYTSCHKO e outros [7] criaram o "método gama" para o controle dos
modos espirios e o aplicaram em seu elemento. Basicamente, neste elemento s3o defi-
nidas cinco deformag¢bes generalizadas adicionais em cada um dos quatro pontos de in-
tegragdo reduzida. Com estas deformacgdes generalizadas constréi-se uma matriz de
estabilizagdo dos modos espirios. Esta matriz depende de certas constantes arbitra-

rias. Apesar deste fato, o resultado final é muito bom.

BELYTSCHKO e outros [8] utilizaram o método da projecdo da decomposi-
cdo dos modos. A idéia basica do método é definir as componentes de flexdo do modo
de qualquer deformagdo, e desprezar as energias de deformagdo de membrana e cisalha-

mento contidas dentro dos modos de flexio.

PARK e outros [30] usaram um procedimento semelhante ao utilizado por

BELYTSCHKO [7], mas sempre baseado em alguns "fatores" escolhidos arbitrariamente.

Uma outra forma muito usada para a supressd@o dos modos espurios € a do
uso das chamadas deformagdes assumidas ou interpolacBes mistas usadas por BATHE e
DVORKIN [4], [5], HUANG e HINTON [9], CHANG e outros [10] e PARK e STANLEY [29].
Nestes casos, as tensSes ou deformagBes que causam "locking” s&o interpoladas de
forma que as tensBes ou deformagbes espuUrias sio evitadas. Utiliza-se a integracgéo
completa da matriz de rigidez de forma que o elemento resultante possui o posto

correto.

Embora as metodologias citadas nos paragrafos anteriores necessitem de

uma explicagdo matematica mais rigida, os resultados sio bastante satisfatérios.

1.3.2 -~ Conceitos. -

Até agora foram citadas expressdes associadas a fenémenos comuns na
analise de estruturas por elementos finitos. Convém conceitua-las, bem como outras

expressdes comumente encontradas na literatura especializada.

a) Travamento de cisalhamento ou "shear locking".

B8

. E uma excessiva rigidez na solugdo de um problema, que acontece quando
a relagdo espessura/comprimento da casca/placa‘ torna-se pequena. Isto acontece de-
vido ao aparecimento de energias espirias relacionadas ao cisalhamento transversal,
que ndo deveriam aparecer. Este fator é importante, pois na prética tais elementos

terdo a sua aplicabilidade limitada.

b} Travamento de membrana ou "membrane locking".

Este & um termo dado por STOLARSKI e BELYTSCHKO [37] para designar a



inabilidade de um elemento em flexionar-se sem se distender num caso de flexdo pura,

ou seja, de sofrer a chamada def ormacgdo inextensional. ' N

Obviamente este é mais um fendmeno indesejavel que acontece em cascas,
Ja que sdo .energias espurias indesejaveis que representario uma parcela consideravel
de energia no modelo. Isto far4 com que o modelo se comporte mais rigidamente, le-

vando a resultados imprecisos.

c) Modos espurios de energia ou "spurios zero-energy modes".

Corresponde ao numero de auto-valores nulos, excedentes aqueles que
representam os-movimentos de corpo rigido; -e que estdo associados a autovetores né&o
nulos [36]. Fisicamente, significa que o elemento pode se deformar sem que se tenha

uma energia associada a essa deformacio.

Os modos espirios de deformacio surgem normalmente quando a integragio
reduzida ou reduzida/seletiva é utilizada no calculo da matriz de rigidez do elemen-

to. Isto faz com que a matriz de rigidez ndo tenha o posto correto.

Para certas condi¢cbes de contorno [9], esta deficiéncia pode levar &
singularidade da matriz de rigidez e, em outros casos, ao mau condicionamento da ma-

triz, degradando o processo de solucgio.

Este fendmeno ¢é muito mais critico em analises dinamicas e
ndo-lineares, onde o surgimento de tal fenémeno praticamente inviabiliza o processo

de solugdo.

A singularidade normalmente desaparece com a reunido de varios elemen-
tos, porém os modos falsos de energia est3o relacionados com a compatibilidade das
formas dos autovetores associados a autovalores n3o nulos, e podem n&do desaparecer
com a reunido dos elementos. Neste ltimo caso, os modos falsos de energia sdo cha-
mados de modos compativeis ou comutaveis; caso contréario, sfo incompativeis ou nao

comutiveis.

No caso de uma analise dindmica ou nio-linear, o uso de elementos que
possuam modos compativeis deve ser evitado, ponis pode-se chegar a resultados duvido-
sos, ou mesmo ndao ter resultado algum. No capitulo cinco serdo apresentados alguns
resultados em que ocorrem os modos espurios, quando entdo estas afirmagdes serdo

claramente constatadas.

A determinagdo dos modos falsos de energia vem da solugdo do probiema

de autovalores



K' - aA'M)¢ = 0 (1)
K'=K+aM : @
A=A+« (3)

onde

¢ a matriz de rigidez do elemento,

M € a matriz de inércia do elemento,

o« € uma constante para tornar a matriz K ndo singular,
¢ sdo autovetores e

A sdo0 os autovalores reais.

A determinagdo dos modos espurios é feita simplesmente observando-se
os autovalores nulos que ndo correspondem a autovetores associados a deslocamento de

corpo rigido.

d) Integragio reduzida e reduzida/seletiva.

Normalmentg, em elementos de casca, os elementos constituintes da ma-
triz de rigidez n3o sdo obtidos de uma integragdo analitica. O uso de integragéo
numérica se faz necessario. O procedimento da integragdo numérica pela quadratura
de Gauss é o mais utilizado em programas de elementos finitos, embora existam outros
métodos [3]. Basicamente, neste procedimento a fungdo que se deseja integrar ¢
substituida por um somatério da fungdo calculada em "certos" pontos otimizados mul-
tiplicados por um "peso" de integragio nestes pontos. Dependendo do caso a ser estu-
dado, a integracdo deve ser efetuada em varias dire¢Bes. Com "n" pontos de integra-
Gdo, para os casos lineares, a integraclo pela quadratura de Gauss pode integrar

exatamente fungSes polinomiais de grau até (2n-1).

No caso de casca, a energia de deformacio do elemento pode ser dividi-

da em trés parcelas:

<1lg (4)
Ebuqubq

-1t (5)
Em—2quq

1t

= 2 (6)
E,=52 K g

onde Eb, E , E s8o as parcelas de energia de deformagio devido a flex8o, membrana e
m s :

cisalhamento, respectivamente, Kb, K e K sdo as matrizes de rigidez corresponden-
m -
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tes a rigidez de flex3o, membrana e cisalhamento, respectivemente, e q é o vetor de

variaveis nodais. N

Definidos K e K e se "n" ¢ o numero de pontos necessarios para se
m S
integrar completamente a rigidez em uma diregio, sfo estabelecidos os seguintes ti-

pos de integragdo:
1) completa, se nxn pontos forem utilizados para integrar Kb, K e Ks;
m

2) reduzida/seletiva, se nxn pontos forem utilizados para integrar Kb e Km e

(n-1)x(n-1) pontos para K ;
s
3) reduzida, se nxn pontos forem utilizados para integrar Kb e (n-l)x(n-1} pontos

para K e K.
m s

e) Invariancia.

Um elemento é dito invariante quando a sua matriz de rigidez puder ser
obtida em sistemas locais de coordenadas, rodados ou transladados em relagdo ao sis-
tema global de coordenadas, sem que a solugdo do problema sofra alteracdes [36]. Em
outras palavras, a solugdo do problema nio dew}e ser dependente da escolha do sistema

de referéncia.

f) Compatibilidade e completeza.

Para assegurar uma convergéncia monoténica do modelo, ou seja, sem os-
.cilagbes na resposta, um elemento deve ser compativel e completo. No caso de um mo-
delo de dgslocamento um elemento é dito conforme se as fungdes usadas para interpo-
lar os deslocamentos assegurarem completeza e compatibilidade. A completeza é al-
cangada quando as fungles utilizadas para interpolar os deslocamentos do elemento
forem capazes de representar os deslocamentos de corpo rigido e estados de deforma-

¢do constante [3].

A compatibilidade é assegurada se os deslocamentos dentro do elemento
e no contorno forem continuos e com derivadas continuas até uma ordem menor do que
a maior derivada que aparece no funcional [3]. Fisicamente, a compatibilidade asse-
gura que ndo existirdo buracos ou falhas entre elementos quando o modelo for carre-
gado.

O elemento térd a completeza e compatibilidade dependendo de sua for-

mulag3o.

Segundo BATHE [3], "a condigdo de completeza deve ser sempre satisfei-
ta, ao passo que a condigdo de compatibilidade pode ser relaxada a&s custas da nao

obtengdo da convergéncia monoténica, desde que os ingredientes essenciais da condi-
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¢do de completeza nédo sejam perdidos".

g) Modelo de elementos finitos.

A base do método de elementos finitos consiste em dividir um s6lido em
elementos finitos discretos, considerando-se a seguir um campo de tensdes e/ou de-
formagdes e/ou deslocamentos dentro de cada elemento e/ou no contorno. A aplicagdo
de principios variacionais resulta em um sistema de equagdes algébricas, de onde as
variaveis de interesse sdo obtidas. Com base no tipo de funcional a ser utilizado

nos processos variacionais, varios tipos de formulagdes apareceram.

O primeiro deles, € o mais utilizado, ¢ o método dos deslocamentos,
que ¢é baseado na utilizagdo do principio da minima energia potencial. E conhe-
cido como o método dos deslocamentos pelo fato de serem os deslocamentos as primei-

ras variaveis obtidas no processo de solugdo das equagdes.

Com a utilizagdo do principio da minima energia potencial complementar
surgiu o método das tensdes, nome dado por motivo andlogo ao citado no paréagrafo an-

terior.

Em cascas, os elementos mistos estdo bastante difundidos. Estes s&o
baseados na utilizagdo dos principios de Heilinger-Reissner modificados. Nestes ca-
sos, um campo de tensdes ou deformagdes é assumido no elemento juntamente com um
campo de deslocamentos. ' O campo de tensdes ou deformaglBes é posteriormente conden-—
sado a nivel de elemento, de tal forma que apenas os deslocamentos saem como incog-
nitas primeiras do processo de soluqéo. O sucesso desta metodologia pode ser con-
firmado pelos inameros artigos que usam este principio como base [10], [16], [31],
[33], e [34]. Porém, para que a formulagio tenha um comportamento estavel e consis-
tente, certas condicBes de compatibilidade entre os campos de deformagdes/tensdes e

deslocamentos devem ser satisfeitas. Estas sdo as condigdes de Babuska-Brezzi.

h) Elementos degenerados.

Sdo elementos originalmente propostos por AHMAD e outros [(1]. Basica-
mente, nestes elementos um sélido é "degenerado" em casca, assumindo-se premissas

adequadas. Entre essas premissas citam-se:

1) a hip6tese de Kirchhoff é relaxada, permitindo que o elemento sofra deformagdes

cisalhantes transversais;
2) as tensbes normais ao plano da casca sido desconsideradas.

E um elemento de facil implementagdo e muito bem fundamentado teorica-

mente, ja que, ao contrario de muitas formulacBes existentes na atualidade, nenhum
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artificio duvidoso é imposto na formulacio.

i} "Patch test”

E um teste idealizado para verificar se um determinado elemento con-
vergird para a resposta correta do problema, & medida que ocorrer um refino de ma-

tha.

E um teste facil de se realizar e muito importante na fase de desen-
volvimento ou implementacdo de um elemento, sendo altamente recomendada a sua utili-

zagao.

O teste ¢ realizado montando-se alguns elementos de tal maneira que
pelo menos um né é completamente rodeado por outros elementos. Aplica-se um carre-
gamento corﬁ deslocamentos ou forgas consistentes, de forma que correspondam a um es-
tado de deformacg8o constante. Se, apdés computadas as deformagdes (ou tensdes) em
qualquer parte do elemento, elas coincidirem com a resposta exata até o limite de

precisdo do computador, o elemento é dito que passou no "patch test" [12].

1.3.3 - Selecdo dos elementos.

Com base no que foi exposto nos itens anteriores, faz-se agora a esco-

lha dos elementos para uma analise mais profunda.

Diante da proposta do trabalho, somente foram selecionados elementos
que tém incluida na sua formulagdo a energia de deformagdo devido ao cisalhamento

transversal.

O primeiro elemento selecionado foi o proposto por CHANG e outros
{10]. E um elemento lagrangeano de nove noés baseado no principio de Hellinger-
Reissner modificado. A analise dos resultados do artigo mostrou alguns quesitos im-
portantes, como boa convergéncia e ndo ocorréncia de modos falsos de energia. Além
disso o elemento passa no "patch—teét", e é livre do problema do travamento, tanto
de membrana quanto de cisalhamento. Este elemento, de agora em diante, sera denomi-

nado de SHELM-9.

Tafnbérﬁ‘_f‘gfafrlﬁéélecionados os elementos degenerados de nove nés lagran-
geanos com integragdo completa (9-FULL) e com integragio reduzida (9-URI). O ele-
mento 9-FULL apresenta..uma caracteristica muito importante em elementos de casca,
que ¢é a auséncia de modos falsos de energia. Ja& o elemento 9-URI foi selecionado
pelo fato de- apresentar -um comportamento- excelente quanto -4 convergéncia-.para os ..

deslocamentos.

Além dos elementos citados nos pardgrafos anteriores, e que foram im-
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plementados computacionalmente neste trabalho, merecem destaque para futuros traba-
lhos os elementos propostos por JANG e PINSKY [21], baseados em deformagdes cova-
riantes assumidas, obtidas através de um campo de deformagdes covariantes definido

em relagdo a um sistema de coordenadas naturais.

Outro elemento que merece destaque é o proposto por BELYTSCHKO e ou-
tros [7]. E um elemento lagrangeano de nove nés, que usa integragdo reduzida no
cédlculo da matriz de rigidez, com posterior estabilizagdo desta através do uso do
"método gama" proposto pelos mesmos autores. O elemento ndo possui travamentode

membrana nem de cisalhamento, nio tendo também modos falsos de energia.

O elemento proposto por PARK e STANLEY [29] também mostrou resultados
muito bons. N3o apresenta travamento de membrana ou de cisalhamento, nem revela a
presenca de modos falsos de energia. E baseado no calculo de deformacgdes referenci-
adas ao sistema natural do elemento, que sio posteriormente referenciadas a um sis-
tema ortogonal e calculadas em cada ponto de integracdo por intermédio de transfor-

magdo tensorial.

Finalmente, surge também como uma opgdo viavel o elemento idealizado
por HUANG e HINTON [18]. E um elemento degenerado de Inove nés, que utiliza em sua
formulagdc o conceito de "deformagdes melhoradas”. As "deformagdes melhoradas®™ de
cisalhamento s&@o obtidas através de uma interpolagdo de deformacgbes de cisalhamento
ndo fisicas, referenciadas ao sistema natural do elemento. Mais tarde elas siac co-
locadas na forma de deformagbes fisicas nos pontos de integragido, por transformacio
tensorial. As "deformacgBes melhoradas" de membrana  também sd3o obtidas através de
uma interpolagdo, s6 que ja referenciadas ao ponto de integragdo, nao necessitando

transformacgio tensorial.

Com os elementos selecionados para a implementagdo numérica, faz-se um

estudo comparativo entre eles.

Nos capitulos dois e trés sdo apresentadas as formulagdes mais deta-
lhadas dos elementos selecionados- para a implementagdo numérica. No quarto capitulo
é feita uma analise dos glementos implementados, quando utilizados na modelagem de
problemas estificos. No quinto capitulo esta andlise ¢é dirigida ‘aos casos dinami-
Cos. Finalizando, no sexto capitulo sdo mostrados as conclusbes e sugestSes para
futuros ‘trabalhos.

1.4 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL.

A implementagdo foi feita utilizando-se o supercomputador CONVEX-210

da Universidade Federal de Santa Catarina, com processamento vetorial. Todas as va-
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ridveis utilizadas no cémputo das matrizes de rigidez e massa foram de dupla
precisdo, com a utilizacdo de alocagio dinamica de meméria. O programa foi elabora-

do utilizando-se a linguagem FORTRAN.

O sistema base utilizado foi o SIMELF (Sistema Modular de Elementos

Finitos) [2], da Universidade Federal de Santa Catarina.

O processo utilizado na solucdo das equagdes resultantes dos elementos
finitos foi a eliminagdo de Gauss em matrizes armazenadas em forma de banda, enquan-

to que os autovalores e autovetores foram obtidos através do método da iteragdo sub-

espacial [3].



CAPITULO 2

DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS S-FULL E S-URI

2.1 - INTRODUGAO.

Teérica e matematicamente muito bem fundamentados, os elementos dege-
nerados originariamente propostos por AHMAD e outros (1} desempenham um papel funda-
mental na histéria de elementos finitos para cascas. O elemento mostrado agora se-
gue a formulacdo basica dos elementos degenerados, sendo adotadas as seguintes pre-

missas:
a} As d.lexdes sio pequenas;

b) A hipétese de Kirchhoff é relaxada, ou seja, a normal a superficie indeformada
ndo permanece normal a superficie deformada, permanecendo no entanto reta e inex—

tensivel;
c) Tensbes normais a superficie de referéncia da casca sio desprezaveis.

Estas premissas também serdao validas nas formulagbes dos outros ele-

mentos selecionados.

A notagdo indicial é adotada no decorrer do trabalho. Nos locais onde

nao é utilizada esta notagdo h& uma referéncia explicita no texto.
2.2 - FORMULAGCAO DO ELEMENTO 9-FULL.

2.2.1 - Sjstémas de conordenadas.

Quatro sistemas de coordenadas sio utilizados nas formulacdes dos ele-

mentos de casca degenerados. Estes sistemas sdo mostrados na figura 1.

a) Sistema global de coordenadas (x,y,z).

O sistema global de coordenadas é usado 'para definir as coordenadas

nodais e deslocamentos da casca. Os vetores de base associados sZo designados por

ef, ef e eb.
1’ 2 3
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b) Sistema natural de coordenadas (£,7,%).

As fungdes de inter‘polac;a”\O'Ni“sa”\o expressas em termos das-coordenadas -

naturais (&,7,£) ndo ortogonais do elemento.

A superficie de referéncia da casca é definida pelas coordenadas natu-
rais £ e m, com { = 0. A diregdo de { é aproximadamente normal & superficie média

da casca. Todas essas coordenadas naturais variam de -1 a +l.

c) Sistema local de coordenadas (xl,yl,zl).

O sistema local de coordenadas é usado para definir as tensGes e de-
formacbes em qualquer ponto dentro do elemento. O vetor zl define a direcéo zlA e é
obtido através do produto vetorial aos vetores que sd3o tangentes as diregbes &£ e 7,
ou seja: .

1
= 7
z x'g X x,n _ (7

onde X, & o vetor posigdo de qualquer ponto da casca, dado pela equagdo (18).

1 e 1 .. o .
O vetor x na diregdo x ¢ coincidente com a tangente na diregdo &, ou seja,

(8)

X = X,

€
. 1 1

O vetor yl na diregao yl é obtido através do produto vetorial de z° com x, de tal

forma que

y1 =z X x' (9)

O sistema local de coordenadas varia dentro da casca e é Gtil para de-
finir a matriz dos cossenos diretores 8, a qual permite transformagdes entre os sis-
temas de coordenadas local e global. A matriz dos cossenos diretores ¢ definida pe-

la expressao:
6 = [e1 e el] , ' (10)
1 2 3

)

1 1 . . . - 1 1 1 .
onde e, e ee, sdo vetores de base ortonormais nas diregles x , ¥y e z , respecti-

vamente, sendo calculados pelas expressdes:

R ()
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e; = yl _ A (12)
oyt
| 1
el = Zl (13)
Wz

d) Sistema nodal de coordenadas.

z

O sistema nodal de coordenadas é construido em cada né, e é usado como
referéncia para definir os graus de liberdade de rotagio (el, 62) em cada né do ele-
~ mento. '

. . ~ £ f f
Os vetores de base ortogonais associados sdao dados por e, e, € e, A

diregao de e; é definida através da equagéo (14).

+ p—
£ [Xi - ]
e, = oy (14)

h =1 x@ - X (15)

. + .~ : . . . .
sem soma em i, onde X ¢é a posi¢cdo do vetor do i-ésimo né na parte superior da cas-
1
ca, X € o vetor do i-ésimo né na parte inferior da casca, hi é a espessura da casca

L)

no né i

. . . .. Lo £ f
Existem varias maneiras de definir as diregdes dos vetores e € e.

Neste elemento foi adotada a seguinte convencio:

o
-
[
o
(AN
>
(AN

e
. (16)
e X e
3 3
ef = ef X e (17)
2 3 1

f . ~ f f
No caso de e, ser paralelo a eg, a direcédo de e passa a ser a mesma de ef, com e,

sendo calculado pela equacgdo (17).

(*) Apesar da formulacdo utilizada por CHANG e outros [10] requerer o uso das
equagdes (14) e (15), optou-se pela introducdo de e; e hi como dados de entrada do
problema. Esta consideragéo reduz em muito a geragdo de coordenadas e, para os ca-

sos estudados neste trabalho, ndo h4 nenhuma degradagdo da f ormulagédo.
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Figura 1 - Tipos de sistemas de coordenadas utilizados.

alglobal. bllocal. c)nodal. d)natural.

2.2.2 - Geometria do elemento.

Seguindo-se a formulagdo isoparamétrica, a geometria do elemento é definida em ter-

mos das coordenadas naturais do elemento (£,7,), através da seguinte equag3do:

i
X X e
i 3x
X =4y =N Jy +§1Nh e’ (18)
i i 2 it 3y
z z ef!
¥ =0 3z
onde x = (X, y, z) sdo as-coordenadas de um ponto genérico da casca referentes ao

sistema global. N1 ¢ a fungdo de interpolagdo lagrangeana no né genérico "i" cor-
respondente a uma superficie com £ constante; hi ¢ a espessura da casca no né "i";

~ . . ~ f
&€,1n,{ sdo as coordenadas naturais do ponto em consideracio; e3 é o vetor dado pela

equacdo (14). As funcgdes Ni e suas derivadas parciais em relagcdo a £ e 7 estdo



claramente definidas no apéndice A.

2.2.3 - Representagdo dos deslocamentos.

19

Cinco graus de liberdade sio considerados em cada né do elemento: trés

translagdes '(u,v,w) ao longo dos eixos globais (x,y,z) e duas rotagdes (91,92) sobre

. . f f
os eixos mutualmente perpendiculares e e e

visto na figura 2.

Considerando-se as premissas descritas no

. . - f
normais a diregdo es,

item 2.1, o

como pode ser

-Portanto, cada elemento tem um total de 45 graus de liberdade.

vetor de deslocamentos

u (u,v,w) em um ponto genérico da casca é dado por:

1 fi
u u ) -ge '
i 1 2x
1 i fi

vy=N <v + 5N h {-6e
i i 2 1 1 2y
1 fi

w w -Be
i’ =0 1 2z

i fi
e
2 1x
i fi

e (19)
2 1y

1 fi

i

Figura 2 - Sistema nodal.

Ou na forma simbodlica;

u=Nc

(20)

onde N representa a matriz das fungdes de interpolagio modificadas, obtida a partir

dos termos da equagdo (19), e q é o vetor de variaveis nodais do elemento definido

por:

(21
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2.2.4 - Deformagdes.
a) Introducgio

O melhor sistema para definir as deformagdes de um elemento de casca é
o sistema local. Escolhe-se este sistema pela facilidade de imposigcio da premissa
da nulidade da tensdo normal 0'2121, onde zl é a diregdo normal ao plano definido pe-

las coordenadas naturais £ e 7.

A seguir, descreve-se 0s passos necessarios para se obter a matriz BE,
que relaciona deformagGes-deslocamentos do elemento em relagdo ao sistema global.
Ela é definida de tal forma que possa ser utilizada de uma maneira direta, quando do
célculo das matrizes de elementos  finitos. -Para nfo -perder a--sequéncia de dedugdes,

algumas matrizes serfio definidas em apéndices apropriadamente referenciados.
b) Definigdo das deformacgdes.

O vetor de deformagdes fisicas em relagdo ao sistema global de coordenadas é dado

por:
-~ ~ -~ ”~ -~ -~ ”~ t
g® = {e € € ¥y ¥ _¥ } (22)
XX Yy zz Xy Yz X2
onde
€ =u, (23.a)
XX X
€ =v, (23.b)
vy '
e =W, (23.¢c)
A4 4
Y= u4, + 9, (23.4)
Xy v b'e
¥ =V, + W, (23.€e)
vz z y
¥ =u +Ww, (23.1)
Xz z X

Os deslocamentos utilizados neste elemento sdo dados pela equagdo (19). Estes des-
locamentos sdo expressos em fungdo das coordenadas naturais do elemento (&,%,Q).
Como as deformacges dadas pelas equagbes {23) sdo calculadas em fungdo das derivadas

dos deslocamentos em relacdo ao sistema global, é necessario que se faga a seguinte

transformacio:
u, Vio W u’éj v,E W,g
U v, w, | = ! u, v, W, (24)
y y -y n n Ui
U,z V,z W,z UC» V,c W’C
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onde J é a matriz jacobiana dada por:

Tg Vg g
J=1{x,_ vy, z (25)

n n n

X.c Y,c Z,C

As derivadas dos deslocamentos usadas na equagdo (24) sdo obtidas
através da equacgdo (19), enquanto que as da matriz jacobiana sdo obtidas através da

equacgio (18).

Com a utilizacdo das equagdes (19), (24) e (25), pode-se construir um

vetor de relagbes deformagSes-deslocamentos em relagdo ao sistema global na forma:

g = B® q v (26)

g

onde £° é definido por (22) e q pela equacio (21). A matriz B® pode ser particiona-

da na forma:

B® = [B, B...., B] _ 27
1 2 9

sendo definidas pela equacio (B.9).

A equagdo (26) expressa as relagdes deformagdes-deslocamentos em
relagdo ao sistema global. E interessante que as deformacgdes sejam expressas em re-
lagdo ao sistema local de coordenadas, pois, como ja foi dito, fica facilitada a im-

posiGdo de tensdo nula na diregdo perpendicular as coordenadas naturais {(£,7).

Esta transformagdo é realizada efetuando-se uma transformacgdo tensori-

al no tensor deformagdo dada por:

E' =o' Ef o (28)
onde

6 ¢é a matriz dos cossenos diretores dada pela equagdo (10),

E® ¢é o tensor def ormagao expresso em relagdo ao sistema globai de coordenadas e

~

| « ~ .
E é o tensor deformagdo expresso em relagio ao sistema local.

Expandindo e rearranjando os termos da equagdo (28), pode-se obter o

vetor de deformagdo em relagdo ao sistema local de uma forma mais elegante, escre-
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vendo-se:

=T B*q (29)
onde Te ¢ obtida eliminando-se a terceira linha da matriz %e d_ef inida pela equagéo
(C.7). Isto é realizado para impor a premissa de tensfo nula na diregdo perpendicu-
lar as coordenadas naturais £, m do elemento. Portanto, a matriz Te tem dimensao
(5x6). Ainda com relagdio & equagdo (29), B® ¢ a matriz que relaciona deformagdes
aos deslocamentos em relagdo ao sistema global, definida pela equagdo (B.9). Ainda,
q é o vetor das variaveis nodais do elemento definido pela equagdo (21) e ;l é a ve-

tor de def ormacao em relagdo ao sistema local, escrito na forma: .
c={811,811,711,3’11,711} {30)
X X vy Xy yz X z

~ A matriz B® da equagdo (29) pode ser dividida em duas partes: Bz, as-
sociada as componentes que ndo dependem da coordenada natural ¢, e Bi, associada as
componentes que dependem de {. Aqui cabe um esclarecimento. AHMAD e outros [1],
assumem que nenhuma deformacdo ocorre na direcdo de {. Adicionam ainda que, "apesar
de ¢ ndo ser exatamente normal a superficie média da casca esta representa uma boa

aproximagdo das premissas usuais de cascas".

Com isso, tem-se:
B® =B® +C B® ‘ (31
o t

Substituindo-se (31) em (29) obtém-se:

>

| S g g
e—TeBoq+§Teth 7(32)
ou
“~1 1 1
= _ 33
€ Boq + Bt qQ | (33)
onde
B =T B® (34)
[+] € [+
B' =T Bt ' (35)
t e t

As componentes das matrizes Bt e Bi sdo dadas pelas equagbes (B.10) e
[+

(B.11), respectivamente.

As matrizes definidas por (34) e (35) tém dimensdes (5x45).
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No sistema local, as deformacgBes dadas pela equacdo (33) podem ser es-

critas da seguinte forma: N

1
el = R e R (36)
k-3

~

onde e:) significa deformacgdo no plano (&,n); 3'1 sdo as deformagdes cisalhantes
s

~

. = ~1 . :
transversais; € sdo as partes de € associadas ao comportamento de membrana sendo
m p -~

R g N 1 . ~
independentes de ; §eb sdo as partes de € associadas ao comportamento de flexéo,
P

lineares em .

Convém ressaltar que estas deformacgdes sdo todas referentes ao sistema
local de coordenadas. Os vetores de deformacgio dados pela equacdo (36) sdo obtidos

através das seguintes equacgoes:

~1 o 1
€= Bm q (37)
“1 1
¥ = B q (38)
s s
! 1
= 39
ch cBb q (39)

onde Br; € a matriz que se forma tomando-se as 3 primeiras.linhas da matriz B: dada
por (34), B; é a matriz que se forma tomando-se as duas ultimas linhas de B: dada
por (34) e B:) € a matriz constituida das trés primeiras linhas de Bi dada pela
equagdo (35). Apesar de claramente definidas, as matrizes Bl; e B: tém dimensodes

(3x45), enquanto que B: tem dimensio (2x45).

2.2.5 - Definicdo das tensdes.

Conforme ja dito antes, a premissa da tensfo ser nula em uma diregao
perpendicular a superficie { constante é adotada neste elemento. Ent3o, as relagfes
constitutivas entre as cinco componentes de tensdo e deformagdo em relagdo ao siste-

ma. local podem ser escritas da seguinte forma:
1 ~1 :
¢ =De¢ (40)

onde ¢ & definido pela equacgido (30), o' & o vetor de tensdes expresso em relagéo ao

sistema local, sendo dado por:

' t
1
o~={o‘110~110~110‘110‘11} (41)
X X vy Xy yz

X 2z
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e D é a matriz de relagdes constitutivas tensdes-deformagdes, em um sistema local
ortogonal. A matriz D para este elemento ¢ valida para um material isotrépico line-

ar, sendo dada por:

1 v 0
0
S 1-v 0 0 | (42)
v 2 2
(1-v°) Kl-v o
2
. 1-v
i {sim) K= ]

onde E ¢ o moédulo de Young ou médulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson
do material. O fator x é incluido com o propésito de melhorar a aproximacdo da dis-
tribuicio de tensOes cisalhantes ao longo da espessura, pois sabe-se que na realida-
de esta distribuicdo ¢ no minimo parabdlica. Neste trabalho foi adotado o valor de

5/6 para k. Este valor também é adotado por outros autores [1], [17], [34].

A equagdo (40) pode ser escrita na forma particionada, dividindo-se

~ I - . . 1
entre as tensGes atuantes no plano ¢ e tensSes cisalhantes transversais ¢ na for-
P S

ma:
<rl D el
x; = |1 Ar; (43)
os DZ 'Js
onde:
| t
o~={o~110~110~11} (44)
P X x vy Xy
o~l=ic~11 611} : {45)
s vz Xz
el =¢' + ¢! (46)
p m b
1 v 0
D = i v 1 0 (47)
1 2
l-p 0 1-v
. . 2
1 O
= 4
D2 K G [ o 1 ] (48)

PN -~

sendo que e: e 7: sdo dadas pela equagdo (36) e G é o médulo de elasticidade trans-



versal do material, dado por:

_ E
¢ = ey (49)

2.2.6 - Determinagdo da matriz de rigidez.

No sistema local de coordenadas, a energia potencial total para este

elemento é dada por:

e' D elaves]| ' D Flav-w (50)
P 1 p 2 s 0
v \

onde WO € o trabalho realizado devido a aplicagdo das cargas externas. No sistema
! R ‘ .
local de coordenadas, € pode ser dividido em duas partes: uma associada ao compor-
» -
1 . ~ 1
tamento de membrana £ , e outira associada ao comportamento de flexZo Ceb, de tal
m

forma que:

el =¢' + Cs: : (51)

Além disso, o elemento diferencial de volume da equagdo (50} pode ser

escrito na forma:

dv = |J| d€ dn & ' (52)

onde ]J| é o determinante da matriz jacobiana tri-dimensional J, dada pela equag&o
(25). No entanto |J| varia muito pouco ao longo da espessura da casca, de tal forma

que é possivel assumir:

av = |J|  d€ dn & (s3)
¢=0

Apbés a substituigdo da equagio (51) na‘ equagdo (50) e integragdo na

A

1 1,
espessura, os termos de acoplamento entre € e Ceb irdo desaparecer, de forma que a
m

energia potencial total do elemento pode ser escrita na forma:

t t t
- ’ 1§ ™ ~1 1} ~1 ~1
o o dv + 5| €, D1 €, dav + 5| 7, D2 7, dv - W0 (54)
\" A% A"/

Substituindo-se as equagbes (37), (38) e (39) em (54), e integrando-se
na espessura, com a subseqliente minimizagio de II com relagdo as variaveis nodais gq,

obtém-se as seguintes equagbes:
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= 55
KU o:;j f | . (55)

onde a matriz Kij ¢ a soma das contribui¢gdes das matrizes de rigidez de membrana,

flex8o e cisalhamento, dadas respectivamente por:

t
1

K =|B p'B' |J] dgadn (56.a)
A
1t 1
kK, =| B8 DB |J|c_ & dn (56.b)
A =
it 1
K =| B D B |J] d€ dn (56.c)
s s S s =0
A c
onde
+1
D =J D dZ = 2D . (57.a)
m 1 1
-1
+1
_ 2 _ 2
D = I D ¢*dz= ZD (57.b)
-1
+1
D '=[ D_dZ = 2D (57.c)
s 2 2 .

-1

onde D1 e D2 sdo dadas pelas equagdes (47) e (48), respectivamente. E importante

ressaltar que |J| é calculado usando a matriz jacobiana de dimensdo (3x3) em L = O.

2.2.7 - Determinac¢do da matriz de inércia.

Neste elemento optou-se pela utilizagdo da matriz de inércia consis-
tente. Esta é uma matriz de facil obtengdo, tendo a vantagem de garantir uma con-
vergéncia monotdnica dos aut_ovalor‘es quando o elemento for compativel. Apesar da
matriz de inércia concentrada economizar espago de meméria, a obtencdo das suas com-
ponentes ndo € direta, visto que envolve a atribuicdo de pesos nem sempre faceis de

se definir.

A matriz de inércia consistente & de facil obtengdo, ja que os deslo-

camentos dados pela equagdo (19) estdo referenciados ao sistema global, n3o sendo
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necessario fazer qualquer transformacgéo.

A matriz de inércia para este elemento é dada por: SN
M=2| pR'N |J| dEdn+ 2| pREN_[J]  d€ dn (58)
11 3 2 2
A Z=0 A =0

onde p é a densidade do material. ﬁx e Klz sdo dadas pelas matrizes (D.3) e (D.4), e

|J[c=0 é o determinante da matriz jacobiana J calculada em & = O.

Detalhes do desenvolvimento da matriz de inércia consistente estéo

descritos no apéndice D.

2.2.8 - Integrag&o numérica.

O processo de integragio numérica utilizado para o céiculo das
equaces (56) e (58) foi o da quadratura de Gauss. A integracdo na diregio da es-
pessura da casca foi feita analiticamente tanto na matriz de rigidez quanto na ma-

triz de inércia.

Para o elemento 9-FULL foram utilizados 3 pontos de integragdo, tanto
na diregdo de £ como na direcdo de m, para todas as parcelas contribuintes da matriz
de rigidez. Estas parcelas sdo dadas pelas equagdes (56). Na integracdo da matriz

de inércia consistente também foram adotados 3 pontos em cada diregdo de € e 7.

Os pontos e pesos de integracdo utilizados por este procedimento podem

ser vistos no apéndice E.
2.3 - FORMULAGAO DO ELEMENTO 9-URI.

2.3.1 - Introducéo.

O elemento 9-URI utiliza basicamente a mesma formulacdo utilizada pelo
elemento 9-FULL. E um elemento lagrangeano de nove nés com cinco graus de liberdade
por nd, tendo assim um total de 45 graus de liberdade por elemento. Baseia-se nas

mesmas premissas do item 2.1 deste capitulo.

E um elemento que fornece bons resultados, apesar da sua simplicidade.

2.3.2 - Elemento 9-URI.

A formulagdo bésica deste elemento é a mesma utilizada pelo elemento

9-FULL, de forma que apenas a diferenca fundamental é realgada.
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A diferenca entre os elementos 9-FULL e 9-URI esta no numero de pontos
utilizados na integragdo das parcelas de rigidez de membrana e cisalhamento. Enquan-
to que no elemento 9-FULL utilizou-se trés pontos de integracdo nas diregbes e 1,
o elemento 9-URI utilizou apenas dois pontos em cada direcdo e m. Estes pontos e

pesos podem ser vistos no apéndice E.

As implicagbes da utilizagio de integragdo reduzida no célculo destas

matrizes serdo vistas nos capitulos quatro e cinco.



CAPITULO 3

DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO SHELM-S

3.1 - INTRODUGAO.

Formulado por CHANG e outros [10], este elemento misto é baseado na u-
tilizagdo de um principio de Hellinger-Reissner modificado. E um elemento lagrange-
ano de .nove noés que considera tanto um campo de deslocamentos u quanto um campo de

~ —n
deformacgdes € .

E um elemento degenerado seguindo as mesmas linhas mestras ja delinea-
das no segundo capitulo. Segundo Chang, o elemento nfo apresenta nem travamento de
membrana nem travamento de cisalhamento, podendo ser usado para modelar cascas finas
ou moderadamente espessas. Além disso, ndc apresenta modos falsos de energia e €

pouco sensivel a distorgdo de malha.

No desenvolver do capitulo serdo apresentados comentarios a respeito
da selegdo do campo de deformagdes, j& que este item é de primordial importéancia pa-

ra o sucesso deste elemento.

A base deste elemento é a mesma utilizada pelo elemento 9-FULL e 9-
URI, portanto ndo serdo repetidas algumas dedugdes mais triviais.As premissas .enume-
radas no item 2.1 deste trabalho também sdo validas neste elemento. Como estas pre-

missas sdo importantes, elas sdo reescritas novamente:

a) As deflexdes sdo pequenas;

b) .2..hipdtese de Kirchhoff é relaxada, ou seja, a normal & superficie indeformada
ndo permanece normal a superficie deformada, permanecendo no entanto reta e inex-

tensivel;

c) TensGes normais & superficie de referéncia da casca sdo desprezaveis.
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3.2 - FORMULAGAO DO ELEMENTO SHELM-9.

3.2.1 - Sistemas de coordenadas.

Neste elemento s&o utilizados os mesmos sistemas de coordenadas usadas
no elemento 9-FULL e 9-URI, ou seja, sistemas global, local, nodal e natural de co-
ordenadas. N3do serd repetido aqui o desenvolvimento de tais sistemas, visto que e-

les podem ser encontrados através das equagdes (7) a (17), no segundo capitulo.

3.2.2 - Geometria do elemento.

A geometria deste elemento, & semelhanca do elemento 9-FULL, ¢é defini-

da em termos das coordenadas naturais do elemento (£,7,{), através da equagio:

fi
X X e
i 3x
_ _ 1 fi
X =4y -Nl Y, _+C2Ni hx €y (59)
fi
z z e
i 3z

onde x = (X,y,z) sdo as coordenadas cartesianas de um ponto genérico da casca refe-
rente ao sistema global de coordenadas; Nl ¢ a fungdo de interpolagdo lagrangeana no

né genérico "i" correspondente a uma superficie com { constante; hl' € a espessura da
L om Lo . . « £,

casca no né "i"; §,m,L sdo as coordenadas naturais do ponto em consideracio; e3 é o

vetor nodal dado pela equagdo (14). As fungdes N] e suas derivadas parciais em re-

lagdo as coordenadas naturais £, podem ser vistas na tabela A.l.

3.2.3 - Representagdo dos deslocamentos.

Cinco graus de liberdade sdo considerados em cada né do elemento: trés
translagdes (u,v,w) ao longo dos eixos globais (x,y,z) e duas r‘otac;f‘)es'(el,ez) sobre
. . £ f . f .
os eixos mutualmente perpendiculares e, e, normais a e, como pode ser visto na

figura 2.

Considerando-se as premissas citadas no inicio deste capitulo, o vetor

de deslocamentos u (u,v,w} em um ponto genérico da casca é dado por:

i fi i fi
u u -8e + 8 e
i 1 2x 2 1x
- 1 i fi i fi
u=<{vi=N {v +Z =N h {-8e + Qe (60)
) i i 2 1 1 2y 2 1y :
1 fi i f1
w w -8 e + 0 e
i =0 1 2z 2 iz

ou, se reescrito em uma forma simbédlica:



31

u=Ngq (61)

sendo que N representa a matriz das fungdes de interpolagdo modificadas, combinando

os termos da equagdo (60), e q é o vetor de varidveis nodais do elemento, definido

por:

(62)

3.2.4 - Funcional utilizado.

Para este elemento, onde se consideram campos de deslocamentos e de-

formacbes independentes, utiliza-se o principio de Hellinger-Reissner dado por:

t t "
T(ue) = _le pEsiF pefav-w (63)
r 2 0
\
onde

€ — vetor de deformacgdes provenientes de um campo de parametros de deformagdo re-

ferenciados ao sistema local;

e' — vetor de deformagbes provenientes dos deslocamentos interpolados u, também re-

ferente ao sistema local;

u = (u,v,w) — €é o vetor com as componentes dos deslocamentos em relagdo ao sistema

global;
D — matriz de relagGes constitutivas tensdes—deformacdes;
W0 —> energia potencial devido & aplicagdo das cargas externas;

dV — elemento diferencial de volume.

-~

. , . % .

No sistema local de coordenadas, o vetor de deformacgdo & proveniente
do campo de deslocamentos, pode ser separado em trés parcelas. S&o as parcelas de
g " - . “1 ~
membrana £ , de flexdo §e: e a parcela de cisalhamento ¥ Estas deformacdes podem

m

ser esrritas na forma ja deduzida no segundo capitulo por:

1
= 64.
€ Bm q (64.a)
~1 1
= .b
c::b 4 Bb q | (64.b)
“1 ]
7 =B g (64.c)
s S

onde q € o vetor de vari&veis nodais dado pela equacdo (62) e Br:, B: e Bi, as matri-
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zes que relacionam deformagdes-desiocamentos de membrana, flex@o e cisalhamento,

respectivamente, calculadas de acordo com as equacdes (37), (38) e (39).
N

As deformagdes dadas pelas equagBes (64) podem ainda ser espressas na

forma:

~ p
e = + C . (65)

3.2.5 - Campo de deformagdes.

A obtengdo das deformagdes em fungdo de 'um conjunto de parametros de -
deformagdes ndo é tdo direta como o é a obtencio das deformagdes provenientes dos

deslocamentos.

Segundo Saleeb [34], uma escolha apropriada das deformagdes é funda-
mental para o éxito das formulagSes mistas. Saleeb escreve que escolhendo-se um
campo de deformagdes simplificado, ou seja, com poucos parametros de deformagdo, po-
de-se induzir a ocorréncia de modos falsos de energia, visto que "a condico
necessaria para que a matriz de rigidez tenha o posto correto é que o numero de
parametros de deformagdo seja maior ou igual a (n-r), onde n é o numero total de
graus de liberdade de deslocamentos do elemento e r é o nimero de movimentos de cor-
po rigido [10]. Por outro lado, se for tomado um ntmeroc muito grande de parametros
de deformagdo o fenémeno do travamento de cisalhamento pode acontecer, devido ao fa-
to que, neste caso, as formulagbes mistas poderdo dar resultados idénticoé aos re—

sultados obtidos pelos modelos baseados no método dos deslocamentos.

Além disso, segundo Saleeb, para se ter um comportamento estével e
consistente para os elementos mistos, certas condigbes de compatibilidade devem ser
satisfeitas para os campos de deformacgdo-deslocamento. Estas sdo as condigbes de
Babuska-Brezzi. Se estas condigbes forem satisfeitas, a estabilidade numérica é ga-

rantida e a solugdo convergira.
N&o existe um critério fechado para a escolha do campo de deformagoes,

mas para este elemento foram fixados trés critérios basicos para a escolha deste:

a) supressdo dos modos falsos de energia;

b) ter um indice de restricio favoravel;

¢) assegurar invari&ncia do elemento;

Baseando-se nestes critérios e na condi¢gio necessaria para que a ma-

triz de rigidez tenha o posto correto, foi adotado o numero de 39 parametros de de-
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formacéo.

-Para lidar com o fenémeno de travamento, usa-se o conceito do indice
de restrigdo [42], [34], [32] e [20], ou "constraint index" (C.L). Basicam:ente o
(C.I.) é uma medida da habilidade do elemento de acomodar a restrigio de cisalhamen-
to nulo que é gerada no caso de placas/cascas finas [20]. O indice de restrigdo é
definido por CI = NK-NC, onde NK é o naimero de graus de liberdade trazidos por um
elemento, quando adicionado a uma malha ja existente e NC é o nimero de condi¢des de
restrigbes independentes do elemento que devem ser impostas quando usado no caso li-
mite de placa fina ou aqui, em cascas finas. Um valor favoravel para o indice de

restricdo & CI > O, sugerindo que o elemento é livre do travamento de cisalhamento.

A determinagdo do indice de restrigdo é dependente da malha utilizada,
e para este elemento um minimo de nove variaveis de deformacido foram asseguradas pa-
ra as deformagdes cisalhantes transversais provenientes dos parametros de

deformacdes.

Até agora, sabe-se que o numero minimo de parametros de deformagdes é
39 e que 9 deles serdo usados para as deformagdes cisalhantes. Resta definir os pa-
rametros para as partes de membrana e flexdo. Para isto, CHANG e outros [10] suge-
rem que, do ponto de vista de modelagem por elementos finitos, um elemento de casca
deve ter a mesma habilidade de representar tanto as contribuigdes de energia das
partes de membrana como as contribuigdes de energia da parte de flex3o. Portanto,
os parametros de deformagdo utilizados para representar qualquer destas partes nédo

devem ser tendenciosos.

Baseado nos argumentos dos paragrafos anteriores, e levando-se em con-
sideragdo que o elemento deve ser invariante, sio consideradas as seguintes

deformagbes para este elemento:

W [Pm o P
= B (66)
o P o0
S
onde
€ n m n & 00 0 00O0O

1 0 0
P"=10 000 € 0 1 € n €n€’p 0 0 0 O (67)
0 0O 0 00 O IEnEn(3x15)

(68)
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1 € n €n €7 0 0 0 ©
PP = v (69)

0000 £&° 1 & nénj,,

onde o indice "n" refere-se as coordenadas naturais e a barra refere-se as

deformagdes consideradas. A equagdo (66) pode ser reescrita da seguinte maneira:

—n —n
£
m b
e = +C (70)
—n o
s
onde
e"=p" g ‘ (71.a)
m m m
N n
e, =CP B | (71.b)
=P B » (71.c)
s s S

—n —n —n ~ ~ ~ -
onde € , Ct:b, ¥ sdo os vetores de deformagGes de membrana, flexdo e cisalhamento,
m s
respectivamente, enquanto que B , Bb, B sdo os vetores dos parametros de deformagao
m s
~ - n n ~ .
de membrana, flexdo e cisalhamento, nesta ordem, e P", Pb e P s3do as matrizes rela-
m s

cionando as deformagdes e seus parametros.

No entanto, estas deformagBes consideradas estdo expressas no sistema
natural do elemento (£,1,{), sendo necessaria uma transformacdo deste sistema para o

sistema local de integragdo. Utiliza~se uma transformag¢io na forma:

E=¢ E ¢ g ' (72)

onde E é o tensor deformagdo expresso em relagdo ao sistema local, E" é o tensor
deformacéo expresso em relagdo ao sistema natural e ¢ é a matriz de deformacgado jaco-
biana entre os sistemas local e natural do elemento. As matrizes E e E" sdo dadas
pelas equagdes (G.2) e (G.3), respectivamente, e a matriz & & obtida da equacio
(G.8). Nao obstante, esta_transformagio é realizada somente no plano £,m. A razdo
da realizagdo desta transformagio é fazer éom que o elemento, passando no "patch
test", assegure a convergéncia para a resposta correta do problema, a medida que a
malha vai sendo refinada. Além disso, esta transformacdo mostrou-se bastante util

no que se refere & sensibilidade do elemento quanto a distorgdo de malha. Mais tar-
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de, no quarto capitulo, esta afirmagfio poderd ser constatada.

" Como visto no apéndice G, a equagdo (72) pode ser rearranjada, de tal
forma que as deformagdes de membrana, flex3o e cisalhamento, ja relacionadas ao sis-

tema local, possam ser reescritas na forma:

£
- m b
7! 0
s
el =P B : (74.a)
m m m
—1
Ce, =CP B (74.b)
7 =P B : (74.c)
B s S
tal que:
P =T P" . (75)
m m m
P =T P" (76)
8 S S

de forma que as matrizes P':, P" sdo dadas pelas equacdes (67) e (69), respectivamen-
. s

te, com as matrizes T e T_ sendo dadas pelas equagBes (G.15) e (G.16).

3.2.6 - Determinagdo da matriz de rigidez.

Particionando-se a matriz D de relagbes constitutivas em duas partes
Dl e Dz’ dadas pelas equagdes (47) e (48), e substituindo-se as equagdes (36) e (70)

no funcional dado pela equagdo (63), pode-se chegar a:

1 —1t -1 2—-xt — -—lt —1
nr=IV —é(em D1€m+c E:b D18b+vs Dzz,s] *

t t t
—1 ~1 2 =1 1 —1 ~1
+ [em D1 e+ Z £ Dl €, 0+ D2 3’5] IJI§=O d€ dn d¢ 77)
Integrando-se na diregdo da espessura, aplicando-se a discretizagdo
via elementos finitos utilizando-se as equacdes (64) e (74), e fazendo-se a estacio-
nariedade de Hr em relagdo aos vetores de parametros de deformacao Bm, Bb, Bs com
posterior eliminagdo destes, o funcional dado pela equagdo (77) pode ser reescrito

na forma:
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1 t t -1 -1 t .-t t
=z - f 78)
T =514 [Gm H G +G H G +G_ H Gs]q q (
’ N
ou de um modo compacto:
1 t t

= = - 9
m 54 Kgq-q f (79)

onde f é o carregamento externo aplicado, q é o vetor de varidveis nodais dado pela

equagdo (62) e K é a matriz de rigidez do elemento, dadé por:

K=¢'y'c +¢ H'G +ctH'c (80)
m m m b b b s s s
com as matrizes anteriores sendo:
. .
c_= J PYD_ B |4, o o€ dn (81.2)
_ t
Gb = jA Pm Db Bb l‘”§=0 d€ dn (81.b)
_ t
c, = J P D, B ||, dE dn (81.c)
A
_ t
H = JA PLD_ P |4, o d€ dn (82.2)
t
= . .b
I-lb L\ P]m Db Pm |JiC=0 d€ dn 7 (82.b)
_ t
Hs = JA Ps DS P's IJI§=O d€ dn (82.c)

e ainda Pm, P sendo dadas pelas equagBes (75) e (76), respectivamente, Bm, Bb, Bs
s
dadas pelas equagbes (37), (38) e (39), nesta ordem, com Dm, Db e Ds dadas pelas e-

quagdes (57).

O determinante da matriz jacobiana IJ | é calculado em {=0, ja& que as-—

sume-se que ele varia muito pouco na diregdo da espessura da casca.

Fazendo-se a estacionariedade de T em relagdo a q obtém-se as
r

equacdes resultantes para este elemento na forma:

q =f (83)
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onde K é a matriz de rigidez do elemento dada por (80), g é o vetor de variaveis no-

dais do elemento e f € o vetor de cargas externas aplicadas.
N

Detalhes do desenvolvimento da matriz de rigidez podem ser vistos no

apéndice F.

3.2.7 - Determinagdo da matriz de inércia.

Neste elemento, optou-se também pela utilizagdo da matriz de inércia
consistente. [Esta opgdo € devida tanto a facilidade de sua obtengdo, quanto aos re-

sultados obtidos por ela. Esta afirmagio poderd ser comprovada no quinto capitulo.

A matriz de inércia consistente para este elemento é a mesma utilizada

nos elementos 9-FULL e 9-URI, sendo escrito na forma:

_ ~t~ 2 Nt
M=2 pN N IJ[C___O d€ dn + 3 ApNz N, [ch=0 dg dn (84)

onde p é a densidade do material. ﬁl e Nz sdo dadas pelas matrizes (D.3) e (D.4) do
apéndice D e |J |C=0 ¢ o determinante da matriz jacobiana J dado pela equagdo (25),
calculada em &=0. Detalhes da obtencio da matriz de inércia consistente podem ser

vistos no apéndice D.

3.2.8 - Integracdo numérica.

O processo de integragdo numérica utilizado neste elemento, para a de-
terminagdo de equagdes envolvendo integrais, foi o da quadratura de Gauss. A inte-

gragdo destas equacgdes na diregcdo da espessura da casca foi feita explicitamente.

Neste elemento SHELM-9 foram utilizados trés pontos de integracao,
tanto na diregdo de £ como na direcdo de 7, em todas as equagdes envolvendo integra-
is, inclusive na integragdo da matriz de inércia consistente. Os pontos e pesos de

integragdo utilizados podem ser vistos no apéndice E.



CAPITULO 4

ANALISE ESTATICA

4.1 - INTRODUCAO.

Este capitulo' é dedicado aos resultados obtidos pelos trés elementos

implementados, quando aplicados a problemas estaticos.

- A fim de que se possa tirar alguma conclus3do dos resultados obtidos, ¢é
necessario que os casos escolhidos tenham uma solucdo conhecida (analitica ou numé-
rica), que devera servir de base comparativa dos resultados. _ Além deste fato, al-
guns dos problemas selecionados para testes devem ser modificados, de forma a ade-
qua-los aos problemas especificos dos elementos finitos de casca, dentre os quais
pode-se citar os travamentos de cisalhamento e de membrana, modos falsos de energia,

requisitos de convergéncia e sensibilidade a distor¢do de malha.

Infelizmente ndo existe um conjunto padronizado de testes para elemen-
tos finitos de casca, do qual se possa -extr‘air um "conceito" de um elemento. MACNEAL
e HARDER [25] propuseram alguns problemas como padrdes para analise de elementos fi-
nitos em geral. Apesar do trabalho de MACNEAL e HARDER ndo ser exclusivo para ele-
mentos finitos de casca, alguns dos testes propostos por eles serdo aplicados como

padrao nesta fase do trabalho.

Este capitulo foi organizado da forma descrita a seguir: em cada caso
analisado faz-se uma breve introdugio do problema; segue-se uma descrigdo do pro-
. blema a ser analisado, incluindo os dados utilizados, geometrias, condigdes de con-
torno, malhas utilizadas e as variagbes propostas; apdés a descrigdo é mostrado um
resuitado, ou resultados, que serve de base de compar‘ac}éo dos resultados obtidos; e
finalmente é feita uma analise dos }‘esultados, seguidos das tabelas e figuras obti-
dos dos casos correspondentes. O quadro 1 mostra a simbologia utilizada nos grafi-
cos comparativos, bem como os tipos de malha utilizada e o numero de graus de liber-
dade correspondentes. Ainda neste quadro, as linhas cheias representam malhas regu-

lares, enquanto que as linhas tracejadas representam malhas distorcidas.



Quadro 1 - Simbologia, malhas e numero de graus de liberdade utilizados.

ELEMENTOS | SI{MBOLOS | MALHAS CRAUS DE
LIBERDADE (G.D.L.)

9-FULL o box 1 45
o 2 x 2 125
—0 4 x 4 405
9-UR1 o c cas
8 x 8 1445
SHELM-9 ___2___ 16 x 16 5445

4.2 - "PATCH-TEST".

4.2.1 - Introducgéo.

Como ja

39

explicado no primeiro capitulo, o "patch test” é um teste ide-

alizado para verificar se um determinado elemento convergira para a resposta correta

do problema & medida que ocorrer um refino de malha.

O teste é realizado montando-se alguns elementos de tal maneira que

pelo menos um né é completamente rodeado por outros elementos.

Aplica-se um carre-

gamento com deslocamentos ou forgas consistentes, de forma que correspondam a um es-

tado de deformacdo constante.

Se, apod6s computadas as deformagdes (ou tensdes} em

qualquer parte do elemento, elas coincidirermn com a resposta exata até o limite de

precisdo do computador, € dito que o elemento passou no "patch-test" [12].

fY
(0,0) (10,10)
47
IO . . o 4
|
(0,0) = (0,0
10

Figura 3 - Malha utilizada no "patch-test".

leira
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4.2.2 - Descrigdao do problema.

Existem varias malhas propostas para a realizagdo do "patch-test"
[39], [41]. A escolhida neste trabalho, e utilizada também por outros autores [4],

[15], [18], [19], é mostrada na figura 3.

Y

|
v _ NG
G Ys 1@5-1&%3 Y
U= Oprmer7zy 7777777
2 7 250 L F 7
u=0, Z L] g‘——- 1% . %»
s T B
A Y6 XU . /////4/////’ _{__X.u
U=\£W=O & u=v=w=0 vg-O viO 8
(q) (b)
05 U U6 w2 e
Q@é¢«no%z2;nwe 49§?zzz2257
=0 -32-04.2 . el ez=g.'% Y LA
7 =
R (7Y Y fa/s _G_X'U Vé; 8 7220, *M/GG_,X-U
0 2375 6 6 YO ) 8
(c) i ‘Y,V

(g ! | (h)

Figura 4 - "Patch-test". Cargas e condi¢gdes de contorno.
(a)Membrana o . (bJMembrand ¢ . (c)Cisalhamento ¥ .
XX yy Xy

(d)Momento M . (e)Momento M . (f)Torcio M .

XX 'A% Xy

(g)Cisalhamento T . (h)Cisalhamento T
vz XZ
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Para a malha mostrada na figura 3 foram impostas as condigBes de con-

torno e forgas consistentes de acordo com a figura 4. A

4.2.3 - Base comparativa.

Utilizando-se uma forga por unidade de comprimento de 0,6 [N/mm] e es-
pessura de 0,1 [mml], como mostra a figura 3, as tensBes por unidade de comprimento
que devem ser encontradas nos casos (a), (b), (c), (g) e (h) sio: '

(o =0 =T =T =T =

>

= 0,6 [N/mm2/mm] (85)

Para os casos de momentos (d), (e) e (f), conforme a figura 4, utili-
zando-se um momento por unidade de comprimento Mf = 0,6 [N.mm/mm], as tensdes por

unidade de comprimento nas partes superior e inferior da placa sio dadas por:

M h
f

—— = 36,0 [N/mm®/mm] (86)

o =

onde Mf ¢ o momento aplicado, h é a espessura da placa e 1 é o momento de inércia da

placa, dado por:

j=n
w

(87)

]
I

—
\M]

4.2.4 - Analise dos resultados.

Para todos os casos mostrados na figura 4, foi feita uma variagcdo na
espessura da placa entre 1 e 0,001, de forma que a relagdo (h/L), onde L é o compri-

mento do lado e h é a espessura, variou de 1710 a 1/10000.

Calculadas as tensdes para cada caso mostrado na figura 4, com as va-

riacdes de espessuras indicadas, observou-se gque:

a) para os casos (a), (b), (c), (g) e (h) os trés elementos concordaram com OS re-
sultados analiticos até a ultima casa de precisio da palavra do computador (16

digitos decimais).. .

b) Nos trés elementos testados para os casos de momentos, (d), (e) e (f), houve con-
cordancia com os resultados analiticos até a sétima casa de precisdo da palavra

do computador (16 digito; decimais).

Apesar da ndo convergéncia completa para a resposta exata do problema
nos casos (d), (e) e (f), como exige o "patch-test", pode-se dizer que o comporta-
mento dos elementos foi muito bom. N3o sdo esperados, assim, resultados estranhos a

medida que o refino de malha for acontecendo.
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4.3 - PLACA QUADRADA COM MALHA REGULAR.

4.3.1 - Introducgdo.

Este problema ¢é introduzido principalmente para testar a ocorréncia do
fendbmeno de travamento de cisalhamento. S3o propostos neste caso quatro situacbes

envolvendo diferentes condigBes de contorno e carregamento.

Para cada caso proposto a espessura € diminuida, de forma que a
relagdo espessura/comprimento do lado varia de 1:10 a 1:10.000.000. Testes seme-
lhantes foram realizados por outros autores [17] e [19]. O quadro 2 mostra os casos

estudados, e em cada um deles sio feitas malhas com 1 e 2 elementos por lado.

4.3.2 - Descrigdo do problema.

A figura 5 mostra as condigbes de contorno, bem como os carregamentos
utilizados nos quatro caso estudados. Devido a simetria dos problemas, apenas 1/4 ¢
discretizado. A figura 6 mostra as condigdes de contorno da parte modelada, bem co-
mo as geometrias dos problemas, enquanto que a tabela 1 mostra os parametros

geométricos utilizados neste problema.

e .
AVA

/"

Z/‘l“i/

’ t oAy

i.u
(@)

(aQ)

(C)

Figura 5 - Condic¢des de contorno e carregamento utilizados.
(a) engastado com carregamento concentrado.
(b) apoiado com carregamento concentrado.
{c) engastado com carregamento distribuido.

(d) apoiado com carregamento distribuido.
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Tabela 1 - Parametros geométricos e cargas adotadas.

VARIACAO VALOR ADOTADO
Comprimento L 0,3 [m]
Espessura h |variavel (3,0x10 2 a 3,0x10°%) [m]
Méd. de elasticidade E | 2,1x10+5 [MPa]
Coef. de Poisson v 0,3
Carga concentrada P 100,0 [N]
Carga distribuida Q 1,0x10°°% [MPa]

A regido da parte modelada foi dividida em uma malha com 1 e 2 elemen-

tos em cada diregdo x e y.

4 Yv + Y,v
Ng =0 NG,
e=0
I 2 // 7 2 I /‘l/ 7 4
o= |
u=v=w=0 _/62‘0 i
: u=v=w=0) I " le-g=0

Figura 6 - Condigdes de contorno utilizadas na parte modelada.

(a) engastado. {(b) simplesmente apoiado.

4.3.3 — Base comparativa.

Em cada caso estudado sdo obtidas as deflexdes verticais que ocorrem
no meio da placa, ou no ponto "A", conforme a figura 5. Para efeitos de comparagdo,
este deslocamento é comparado com as solugBes analiticas obtidas por TIMOSHENKO
[40], as quais sdo validas para placas finas. Para os casos onde o carregamento é

concentrado, os deslocamentos transversais do ponto A sio dados pela expressio:
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(88)

onde p € mostrado na tabela 2, sendo funcio das condigcBes de contorno utilizadas, P

é o carregamento concentrado imposto no ponto A, L é o comprimento do lado da placa

e D é a rigidez de flexdo de p

lacas, dada por:

Eh°

D=

12 (l—vz)

(89)

sendo que E, v e h-sdo respectivamente- o -méddulo de -elasticidade -longitudinal, coefi-

ciente de Poisson e espessura da placa.

Para os casos com carregamento distribuido a deflexdo w, no meio da

placa é dada por:

onde p € obtido da tabela 2 e Q é a carga distribuida aplicada na placa.

Tabela 2 - Valores de u para diferentes condi¢gbes de contorno e carregamento.

TIPO DE CARGA/
CONDICOES DE CONTORNO CONCENTRADA DISTRIBUIDA
Simplesmente Apoiadé 0,0116. 0, 00406
Engastada 0,0056 0,00126
Quadro 2 - Casos testados.
CASO . CONDICOES DE CONTORNO CARREGAMENTO

Caso A Simplesmente Apoiado - SA

Concentrado no Centro

da Placa - CC

Caso B Engastad

o - EN

Concentrado no Centro

da Placa - CC

Caso C Simplesmente Apoiado - SA

Distribuido - DD

Caso D Engastad

o - EN Distribuido - DD

4:3.4 — Analise dos resultados.

(90)

Os resultados obtidos neste problema s3o mostrados nos graficos das
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figuras 7 a 10. Observando-se os graficos mostrados pode-se tirar algumas observa-

¢Oes, como: A

a) Ha4 um comportamento bastante similar dos elementos 9-URI e SHELM-9 em todos os
casos estudados. Apenas quando foi usada a malha 1x1 para modelar a placa sim-
plesmente apoiada com carga distribuida, figura 9.a, nota-se uma pequena dife-.

renga entre eles.

b) O fenémeno do travamento no elemento 9-FULL esta bem conf igurado quando se anali-
sam as figuras 8.a e 10.b, que mostram os casos de placa engastada com carrega-
mento concentrado e distribuido, respectivamente, usando malha 1xl. O elemento
se comporta muito rigidamente a medida que a relagdo (h/L) diminui, fornecendo
resultados completamente irreais. | Quando neste mesmo caso a malha é refinada pa-
ra 2x2, figuras 8.b e 10.b, o elemento torna-se menos r'igido.' No entanto, os re-
sultados obtidos por este elemento ainda estdo aquém dos resultados analiticos,

evidenciando a ocorréncia do locking de cisalhamento no elemento 9-FULL.

c} Com relacdo ao elemento 9-FULL, -pode-se dizer que o fenédmeno do travamento se a-
presenta de uma maneira mais clara nos casos onde a placa estava engastada do que
quando estava simplesmente apoiada. Isto pode ser concluido analisando os gréa-

ficos das figuras 7.a e 8.a, 9.a e 10.a, 7.b e 8.b e finalménte 9.b e 10.b.

d) Apesar dos graficos n3o mostrarem, foram testadas relacées h/L (espessura/compri-
mento) menores que 1:10.000.000 (log{L/h) > 7). No entanto, neste nivel de rela-
¢80 comegam a ocorrer problemas com a precisdo da palavra do computador, forne-

cendo resultados sem nenhum significado fisico.

e) Em todos os casos analisados mostrados nos graficos das figuras 7 a 10, os ele-
mentos 9-URI e SHELM-9 n&do apresentaram o fendmeno do travamento. Nestes dois e-
lementos os resultados foram bem préximos das respostas analiticas corresponden-

tes.

4.3.5 - Figuras.

As figuras 7, 8, 9 e 10 mostram os graficos comparativos dos resulta-
dos obtidos para os casos A, B, C e D do quadro 2, usando malha 1xl! e 2x2. Nestes
graficos, os resultados obtidos foram todos normalizados usando os resultados

analiticos dados pelas equagdes (88) e (90).
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2.0 T T T T T 2.0 T T T T T T
1.8 | g e+ < 18t ge-fu -
9-URI S-—-URI
1.6 - A SHEM—s 1 = 1.6 A SHELM-9
1.4 | o 4 2 1.4 .
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log (L/h) log (L/h)
(a) N (o)

Figura 7 - Deslocamentos normalizados no centro da placa. Caso A.

Carga concentrada/apoiada. a) Malha ixl. b) Malha 2x2.

2.0 | . T T T T 1 ' 2.0 T T T T T 71
1.8 L ge-FulL 4 < q18¢L O 9-fulL |
’ © 9-UR! N O 9-URI
1.6 A SHELM-9 = 1.6 A SHELM-9 7]
1.4 - 4 2 14 -
1.2 4 E ot -
- — o -
1.0 < 1.0 \ SH—B—— BB
0.8+ O - -g_; 0.8 M‘D—D—— B
0.6 | = > 0.6 |- -
0.4 +~ -4 - _(T'; 0.4 + -
0.2 1 3 0.2 ' -
0.0 Lt o ool 1 1 1 1 1

0O 1 2 3 4 5 -6 7 ‘8 0O 1t 2 3 4 5 6 7 8

log (L/h) | log (L/h)
(e) | (b)

Figura 8 - Deslocamentos normalizados no centro da placa. Caso B.

Carga concentrada/Engastada. a) Malha lxi. b) Malha 2x2.
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Figura 9 - Deslocamentos normalizados no centro da placa. Caso C.

Carga distribuida/apoiada. a) Malha 1xl. b) Malha 2x2.
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Figura 10 - Deslocamentos normalizados no centro da placa. Caso D.

Carga distribuida/Engastada. a) Malha Ixl.. b) Malha 2x2.
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4.4 - PLACA QUADRADA COM MALHA REGULAR E DISTORCIDA. A

4.4.1 - Introdugao.

Este caso ¢ introduzido para testar trés caracteristicas importantes
na analise por elementos finitos, quais sejam: convergéncia com o refino de malha,

sensibilidade a distor¢do de malha e taxa de convergéncia.

A principio, um elemento ideal deve convergir para a resposta exata do
problema a medida que o refino de malha for acontecendo. Isto reflete a capacidade
do elemento de atingir um estado de deformacgdo-—constante quando for-utilizado um na-
mero bastante razoavel de elementos para a modelagem da estrutura. Se um elemento
ndo tem esta caracteristica, este torna-se um elemento ﬁéo confiavel para casos pra-
ticos.

Paralelamente a convergéncia com o refino de malha, o elemento deve
preferencialmente oferecer respostas satisfatérias a nivel de engenharia o mais
rapido possivel, ou seja, com a utilizagdo de um numero minimo necessario de elemen-
tos. De nada adianta um elemento ser confidvel a nivel de atingir a precisdo dese-
Jjada, se para isto for necessario a utilizagcdo de centenas ou milhares de elementos,
inviabilizando a modelagem por restrigdes numéricas. E por esta capacidade de se
alcangar resultados satisfatérios, com o uso de um numero minimo necessario de ele-

2.

mentos, que a taxa de convergéncia é importante.

_ Um outro aspecto muito importante a ser encontrado nos elementos fini-
tos € a capacidade do elemento de alcancar a precisdo satisfatéria utilizando malhas
distorcidas. Na pratica, dificilmente a estrutura a ser modelada tem contornos "bem
comportados”, de forma que uma malha regular possa ser utilizada. Na maioria dos
casos deve-se recorrer a pré-processadores para a geragio da malha utilizada na mo-
delagem. Idealmente, os pré-processadores deveriam produzir malhas com um minimo de
distorgdo, mas na realidade isto nd3o ocorre. O elemento, entdo, deve estar "prepa- -

rado” para ser usado em modelagens de estruturas com uma certa distorgao.

4.4.2 - Descrigao do problema.

Este problema baseia-se na analise de uma placa quadrada usando duas

malhas distintas: uma regular e outra distorcida. As malhas utiliiadas, bem como

suas caracteristicas geométricas sdo mostradas nas figuras 11 e 12.
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| <

= L -~

Figura 11 - Placa quadrada modelada com malha regular.

Figura 12 - Placa quadrada com malha distorcida.

A malha utilizada para modelar a placa, conf or‘rﬁe a figura 12, é a mes-
ma sugerida por RHIU [31]. _.Uma carga distribuida é aplicada, sendo que todas as la-

terais estdo completamente engastadas.

A obtengdo do refino é feita subdividindo-se cada elemento mostrado
nas figuras 1l e 12 tomando-se o ponto médio como referéncia. A figura 13 mostra as

condigbes de contorno utilizadas na modelagem, validas para as duas malhas mostradas
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pelas figuras Il e 12. A tabela 3 mostra os par&metros que foram utilizados nos
dois casos testados, conforme as figuras 1lI' e 12, enquanto que a tabela 4 mostra as

condigbes de contorno e carregamentos utilizados.

LY'V
T~ A
62/,‘/u=v=w=9,—92—0
U=V=W=O /Z--U=V=W=O
6]:6{:0 ° A . leezzo
o XU

Zw \
Z U=v=w= e,= ez=0 a

Figura 13 = Condigdes de contorno utilizadas na modelagem da

placa com malha regular e distorcida.

Tabela 3 - Parametros utilizados na placa com malha regular e distorcida.

Dimensdes em [mm]. Moédulo de elasticidade em [MPal.

MALHA REGULAR MALHA DISTORCIDA
Comprrimento L 300,0 , 300,0
Espessura h 7 3,0 : 3,0
M6d. de elasticidade E 2,1x10"° 2,1x10"°
Coef. de Poisson v 0,3 0,3
Comprimento a - 80,0
Comprimento | b - » 120,0

4.4.3 - Base comparativa.

Os resuitados obtidos para este problema s3o comparados com os resul-
tados analiticos dados por TIMOSHENKO [40]. S&o comparados os deslocamentos verti-
cais (na diregdo do carreg;mento) obtidos no centro da placa. Para este tipo de
_ problema com carga distribuida e condigBes de engaste nas suas laterais, TIMOSHENKO
fornece a seguinte equagdo para o deslocamento:

4

w = 0,00126 QL {(o1)
A : D
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Tabela 4 - CondigBes de contorno e carregamento utilizados na

placa com malhas regular e distorcida.

MALHA REGULAR MALHA DISTORCIDA
Condic;éesde u='v=w=61=62=0 u=v=w=el=62=0
Contorno ‘em x = y=0ce em (x = y = 0 e
X =y =1L x =y =1L
Carga distribuida Carga distribuida
Carregamento uniforme uniforme
Q = 0,1 Q = 0,1

onde Q é o carregamento distribuido, L & o comprimento do lado e D é a rigidez de

placa, dada por:

3
D=_EbB (92)

12 (1-v)
onde E & o moédulo de elasticidade, h é a espessura da placa e v é o coeficiente de

Poisson.

Para este caso especifico, o deslocamento vertical no centro da placa,
dado pela equagdo (91), com os dados fornecidos pela tabela 3, é igual a 11,9656

[mm].

4.4.4 ~ Andlise dos resultados.

A tabela 5 mostra os resultados obtidos pelos trés elementos 9-FULL,
9-URI e SHELM-9. Os graficos dados pelas figuras 14.a e 14.b mostram os resultados
comparativos obtidos pelos elementos para malha regular e distorcida, respectivamen-
te. J& os graficos dados pelas figuras 15, 16 e 17 mostram resultados individuais

obtidos com a utilizagdo de malha regular e malha distorcida.
Baseado nestes graficos pode-se tecer os seguintes comentarios:

a) Para este caso os elementos 9-URI e SHELM-9 se comportam de maneira muito simi-

lar. Isto & claramente visto através do gréfico da figura 14.a e 14.b.

b) A taxa de convergéncia dos elementos 9-URI e SHELM-9 é bem melhor que a taxa de

convergéncia do elemento 9-FULL. Neste problema, para se atingir quase a mesma



c)

d)

‘géncia tanto pode ser "por cima" quanto "por baixo".
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precisdo dos elementos 9-URI e SHELM-9, deve-se usar quatro vezes mais elementos
9-FULL do que elementos 9-URI ‘e SHELM=9," tanto para a malha distorcida quanto pa-

ra a malha regular.

Analisando-se os gréficos das figuras 15 e 16 pode?se dizer que para este caso o
comportamento do elemento 9-FULL, quanto a taxa de convergéncia, ndo é muito afe-
tado pela distorgio de malha, apesar da convergéncia ser lenta para ambas. Ja os
elementos 9-URI e SHELM-9 apresentam uma mudanga bastante acentuada de comporta-
mento com a utilizagdo da malha regular e distorcida. Com a malha regular a con-
vergéncia de ambos é "por cima", enquanto que com a mudanga para malha distorcida
a convergéncia de ambos é "por baixo". Esta mudanca de comportamento pode ser
explicada pela prépria formulacio dos elementos. Nos elementos mistos, a conver-
Isto explicaria o comporta-
mento do elemento SHELM-9. J& o elemento 9-URI, apesar de ser formulado utili-
zando o principio da minima energia potencial, perde a caracteristica de conver-
géncia "por baixo", devido ao uso da integragio reduzida. O elemento 9-FULL néo

perde a caracteristica de convergéncia "por baixo" com a mudanga de malha.

Os trés elementos tendem a convergir para a resposta exata do problema a medida
que o refino de malha vai se realizando, apesar dos elementos 9-URI e SHELM-9

atingirem muito mais cedo a resposta exata do problema do que o elemento 9-FULL.

4.4.5 -~ Tabelas e figuras.

Tabela 5 - Deslocamentos verticais obtidos pelos elementos 9-FULL, 9-URI e

SHELM-9 para placa quadrada com malha regular e malha distorcida.

Resultado analitico [40]: w, = 1,9656 [mm]. Valores em [mm].
9-FULL 9-UR1 SHELM-9
* -
NNL( ) MALHA |REGULAR |[DISTORCIDA|REGULAR [DISTORCIDA |REGULAR DISTORCIDA
5 2x2 0,0237 0,0215 2,407 00,4998 2,441 00,4689
S 4x4 1,557 1,453 1,995 1,881 1,997 1,866
13 6x6 1,795 1,767 1,981 1,969 1,981 1,967
16 8x8 1,879 1,866 1,979 - 1,977 1,979 1,976

(*) Numero de nés por lado.
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Figura 14 - Placa quadrada. Deslocamento normalizado vertical no centro

da placa com o refino de malha. a) Malha regular. b) Malha distorcida.
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Figura 15 -~ Deslocamentos verticais normalizados obtidos pelo

elemento 9-FULL com malha regular e distorcida.
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Figura 16 - Deslocamentos verticais normalizados obtidos pelo

elemento 9-URI com malha regular e distorcida.
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Figura 17 -~ Deslocamentos verticais normalizados obtidos pelo

elemento SHELM-9 .com malha regular e distorcida.

4.5 - TELHADO CIL{NDRICO.

4.5.1 - Introducio.
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Conhecido pela literatura de cascas como "Scordelis-Lo roof test”, em

homenagem aos autores SCORDELIS e LO [35], este problema tem sido usado por muitos

pesquisadores como teste de desempenho de elementos para cascas.
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Este problema faz parte dos problemas sugeridos por MACNEAL e HARDER

[25], como padrdo para teste de elementos finitos de casca. ®

Segundo BELYTSCHKO e outros [8], este problema é extremamente Util pa-
ra determinar a capacidade de um elemento lidar com estados compl‘exos de deformacéo
de membrana. Além disso, uma grande parte de energia de deformagdo é devida a ener-
gia de deformacdo de membrana, de forma que a influéncia dos modos de flexdo inex-
tensionais neste problema ndo é tdo critica. BELYTSCHKO e outros [8}] concluem ainda
que, mesmo elementos que possuam severos efeitos de travamento de membrana irdo con-
vergir a uma taxa moderada, enquanto que se o elemento for inadequado para a

predicdo de tensdes de membrana a convergéncia sera severamente inibida.

4.5.2 - Descricao do problema.

Este problema baseia-se na forma de um telhado cilindrico, sujeito ao
peso proéprio, com um unico rajio de curvatura. O telhado cilindrico é sujeito nas
suas bordas curvas as condigdes de contorno conhecidas como de diafragma rigido. As
suas bordas laterais sdo livres. A figura 18 ilustra o problema, bem como os

parametros geométricos envolvidos.

: 7

Figura 18 - Telhado cilindrico sujeito ao peso préprio e parametros geométricos.

A malha vai sendo gradualmente refinada, de forma que os deslocamentos

verticais do ponto A, mostrado na figura 18, vdo sendo computados.

Devido & simetria do problema, apenas 1/4 do mesmo é modelado. A fi-
gura 19 mostra as condigdes de contorno da regifio modelada, lembrando que as rotagso-

es 61, 62 mostradas nesta figura sdo rotagdes nodais e ndo globais.



Figura 19 - Condigdes de contorno utilizadas na regido modelada.
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A tabela 6 mostra os parametros envolvidos, conforme a figura 18, en-

quanto que a tabela 7 mostra as condi¢des de contorno e carregamentos utilizados.

Tabela 6 - Parametros utilizados no problema do telhado cilindrico.

Dimensdes em [mm)], moédulo de elasticidade em [MPal].

Variavel Valor
Comprimento L 50.000,0
Espessura h 250,0
Raio R 50.000,0
Angulo ¢ 40°
Médulo de elasticidade E 4.32x10°
Coeficiente de Poisson v 0,0

4.5.3 — Base comparativa.

Para este problema, os deslocamentos verticais na metade do lado livre

sdo comparados aos resultados fornecidos no trabalho de MACNEAL e HARDER [25], ou

seja, € adotado o valor de -0,3024 [mm] para a normalizacio dos deslocamentos verti-

cais obtidos no ponto A, conforme a figura 18.
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Tabela 7 - Condi¢Bes de contorno e carregamento utilizado no telhado cilindrico.

AY

u=w = 911) =0 em y =0
Condigdes de Contorno | u = 62 =0 em X =0
d
v = 62 =0 em y = L/2

carga distribuida uni f orme

Carregamento qQ = 90,0x10—6 N/mmz

4.5.4 - Analise dos resultados.

A tabela 8 mostra os resultados obtidos pelos trés elementos 9-FULL,
9-URI e SHELM-9, para o caso do telhado cilindrico. O grafico mostrado pela figura
20 visualiza os resultados normalizados obtidos pelos elementos a medida que o refi-

no de malha vai aumentando.
Observando-se o grafico da figura 20 pode-se afirmar:

a) A medida que o refino de malha aumenta, os resultados obtidos pelos elementos 9-
FULL, 9-URI e SHELM-9 tendem & resposta considerada correta do problema. Para as
malhas apresentadas neste, a convergéncia dos elementos 9-URI e SHELM-9 foram

"por cima" enquanto que a do elemento 9-FULL foi "por baixo".

b) Novamente ha uma semelhanca muito boa em relagio aos resultados apresentados pe-
los elementos 9-URI e SHELM-9. Os resultados apresentados pelo elemento SHELM-9
sdo levemente melhores que os obtidos pelo elemento 9-URI. Além disso, a conver-

géncia para a solucdo correta do problema é bem rapida em ambos os elementos.

c) A taxa de convergéncia do elemento 9-FULL ¢ muito lenta, quando comparada as dos
elementos 9-URI e SHELM-9. Porém, como dito antes,- a resposta obtida por este e-
lemento converge para a resposta considerada correta, a medida que o refino vai

acontecendo.
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4.5.5 - Tabela e figura.

Tabela 8 - Resultados obtidos pelos elementos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9
para a deflexdo vertical no meio do lado livre do problema do telhado

cilindrico. Valores em [mm)]. Resultado comparativo [25]: ~0,3024 [mm].

MALHA | 9-FULL 9-URI SHELM-9
1x1 -0,0285 | -0,3469 | -0,334
2x2 -0,0805 | -0,3105 | -0,3046
3x3 -0,1804 | -0,3058 | -0,3041
4x4 -0,2474 | -0,3043 | -0,3038
6x6 -0,2897 | -0,3037 | -0,3036
8x8 -0,2986 | -0,3036 | -0,3036
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Figura 20 - Deflexfo normalizada vertical no meio do lado livre
obtida pelos elementos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, com refino de malha.
4.6 — CILINDRO PUNCIONADO.

4.6.1 - Introducgdo.

Este problema, conhecido na literatura de cascas como "pinched

cylinder with end diaphragm”, faz parte dos problemas classicos de teste de elemen-

tos finitos para cascas.

BELYTSCHKO e outros [8] afirmam que o cilindro puncionado é um dos
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testes mais severos que podem ser aplicados em elementos finitos de casca, no senti-
do do elemento representar tanto a flex3o inextensional como estados complexos de

deformagdo de membrana.

4.6.2 - Descrigao do problema.

Neste problema, um ciliﬁdr‘o é sujeito a acdo de duas forgas concentra-
das aplicadas de forma diametralmente opostas. O cilindro é restringido ‘em suas ex-
tremidades pelas chamadas condigSes de contorno de diafragma. Como ha simetria do
problema, apenas 1/8 do cilindro é modelado. A figura 2l.a mostra um esbogo do pro-
blema, bem como os paradmetros envolvidos, enquanto que a figura 21.b mostra as con-

di¢gBes de contorno utilizadas para a parte modelada.

Para testar a habilidade dos elementos implementados neste trabalho
quanto a sensibilidade a distorgio de malhas tridimensionais, duas malhas foram uti-
lizadas. Uma regular, obtida através de sucessivas divisGes pela metade dos elemen-
tos, e outra irregular, obtida da seguinte forma: planificou-se a regido modelada
da figura 21.b de tal forma que um lado correspondesse a 1/4 do comprimento de uma

circunferéncia. O outro lado corresponde a metade do comprimento do cilindro.

e P L
[— 1 : I
A
V4
Y
R, -
X
kdiafragmal
P
(q)

Figura 21 - Cilindro puncionado. -a) Geometria. b) Condi¢Bes de contorno.
Baseado na malha sugerida por RHIU [31], atribuiu-se valores aos parametros
"a", "b", "c" e "d" mostrados na figura 22. Calculadas as coordenadas no plano, as
coordenadas do cilindro para a malha distorcida s3o obtidas com o auxilio da equagdo

(93).
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L=Rg (93)

AY
onde L é o comprimento obtido na diregdo de yl, conforme a figura 22, R é o raio do
cilindro e ¢ é o angulo em radianos. A tabela 9 mostra os parametros utilizados

neste problema, bem como a carga aplicada.

¥

Figura 22 - Malha irregular utilizada para o cilindro com diafragma.

Tabela 9 - Parametros utilizados no problema do cilindro puncionado.
Dimensdes em [mm]. Modulo de elasticidade em [N/mm°].

Forca concentrada em [N].

Parametro Valor Numérico
Comprimento L 600,0
Raio , R - 300,0
Espessura h 3,0
Médulo de elasticidade E 3,0x10°
Coeficiente de Poisson v _ 0,3
Comprimento a 120,0
Comprimento b 141,0
Comprimento c 188,0
Comprimento d 90,0
Forg¢a concentrada P 1,0
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4.6.3 - Base comparativa.

. , N
Para este problema, os deslocamentos verticais no ponto de aplicagéo

da forga concentrada sio comparados aos resultados fornecidos por BELYTSCHKO e ou-
tros [8]. Utilizou-se o valor de -1,8245x10"° [mm] para a normalizagdoc dos resulta-

dos obtidos.

4.6.4 - Anélise dos resultados.

A tabela 10 mostra os deslocamentos verticais na diregdo da aplicagéo
da carga concentrada, obtidos pelos elementos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, para o caso
do cilindro puncionado e com a utilizagdo da malha regular. A tabela 11 mostra os
mesmos deslocamentos obtidos para é malha distorcida proposta. Os gréaficos das fi-
guras 23.a e 23.b mostram um comparativo dos resultados 'dos elementos para as malhas
regulares e distorcidas, respectivamente. Ja os graficos das figuras 24, 25 e 26,
- mostram resultados comparativos individuais para as malhas regulares e distor‘éidas.
Analisando-se os graficos da_s figuras 23 a 26 pode-se fazer algumas observagdes com

relagdo a este problema.

a) Para as malhas regulares, os comportamentos dos elementos 9-URI e SHELM-9 sdo bem
semelhantes, convergindo para a resposta exata do problema, a uma taxa bem razoa-
vel. O elemento 9-FULL apresenta uma convergéncia muito lenta para este proble-

ma.

b} Analisando-se o grafico da figura 23.b, percebe-se que o elemento 9-URI tem um
melhor comportamento, quanto a sensibilidade a distorgdo de malha, do que o ele-
mento SHELM-9. Isto pode ser comprovado comparando os graficos individuais dos

dois elementos mostrados nas figuras 25 e 26.

c) Neste problema o tipo de convergéncia apresentado pelos trés elementos foi “por
baixo", ndo se notando o comportamento apresentado no caso do item 4.4.4. Notou-
se também que os valores obtidos pelos elementos 9-URl e SHELM-9 vdo um pouco
além dos resultados considerados corretos, quando utilizou-se malhas mais refina-

das.



4.6.5 - Tabelas e figuras.

Tabela 10 - Cilindro puncionado.

Malha regular.

Valores em [mm]..

Deslocamento vertical no ponto

de aplicacio da carga. Resultado correto [6]: -1,8245x10"° [mml.

ELEMENTOS

MALHA | 9-FULL (x107°) 9-URI (x10~°)| SHELM-9 (x107°)

1x1 -0,04247 - -0,1678--- - .. -0,1514 ... |
2x2 -0,0908 -1,425 -1,271
3x3 -0,1620 -1,705 -1,708
4x4 -0,2943 -1,780 -1,764
6x6 -0,6643 -1,825 -1,793
8x8 -1,030 -1,840 -1,815
16x16 -1,655 -1,864 -1,841
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Tabela 11 - Cilindro puncionado. Deslocamentos verticais no ponto de
aplicacdo da carga. Resultado correto [8]: —1,8245)(10_5 [mm].

Malha distorcida. Valores em [mm].

ELEMENTOS

MALHA | 9-FULL (x10™°) | 9-URI (x10~%)| SHELM-9 (x107°)
2x2 -0, 0759 -1,335 -0,910
4x4 -0,2167 -1,776 ) -1,666
6x6 -0, 4942 -1,838 -1,770
8x8 -0,8172 -1,844 -1,803
i6x16 -1,557 -1,861 -1,839
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Figura 23 - Curvas de convergéncia dos deslocamentos para o cilindro puncionado.

a) Malha regular. b) Malha distorcida.
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Figura 24 - Elemento 9-FULL. Curvas de convergéncia.

Malha regular x malha distorcida.
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Figura 25 - Elemento 9-URI. Curvas de convergéncia.

Malha regular x malha distorcida.
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Figura 26 - Elemento SHELM-9. Curvas de convergéncia.

Malha regular x malha distorcida.
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4.7 - SEMIESFERA.

4.7.1 - Introducdo.

Um problema bastante importante é o da semisfera. Este problema € in-

teressante por trés motivos basicos:
a) € um exemplo de casca com dupla curvatura;

b) a capacidade do elemento de representar estados de deformagdes inextensionais €
testada, visto que para este problema quase inexistem deformagdes de membrana

8l

c) é um problema muito bom para se testar a capacidade do elemento de sofrer rotagd-
es de corpo rigido em relagdo as normais a superficie da casca. “Segundo
BELYTSCHKO e outros [8], grandes se¢fes deste problema rotacionam quase como cor-—
po rigido em resposta ao carregamento mostrado pela figura 27.a, de maneira que a
capacidade -do elemento de modelar precisamente movimentos de corpo rigido é es-

sencial para o bom desempenho deste problema.’

O problema testado aqui difere um pouco do problema descrito por
BELYTSCHKO, visto que um furo ¢ introduzido em sua parte superior. No entanto, se-
gundo SALEEB e outros [34], os comentarios descritos nos paragrafos anteriores tam-

bém valem para este problema.

4.7.2 - Descrigdo do problema.

Este problema trata de uma semiesfera aberta em suas partes superior e
inferior. A. semiesfera é sujeita a dois pares de forgas conceﬁtradas apostas em di-
regao atuantesino plano diametral da semiesfera. A figura 27.a mostra o esbogo do
problema e os parametros envolvidos. Como existe simetria neste problema, apenas
1/4 da semiesfera ¢ modelada. A figura 27.b mostra as condigdes de contorno utili-

zadas na regido modelada.

As curvas de convergéncia s3o obtidas refinando-se sucessivamente a
malba, _de maneira a ter sempre uma malha NxN, onde N é o numero de nés ao longo de

um lado. A cada refino o deslocamento na diregdo da aplicacdo da carga € obtido.

A tabela 12 mostra os parametros envolvidos neste problema, juntamente

com as cargas aplicadas.
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Figura 27 - Semiesfera. a) Geometria. b) Condigdes de contorno.

Tabela 12 - Semiesfera. Parametros e carregamentos. Dimensdes em [mm].

Modulo de elasticidade em [N/mm-]. Carga em [NI].

Parametro - Valor
Raio R 1000,0
Espessura : h 4,0
Médulo de elasticidade E 6,825x10°
Coeficiente de Poisson v 0,3
Angulo é 18-
Forca concentrada P 1,0

4.7.3 ~ Base comparativa.

Neste problerr?a, os deslocamentos radiais no sentido da aplicagdo de
~carga sdo comparados aos valores dados por MACNEAL e HARDER [25]. Neste sentido, o
valor adotado para as normalizacdes dos deslocamentos u e vB conforme a figura 27.a

foi de 0,094 [mml.



67

4.7.4 - Anéalise dos resultados.

N

A tabela 13 contém os deslocamentos radiais na direcdo da aplicaqéo da
forga, obtidos pelos elementos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9. A figura 28 mostra um gra-
fico comparativo entre os resultados normalizados obtidos pelos elementos acima, com

o refino de malha.
Pode-se ver claramente com a ajuda da tabela 13 e figura 28 que:

a) A convergéncia do elemento 9-URI é excelente para este tipo de problema pois, u-
tilizando-se somente uma malha de 3x3, o elemento fornece um erro de apenas 2%,

enquanto que o elemento SHEILM-9, para a mesma malha, fornece um erro de -22%.

b} A medida que a malha vai sendo refinada os resultados dos elementos 9-URI e
SHELM-9 convergem para a solugdo do problema. Ja o elemento 9-FULL apresenta uma

taxa de convergéncia mediocre para este problema.
4.7.5 - Tabela -e figura.

Tabela 13 - Semiesfera. Deslocamentos radiais no sentido de aplicagdo da forga.

Valores em [mml]. Valor comparativo [25]: u,= 0,094 [mm].

ELEMENTOS

MALHA | 9-FULL 9-URI SHELM-9
2x2 1,504x10" ¢ 0,1015 0,03211
3x3 6,889x107" 0,09615 | 0,07288
4x4 2,085x10° 0,09501 | 0,08693
6x6 9,438x107° 0,09419 | 0,0922
8x8 | 2,421x107° 0,09394 | 0,09325

4.8 - CILINDRO ENGASTADO.

4.8.1 - Introdugdo.

Este problema é apresentado com o objetivo de verificar a ocorréncia

- do fenémeno de travamento de membrana em elementos de casca.

O fendmeno de travamento de membrana pode ser descrito como a capaci-
dade que o elemento possui de, em um caso de flexdo pura, flexionar sem se disten-

der, ou seja, sem que ocorram falsas deformagtes de membrana.
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Figura 28 - Curvas de convergéncia de deslocamentos para a semiesfera.

4.8.2 - Descricao do problema.

Para a realizacio deste teste é aproveitada a mesma malha de 1/8 de
cilindro utilizada pelo caso do cilindro puncionado. A diferenca estd nas condicdes
de contorno e carregamentos impostos. A figura 29 ilustra o problema, juntamente

com as condi¢des de contorno e carregamentos.

(Q) a (b

" Figura 29 - Flexdo pura de um cilindro. a) Geometria. b) CondigbBes de contorno.

Visto que' o problema é essencialmente um caso de flexdo pura, teorica-
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mente somente deverdo surgir esforgcos no plano devido aos momentos fletores aplica-

dos. ‘Os eventuais falsos esforgos que venham a acontecer devem ser desprezivéis em -

relagdo aos esforgos devido a flex3o.

Para a realiza¢do deste problema a malha foi progressivamente sendo
refinada, subdividindo-se cada elemento em dois. Deste modo foram feitas malhas NxN

onde N é o numero de elementos em um lado. Os valores de N foram: 1, 2, 4 e 8.

Paralelamente a isso foram obtidos os esforcos médios de membrana de-
vido a flex3o0 e tragio nos seguintes pontos de integragdo: pontos que utilizam a in-

tegragdo reduzida (2x2) e nos pontos de integragdo completa (3x3).

A geometria do problema é a mesma utilizada no item 4.6, de forma que

os dados estdo mosirados na tabela 9.

4.8.3 - Base comparativa

-Os momentos por unidade de comprimento foram normalizados em relagdo a

resposta exata do problema, que é dada por:
M = = (94)

onde M é o momento consistente aplicado e L é o comprimento do lado reto da parte do
cilindro em questdo, conforme a figura 29.a. Para este problema o momento adotado
foi de M = 0,6 [N.mm]. Com isto o valor exato do esforgo de flexdo por unidade de

comprimento ¢ dado por:

0,6 _ _
Me = m = 2,0){10 [N.mm/mm] (95)

Foi definida uma variavel C que relaciona os esforcos médios devidos
(-]
a tracdo, com os esforgos por unidade de comprimento devidos a flex&do, sendo norma-

lizados pela resposta exata do problema. Desta forma C ¢é dado por:
e
c =2 ‘ (96)

e M_

onde N sd3o os esforgos por unidade de comprimento médio devidos a tragcdo e M s&o
(2] n
os momentos por unidade de comprimento médio, sendo normalizados em relagdo a res-

posta exata do problema.

Os valores de C encontrados sio mostrados nas tabelas 14 e 1S.
e
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: N
Tabela 14 - Valores da variavel C para os pontos de integragdo completa (3x3).
e

MALHA | 9-FULL 9-URI SHELM-9
1x1 65,52x10°87,71x103|12,4 107>
2x2 | 26,52x107%|27,92x107%| 3,0 x107°
4x4 7,82x1073| 7,9 x107%| 0,8 «x107°
8x8 2,02x107%| 2,04x107%| 0,208x107°

Tabela 15 - Valores da variavel C para os pontos de integragdo reduzida (2x2).
(-]

MALHA | 9-FULL 9-URI SHELM-9
1x1 8,22x10° 3| 1,24x107% | 3,32x107*
2x2 7,33x10°%| 1,05x107'%| 3,03x107°
4x4 5,17x10°°| 1,04x10"*| 2,11x107°
8x8 2.24x10°% 1,00x107 | 1,41x107"

4.8.5 - Analise dos resultados.
Analisando-se as tabelas 14 e 15, pode-se

observagdes:

chegar

as seguintes

a) O elemento 9-URI nfo apresenta o fendmeno de travamento de membrana, pois ja que

o elemento utiliza a integragdo reduzida (2x2) nenhum falso esforco foi constata-—

do neste elemento.

Isto é claramente mostrado pela tabela 15, onde a variavel Ce

foi quase zero, indicando que ndoc ha mistura entre os esforgos de membrana e fle-

X80 para este problema.

b) Os elementos 9-FULL e SHELM-9, que utilizam a integrag8o completa em suas matri-

zes, revelaram a presenca do fenOmeno de travamento de membrana para este proble-

ma.

Isto pode ser constatado através da observagdo da tabela 14.

Apesar de am-

bos elementos apresentarem o fendmeno, o comportamento do elemento SHELM-9, em

relagdo a este problema, é melhor do que o comportamento do elemento 9-FULL.

c) Observa-se ainda que o fénémeno do travamento de membrana diminui & medida que a

malha vai sendo refinada.



CAPITULO 5

ANALISE DINAMICA

5.1 - INTRODUGAO.

No capitulo anterior foi estudada a aplicagdo dos elementos implemen-
tados computacionalmente (9-FULL, 9-URI e SHELM-9) na solugdo de problemas estati-

COs.

Este capitulo serd dedicado & analise do comportamento dos elementos
citados no paréagrafo anterior, quando da aplicacdo em problemas dindmicos. Os pro-
blemas dinamicos envolvem uma série de casos como flambagem, anilises ndo lineares,
impactos, freqliéncias naturais etc... Os casos de flambagem, analises ndo lineares
e impactos requerem formulagbes especificas para a sua solugdo. No entanto, a de-
terminacéo das freqliéncias naturais de um sistema resume-se na solugdo do problema

de autovalores e autovetores do tipo:

K-AM g¢=0 (97

sendo direta a sua aplicagdo pelo método de elementos finitos. Na equagdo (97), K
representa a matriz de rigidez, A si3o os autovalores, M a matriz de inércia e ¢ os
autovetores. Apdés a solugcdo da equagdo (97), as freqiiéncias angulares Q, dadas em

radianos por segundo, podem ser determinadas através da equacgdo (98):

Q =2 (98)

Em certos tipos de estruturas, onde o comportamento dindmico ¢ impor-
tante, a determinagdo das suas freqiiéncias naturais é fundamental para o desempenho

da estrutura.
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5.2 - ANALISE DE AUTOVALORES E AUTOVETORES.

5.2.1 - Introdugao.

Este ¢ um problema fundamental para se determinar duas caracteristicas

importantes:
a) Se a matriz de rigidez do elemento possui o posto correto;
b} Se o elemento possui os chamados modos falsos de deformaqéo.

Como se sabe, os modos falsos de deformacg@o correspondem ao numero de
autovalores nulos, excedentes aqueles que representam os movimentos de corpo rigido,

e estdo associados a autovetores ndo nulos.

Para se determinar os autovalores e autovetores recorre-se a solucgdo

da eguacgdo (97).

Os modos falsos de energia, como ja descrito no primeiro capitulo, po-
dem ser do tipo compativeis ou incompativeis. Os modos compativeis sdo aqueles que
podem se formar mesmo com a reunido de varios elementos. Os modos incompativeis sao

aqueles que ndo se formam com a unido de varios elementos.

Obviamente é desejavel que um elemento ndo tenha modos falsos de ener-
gia, mas se o tiver, a preferéncia é que sejam do tipo incompativeis. Neste caso, a
nido ser em problemas onde a solugdo possa ser alcangcada com um uUnico elemento, a
simples juncdo de varios elementos fara com que esses modos falsos de energia incom-

pativeis desaparecam.

5.2.2 - Descrigao do problema.

Para verificar se a matriz de rigidez possui o posto correto e se o
elemento possui modos falsos de energia, uma placa quadrada sem restrigdes no -con-

torno € analisada.

A solucdo do problema é dada por:
K' -2 Mg =0 (99)

onde M é a matriz de inércia do elemento e ¢ sdo os autovetores do problema.

A matriz K' ¢ dada por:

K!=K+aM (100)

onde K ¢ a matriz de rigidez do elemento e o« uma constante para tornar a matriz de



rigidez do elemento nZo singular ("shifting").

determinados através de:

onde A' ¢ determinado pela solucdo da equacgdo (99).

A figura 30 mostra a placa utilizada,

geométricos. A tabela 16 mostra os dados utilizados no problema.

Y

b

= livre

livre

livre

N

‘ \--Iivre

Figura 30 - Placa quadrada sem restrigdes no contorno.

bem como o0s
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Os autovalores do problema, 2, sé&o

(101)

parametros

Tabela 16 - Dados utilizados no problema da placa sem restri¢cdes no

contorno. Dimensdes em [mm]. Moddulo de elasticidade em [Kg mm/s*/mm>).

Densidade em [Kg/mm3].

Variavel ~ Valor
Compr‘irﬁento L 10,0
Comprimento a 25,0
Espessura h 0,1
Médulo de elasticidade E 2,1x10°
Coeficiente de Poisson v 0,3
Densidade especifica p 7,85x10°°
Constante 1,0x108

A placa definida acima ¢é 1til na determinagdo do posto da matriz de
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rigidez. No entanto, se houver a ocorréncia de modos falsos de energia, € interes-
sante saber se estes sdo do tipo compativeis ou incompativeis. Neste sentido, foi
elaborada outra malha com dois elementos apenas, como mostra a figura 3l. Os dados

utilizados permaneceram os mesmos mostrados pela tabela 16.

Y
condi¢bes de conforno:
placa livre
I T
] |
- — == L
| | X
7 i - i
a
Figura 31 - Placa retangular para determinagdo de modos falsos

de energia compativeis ou incompativeis.

Utilizando-se as placas mostradas pelas figuras 30 e 31, os autovaloc-
res e autovetores foram determinados com a aplicagio das equagdes 99, 100 e 10l. O
procedimento utilizado para a determinag3o dos autovalores e autovetores foi o da i{
teragdo subespacial [3]. Ap6és a determinagdo dos autovetores e autovalores, foi
feito um esbogo de cada autovetor associado a um autovalor nulo para verificar se
eles correspondiam ou ndo a movimentos de corpo rigido. Os que ndo correspondiam a

movimentos de corpo rigido eram os modos falsos de energia.

5.2.3 - Analise dos resultados.

As tabelas 17 e 18 mostram os nUmeros de modos falsos de energia em

cada elemento, com a utilizagdo da malha Ixl e 2xl, respectivamente.

Tabela 17 - Namero de modos falsos de energia. Malha 1xl1.

NUMERO DE MODOS
ELEMENTO FALSOS DE ENERGIA
S“FULL ' Y
9-URI 7
SHELM-9 2

Tabela 18 ~ Naimero de modos falsos de energia. Malha 2xl.

NUMERO DE MODOS

ELEMENTO FALSOS DE ENERGIA
S-FULL 0
9-URI 7

SHELM-9 0
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Observa~-se o seguinte:
a) O elemento 9-FULL n&o apresenta modos falsos de energia.

b) O elemento 9-URI apresenta 7 modos falsos de energia, sendo que sfo do tipo com-

pativeis, j& que eles aparecem mesmo com a reunido de elementos.

c) O elemento SHELM-9 apresenta dois modos falsos de energia. No entanto, eles s&o

do tipo incompativeis, desaparecendo com a jungdo de outros elementos.
5.3 — PLACA ENGASTADA - FREQUENCIAS NATURAIS.

5.3.1 - Ihtr‘oduc;éo.

Este problema é proposto para verificar o comportamento dos €lementos
implementados na solugdo das freqiiéncias naturais de uma placa engastada. E inte-

ressante .observar como se comportam tais elementos de casca na modelagem de estrutu-

ras de placas.

5.3.2 - Descrigao do problema.

Neste problema, uma placa é engastada em um de seus lados, sendo que
os restantes sdo livres. A figura 32.a mostra um esbogo do problema, com as geome-
trias envolvidas, enquanto que a figura 32.b mostra as condigdes de contorno utili-

zadas.

el
~
-
<
-
<

L a T
- - | &
J b
=~
N
N X X,u
V4 Z,W C@I
U=sv=w= :62=0 ’
Q) : (D)

Figura 32 - Placa engastada. a) Geometria. b) Condigbes de contorno.
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Quadro 3 - Malhas e numero de graus de liberdade.

MALHA noL ™)
2x1 75
4x2 225 ;
8x4 765

16x8 2805

As curvas de convergéncia até a quinta freqiiéncia natural sdo obtidas
refinando-se a malha gradualmente. O quadro 3 mostra as malhas utilizadas neste
problema, com os respectivos nimeros de graus de liberdade, enquanto que a tabela 19

mostra a geometria e dados utilizados.

Tabela 19 - Placa engastada - dados e geometria. Dimensdes em [m].

Moédulo de elasticidade em [MPal]. Densidade em [Kg/mal.

Variavel Valor
Comprimento a 25,0x10°°
Comprimento , b , 10,0x10"°
Espessura " h 0,1x107°
Médulo de elasticidade E 2,1x10"°
Coeficiente de Poisson v 0,3
Densidade p 7,85x10+3

5.3.3 - Base comparativa.

As freqgiéncias naturais obtidas s3o comparadas aos resultados

analiticos obtidos por LEISSA [24].

Para este problema, as' cinco primeiras freqiiéncias naturais sdo mos-

tradas pela tabela 20.

(*)} Numero de graus de liberdade.
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Tabela 20 ~ Freqiliéncias naturais analiticas.

MODO 1 2 3 4 S5

FREQUENCIA (s 137,7 716,9 859,4 2290,0| 2414,2

S5.3.4 - Analise dos resultados.

As tabelas 21 a 24 mostram as cinco primeiras freqiiéncias naturais ob-

tidas pelos elementos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, para as malhas 2xl, 4x2, 8x4 € 16x8,

respectivamente. Baseadc nestas tabelas foram construidos os graficos das figuras

33, 34-e 35, .que-mostram-as curvas -de convergéncia das freqiiéncias normalizadas. com-

o refino de malha.

a)

. b)

c)

d)

Baseado nestes gréaficos pode-se afirmar que:

Para 'a primeira freqiiéncia fundamental, mesmo utilizando uma malha grosseira, os
resultados apresentados pelos trés elementos sdo satisfatérios. Além disso, to-
dos eles convergem para a resposta analitica do problema, & medida que a malha

vai sendo refinada.

Os elementos 9-URI e SHELM-9 apresentam comportamentos excelentes e quase idénti-
cos. O erro obtido por estes dois elementos para as cinco primeiras freqiiéncias,

utilizando-se a malha de 4x2 elementos, foi menor que 2%.

Para este problema, o elemento 9-FULL necessita do dobro de elementos, para atin-
gir a mesma precisdo obtida pelos elementos 9-URI'e SHELM-9. Além disso, para
malhas grosseiras, o elemento nido tem precisdo no calculo de freqiliéncias mais e-

levadas.

No elemento 9-URI nio se observou o aparecimento de modos falsos de energia, para
este problema. Isto pode ser explicado pelas condicBes de contorno impostas a

placa, que impedem a formagdo dos modos falsos de energia.

5.3.5 ~ Tabelas e figuras.

Tabela 21 - Placa engastada. Malha 2xl. Freqiiéncias naturais [s—l].

“ELEMENTOS
MODO 9-FULL. 9-URT SHELM-9
1 | 146,0 135,7 136, 8
2 802, 5 719,5 716, 0
3 1442, 6 897, 4 901, 3
4 3667, 5 2419,4 2389, 6
5 6909, 8 3015,7 3027, 9




Tabela 22 - Placa engastada. Malha 4x2. Freqiiéncias naturais [s.

ELEMENTOS
MODO 9-FULL 9-UR1 SHELM-9
1 139, 6 136, 4 136,5
7) 738,5 716, 3 715,9
3 935, 2 854,7 855, 8
4 2433, 0 2290,0 2288, 8
5 3019, 0 2455,0 2458, 1 i

Tabela 23 -~ Placa engastada. Malha 8x4. Freqliéncias naturais [s-ll.

ELEMENTOS
MODO 9~-FULL .9-URI SHELM~-9
1 136, 5 136,5 136,5
2 715,2 715,3 715,2
3 852,77 852,6 852,77
4 2278, 8 2278,9 2278,8
S 2399,1 2398,7 2399,1

Tabela 24 - Placa engastada.b Malha 16x8. Fregiiéncias naturais [s—]].

ELEMENTOS
MODO S-FULL 9-URI SHELM-9
1 136, 8 136,6 | 136,6
2 717,0 - 714,1 714,1
3 - 857,4 852,5 852,5
4 2288, 8 2274,8 2274,9
5 2425,7 2395,4 2395, 4
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Figura 35 - Curvas de convergéncia. Quinta freqiiéncia.

5.4 - PA DE VENTILADOR.

5.4.1 - Introdugao.

Este problema, introduzido por OLSON E LINDBERG (28], também foi con-
siderado por NOOR e PETERS [27], sendo utilizado para teste dindmico de elementos
finitos de casca. FEle é composto de uma parte de um cilindro tendo um dos seus la-
dos engastado. A caracteristica importante deste problema ¢é o fato dele possuir um

raio de curvatura.

5.4.2 - Descricdo do problema.
A figura 36 mostra o problema em questdo, bem como as caracteristicas

geométricas e condi¢des de contorno.

Figura 36 - Problema da pa de ventilador.
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A tabela 25 mostra os dados utilizados neste problema, e os dados geo-

. métricos sdo mostrados na figura 36. . . . N

Tabela 25 - Dados e geometria utilizados. Dimensdes em [m].

Mobdulo de elasticidade em [MPal. Densidade em [Kg/m3].

Variavel Valor
Comprimento L 304,8):10-3
Espessura h 3,048x107°
Raio R 609,3x10°
M6dulo de elasticidade E 2,068x10+5
Coeficiente de Poisson v 0,3
Densidade p 7,8x10"°

Neste problema sfo formadas malhas NxN, onde N é o numero de elementos
em um lado. Um novo refino é alcancado dividindo cada elemento em outros dois. Pa-

ra cada nova malha s8o obtidas as cinco primeiras freqiiéncias naturais.

5.4.3 - Base comparativa.

As cinco primeiras freqiiéncias naturais obtidas pelos elementos 9-
FULL, 9-URl e SHELM-9 sdo comparadas as solugBes mostradas no trabalho de NOOR e
PETERS [27). '

Tabela 26 - Freqiiéncias naturais em [s ') obtidas por NOOR e PETERS {27].

MODO | FREQUENCIA

1 86,0

2 138,0

3 249,0

4 342,0
175 386,0

5.4.4 - Analise dos resultados.

As tabelas 27, 28 e 29 mostram as cinco primeiras freqgiiéncias naturais
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obtidas pelos elementos 9-FULL, 9-URI e SHELM-9, para cada malha utilizada.

Baseado nestas tabelas foram construidos os graficos de convergéncia

para cada uma das freqiiéncias, como mostram as figuras 37 a 39. A normalizagdo dos

graficos foi feita utilizando-se as freqiiéncias mostradas na tabela 26. Analisando-

se estes gréaficos pode-se dizer que:

a) Utilizando-se a malha 4x4 na modelagem deste problema, o erro maximo encontrado

b)

nas cinco primeiras fregiiéncias naturais pelos elementos 9-URI e SHELM-9 foi da
ordem de menos de 2%. Para se obter um erro de mesma ordem de grandeza, o ele-
mento 9-FULL necessita de pelo menos o dobro de elementos. Isto demonstra o oti-
mo desempenho dos elementos 9-URI e SHELM-9 na capacidade de predicdo de freqiién-

cias naturais neste problema.

Todos os elementos convergem para a resposta considerada correta, a medida que a
malha é refinada. No entanto, o elemento 9-FULL requer uma malha muito refinada

para atingir esta convergéncia.

¢) Para a terceira, quarta e quinta fregiiéncias o elemento 9-FULL apresenta uma con-

vergéncia rapida quando a malha ¢ refinada de 2x2 para 4x4. No entanto, apds is-

so, a convergéncia torna-se muito lenta.

5.4.5 - Tabelas e figuras.

Tabela 27 - Pa de ventilador. Malha 2x2. Freqiiéncias naturais [s'1.

ELEMENTOS
MODO 9-FULL 9-URI SHELM-9
1 109, 1 82,2 86 , 3
2 165, 4 139,9 146, 1
3 602, 2 243,3 267,2
4 733, 5 338,7 373,9
5 762, 6 390,3 413,8

Tabela 28 - Pa de ventilador. Malha 4x4. Freqiiéncias naturais (s

ELEMENTOS

MODO S-FULL 9-URI SHELM-9
1 88,8 85,7 86,3

2 145,5 138,3 139,6

3 292,7 247,5 249,77

4 372,9 343,0 347,6

5 431, 1 385, 1 390,0
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Tabela 29 ~ P4 de ventilador. Malha 8x8. Fregliéncias naturais [s’l].

ELEMENTOS
MODO 9-FULL 9-UR] SHELM-9
1 86,5 85,9 86,0
2 139, 8 138,6 138, 7
3 251,8 247,6 247,8
4 348,3 342,6 343, 1
5 393, 9 386, 1 386, 7
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Figura 37 - Curvas de convergéncia. a)Primeira freqﬁéncia. b)Segunda fregiiéncia.
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Figura 38 - Curvas de convergéncia. a)Terceira freqiiéncia. b)Quarta freqiiéncia.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1 - INTRODUGAO.

Este capitulo é dedicado a apresentagdo das conclusdes obtidas neste

trabalho, bem como as sugest8es para futuros trabalhos correlatos.

As concluses aqui apresentadas foram baseadas em resultados obtidos
por trés elementos implementados, 9-FULL, 9-UR]l e SHELM-9. No entanto, nada impede
que outros elementos considerados promissores sejam implementados numericamente, e

analises semelhantes as apresentadas neste trabalho possam ser realizadas.

As formulacgBes de novos elementos finitos para casca ainda é uma &area
definitivamente aberta. Isto é particularmente verdadeiro para as novas formulagbes

de elementos hibridos e mistos, apresentados ultimamente [21].
6.2 — CONCLUSOES.

Para os elementos analisados neste trabalho pode-se chegar as seguintes conclusdes:
a) Quanto ao fen6meno do travamento de cisalhamento.

O problema do fenémeno de travamento de cisalhamento, que surge em de-
corréncia das fungdes de interpolagio ndo serem capazes de representar exatamente a
restricdo de energia de cisalhamento transversal nula em cascas/placas muito finas,
nao foi observado nos elementos 9-URI e SHELM-9. No entanto, no elemento 9-FULL o
fendmeno mostrou-se claramente, pois em alguns casos o fendmeno inviabilizou a

solugdo ou forneceu resultados muito rigidos.
b) Quanto ao fendmeno do travamento de membrana.

O travamento de membrana, que reflete a incapacidade do elemento de,
em um caso de flex3do pura, flexionar sem se distender, nao foi notado no elemento
9-URI. No entanto, a presenga do fenémeno de travamento de membrana foi detectada

nbs elementos 9-FULL e SHELM-S.

cm

‘nto
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c) Quanto aos modos falsos de energia.

Com relagdo a presenga de modos falsos de energia, o elemento 9-FULL
foi o que apresentou os melhores resultados, pois ndo foi notada a presenca de tais
modos neste elemento. J& os elementos 9-URI e SHELM-9 apresentaram 7 e 2 modos fal-
sos de energia, respectivamente. Os modos falsos de energia do elemento $-URI sé&o
do tipo compativeis, ou seja, podem se formar com a reunido de véarios elementos. Os
modos falsos de energia do elemento SHELM-9 sio do tipo incompativeis, ndo se for-
mando com a unido de varios elementos. Portanto, a ndo ser em casos onde a r‘espo'sta
correta possa ser atingida com um Unico elemento, os modos falsos de energia do ele-
mento SHELM-9 ndo sdo tdo preocupantes quanto os modos falsos de energia do elemento

9-URLI.
d) Quanto a convergéncia para deflexio.

Neste aspecto, os elementos 9-URI e SHELM-9 apresentam resultados mui-
to superiores aos obtidos pelo elemento 9-FULL. Devido & simplicidade de sua formu-
lagdo, a con\}ergéncia para as deflexdes demonstrada pelo elemento 9-URI pode ser
considerada excelente. O elemento SHELM-9 apresentou convergéncias para deslocamen-
tos também muito boas. Somente no caso da semiesfera os resultados 6btidos pelo
elemento SHELM-9 ndo foram bons, com a utilizacio de poucos elementos. No entanto,
com a utilizacdo de mais elementos, a solugdo correta foi obtida. Ja& o elemento 9-
FULL n&o da bons resultados para deslocamentos e em alguns casos a convergéncia che-

ga a ser mediocre.
e) Quanto a sensibilidade a distorgio de malha.

Quanto & sensibilidade -a distor¢cdo de malha, os elementos 9-URI e
SHELM-9 forneceram bons resultados. No entanto, o éomportamento do elemento 9-~URI
em alguns casos foi superior ao obtido pelo elemento SHELM-9, principalmente em pro-
blemas n&do planos com malha considerada grosseira. Apesar deste fato os elementos
9-URI ¢ SHELM-9 convergem para a resposta exata do problema & medida que a malha vai
sendo refinada. O elemento 9-FULL apresentou uma razoavel sensibilidade a distorgédo

de malha, e com isto a convergéncia para a resposta exata do problema é prejudicada.
f) Quanto a convergéncia de freqiiéncias naturais.

Como era de se esperar, devido aos resultados apreséntados na parte
estatica deste trabalho, a convergéncia demonstrada pelo elemento 9-FULL é muito po-
bre, quando comparada as convergéncias obtidas pelos elementos 9-URI e SHELM-9. Pa-
ra o elemento 9-FULL s&o necessarios pelo menos o dobro dos elementos 9-URI ou
S_HELM—9, para se obter a mesma precisio destes ultimos. Os elementos 9-URI e SHELM-
94 tiveram comportamentos muito parecidos quanto ao calculo de freqiiéncias naturais.

Além disso, a convergéncia obtida por estes dois elementos foi muito boa, mesmo para
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malhas consideradas grosseiras.
g) Quanto aos melhores elementos.

Baseado no que foi exposto nos itens anteriores e nos critérios apre-
sentados por BATHE [4], pode-se dizer que nenhum dos elementos estudados neste tra-
balho atende aqueles requisitos. Obviamente isto ndo é nenhum demérito destes ele-
mentos, visto que até hoje tal elemento ainda inexiste. No entanto, analisando-se
os resultados obtidos pelo elemento SHELM-9 globalmente, pode-se recomendar a sua
aplicagdo em um programa de elementos finitos de uso geral. Devem ser salientados
os dois aspectos negativos encontrados neste trabalho. O primeiro foi a ocorréncia
do fendémeno do travamento de membrana na resolugio do problema da semiesfera. 'Ape—
sar desta ocorréncia, o problema foi solucionado com o refino de malha. O segundo
problema foi a ocorréncia de dois modos falsos de energia. No entanto, como anteri-
ormente mencionado, este problema ndo devera causar preocupa¢io quando a modelagem
da estrutura utilizar mais de um elemento, pois os modos falsos de energia encontra-

dos foram do tipo incompativeis, nfo se formando com a reunido de varios elementos.

Com relagdo ao elemento 9-URI, pode-se dizer que é um elemento exce-
lente para andlises estaticas. Nos casos estaticos testados neste trabalho, a con-
vergéncia obtida por este elemento foi muito boa, sendo em alguns casos superior a
obtida pelo elemento SHELM-9. Para os casos estaticos testados aqui, nio houve a o-
corréncia da singularidade da matriz de rigidez que inviabilizasse a solugdo do pro-
blema. Em certos casos, como afirmam BELYTSCHKO e outros [8], esta singular'id‘ade
pode ocorrer. H& que ressaltar o fato de sua formulacio ser muito mais simples que
a do elemento SHELM-9, ndo obstante o fato de que ao longo de todo o trabalho os re-
sultados obtidos por ambos os elementos fossem similares. Por isto, aiiado ao fato
de sua implementagdo ser muito facil, o elemento pode ser recomendado em um programa
de elementos finitos de uso geral, para a solugdo de problemas estaticos, desde que

.

as condigbes de contorno sejam suficientes para a resolugio do problema.

A sua aplicagdo em casos onde envolva o calculo de freqiiéncias natura-
is, embora possivel, ndo é tdo direta. Isto é devido ao fato da presengca de modos
falsos de energia do tipo compativeis, ou seja, aqueles modos que se formam mesmo em

presenga de varios elementos.

Por ltimo, o elemento 9-FULL, embora servindo de base para os outros
dois elementos, apresenta Tesultados mediocres, comparados aos elementos 9-URI e
SHELM-9. O fato da n&o ocorréncia de modos falsos de energia.foi o uUnico aspecto
positivo deste elemento. O elemento 9-FULL apresenta tanto travamento de cisalha-
mento como de membrana; é sensivel a distorcio de malha; a convergéncia para a res-

posta correta do problema é muito lenta e a capacidade de predigio de fregqiiéncias
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naturais é muito baixa. Portanto, a sua implementagdo numérica ndo é recomendada em

um programa de elementos finitos de uso geral.

hY

6.3 - SUGESTOES.

Apresenta-se agora algumas sugestdes possiveis para outros trabalhos

correlatos.

1) Propor novos elementos mistos utilizando o principio de Hellinger-Reissner, mas

com a utilizagdo de novos campos de deformacgdes e/ou tensdes.
2) Programa para otimizacio de freqiiéncias naturais de estruturas.

3) Um trabalho propondo testes padrdes para a analise exclusiva de elementos finitos

de casca, tanto estaticas como dinamicas.

4) Uma analise comparativa entre outros elementos de cascas com formulagdo linear,

analisando também o aspecto de convergéncia para esforcos e tensdes.

5) Mesmo trabalho realizado aqui, mas dirigido a elementos de casca para analises

nao lineares.

6) Um trabalho propondo um novo processo de estabilizacdo da matriz de rigidez do e-

lemento 9-URI.

7) Testes no elemento SHELM-9 utilizando a integragdo seletiva-reduzida ou reduzida.
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APENDICE A

FUNCOES DE INTERPOLACAO E SUAS DERIVADAS EM RELACAO AS COORDENADAS
NATURAIS &, n, PARA OS ELEMENTOS S-FULL, S-URI E SHELM-S

Para o elemento mostrado na figura A.l, as fungles de interpolagdo e

suas derivadas parciais em relagio a £ e 5 sio mostradas na tabela A.l.

"N

&)

Figura A.l1 - Geometria dos elementos 9—FULL, 9-URI e SHELM-9. -,



Tabela A.1 - FungBes de interpolacdo e suas derivadas.

Né Ni Ni,E Nl"’)

1| 5 -1 L (1| 2 (28-1) 21 (n-D) %E(E—l)% (2n-1)

2 (1-€%) 3 2 (a-1) 26 20 (a-1) | (1-€%) 3 (2n-1)

3 | ey a0 L ee) Lo - | L) L o2n-n
25t 2 7 z 1 2 2

- 1 2 ! 2 1

4 | zEE-1) ) | £ (26-1) U-n) 1€ (&-1) (-2m)

5 | (1-€%) (1-n%) -2¢ (1-9%) (1-£2) (-27)

6 %g(gu) (1-7%) -;- (26+1) (1-12) L& (&+1) (-20)

_ ) ) 1

7 | 3 &&-1) 5 0 (a+1) % (26-1) %n (n+1) %E(&—l) 5 (2n+1)

8 (1-€2) é—n (n+1) -2¢ % n (n+1) (1-£%) %(Znﬂ)

o | Lewrny g en| L 2eeny L e | Leern) L2
2 z 1 2 z 7 '3

95



APENDICE B

MATRIZ B* DE RELACOES DEFORMACOES-DESLOCAMENTOS EM RELACAO AO
SISTEMA GLOBAL

‘A matriz B, que relaciona deformagdes—-deslocamentos em relagdo ao
sistema global, pode ser particionada em 9 blocos de matrizes (6x5), formando uma
matriz que tem dimensdo (6x45). Mostra-se aqui apenas um destes blocos, ja que os

outros sdo determinados pela substituicio dos indices correspondentes.

Partindo da equacio (24), com as defini¢Bes das equagbes (23), pode-se

deduzir as seguintes expressdes:

e =3ty + 0y o+ 3t (B.1a)
xx 11 € 12 ' 13 ¢

et =3y, + 10y, w1l (B.1b)
yy 21 '€ 22 ’q 23 ¢

ef =1} w, + 3w, o+ 1w, (B.1c)
zz 31 g 32 'm 33 (¢

9 =3 a0y, 0y, 3y, v 0, by, (B.1d)

¥ =1 v, + ) v, +) v, +)] w,+J w, +] w, (B.1e)

¥ =J u+Jd u +J oyt ow+] w, +]1 W, (B.If)

Com o auxilio da equagdo (19), pode-se obter:

1 i i 1 - i i
= N = —
u,E I\i’i u, + [ 5 Z Nifg hibx] e + [2 Z Nl,g hiax] e, (B.2a)
_ 1 i i 1 i i
U, = Ni’n u + [ 5 e Ni’n hibX] 6 + [2»C N n hiax] 8, (B.2b)
u,, = LNl Je+ [l Nnoall 6 (B.2¢)
' 2 i1 x 1 2 iix 2 :
_ 1 i i 1 i i
V’F;' = Ni,g v+ [ 5 Z Ni’& hiby] 6 + [§ Z Ni’€ hiay] 62 (B.2d)
v, =N, v.+|L¢N, nbile +[len, nallel (B.2e)
N i'm i 2 i'n 1y] 1 2 i'm iy 2
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1 i i 1 i i

- _2 d B.2f

v,c ) [ 5 Ni hi by ] 61 + [2 Ni hi ay } 62 ( )

N
(1 i) i 1 i) i
= - = B.2

Wrg N1’§ Wyt L 2 < Nl’g hxbz] o * [2 &Ny hlaZ] 5, (B.2g)
(1 N i (1 AR

w, =N, w +[|-CN, hb| 8 +|5CN, ha_ |6 (B.2h)
n i'm i L 2 i'p 1z 1 2 i'm 1z 2
£ . . s -

w, = L Nhb e +fE nnal]el (B.2i)
C L 2 i1z 1 2 i1z 2

. . i i . -
onde hi é a espessura no né i, as ay, a, sao as componentes globais do vetor nodal
. i i i . . f .
e no né i e bx’ by, bz sdo as componentes globais do vetor nodal e, no né i. Os
f

!

vetores nodais e e e; s30 dados pelas equagbes (16) e (17).

Substituindo-se as equagdes (B.2) nas equagles (B.1) e ainda denomi-
nando-se: -

A.=J " N,.+1 N, (B.3a)
i n i€ 12 i'm

B.=J'N,.+J N, (B.3b)
i 21 1'€ 22 " i'm

C.=J'N,. +I}N, (B.3c)
i 31 i’ 32 i'm

D.=CA +J N (B.4a)
1 1 13

E.=CB. +J N (B.4b)

B | 1 23 1

F.=¢C, +J'N, _(B.4c)
1 1 33 1 .

. -1, . . . .
sem soma em i, onde Jij sdo as componentes da inversa da matriz jacobiana, e denomi-

nando-se também:

i a;
e, = > » (B.5a)
. h al
e =1 7 (B.5b)
12 2

h. a

i z
= B.S5c
€, > _ ( )



e
21

e
22

i
e
23

sem soma em i, pode se

™
1l

onde:

t
1 1 9 9
q={u,v,w,6,6,...,u,v,w,91,9}

e, para o noé i,

chegar a seguinte equagao:

B® q
-~ ~ ~ ~ -~ ~ t
{8 g e g Cg 3,8 2/8 '&’g }
XX Vy 22 Xy VZ XZ
(6x1)

1 1 1 1 2 9 9 9 2
(45x1)

sem somatério em i,

i i
0 0 - D.e D.e
i 21 i1
i 1
B. 0] - E.e E.e
i i 22 i12
i
0 C. - F.e F.e
i i 23 i713
i i i i)
A 0 -lE. + e E.e + D.e
i i21 i22 111 i12
3 r :
i i i i
C B. - e F + E.e

a8
(B.5d)
(B.5e)

(B.5f)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

- (B.9)

(exa5)

Esta matriz pode ser particionada em duas outras matrizes, uma corres-

pondente aos termos independentes de { e outra aos dependentes de <.

entdo, para o né i, sem somatério em i:

Obtém-se



{ 7 ) 4 3 9 N
-1 i -1 i
- J 'N.e [
13 i 21 13 1 11
[ 3\ { :
-1 i -1 i
-}1J_'N.e J_ N.e |
23 i 22 23 1 12},
o
i) (-1 i
-{I N JIN.e [
"33 1 23] 33 1 13
i . (B.10)
i 1. i )[.-1 i 1., i) |
N + J°N J'N.e. + J N |
i 21 3 22) {723 i 11 3112
i -1 i -1 i 1 i
N.e +J Ne |JI Ne +1J Ne |]-.
i22 23 i 23§33 i 12 23 113
. - \ - - \
- i -1 i -1 i 1 i
N.e + J "N.e N.e N.e '
31 21 13 123|733 i 11 13 113"
4 (6x45)
. i i T
0 -Ae A.e |
i 21 i1
i
0 - B.e B.e g
i 22 i1z
i
0 -C.e C.e |
i 23 i3
[.. (B.11)
i i i i
0O -|Be_+Ae Be + Ae | |
(7121 i 22 i i1z
( i) i i
0] -1C.e. + B.e C.e + B.e
iz22 i 23 i1 113 l
i i) i i I
0 -|C.e” + e Ce + A.e
i21 i 23 i iz |
\ 4 (6xa5)




APENDICE C

MATRIZ DE TRANSFORMACAO DE DEFORMACOES T, DO SISTEMA GLOBAL PARA O
SISTEMA LOCAL

Para se transformar um tensor deformagdo em relagdo a um sistema  de

. . . . 1 1
bases ortonormais ef, el et global para outro sistema de bases ortonormais e, e_,

1 2 3 o2
e, local, procede~se da seguinte maneira: '

I ~
Escreve-se os vetores de base e em fungdo dos vetores de base e% ou
1 3

seja:
1 1 g, g 1 g g ! g 2
e = (el ] el) e + (e1 ; ez) e + (e1 ] ea) e (C.1a)
! 1 gy _8 1 gy _¢8 1 g g
e, = (e2 . el) e + (e2 . ez) e * (el . e3) e, (C.1b)
r_ 1 gy .8 ! g, _& 1 gy _¢8 v
e = (e3 . el) e + (e3 . ez) e+ (e3 . e3) e, (C.1¢c)
ou na forma matricial:
e (e . e®) (el e®) e . eb) et
1 1 1 1 2 1 3 1
1| _ 1 g ] g 1 g g
e = (e2 . ev) (ez e’) (e2 . eS) e {(C.2)
1 1 g 1 g I g g
e, (e3 e®) (e3 ez) (e3 . eS) e,
denominando-se: ‘ .
1= (e . e (C.3a)
1 1 [
- i g
m = (el . ez) | (C.3b)
- 1 g
n = (e1 - e (C.3c)
I = (e . €8 (C.3d)
2 2 1 ,
= (e ef
m, = (e . e) (C.3e)
- i g
n, = (e2 - e (C.3f)
1= (e . &t (C.3g)
3 3 1 28
m, (e3 - e) (C.3h)



101

n, = (e, . e) (C.31)

- 3

1 2 3
6 = |m m m ‘ (C.4)
1 2 3 i :
n n n
1 2 3

Substituindo-se a equacgéo (C.4) na equacgio (28) e expandindo-se e re-

arranjando-se os termos, obtém-se a seguinte equacgdo de transformagao:

e =T ;g : (C.5)

~1 ~ o~ . .
onde £ ¢é o vetor de deformacio expresso em relagdo ao sistema local, sendo dado

por:

~ ~ ~ ~ ~ ~ t

~]

€={811811€l]'3’11'3’11711} (C.6)
XX yy 2Z Xy yzZ ZX

-~

e® & o vetor de def ormagido expresso em relagdo ao sistema global, dado pela equacgao

(22), e 'fe é a matriz de transformacio de deformagdo do sistema global para o siste-

ma local, dada por:

m n L m m n nl
1 11 1 1
2 2 2 .
l m n I m m_n nl
2 2 2 272 2 2 2 2
2 2 2
l m n -l m m_n nl
F o= 3 3 3 33 .33 33 (C.7)
e

21l 2mm 2nn (Um+lm)mn-+mn) (nl +nl)
1 12 12 21 1 2 21 172 21

20l 2m m 2nn (U m+4+lm)(mn+mn) (nl +nl)
2 2 23 23 3 2 22 32 23 32

20l 2m m 2nn (Im+!m){mn+mn) (n.l +nl)
RS 3. 31 371 1 3 31 13 31 13,



APENDICE D

MATRIZ DE INERCIA

A matriz de inércia consistente é obtida através da expressdo da ener-

gia cinética T do elemento, sendo escrita na forma:

T=3 Jp W2 av (D.1)
Os deslocamentos destes elementos sdo dados pela equagéo (2.13), ou seja
u u —Oiefi + Bie“
i 1 2x 2 1x
vi=N {v +C LN h {-8efl + 0l (D.2a)
i i 2 i 1 2y 2 1y
w w o'e’’ + g'el!
i/ ¢=0 1 2z 2 1z
A equacgdo .acima pode ser escrita na forma:
u=ﬁllq+§f<12q (D.2b)

onde q é o vetor das variaveis nodais na forma da

respectivamente por:

N 0 00 ON, O 00 Of |N
ﬁ1=0N10000 N, 0 0 0}...{0
0O 0 NO OO0 0 NO O 0
3
000 [-ANnhb'|liNnhal 000
2 llx}LZ 11 x
~ 1 1) {1 1
N =|000|--Nhbv'||=Nha Jooo
2 2 ‘k2 171y
N/
000(-1th1 lNha‘] 000
2 llzk2 11 2

= 3x5

equagdo (21) e ﬁl, ﬁz sdo dadas

(D.3)

(D.4)
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onde Nx s8o as fungbBes de interpolagdo do elemento dadas pela tabela A.l; hl sdo as

- i i i i i 1 . :

espessuras nodais, a, a, a e b, b, b sdo as componentes dos vetores nodais
P . x y z x \Y 4 £ P

unitarios e, e, respectivamente, no né . Os vetores e e, sdo dados pelas

equagdes (16) e (17), nesta ordem.

Derivando em relagdo ao tempo a equagéo (D.Zb), e substituindo-se na

equagdo (D.1), tem-se

N —

t -
qt p [[Nl+ Z Nz) {N1+ C Nz]] 'ch=0 dZ d€ dn } g (D.5)

integrando-se na direcio da espessura e sabendo-se que:

r+1

da¢ = 2 (D.6a)
-1
r+1
€df =0 (D.6b)
!
r+1
g dg =2 (D.6c)
J 3 l
-1
pode-se chegar a:
T=lét2pﬁtﬁm d€ dn + Z|p N'N_ [3]  d€ dn| q (D.7)
2 101 3 2 2 _
=0 =0
ou
T = % q M gq (D.8)
A matriz:
M=2|pR'R 3] dgan + Z|pRN 3] ddn (D.9)
¢=0 ¢=0

€ a matriz de inércia consistente para este elemento, onde p é a densidade do mate-
rial, Kll e 'KIZ sdo dadas pelas equagdes (D.3), (D.4) e l‘ll§=0 ¢ o determinante da ma-

triz jacobiana, calculada em Z=O0.



APENDICE E

INTEGRACAO NUMERICA PELA QUADRATURA DE GAUSS

As matrizes resultantes dos processos de discretizagdo via elementos

finitos sdo do tipo:

A= J f, € dn dg (E.1)

Normalmente a funcgio "fA" ¢ dependente das variaveis naturais £, m, {, cuja integra-
gao analitica é dificil de ser realizada. Recorre-se a um processo numérico de in-
tegracdo, sendo adotado neste trabalho o mais comum deles, que é o processo de .inte-

gragdo pela quadratura de Gauss. Neste processo tem-se:

+1  ,+1 +1 V
I [ J f (€, m, &) d€ dn dC = win_wk . f (Ei,nj,(;'k) (E.2)

-1 7 -1 -1

(i=1,2,...,n) (j=.,2,...,n) (k=1,2,...,n )
i ) k

onde

w. — pesos de integragao

Ei, T)j, Ck —> coordenadas dos pontos de integragao

n, nj, n — numero de pontos nas diregdes i, j e k, respectivamente
& n C — coordenadas naturais do elemento

integracgao.

A tabela 1.1 d& as coordenadas dos pontos e pesos para cada ordem de



TABELA 1.1 - Coordenadas e pesos de integragdo.

/

i &i w.
1 0 2
1/43 -
2 - 1/43 2
1 0 8/9
d15/5 5/9
3 - {15/5 5/9
1 0,861136311594053 | 0,347854845137454
2 -0,861136311594053 | 0,347854845137454
3 0,339981043584856 | 0,652145154862546
4 -0,339981043584856 | 0,652145154862546
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APENDICE F

DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO SHELM-9

Partindo-se do funcional dado pela equagdo (63) tem-se:

Lt t
Hr(u,El) = I [— e De +e D e’] dv - W (F.1)
v ,

(o]

Nl =

~

onde’ & é o vetor das deformacgdes independentes referente ac sistema local, e 6o
vetor das deformagfes provenientes dos deslocamentos, também referente ao sistema
local, D ¢ a matriz de relagdes constitutivas tensdes-deformacgdes e Wo é o trabalho
devido a aplicagdo das cargas externas. O elemento infinitesimal de volume dV pode
ser calculado através da seguinte expressio:

-

= |3 oo € an dg (F.2)

onde |J|<_0 é o determinante da matriz jacobiana dada pela equagdo (25), calculado
em {=0, ja que é considerado que |J| ndo varia muito com a espessura. Além disso a
matriz de relagdes constitutivas tensdes-deformagdes, D, pode ser particionada na

forma:

D = 1 (F.3)

onde D1’ D2 sdo dados pelas equagles (47) e (48), respectivamente.

~

Os vetores € e € sdo dados pelas equacdes (73) e (36), sendo rees-—

-
e = n]n + ( (F.3)

i
i m
1
s

critos aqui:

™ >

>

+C (F.4)

xR >

Substituindo-se as equagdes (F.3) e (F.4) em (F.1), com o uso de (F.2), pode-se

obter:

t
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-( 1 —lt -1 2 -—1t -1 —lt ~1
Hr =113 [em D1 e+ g e ‘D1 €t 7 D2 75]‘+" C N
A
' p ot . 1% s p ol ;‘t D ;‘] |3],_ d€ dn dg - W (F.5)
™ 1 m b 1 b s 2 s =0 |, 0

!

Integrando-se na diregdo de { e rearranjando-se os termos, obtém-se:

. t t R
m=|[-1sp g +c Del]|J|_dEdn+
r Al 2 m m m ¢=0
J
( t
(1g b g« e 9], ag dn+
2 b b b =0
)A ’
( { t t -~
13 D 7 +7 D 7;‘] )] dcdn-w (F.6)
s s s s s s 0
JA £=0
onde:
1 v 0
*! 2 E
D =J D dC = 1 o (F.7a)
m 1 2
-1 (1-v°) 1-v
0 (0] 5
1 v 0
! 2 E
D = I D dc =-S5 0 (F.7b)
b 1 2
-1 3{1-v") 0 1-v
2
» +1 - 1 0
—4 = F.7
D_ I D, d¢ = « 26 [o 1] ‘ (F.7¢c)

~1

onde E e v s3o o médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do material do ele-
\
mento, respectivamente, k é o fator de corregdc das tensdes cisalhantes transversais

e G é o médulo de elasticidade tranversal, dado pela equagdo (49).

Sabendo-se que:

el =p B (F.8a)
m m m

_l _

ge, = ¢ ij B, (F.8b)
7 =P B ' (F.8¢)
S S S .

' =B q (F.8d)
m m

Al _

¢e, = ¢ B q (F.8e)
S s
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onde B , Bb, B s3o os vetores das variaveis nodais de deformagdes de membrana, fle-
m s

xd0 e cisalhamento, respectivamente, q ¢ o vetor de varidveis nodais de deslocamen-
N

tos e P , P s3o dados por:
m s

P =T P (F.9a)
m m m ,
/
P =T P° (F.9b)
S S S
onde P:; e P: sdo por sua vez:
2 2 ,

1 € n &€n n° &n O O O O 0 0 0 0 O
1>r:=oooo‘§2 0 1 € n €n €5 0 0 0 O (F.9¢c)
0000 O 0 0OO0O O 0O 1 & m &), o

1 € n €n €70 0 0 0 O
P" = (F.od)

50000§n1€n€n(m)

com 'l'm e 'l's definidos pelas equagdes (G.15) e (G.16) e Bm, Bb, Bs sendo dados res-
pectivamente pelas equac¢des (37), (38) e (39).

Com isto, substituindo-se as equagdes (F.8) em (F.6) e usando as

equagdes (F.9), pode-se chegar a:
r

1t t t ¢
m = ) Bm UAPmDum | ] C=0d€dn] Bm+ Bm( IAPm DmB_m |1 c=Odgdn] q+

1 .t t t t
> Bb UAPmePm |JI§=Od€dn] Bb+ Bb( JAPm DbBb|J|€=0d§dn]q +

1t t t ¢ _'
-5 BsUAPstPs lf”C:Odgdn]B: Bs[ IAPS Dslechzodgdn]q WO (F.10)

Denominando-se,

m

t »
I! m m m I IQ——O ( _

t
- F.11b)
6, IAPm D, B, [4],_o d€ dn (

t
= F.11
G JAPS D, B, 3] d€ dn (F.11c)

s
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— t E
H = JAPm D_ P |3l ,g € dn (F.122)
. |
H, = [ P! D, P 3] dE dn | (F.12b)
A !
t
H = JAPS D_ P |J|<=O d¢€ dn (F.12¢)

pode-se reescrever a equacgdo (F.10) na forma:

_ {1 4Lt t 1t t
Hr_[zBmHmBm+Bmeq]+[szHbBb+Bbiq]+
1 _t t
[ 5 BS Hs BS + BS Hs q] - W0 : (F.13)
onde os indices "m", "b", "s" estdo sempre associados a membrana, flex3o e cisalha-

mento, respectivamente.

Fazendo a estacionariedade de T (8 T =0) em relagdo aos vetores Bm,
r r

B., B chega-se a:
b s

G q-H B =0 (F.14a)
m m m .

G, aq-H B =0 . (F.14b)

G q-H B =0 (F.14c)
s S S )

Das equacdes (F.14) determina-se:

B =H 'G q (F.15a)
m m m
-1
B,=H'G q (F.15b)
B =H'G q ' (F.15¢)
s s -8

Substituindo-se as equacgdes (F.15) em (F.13), com Wo = qt f, tem-se:

.,
N —

[qt[c.t H'c +¢'H'c +c6'H? G]q ] - q'f (F.16)
m m m b b b s s s )
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ou na forma mais reduzida:

m =

r

qt K q - qt f (F.17)

N =

onde K ¢ a matriz de rigidez dada por:

K=¢'H'c +c'H'c +G¢'H'GC (F.18)
b b b H s S

m m m



APENDICE G

MATRIZ DE TRANSFORMACAQO DE DEFORMACOES DO SISTEMA NATURAL PARA O
SISTEMA LOCAL

O vetor de deformacgio El' que aparece no principio de Hellinger-
Reissner modificado, conforme a equagdo (63), ¢ um vetor de deformagd@o referenciado
ao sistema local de coordenadas. Porém, as deformacdes mostradas de acordo com as
equagdes (71) sdo referenciadas ao sistema natural (£,7m,{) do elemento. Naturalmen-
te a transformagdo de tais deformagdes do sistema natural para o sistema local se
faz necesséria.

tensorial:

(G.1)

=1 ~ . =n
onde E° é o tensor de deformagdo referente ao sistema local, E" é o tensor de defor-

magdo referente ao sistema natural e ® é a matriz de transformagio do sistema natu-

ral para o sistema local.

O tensor E & dado por:

€11 €11 €11 (G.2)
y x vy vz
€11 €11 €11
| zx zy zz |
O tensor E" é dado por:
B € e, ]
33 &€n £C
P P e (G.3)

o4 £ £
ng . gy

€ € €

“ce fon S

A determinagdo da matriz ® pode ser realizada da seguinte maneira:
. . 1
considerando-se os sistemas de coordenadas global X, local X, natural X" e as se-

guintes transformagdes entre eles:

Esta transformagio ¢é realizada através da seguinte transformacgio

| A g
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(G.4)

(G.5)

(G.6)

onde J é a matriz jacobiana de transformacio do sistema global para o sistema natu-

ral, & é a matriz jacobiana de transformagio do sistema natural para o sistema local

e 8 a matriz dos cossenos diretores entre os sistemas local e global.

Além disso x,

n | . . :
X e X sd3o vetores . associados aos sistemas global, natural e local, respectivamen-

te.

Substituindo-se a equagdo {(G.5) em (G.4) e igualando-se o resultado a

(G.6), obtém-se a seguinte relacio:

Pré-multiplicando os dois lados da equagdo (G.7) por J_I(x

a matriz jacobiana procurada, ou seja:

(G.7)

] , obtém-se
n

(G.8)

onde J & a inversa da matriz jacobiana dada pela equagio (25), calculada em &=0,

n=0 e L=0. O é a matriz dos cossenos diretores entre os sistemas global e local e

X

A matriz 8 é dada por:

n
X . . « . - .
@[——1) a matriz jacobiana de transformacdo do sistema natural para o sistema local.

(G.9)



g,egeeg
r 2 - 3

11 I . . .
el, e2 e e3 sdo os vetores de base ortonormais associados ao sistema local.

113

s3o os vetores de base ortonormais associados ao sistema global;

A transformacdo dada pela equacdo (G.1) é realizada apenas no plano

11 €11
X x Xy
€11 £11
yx yy
€11 €11
| zx zy

e11] [
Xz ¢11
£11]=
yz ¢12
g11] (O
Z Z

¢

21

¢

22

0

0]

o

L

‘eg
En&

€

83

€

€n

£
nn

CCn

€

enc

K<d

(€,m), de forma que ela pode ser expressa da seguinte maneira:

.

€¢

(G.10)

Expandindo-se o lado direito da equacdo (G.10) e realizando-se alguns

agrupamentos pode-se chegar a:

el =T &° (G.11a)
m m m
1 n
- G.11b
ce =¢T & (G.110)
7 =T 7 (G.11c)
S S s )

—1 S S - - .
onde €, er, ¥ sdo as parcelas de deformagSes de membrana, flexdo e cisalhamento,
m s

T N ~

Ceb, ¥ sdo as parcelas de de-
s

formagdes de membrana, flex3io e cisalhamento, respectivamente, referenciadas ao sis-—

. - . —n
respectivamente, referenciadas ao sistema local. €,
m

tema natural {€,7,{). Estas deformacdes sido dadas pelas equagbes (71), ou seja:

" =P" B (G.12a)
m m m
e =CP" B (G.12b)
b .m b
7" =P"'R (G.12¢)
S S S
onde P; e P: sdo dados por:
1 € nén 2 ¢én 0 0 0 0 0 O O O O
P°=10 0 0 0 €€ 0 1 € m € €9 0 0 0 0| (613
0000 O O O O O O o© 1 £ =0 &y

En
p" = (G.14)
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Com relagdo as equagdes (G.12), B , Bb e B s8o os vetores dos parame-
- m S
tros de deformagdes de membrana, flexdo e cisalhamento, respectivamente. N

As matrizes T e T que aparecem nas equagdes (G.11), provenientes da
m S

equagdo (G.10), s3o dadas por:

6 o ) (¢, o) (¢ . ¢, )

11 11 21 21 11 21

T = |(¢ ¢ ) (¢ ¢.) . (¢ ¢ ) (G.15)

m 12 12 22 22 12 22

(2¢11 ¢12 (2¢21 ¢22) (¢ ¢22 * <blZ ¢

11 21

¢ ¢

T =% 12 (G.16)

¢ ¢

21 11

Substituindo-se as equagdes (G.12) em (G.11) obtém-se:

e =T P B (G.17a)
m m m m

Ce =C¢T PR (G.17b)

b m m b

7 =T P°B (G.17c)

S S S S
Denominando-se:

P =T P" , (G.18a)
m m m

P =T P (G.18b)
S S S

e =P B (G.19a)
=t = . -

Ce, =CP B (G.19b)

7 =P B (G.19¢)

.



APENDICE H

DETERMINACAO DOS ESFORCOS NOS ELEMENTOS S-FULL, S-URI E SHELM-3

Considera-se os elementos mostrados na figura (H.1), referentes ao

sistema . global, juntamente com seus esforcos por unidade de comprimento Nx , N ,

X yy
N,M,M , M ,Q eQ .
Xy XX vy Xy yz XZ

Y Y M
4 % yx
A" /Nyy A |
' ~ Nyx / & 7 Myy ,
A7 —_——t L v S
e m s T ¢/ —
// ny /// : Myx
z N, 2/ M
g XX . Xy
/4 /
.// // Az
G _.C__'\; 77 < X
e ' 6
Q) / (D) !
Figura H.l1 - Esforgos em um elemento de casca.

Dados os deslocamentos (ug,vg,wg) em relacdo ao sistema global:
w¥=u+z B, (H.1a)
vw=va+zp (H.1b)

v
wi=w+z Bz (H.1c)
com:
f f
B = [_ 6 e +0 e ] (H.2a)
x .1 2 2 1
X X
B = [— 6 e +0 & ] (H.2b)
y 1 1

B =0 ' (H.2¢)
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f
onde 91, 92 sdo as rotagBes mostradas pela figura H.l e e, e, sendo dados pelas e-

f
1
quagBes (16) e (17). Além disso u = u(x,y), v = v(x,y) e w = w(x,y).

Sabendo-se que:

et =¥ =¢ +2zk ’ " (H.3a)
XX X XX XX i

ef =vt =g +2zk ‘ (H.3b)
yy y yy vy

et =wt =0 (H.3c)
zZZ z

2 =u® +v® =gy +2zk (H.3d)
Xy y ' X Xy Xy

2 = s wd =8 + w, (H.3e)
yz z y y y

3’g = u% + W% = B + W, (H.31)
Xz z X X X

onde k , k e k s30 as mudangas de curvaturas dadas por:

XX yy xy
kK =8 (H.4a)
XX X, X
kK =g (H.4b)
yy v,y
k =8 +98 (H.4c)
xy X,y y,x

Impondo-se um estado plano de tensdes, no qual:

c = E 5 [gg + v et ) (H.5a)
XX ‘(1—v ) X% vy

e = _E - [V ef + ¢t } » (H.sb)
o (1-p?) Xx vy

o = Gyt * (H.5¢)
xy xy

o =k Gyt (H.5d)
yz vz

c =k Gyt (H.5e)
yz Xz .

onde E, G e v s3o o médulo de elasticidade longitudinal, médulo de elasticidade

transversal e coeficiente de Poisson do material, respectivamente. O fator "k" é

usado para corrigir a distribuicdo de tensbes cisalhantes ¢ L s ao longo da es-
y

pessura.

O modulo de elasticidade transversal ¢ dado por:
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G =t . (H.6) - -

T2 (1)
Os esforgos por unidade de comprimento s&o dados por:

+h/2

N = e dz = E h {e + Ve ] (H.7a)
XX ) _hr2 XX ( l_vz) XX vy )
+h/2
N = c dz = Eh [v € + g } (H.7b)
vy bz 7Y (1-v°), o ¥y
+h/2
N = ¢ dz = Gh y (H.7¢)
XY ) e XY xy
r+h/2 3
M = c zdz = _Eh [k + vk ] (H.7d)
XX } s XX 12 (l_vz) XX vy .
r+h/2 3
M = - zdz=-—§i——[vk + K ] (H.7e)
Wl wn VY 12 (1-v%) x> vy
+h/2 3
M = o z dz = __g_h—_ k (H.71)
Xy ) vyp XY 12 xy
+h/2 .
Q = f ¢ zdz =k Gh ¥y {H.7g)
yz e V2 yz ‘
+h/2
Q = J o zdz =k Gh ¥ {H.7h)
X2z _h/2 X2 XZ

Matricialmente as equacgdes (H.7) podem ser escritas:

N=K ¢ , (H.8a)
1 m
M=K ¢ (H.8b)
2 b -
Q=K_v7 (H.8c¢)
3 s
Com:
1 v 0
K1 - .E hz 1 0 (H.9a)
(1-v%) o 1-v
2



3 1 v 0
KZ—Eh > 1 0
12 (1-v7) 1-v
0 0 =
1 O
K3=KGh !
0 1
t
N=<N N N
XX vy Xy
t
M={M M M
XX yy Xy
t
Q =43Q Q
vz Xz
t
€ =4g ¢
m XX yVy Xy
t
e =<k k k
b XX VY Xy
t
Y = A7 Vs
s yz Xz

Estes esforgos também podem ser determinados com relagdo a um

local. Neste caso tem-se:
N' =K ¢’
1 m
1 2 I
M= h Kz €
1 J
Q - K3 ’Js
Comentarios:
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(H.9b)

(H.9¢)

(H.10a)

(H.10b)

(H.10c¢)

(H.11a)

(H.11b)

{H.11c)

sistema

(H.12a)
(H.12b)

(H.12¢)

1) Até agora ndo foi feita nenhuma referéncia a respeito de quais s@o os vetores de

deformacg&o que aparecem nas equacdes (H.12).

No caso de se estar determinando os

~ 1 1 1 .
esforcos do elemento SHELM-9, os vetores de deformagdes sm, s:b e afs, a serem uti-

lizados nas equagdes (H.12), s3o dados pelas equagdes (74).

tos 9-FULL e 9-URI,

No caso dos elemen-

os vetores de deformacdo a serem utilizados nas equagdes
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(H.12) sdo dados pelas equagdes (37), (38) e (39).

A razdo do aparecimento da constante 2/h na equagdo (H.12b) se deve ao fato de
que as integrais dadas pelas equacdes (H.7) foram realizadas com o uso da variéa-
vel de integragdo "z". No entanto, o vetor de deformagio €, da equagdo {H.lib) é
dado em fungdo da variavel "¢" em um sistema local. E nelcessério entido uma mu-

danga de variavel na integral de forma que:
2
== (H.13)
E=57

onde h é a espessura da casca, { é uma coordenada natural que varia de -1 a +l e

”n ”n L3 . ~ . h h
z" a variavel de integrac¢do que varia de 5 a +§.



APENDICE |

DETERMINACAO DAS TENSOES DO ELEMENTO SHELM-S

Determinadas as .variaveis nodais ¢q, através da solucdo da equagao

(83), as tensdes do elemento SHELM-9 podem ser encontradas.

As tensbes do elemento SHELM-9 em relagdo ao sistema de coordenadas

local sado dadas por:

(I.1a)

)
Il
o
y]

c =D v (1.1b)

i | I
onde os vetores ¢ € ¢ sao:
P s

c =40 o o0 (I1.2a)
P XX yy Xy
o = {c' o (I.2b)
s vz Xz
As matrizes D1 e D2 sdo dadas por:
1 v 0
D = E - 1 0 (1.3a)
(1-v7) 0 1-v
2
1 O
D2 =k G ~ (1.3b)
0o 1

onde E, v e G s3o o mbédulo de elasticidade longitudinal, coeficiente de Poisson e
moédulo de elasticidade transversal do material, respectivamente. O fator k é usado

para corrigir as tensGes cisalhantes ¢ , ¢ e G é dado por:
vz Xz

E

= 5 1+0) (1.4)

G
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-1 o ~ RIT .
Os vetores € e y sdo as deformagdes longitudinais e cisalhantes que
. p s
1.1 . . . —1 .
atuam no plano x,y, respectivamente. Além disso, € pode ser separado em duas
P

parcelas de forma que:

e =g +l¢€ ' (1.5)

—1

Os vetores Enln, Ce, e §: sdo dados pelas equagdes (74.a), (74.b) e

(74.c), ou seja:

e =P B (1.6a)
m m m
_l _
Ce, =CP B (1.6b)
;; =P B (1.6¢)

B =H G q (1.7a)
m m m
-1
B, =H G q (1.7b)
B =H'G q (I1.7¢)
S S S

sendo que as matrizes G , Gb, G, H, Hb, H , s&o dadas pelas equagdes (81) e (82),
m S m s R

respectivamente. As matrizes P , P sfo dadas pelas equacdes (75) e (76).
m S

Substituindo-se as equacgdes (1.7) e (1.6) em (I.1), as tensdes 0;, ol

sdo obtidas através de:

9
!

DP H'G q+CD P H' G q (1.8a)
1 m m m I m b b

9
1]

D P H'G q (1.8b)
2 s s s

Convém ressaltar que estas tensBes estdo definidas em relagdo ao sis-
tema de coordenadas local. Posterior transformagdo para o sistema global pode ser
realizado com o uso da seguinte transformacio:

& =06c o (1.9)

onde 6~ ¢ definido’ conforme™ a equagado (CJ4),‘ol'é 0 teénsor tensdo expresso em relagdo ™ -’

g

ao sistema de coordenadas local € o é o tensor tens3o expresso em relagdo ao siste-

ma de coordenadas global. No entanto, esta transformagdo raramente € necessaria.



APENDICE J

DETERMINACAQ DAS TENSOES NOS ELEMENTOS S-FULL E S-URI

Determinadas as variaveis nodais q através da solugdo da equagdo (55),

as tensdes dos elementos 9-FULL e 9-URI s3o calculadas de maneira similar.

~ 1 1.1 " 1
As tensdes ¢ que atuam no plano (x,y) e as tensdes o ' que atuam nos
S

planos transversais (x'z") e (y]z]), sdo dadas por:

o =D ¢ (J.1a)
p I p
i *1 '
c =D 7% (J.1b)
s 2 s
onde as matrizes de relagdes constitutivas D1 e D2 sdo dadas por:
1 v 0
E
D] = ol 1 O (1.2a)
(1-v7) 1-v
°© 0 =5
1 0
D2 =k G (J1.2b)
0 1

de forma que E, v e G s8o respectivamente os moédulos de elasticidade longitudinal,
coeficiente de Poisson e moédulo de elasticidade transversal. O fator k incluido na

matriz D2 € introduzido para corrigir a distribuigdo de tensdes cisalhantes na dire-

x . o s ~ ~1 ~

G8o da espessura. Ainda com relagdo as equagbes (J.1), € ¢é o vetor de deformagéo,
P

~

. 1.1 |
proveniente dos deslocamentos, que atua no plano (X,y), enquanto que y ¢é o vetor
s

de deformagdes que atua na diregdo da espessura. Além disso - pode ser dividido em

A~

. R " 1 : .
duas parcelas. Uma relacionada as deformagfes de membrana € e outra relacionada as
’ m

~ -

. - . - 1 ] .
deformagdes devido a flexdo L €, - Portanto, o vetor € pode ser escrito na forma:
P

~ ~

el =¢e' + Z el - - (1.3)
P m b

-~

As parcelas e; e §el sio dadas pelas equagbes (37) e (39), respectiva-
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mente, de forma que:
el = Bl; q (J.4a)
¢e,=CB q (1.4b)
O vetor ;l ¢ dado pela equagdo (38), tal que:

7. =B. g (J.4c)

S
Substituindo-se as equacdes (J.4) em (J.3) e depois em (J.1), tem-se:

t

o0 =4c o o =D B q+CD B g (J.5a)
1 m 2 b

¢ =4{c ¢ +=D_ B g (1.5b)
2 s

onde as matrizes B;, B:} e B' sso definidas pelas equagdes. (37), (38) e (39), respec-
s

tivamente.

E importante ressaltar que as tensdes dadas pelas equagdes (J.5) sdo
determinadas em relagdo ao sistema de coordenadas local. - Posterior transformagéo
destas tensSes para o sistema de coordenadas global pode ser realizada, o que rara-

mente é desejado, com a utilizacdo da seguinte transformagéio:
f=06¢0 (1.6)

onde 6 ¢é definido conforme a equacdo (C.4), o é o tensor expresso em rglagdo ao
sistema de coordenadas local e of é o tensor tensdo expresso em relacdo ao sistema
de coordenadas global. A equac;'éo (}.5) permite o calculo das tensdes em qualquer

ponto do elemento.



