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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre motores moleculares. Um
tema muito pesquisado na ultima década, e que se mostra cada vez mais am-
plo e interessante. Trabalhamos com modelos estocdsticos a fim de mode-
lar o movimento de proteinas motoras de transporte. Os principais exem-
plos desse tipo de proteina motora s@o a cinesina e a dineina que caminham
sobre trilhos, também formados por proteinas, os microtibulos. Realiza-
mos simula¢des numéricas computacionais com o objetivo de determinarmos,
como fica a ocupagdo média de equilibrio dessas proteinas em determinadas
configuragdes iniciais com trés tipos de condi¢des de contorno: condicdes
de contorno periddicas, condi¢des de contorno abertas em todos os sitios, e
condigdes de contorno abertas apenas nas extremidades.

Utilizamos dois tipos de andlise em nosso estudo: integragdo das equacdes de
movimento via método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) e simulacdes
de Monte Carlo (MC). Fizemos vérias combina¢des dos pardmetros utilizados
em nosso modelo a fim de simularmos diferentes situagdes, e analisamos os
resultados comparando com os existentes na literatura. Nossos resultados
estdo de acordo com os obtidos na literatura relativamente a ocupac¢do média
de equilibrio. Através das simulagdes de Monte Carlo também calculamos a
ocupacio média de pares vizinhos ao longo da cadeia.

Palavras-chave: Modelos de motores moleculares. Processo de simples ex-
clusdo assimétrico. Simulagées Computacionais.






ABSTRACT

In this work we present a study of molecular motors. This topic has been
studied over the last decade and is of broad interest nowadays. We work
with stochastic models in order to model the movement of transport motor
proteins. The main examples of this type of motor proteins are kinesin and
dynein walking on a track, also formed by proteins, the microtubule. Com-
puter numerical simulations were performed in order to find out, mainly, how
the equilibrium average occupancy of these proteins behave, in certain ini-
tial configurations and three types of boundary conditions: periodic boundary
conditions, open boundary conditions at all sites and boundary conditions
open only at the ends.

We use two types of analysis in our study: integration of the equations of
motion by the fourth order Runge-Kutta method (RK4) and Monte Carlo si-
mulation (MC). We made many combinations of the parameters used, in order
to simulate the most different situations and analyzed the results, comparing
with previous studies. Our results were consistent with those obtained on the
literature regarding the equilibrium average occupancy.Through Monte Carlo
simulations we also calculated the average occupancy of neighboring pairs
along the lattice.

Keywords: Multiple molecular motors models. Asymmetric simple exclu-
sion process (ASEP). Computer simulations.
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1 INTRODUCAO

Na tltima década, o estudo de motores moleculares tem ocupado um
lugar de destaque na pesquisa cientifica. Foram desenvolvidas muitas técnicas
experimentais e tedricas que hoje ajudam a elucidar os mecanismos de trans-
porte de energia nas células (BRESSLOFF; NEWBY, 2013; CHOWDHURY,
2013). Do ponto de vista mecanico, motores moleculares podem ser con-
siderados motores submicroscépicos na escala nanométrica, que transfor-
mam energia quimica em trabalho mecanico. Ao contrdrio dos motores ma-
croscopicos, eles operam em condi¢des fora do equilibrio e, na maioria das
vezes em condicdes isotérmicas e isobdricas (REZENDE, 2012). Existem
varios tipos de proteinas motoras, (cinesina, miosina, adenosina, FO-F1ATPase,
etc), sendo que cada tipo de motor proteico exerce uma func¢do diferente den-
tro das células e organismos (BRESSLOFF; NEWBY, 2013; CHOWDHURY,
2013; KOLOMEISKY; FISHER, 2007). Todas essas fun¢des estdo intima-
mente ligadas com a manutencio da vida.

A transformacdo de energia quimica em trabalho mecénico envolve
uma rede complexa de reacdes bioquimicas e processos fisicos. Essas reacdes
normalmente tém duracio da ordem de milissegundos ou menos, com um
alto nivel de eficiéncia termodinamica (REZENDE, 2012; KOLOMEISKY;
FISHER, 2007; VOLOGODSKII, 2006). Entender como esses processos
acontecem € um problema desafiador atualmente nas 4reas de quimica, fisica
e biologia. Neste trabalho utilizamos modelos estocasticos para estudar essas
proteinas motoras de transporte. Nosso sistema € uma rede unidimensional de
N sitios com np particulas, colocamos esse sistema em trés condi¢des de con-
torno diferentes a fim de simularmos as possiveis situa¢des dentro das células.
Utilizamos condicdo de contorno periddica, condi¢des de contorno abertas e
condigdes de contorno abertas apenas nas extremidades, a dltima representa
uma situacio mais realista, uma vez que as concentra¢des dos motores mole-
culares sdo maiores nas extremidades dos microtibulos. Utilizamos cédlculos
numéricos baseados no método de Runge-Kutta e simula¢des de Monte Carlo
(MC) para calcularmos a ocupag@o média de equilibrio do sistema, buscando
entender como € estabelecida a distribuicdo no equilibrio desses motores ao
longo da rede. Determinamos algumas func¢des de correlagdo de pares vizi-
nhos mais préximos ao longo de um microtibulo, com o objetivo de verificar
a correlag@o existente entre os pares primeiros vizinhos em nosso sistema.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 MOTORES MOLECULARES

Motores moleculares sdo proteinas que se encontram dentro das células.
Essas proteinas desempenham intimeras fungdes que estdo intimamente liga-
das com a manutencio da vida. Elas podem ser formadas por uma tdnica
macromolécula ou por um complexo de macromoléculas. Motores molecu-
lares tém a capacidade de transformar energia livre metabdlica em trabalho
mecanico (KOLOMEISKY; FISHER, 2007; CHOWDHURY, 2013). Uma
caracteristica que torna esses nanomotores tao interessantes, é o fato de que
eles operam em condigdes isotérmicas e fora do equilibrio (CHOWDHURY,
2013; KOLOMEISKY; FISHER, 2007; PARMEGGIANI; FRANOSCH; FREY,
2003). Os processos nos quais os motores moleculares estao envolvidos in-
cluem ndo somente transporte intracelular, mas também manipulagdo de bi-
omoléculas, processos como mitose e morfogénese, replicagdo e reparacao do
DNA, transcri¢do do RNA, sinteses de proteinas, entre outras (CHOWDHURY,
2013; GOLUBEVA; IMPARATO, 2013).

O desenvolvimento de técnicas experimentais sofisticadas na ultima
década estimularam intensamente as pesquisas e avangos tedricos nessa area.
O estudo e compreensdo da dindmica de motores moleculares vém principal-
mente de dois tipos de experimentos laboratoriais: as observagdes de conjun-
tos de motores moleculares, que tém o objetivo principalmente de determinar
as propriedades da cinética quimica e os vdrios processos bioquimicos que
esses motores sofrem (KOLOMEISKY; FISHER, 2007; GOLUBEVA; IM-
PARATO, 2013). Também, os experimentos de molécula dnica, que desven-
dam as influéncias das flutua¢des de energia e elucidam os processos meca-
noquimicos (mechanicalchemical) em cada molécula. Os dois métodos sdo
importantes e complementares para a compreensao da dindmica e funciona-
mento desses sistemas.

O estudo por solu¢@o no Bulk (conjunto de motores) € uma abordagem
conveniente, pois utiliza técnicas ji bem desenvolvidas, tais como: stopped
flow, isotope exchange, fluorescent labeling e temperature quenching (KO-
LOMEISKY; FISHER, 2007). Essas técnicas podem ser aplicadas no estudo
das propriedades de motores enziméaticos. Contudo, as observacdes de expe-
rimentos de molécula tnica representam uma grande parte das informacdes
que temos recentemente sobre a dindmica desses motores (KOLOMEISKY;
FISHER, 2007; GOLUBEVA; IMPARATO, 2013; KOLOMEISKY, 2013).
As técnicas mais utilizadas para realizar experimentos de molécula dnica
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sdo0: optical-trap spectrometry, magnetic tweezers, Forster resonance energy
transfer, dynamic force microscopy, fluorescent imaging, entre outras (KO-
LOMEISKY; FISHER, 2007). Essas técnicas permitem que tenhamos a ha-
bilidade de observar passivamente o funcionamento desses motores ou influ-
enciar ativamente a sua dindmica, através da imposi¢do de forcas. Essa ¢ uma
ferramenta poderosa para explicar os mecanismos de tais processos.

Nesta dissertacdo, o foco serd nas proteinas que tém principalmente
o papel de organizacdo e movimento. Esses tipos de motores moleculares
normalmente sao formados por dominios, também chamados de cabecas, um
filamento, que é resultado de um entrelacamento de cadeias de amino4acidos,
e uma cauda, onde a ?carga? (organelas que serdo transportadas) se liga. Trés
exemplos desses tipos de motores sdo a miosina, a dineina citoplasmaética e a
cinesina, figura (1). Para o funcionamento dessas proteinas motoras transpor-
tadoras, é necessario um trilho molecular especifico, como os filamentos de
microtibulos e actina ou em outros casos 0 DNA e RNA.

25 nm

Figura 1 — a) Cinesina convencional, b) Miosina V, ¢) Dineina citoplasmatica.
As caudas estdo para cima e as cabecas para baixo (KOLOMEISKY;
FISHER, 2007).
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O trilho utilizado pelas proteinas motoras para se locomoverem pela
célula faz parte do citoesqueleto celular. O citoesqueleto € uma estrutura
formada por diversos tipos de filamentos proteicos que se estendem por todo
o citoplasma,ver Figura (2). Ele é formado basicamente por trés filamentos:
actina, intermedidrios e os microtibulos. Cada filamento é composto por
um ou mais tipos de proteinas. Embora a proteina em si tenha tamanho da
ordem de nandmetros, as cadeias dessas proteinas podem atingir a ordem de
micrometros, estendendo-se de uma extremidade a outra da célula (NETO,
2005). O citoesqueleto € uma estrutura dindmica que se mantém em constante
estado de reorganizagdo. Essa constante reorganizacio s6 é possivel devido
a estrutura desses filamentos que o compdem, e cada uma das funcdes do
citoesqueleto é desempenhada por um deles, veja Tabela (1).

Figura 2 — Organizacdo do citoesqueleto: a) Filamentos intermedidrios, b)
Microtubulos, c) Filamentos de actina, d) Superposi¢do dos painéis a, b e ¢
(NETO, 2005).

Os microtubulos sdo estruturas cilindricas, aparentemente ocas, for-
madas por moléculas de tubulina e organizadas em cadeias paralelas for-
mando um tubo de aproximadamente 25nm de didmetro. A molécula de tubu-
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lina é um heterodimero formado por duas proteinas globulares, ¢t-tubulina e
B-tubulina. De uma forma mais precisa, os microtibulos podem ser descritos
pelo conjunto de 13 profilamentos, que s@o cadeias alternadas de ¢-tubulina
e B-tubulina, organizadas em paralelo, para formar um cilindro, veja Figuras
(3) (NETO, 2005).

Caracteristicas dos filamentos do citoesqueleto

Filamento Proteina Didmetro  Funcgdo

Filamentos Intermedidrios  varias* 10nm rigidez mecénica e estrutural
Microtuibulos a- e B-tubulina  25nm organizacdo interna
Filamentos de Actina actina-g 8nm movimento da membrana

Tabela 1 — Caracteristicas dos filamentos que constituem o citoesqueleto
(NETO, 2005).

Microtuibulos possuem extremidades distintas, ou seja, sdo estruturas
polares, conforme podemos ver na Figura (4). As duas extremidades do mi-
crotiibulo possuem taxas de crescimento distintas. A extremidade positiva
(plus end) cresce mais rapidamente, enquanto que a extremidade negativa
(minus end) cresce mais lentamente. Os microtibulos organizam-se de forma
radial dentro da célula, as extremidades negativas ficam concentradas no cen-
trossomo (regido central da célula), e as positivas ficam proximas da mem-
brana citoplasmatica.

O filamento se destaca pela habilidade de auto-degradacdo e auto-
renovagdo, o que permite que o processo seja dinamico. O carater dinamico
s0 existe devido a interacdo do filamento com outras particulas existentes no
citoplasma. A acdo de tais particulas pode promover tanto a estabilizagdo,
quanto mediar sua interacdo com diversos outros componentes celulares. Es-
sas particulas, na verdade, sdo as proteinas associadas aos microtibulos (PAMs)
(NETO, 2005). Um dos tipos mais importantes de PAMs sdo as cinesinas e as
dineinas. Elas constituem duas classes de proteinas motoras que dependem
da intera¢do com a rede de microtibulos.

Tanto a cinesina quanto a dineina utilizam a energia da hidrélise do
ATP (Trifosfato de adenosina) para se moverem ao longo dos microtibulos.
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B-tubulina
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de tubulina
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a) u.-tuulina c) microtubulo

Figura 3 — Estrutura dos microtdbulos: a) estrutura da a-tubulina e da f3-
tubulina em um heterodimero, b) diversos heterodimeros de tubulina alinha-
dos formam um protofilamento, ¢) um conjunto de 13 protofilamentos, agru-
pados em torno de um nucleo vazio, formam um microtibulo (NETO, 2005).

As cinesinas se movimentam preferencialmente em dire¢do a extremidade
positiva dos microtibulos, enquanto que as dineinas citoplasmaticas se movi-
mentam preferencialmente para a extremidade negativa. Desta forma, a rede
de microtubulos juntamente com a cinesina e dineina, funcionam como um
sistema de circulag@o interna da célula, e € através dessa rede que muitos
componentes celulares sdo deslocados do centro para perto da membrana e
vice-versa, mantendo-se assim a organizacao da célula.

O movimento da cinesina, no filamento do microtibulo, estd quali-
tativamente esquematizado na figura (5). A cinesina possui duas cabecas, a
cabeca ligada ao microtibulo libera ADP (Difosfato de adenosina) e recebe
uma molécula de ATP. A alca de ligagao da cabe¢a com o filamento (pescogo)
puxa a cabeca de trds, que ndo estava ligada ao microtibulo. A cabeca de trés
passa para a frente e se liga ao microtibulo. A cabeca ligada, que agora é
a dltima, hidrolisa o ATP, e se libera do microtibulo enquanto que a outra
executa o primeiro passo fechando o ciclo (VOLOGODSKII, 2006).

A cada passo, a cinesina utiliza uma molécula de ATP, e seu centro de
massa se desloca 8nm aproximadamente. Isso faz com que a cinesina alcance
velocidades entre 800 a 3000nm/s e uma eficiéncia de 40 a 60% (REZENDE,
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Membrana Plasmética
Centrossomo

Figura 4 — Organizagao estrutural dos microtibulos dentro do citoplasma. As
linhas que ligam o centrossomo a regido préxima da membrana plasmatica
sdo os filamentos de microtibulos.

2012). A cinesina é uma molécula processiva, ou seja, ela dd centenas de
passos discretos, até que finalmente se dissocia do trilho (KOLOMEISKY;
FISHER, 2007; CHOWDHURY, 2013; KOLOMEISKY, 1998). Isso ocorre
porque uma cabeca s6 se solta quando a outra ja se uniu ao trilho. Podemos
dividir essas etapas do movimento da cinesina em duas partes. Se olharmos
para apenas uma cabega por vez, ela tem uma fase em que estd ligada ao mi-
crotibulo e outra em que sofre um movimento difusivo. A cinesina, como
j4 foi dito, recebe sua energia através da hidrélise ou sintese do ATP. Por
questdes de consisténcia termodindmica, associa-se o passo para frente com
a hidrélise do ATP e o passo para tras com a sintese do ATP (GOLUBEVA;
IMPARATO, 2013). Os passos das cinesinas sobre o microtibulo estdo sujei-
tos a regras de exclusdo, pois duas proteinas motoras ndo podem estar ligadas
ao mesmo sitio do trilho simultaneamente.
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Figura 5 — O movimento do ciclo da cinesina. (VOLOGODSKII, 2006)

2.2 MODELOS ASEP E LK DE UMA UNICA ESPECIE

Processos de exclusdo simples assimétricos (Asymmetric simple ex-
clusion process - ASEP) t€m recebido muita aten¢@o nos tltimos anos de-
vido a sua vasta aplicabilidade. Ele foi primeiramente introduzido em 1970
por Frank Spitzer. Esse modelo tem sido usado para descrever inimeros
fendmenos fisicos, como gel eletroforese, crescimento de interfaces, entre ou-
tros (KOLOMEISKY, 1998). ASEP constitui-se de um modelo onde particulas
realizam saltos estocdsticos e interagem através de um processo de exclusao
forte.

O modelo ASEP s6 pode ser resolvido exatamente no caso estaciondrio,
onde o sistema alcanga uma densidade constante (DERRIDA; DOMANY;
MUKAMEL, 1992). ASEP representa um sistema de interagdes entre particulas
em uma rede. No caso de uma rede unidimensional, as particulas saltam para
a direita ou para a esquerda com taxas diferentes. A caracteristica assimétrica
€ devida a essa diferenca entre essas taxas de transicio para a direita e para
a esquerda, pois € dada uma direcdo preferencial para o movimento. Esse
modelo constitui um modelo simples para estudar o trafego de motores mole-
culares em seus respectivos trilhos (CHAI et al., 2009). Podemos também ge-
neralizar o modelo de espécies tinicas para modelos de multiplas espécies. Os
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modelos ASEP apresentam uma variedade interessante de fendmenos como a
quebra espontinea de simetria e separacio de fases (CHAI et al., 2009).

Quando tratamos de situacdes onde particulas podem se ligar e desli-
gar da rede, ou seja, quando nosso sistema estd acoplado a um reservatério de
particulas, processos de adsor¢do e dessor¢do, seguem em geral a cinética de
Langmuir (LK). Nesse caso, os estados estaciondrios podem muito bem ser
descritos pelos conceitos da Mecanica Estatistica de equilibrio (PARMEGGI-
ANI; FRANOSCH; FREY, 2003). Particulas que sofrem apenas dessor¢cao
de sitios ocupados, e aquelas adsorvidas em sitios vazios o fazem com ta-
xas fixas e obedecem ao principio do balango detalhado (PARMEGGIANTI;
FRANOSCH; FREY, 2003).

Podemos combinar essas duas dinamicas diferentes para estudarmos
modelos de cinesinas trafegando sobre os microtibulos. Trabalharemos com
trés condicdes diferentes: a primeira consiste em um modelo ASEP puro,
com condicdes de contorno periddicas, veja Figura (6a). A segunda consiste
em um modelo onde combinamos as dindmicas ASEP e LK, sendo que pode
haver entrada e saida de particulas em qualquer sitio do sistema, ver Figura
(6b). A terceira e ultima trata-se de um sistema onde a entrada de particulas
s6 pode ocorrer no primeiro sitio, e a saida s6 pode ocorrer no dltimo. Nesse
caso entre o segundo e o pendltimo sitios as particulas se movimentam de
acordo com as regras de exclusdo, conforme vemos na Figura (6¢). Nossa
motivacdo ao propor essas trés condi¢des de contorno foi tentar entender me-
lhor a distribui¢do de equilibrio desse motores sobre o trilho. A primeira
condig¢do de contorno, foi realizada com o objetivo de iniciarmos a discussio
e reflexdo sobre esses processos, ou seja, com cardter diddtico. A segunda e
terceira condi¢iio de contorno aproximam-se mais das condi¢des que encon-
tramos dentro das células. A terceira principalmente pois, as concentracdes
de motores é maior nas extremidades dos microtibulos.

2.3 EQUACOES PARA UMA REDE UNIDIMENSIONAL FINITA COM N
SITIOS

2.3.1 Condicoes de contorno periédicas

Neste primeiro caso consideraremos uma rede de comprimento L di-
vidida em N sitios separados por uma distancia 4, de modo que L = Nh. Uma
particula caminha sobre essa rede, podendo dar passos para a direita e para a
esquerda. A taxa com que a particula salta para a direita ¢ maior que a taxa
que ela salta para esquerda, configurando assim a assimetria do movimento.
Estamos tratando de um sistema com dinimica estocdstica, governado por
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Figura 6 — O modelo ASEP padrdo. (a) CCP, (b) CCA , (c) CCA abertas
apenas nas extremidades (GOLUBEVA; IMPARATO, 2013).

uma equagdo mestra (GOLUBEVA; IMPARATO, 2013; TOME; OLIVEIRA,
2001).

Consideremos uma varidvel discreta o;, associada ao sitio i, que po-
dera tomar os valores zero ou um, de acordo com a situagao do i-€simo sitio.
Serd igual a um quando o sitio estiver ocupado e igual a zero quando o sitio
estiver desocupado. Existem 2V estados possiveis para o sistema e cada um
deles serd representado por um vetor 6 = (01, 03,...0;,...0y). Podemos es-
crever a equagdo mestra para esse sistema como sendo

dP(o,t)

= Y [W(ed)P(d')-W(d'0)P(a,)], @D

o'(Zo)

onde P (0,t) é a probabilidade de ocorréncia do estado ¢ no tempot e W (0,0")
¢ a taxa de transi¢do do estado ¢’ para o estado o. Podemos também dizer
que W (0,0’) At é a probabilidade (condicional) de transi¢do do estado ¢’
para ¢ num intervalo de tempo pequeno At.

Podemos definir a matriz W, de dimensdo N x N, cujos elementos fora
da diagonal principal sdo dados por W (o, 0), e cujos elementos da diagonal
sdo W (0,0), definidos como

W(c,0)=— ) W(d o). 2.2)
o'(#0)
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Assim podemos escrever a equagdo Mestra da seguinte maneira:

dP 1)
(o, =LW(0.0)P(c0). (2.3)
ou na forma matricial,
dP (1)
=WP(t 2.4
0 OF 24)

onde P (¢) é a matriz coluna cujos elementos sdo P (0,t). A solugio formal
dessa equacdo é
P(1)=¢"P(0). (2.5)

Em nosso problema consideraremos as transi¢des que acontecem entre
estados que sejam diferentes apenas pela configuracdo de um unico sitio i.
Escrevemos entéo:

',6)=).6(01,01)8(03,02) .8 (07, 1 - 0i) ...8 (o, 0n) wi (0),

(2.6)
onde & (G},Gj) = 1 ou 0 conforme o} e 0; sejam iguais ou diferentes, res-

pectivamente, e o fator w; (o) é denominado de taxa de mudanca do estado
do i-ésimo sitio de o; para (1 — 0;). Desta forma podemos escrever a equagio
mestra como

arto.r) 2{w, o) —wilo)P(en)}, @)

onde o estado ¢’ é obtido pela troca de o; por (1 —o;), ou seja, é definido
por 6 = (61,0,,...(1 - 0;),...0x). Podemos calcular a evolugdo temporal
da média (o;) definida por
o) =) GiP(0,1). (2.8)
o

Multiplicando ambos os lados da equagio (2.7) por o; teremos,

dPGt N

ZGJ {wi(c")P(c",t) —wi(c)P(c,1)}.  (2.9)

Somando sobre todos os valore de ¢
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ﬁ {wi(c")o;P(c",t) —w;i(0)0;P(0,1)}, (2.10)
=

3g
Q
&
I

L

d<o-j> al i i
T Z;{Wi (6')o;P(0',t) —wi(o)o;P(a,1)}, (211

R N
d(o;) _ Z Z {wi (Gi) Gjp(ai’t) —wi(o)o;jP(0,1)}. (2.12)

Ap6s algumas manipulagdes algébricas, notando que para (i # j), o
termo entre chaves na (2.12) € nulo. Trocando ¢; por (1 — 0;) no primeiro
termo a direita da equacdo anterior e lembrando que,

o/ =(o1,...,(1-0j),...,0n)
entdo obtemos

d{o;)
dt

=Y {wj(c)(1-0))P(0,1) —w;j(c)0;P(0.1)}. (2.13)
(e}
Novamente, ap6s algumas manipulagdes algébricas chegamos a

@:<wj(c)(l—26/)>. (2.14)
Para um determinado sitio i a taxa de mudanca dependerd tanto da
possibilidade da particula estar indo para o sitio i ou saindo do sitio i. Se
uma particula encontra-se no sitio (i + 1) ela pode voltar para o sitio i com
a taxa q. Se a particula se encontra no sitio (i — 1), ela pode saltar para o
sitio i com uma taxa p. Agora, caso a particula se encontre no sitio 7, ela
podera sair do mesmo, saltando para a direita com uma taxa p ou para a
esquerda com uma taxa q. Também devemos levar em conta o fato de que
o sitio de destino deve estar vazio e o sitio de origem deve estar ocupado
para a transicdo acontecer. A taxa de mudanga w; deve conter todas essas
informacdes, e podemos escrevé-la da seguinte forma:
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wi (0) = q0it1 (1= 6i) + poi—1 (1 = 6i) +40; (1 = 6;-1) + pGi (1 — Gi11) -
(2.15)
Substituindo na equacdo (2.14) teremos:

d (o)
dt

={q0i+1 (1 —06)) + poi—1 (1 = 061) +q0; (1 — 61-1) + poi (1 — 6111) } (1 — 20;)) -
(2.16)

Efetuando as multiplicagdes e levando em consideragdo que 67 = o;,

pois 0; = 0 ou 0; = | chegamos a seguinte equacao:

d (o)
dt

= (q0i+1 (1 = 06;) + poi—1 (1 = 6;) —q0; (1 — 61—1) — poi (1 — Oi11)) -

2.17)
Efetuando as médias, e levando-se em conta a aproximacao de campo
médio onde <jS7j> = <Gj> <Gj> chegamos na seguinte expressao:

d{oi)
dt

(2.18)

Se escrevermos que <(7j> = pj, essa equacdo € a mesma utilizada por

Golubeva e Imparato (GOLUBEVA; IMPARATO, 2013) em seus estudos, ou
seja,

dp;
epi =qpit1 (1 =pi) +ppi-1 (1 =pi) —gpi (1 = pi—1) — ppi (1 — Pit1) -

dt
(2.19)
2.3.2 Condicdes de contorno abertas e dinamica LK

Se agora quisermos considerar a possibilidade de uma particula que
trafega sobre a rede poder se desligar da mesma e ir para um reservatorio,
ou que uma outra particula do reservatério poder se ligar a rede, teremos que
incluir essas informagdes na equagdo mestra do nosso sistema. Fazemos isso
acrescentando essas duas possibilidades na taxa de mudanga w; (o). Defini-
remos ¢ como a taxa com que as particulas do reservatorio se ligam a rede e
B ataxa com que as particulas se desligam da mesma. Reescrevendo w; (o)
na forma

=q(0i+1) (1 =(0:)) +p(0i-1) (1 = (6:)) —q(0i) (1 = (0i-1)) — p(0i) (1 = (0i11)) -
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wi(0) =q0iy1 (1 — 0;) + poi—1 (1 — 6;) + po; (1 — Ci41)

+q0; (1—0;_1)+a (1 — o)+ Boi, (2.20)

e substituindo essa nova taxa na equagdo (2.7) teremos

d{o;)

= ({qoi+1(1—-0i)+ poi_1 (1 — 6;) + po; (1 — Gi41) + 2.21)
+q0;i(1—0; 1)+ a(l—0;)+Bo;}(1—-20)).

Desenvolvendo o lado direito da equagdo chegamos:

= ([q0i1 (1 -30;+207)] +

dt

TR
+[p(0i—207) ( 1—0i1)| +

+[oc(1-36,+207)] + [B (01— 207)]).

Como o} = crj2 pois 0; = 1 ou 0, podemos reescrever a equacdo ante-
rior na forma

d (o)

= (q0i+1 (1 —0;) +po_1 (1 —0;) —qoi (1 — 0;_1) — (2.23)
—p6i(1—0i11)+a(l—o0;)+Bo;).

Efetuando as médias, utilizando a aproximacdo de campo médio, e
fazendo a substitui¢do (o) por p; obtemos

dp;
i {apic1 (1 =pi) +ppi1 (1 —pi) —qpi (1 —pi—1) — (2.24)

—ppi (1= pir1) + o (1 —p;) —Bpi}-

Partindo-se da equacdo 2.24, podemos deduzir a ocupacdo média de
equilibrio para as condicdes de contorno abertas (prgx). Como trata-se de
um p de equilibrio para a dindmica de Langmuir, temos que (dp 1 =0),e
a ocupagdo média devera ser a mesma em todos os sitios. Assnn podemos
escrever

gp(1=p)+pp(1—=p)—gp(1—p)—pp(1—p)+a(l—p)—Pp=0.
(2.25)
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Reorganizando a equagdo 2.25, chegamos em
a—ap—Ppp =0, (2.26)

ou seja, o valor da densidade de equilibrio é
a
a+p’
que € a equacdo para prx (GOLUBEVA; IMPARATO, 2013).

PLk = (2.27)

2.3.3 Condicoes de contorno abertas somente nas extremidades

Agora, se quisermos a equacao que rege a condi¢cdo de contorno aberta
somente no primeiro e Ultimo sitios, devemos dividir nosso sistema em trés
partes. A primeira parte referente ao primeiro sitio, a segunda parte referente
aos sitios i =2 até i = (N — 1), e a terceira parte referente ao dltimo sitio
N. Sendo assim teremos uma equagdo para a média de ocupagdo para cada
situag@o descrita acima.

Para o primeiro sitio, temos apenas duas situacdes possiveis: se o sitio
estiver ocupado a particula poderd dar um passo a frente, e se o sitio estiver
desocupado ele podera ser ocupado a partir da deposi¢ao de uma particula do
reservatorio ou, uma particula que estiver no sitio dois dar um passo para tras.
A equacgdo ficard entdo

dpi

g = ¢(l=p1)+4p2(1=p1) = ppi(1-p2). (2.28)

Para os sitios desde i =2 até i = (N — 1), teremos a equagdo vista na
secdo 2.3.1, ou seja,

dpi
= 9P (1=pi)+ppi1 (1 —p;) —gpi (1 —pi-1) — (2.29)

—ppi(1=pit1):2<i< (N-1).

Para o sitio N temos uma situag@o andloga a do sitio um. Se o sitio
estiver ocupado, ele podera ser desocupado se a particula der um passo para
trds ou se a particula desligar-se da rede indo para o reservatério. Se o sitio
N estiver desocupado ele s6 poderd ser ocupado se o sitio (N — 1) estiver
ocupado e a particula der um passo para frente. A equacdo ficard entdo

dpy

== (pov—1) (1=pw) —apy (1= Pv-1) —Bpw) - (2.30)
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3 INTEGRAgAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO E
SIMULACOES DE MONTE CARLO

Estudamos os modelos apresentados anteriormente de duas formas
diferentes. A primeira consiste em um método de integracdo numérica, o
método de Runge-Kutta (RK), onde implementamos as equagdes que obtive-
mos na secio anterior, equacdes essas que contém a aproximagao de campo
médio ((0j0;) = (0;)(0;)). Na aproximagio de campo médio despreza-
mos as correlagdes entre os sitios. A segunda forma consiste na aplicacio de
simulacdes de Monte Carlo (MC), esse método ndo contém as aproximagdes
de campo médio, logo as correlagdes aqui ndo sido desprezadas. Utilizamos
configuracgdes iniciais diferentes com as trés condig¢des de contorno propostas
para os dois métodos.

3.1 METODO DE RUNGE-KUTTA

O método de Runge-Kutta € um processo numérico iterativo para a
solucdo aproximada de equagdes diferenciais ordindrias. Esse método foi de-
senvolvido por dois mateméticos alemaes, Carl David Tolmé Runge e Martin
Wilhelm Kutta, em torno de 1900. Para resolvermos uma equagdo diferencial
de primeira ordem, podemos escrevé-la na forma

% = f(x,1). 3.1

O método RK de ordem n é uma solucdo numérica de uma equagdo
diferencial ordindria de primeira ordem. Para calcular x; 1, que seria o valor
da varidvel x no tempo igual a (f = t;11), usa-se o conhecimento de x; que é
o valor da varidvel no tempo (¢ = ¢;) (SCHERER, 2005). O RK de primeira
ordem ¢ basicamente o método de Euler. Escrevemos que

Xjt1 :xj—i—Atf(xj,tj), (3.2)

Podemos esperar solu¢des melhores se colocarmos valores intermedidrios
dentro da funcdo f (x;,¢;) e escrevemos entdo que

(3.3)

xjH:xj—i—Atf(J LRE f“).

272

O problema € que ndo conhecemos o valor de x;,, porque € justa-
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mente o que estamos tentando estimar (SCHERER, 2005). Um procedimento
que podemos utilizar para obtermos uma primeira aproximacio é escrever-
mos a equacdo da seguinte maneira:

Xj+1ij'-i-Al‘f(xj'—l-;Atf(xj',l‘j),tj-i-;AI). 34

Essa ultima expressdo é conhecida como equacdo de Runge-Kutta de
segunda ordem, ou método de Euler modificado, onde Ar é um intervalo de
tempo.

A equacgdo de Runge-Kutta que iremos utilizar neste trabalho é o método
de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4). Essa versdo usa médias ponderadas
da fungdo dada f calculadas nos extremos e em pontos intermediarios no in-
tervalo [¢;,7;+ 1]. Tomando h = % , podemos escrever que

Fy = f(x,1)), (3.5)

B = f(x;+hFy,tj+h), (3.6)
Fy = f(xj+hFy,tj+h), (3.7)
Fy = f(x;+2hFs,tj +2h). (3.8)

Assim, podemos calcular x| pela expressio

At
Xj+1 ZXJ+€(F1+2F2+2F3 —I—F4), 3.9)

tit1 = (tj +AI) . (3.10)

O erro local desse método é da ordem de O(At)>. Podemos construir
um Runge-Kutta em qualquer ordem, e quanto maior a ordem, mais vezes
serd necessdrio calcular f por passo de integracdo (SCHERER, 2005). Por
isso, em grande parte dos problemas, € utilizado o RK4, pois ndo compensa
ir além dessa ordem, por questdes de tempo. Embora tenhamos explicitado o
método para uma Unica varidvel, em nosso caso ele € utilizado para resolver
um sistema de N equacdes diferenciais acopladas. Que seriam as equacdes
que obtivemos na secdes 2.3.2 e 2.3.3, para cada sitio da nossa rede.

3.2 SIMULACOES DE MONTE CARLO

O método de simulacdo numérica de Monte Carlo (MC) estd baseado
em principios fundamentais da mecanica estatistica de equilibrio (SCHERER,
2005). Em principio o método de Monte Carlo foi criado para estimar inte-
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grais cuja solucdo ndo era possivel através de métodos convencionais. A pri-
meira aplicagdo do método em sistemas fisico, foi feita na década de 30 pelo
fisico Enrico Fermi, no estudo da difusdo de néutrons (NEWMAN; BAR-
KEMA; NEWMAN, 1999).

Muitos trabalhos sdo realizados empregando essa abordagem. A utiliza¢do
do método de simulacido de Monte Carlo refere-se ao procedimento numérico
de buscar a solug@o de um problema por uma abordagem que envolve o sor-
teio de uma grande quantidade de nimeros aleatdrios, e o cdlculo de médias
apropriadas para cada problema. Sendo assim, a utilizagao do método de MC
€ uma ferramenta poderosa para o estudo de sistemas fisicos complexos. Pro-
blemas com uma dindmica estocdstica sdo especialmente apropriados para
aplicacdo desse método.

Em nosso trabalho realizamos trés tipos de simula¢des de MC. As-
sim como para o método RK4, fizemos simula¢des usando o método para
cada uma das condicdes de contorno, periddicas, abertas e abertas apenas
nas extremidades. Para cada condicdo foi utilizado um algoritmo diferente
buscando simular as condi¢des dos modelos propostos. Uma das principais
caracteristicas das simulagdes de MC é que elas sdo baseadas na evolugdo do
sistema de uma forma pseudo-aleatdria. A cada passo de MC o sistema pode
mudar seu estado através de uma dindmica aleatéria.

A primeira simulacdo realizada, caso em que as condi¢des de contorno
sdo periddicas, o nimero de particulas € fixo. Escrevemos um algoritmo onde
primeiramente € dada uma distribui¢@o aleatdria ao sistema com um determi-
nado nimero de particulas (np) e sitios (N). Em seguida, é gerada uma lista
da localizagdo de cada particula, e a partir desta lista sorteamos aleatoria-
mente uma particula. Novamente, fazemos mais um sorteio para saber se a
particula deslocar-se-a para a frente (peso p) ou para tras (peso g), lembrando
que o nosso modelo obedece uma regra de exclusdo (ASEP). Um passo de
Monte Carlo é definido quando realizamos np sorteios, podendo a mesma
particula ser sorteada mais de uma vez nessa unidade de tempo.

O segundo tipo de simulagd@o utilizada, refere-se a situa¢do na qual
toda a rede estd em contato com um reservatdrio, € agora teremos mais mo-
vimentos possiveis na dindmica. Nao utilizamos mais a lista de particulas,
pois sitios vazios agora t€m probabilidade de serem ocupados por particulas
do reservatério. A distribuicao inicial também € aleatéria. O sistema evolui,
através da seguinte dindmica: sorteamos um sitio da rede aleatoriamente, em
seguida testa-se se o sitio estd ocupado ou desocupado. Caso esteja ocupado
existem tré€s possibilidades, ou seja, a particula podera dar um passo a frente,
um passo para tras ou se desligar da rede. Se estiver desocupado, hd também
trés possibilidades: uma particula que se encontra no sitio anterior pode dar
um salto a frente, ou uma particula que ocupa o sitio posterior pode dar um
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salto para tras, ou uma particula pode ligar-se a ele a partir do reservatdrio.
O movimento € decidido a partir do sorteio de um niimero aleatério, e tes-
tada a possibilidade do movimento, para que o mesmo respeite as regras de
exclusdo.

No dltimo caso considerado, temos a situacdo onde apenas as extre-
midades da rede estdo em contato com o reservatorio. Essa situag¢do, no con-
junto dos modelos ja estudados para a dindmica de motores moleculares é
bastante razodvel, pois a concentragdo dos motores ¢ maior nas extremida-
des dos trilhos, e também por que as cinesinas s2o motores processivos, que
realizam vérios passos antes de se desligarem do microtibulo. Para realizar
a simulagdo, separamos a rede em trés partes, a primeira delas referente ao
primeiro sitio, a segunda, referente a i =2 até i = (N — 1) e a terceira refe-
rente ao sitio N. A configuracio inicial da rede também corresponde a uma
distribui¢do aleatdria das particulas.

Sorteamos um sitio aleatoriamente, e se ele for o primeiro sitio, testa-
mos a sua ocupacdo: se ele estiver ocupado, apenas poderd realizar o passo
para frente se o sitio dois estiver desocupado. Porém, se o mesmo estiver
desocupado teremos a possibilidade de uma particula se ligar a rede a partir
do reservatorio, ou se o sitio dois estiver ocupado a particula poderd dar um
salto para trds. Se o sitio sorteado estiver entre o segundo sitio e o pendltimo,
a dindmica é a mesma que para o caso de condi¢cdes de contorno periddicas.
Finalmente, se o sitio sorteado for o sitio N, testamos também sua ocupacio;
se estiver ocupado havera duas possibilidades, ou seja, a particula podera dar
um salto para trds ou se desligar da rede. Se estiver desocupado havera ape-
nas uma possibilidade, que é o sitio (N — 1) estar ocupado e a particula ali
residente dar um salto a frente. Consideramos aqui e no caso anterior que
temos um reservatorio ideal, ou seja, 0 mesmo pode ceder e receber quantas
particulas forem necessarias.
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4 RESULTADOS

Para analisarmos nossos resultados iremos de forma sistematica apre-
sentar os graficos de ocupagdo média de nosso sistema em determinadas
configuragdes. Inicialmente, analisaremos os casos com condi¢des de con-
torno periddicas. Em seguida, investigaremos as condicdes de contorno com
troca de particulas em todos os sitios juntamente com condi¢des de contorno
periddicas. Finalmente, consideraremos o caso onde a troca de particulas
entre o reservatdrio e a rede acontece apenas nas extremidades.

4.1 CONDICOES DE CONTORNO PERIODICAS

Conforme explicado anteriormente, essa situacdo representa a mais
simples das trés situagdes que iremos analisar. Fizemos essas simula¢des
com algumas configuragdes iniciais diferentes a fim de saber qual seria a me-
lhor configuragdo para utilizarmos nas duas outras condigdes de contorno,
visando manter um padrdo, e assim podermos comparar os resultados. As
informagdes referentes aos parametros utilizados nessas primeiras simulacdes
e integracdes estdo resumidas na Tabela (2). Consideramos diferentes condi¢des
iniciais, para cada densidade. A rede é formada por mil sitios (N = 1000), e
variamos o niimero de particulas (np). Observamos a variagdo da ocupacio
média com tempo para alguns sitios selecionados, e também a ocupacdo
média de cada sitio durante todo o processo.

A chegada do nosso sistema ao estado de equilibrio € um comporta-
mento que queremos investigar, tanto na integra¢ao pelo método RK4 quanto
nas simula¢des de MC. No caso de condi¢Ges de contorno periddicas, o niimero
de particulas € fixo no sistema, portanto esperamos que a ocupagdo média por
sitio, no equilibrio, seja igual ao nimero de particulas dividido pelo nimero
de sitios, ou seja, 57.

4.1.1 Runge-Kutta

Os primeiros resultados obtidos utilizando o método RK4 mostram
que o estado de equilibrio é atingido rapidamente. Integramos a equagdo
(2.19) para as quatro densidades acima, ou seja, 1%, 10%, 20% e 80% até t =
300.000 e o tamanho do passo h de tempo foi igual a 0.05. Para a integracio
através do método RK4 para CCP, utilizamos 5 amostras e os graficos repre-
sentam a média sobre elas. Cada amostra representa uma configuragdo inicial
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Parametros para as CCP

p g N np

0.7 03 1000 10

0.7 0.3 1000 100

0.7 0.3 1000 200

0.7 03 1000 800

Tabela 2 — Parametros utilizados nas integragdes pelo método RK4 e
simula¢des de MC para condi¢des de contorno periddicas

diferente, uma vez que o nimero de particulas (np) € distribuido aleatériamente
pelarede em (¢t = 0).

Nos gréficos das figuras (7), (8) e (9) onde (np = 10) vemos que a
densidade nos sitios (1), (500) e (1000) oscilam em torno da ocupagdo 0.01,
que é exatamente o valor que esperamos (%) Se observarmos o sitio niimero
87 da rede em uma determinada amostra, vemos que o mesmo estd ocupado
no instante t = 0. A ocupacido média decai bruscamente desde 1.0 e comeca a
oscilar em torno de 0.01, como visto na Figura (10). Podemos perceber que
quanto maior o tempo decorrido, menor € essa oscilacdo em torno de 0.01.
Concluimos que 0.01 € a nossa ocupagao média de equilibrio. Podemos dizer
que para tempos muito longos, todos os sitios sdo igualmente visitados.

Agora vamos observar o que acontece com 0 nosso sistema quando
aumentamos o nimero de particulas, passando para 10% de ocupagdo como
mostram as figuras (11), (12) e (13). Conforme esperdvamos a ocupacio
média de equilibrio continua sendo (57), que nesse caso ¢ 0.1. Para as
configuracdes de 20% e 80% vemos que a ocupacdo média de equilibrio
também fica no valor esperado (%), ver figuras (14), (15) e (16). Podemos
ver claramente que em nenhuma das configuracdes qualquer sitio foi privile-
giado, todos eles chegam na mesma ocupacdo média de equilibrio esperada.

Ao compararmos os graficos de ocupac¢do média por sitio, ver Figura
(17) e (18) percebe-se que todas as configuracdes t€m um desvio padrio pe-
queno, mesmo no caso de apenas cinco amostras. Por exemplo, para um
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Figura 7 — Gréfico da evolucdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p=0.7 e g =0.3. Gréfico da ocupagado do sitio 1 no tempo, e
média sobre cinco amostras.
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Figura 8 — Gréfico da evolucdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p=0.7 e g = 0.3. Grifico da ocupagdo do sitio 500 no tempo, e
média sobre cinco amostras.
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Figura 9 — Gréfico da evolucdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupagdo do sitio 1000 no tempo, e
média sobre cinco amostras.

pxt

0.8

0.61—

o e A r

02 | . | . | . 1
0 20000 40000 60000
t

Figura 10 — Grafico da evolucdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupagdo do sitio 87 no tempo para
uma das amostras.
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Figura 11 — Grafico da evolucdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 10%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e ¢ = 0.3. Gréfico da ocupagao do sitio 1 no tempo, e
média sobre cinco amostras.
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Figura 12 — Gréfico da evolugdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 10%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e ¢ = 0.3. Grafico da ocupagio do sitio 500 no tempo, e
média sobre cinco amostras.

densidade de 20%, Figura (18a), o desvio € igual a 0.0000527. Os valores de
desvio padrao médio para as outras densidades também sao igualmente muito
pequenos.
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Figura 13 — Grafico da evolucdo temporal via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 10%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e ¢ = 0.3. Gréfico da ocupagao do sitio 1000 no tempo, e
média sobre cinco amostras.

4.1.2 Monte Carlo

Para as simulagdes de Monte Carlo com condi¢des de contorno periddicas,

realizamos também as mesmas combina¢des de configuracdes da Tabela (2),
a fim de obtermos resultados que pudessem ser comparados. Realizamos as
simula¢des com 300.000 passos de Monte Carlo, para cinco amostras dife-
rentes. Os graficos representam médias sobre essas cinco amostras. Aqui,
como no caso anterior das integragdes via RK4, cada amostra significa uma
distribuicao inicial diferente, uma vez que em ¢ = 0 as np particulas sdo dis-
tribuidas aleatoriamente pela rede. Os gréficos obtidos mostram que, assim
como no caso das integracdes via RK4, as simulacdes de MC atingem o valor
de ocupacdo média de equilibrio esperado, p = 57.

Nas figuras (19), (20) e (21) vemos que para a densidade de 1%, a
ocupacdo média de equilibrio nos sitios 1, 500 e 1000 ficou em 0.01, da
mesma forma que nas integragdes via método RK4. Como podemos observar
nas figuras o equilibrio € alcancado rapidamente.

Para as outras concentracdes consideradas podemos perceber que o
mesmo tipo de comportamento € observado. As Figuras (22), (23) e (24)
comprovam esses resultados, para as concentracdes de 10%, 20% e 80%.
Podemos ver que ndo existem sitios privilegiados e todos eles alcancam a
mesma ocupacdo média de equilibrio (p = %) para tempos longos.
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Figura 14 — Gréfico da evolucdo via método de RK4, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t = 0, com p = 0.7 e ¢ = 0.3. (a) Gréfico da
ocupagdo sitio 1 no tempo, para uma concentragcdo de 20%. (b) Gréifico da
ocupagdo sitio 1 no tempo, para concentracdo de 80%. Média sobre cinco
amostras.

Igualmente, os graficos de ocupagcdo média por sitio, Figuras (25) e
(26), mostram que o desvio padrio € bem pequeno mesmo para o caso de ape-
nas cinco amostras. Por exemplo para a concentragdo de 20% o desvio padrio
foi de 0.001. Ele é um pouco maior que o desvio padrao encontrado através
integracdo das equagdes de movimento via método RK4. Ainda assim trata-se
de um desvio pequeno. Isso nos leva a acreditar que as concentragdes nao re-
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Figura 15 — Gréfico da evolucdo via método de RK4, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t = 0, com p = 0.7 e ¢ = 0.3. (a) Gréfico da
ocupagao sitio 500 no tempo, para uma concentragdo de 20%. (b) Grafico da
ocupagao sitio 500 no tempo, para concentracio de 80%. Média sobre cinco
amostras.

presentam uma grande diferenca na distribui¢do final de equilibrio, pois todas
elas chegam a densidade média de equilibrio esperada (p = %)). Para ndo
ficarmos extremamente repetitivos, nas proéximas secdes desta Dissertacio
vamos nos concentrar apenas na densidade inicial (t = 0) de 20%.
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Figura 16 — Gréfico da evolucdo via método de RK4, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t = 0, com p = 0.7 e ¢ = 0.3. (a) Gréfico da
ocupacgdo sitio 1000 no tempo, para uma concentracio de 20%. (b) Grafico
da ocupacdo sitio 1000 no tempo, para concentracdo de 80%. Média sobre
cinco amostras.
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Figura 17 — Gréfico da ocupacdo média por sitio via método de RK4. Média
sobre cinco amostras e cada uma delas distribuida aleatoriamente na cadeia no
instante t = 0, com p = 0.7 e ¢ = 0.3. (a) Ocupacdo média por sitio para uma
concentragdo de 1%. (b)Ocupagdo média por sitio para uma concentracio de
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Figura 18 — Grafico da ocupacdo média por sitio via método de RK4. Média
sobre cinco amostras e cada uma delas distribuida aleatoriamente na cadeia no
instante t = 0, com p = 0.7 e g = 0.3.(a) Ocupagdo média por sitio para uma
concentragdo de 20%. (b) Ocupagdo média por sitio para uma concentracio
de 80%
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Figura 19 — Gréfico da evolucdo temporal via simulacdo MC, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p = 0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupacio do sitio 1 no tempo, que é
medido em passos de MC (PMC). Média sobre cinco amostras.
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Figura 20 — Gréfico da evolucdo temporal via simulacdo MC, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupacdo do sitio 500 no tempo, que
€ medido em passos de MC (PMC). Média sobre cinco amostras.
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Figura 21 — Gréfico da evolucdo temporal via simulacdo MC, para uma
concentragdo inicial de 1%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupagdo do sitio 1000 no tempo,
que é medido em passos de MC (PMC). Média sobre cinco amostras.
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Figura 22 — Gréfico da evolucdo temporal via simulacdo MC, para uma
concentragdo inicial de 10%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupacdo dos sitios 1, 500 e 1000 no
tempo, que € medido em passos de MC (PMC). Média sobre cinco amostras.
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Figura 23 — Gréfico da evolucdo temporal via simulacio MC, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupacdo dos sitios 1, 500 e 1000 no
tempo, que € medido em passos de MC (PMC). Média sobre cinco amostras.
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Figura 24 — Gréfico da evolucdo temporal via simulacdo MC, para uma
concentragdo inicial de 80%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p =0.7 e g = 0.3. Gréfico da ocupacdo dos sitios 1, 500 e 1000 no
tempo, que € medido em passos de MC (PMC). Média sobre cinco amostras.
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Figura 25 — Gréfico da ocupag@o média por sitio via simulacio MC. Média
sobre cinco amostras e cada uma delas distribuida aleatoriamente na cadeia no
instante t = 0, com p = 0.7 e ¢ = 0.3.(a) Ocupacdo média por sitio para uma
concentragdo de 1%. (b) Ocupag@o média por sitio para uma concentragio de
10%
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Figura 26 — Gréfico da ocupag@o média por sitio via simulacio MC. Média
sobre cinco amostras e cada uma delas distribuida aleatoriamente na cadeia no
instante t = 0, com p = 0.7 e ¢ = 0.3.(a) Ocupacdo média por sitio para uma
concentragdo de 20%. (b) Ocupacgdo média por sitio para uma concentracio
de 80%
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4.2 CONDICOES DE CONTORNO ABERTAS

De forma semelhante realizamos as simulacdes e integragdes para as
CCA, escolhendo alguns parametros. Porém, neste caso, ndo poderemos fixar
o nimero de particulas na rede, mas apenas os valores das taxas de adsor¢@o
e dessor¢do o e 3, respectivamente. Os parAmetros escolhidos sdo apresen-
tados na Tabela (3), tanto para as integracdes via método RK4 quanto para as
simulacdes em MC. Para o caso das simulacdes em MC obtivemos também
informagdes adicionais sobre o comportamento dos pares de particulas na
rede. Esperamos, nesse caso que o sistema entre em equilibrio, porém nado
mais com o valor (p = %), mas sim que a densidade satisfaga a relagdo
p= ﬁ), conforme deduzimos anteriormente para o caso estaciondrio.

Parametros para as CCA

p g N np o B

0.7 03 1000 200 0.1 0.1

0.7 03 1000 200 0.1 0.2

0.7 03 1000 200 0.2 0.1

Tabela 3 — Parametros utilizados nas integra¢des pelo método RK4 e nas
simulacdes de MC para condicdes de contorno abertas. Note que np repre-
senta o nimero de particulas no instante inicial (t=0).

4.2.1 Runge-Kutta

Realizamos as integragdes, via método de Runge-Kutta de quarta or-
dem, de acordo com a Tabela, até t=100 com passos h=0.05, e considera-
mos 10 amostras, sendo que cada amostra representa uma configuracio ini-
cial diferente no caso de integracdo via método RK4. Os grificos represen-
tam médias sobre esse conjunto de amostras. Primeiramente, consideraremos
combinacdo (@ = 8 =0.1). Agora ndo mais esperamos que a ocupagio média
de equilibrio seja %, pois o nimero de particulas em nosso sistema nao € mais
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Figura 27 — Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7¢e g=0.3 e taxas o = 3 = 0.1. Gréfico da ocupagio do sitio
1, considerando um média sobre 10 amostras independentes.

uma constante. Porém, podemos fazer algumas suposi¢des, pois esperamos
que quando o > f3, o valor da densidade média no equilibrio seja préxima a
1. Da mesma forma quando o = 8 esperamos que quando & = 3 o valor de
p fique préximo a % Esses comportamentos sdo realmente observados nos
graficos que apresentamos a seguir.

Podemos verificar nos graficos das Figuras (27), (28) e (29), que todos
os sitios escolhidos alcancam a mesma ocupag¢do média de equilibrio, mos-
trando que ndo existem sitios privilegiados nessa configuragéo com o = f§ =
0.1 e, conforme esperdvamos essa ocupacdo de equilibrio fica préxima a %
p = ﬁ) . Note no gréfico da Figura (30), que o sitio 53 de uma das amos-
tras estava ocupado no instante ¢ = 0, mas que, apds um pequeno intervalo de
tempo, a sua ocupacdo tende aquela no equilibrio.

Percebemos que existe uma variacao na ocupagao média dos sitios até
aproximadamente t=40, porém, apds esse transiente todos atingem o mesmo
valor de densidade p = ﬁ. Para as outras sele¢des de pardmetros os re-
sultados sdo parecidos, mudando-se apenas o valor de ocupacdo média de
equilibrio. Como podemos ver nas Figuras (31), (32) e (33), que sdo refe-
rentes a & = 0.1 e B = 0.2. Conforme previsto, os parimetros nos levam a
uma ocupac¢io média de equilibrio mais baixa, uma vez que a taxa de saida
de particulas da rede é maior que a de entrada.

Jé para a configuracio onde o é maior do que 3, esperamos que a
densidade de equilibrio seja mais alta. Nas Figuras (34), (35) e (36), esse
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Figura 28 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7¢ g =0.3 e taxas o = 8 = 0.1. Gréfico da ocupagio do sitio
500, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 29 — Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7e g=0.3 e taxas o = 8 = 0.1. Gréfico da ocupagio do sitio
1000, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 30 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7 e g=0.3 e taxas o = 3 = 0.1. Gréfico da ocupagio do sitio
53, considerando 1 amostra.
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Figura 31 — Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7eg=0.3 etaxas ¢ = 0.1 e § = 0.2. Grifico da ocupagdo do
sitio 1, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 32 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7e g=0.3 e taxas & = 0.1 e § = 0.2. Grifico da ocupacéo do
sitio 500, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 33 — Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7e g=0.3 e taxas & = 0.1 e § = 0.2. Grafico da ocupacéo do
sitio 1000, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 34 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7e g=0.3 e taxas &« =0.2 e § = 0.1. Grifico da ocupacéo do
sitio 1, considerando um média sobre 10 amostras independentes.

comportamento € observado. Os sitios analisados alcangam o mesmo p de
equilibrio em cada uma das situagdes, mostrando que ndo existem sitios pri-
vilegiados na rede.

Os gréficos da ocupacido média por sitio trazem informacdes adicio-
nais que mostram que o desvio padrao de ocupacgdo dos sitios € pequeno,
embora seja maior que o desvio observado no caso das CCP. Por exemplo,
o desvio padrdo para a ocupagdo média por sitio para a situagdo o = 0.1 e
B =0.2 é 0.005. Podemos notar que nos graficos das Figuras (37), (38) e
(39), temos um desvio padrdo muito pequeno em torno do valor médio de
equilibrio.

4.2.2 Monte Carlo

Para as simula¢des de Monte Carlo, realizamos as mesmas combinacdes
de parametros da Tabela (3), com 100.000 de passos de Monte Carlo, para 10
amostras. Neste caso, cada amostra representa ndo somente uma configuracdo
inicial diferente, mas a evolug¢do em dire¢ao ao estado de equilibrio nao é mais
deterministica.

A primeira figura que apresentamos nesta seco refere-se as ocupacdes
dos sitios 1, 500 e 1000 em func¢ao do tempo, Figura (40). Podemos notar que
os sitios alcangcam o equilibrio rapidamente, e todos eles para o mesmo valor,
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Figura 35 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma

concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0.Com p=0.7eg=0.3 e taxas &« =0.2 e § =0.1. Grafico da ocupacédo do
sitio 500, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 36 — Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7e g=0.3 e taxas &« = 0.2 e § = 0.1. Grafico da ocupacéo do
sitio 1000, considerando um média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 37 — Densidade local, para tempos longos, obtida via método RK4,
para uma concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede ins-
tante t =0. Com p =0.7 e g =0.3 e taxas ¢ = 0.1 e B = 0.1. Média sobre
10 amostras independentes.
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Figura 38 — Densidade local, para tempos longos, obtida via método RK4,
para uma concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede ins-
tante t =0. Com p =0.7 e ¢ =0.3 e taxas ¢ = 0.1 e B = 0.2. Média sobre
10 amostras independentes.
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Figura 39 — Densidade local, para tempos longos, obtida via método RK4,
para uma concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede ins-
tante t=0. Com p=0.7¢e g =0.3 e taxas ¢« = 0.2 ¢ f = 0.1. Média sobre
10 amostras independentes.

valor esse que se aproxima com o obtido através da integracao das equacdes
de movimento pelo método RK4. As densidades nesses sitios atingem um
valor p de aproximadamente 0.35 com desvio padrdo igual a 0.0007. Mos-
tramos aqui apenas o grafico de uma das combina¢des de pardmetros, pois 0s
resultados sdo semelhantes para as outras condi¢des de pardmetros o e f3.

Consideremos agora os graficos de contagem de pares em func¢do do
tempo para trés situagdes diferentes. O primeiro grafico, Figura (41), mostra
que a quantidade de pares vizinhos mais préximos muda de acordo com a
combinacdo de a e B. Quando a > B, temos uma contagem maior de pares
motor motor (mm). J4 quando @ < 8 temos uma contagem menor e, quando
os dois sdo iguais temos aproximadamente metade da rede preenchida, e uma
contagem de pares mm igual a 250 aproximadamente, o que nos leva a crer
que as particulas estdo bem distribuidas na rede. A contagem de pares € reali-
zada a partir de um determinado intervalo de tempo, apds o sistema atingir o
equilibrio, e contamos esses pares a cada 200 passos de Monte Carlo (PMC).
Os graficos aqui apresentados representam médias sobre essas dez amostras
independentes.

Para os pares de vizinhos mais préximos onde os dois sitios se en-
contram desocupados (vv), Figura (42), percebemos que o comportamento é
parecido com os dos pares (mm) porém, o nimero de pares pares (vv) é maior
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Figura 40 — Densidade versus tempo, em unidades de PMC, via simulag@o
de Monte Carlo para uma concentracdo inicial de 20%, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t =0. Com p=0.7eg=03etaxas ¢ =0.1¢
B = 0.2. Ocupagio sitios 1, 500 e 1000. Média sobre 10 amostras indepen-
dentes.
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Figura 41 - Gréfico obtido, via simulagdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e ¢ = 0.3. Contagem dos pares do tipo mm em fung¢do do
tempo; medido em PMC. Um par mm significa dois sitios primeiros vizinhos
da rede ocupados por motores. Média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 42 — Gréfico obtido, via simula¢cdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p=0.7 e g =0.3. Contagem dos pares do tipo vv em funcdo do
tempo; medido em PMC. Um par vv significa, dois sitios primeiros vizinhos
da rede ndo ocupados por motores.

quando a < 3 comparando com o caso onde & > f3, e quando & = B obtemos
os mesmos resultados. Observando os graficos (43) e (44), podemos perceber
que os comportamentos sao similares com os observados nos graficos dos pa-
res mm e vv, quando o = f3 a rede estd bem distribuida com 0 mesmo nimero
de pares mm, vv, mv e vm aproximadamente. Quando existe uma diferengca
entre ¢ e 3, o nimero de pares mv e vim oscila um pouco abaixo de 250.

A ocupag¢@o média por sitio apresenta um desvio pequeno como pode-
mos ver nos graficos, Figura (45). Notamos que os valores de p no equilibrio
para as trés combinagdes de o e 8 sdo aproximadamente os mesmos obtidos
nas integracdes via método RK4. Os grificos da ocupacgdo média do sistema
por passo de Monte Carlo, ver grifico (46), foram obtidos através da soma
de sitios ocupados dividido pelo nimero de sitios de 200 em 200 passos de
MC, apés atingirmos o estado estaciondrio. Na Tabela 4 apresentamos um
resumo dos valores obtidos através da simulacdes de Monte Carlo. E impor-
tante observar que nas simula¢des de MC a probabilidade de um par (mm) € a
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Figura 43 — Gréfico obtido, via simulagdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p=0.7 e ¢ = 0.3. Contagem dos pares do tipo mv em func¢io do
tempo; medido em PMC. Um par mv significa, dois sitios primeiros vizinhos
da rede, o primeiro ocupado e o segundo nao ocupado por motores.
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Figura 44 — Gréfico obtido, via simulagdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0,com p=0.7 e ¢ = 0.3. Contagem dos pares do tipo vm em func¢io do
tempo; medido em PMC. Um par vm significa, dois sitios primeiros vizinhos
da rede, o primeiro nio ocupado e o segundo ocupado por motores.



80

pxi

0,61 — a=01F=01

— a@=01p=02

L — a=02pf=0.1| |
o 05

04
03 I I I I
o 200 400 600 800 1000

Figura 45 — Gréfico obtido através de simulacdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p=0.7 e g =0.3. Ocupacdo média por sitio. Média sobre 10
amostras independentes.

mesma que um par (vv), conforme vemos nas Figuras (41) e (42). Além disso,
¢ facil observar que mesmo para densidades relativamente altas como 20%,
que P = P2 ou p,, = P2, ou seja, tudo funciona como se a ocupagio média
de sitios fosse independente, como nossa aproximacao de campo médio. No
caso das integracdes via método de RK4 isso é razodvel, pois as equacdes
obtém essa informacdo de independéncia de ocupacgdo dos sitios. Entretanto,
no caso das simulagdes de MC, essa condi¢io nio estd embutida na dindmica,
mas efetivamente tudo ocorreu como se o comportamento global fosse do tipo
de campo médio.

4.3 CONDICOES DE CONTORNO ABERTAS APENAS NAS EXTREMI-
DADES

Os resultados nesta sec@o sdo ligeiramente diferentes dos determina-
dos anteriormente, especialmente aqueles relativos a densidade local, que ndo
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Figura 46 — Gréfico obtido através de simulacdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante
t=0, com p =0.7 e g = 0.3. Ocupacio média do sistema no tempo, que é
medido em passos de MC (PMC). Média sobre 10 amostras independentes.
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Simulagdes de Monte Carlo

a B p c

0.1 01 05 0.0008

0.1 02 035 0.0007

02 0.1 065 0.0007

Tabela 4 — Valor médio de ocupacdo dos motores em simulagdes de Monte
Carlo, com p = 0.7 e ¢ = 0.3. Onde o € a taxa de adsorgdo, 3 é a taxa de
dessorcdo, p representa a densidade média de ocupagdo dos motores na rede
e 0 o desvio padrao. Valores calculados para 10 amostras.

mais serd uniforme. Muitos trabalhos simulam esse tipo de situagao, pois ela
é considerada a mais préxima da realidade, devido a localizagao das proteinas
motoras dentro da célula (GOLUBEVA; IMPARATO, 2013; KOLOMEISKY,
1998). Na Tabela 5, apresentamos alguns parametros utilizados em nossos es-
tudos.

Parametros para as CCA apenas nas extremidades

p ¢ N np «a B
07 03 1000 200 0.1 0.1
07 03 1000 200 0.1 0.2
07 03 1000 200 0.2 0.1

Tabela 5 — Parmetros utilizados nas integracdes pelo método RK4 e nas
simula¢des de MC com condi¢des de contorno abertas apenas nas extremi-
dades
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Figura 47 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma

concentragao inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t = 0.
Com p=0.7e g=0.3 etaxas @ = 0.1 e B = 0.2. Gréfico da ocupagdo dos
sitios 1, 500 e 1000, considerando uma média sobre 10 amostras independen-
tes.

4.3.1 Runge-Kutta

Para as integra¢des via método de Runge-Kutta com essas condi¢des
de contorno, integramos essas equagdes até = 100.000 com o passo h = 0.1,
dez amostras foram utilizadas, e os graficos apresentados representam média
sobre essas amostras. Diferentemente das outras condi¢cdes de contorno, os
sitios ndo atingem o mesmo valor de p no equilibrio. Esse comportamento ja
era esperado, uma vez que temos dindmicas diferentes para cada uma das trés
regides da rede. Como podemos ver na Figura (47), as densidades nos sitios 1,
500 e 1000 atingem valores diferentes no equilibrio. Nessa figura, vemos que
para @ = 0.1 ¢ § = 0.2, o sitio 1000 apresenta uma densidade estaciondria
menor que no caso & = 0.2 e § = 0.1, veja figura (48). As ocupagdes por
sitio, na situag@o estaciondria estio ilustradas nas figuras (50) e (49).

O caso & = § = 0.1, é apresentado nas Figuras (51) e (52). Por exem-
plo, na figura (51),a densidade no meio da cadeia é intermedidria entre os
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Figura 48 — Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Com p=0.7e g=0.3etaxas ¢« =0.2 e § = 0.1. Gréfico da ocupagdo
dos sitios 1, 500 e 1000, considerando um média sobre 10 amostras indepen-
dentes.
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Figura 49 — Grafico obtido via método de RK4, para uma concentragao inicial
de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t = 0, com p = 0.7 e
g=0.3¢taxas & = 0.1 e § = 0.2. Densidade estaciondria versus posi¢éo
na rede, que é medido em passos de MC (PMC). Média sobre 10 amostras
independentes
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Figura 50 — Grafico obtido via método de RK4, para uma concentragao inicial
de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t = 0, com p =0.7 e
g=0.3 etaxas a = 0.2 e B =0.1. Densidade estaciondria versus posi¢do na
rede. Média sobre 10 amostras independentes
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Figura 51 - Densidade versus tempo, via método RK4, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede instante t =
0. Comp=0.7eg=0.3¢etaxas @ =0.1 e f =0.1. Gréfico da ocupacio
dos sitios 1, 500 e 1000, considerando um média sobre 10 amostras indepen-
dentes.

valores observados nas extremidades e seu valor € praticamente 0 mesmo que
o obtido com as condi¢des de contorno estudadas anteriormente. No caso
da Figura (52), a ocupagfo por sitio apresenta um perfil espelhado para as
condicdes de contorno abertas somente nas extremidades. Os efeitos de su-
perficie sdo visiveis e os resultados obtidos sdo semelhantes aqueles do tra-
balho (KOLOMEISKY, 1998).

4.3.2 Monte Carlo

As simulac¢des de Monte Carlo para as condi¢des de contorno abertas
apenas nas extremidades foram realizadas com 1.000.000 de passos de Monte
Carlo, e utilizamos dez amostras para calcular as concentragdes de equilibrio.
Variamos os pardmetros & e 3 conforme a Tabela (5) e além da ocupagdo dos
sitios 1, 500 e 1000 em fun¢do do tempo, ocupacdo média por sitio no caso
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Figura 52 — Grafico obtido via método de RK4, para uma concentragao inicial
de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t = 0, com p =0.7 e
g=0.3etaxas @ = 0.1 e B =0.1. Densidade estaciondria versus posi¢do na
rede. Média sobre 10 amostras independentes
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Figura 53 — Densidade versus tempo, em unidades de PMC, via simulacio
de Monte Carlo para uma concentracdo inicial de 20%, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t =0. Com p=0.7eg=03etaxas a =0.1¢
B =0.1. Ocupagdo média dos sitios 1, 500 e 1000.

estaciondrio, estudamos a distribuicdo de vizinhos mais préximos na rede.

As Figuras (53), (54) e (55) mostra as densidades de ocupacgdo dos
sitios 1, 500, 1000 em fun¢do do tempo, medido em passos de Monte Carlo
(PMCQ). Os resultados sao semelhantes aos obtidos via integracao das equacdes
de movimento pelo método RK4.

Nos gréficos da ocupagdo média por sitio os resultados sdo os espera-
dos, os sitios centrais permanecem com uma ocupagdo média de 0.4 para as
situagdes onde (o = ) e (a < B), ver Figuras (56) e (57). Para a situagio
onde (o > ) a ocupagdo dos sitios centrais aumenta.

A ocupagdo média do sistema € atingida rapidamente, 0 mesmo ocor-
rido nas situagdes anteriormente analisadas, tanto através de simulacdes de
MC quanto através de integracdo via método RK4.

No caso da ocupagdo de sitios vizinhos mais préximos, as Figuras
(60) com (ov = =0.1); (61) com (¢ = 0.1, B =0.2) e (62) com (& = 0.2,
B = 0.1) mostram a evolugdo temporal desses pares vizinhos. Interessante
observar que para os pares (vim) e (mv) o comportamento € essencialmente o
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Figura 54 — Densidade versus tempo, em unidades de PMC, via simulacdo
de Monte Carlo para uma concentracio inicial de 20%, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t =0. Com p=0.7eg=03etaxas ¢ =0.1¢
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Figura 55 — Densidade versus tempo, em unidades de PMC, via simulacdo
de Monte Carlo para uma concentracio inicial de 20%, distribuida aleatori-
amente na rede no instante t =0. Com p=0.7eg=03etaxasa =0.2 ¢
B =0.1. Ocupagdo sitios média dos 1, 500 e 1000.



92

pxi

0.6 — a=01p=0.1] —

o 05 _
0,4 r"m‘“%%w
03 | | | |

~o 200 400 600 800 1000

Figura 56 — Gréfico obtido através de simulacdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t
=0.Com p=0.7e g=0.3 e taxas & =0.1 e § =0.1. Ocupacéo média por
sitio. Média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 57 — Gréfico obtido através de simulacdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t
=0.Com p=0.7e g=0.3 e taxas & = 0.1 e § = 0.2. Ocupacéo média por
sitio. Média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 58 — Gréfico obtido através de simulacdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t
=0.Com p=0.7e g=0.3 e taxas & = 0.2 ¢ § =0.1. Ocupacéo média por
sitio. Média sobre 10 amostras independentes.
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Figura 59 — Gréfico obtido através de simulacdes de Monte Carlo, para uma
concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no instante t
=0. Com p=0.7¢ ¢ =0.3 e taxas ¢ = 0.1 e B = 0.2. Ocupagdo média do
sistema no tempo, que é medido em passos de MC (PMC). Média sobre 10
amostras independentes.

mesmo nos trés casos. Por outro lado, pares (mm) e (vv) oscilam ao longo da

simulacdo.

A tabela referente aos valores da média da ocupacdo do sistema em
todos os passos de Monte Carlo (6), foram obtidos no final da simulagdo
somando a ocupacdo da rede em todos os passos e dividindo pelo nimero de
passos, obtemos um desvio padrao pequeno.
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Figura 60 — Evolucdo do nimero de pares, via simulagdes de Monte Carlo,
para uma concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no
instante t=0. Com p=0.7eg=0.3etaxas @ =0.1 e § = 0.1, e média sobre
10 amostras independentes. Grafico da contagem de pares mv estd sobreposto
pelo gréfico da contagem de pares vm.
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Figura 61 — Evolucdo do niimero de pares, via simulagdes de Monte Carlo,
para uma concentragfo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no
instante t=0. Com p=0.7e g=0.3 etaxas @ =0.1 e § = 0.2, e média sobre
10 amostras independentes. Gréfico da contagem de pares mv estd sobreposto
pelo grafico da contagem de pares vm.
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Figura 62 — Evolu¢do do niimero de pares, via simulagdes de Monte Carlo,
para uma concentragdo inicial de 20%, distribuida aleatoriamente na rede no
instante t=0. Com p=0.7eg=0.3etaxas @ =0.2 e § = 0.1, e média sobre
10 amostras independentes. Grafico da contagem de pares mv estd sobreposto
pelo gréfico da contagem de pares vm.
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Meédia da ocupag@o no sistema

a P P c

0.1 0.1 0.0 0.003

0.1 02 040 0.0007

0.2 0.1 050 0.003

Tabela 6 — Média de ocupacdo média do sistema em todos os passos de Monte
Carlo, onde « € a taxa de adsor¢do, 3 é a taxa de dessorcdo, p representa a
média da ocupacgdo do sistema e o o desvio padrdo. Valores calculados para
10 amostras.



100



101

5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho estudamos através de integracdes numéricas via método
de Runge-Kutta de quarta ordem e simulacdes de Monte Carlo o comporta-
mento dindmico de motores moleculares como a cinesina e dineina sobre os
microtibulos. Realizamos tais estudos com trés condicdes de contorno dife-
rentes e para diversas combinac¢des de pardmetros do modelo.

Nas simulagdes com condi¢des de contorno fechadas, nossos resulta-
dos mostram que os sitios entram em equilibrio rapidamente e a ocupagdo
média de equilibrio dos sitios € a esperada (p = % Nesse caso, o nimero de
particulas ndo varia durante a evolu¢@o dindmica e a densidade esperada é a
mesma para todos os sitios, independente da configuracio inicial dos motores
e das probabilidades de transi¢@o, para a direita (p) e para a esquerda (g).

Para as condi¢des de contorno abertas em todos os sitios, os resulta-
dos obtidos através do método RK4 e simula¢des de MC sdo equivalentes.
Obtivemos taxas de ocupacdo por sitio, no equilibrio quanto a cinética de
Langmuir iguais a (prx = %ﬁ))’ que € a previsdo tedrica para dindmica de
LK (GOLUBEVA; IMPARATO, 2013). O interessante nesse caso é que a
densidade obtida torna-se independente das probabilidades de transicdo (p) e
(g). Outro fato notével foi relativo a distribuicdo de pares de motores vizi-
nhos mais préximos na rede. Um comportamento do tipo campo médio foi
observado mesmo no caso de simulagdo de Monte Carlo.

No caso das condi¢des de contorno abertas apenas nas extremidades,
a distribuicdo de equilibrio para a densidade local nao € mais uniforme. En-
quanto o sitio 1 é a ponta de entrada de novos motores, o sitio N é o de saida.
Assim espera-se que a ocupagdo média de equilibrio no sitio 1 fosse maior
que no sitio N, expectativa essa que foi confirmada pelos nossos resultados,
tanto pelo método RK4 quanto pelas simulacdes de MC. Um resultado inte-
ressante de nosso trabalho foi referente as integragcdes e simulagdo onde & e
B sdo iguais. A ocupagdo dos sitios apresentou uma simetria com relagdo ao
sitio central, que estd, de acordo com alguns trabalhos ja realizados.

Como perspectiva de estudos futuros, podemos incorporar correlacdo
entre os motores, mesmo a nivel das equagdes de evolugdo dindmica base-
adas nas integragdes via método RK4. Outra possibilidade interessante € a
utilizacdo de microtibulos paralelos onde poderiamos também considerar o
movimento de motores entre dois trilhos paralelos. Problemas envolvendo
transporte de carga por grandes distancias ao longo do microtibulo também
foram estudadas recentemente. Podemos imaginar que a carga seja transpor-
tada de um motor a outro. Isso foi recentemente estudado por Rossi, Radtke
e Goldman (ROSSI; RADTKE; GOLDMAN, 2014), através de analises de
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campo médio e simula¢des de Monte Carlo.
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