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“Se dermos dois giros quaisquer, que vocé pode executar
tantas vézes quantas quiser, um apdés o oulro, serd possivel

atingir qualquer posicio ou apenas algumas?”

A resposta a essa pergunta depende, evidentemente, dos
dois giros que foram escolhidos, Naturalmente, poderemos atin-

gir qualquer lugar se escolhermos o “rolar para a direila” ¢ o
“giro diagonal”, ou, na aldeia, se tomarmos o énibus que para

apbs cada rua estreita ou (como segundo) o que pira depois

de cada rua larga. Mas o que aconteceri se tomarmos outros
itinerdirios na aldeia, ou outros pares de rotacoes do cubo? Isso
nos conduzird ao estudo de subgrupos, como veremos.

E légico que poderemos igualmente representar a aldeia
no cubo. Suponhamos que todas as 24 casas da aldeia tenham
sido marcadas com os nomes das eriancas. Podemos entio
tomar o nosso cubo e eserever na parte de cima da face do cubo
o nome de uma das casas, que pode ser eseolhida & vontade (o
fato da representa¢io funcionar, seja qual fér o nome que
ponhamos na face que escolhemos para iniciar, torna o jogo
aindx mais “mégico” para as eriancas). Podemos por

Miguel

na parte superior da face. Supondo que facamos um giro no
sentido dos ponteiros, de um angulo reto, em térno de um
¢ixo vertical que passe pelo centro, como se fosse a viagem por
uma rua larga (em vez de “rolar para a direita”), ¢ podere-
mos imediatamente ir colocando os nomes das criancas cujas
¢asas vamos encontrando ao fazer o pereurso pelas ruas largas
“m que mora o Miguel. O resultado poders ser:

Miguel

Teresa
oBo

BIB[D

:‘11 que EiBD'lﬁE-? que, ao seguir por uma rua larga, partindo
cllla“u?.m de Miguel, encontraremos a de Teresa, depois a de
» @M seguida a de Jodo, e regressaremos A de Miguel. A
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mesma seqiiéncia serd produzida girando o eubo cuja face su-
perior & nmutn}du acima, em sucessivos angulos retos, no w:-nti—
(]? dos ponteiros do relégio. Depois, deve-se uru-:;l}u-r ums:
diagonal para_representar o “onibus triangular” na ald ia ;
com a apllcz!q;m sucessiva do giro de um angulo reto em tﬂrnr;
do eixo vertical e do giro diagonal, cada face seri l‘ﬂl}l.'l"iil com
quatro nomes. Désse modo, a aldeia sera representada m:'.: cubo.

3. 4 aldeia de 12 casas ¢ o tetracdro

De modo semclhante ao que fizemos com o cubo, podere-
mos fazer com o tetraedro regular. Teremos de providenciar
lllll tetraedro regular de madeira, eom seus sete c1x08 de rota-
¢ao, como material de manipulacio. Os cixos sio os seguintes:

I) unides de vértices com centros da face oposta (cm
nimero de (quatro) :

IT) unidoes dos pontos médios das arestas opostas (em
nimero de trés) :

Se ndo houver tetraedro de madeira disponivel éle pode
ser feito, facilmente, com cartio, e agulhas de trich podem ser
usadas para “apunhali-lo” pelos virios eixos de rotacio. Trés
figuras pnnlf'rﬁu ser descnhadas em ecada :".'ll'u, uma em cada
“canto”, de modo a ficar “para eima” quando o tetraedro for
colocado apropriadamente, O triingulo abaixo, por exemplo,
pode ser a face que a erianca estard olhando e as fizuras
poderiam ser assim;

/ A \
) AN

Poderfamos dizer que o tetraedro estd, agora, na posiciio
Szior”, Quando as 12 figuras tiverem sido desenhadas, de modo
que cada face tenha suas trés figuras, podercmos comecar o
J‘?‘BO perguntando s eriancas qual o eixo que teremos de usar
(1sto €, onde tercmos de “apunhalar” o bloco com a agulha),

e e N
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para que determinada figura fique em posicio, Poderemos, da
mesma forma, restringir os movimentos e decidir, por exemplo,
que 86 poderio ser feitos dois movimentos, os quais poderio
ser:

I) {fazer um térco de um giro no sentido dos ponteiros
do relégio, em tdrno de um eixo vertiecal,

II) fazer meio giro em tdrno do eixo que passa pelo ponto
médio da aresta & direita do triingulo em frente &
erianga e pelo ponto médio da aresta oposta a esta.

Pode-se, entiio, executar o jogo de vonseguir determinada
figura com o nimero minimo de movimentos, Serd sempre
possivel chegar a certa figura, partindo de outra, em um
nimero finito désses movimentos, desde que um dos movi-
mentos seja um térco de giro em térno de um eixo que passc
por um vértice e pelo centro da face oposta e o outro movi-
mento seja meio giro em térno de qualquer eixo que una o0s
pontos médios de duas arestas opostas. A “aldeia” EOTTCSPOn -
dente a ésse jogo é a seguinte:

€ 08 mesmos jngqs de matua representacio podem ser exeeuta-
dos, entre & aldeia de 12 casas e as rotacdes do tetraedro, eomo
foram entre a aldeia de 24 casas e as rotacoes do cubo.

Q,Pnde ser observado que nenhum itinerdirio de &nibus de-
vera ter mais que trés paradas na aldeia, Naturalmente, hi

quatro linhas de onibus com trés paradas, e trés outras com
duas paradas, Os 1tinerarios siig
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9 ¢ 00M 3 PARADAS

1 ¢« ITINERARIOS  em um sentido no sentido oposto

Ttineririo A estreita

: . estreita, estreita
Itinerario B

csireita, larga larga, estreita. es.

treita

Itinerdrio C f.‘-itl‘['if:'l. '['_'F~'Tl‘l"i|'fl. L’”'iffl. estreita
larea
Itinerdrio T estreita, larga, es. larga, estreita, larga
treita ety

2 ¢ COM 2 PARADAS

1 « ITINERARIOS

It}nerér!n | estreita, estreita, larga, cstreita
[tinerario 10 larga

inerario € el a : :
Itineririo estreita, 'Lll;mJ estreita, estreitg

~ Pode-se verificar que, se tomarmos os itineririos B, F e
G, mi_’:mﬁntv atingiremos trés outras easas além daquela de onde
partimos, Se usarmos outro itineririo. ou s Ja I para “voltar
para casa’, entdo os itineririos

(II, E, F, G)

formam um grupo fechado de movimentos, no sentido de que
quaisquer dois déles, exceutados em sucessio, poderiam  ser
substituidos por um déles, Os leitores matemiticos reconhe-
eerao o grupo Klein. £ produzido aqui por meios giros em
torno de trés eixos mutuamente perpendienlares, ou seja, oS
que unem os pontos médios das arestas opostas, A natureza
“fechada désse grupo podera ser “sentida” pelas eriancas se
lhes dermos “passes” para Osses itinerdrvios ¢ Ihes dissermos
que podem viajar para qualquer lugar que quiserem, mas que
86 podem sair quando o Onibus parar ¢ que nio & permitido
caminhar, mas que sé6 podem tomar, sempre, um disses quatro
onibus. Da mesma forma, usando apenas os meios giros do te-
traedro, 86 aparecerio quatro figuras, por mais que giremos
em torno dos trés eixos. Também seri observado que, se tiver-
mos “passes” para os itinerdrios I ¢ E, ou He I, ou H e G,
apenag duas casas poderiio ser visitadas. Os vlacionamentos
€ntre essas operacaes sio dados pelo grupo dois, ou seja:

I =, HE=T
EH=E EE=H

I

I
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Isso & fundamental para uma grande parte da Matemétiea,
dando, por exemplo, as regras de multiplica¢io de nimeros
positivos e negativos (I correspondendo & multiplica¢io por
um niimero positivo, B correspondendo & multiplicagio por
um nfimero negativo), ou as tibuas de adi¢io de nlimeros parcs
e fmpares (H correspondendo aos pares e E aos impares). D
fato, quaisquer mudancas de estado que, quando realizadas duas
vézes, restauram o estado original podem ser descritas por essa
espéeie de estrutura simples. Pode-se observar que, eomegando
com as 24 rotacbes do cubo, podemos chegar ao tetraedro, ao
grupo Klein e, finalmente, ao grupo dois, invertendo a ordem
normal de procedimento de comecar pelo simples para atingir
o complexo, Nesse caso, apresentamos, em primeiro lugar, a
situaeio complexa, caminhando gradualmente, por mcio de
sucessivas situacOes apropriadas, para os relacionamentos ma-
temdticos fundamentais,

A fim de permitir a probabilidade de aprender uma estru-
tura abstrata, em vez das propriedades de apenas um ou dois
jogos particulares, poderd ser considerado desejivel Introdu-
zir alguma outra “personificacio” que tenha a mesma estru'u-
ra que as rotacoes do tetraedro regular. Tal personifieacio
podera, por exemplo, ser a estéria das trés refeicdes., Digamos
que haja trés criancas em uma famflia, cujos nomes sejam
Célia, Rui, Teresa e Samuel, Para cada uma das trés refeigoes,
elas se sentam a uma mesa retangular, duas de cada lado,
como indicado no diagrama:

O (@)

O O

Ag criancas gostam de mudar de lugar, mas sé6 querem sentar
ao lado da mesma pessoa durante uma das refeied s, Para
tornar as coisas ainda mais variadas, elas também s6 quercm
sentar em frente & uma mesma pessoa em uma das trés re-
feigoes. Como podercmos arranjar as criancas para o café, o
alméco € o jantar, de forma a atender a essas condigdes? Sc
uma crianca Ji se sentou em frente a outra uma vez, nflo quere-
rd fazé-lo outra vez, mas nio se incomodard de sentar-se ao scu
lado em outra refeigiio. Se se senton ao lado de outra erianca
uma vez, nao quereri sentar-se ao seu lado em outra refeiciio,
mas poderd sentar-se em frente a ela. O leitor poderdi achar

0O EstUupo pr GEOMETRIA 1

agradivel tentar achar uma solue

] ao para o problema acima
antes de olhar o diagram ¥

a abaixo, onde se apresenta uma

soluedo,
L ilf.czfe . Almbco Jantar
élia Rui Teresa Célia Célia Samuel
Samuel Teresa Samuel Rui Teresa Rui

B o, it e winkn

) , 4 mudanca em diagonal em
qualquer uma das mesas, obteremos outra solucdo. Da mes
forma, se mudarmos os pares de criancas que se sentam juln'rn\
eI qualm:mr uma das mesas, haveri outra soluedo. Se trocar-
mos os dois pares de eriangas que se sentem em frente um de
outro, em qualquer das mesas, seria ainda outra solueiio. Have-
ra, portanto, um grande namero de solucies, Contudo, se der-
mos €ssc problema a qualquer grupo de pessoas intl'!”;:l:nh“c
eriaremos uma confusio bem grande, muitos até afirmando
que o problema nio tem solueiio, |

na

O leitor ja poderd estar imaginando como tal jogo pode-
ria ter qualquer relevineia com as rotacoes do tetraedro. O
fato de havermos escolhido doze eriancas poderd, talvez, dar-
-lhe a idéia de que niio estamos muito longe do objetivo. Para
nos permitir chegar perto da identificacio da estrutura dos
dois jogos, poderemos sugerir o seguinte tipo de excrefcio;

“Onde se sentara, na préxima refeicio, a erianca que estéa
junto a Samuel?”

“Tintdo, onde s¢ sentara a erianca que esti ao lado dela,
nessa nova refeigio, na refeigio seguinte?”, e assim por diante.

Por quanto tempo teremos de continuar, antes de estar
de volta a Samuel? No café, Teresa esti ao lado de Samuel;
entiio vejamos T'eresa no almdco. Bste é o nosso primeiro mo-
vimento, No almaco, Célia estd ao lado de Teresa; entao procura-
mos (lia no jantar; é o nosso segundo movimento. No jantar,
Samuel est4d ao lado de Célia; procuremos Samuel no eafé do
dia seguinte. Fstamos, entio, de volta onde comecamos, depois
de nosso terceiro movimento, porque estamos com Samuel no

café,

Quaisquer que sejam as combinagoes de movimentos que
tentemos, estaremos sempre de volta & mesma prssoa na Tefel-
¢d0 onde eomecamos, mas no dia seguinte. Portanto, sdo ne-
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cossirios trés “movimentos” para nos levar de volta aonde
COMECCAMOS, 56 PrOCUTATIOS as Pessoas SCmpre na refeicao se-
guinte, O mesmo seria verdadeiro se procurissemos pelas pes-
soas na refeicio apds a refei¢io seguinte. Nio seria verdadeiro
s procurissemos pela pessoa na mesma refeicao, Se procurar-
mos, por exemplo, alguém em frente a uma erianca na mesma
refeiciio e, entdo, procurissemos a pessoa em frente a essa
erianeg, mas na mesma refeiciio, ja teriamos atingido a crian-
ca depois de dois movimentos,

Parece que hé alguns movimentos de duas batidas e outros
de trés batidas em nosso jogo. Isso é certamente verdadeiro
com o tetraedro. Se sustentarmos um toetraedro pelos pontos
médios de um par de arestas opostas, mantivermos nossas maos
bem iméveis e girarmos o tetraedro com nossos dedos até que
éle ocupe o mesmo volume que antes, veremos que éle exceuta-
r4 um meio giro, ji que, se realizarmos cssa caprichosa opera-
cio mais uma vez, estaremos de volta 4 nossa posicio dec
partida. £ claro que hi trés désses meios giros que podemos
realizar com o tetraedro, e éles correspondem aos movimentos
de procurar a erianca oposta, a que esti ao lado ou a que s
senta diagonalmente oposta. mas na mesma refeicao. 114 oito
diferentes giros de 120 graus, dois em torno de eada um dos
quatro ecixos que passam por um vértice e a éstes COTTeSpon-
dem movimentos como os que estamos considerando, isto &
aquéles em que se introduz uma mudanca de refeicio. O mapa
do tetraedro poderia ser preenchido, escolhendo-se, por exem-
plo;

I) o movimento para a refeicdo seguinte, com a mesma
erianca,

para corresponder a

um téreo de um giro no sentido dos ponteiros do
relégio, em torno de um eixo vertical;

II) o movimento para a erianca sentada em frente, mas
na mesma refeiciio

para corresponder a

mnin. giro em torno de um eixo passando pelo ponto
médio da arcsta limite & direita do triingulo volta-

do para a crianca ¢ o ponto médio da aresta oposta
a esta,
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Poderemos, entio, tomar “Samuel qo enfé

a i i MR

1]“[]1 ‘.1115 [][‘.,ﬂl" ]'"'“I'l:lll.'.‘{ I," |||=;|”
restantes como mostrado no

COTID 11[|.‘:]1|1'.r'1'
preencher as ongze pPoSicoes
diagrama, -

.'5-;1..1 dar Trss H.--f‘.,,“","‘
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Se houver blocos atributos disponiveis, seri possivel esco-
”11'[' s tl'l:'.‘-i cores diferentes para representar .'.-a- refecoes, ()
café I\.ll"tt'['i:’l SCr' 0 .“.]-”“-”m; 0 ;l.,l],ql:ql'- ), azul. ¢ o ,Ii-l'l'.-'é.i'_ amarelo.
Célia poderd ser representada por um cireulo, Rul por um
retingulo, Teresa por um triingulo ¢ Samuel por um quadra-
do. Apanhar um triiingulo azul significaria que estamos pen-
sando em Teresa almocando. Os blocos apropriados poderiam

Jago dos 12 Blocos Atributos

@ [ A @ ® =

Café Alméago lantar
[vermelho) (ozul) (amarelo)

b A B A =]

—5 i

[+

ser colocados nos cspacos no mapa, ¢ duas espécies diferentes
do setas poderiam ser usadas para reunir as diferentes formas
('UIUI'I{JHS, para indicar toda a estrutnra ilo |-|||||'r|l.'11n de rota-
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coes do tetraedro regular, que poderd, entilo, ser visualizudo
em um relance. O aprendizado da “leitura” de tais mapas pre-
parard as criancas para enfrentar estruturas cada vez mais
complexas com relativa facilidade,

E possivel estender o mapa das rotacgies do tetraedro par:
o das rotacdes do cubo inserindo duas posi¢oes, uma de eada
lado de cada seta larga, como se poderd verificar se comparar
mos os dois mapas. A extensiio do mapa para o do cubo, por
meio dos bloeos atributos, também poderd ser feita com a in
troducdo das mesmas formas eoloridas, mas ou com um tama-
nho diferente ou com espessura diferente (ou ambos). Tsso
dobra o niimero de pecas, que se enquadram exatamente nas
posicies dadas no mapa de rotacdes do ecubo. O mapa ¢ mos
trado no diagrama a seguir,

Ezxtensdo do j3dgo do tetraedro para o cubo

£ As posicoes do tetraedro sfio indicadas pelas pequenas
lguras, isto &, pelos quadrados, retingulos, tridingulos e eirculos

pequenos. As grandes figuras representamn as posicoes que

podem ser atingidas no Jjogo do cubo e nio no do tetraedro

; P?de-se verificar que o “movimento pela seta fina” segue
leis diferentes quando aplicado s pecas pequenas ou as
gﬂg‘f‘::; I;;:qll‘:g;l‘:‘-‘“ntﬂqﬁﬂ de jogo do cubo, Quando aplicads

48, a regra ¢ simplesmente manter a mesma
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forma t‘:‘mudnr do vermelho para o aznl
relo, e déste de volta para o vermelho, No caso das pecas grs
des, veremos que s cores sio mudadas no sentido ¢ g
é, o vermelho ¢é mudado para amarclo. aste AT .j }]]Hhm’ *]H.f-”
mo para vermelho, mas essa troes o r;’-r Il_rl il,l'”u ¢ o ulti-
nhada pela da forma. Poderi ser P
forma sempre é obtida olhando-se a peea “sentada® dinsons
mente oposta & forma a ser mudads. Yo Il!;}w: r;nr:u: S l!;;'»;”fl.ll:
:}xr-mpln, £m qur:. se transforma o cirenlo amarelo !rr':;n-[[* i ;[rl-'rl-lm
If'f"'[.l:'l'il' llﬂ sqetn I.lTI.:l”. {l”mmrH a mesa amarela = 2l e
do jantar, e vemos qual a forn a que se “sont '
te ,npﬂ-‘““ ao cireulo, Serd o retaneulo, Como o amarelo é s
g:r‘nuln pelo azul no ciclo de mudaneca de edp '-|”';“'].” a ;]*',,T-
58 grandes, a peca a que somos -'-II'-E;:»ir:'IrH é nr E:rfjiulii
retingulo azul. Tsso pode ser imediatamente ﬁ..'q-r+i-'i.-w“.]::.m”
1]]31-"51":‘11?131. assim coma todas as outras mudaneas II'I‘I-'.I!]:MI?]I&;
]H‘hl. regra da seta fina”, quando aplieadsa is !,',.1:..,4 erandes.

do azul para o ama-

Bk & arompa-
verificadn ane a troea e

i:\'.tl:r 'J'. i mess

a” diagonalmen-

le faz, agora, o “movimento pela seta larea™? Podemos
ver que, se aplicada g qualquer peea peqguena, obtemos a T,,.I.w-l.
erande ijn'r-»q:rmﬂl-nr'ﬂ. 1sto &, uma P eea '.r,-. mesma forma e 1|".]_
mesma cor, mas grande em vez de pequena, Se a “reera 1]'.1
seta larga” & aplicada a uma peea grande. entiio se ofotnn TI:-l:'i
S0 uma mudanea de forma como uma de tamanho. A de i':f.rrm
é relizada passando-se para a forma oposta, do outro lado .|"1
mesa, Se aplicamos, por exemplo, a “regra de scota larea™ a !11;1
erande I-l‘iﬁll;ﬂlh‘b ;]Tlml'q'h}, olhamos a moesn ;”--_;”-.-[;._ -'!H-rr, & a
mesa do jantar e notamos que hia um efrenlo “sentado” 1'”\;}:,,
n](-.ntﬂ em frente. A regra nos levari, portanto, a um peaneno
cireulo amarclo, Isso também pode ser verificado no diagrama,

Nio se estd exigindo que tidas essas compreenso s deta-
Ihadas sejam necessdrias antes da erianea poder entender aleo
iTiL estrutura do relacionamento existente no conjunto de rota-
Goes de um cubo. Elas siio aqui apresentadas em heneficio da
;wrft*iq:'in, assim como porque foi verificade pelo autor que
muitas eriancas se tornam curiosas em relacio a tais extensdces.
Serd conveniente, para os professires e ontras pessoas, ter as
soluebes de problemas de extensio aqui eshocados. Natural-
lﬂﬂntﬂ, niao & possivel apresentar todas as extensoes possiveis,
Ja que dependeriio dos tipos de perguntas feitas pelas criancas.

4. O subiirbio de 8 casas da aldeia de 24 casas e o quadrado

Vamos agora olhar as propreiades do quadrado ¢ ver se
pPodemos encontri-las assentadas nas do cubo. Digamos que
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mareamos um lado do nosso quadrado com as letras A, B, C,
I (ou com quaisquer figuras que as criancas tenham _mu-ru]n
desenhar néle), como na figura a seguir; viramos, depois, nosso
quadrado em térno da linha indicada e marcamos o outro lado
tal como indieado no quadrado da direita da figura a seguir:

fa E
linha linha
parc «+—| @ O+ =L T }— paro
virar virar
2 o

Poderd ser visto que um giro de um angulo reto no sentido
eontrario ao dos ponteiros do relégio, em torno de um cixo
que passe pelo centro do quadrado em dngulo reto com o
plano déste, corresponderd ao “rolar para a direita” do cubo.
Uma “virada” em torno da linha indicada corresponderd a um
movimento

“estreita, estreita, larga, estreita, estrcita”

na aldeia. Se quiséssemos coloear os mesmos simbolos do outro
lado do quadrado, como temos nas por¢oes correspondentes do
mapa, terfamos de marcar o quadrado, em vez do E, 19, G, H,
eomo indicado no diagrama anterior, com as lctras abaixo:

d

D

Uma versdo mais simples do submapa poderia ser repre-
sentada como a seguir, com as posiedes escolhidas indicadas af

A > D

N Z

a—yY

Z Nl

B¢ C

e onde a “seta tripla” € o “movimento de lancadeira”, que leva
€ traz vocé entre os dois lados do quadrado, ou entre os dois
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ﬂiﬂ]ﬂﬂ de f[“ﬂh'ﬂ vias no mapa que representa figgog dois lados
Pode-se notar que o ciclo de quatro vias que corresponde m
eiclo (A, B, C, D) é o que niio pode ser atineido ésse ("]:f[u
por I'I‘l.{'.'"ln do uso de ruas estreitas apenas. Dessa frn'n;.n ge for
escolhido outro ciclo de quatro vias como o mapa de RTRAG
de qualquer quadrado, o eiclo de quatro viag correspondente
ao outro lado désse quadrado poderd ser encontrado prnr—ur;m.
do-se o ciclo que s6 pode ser atingido usando-se tanto as ruas
estreitas como as largas, vindas do primeiro cielo, ‘

B gy ' a1 B oo 1 Wy b B
I n']'[ 'tk 3CI" Vi ]]EII 11'}“ que, IIHJHHIF_L 08 1tinerarios 1-[5

e S Tarca’”’
II) ‘“estreita, estreita, larga, estreita. estreita®

» onibus

86 G I]GR‘Ii\-‘t"l .'tfi‘ﬂ_'_:il' olto Casig, f-rumr_-q;mnln de qll;:lll]]l'[‘ ras3
em particular, Désse modo, a aldeia se parte, nitidamente. cmn
trés subtirbios de 8 casas, dentro de eadn r;-m[ q-l;,q”l”,.,. F{.ﬂgﬁ
pﬂf]l‘- SCr II“]];.{'irh'!, usando os itinerarios de onibusg acima men-
cionados um niimero suficiente de vézes, sneessivamente.

Se o segundo désses itinerdrios de dmibus for chamado
de “triplo”, poderemos ver que o seguinte é verdadeiro -

a) “larga, larga, larvea, larga” é um itineririo cirenlar;
0) ‘““triplo, triplo” é um itineririo eireular:
¢) “triplo, larga, triplo” tem as mesmas paradas que

“larga, larga, larga”.
Ou o tltimo poderia ser substituido por

d) “larga, triplo, larga” tem as mesmas paradas que
“triplo”,

Longas viagens de onibus podem ser reduzidas para eurtas
por meio das “regras” acima. Tomemos, por exemplo,

“triplo, larga, larga, triplo, larega, larga, larga, triplo,
triplo, triplo”.
Tsso, pela regra b, pode ser reduzido a ‘“triplo, larga,
larga, triplo, larga, larga, larea, triplo”,
que, pela regra d, pode ser reduzido a
“triplo, larga, triplo, larga, larga, triplo”,
@, por aplicaciio ainda da regra d, a
“triplo, triplo, larga, triplo”
€, por nova aplicacio de b, a
“larga, triplo”.
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O leitor deverd verificar na aldeia que a primeira viagem
pode, realmente, ser substituida pela tltima, ou, na verdade,
por qualquer das viagens intermediarias, se tudo o que nos in-
teressa ¢ onde termina a viagem, tendo comegado cm uma
determinada casa, O mesmo poderia ser verificado no quadra-
do, comecando por qualquer posicio d_i'-le (que r-llm'rn:u't*unr_‘-s de
“lar”) ¢ usando “viradas” para os “triplos” e “giro de um dn-
gulo reto no sentido contriirio ao dos ponteiros do relégio” para
as “largas”. A longa série de viradas e giros indicada pela
primeira viagem deveria ser sempre equivalente, isto é, deveria
ter 0 mesmo efeito que um “giro de um angulo reto no sentido
contriirio ao dos ponteiros do relégio seguido de uma virada”.

As reeras @, b e ¢, on @, b e d, poderiam ser o sistema de
axiomas em que se baseardo as “provas” dos “teoremas”. Por
exemplo, d pode ser “provado” como um teorema, usando-se
4, b e ¢; pode ser provado, por meio de a, b e d. Deixamos
€sse exercicio para o leitor. Deve ser, naturalmente, bem com-
preendido gue sio desde logo admitidas as propri dades de
associatividade e do elemento neutro. Esse é o itincririo ecir-
<cular.

9. O subiirbio de 6 casas da aldeia de 24 casas e o triangulo
eqitildatero

Vejamos, agora, as propriedades do triinculo eqiiilitero
dentro de nossa aldein de 24 easas. As rotacies deveriio s r
indicadas pelas ruas estreitas, isto é deveremos ter

(I) “estreita™; (IT) “estreita, estreita”; (III) itinerdrio cireular;

que poderfio ser representados por qualquer dos ciclos de trés
vias que for encontrado em nossa aldeia. Qualquer désses
ciclos de trés vias poderia representar um dos lados de nosso
triingulo eqiiilitero. O problema &: onde esti o outro lado’
Que eonjunto de movimentos corresponderd a uma das “vira-

£} ] & F o
das « fme girara o tridngulo para o seu outro lado? Um désses
movimentos seria

“larga, larga, estreita, estreita, larga”

fue poderemos imediatamente verificar como sendo seu préprio
reverso. Se o repetimos, seremos levados de volta ao nosso
ponto de partida. Agird, realmente, como um movimento de
langadeira entre pares de ciclos de trés vias na aldeia e, assim,
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representa uma das “viradas”. Vamos ver a

representacio de-
talhada, como no quadrado. :

> _
linha para virar linha para virar

Cada uma das figuras acima ¢ a que se obtém quando vira-
mos a outra em torno da linha para virar, indieada nas ficu-
ras. Essa linha & fixa no espaco ¢ wio no triineulo que giranos.
Se chamarmos o movimento “larga, larsa, estreita, estreita.
larga” de movimento “lancadeira”, poderemos atingir qualquer
das seis posicoes indicadas nas fiouras, usando movimentos
langadeira ¢ movimentos estreitos um nimero suficiente de
vézes. De fato, qualquer posicio pode ser obtida, vinda de qual-
quer outra posicio, em nio mais que dois movimentos, judicio-
samente escolhidos. O mapa do subiirbio de 6 rcasas com seus
itinerdrios de 6nibus, lancadeira e estreitas, pode ser mais sim-
plesmente tracado como se mostra a seguir,

onde CSD indica o movimento “lancadeira”, ou a virada

mostrada no diagrama da figura anterior, ¢ o movimento
”mtrEitER” i".diﬁﬂ um girﬂ 'Ip ljﬂ ;_ET';‘[“.H, 10 Hl"]l[i(l“ i]“’ﬂ I“”l‘
teiros do relégio, do triingulo, em torno de um eixo passando
em geu centro, em ingulo reto com scu plano.
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Pode-se verificar que a aldein se divide, n'il.hllllmnﬂtfl‘!,rﬂn
quatro subfirbios de 6 easas. Dentro de enda subirbio, os itine-
ririos de 6nibus “lancadeira’ e “estreitas™ nos n*hmhmnrﬁn de e
para qualquer casa. A pesson pode vit a ter de trocar de 6nibus,
mas nunea mais de uma ver, se for bastante esperta.

O seguinte ¢ verdadeiro para “lanoadeira” e “estreitas’

a) ‘“estreita, estreita, catreita” ¢ um itinerdrio eireular;

b) “lancadeira, lancadeira™ ¢ um itinerfrio eireular;

¢) “lancadeira, estreita, langadeira™ tem as mesmas para-
das que “estreita, estreita';

ou éste filtimo poderd ser substituido por

d) “estreita, lancadeira, estreita” tem as mesmas para-
das que “lancadeira,

E novamente os itinerdrios dos onibus podem ser reduzi-
dos por meio dessas regras. Tomemos, por exemplo:

“lancadeira, estreita, estreita, lancadeira, estreita, estrei-
ta, estreita, lancadeira, lancadeira, lancadeira™.

Ble pode ser reduzido, primeiro, pelo emprégo da regra
&, para:

“lancadeira, estreita, estreita, lancadeira, lang¢adeira. lan-
eadeira, lancadeira™.

Duas aplicacbes sucessivas da regra b nos livrard das
quatro fltimas lancadeiras, dando:

“lancadeira, estreita, estreita”.

Pode-se pensar que essa é a viagem mais curta que se pode
obter. Olhando o mapa simplificado, pode-se ver que a viagem
acima pode ser feita mais ripidamente tomando a linha de
onibus “estreita, lancadeira”. Se o “sistema de axioma™ descre-
ve, de fato, a sitnacdio no sublirbio de 6 casas, efetivamente,
poderiamos “provar” que

s - . » ¥
_lancadeira, estreita. estreita” tem as mesmas paradas que
estreita, laneadeira”,

§ M‘z Tegra @ a0 inverso, o itineririo “lancadcira, es-
fresia, estreita” terd as mesmas paradas que o itinerdrio
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“estreita, estreita, estreity lancadeira, estreita, estreita”

que pode ser novamente reduzido, pela regra o pr:ru. :
‘‘egtreita, eslreita, lancadeira, estreita” |

e, por nova aplicagio da regry d, finalmente para

“estreita, laneadeira’,

que nos dd a “prova” proeurada,

3] ri " " 4 e J
gaIyamante ¢ possivel provar d, por meio de a. b e ¢
ou provar c, por meuop e a b e d Nada se ali : e

| terard, portanto
Se usarmos ¢ ou d como nosso tereciro axioma o I

6. Os d1ft‘r'raafr.f: subiirbios do 4 casas, @ roda di engrenagem
de qualro vas e o fu.wmgr; ' i
Serd facilmente visto que a metade de um subtirhio de 8

casas dara um subirbio de 4 easas, se eseolhermos :t'.l.'*n.pria—I:I-
mente as casas. Mesmo assim, ésses subiirhios de 4 easas nﬁ‘n
terdo, todos, a mesma estrutura de servieo (e onibus, uma vez
que alguns déles s6 serdio servidos por um itin |'-17';r:. A fi--;
de m't‘mmdar todos os habitantes do outro tipo de Htl},—'ffll‘hi{'r
necessitaremos de dois itineririos, no minimo. Iisti elaro 1|n:
o servico “larga” atenderd ao subiirbio constituido das easas
!ﬁ‘l‘lﬂ't'f‘.’l.{l.'iﬂ (A, D, C, B) e visiti-las-4 nesta ordem, Poderfamos,
igualmente, providenciar um servico “larca. larea, larea”.
que visitari as mesmas casas, mas parari nelas na secninte
ordem (A, B, C, D). & evidente que o itineririo “larea” cor-
responde ao giro de um angulo reto no sentide eontririo ao
dos ponteiros do relécio, e o “larca. larea, larea”. ao egiro de
um angulo reto no sentido dos ponteires, feito eom o quadrado,
em seu préprio plano. Isso eorresponde as rotacoes de uma roda
de engrenagem de quatro vias, tal como na figura a seguir.

Vejamos, agora, o que acontece quando permitimos 08 mo-
vimentos

I) “larga, larga”, I1)» “triplo”,
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lembrando-nos que “triplo” é a forma reduzida do movimerto:
“estreita, estreita, larga, estreita, estreita”.

Veremos que sé poderemos atingir as casas

(A,C,0,8) ou (B.D,O,V)

dependendo da casa de onde partimos. Nﬁﬂ_hﬁ possibili:_iﬂdn-
de organizar um itinerfirio de dnibus para cuidar dos habitan-
tes de qualquer um désses dois subtirbios de quatro casas, esta-
belecendo itinerdirios que possam reunir largas e estreitas. Ii-
zemos que a aldeia (A, B, C, D) é ciclica e que as outras duas
siio aldeias nfo-ciclicas,

Podera ser visto que temos a mesma estrutura nas aldeias
niio-cfelicas que as dadas pelas simetrias e rotagdes de um lo-
gango, ou de um retingulo que nio é quadrado, ou, na verda-
de, de qualquer figura que s6 tenha dois eixos de simetria,
Fssa estrutura é conhecida eomo o grupo Klein, ja encontrado
como subtrbio da aldeia de 12 casas, A seguir, temos uma re-
presentacio possivel:

linha linha linha
para para pcra
virar virar virar

onde a “larga, larga” é considerada como sendo um meio giro
da figura em seu préprio plano, e o “triplo” & considerado
como uma “virada” em térno de uma linha, mostrada nas figu-
ras. Chamando, agora, ésses movimentos de

I) meio giro IT) virada
teremos as seguintes regras;

a) “meio giro, meio giro” tem as mesmas paradas que
um itinerario circular;

b) “virada, virada” tem as mesmas paradas que um iti-
neririo circular;

¢) “meio giro, virada” tem as mesmas paradas que “vi-
rada, meio giro”, ;
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Novamente, qualquer longo itineririo num
noutro, nesse subturbio, on qualqgug '
itinerdrios de onibus, poderd ser
curtos. Qualquer itineririo e
dos quatro seguintes:

sentido e
T suburbio servido por tais
L duzido a outros muito mais
onibus pode ser reduzido a um

I) itinerdrio cireular.
II) ~virada:
I1T) mcio giro;
IV) meio giro, virada,

Estes itinerarios representam os elementos do grupo Klein.,

7. Os subirbios de 3 casas e roda de engrenagem de tris vias

Se fizermos o itineririo do onibus “ streita”, -"'-".i:l rTI]:'['[
for a casa de onde partirmos, poderemos visitar trés ¢i8as, in-
cluindo aquela de onde partimos. Fsse itincrario de énibus
divide, pois, a aldeia de 24 casas em oito subiirhios de 3 easns.
Mas ha outros meios de dividi-la désse modo. Sio os itineririos
de o6nibus A, B, C e D, apresentados na diseussio da aldeia de
12 casas. Para traduzir ¢sses itineririos em térmos de aldeia
de 24 casas, apenas teremos de substituir “larea” por “laren
larea”, O itineririo B, por exemplo, é “estreita, larga” na
aldeia de 12 casas. Serd, portanto, “estreita, larea, larga” na
aldeia de 24 casas,

Eis uma representaciio possivel do eiclo de trés vias nn
roda de engrenagem de trés vias:

Nessa representacio, um giro de 120 graus no sentido dos
ponteires, na figura acima, corresponde ao movimento “ogtrel-
ta, larga, larga” na aldeia de 24 casas, ou ao “estreita, larga”
na de 12 casas. Se chamarmos ésse movimento de “giro”, entio
a seguinte “regra” é verdadeira:

i ———— e —— —

A e
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a) “giro, giro, giro” tem as mesmas paradas que o “itine-
ririo cireular”’ que & a regra geratriz do ciclico grupo trés, o
médulo-3 aritmético, da mesma forma que

“larga, larga, larga”

tem as mesmas paradas que o “itinerdrio eircular” & a regra
geratriz do eiclico grupo quatro ou mddulo-4 aritmetico.

Como j& se mencionou, 0 grupo dois pode ser n'hfldn do
“tinerdrio circular” como neutro, e de f.;11_:|1qu’01: dos itinera-
rios que tenha apenas duas paradas. Os itinerdrios E,.FPeG
da aldeia de 12 casas nos darao tais itine '111'15_15,,nm'am{m“a com
a condicio de que “larga” deve ser S'lﬂ]_ﬂtl[ll!l_lu por “l;l‘r-;;h
larga” se estivermos vendo 0 mapa da aldeia de 24 easas. Ainda
héi mais dois itinerdrios de 2 paradas além désses trés na aldela
de 24 casas. Na verdade, h4 nove. A procura de tais itincra
rios & deixada como um exercicio interessante para o leitor,
Podem, certamente, ser obtidos imediatamente olhando a aldeia
tal como tracada para as diferentes posicoes do cubo e indo
por todos os possiveis meios giros que trario o cubo de volta
para ocupar o mesmo volume que tinha, antes que o tivésse-
mos movido, H4 trés désses eixos que estao em ingulos retos
com as faces e correspondem aos itinerdrios E. I, (i; mas ha
seis outros, cujos eixos unem 0s pontos médios das arestas
opostas do enbo. Como o cubo tem 12 arcstas, h4 6 pares de
arestas opostas, e a juncio dos pontos médios désses pares dari
os eixos das meias rotacoes que irdo gerar os itinerdrios e
dnibus de 2 paradas na aldeia de 24 casas.

Psses itinerdrios de 2 paradas correspondem s figuras
geombtricas que podem ser giradas apenas uma meia volta
para ocupar o mesmo espaco que antes, Uma dessas figuras
poderia ser a apresentada a seguir, sendo dada uma represen

tacdo particular,
: A

b

Aqui, a meia volta da figura em seu préprio plano & feita
para corresponder a :
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“egtreita, estreita, larga, cstreita, ostreita”

na Himmu de 24 casas, ou ao meio giro em torne de um eixo
vertical que Lope pelo eentro de um cubo, se estivermos U]}"l.‘l‘_
vando o8 movimentos do eubo, Tmos obs

8. Jogos de palavras como geradores de esiruturas

”Pm “F'”J“'*'”‘” T'ﬂ:in- ser definida como uma determinada
sucessiio de simbolos disponiveis. Podemos comeear com aqual
quer namero de sfmbolos, tal eomo todas as letras do :-H'-'-I!:a -I1w-
ou todos o0s alg;nvi:-umm entre zero e nove, i”"‘[l:Hi.-,_-pl \_:;H .1:.4'“':
turas com que temos lidado, nio tém sido nee SSArios mais (que
dois sfmbolos. Biles tém sido os “itomos” com (que temos I{-nna:-
trufdo os itinerarios de dnibus, tais ecomo “larea” ' :
“tpriplo”, “lancadeira”, “virada”, “meio giro”, ¢ assim por
diante. Cada um déstes pode ser considerado como um simbolo
possivelmente representado por uma fnica letra, e uma .-nu-:.w{;
sfio de tais simbolos, uma “palavra”, seri uma forma concisa
de desercever determinadas seqiicneias de movimentos, seja nas
aldeias, ou nas rotacies de nossos cubos, tetraedros ote. As
regras que governam a equivaléneia de diferentes itinerdrios
de Onibus foram tentativamente chamadas de axiomas nos sis-
temas formais que {foram sendo desenvolvidos para reunir a
esséneia abstrata de cada conjunto de movimentos, Dois itine-
rarios de onibus sao equivalentes se comecam e acabam na
mesma casa ou, mais precisamente, se, quando come¢am ambos
na mesma casa, terminam, os dois, no fim dos itineririos.

lhilHLI‘.-'ltH-u.‘

Pode-se verificar que as regras sio as scguintes:

a) “larga, larga, larga, larga” tem as mesmas paradas
que um “itinerario ¢irenlar”:

b) ‘“estreita, estreita, estreita” tem as mesmas paradas
que um “itinerdrio cirenlar”;

¢) “larga, estreita, larga’” tem as mesmas paradas que
“pgtreita, estreita’;

d] “estreita, larga, estreita” tem as mesmas pm‘aﬂﬂs
que “larga, larga, larga”.

Se indicarmos o “itinerfirio circular” pelo sfmbolo 1, “larga™
por I, e “estreita” por 1, vemos que temos @) AL E Tl 1;
DEEE=1:¢) LEL=T0TE;d ELE = LTI como

08 axiomas formais dos quais podem ser deduzidas todas as
equivaléncias de itinerdrios na aldeia de 24 casas.
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Poiderinmos sdlediongr wm “lar” na aldeia, no qual eorres.
pponderia uma detorminade posicio do cubo, Pml;-rm 86T con.
sitleraila eomo u posighe A. As outras casas poderiam ser de-
nonminatias e ueirdo com os tinerdrios dos dnibus cuja pri-
/meim parade € nessas cases, depois de deixarem o “lar”,
isto €, depois de deixurem A Désso modo, cada casa poderia
ter uma infinidade de memes, mas sugerimos que o menor nome
soju utilizado em eade easo. Se houver virios nomes de igual
tamanho, podem-se farer exigéneias de evitar trés largas su-
eessivas, mas issp nde €, de modo algum, necessirio. As casas
da aldeia teriio, assim, o8 seguintes nomes

ey I L, L E EE, EL, ELL EELE, EEL,
EELL, LE LEE ELEE ELLE ELLEE,

LEEL LEELEE LLE LLEE LLEEL,
LEELL EELEE LEELLE.

Deixamos ao leitor verificar se qualquer dos nomes acima po-
derd ser ainda mais simplificado ou niao. Isso pode ser reali-
zado seja por cuidadosa verificac@o de mapa, seja usando os
gquatro axiomas a, b, ¢ e d. Outro problema sugerido é se
trés ou guatro axiomas serio suficientes. Por exemplo, pode-
riamos provar d com auxilio de a, b e ¢?

Em grau crescente de complexidade vem a aldeia de 12
easas. As regras geradoras désse jogo poderiam ser, por exem-
plo, usar L para significar “larga”, tal como vista na aldeia de

12 casas, e E ser “estreita” e 1 representar o “itineririo
eircular” neutro:

) EEE=1; b)LL=1;, ¢)LEEL=ELE

Escolhendo uma das casas como “Lar”, poderemos designar as

casas de acﬁr:du com o8 itinerdrios a screm seguidos para essas
casas, a partir do “Lar”. Os nomes das casas seriam -

lar, L, E, EE, LE, LEE, EL, ELE, ELEE EE
AR, i) , BLEE, EEL,

Nu‘vaxpente deixamos ao leitor decidir se os nomes poderio ser
reduzidos,

O préximo subtirbio,

ot em grau de complexidade ,
i mplexidade, é o de 8

quais sfio as “regras” que geraram ésse jogo.
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Sio:

'ﬂ) LIJ]JIJ-—]: bj TT=1; ¢ ARSI 111
ou ¢) pode ser substituido por d) I, TL = T

Os nomes das casas, segundo ésses movimente

| . . 5 a partir de um
“Lar” arbitriariamente eseolhido, serio:

Ler, L, LL, LLI, T, TL, TLL I,T

O subdrbio seguinte, em grau de complexidade. é o de 6
CASAB, € 4Ss TCgras para o le‘rir_jr: e transportes nesse subiirbin
880, como Ji vimos, as seguintes: (LN significando laneadeira)

ﬂ) EEE - 1: b)) LNLN = 1: ¢)

[N E LN b E
ou ¢) pode ser substituido por ) [J LN

| K = LN

e 08 nomes das cassas corrvespondentes serio
e b, Ell, LN, LNE, ELN

No suburbio de 4 easas, com um unico onibus, s teremos
regr

a) 0000 =1

& 08 Nomes 1[”5!’ cNsas H"l'ﬁ” ]-r“ I* n () “1 (h() ”, |'x'\'l:'r F'.I' T""w'fl?i];_'i'\[l {
eiclico grupo quatro, ou o modulo- 4 aritméetico ou as inter-
-relacdes de miltiplos eires de angulo reto

No subtrbio de 4 casas com dois itinerdirios de omibus,
teremos as regras:

a) MM=1: b) VV=1;,¢) MV=VM

® 08 nomes das casas sio Lar, M, V, M V. Esse sistema de
transporte personifica o grupo Klein.
- . 1 L
O subfirbio de 3 casas é caracterizado pr_-]u_+h ara E\II{' {It k
=1, e o subfirbio de 2 casas pela regra Gl ] 1. 1 [}‘.-If- 3
easas, estas tém os nomes “Lar”, G, G G ; no de 2 casas, “Lar

e @. Poderemos completar o quadro usando subiirbios de 1
A regra

casa, nos quais s6 podemos tomar fnibus circulares;
* )
€11 =1 ¢ a Gnica casa se chama "Lar".
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Em cada um désses sistemas poderemos excentap « 0008
de reducdo”, nos quais uma longa ficira de simbolos [y,

luuga “pa]avm”) é mduzidtt: pt‘lels l‘f:_l_!l'il::‘., a ]].H"Hill' 1J;il:n|'.‘l
possivel. Em cada jogo ou “lingua” ha classes de “palavras”
As palavras pertencentes & mesma {:lﬂfﬁsu podem ser transfoy
madas, umas nas outras, com um namero finito de pasgs
cada um sendo a aplicacao de uma das regras ou axiomas, .
finindo a “lingua™ ou sistema, A menor versio de tal ol
de nomes é o nome dado a cada casa em cada subfirbio, O mods
pelo qual as “palavras” podem ser reunidas para “fazer” outrs
“palayras” pode também ser investigado, usando-se apeps
as regras, Os resultados podem sempre ser verifieados e
mapas ecorrespondentes, bem como nos movimentos do sdlide
ciija representacio estamos vendo., Désse modo, poderemos
organizar as tibuas de relacionamentos, que nos dario
tabela de 4-por-4 no caso do sistema de transporte do subir
bio de 4 ecasas (haverd duas espéeies de tabelas aqui, depen-
dendo se usamos a aldeia com servico de um onibus on a (e
dois 6nibus), uma tabela de 6-por-6, uma de 8-por-8, ums
12-por-12 ou uma de 24-por-24, dependendo da parte do mapa
que estivermos estudando.

9. Ezemplos de outros jogos

IT4, certamente, muitos outros jogos de palavras possiveis
@ estruturas correspondentes, que nio sureem da aldeia de 24
casas. Mas pode-se ver, contudo, que a aldein de 24 easas ¢
surpreendentemente rica em subtirbios. cada um dos quais es-
petha a estrutura de alguns conjuntos mais elementares e
transformacoes, tais como as virad
gulo eqiiilitero, as viradas e rotacges do quadrado, as rotacoes
do tetraedro e assim por diante. A seenir apresentamos alen-
o ontras estruturas que nio sio subestruturas do joro de
24 casas que estivemos executando.

Tomemos as letras 2 o b como geradoras de estrufuras.

Pifl'er{*mos fa:r.n.r surgir o cfclico grupo seis ou modulo-6 arit-
mético da seguinte maneira .

as e rotacoes de um tran-

I) aaa=1; bb=1; III) ab=ba

em E i . | 4
que as “palayras ', na lingua, sio

ab; aa; b; a; aabh; 1

O Esrupo pi GEOMETRIA

Serdi observado que

ab seguido de ab =ag

ab seguido de ab seguido de al =1,

ab seguido de ab seguido de ab seguido do 41,
ab seguido de ab seguido de al seguido de a b

= {1
seeido

de F!.]l = aaa ],l
e que a b tomado mais vézes sucessivas ¢ o
ou 1. Tomando os elementos désse grupo na ordem acima, obte.
mos o eielo no eiclo 6 do efelico grupo 6, Se r_r_nn:u'rnnrzjanﬁ
obté-lo-emos na ordem oposta. Na figura a seguir csti a -
trutura de setas” ou “aldeia” eonsistindo
respondendo a ésse “jogo de palavras”, onde as “eagas” 410
marcadas com seus nomes. O sistemsa de transporte
melhante ao do suburbio de 6 casas 12 aldeia das 24 casas. mas
o sentido dos dois ciclos aqui é o mesmo, enquanto. no onfre
jﬁgﬂ, era oposto, E, fﬂn'lhﬁ'l‘l‘l? o onibus al para em eada
Se ésse onibus tomasse 0 ndvo nome ¢, as casas teriam
08 NOVOs nomes

“Mineririo cireular”
es-
CM 8IS 0asas. cor-
¢ muito so-

I.Irll.Hﬂ T
, entao.

¢, C¢, cc¢ cece, cecece, )

()
g

o
&%
O =0

€ as regras poderiam ser expressas escrevendo-se apenas
Cccecee = 1.

Deixa-se ao leitor construir o sistema de transporte cor-
respondente ds regras

I) asaa=1; II) bb=1; III) ab=ba

Alertamos o leitor que isso ndo dard o sistema de ftransporte
due seria equivalente ao médulo-8 aritmético. Dari o sistema
tonhecido como o grupo dois por quatro. Serd, porém, um jogo
‘omutativo, como exigido por III,
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Um jogo muito interessante pode ser construido com as I{U-‘l‘ﬁ‘v’f'[ estar em virios lugares ao mesmo tempo. Isso signi-
regras “f'ﬂ que, se alguém estd em uma dessas casas “migicas”’, esta- :
ra em todas as outras ao mesmo tempo, como se fosse migico, .
Dansa=1; II)ea=Db b; IIT) aba = b A aldeia esti reproduzida na pigina anterior, os quadrados ;

representando as casas “mégicas” ¢ as casas “comuns” sim-
bﬂ’hz:ﬂdns‘ pelos circulos. A casa do mégico é extremamente
magiea, Ji que se pode estar em quatro lugares ao mesmo tem-
po. José ¢ Ana sio apenas aprendizes de magico e, nas casas
déles, s6 se pode estar em dois lugares ao mesmo tempo. As
outras casas siio bem comuns. Pode-se ver que todas as regras
sao satisfeitas, supondo-se que as propriedades magicas das
casas siao levadas em consideracio. Em Matematica, cssa estru- '~

que tem um vocabulario de oito palavras ¢ contém, em si,
trés ciclos de quatro vias. O voeabulario ¢

1, a,aa, aaa, b, bb,ab, ba

e os trés ciclos de quatro vias sio

IR ) s oo, ass 1.11111'3,‘ ‘é mnhffsitluler_mm 0 grupo d-::. niumero quatro, por causa
. T b as bbb de seus muitos ciclos de quatro vias,
(terceiro ciclo) 1 ab, aa, ba E l6gico que nfio é necessirio escolher a casa central como
“Lar”. Poderiamos, na verdade, fixar residéncia com o mi-
Tsso pareceria um 4timo jogo para 93.;.;-1;111‘.;1'1' se 0 ﬂ_hjmt.i\'u f:ﬁsriu gico, ou eom Ana ou José, ou em qualquer das easas comuns.,
praticar os ciclos de quatro vias. B difieil, & primeira vista, H.s‘ nomes das outras casas seriam, cntio, correspondentemente
pensar em uma aldeia que represente a estrutura acima, Uma diferentes,

possibilidade é uma “aldeia mégica”, no sentido de que seja
0 Magico vai em férias
h"idgll:ﬂ

aqa

Q
ba —0-—-—-—1- ab

[

Mdgico U ﬂ Mdgico
oo —(—x .
2 .

a
Q \P

aa

Madgico
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Bste é outro jogo, cuja estrutura é exatamente a mesma
da do jogo mégico, exceto que o migico foi gozar férias. Fntao,
a casa déle tem de ser transformada em uma (niea casa, ¢ as
duas posicoes da casa de José, assim como as duas da de Ana,
tém de ser reduzidas a um 86 lugar.

E damos em seguida alguns outros exercicios, que o leitor
poderd querer resolver. Na aldeia de 12 casas abaixo, por
exemplo, o seguinte & verdadeiro:

(= = =) (> = =) (» = =) = nenhum movimento
- — - nenhum movimento
e (=) (=>=-=)-> =nenhum movimento

Il

Talvez uma representacdo de uma aldeia em relacao a outra
possa ser na forma a seguir, como conseqiiéncia do apresen-
tado acima,

j—

* 4 &l i
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No easo da aldeia de 6 casas, poder-se-4 notar que

(= =) (> =) (+ =) = nenhum movimento
¢ no caso da aldeia de 8 casas, da mesma forma,

(= =) (> ) (= =») (> =) = nenhum movimento
Em ambososcasos (> =) -> (= =) = = nenhum movimento

Wi S—— | Y L " rl s =
'[?'-‘i _J_llﬂ]hlh ' poderiam ser construidos. agora, de virios modos:
Na figura da pagina anterior estd uma aldein de 24 casas,

1) O cubo poderi ser representado nesta aldeia? Se puder
que movimentos do cubo correspondem a = ¢ 5 = ? Qe

Ih"ln puder, de que modo essa estrutura é diferente da o
cubo?

=) Que sistema de axiomas desereveria a cstrutura acima?

Eis outra aldeia de 24 casas,

O —0
|

O—=0¢ >O——0O
e
Vran D A
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1)

2)
3)

1)

2)

3)

de
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Se o cubo puder ser representado neste mapa, que rotacdes
corresponderio a - ea =7

Que sistema de axiomas desereveria a estrutura acima!

Se tomarmos todos os blocos com 0 mesmo tamanho e tam-
bém os grossos, quatro formas e trés cores, que mudancas
de atributos corresponderiam as fungies - ¢ =7

Como pode éste mapa representar a primeira aldeia de
12 casas?

Representa as rotacbes do tetraedro regular?
Um sistema de axiomas conveniente seria :

- = >
£> == ==

nenhum movimento
nenhum movimento
->» = - = = nenhum movimento

Pndem-ala encontrar duas rotagoes do tetraedro regular

parF satlsﬁ}zer 0s axiomas acima? Se for possivel, a respos-

ta a questdo 2) & sim.

lgﬂ blocos. atrihutqs podem ser representados na aldeia
casas acima. O leitor podera gostar de se distrair tentan-

0 Estupo nE GEOMETRIA 183

do enquadrar dois dos movimento de trés batidas no mapa. Se
estiver sendo diffeil, damos & seguir uma solucio. Natural-
mente, hi muitas outras solucdes possiveis.

Pode scr observado que muita Geometria bidimensional
ja foi apresentada, As estruturas representadas pelas aldeias
com 8 easas ou menos correspondem, tddas, ou apenas as rota-
coes ou s rotacdes e viradas de figuras planas regulares. A
aldeia de 6 casas tratada em primeiro lugar, tirada da aldeia
de 24 casas como um subfirbio, di as rotacdes e viradas do
trifingulo eqiiilitero. O subirbio de 8 easas dard as rotacdes
e viradas do quadrado. Uma das vantagens dessa cspécie de
introduefio ds rotacdes e simetrias serd que as criancas olharao
a simetria (virada) como alguma coisa que ¢ seu proprio in-
verso, isto é, algo que, se se faz duas vézes, coloca-nos na po-
sicdo em que estariamos se nio tivéssemos feito nada. Da mesma
forma, uma rotaciio de 120 graus serda olhada por essas erian-
cas como alguma coisa que teremos de fazer trés vézes antes de
voltar & posiciio em que estarfamos se nio tivéssemos feito nada.,
O mesmo acontece com o8 giros de um tridngulo reto. Ele é




de 6 ¢ 8 casas?

O

YERM.

AZUL
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um caso particular de qualquer ciclo de quatro vias. Tal apre.
ciacdo abstrata’ dessas simples estruturas ajudario as erianesns
a ndo ficarem confusas com linhas e planos “reais” ¢ assim por
diante. Compreenderio que o que interessa ¢ o conjunto (o
relagoes entre determinados elementos ¢ que tais conjuntos (¢
relagdes podem aparecer de uma quantidade de modos,

Alguns problemas sugeridos para as aldeias de 6 ¢ 8 casas

1) Podem os mapas a seguir representar as primeiras aldeias

O <= 0——+0

@ SO0

O

Oli——— @ g

2) Se puderem, que itinerdrios sio as rotacoes?
3) Use os seis blocos atributos seguintes

AA

e estabeleca as seguintes “regras de mudanca” ;
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¢) mudaneca de ¢dr, sem mudanea de forma;
f) mudanca de forma, mas sem mudanca de cor, tal
COIMo S¢ 5C&C:

se vermelho: eirenlo - quadrado — triangulo — eir-
culo.
se azul: eireulo = triangulo — quadrado = cirenlo

Procure fazer o mapa désses movimentos, Serd igual ao de qual-
quer subtirbio de 6 casas na aldeia de 24 casas?

Agora execeute os seguintes movimentos:

¢) mudanca de cor, sem mudanca de forma:
f) mudanca de forma, bem como de edr; as de forma
seguem as mesmas regras do iltimo movimento (f).

Procure fazer um mapa désses movimentos. Serd igual ao de

qualquer outro mapa de uma aldein on subarbio de 6 casas!

Ou serda um novo?

4) Tente organizar alguns jozos como os das 6 casas acima,
mas para oito casas, usando quatro formas e duas coris.
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Organize um que seja como o primeiro tipo de combinacies
de ¢ e f, e entdo que seja semelhante ao segundo tipo
de combinacoes ¢ e f. Algum désses jogos de extensio
serd igual aos outros de 8 casas que ja deserevemos?

Esta é uma aldeia de 60 casas que representa o grupo de
rotacoes do dodecaedro regular,

1) As rotagoes do icosaedro regular poderio ser repre-
sentadas no mapa acima?

2) As rotagdes do octaedro regular poderio ser repre-
sentadas em uma aldeia de 24 casas?

3) Se tivermos cinco formas, trés cores, dois tamanhos
e duas espessuras, ¢ constrnirmos tddas as combina-
¢oes possiveis com essas formas, tamanhos, cores e os-
pessuras, obteremos exatamente sessenta posibilida-
des. Serd possivel inventar um “movimento de seta
grossa” e um “movimento de seta fina”, que nos per-
mitird representar &sse conjunto de sessenta objetos
nas 60 posicoes na aldeia de 60 casas? Se for, como
faremos?

Bsse € um problema muito dificil. ¢ o leitor devera fazer
um dodeeaedro e desenhar nos eantos de cada face a forma
colorida apropriada. Coom essa experiéncia, uma solucio do
problema poderd surgir para éle. A solucio nio é dada aqui.

Para sintetizar, damos uma lista de sistemas de axiomas
satisfeitos pelas virias estruturas geométricas:

@) Rotacdes e viradas de fignras planas:

1) retingulo e losango: xx =1, yy = 1, xyxy = 1
2) tridngulo eqiiilitero: xx = 1, yyy = 1, xyxy =1

ouxx = 1, yy = 1, xyxyxy = 1
3) quadrado: xx =1, yyyy =1, xyxy =1
ouxx = 1, yy = 1, xyxyxyxy = 1

b) Rotacdes de figuras sélidas:
1) tetraedro regular: xxx =1, yyy = 1, xyxy =1
ou XX = 1, yyy = 1, xyxyxy = 1

2) cubo ou octaedro regular: xxx = 1, yyyy = 1,
xyxy =1
ou xx = 1, yyyy = 1, xyxyxy = 1
ou xXx =

1, yyy =1, xyxyxyxy = 1
dodecaedro ou icosaedro: xxx — 1, yyyyy = |,

XyxXy =

3)

——F—i
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Muitos leitores, a esta altura, estardo pensando o que é que
todo ésse brinquedo com itineriirios de dnibus, rota¢des de eub?ﬂ.
quadrados, tridingulos e outres, tem a ver eom o que tle
se lembra de fazer na escola sob o nome de Geometria. A res-
posta é que neste capitulo estamos dando énfase aos aspectos
construtivos do aprendizado dos conceitos geométricos, par-
ticularmente desde que tais aspeetos foram deixados de lado
quase sempre nas seqiiéneias de aprendizado; as partes anali-
ticas, normalmente encontradas sob o nome de Geometria,
podem ser iniciadas depois que os conceitos “em grosso” tive-
rem sido construidos ecomo resultado das proprias experiéncias
das criancas. As construcdes normalmente ensinadas como uma
introduciio & (leometria, bastante euriosamente, ndo sio, real-
mente, atividades que possam ser chamadas de construtivas,
no sentido em que esta palavra tem sido usada neste livro. A
fim de executar a maioria das construcoes usnais, deve ter
sido realizada uma quantidade de pensamento analitico (on
aprendizado de cor). Uma ferramenta fundamental, por exem-
plo, em um grande nmero de construcies, é a compreensiao de
que dois circulos congruentes que se interceptam formam uma
figura ecom duas linhas de simetria, ou seja, uma linha que
passg pelos pontos de interseeio dos dois efreulos. A repre-
sentagio simétrica do plano da figura em si mesma, em torno
dessa linha de simetria, representari cada cireulo no outro
circulo ¢ também ecada centro no outro centro. Tsso é a base
da construciio para a bissecdo de um segmento de linha, assim
como para a bisse¢iio de um fingulo, Mas, mesmo antes que tal
conhecimento seja fitil para pensar nas construcées apropria-
das para resolver determinados problemas como éste, serd ne-
cessiirio compreender uma quantidade de “fatos”, tais eomo
as relacioes abaixo:

1) Se A & representado em A’ por uma simetriz, cujo eixo
é 8, e se 0 segmento da linha reta AA’ encontra s em
0, entdo,

I) comprimento do segmento AOQ = comprimento
do segmento OA’

IT) o segmento da linha AA’ ostd em ingulo reto
com a linha s,

Em uma rotaciio, que vai representar o plano em si
mesmo, se A & representado em A’ ¢ se o centro de
rotagio €& O, entilo
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I) durante a rotacéo, A “viaja” para A’ pelo areo
de eirenlo eujo contro estad em O,

II) consegiientemente, OA = OA”,

Nio hi espaco suficiente para uma prolongada desericio
de como os conceitos “em erosso” sio transformados em eon.
ceitos enja estrutura interna também tem sido apreciada por
uma variedade suficiente de exercicios analiticos. Bstes <o
apresentados no Programa Adelaide, ¢ notas de professores
bem como os cartoes de instrucido as criancas, cstio disponi
veis e foram eseritos tendo essa finalidade em vista. Os exeref
cios deseritos neste capitulo foram apresentados com sneesso,
tendo pequenas variacies, a eriancas com idades entre seis
doze anos, Espera-se que os professores aceitem o desafio ¢ in-
ventem uma grande variedade de exercicios semelhantes, para
auxiliar as eriancas a se empolgar com as propriedades do es
paco em que se enconfram.

10, Conclusoes

A uma quantidade enorme de variaedes dos jooos (eseri-
tos, que podem ser executadas. Os “jogos dos produtos”. tuis
como dois por trés e dois por quatro, podem ser estendidos
(quaisquer jogos n por m. Para a organizacao da aldeia, sugere
-8¢ uma cimara de ar de pneu de automével. Um conjunto
ciclos pode ir em térno da roda, e o ontro pelo “fore™ da ed
mara de ar. Os subfirbios de ] ¢ 6 casas podem sem ampliados
dando-se as criancas hexdgonos ou pentdgonos reculares. o
na verdade, quaisquer poligonos regularves para brincar o pari
representar em aldeias, Elas acabardio vendo de que modo tais
aldeias 840 “parm-i-lns". tal como CXPIesso no sistem:-axiom:

N = b=l aba=h

que serd yerdadeiro para o poligono regular de n lados, Pode
rao mesmo ser feitas tentativas de estender ésses resultados
ao circulo, onde o grupo correspondente é infinito. A aldein
de 24 casas pode ser estendida sugerindo-se que as eriancas
olhem gen eubo marcado em um n.t;'p-ﬂhn o copiem, em outro
(’ul_m, ,"quﬂ“ que estiverem vendo, A rotacio, ofetnada eom o
prineiro cubo, pode ser “copiada mno |~_:;|ap]|m", exeentando

alguma rotagao no cuho copiado? Ou terio de copiar o cubo

gmm de uma vez! Isso abrira o problema de simetrias (vira-
as) no mundo tridimensional

: : o
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Para resumir, sugerirfamos que a passagem da

I) manipulacio concreta de objetos para
11) mapa representativo de tais manipulacoes e, entao,
para
111) formalizacio de tais representacoes em estruturas-
-regra on “sistemas-axioma’

abriri o caminho para a abstraciio, préviamente apenas tri-
Ihado por poucos selecionados, que tiveram a possibilidade de
gozar a satisfacao de manipular estruturas puras, apesar de
nossa falta de conhecimento de como tais estruturas podem ser
percebidas pelas eriancas, Sugerimos que tratamento seme-
lhante seja imaginado para pavimentar o caminho de cada
crianca para a abstracio, em todos os outros ramos da Ma-
temdtiea,

Recapitulemos, finalmente, os aspeetos essenciais dos quatro
principios nos quais baseamos as sugesties déste livro,

Primeiro, o Principio Dindmico. De acirdo com &) (qual-
quer abstracio e, portanto, toda a Matemitica surec da expe-
riencia. HA um processo definido de psicodinimica. de aedrdo
com o qual se procede a formaciino de conceitos: o & essenecial
proceder em harmonia com ésse processo, nao contra ¢le. Devem
ser projetadas experiéneias e situacoes de aprendizado (por
exemplo: jogos de pritica) que se devem encaixar nesse pro-
cesso natural, que parece retribuir em ciclos sucessivos. Nenhum
nove eciclo deve ser tentado até aue todos os eielos gne eondn-
zém aos coneeitos componentes tenham  sido  inteoralmente
completados,

Em seguida, o Principio da Construtividade. Supoe-se que
as criancas podem pensar construtivamente muito antes
poderem pensar logicamente, T, portanto, sempre melhor
formular uma situacio de tal forma que conduza mais ao pen-
samento e & compreensio construtiva que analftica. Além
l‘.]].‘iﬂ?, nenhum pensamento analitico tem possibilidade de se
rea_hznr t vacuo, € a coisa que tem de ser analisa
meiro, ser construida, T
que foram feitas no
Campedelli*),

de

la deve, pri-
sso & confirmado por outras pesquisas
aprendizado mateméitico (ver, por exemplo,

—_—_——

* Ver (12).

i,
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Depois, hii o Principio de Variabilidade Matemdtica. Ts-
tabelece que todos os aspectos essenciais da cstrutura do con-
coito devem ser variados, para que se possa focalizar o que &
realmente constante. O aspecto constante serd, de fato, o con-
coito matemdtico geral, livre de qualquer Tll:*’m[']ui e particula-
rizacio. B importante, aqui, relembrar que isso ]"!ﬁ-{]ﬂ envolver
afastamentos revoluciondrios de métodos estabelecidos séeulos
atris.

Finalmente, ehegamos ao Principio da Variahilidade Per-
ceptiva. A esséneia da abstragdo é retirar propriedades eomuns
de diferentes tipos de situagdes. Estas devem, de fato, ser tor-
nadas diferentes, enquanto sua estrutura coneeptual essencial
permanece & mesma. As propriedades comuns assim obtidas
serdo, entdio, as abstracdes que devem ser aprendidas.

Tendo aceitado ésses prineipios como vilidos para a cria-
¢io de situagdes dinamicas de aprendizado, os professores cn-
contrario um amplo ecampo para sua prépria iniciativa eriado-
ra quando aplicarem os principios a condi¢oes particulares cm
que se encontrem, Um aspecto essenecial dessa orientagio pro-
posta & sua natureza aberta, correspondendo & natureza essen
cialmente aberta da Matemitiea. Da mesma forma que sempr
haverd mais Matemaética esperando pela eriag¢iio em suas mentes
sempre haveri mais caminhos, e melhores. para apresentar as
criancas as alegrias da criacio matemadtica em seus niveis,
Exatamente como o matemitico de pesquisa se alegra ao con-
duzir a corrida do predicado, e, désse modo, atingir formas
cada vez mais elevadas de pensamento matemditico, assim tam-
bém os professéres podem ter satisfacio com a tarefa igual
mente (ou mais) criadora de cada vez mais enriqueeer o am-
biente matematico pelo qual passario as eriancas as quais éles
ensinam. Um conjunto de cartdes de instruefio para as erian-
¢as, junto com o material a que se referem ésses eartoes, esti,
porém, disponivel, a fim de dar aos mestres nma idéia de, pelo
menos, um caminho pelo qual tal ambiente podera ser eriado.
Niio se precisa dizer que os métodos sugeridos niio precisam
ser seguidos servilmente; o sistema de cartdes é o resultado
f]'E muito trabalho eom eriancas de todos os niveis de inteligén-
¢la, encontradas nas escolas comuns, Os professbres que pre-
tendem usar a orientacfio indicada aqui podem gostar de
comecar com essas situacbes e elaborar seus préprios métodos,

qufmd“,mti“'ﬂmm familiarizados com os trabalhos praticos dos
prineipios,

Alguns leitores de mentalidade mais matemditiea podem
estar pensando, agora, que o aspecto da Matemitica, aqui
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apresentado, é muito unilateral. Bmbora haja muita eonstru-
oio na Matemdtica, o completo rigor da anilise logica & tanto
uma parte da Matemitica quanto as construcoes que a pre-
cedem. Isso & naturalmente, perfeitamente verdadeiro. Mas
en gostaria de dar énfase ao progresso historico do pensa-
mento matemético, que tem seguido muito mais do intuitivo
para o légico. Um absoluto rigor matemftico apenas existin
nos tempos de Cauchy, exatamente hia 150 anos. Por um longo
tempo depois disso, os matemdticos ainda estavam muito 1m-
pacientes a respeito da preocupaciio com coisas tio sem impor-
tincia como saber se uma série era convergente ou nio, () que
interessava era que, no fim, funcionava. Na verdade, o real
auto-exame s6 comecou durante éste séeulo, sob a forma de
desenvolvimento da légica mateméatica simbdlica ¢, por outro
lado, eomo uma demanda de maior rigor dos infuicionistas e
construtivistas, Se a compreensio de que devemos examinar
criticamente o que eonstruimos nos tomou, literalmente, séeulos
para conseguir, fariamos bem em nos colocar no lado légico,
no que diz respeito as criancas. Uma vez que as construcoes
que devem preceder essa autopesquisa ldgica nunea foram
verdadeira e completamente realizadas pelas eriancas nas eseo-
las, torna-se uma questio aberta saber quando ela pod rd ou
deveri efetuar-se. E assim voltamos ao valor do titulo déste
livro. Temos, primeiro, de verificar que aleuma mateméitica
real estd, de fato, sendo construida nas mentes das eriancas.
Depois, poderemos comecar a fazer persuntas sobre quando e
como as crian¢as devem comecar a ser engajadas em discussoes
logicas sobre o que tiverem construido. fiste &, certamente, um
ponto dos mais importantes, e muita pesquisa serd necessiria
para esclarecé-lo. Enquanto isso, aquéles dentre nés que vao
comegar a encorajar a construciio terio de manter abertos os
Ul‘]iﬂﬂ para os primeiros sinais de apalpadelas das eriancas em
direcao A andlise eritica, Se as construcoes forem sﬁ]i.l:m: cSsas
apalpadelas nio tardario a chegar e, entiio, outro volume terd
de ser eserito, sObre o esfacelamento da Matemitica,
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