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RELACOES E FUNCOES

r

Esti-se tornando cada vez mais geralmente compreendido
que a Matemdtica é o estudo de relacies no abstrato, Assim,
para ensinar Matematica ¢ necessdrio ensinar o man jo de
relagies no abstrato. Uma vez que as abstracoes nio tém ne-
nhuma existéncia fisica real, s6 temos encontrado relacdes em
situagbes fisicas. Se se vai & casa de aleuém, 14 parceem exis-
tir um homem, uma mulher e virias criancas, e supoe-se (ds
vézes erradamente) que hd certas relacies entre os membros
de tal grupo, conhecido como familia. Essas relaedes reccbem
nomes como “espasa de”, “filho de”, “mie de”, “irmio de” ete.
Fincontramos situacoes semelhantes todas as vézes que “apren-
demos” a tratar com tais relacGes. Nio porguntamos, por
exemplo, a uma crianca de trés anos de idade que estiver na
sala se podemos fumar, se estiver presente um adulto, que supo-
mos ser um dos pais. Nem nos oferecemos a uma pessoa 4
erescida para contar-lhe uma estoria, embora scja p rfeita-
mente natural fazer ésse oferecimento a uma crianca de tros
anos, na hora em que ela vai dormir. O fato de que nos com-
portames de modo “apropriado” nessas circunstincias signifi-
€a que estamos tratando tais relacionamentos da m
vida, Os relacionamentos matemiticos sio, de certo modo
Auilo m“]h‘]"tﬁs- As situacoes que exemplificam tais rela-
a:]n;::]EeI;ﬁzgteé;;i?ﬁsg.]ti?nguidﬂs pm'] 1165_ muitus_ "«'f'?,:(',‘l: :_mhn;
o e as; e, {:!Slllﬂ depois dg rl:mrfu-;;-]uf.
Eg.s” T ;f%a;;r a; 'ﬂl_f.;:um ttfnpn' para aprender a “tratd-
por -,?xemlll{; ter r:lu.'m m‘[.*stir]:aslﬂ]]f] o —— i,
menos frutas que a outra. Pode nlta?-.rt& Pl Jnancntenco
Vocé quer uma laranja t'irén{ ;ms rlmr s e
rque queremos acabar primeiro com 13 que g 1o e
Eﬁu:cinq em PR primeiro com a8 que estdo 14.” Numa
LM que A < B, se encontramos um tuaci

que o nimero do objetos 6 e na situacio em
: or que A (ntimero de frutas
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na cesta, depois que a erianea tirou uma laranja da cesta in-
dicada), entio sabemos que ésse niimero também & menor que
B, e nito preeisamos mudar nossas instrueoes para outra erian-
ca que também queria uma fruta, Matemdticamente falando,
estamos usando o que é conhecido como a propriedade transi-
tiva da designaldade, guando argumentamos que, uma vez
aue A— 1< A e A< B, entio A — 1 < B. Estamos usando
apropriadamente a relacio de desigualdade,

(0 problema eduecacional consiste em encontrar, em pri-
meiro luear, os meios de estabeleeer, nas mentes das eriancas,
uma idéia clara de tais relacionamentos, depois do que seri
necessario assegurar-se que as relacoes, uma vez estabeleeidas,

sio usadas apropriadamente, Ja vimos que o estabelecimento

de estruturas mentais, correspondentes a estruturas matema-
ticas, se realiza em duas etapas; a primeira é a que chamamos
de “ctapa do jozo”, e a segunda, a “etapa es‘ruturada”, depois
da qual é necessiaria a “etapa da pritiea”, para firmar as estru-
turas. no arsenal de estruturas da crianca, entre as que ela
sabe manejar. Antes de examinar o problema edueacional, ten-
temos uma anfilise do que precisa ser aprendido. A Mateméi-
tiea & extremamente variada, mas existem alcumas cons antes
nola: o educador que estii interessado em fazer eriancas apren-
derem Matemética deve ser bastante claro sobre que constan-
tos siio estas, ji que isso o capacitard a planejar seqiiénelas
de aprendizagem muito mais eficientes,

A Matematiea, como gualquer lingua, expressa relaciona-
mentos sob a forma de fras's. Ao néo-iniciado, a r-rml'ur;:"lﬂn de
simbolos em um livro de “alta” Matemitiea nao parecera em
nada com frases comuns. Niio obstante, sempre que alguma
coisa & deelarada sdbre alguma coisa enuncia-se uma frase,
de alguma forma. Se nio temos nada a dizor, nio falamos: antes
de |1lmlr-:' falar, isto & de enunciar frases, precisamos  ter
assunto. Depois, precisamos ter algo a dizer a I‘D.k'pm‘n:iu assun-
to  Muitos mal-entendidos acontecem na conversacio didria
porque as duas pessoas que estiio dialogando nio estao falando
do mesmo assunto, embora possam estar usando as mesmas
palavras. Antes que se possa apresentar qualquer gran de
clarezn em uma conversacio, os participantes devem esfar
cientes, ambos, do assunto comum, bem como das eXpressoes
empregadas para falar sébre o assunto. Na Matemitica, isso
significa que devemos determinar um unverso. de ﬂ.]:_nhz_nu-
¢do, que, traduzido para o verniculo, significa “todas as coisas
sobre as quais estamos falando”. Depois, temos de concordar
& respeito do sistema de simbolos pelos quais nos referiremos
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aos elementos do universo que escolhemos para falar, Bsses
elementos podem ser objetos em uma sala, conjuntos de objctos
em uma sala, nimeros de elementos em conjuntos de objetos
em uma sala ou qualquer outro conjunto de entidades que
tenhamos escolhido para tratar. Tendo estabelecido mosso
unaverso, podemos comecar relacionando membros désse uni-
verso com outros membros do mesmo universo, Bsse relucio-
namento pode ser o que estamos dizendo a respeito dos ele-
mentos de nosso universo,

Suponhamos que vamos i casa de alguém e encontramos
varios adultos, certo nimero®™ie crianeas e uma quantidade de
Jovens, talvez mesmo alguns bebés, dando-nos boas vindas.
Alguém poderi dizer: “Bste é o filho do Sr. Silva”, on “Aquéle
€ 0 tio do Jodo”. Estas siio as relacies entre as pessoas da
easa. As pessoas da casa formam, por enquanto, nosso universo
de explanacio e o que dizemos a respeito delas & como cstio
relacionadas com outras pessoas da casa. Se estamos relacio-
nande eom pessoas que nio sio da casa. entao, evidentemente,
estamos usando um maior universo de explanacio do que as
pessoas com quem estamos. Se selecionamos um homem da
populagio de uma casa e aplicamos a éle a relaciio “ser filho
de”, estamos sendo conduzidos a certas outras pessoas da casa,
ou seja, a scus filhos; se éle, por acaso, s6 tiver um filho.
sabemos, exatamentte, aonde nos conduz essa relacdo, Deve
ficar bem elaro que estamos relacionando na direcio “pat — fi.

Iho”, e néo na direcio oposta.

Se éle tiver muitos filhos, entio a aplicacdo da relacio
“pal - filbo™ n3o eonduz a um fim determinado. Vejamos
um exemplo disso na Matemitica. “Ser menos que” & uma
relacdo aplicada aos nfimeros. Se nosso universo de explana
¢a0 € o conjunto de niimeros natnrais, eom cando no 1, entéo,
“ser menos que 3” poderi significar o nimero um ou o dois.
“Ser maior que 3” pode ser uma quantidade infinita de n0
meros. “Ser menos que 2" s6 pode significar um ndmero, ou
seja, o lll;lI‘nEl‘u um. Entio, algumas vézes as relacies conduzem
a um unico e determinado elemento de Noss0 UNiverso: ontras

vezes, elas d"li"r_'minmn, principalmente, conjuntos de elemen-
tos de nosso universo,

Um dos métodos de representar relagies 6 o emprégo de
setas unindo membros do universo. Podemos colocar 8 nomes
do _pr:mua_l da casa em uma félha de papel. Se usamos a re
laciio “pai — filho”, entiio poderemos tracar uma seta do nome
de eada pessoa ao do filho dela. Se o filho tem um filho, traca

mos uma seta do nome do filho ao do filho do filho, e assim
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por diante. Quando tivermos acabado tddas as setas possfveis
entre as pessoas, teremos delincado a relacio “pai — filho”
dentro do universo das pessoas em certa parte do mundo, na
‘asa, na cidade on na rua, Bssa é uma representacio concreta
de relacoes,

T4 uma quantidade de outros meios para concretizar
relagoes., Um déles seria providenciar um conjunto de obje-
tos conerctos tendo eertas propriedades ou combinacdes de
propriedades. As relacies entre essas propriedades seriam
concretizadus pela justaposicio dos objetos que tiverem essas
propriedades. Poderfamos, por eemplo, usar o conjunto de
blocos atributos ou blocos 16gicos. C'onsistem em alguns objetos
de diferentes cores, formas, tamanhos e espessuras. Na maioria
dos conjuntos ora em uso hi trés chres, quatro formas, dois
tamanhos e duas espessuras. As cbres sio, normalmente, verme-
lho, azul e amarclo: as formas, cirenlos, retingnlos. triinen-
los eqiiilateros, quadrados e, algumas vézes, hexdgonos regu-
lares. Os tamanhos sio, simplesmente, grande ¢ pequeno, e as
espessuras sio grosso e fino. Para cineo formas, terd de haver
sessenta peeas no conjunto, se cada combinacio de atributos
for representada uma vez e sdmente uma vez. Com quatro
formas, havera 48 pecas no conjunto, dentro do mesmo prin-
¢ipio,

Se apanhamos qualquer peea do eonjunto de bloeos atri
butos e colocamo-la ao lado de outra, haveri algumas seme-
lhancas e algumas diferencas entre elas. TTavera, no minimo
uma diferenca nos atributos, pois cada combinacio é repre-
sentada apenas uma vez, devendo cada dnas peeas ser dife-
rente pelo menos em forma ou em eor ou em espessura on em
tamanho, ou em dois ou trés ou quatro désses atributos, Rsse
fato nos habilita a definir algumas relacdes entre os atribu-
tos presentes, Podemos pensar, por exemplo, na relacio de
“ter uma cor diferente de”, Se isso for tudo o que exioimos,
entdo, ao cscolhermos qualquer peea vermelha, outra qualquer
peea azul on amarela estari nessa relacao ecom a peea verme-
lha, Mas, s apanharmoes outra qualquer peca vermelha, esta
nio estard nessa mesma relacio com a primeira peca vermelha.
Podemos pensar em algumas relaedes mais sofisticadas. “Ter
mais simetrias”, por exemplo, poderia ser a relacao. Nesse
caso, se tomarmos, em primeiro lugar, um retingulo, e, dopois,
outro retingulo, nossa segunda peca nido teria mals simetrias
que a primeira. Se apanharmos, entio, um triingulo eqiiilatero
como nossa seeunda peea, ela terd mais simetrias que o retiin-
eulo. Podemos, portanto, tracar uma seta do tridngulo eqiilé-
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tero ao retingulo. Podemos, certamente, trocar a relacio e
falar sobre “ter um ntumero diferente de simetrias”, Nesse
caso, podemos tracar a seta do tridngulo eqiiilitero para o
retingulo, assim como do retingulo para o triingulo eqiii-
latero,

Outra relacio que pode ser estudada & “ter uma diferenca
em um e tnico atributo de”. Se apanharmos em primeiro lugar
um grande e grosso quadrado vermelho e, em seguida, um pe-
queno e grosso quadrado vermelho, essa peca estaria nessa
relaciio com a primeira. A diferenca entre clas &, apenas, no
tamanho, e isso é wm atribulo. Um grande e fino quadrado
vermelho estaria nessa relacio com o grande ¢ grosso quadrado
vermelho, sendo a diferenca apenas a espessura, ¢ assim por
diante. Muitos jogos podem surgir com essa espécie de rela-
¢io, Bles estdo descritos na parte inieial do Programa Adelai-
de, publicado no primeiro volume de First Years in Mathe-
matics (“Learning Logie”, “Logical Games™), e, portanto,
nao ha neecessidade de explica-los aqui.

Deve-se mencionar, porém, que a éfapa do jogo & impor-
tante nesse ponto. Se vamos dar os blocos atributos a crianca,
para déles aprender alguma coisa. devemos deixi-la, pelo menos
por uma semana on duas, fazer exatamente o que quiser eom
éles. Depois désse perfodo de brinquedo, serd possivel fazer
que executem certos jogzos ligados & diferenea de atributos,
tais como adivinhar que bloco estd faltando em certos arranjos
sistematicos, e assim por diante. Tissa serd a efapa estrulurada
do aprendizado sobre relacdes. £ evidente que somente rela-
coes representiveis com os blocos atributos serdo tratadas
nesse tipo particular de situacao conercta. Se vamos usar o
principio de personificacio miltipla on o de variabilidade
pereeptiva, serd necessiirio usar outros materiais. Fstio facil-
mente disponiveis, Podem ser pedras e folhas do jardim; deve
haver pedras grandes e pequenas, assim como folhas grandes
e pequenas. I1sso nos dard, nitidamente, uma dif renca de es-
péeie e uma diferenca de tamanho. Podemos até mesmo in-
troduzir algumas céres, embora seja diffeil encontrar uma
pedra verde, As préprias criancas siio, tamhém, objetos “apro-
priados”; podemos selecionar como atributos relevantes: tipo
de cabelo, cdr dos olhos, cor das roupas que estiverem usando,
e 8eX0, Es:qpﬂ serdo os alributos relevantes. Duas eriancas
sérao consideradas parecidas se, em todos os atributos rele-
vantes, forem as mesmas. Por exemplo, um menino de cabelo
E;S:éidt? ;13;}11;0?11::{?1?1;-11“' usando roupa verde, serd consi-

0 menino de cabelos ondulados e olhos
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castanhos, de roupa verde. Uma menina de eabelo liso, olhos
castanhos, vestida de verde, serd considerada como tendo duas
diferencas nos atributos relevantes de um menino de cabelos
ondulados e olhos castanhos, vestido de verde, e assim por
diante.

Apbs a ctapa cstruturada, serd possivel encorajar as erian-
cag a pensar em uma relacio como um pensamento objetivo:
por exemplo, “ter uma diferenca”, on “ter mais linhas de gi-
metria”, ou “ter o mesmo sexo”, ou “ter nascido na mesma
cidade”. Tendo chegado a essa ectapa, seri possivel entio,
estudar as propriedades de algumas dessas relacies. B a etapa
de pratica para as relacoes, mas a etapa de jogo para as pro-
priedades das relacies. Alzumas relacdes sio reflezivas. Isso
quer dizer que podemos tracar uma seta do objeto para o mesmo
obieto. Por exemplo, se a relaciio é “ter naseido na mesma
cidade”, entdio a propria pessoa nasceu, evidentemente, na
mesma cidade que éle mesmo e, portanto, uma seta pode ser
tracada dessa pessoa para si mesma. Outras s tas podem ser
tracadas dessa pessoa para as outras pessoas do universo de
explanaedio, que por acaso tenham naseido na mesma eidade.
Haveri, entio, uma quantidade de setas unindo as pessoas,
mas também uma volta, saindo de cada pessoa e retornando a
mesma, como um boomerang. Uma relaciio em que eada objeto
ao qual se aplica a relaciio contém tal boomerang & chamada
de refleriva. Tal relacio, em Matemética, é, por exemplo, uma
de igualdade ou identidade, porque, evidentemente, qualquer
entidade matemdtica é igual a si mesma. O ntimero 2 & igual
40 nimero 2.

Outra possivel propriedade de relacio & a simefria, Isso
quer dizer que, se a relacdio é tal que podemos tracar uma
seta do objeto A para o B, entio a mesma relaciio nos permi-
tird tracar uma seta de B para A. Se isso é possivel para cada
par de objetos a que se aplica a relacio, entdo diz-se que a
ro]f_ir:ﬁu é siméfrica. A anteriormente mencionada, entre blocos
atributos que tém uma diferenca, é tal relacio: se o bloco A
tem uma diferenca do bloco B, o bloco B, igualmente. terd
uma diferenca do bloco A. Da mesma forma, a designaldade
entre o8 nimeros é simétrica, Ksta nio deve ser confundida com
as relacies de “ser maior” ou “ser menor”, que nio sio, evi-
dentemente, simétricas. Em “A é menor que B estamos tra-
tando com a relacio de “ser menor que” e, assim, tracamos
4 seta de A para B, se A for realmente o menor ntimero. B
evidente que, nesse caso, B niio ser menor que A, niio podendo,
entio, tracar a seta no sentido oposto. Assim, embora a desi-
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2 simétrica, a relacio “menor que” ndo €. A
Eellaalé';dg;fg;ml”, pm‘éfﬁ, 6 simétrica. Se A é igua!_ a B, li'ntﬁn,
da mesma forma, B é ignal a A. Se for a relacio de igual-
dade que nos permite tracar a seta de A para B, poderemos, d:
mesma forma, tragar outra de B para A.

Outra propriedade importante possivel para as relagoes
é a da trensilividade, Pode acontccer que, sc pudfrmna tracar
uma seta de A para B e outra de B para (!, entao [‘mde,-r?ns.
em tédas as cireunstineias, tracar uma seta de A para C, sejan
quais forem os objetos que tivermos selecionado de nosso uni-
verso de explanacdo. A relagio de “uma diferenca” nos ‘hl_m-m
atributos niao 6, evidentemente, transitiva, porque, se fizer
mos uma diferenca em cor de A para B e uma difcrenca de
forma de B para C, teremos duas diferencas de A para C
Podiamos, é légico, ter feito simplesmente uma segunda dife
renca em eor. Entdo, contanto que ndo tenhamos voltado i
¢or original, ainda ha apenas uma diferenca em ¢dr, isto &
apenas uma diferenca. Em outras palavras, poderiamos ter co-
mecado com um quadrado vermelho para A e mudar para un
quadrado azul para B e para um quadrado amarelo para ('
Ainda haveria apenas uma difercneca de eor de A para C. Mas
a possibilidade de tracar uma seta de A para C, cada vez que
houver uma de A para B e outra de B para C, deve ser ver-
dadeira para todos os trios de membros A, B, C escolhidos
no universo de explanacio, Se isso for verdadeiro para apenas
alguns trios, entdo a relacio nio é chamada de transitiva. S6-
mente quando isso for sempre possivel é que a relacio ©
transitiva, “Ter a mesma edr”, por exemplo, & uma relaciio
transitiva, porque, se B é da mesma eér que A, e C da mesm:
cor que B, entio C é da mesma cor que A. A relacio de igual
dade também é transitiva: sabemos que, se a seta signifie:
“igual”, entdo se A ¢é igual a B e B igual a C, A é ignal a C
A relacio de “menor que” tamhbém é transitiva. Se A é menor
que B, ¢ B menor que C, sabemos que A é, entio, menor qu
(. Por outro lado, a relacio de desigualdade niio & transitiva
Mesmo que A néo seja ignal a B, ¢ B niio seja ienal a C, nio
se pode garantir que A nfo seja iewal a C. Por exemplo, 2
nio é ignal a 3, e 3 ndo é irual a 2. Evidentemente, ness:
¢aso, A nio &€ “nao igual a” C, em designaldade, entio, niio
¢ uma relacio transitiva.

_ Surgem muitas dificuldades em Matemitica porque as
criancas nao compreendem as virias propriedades das dife-
rputes‘mlaqﬁm com que se encontram, Algumas relagdes sio
simétricas, outras nio; algumas sio reflexivas, outras nio:
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umas sdo transitivas, outras nio. Muitos exercicios serio ne-
cessirios para fixar essas idéias nas mentes das eriancas ¢ tor-
ni-las operacionais. Exercieios apropriados sio dados na lti-
ma parte do Programa Adelaide,

Alguns désses exercicios de relacdes podem ser feitos com
0 uso de nameros, outros com o emprégo de atributos ¢ ainda
outros por meio de idéias geométricas. Se quiscrmos usar os
atributos geométricos, podemos tracar um labirinto no ehio,
havendo apenas um “dentro” e um “fora”. Colocaremos, entio,
algumas eriancas em certas partes do labirinto. Podemos, entiio,
perguntar quais as criancas que podem ser apanhadas por
(quais eriancas, sem passar sobre as linhas de separacio, 1
melhor tracar logo o labivinto no c¢hiio, com iz, o nio inieial-
mente no quadro-negro. Se for desenhado no quadro, as crian-
¢as nio poderao fiear sébre éle. O “universo” consistiria,
agora, em algumas posicies selecionadas das erianeas e a relacio
seria de acessibilidade. Uma crianca seri acessivel a outra
cranca se puder ir dquela sem eruzar uma linha. Apds alzum
tempo, ficard evidente que algumas eriancas sio acessiveis
a todas as outras em ecerto subeonjunto de posicoes seleciona-
das. Em outro subeonjunto de posieies selecionadas, wm con-
Junto diferente de eriancas seri aecssivel entre si. Nenhum
elomento de um subconjunto sevia acessivel a qualquer quai-
lidade do oulro subconjunto. Tsso significa, simplesmente, que
algumas criancas foram colocadas dentro. e outras fora, e que
o conjunto de eriancas dentre sio inacessiveis ao conjunto de
erianeas fora, Mas as criancas pertencentes ao conjunto de
criancas dentro sfio todas acessiveis entre si e que as compo-
nentes do conjunto de eriancas fora sio, da mesma forma,
todas acessiveis entre si. B uma relacio reflexiva, poroue
aqualquer erianca & acessivel a si mesma. Também & transitiva
porque, se A pode aleanear B, ¢ B pode aleanear O, andando,
evidentemente, pelo mesmo caminho, A pode, eventualmente,
aleancar C.

Qualquer relacio que tenha todas essas trés proprieda-
les & chamada de relacio de equivaléncia, A “ienaldade” & uma
relaciio de equivaléneia, bem como “ter nascido na mesma ei-
dade”, “ter a mesma cor” e “ser acessivel a”. Relaches de
cquivaléneia dividem o universo de explanacfio a que sio apli-
cadas em classes disjuntivas. Estas sio chamadas de classes
de equivaléncin,

Um jogo semelhante pode ser exeecutado eom eriancas
menores usando-se conjuntos de objetos como membros do uni-
verso, Cada conjunto de objetos pode ser colocado em um
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2

A relogéo de “ocessibilidade” & tragada abaoixo go conjunto
de posicoes (ABCDEF) do labirinte acima.
Hé, evidentemente, 2 dosses de equivaléncio: [ABC) e (DEF)

o - E
@D

(2 )
C;D\\CO \\by

recipiente, e 03 conjuntos nos recipientes serio os membros de
nosso universo de explanacio. Podemos, entio, dizer que dois
conjuntos, cujos membros podem constituir-se em par s, sdo
relacionados entre si por nossa relacio, Cada recipiente com
(ID!B objetos é relacionado com todos os outros recipientes eom
dois objetos. Cada conjunto com apenas um objeto é relacio-
nado com qualquer outro conjunto com 86 um obj to. Mas
nosso conjunto de dois objetos mdo estara relacionado com
qualqm:r conjunto com trés ou quatro objetos, ou com qual-
Yuer numero que nao seja dois. Bsse jogo cria, de forma con-
creta, as classes de equivaléncia das quais sio construfdos os
nimeros natumiﬂ 1, 2, 3, 4 ete. Em todas as classes de (qui-
valéneia, os conjuntos sio equivalentes entre si, ¢ a proprieda-
«de comum que une os membros dessas classes de equivaléneia
é}a de sen numero. Isso é o que chamamos de nimero natural.
Pode-se verificar ecom facilidade que essa relacio & simétrica
porque, se o recipiente B tem tantos objetos quanto o A, entio
0 A tem tantos quanto 0 B. reflexiva, uma vez que o reci-
biente A tem tantos ohjetos quanto o A, E também é transiti-
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va porque, se A tem tantos quanto B, e B tantos quanto C,
entdo A tem tantos quanto C. Estamos, assim, lidando com uma
relagio de equivaléncia, e construfmos as classes de equivalén-
cia correspondentes, que levam ao coneceito de nfimeros na-
turais.

As relagies, e particularmente as de equivaléneia, sio
fundamentais na Matemética. Muito pouco é normalmente feito
para dar ds eriancas uma pratica suficiente para entender eomo
09848 ‘r'v]m;ﬁvs sio basicas para o que aprendem sébre o nfi-
mero,

J& mostramos que uma relacio pode ser simbolicamente
representada, indicando 08 membros de nosso universo por
posicoes em um pedaco de papel ¢, entdo, tracando sctas dessas
posicOoes para outras, que sio admissiveis em virtude das rela-
coes que estamos investicando. Em geral, de qualquer ponio
representativo sairiio varias setas, Isso significa que seria possi-
vel partir de qualquer ponto, de virios modos. No easo de
determinadas relacoes, s6 & possivel partir de um ponto em
particular de um tinico modo e 86 & possivel ir a outro ponto.
Tal relacio é chamada de fung¢do. Tsso significa que, se aplica-
mos a relaciio a qualquer membro do nosso universo, o resultado
& determinado, Se aplicarmos qualquer relaciio geral que nio
seja uma funcdo a um membro de um universo, o resultado
nio & determinado, Nio sabemos qual das muitas setas iremos
tomar, dentre as que saem de um ponto em particular ao qual
estamos aplicando a relagilo.

Usando um exemplo matemdtico, considercmos a relagio
de “ser maior que” ou “ser menor que”, aplicada aos niim-ros
naturais. Se usarmos o niimero 5, “ser maior que” nos conduz
a0s nfimeros 6, 7, 8 ou 9 ou, na realidade, a qualquer outro
nfimero que venha depois. TI4, de fato, um niimero infinito de
setas saindo de cada ponto de nosso diagrama imaginario da
relaeiio de “ser maior que”. Podemos restringir nossa relacio
dizendo, em vez de “ser maior que”, “ser um mais que’. Nesse
caso, de 2 s6 poderemos ir ao 3, porque 3 & o t{inico nim' ro
que é um mais que 2. Nosso diagrama, entfio, é tal que, de cada
ponto, 86 sai uma seta, 86 hi um lugar onde podemaos ir, seja de
onde estivermos vindo, Mais uma vez, temos uma fun¢do. Essa
funcao particular & muitas vézes chamada de fun¢iio suesso-
ra, Algebricamente 6 deserita como (X -+ 1). O simbolo X

* Um trabalho muito intereasante sdbre relacdes foi feito por Papy.
Vor seu livro Mathématique Moderne, Didier, Paris, 1065.




e — S
T e — ——

——

I P g g T YD TP e

i

Py ——

I P )
i

r—

i
i
i
H
i
i
|

r— PR ————

134 APRENDIZADO MODERNO DA MATEMATICA

indieca o “objeto” matemdtico em nosso uniyerso, Hl‘][‘.ﬂiﬂtléltln
por nés, e (X + 1) indica 0 objeto ao qual chegamos apos
nossa viagem pela seta imagindria. Uma fungiio, portanto, pa-
rece comportar-se bastante como uma maquina. thnmns_ 0
que vai produzir depois que h_ntamns al_mlmn coisa nela, Um
artiffeio mecinico é um artificio determinado; -:'.u]u-:-n'nd[} aleo
na entrada, esti bem determinado, uma vez a maiquina posta
em aciio, qual serd o produto. A maquina nio l-‘?‘]t‘ f'“f‘ﬂ”l”'-'
se pomos um nfimero na miquina montada por nos, sera cons-
trafdo um nfimero um mais que éle. A matéria-prima € rec-
presentada pelo simbolo X, e o produto pelo simbolo (X 4+ 1),
Nesse easo, estamos relacionando, de algum modo, 08 membros
de um universo aos membros do mesmo u!:iwrm Ant's que
uma funcio seja definida, temos de dﬂtermma'_r: a-‘r_ 0 UNIVerso
ao qual se aplica: b) como age sdbre a matéria-prima que co-
locamos nela, a fim de nos dar o produto. Tal fungao estabe-
lece uma correspondéncia entre um conjunto de entidades e
outro désses conjuntos de entidades. No exemplo que consi-
deramos, as dnas classes de entidades sdo idéntieas. A funeio
“mais um” ostabelece a correspondéncia que fraca cada membro
da classe dos niimeros naturais para algum outro membro da
elasse dos nfimeros naturais. As func¢ies estabelecem tfais corres-
pondéncias, mas nem sempre dentro da mesma classe de enti-
dades. Podemos tomar a hora do dia cada cinco minufos como
um universo e as femperaturas possiveis, arredondadas em
erans eentigrados, como o outro universo. Podemos, entfio,
estabelecer uma mAquina que relacionari as temperaturas a
hora. Tudo que temos a fazer ¢ olhar um termdémetro do lado
de fora de nossa janela a eada einco minutos e registrar o
que vemos, arredondando em graus, Isso nos dari uma cor-
respondéncia entre os membros do universo que sio 0s pontos
de tempo a cada einco minutos durante o dia e os membros do
conjunto de temperaturas possiveis registradas. Tal funeio nos
dird como a temperatura variou durante o dia em certo lugar
fora de nossa janela,

Para ajudar a esclarecer o conceito de funeciio, tais cor-
respondéncias entre horas do dia e temperaturas fora de casa
(grificos de temperatura), entre a altura das pessoas e a
freqiiéncia em que tais alturas se apresentam (histogramas)
¢ muitas outras podem ser apresentadas As criancas e clas
poderio investigi-las, Essas correspondéncias devem ser entre
08 Fipﬂs de varidveis mais diferentes que fér possivel, para
pavimentar o eaminho para um conceito geral de funcio, Niio
podemos esperar progresso muito rapido, pois a COMPreensio
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e abstracoes fundamentais estd sendo preparada, Mas, eom
um ambiente matemdtico suficientemente rieo, niio hi motivo
para as eriancas ndo tornarem o conceito de funciio tio oprra-
cional quanto os de varidvel e niimero. O conceito de niimeros
naturais atinge um grau de clareza nas mentes da maioria
las pessoas semelhante aos conceitos de livro, lapis, mesa ou
qualquer outro conceito difirio. Nunea nos confundiriamos
entre um liveo e um lipis, entre uma eoleciio de 3 e outra de 2.
A classe de objetos eonhecida como livros é, para nbds, bem
Jlefinida, do mesmo modo que a de coleeies eonsistindo em 3
objetos. O grau de clareza se torna menor para a pessoa comum
quanto as elasses de nimeros, on, falando de modo geral,
com elasses de coisas. A ctapa seuinte, quande operamos com
rlasses de niimeros, isto &, com varidveis, & ainda menos elara.,
¢, para 0 homem comum, uma funeio matemaitica & qnalquer
coisa saida de um emocionante livro de ficedo eientifiea, ou
um jargio incompreensivel, A raziio para isso nio &, certa-
mente, que o homem comum nao seja eapaz de tais vdos de
abstracoes, mas simplesmente que éle nio teve as experién-
c1as das quais possa abstrair. Nao ha absolutamente razio
para aercditar que a pessoa comum Seja ineapaz de aprender
Matematica, apesar do mito corrente de que a “habilidade”
matemética s6 é dada a poucos. O que pode ser verdade, embo-
ra sujeito a davida, é que o homem comum encontraria difi-
1nldade para fazer pesquisa matemitica. Tssa situncio pode-
‘in ser alterada com o eneorajamento de uma atmosfera de in-
vestigaciio desde nossas escolas, em vez da tio eomum apresen-
taciio de pedacos de conhecimento isolados, na maioria infiteis
cm Si mesmos, a ceriancas altamente desnorteadas.

Vamos agora deserever umas “expericneias de funeoes”,
que se demonstraram interessantes para eriancas de dez anos
le idade, edueadas para procurar por si mesmas o conheci-
mento matemdtico, através de experiéneins especialmente or-
zanizadas,

Um “projeto” fascinante ¢ o seguinte. Pede-se ds erian-
cug para fazer retingulos com 36 quadrados-unidades, dos
modos mais diferentes que for possivel. Isso pode ser feito, a
nrinefpio, com quadrados concretos, mas, em breve, seriio
nsadas folhas de papel quadriculado, Pede-se, entdo, que
meeam o perimetro de eada um dos retingulos que fizeram.
Registram, depois, ésses perimetros junto com o nimero de
linhas do retingulo, organizando, assim, wma tabela de cone-
rdo de duas classes de miumeros, Ela serd algo parecida com
i Hﬂguinte:
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TRERENE 6T 7 8 9 10 11 12
b b ! l
Perimetro 74 40 30 26 24 26 30

Nfimero de linhas 13 14 15 16 17 IRSHER0"2] 22 23 24
l
Perimetro 40

Ntimero de linhas 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
l

Perimetro 4

Um pequeno conhecimento de fragdes permitird t:mnbém s
eriancas preencher as lacunas. £ uma boa oportunidade para
o trabalho em grupo, divisio de trabalho, verificagdo dos re-
sultados dos outros ete. As criancas ndo s6 aprenderio algumas
coisas sbbre o conceito geral de fungio, ao cstudar a eorres-
pondéncia entre as duas classes de numeros (a que se refere ao
nimero de linhas e a outra, dos perimetros), mas também
aprenderiio muito a respeito de uma classe de fun¢io mais res-
trita, ou seja, as hipérboles. Descobrir a assintota aumentando
cada vez mais para a direita é nma surprésa, apbs aquela
ripida variacio de valor do perimetro no infeio. A existén-
cia de um minimo & também, uma deseoberta importante,
mas ndo € menor a surprésa ao constatar que nao hA simetria
em relaciio ao ponto minimo. Verificar que, para 5 linhas, tem

9
de haver 7 -;—unidadeﬁ em cada linha, e o perimetro serd 24 —-,

embora para 7 linhas tenha de haver b -%- unidades em cada
linha e o perimetro seja 24%, pareee levar uma dose de emo-

ao as criangas engajadas nesse trabalho. O resultado parece
ser tdo semelhante e, contudo, é diferente. E, eviderntemente,
a assimetria se manifesta cada vez maior & proporeio que nos
a.'fastamm do ponto minimo. Como o inesperado pode ser emo-
munayte!_ E como somos cruéis em privar as eriancas d-ssa
emogdo ligada ao que chega a ser uma descoberta verdadeira-
mente matematica. A maior emogiio que j4 vi em um grupo
de eriancus matemiticamente conseientes foi produzida pela
apresentagio de um problema cuja solucio ninguém ainda
conhecia! (Um problema facilmente compreendido, desean espé-
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cie, &, por exemplo, saber se h4 qualquer nimero par que nio
possi Ser expresso como soma de dois nfimeros primos. Ainda
6 um _prublr_ema em aberto.) A compreensio de que clas pro-
prias Ja atingiram limites de conhecimento, além dos quais
at§ Mesmo 08 melhores matemdticos nio podem ver, diA as
eriancgas a primeira visao da possibilidade de que elas mesmas
possam, talvez um dia, solucionar tais problemas,

Um grupo “complementar” poderia estar trabalhando no
problema de encontrar as dreas de todos os retingulos cujos
perimetros sejam 24 unidades. Essas criancas obterdio uma
pardbola, com um ponto miximo e nio assintotas, e a situacio
serd simétrica em relagio ao maximo. Se os dois grupos com.-
pararem suas notas, verdo que o que era minimo em um pro-
blema é o miximo no outro, aparecendo os maiores valéres nos
quadrados, isto é em um quadrado de 6 por 6, em ambos
08 CUS08,

Nao & provivel que as erian¢as venham, apds apenas algu-
mas tentativas em funcées, a se tornar capazes de materializar
suas experiéncias em férmulas, Necessitario, provivelmente,
de grande nGmero de tais jozos sébre funcies antes de eom-
preenderem que o que estao fazendo para encontrar o compa-
nheiro de um nimero de uma classe em outra classe pode ser
codificado. Essa codificacio da experiéneia &, certamente, a
formula, que, nos dois casos, seria

Perfmetro = 2 X I, + (72 + L) [em que L é o nfimero de
linhas]

Aren =(12—L) XL

A primeira “férmula” mostra o produto de uma “méqui-
na” c¢uja matéria-prima é L, isto 6, o niimero de linhas, “ma-
quina” que pode parecer-se com a figura seguinte:

- produto

Dividir 72
por L
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A segunda “férmula” dé o produto da “méaquina’ seguinte:

W\

Como nossas criangas verao de forma difc-:n_ente_ essas f@r-
mulas, agora que as compreendem eomo a codifieacao duquﬁllu
que fizeram tantas vézes para estabelecer as correspondén-
cias descritas! E como deverd ser diferente a expressiio delas
em relaciio & da erianga a quem se di a formula e se pede que
deseubra a “funcio”!

Com alguma engenhosidade, podemos manter, indefinida-
mente, as criancas recebendo tais tarefas de “funeoes’. Ponha-
mos, por exemplo, todos os intciros até 12 em um chapéu:
para cada inteiro que tirarmos, cserevamos a soma de todos
os inteiros, a partir de, até aquéle que tiramos, e essa somi
serd sua companheira em um segundo chapéu. Se tirarmos 9,
por exemplo, do primeiro chapéu, 1 +2+3+4+05=15
scrd sua companheira no outro chapéu. Obtemos uma parabola

Se quisermos que o resultado seja um efrenlo, procedere-
mos da seguinte maneira. Tracamos um quadrado com algu-
mas linhas néle. Procuramos, agora, outro quadrado apropria-
do, de forma que, pondo os dois quadrados juntos, pordere-
mos fazer com éle um retingulo eom tantas linhas quantas
tinha o nosso primeiro quadrado, mas com cada linha contendo
10 quadrados. Se comecarmos com um quadrado de 2 por 2,
temos de encontrar outro quadrado apropriado de modo que
os dois quadrados, juntos, facam um retingulo de 2 por 10.

i evidentemente, um quadrado de 4 por 4, Se chamarmos de
X o nfimero de linhas do primeiro quadrado, e de Y o do
scgundo, obteremos a seguinte correspondineia:

i | L TR VRS T (- ST I 1
el | Prls sal
e Bl 5 4B ()
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. . i ;
0 “grafico” poderia ser assim:*®

’,f r | \\
ol e |
;/| | | I
Lol __._‘ \
f! | \
, Bl
I e — e b
i e
L e e M e SRS S

0 grafico e a tabela acima dio uma idéia clara de como
¢ a eorrespondénecia estabelecida por nossa funcio ou “ma-
quina”, ‘

B importante que, por toda essa etapa formativa, os
eraficos representantes das funedes sejam tio tangiveis quanto
possivel, para que as quantidades reais sejam claramente visi-
veis. O descjo de continuidade surgird espontincamente: sub-
livisoes menores serdo sueeridas, até que as ordenadas se
tornem tao finas como linhas, caso em que o eentro de atencio
se voltae para a forma da eurva nascente, ¢ nao mais II:II‘TL-E'IS
quantidades correspondentes nos membros da primeira elasse
de naimeros (nosso primeiro chapéu). £ também um processo
lento. O desenvolvimento dos conceitos nio pode ser acelera-
do. Ao contririo, essas representacoes mais concisas surgirao
semi-espontincamente quando a situaciio estiver suficientemen-
‘e amadurecida,

{Tf desejo de completar — tendéneia inata, de acordo com
08 psiedlogos gestaltistas — serd wm impulso muito poderoso
na ajuda as erinneas para amadurecer nesse sentido. Quere-
riio saber, por exemplo, o valor que se deve dar a Y quando
.'{.é 3. Verio que terdo de encontrar um quadrado cuja drea
seja de 21 unidades de quadrados. Nio demorario a descobrir
(que isso niio pode ser feito com um grande nimero de quadra-
dos, uma vez que um quadrado de 4 por 4 tem apenas 16
unidades de quadrados e que um de 5 por 5 ji tem 25, Como o
trabalho com decimais ainda & uma dificuldade, os “finos™

e ——
e ——

Esta figura § ligeiramente imprecisa matemiticamente, mas ne-
vhuma crianga perceberd o semicirculo por meio de pontos mixlios.
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das caixas aritméticas podem ser chamados de qnidndes de
quadrados, e sera possivel tentar tergos, quartos, quintos, sextos
e déeimos. Em nosso caso, a caixa de base 5 (ou 10) nos darh
uma soluciio razodvelmente precisa, fazendo um quadrado de

4-§- por 4—3— com 16 “finos”, 24 “longos” e 9 “unidades”. O

]
érro serd apenas de 4/25 de um “fino”, isto é, 0,16. o mesmo
modo poderemos preencher as lacunas, ¢ as criangas terao sua
primeira experiéneia com niimeros irracionais,

As funcdes, naturalmente, nio tém de se referir a classes
de ntmeros. Podem tratar de classes de qualquer ecoisa, No
@iltimo eapitulo, algumas funcoes usadas para definir o grupo
Klein foram formas e edres, outras foram de cariiter espacial,
Na representacio espacial, por exemplo, o movimento pelo
“gpalho” é uma funcio que relaciona qualquer posicio a outra,
que serd atingida andando-se pelo soalho para a préxima posi-
cio que foi permitida. A funcio “perpendicular” nos conduz
de qualquer posi¢io disponfvel para a posiciio disponivel se-
guinte, andando perpendicularmente as tibuas do soalho, e
assim por diante. Da mesma forma, estamos lidando eom fun-
¢oes quando transformamos pilhas ou objetos coloridos de
diferentes formas, contanto que tenhamos apenas duas cdres
e duas formas, A transformacio de cores é uma funedo quando
se estd certo de que esti determinado o que deve acontecer
eom a forma: por exemplo, quando a forma nio muda. Quando
dizemos apenas ‘“diferenca de eor”, nio temos uma funcao,
porque temos duas cores e duas formas; devemos eseolher a
cor diferente de uma forma ou da outra. Mas, se dizemos
“mude a eér mas mantenha a forma constante”, isso & uma
funciio, porque, entdo, de um objeto de edr e forma particula-
res, devemos passar para um objeto de c¢or e formas definidas,
de uma ecor diferente, mas da mesma forma. Consideracies
semelhantes se aplicam 4s outras funcbes tratadas na repre-
sentacio eor-forma do grupo Klein.

HA muitas outras funcdes que podem ser estabelecidas
pelas transformacoes de mudanea de edr e de forma. Devemos
ter trés formas e duas edres, ou seja, por exemplo, efreulos,
quadrados e triingulos e objetos vermelhos e verdes. Pode-
mos, agora, pensar em uma funciio de mudanea de forma, que
transformaria os objetos verdes no seguinte sentido:

circulo, para quadrado, para tridingulo, para efreule,

significando que os cfrculos seriam trocados por quadrados,
8stes pelos tridngulos e éstes pelos circulos. Para os objetos
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vermelhos, a transformagiio seria no sentido oposto, isto 6,
os cfreulos seriam trocados pelos triangulos, éstes p los qua-
drados e éstes pelog cireulos, Rsse conjunto de definietes nos
di uma funciio porque, qualquer que seja a eoimbinacao de
cor e forma que tenhamos escolhido entre as 6, ha ap nas uma
que podemos obter, de acordo com as reeras. Poderiamos ter
outra transformaseiio, que seria apenas uma transformacio de
cor, sem que a forma fosse mudada. Se usarmos ¢ssas duas
f'lll'l(;ﬁﬁ‘ﬂ ao  IMMesimo ti"tll]‘m, 80T F‘]lHF-liﬁ.'r'] conseonir [‘u;t]qu(}r
forma e qualquer cor, de ontra forma e ontra eor, com apenas
dois movimentos, Se tivermos, por exemplo, um quadrado ver-
melho e queremos um eirculo verde, precisamos aplicar a
funciio de transformacio de forma e, depois, a de edr. A pri-
meira nos dard um circulo vermelho pelo quadrado vermelho,
A segunda mudari a eor e nos dara um circulo verde. Se. por
outro lado, quiséssermos obter um triineulo verde. eomeeando
de quadrado vermelho, preeisariamos mudar a edr primeiro e
obter um quadrado verde, para depois usar nossa primeira fun-
ciio e conseguir o triangulo verde. Se tivéssemos feito o inverso,
teriamos necessitado de dois movimentos da funeio de mudanea
de forma e um da mudanea de edr para cheear ao trianeulo
verde. Poderemos ampliar ésse jdoeo para ontro de oito mo-
vimentos usando, por exemplo, efrenlos, quadrados, triinemlos
¢ hexfigconos on quaisquer outras formas. A funeio de mudan-
ca de formas poderia ser definida, no caso das formas verdes,
como mudando os eirenlos para quadrados, éstes para tridn-
onlos, éstes para hexigonos e éstes para eirculos: para as
formas vermelhas, de cirenlos para hexdgonos, distes para
tridneulos. déstes para quadrades e déstes novamente para
cirenlos. Poderfamos ter, também, uma funeio de mudanga
de cor, Nesse jogo serd, muitas vézes, neeessirio usar trés mo-
vimentos sucessivos para poder obter, de nma forma e cbr
particular, outra forma e cor. Partindo de qualquer forma e
edr, serd neeessfiria uma vingem de trés movimentos para
conseguir duas das combinacics, enquanto o resto das combi-
nacoes estard acessivel em dois on mesmo em um movimento,
Os leitores poderiio achar interessante verificar essas assertivas,

Talvez nio seja necessirio indicar que nossa primeira com-
binagfio de duas funcoes — isto &, da de trés formas com a de
duas cdres — nos dard uma estrutura que & equivalente as si-
metrias ¢ rotacdes do Eriangulo eqiitldatero, 1sso seri tl*qt:utTfl no
capftulo 7. Tcualmente, as mudancas, deseritas no jogo em
que hi oito diferentes eombinaches de formas e cores, terio
a mesma estrutura do conjunto de simetrias e rotagdes do

‘quadrado,
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Hi muitas maneiras pelas quais as relagoes e funedcs
podem ser representadas, e tornadas acessiveis e agradiveis, eon
a experiéneia didria das criangas na sala de aula. O uso dc
formas e eores & um modo muito vivido de mostrar ds crian-
cas determinadas mudancas, para ilustrar a idéia de funcio.
e mudancas indeterminadas, para ilustrar uma idéia mais
geral de relagdo. Ndo hd, certamente, necessidade de nos res-
tringirmos a formas e cores, Podemos pensar em qualquer
outra espéeie de atributos. Os atributos das préprias eriancas
por exemplo, determinam classes; inimeras ecrianc¢as poden:
sor escolhidas com atributos satisfatorios e podem ser inventa-
das mudancas entre as criangas de forma que o passar de uma
crianca para a outra indica certa espéeie de transformacao
So essa transformacdio é tniea entre as criangas escolhidas
ostamos lidando com uma funcio; se nio o for, estamos, eniac,
tratando apenas de uma relacao.

£ importante compreender que, no ¢aso das transforma-
coes de forma e cOr, assim como €om qualquer outra form:
conereta de jogo com relacdes e fungdes, as relacdes de qu
estamos falando sio entre as propricdades dos objetos e nao
realmente entre os objetos. J& que ndo podemos lidar fisica
mente com uma propriedade como “ser azul” ou “ser redondo”
“ger duro ou mole” ou “ser menino ou menina”, sem existir real-
mente & mao um objeto ou uma pessoa com essas propriedades, ¢
necessirio que a versio conereta désses jogos consista ¢m ohjetos,

Quando tracamos as sctas de um objeto ao outro, podemos
imaginar que elas se refiram aos préprios objetos. Estrita-
mente falando, as transacoes sdo aplicadas as propriedades «
niio aos objetos. A difieuldade é evitada no caso dos jogos d
forma e cor fazendo que cada combinacio de formas e cores,
usadas no jdgo, s6 ocorra uma vez. Se houvesse, por exemplo.
mais de um ecfreulo vermelho no jogo, & mudanca para um cir
culo vermelho nio seria, claramente, um movimento determina-
do. Contudo, passar do vermelho e quadrado para o vermelho
conjugado eom o circular é uma mudanca de atributos deter-
minada. Consideracoes semelhantes se aplicam as relagoes d
::‘lemgua'ldadﬁ, “menos que”, igqalr]ade ete. Quando dizemos quc
hi menos membros nesse conjunto que no outro”, isso & uma
declaracio muito diferente de “um nfimero é menos que outro
determinado niimero”, Essa difereneca se torna ainda mais clara
qua:ndu tratamos com uma relaciio tal eomo “um mais”, Se “um
mais” se aplica a t_lﬁmerus, entio estamos lidando com uma
:m;;lﬁ: se “um mais” se aplica a c?njuntnﬂ', estamos lidando

P ecom uma relagio., Nunca sert demasiado darmos énfa-
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s¢ & que o universo de explanaciio que estamos considerand:
deve estar bem claro. No Jogo da forma ¢ edr t.F‘]'ﬂﬂ‘i. "m‘m i
verso d:: explanaciio que ¢ constituido de tidas as '"‘I;?lifainﬂ l’-lf’l'-
passiue?s {3‘”" formas ¢ ciores disponivets: I'F\;H:I:I m}nlhin*g:f.h,
pﬂﬁﬂivclﬂ siio concretizadas 1}1*[.1 presenca 'I:. “hj.:tﬂ-_; o r:l‘(li'.!\
ﬂ?ntﬂm cada uma dessas combinagoes. Da mesma fr:—l':.'tl'i }:I::Et
riamos CF:UEL‘HHI‘ 0 mesmo jogo com  outros obictos 'H:_Il {'mn_
hastes, tais e {][: Cuiscnaire, caso em que cada nfllru'-rn
cada comprimento seria apresentado uma vez e shmente nuw-
vez se estamos tratando de funcoes, a niio ser que se inll-nt'tt:i
quem artificinlmente virias dessas rr|:|-r-~u-n!;u-ﬁmzl IHP QIIi'-il-l-
oS representar niameros de modo conereto, nio e r-t;h.n--;--
mals do que dois conjuntos com o mesmo niimero de I'II"|'|'|(-'[]|:|,L.‘
no jogo. Se o fizermos, nao cstaremos repr sentando a singu-
luri_dude dos ntimeros de um modo fisico. £ evidente q'm"“}]..l
muitos exemplos de conjuntos com trés membros, mas sb u-flu.tlll
um nfimero 3. ' T

Mesmo qu.'leln as eriancas estio rcalizando exercicios os-
fl'utu%‘adﬂﬁ, [‘*n,]uTnhle'ti\'c} final é esclarecer completamente o
fi(%[li!i'l}.u:,t_lfi 1ungao, aparecem :_-;lTu.-u;w-.u que envolvem o uso

ungao como um sujelto e nao eomo wn pr dicado. As desed
!JL']'tIElH com menores ¢ malores valores, simetria e assimetria,
inclinacio, e outras, siio os passos preliminares (embora s
apalpadelas) para uma teoria do que pode ser feifo s funedes
0 lt'iul‘.{JI*, agora, verdi, scn davida, que, assiim que o conceito d
funcao se torma operacional, isto & logo que a “funeio” se
torna uma ferramenta familiar ecom a qual as eriancas estio
ansiosas por brinear, nio se poderd d ixar fora do aleance
delas o edileulo diferencial e integral. Elas estario fazendo
perguntas que sé poderdo ser respondidas pelo edleulo. Se
estdo prontas para “operar”’ com funcoes, entido a passagen
para a correspondéncia entre classes ¢ fungies sc torna possi-
vel. Afinal, a diferenciaeiio estabelece uma correspondéncia
entre eerta classe de funcoes (as que sao diferenciivels) e outra
classe (seus coeficientes diferenciais). O prineipio se mantém
0 mesmo, As experiéneins, isto &, jogos entre classes de fun-
qﬁes, devem preceder quulqm-r pereepeiao total daquilo que é
simbolizado pelo cdleulo, 1std elaro que podiriamos, entdo, ir
ﬂ.té_ conceitos de ordem mais elevada: como dissemos, o eéu &
o limite para o matemdtico que empilhe predicado sobre predi-
cado. Tst4 igualmente claro que hia uma etapa em qu devemos
parar na marcha de abstragoes de sucessivos conjuntos de eon-
ceitos, no que diz respeito a 8ste pequeno volume! Talvez )i
tenhamos dito o bastante para tornar claro ao lcitor como a
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construgiio matemética pode ser realizada pelas c_rianqaa. Os
métodos que advoguei sio modelados nos da pesquisa matemé-
tica, ¢ um dos prineipais objetivos déste volume é tentar abrir
o caminho para as criangas se maravilharem com 08 prineipios
matemAticos. A pesquisa nunca é conscguida de forma légica;
é sempre construida como resultado do desejo de saber algo
sobre alguma coisa. Umas vézes hd lacunas na construciio que
s6 poderdo ser preenchidas mais tarde, Outras vézes, ha até
mesmo erros e, nesse caso, parte do edificio ruird sob o péso
das pressdes e tensdes das contradices que 08 erros causaram.
Tal é o caminho para novos conhecimentos, caminho que pode-
ria ser percorrido por nossas criancas, se apresentissemos su-
fieientes experiéneias matematicas para torni-las verdadeira-
mente curiosas.

Nfo mais que uma fracio da Matemética realmente estu-
dada pelos escolares pode ser tratada em um volume como éste.
A Aritmética e a Alechra, seguidas pelos coneeitos de relacio
¢ funedo, foram escolhidas porque, em minha opinido, é nesses
ramos que a situaeiio de aprendizado estd mais sériamente er-
rada. Muito trabalho excelente foi e estd sendo realizado na
apresentacio dinimica e pereepliva da Geometria,® e muito
trabalho pratico valioso estd sendo feito, particularmente em
escolas primarias. na esfera dos conceitos aplieados. Esta ecrto
que as criangas devem medir coisas, que devem pesar coisas,
passar o liquido de uma garrafa para outra, ter experiéncia
com dinheiro, para que, assim, possam aprender a manejar
coneeitos mateméticos aplicados que medem variiveis essenciais
para nés em nosso ambiente, Também & exeelente que as erian-
cas sejam levadas a fibricas, estacdes ferrovidrias, portos, fa-
zendas ete., e que facam que apresentem ao povo local suas
préprias perguntas, Conseguem a pereepcio do trabalho do
mundo em que vivem, assim como uma riqueza de material de
uma natureza matemitica que pode incentiva-las para o apren-
dizado de abstracdes cada vez mais dificeis, Sem o conheci-
mento de tais abstracoes, ndo podem responder ds questoes que
tafis gituacoes reais imediatamente apresentam. O fato de ter
dito pouco, aqui, a respeito dessa espéeie de trabalho nao
significa que eu nio o considere importante. £ mais que im-
portante; 8, na verdade, esscncial.*® Tal trabalho fornece a

b * Yer ('12) e também Geometry through transformations, de
enes e Golding, parte integrante do Programa Adelaide.

** Ver Ezrploration of space and practical measurement, vol. II1 de
First Yoars in Mathematics, de Z. P. Dienes 6 E. W. Golding.
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ctapa pritica dos préprios ciclos de formacio de conceitos. tor-
nando préticas as abstracies e f’ﬂ}'ﬂf'iT.ﬂlh];l as a serem H;mf]nv.
om situagoes reais, Minha argumentagiio tem sido, ao contri-
sio, de que, cmbora ésse trabalho seju.extremamente necessdrio
nao 6, de forma alguma, suficiente, Todas as partes do ;.'“.[r:
dinimico devem ser dadas, niio epenas a fltima “;”’-trm_-r.:
spmamente i“'l"‘rﬁ]'li‘i]‘lf.l‘ aque o3 ']l'“f‘(‘-‘“ﬂ{‘]]"li‘r-j l“;:'-iT_l‘j;”n conscientes
Ja etapa do t_‘ir-lnl pela (]ll-'i]' estio pussando as eriancas, para
que as experiéncias apropriadas sejam aprosentadas, quando
ag eriancas estiverem maduras para elas. TIsso nao &, de
modo algum, uma tarefa facil e, no momento, niio hi ainda
regras pelas quails tais ctapas possam ger ficilmente determi-
nadas. Pequenos testes diagndsticos individuais podem, porém,
ser preparados pelos professores, se ¢les proprios estiverem
plenamente conseientes da espéeie de situacio de aprendizado
pela qual siio responsivels, I'inalmente, pequenas baterias de
métodos informais de diagndstico podem ser aeumuladas pelos
professdres, emhbhora deva ser tomado especial cuidado para
nio eair no érro de perguntar “questies padronizadas”. As
oriancas estario perfeitamente preparadas com r spos a3 pa-
Aronizadas, ¢ o diagnéstico poderit facilmente sair errado.

Ja deve ter sido pereebido, talvez, que os jogos sugeridos
como auxiliares da complementacio dos ciclos de formacao de
{-{Hn‘i_‘itﬂ \'ﬂ'["i.‘ll"illll. “'“:1 eerto ‘irl'l]‘ltl'-‘ cm oran :1'." ¢ ']‘1'¢j:‘;n, T.";l‘..'ﬁ‘?.
':IH",!!IIP"WJH a uni Imnlw em que um novo coneeito o eirenlo de
soneceitos possa ser obtido por meio de jogos puramente mentais,
embora possa ser perigoso conduzir essa transformaeiio de
idgo concreto em abstrato muito depressa. O Jogo que o mate-
mético realiza quando faz pesquisa talvez seja abstrato: mas
serd? Tem papel e lipis, usa as miuos e eesticula no ar e tenta
imaginar contoredes n-dimensionais por meio de qualquer auxi-
lio que venha & mente. Se a verdade for conhecida, nio esta-
remos nunca totalmente afastados do mundo real dos ¢ hjetos e
talvez seja realmente certo gque assim seja. Afinal, a Matema-
tiea & a quinta-esséneia de ecrtas situacdces que, cm (iltima ana-
lise, tém algo que ver com objetos, Desligar-nos do mundo dos
ohjetos pode ser uma ecoisa perigosa. Iim conseqiiencia, e
advertiria de que niao devemos apressar nossas criancas no
caminho em direciio & “abstracio total”, ja que tal nocio talvez
possa nio existir em absoluto na mente humana. 5 muito emo-
cionante ser capaz de realizar um jogo puramente mental, mas,
50 a époea nio for oportuna, isso sb poderd conduzir & con
fusfo. Nenhum valor deve ser emprestado ao “afastamento” do
material. De fato, o préprio professor deve dar o exemplo reali-




s . e 3 cy
D el F ' e s J

A

sl e il

146 APRENDIZADO MODERNO DA MATEMATICA

zando trabalho em casa, ou conjunto de trabalhos, com 0 ma-
terial, com vista total s eriancas,

Nunca serd demasiado repetir que o que & proposto aqui
néo € apenas o uso de certo conjunto de tijolos ecomo um auxi.
lio ao aprendizado. Meu principal argumento se deriva dos
quatro prineipios apresentados no segundo eapitulo. Um con.
junto de objetos completamente difcrentes poderia realizar
0 MESmo para por em pritica tais prineipios, contanto que o
material seja bastante variado para que obedeca ao Princi-
pio de Variabilidade Perceptiva. Seria bastante facil, por exen-
plo, construir os blocos aritméticos multibisicos com as contas
de Montessori, O aparclho Stern pode ser usado em vez de
uma caixa de base 10. As hastes de Cuisenaire poderiam ser
outra variacio da situaciio de equaciio ou para fixar as idéias
de fatéres primos. O que é insuficiente a respeito de qualquer
désses métodos é que s6 nos fornece um econjunto de experién-
cias, e ndo se pode realizar a abstraciio verdadeiramente mate-
matica. B, evidentemente, muito melhor associar o simbolismo
matematico com as atividades realizadas com o uso das has!oes
de Cuisenaire do que apenas aprender como realizar as viirias
transformagdes de certos conjuntos de sfmbolos em outro equi-
valente, sem atribuir qualquer significado a essas transforma.
¢oes. Mas é ainda melhor possuir um completo capital de expe-
riéneias mateméticas, para extrair delas essénoias verdadeira-
mente gerais, e nio apenas associaghes com algumas acdes,

O ESTUDO DE GEOMETRIA®

1. Introdugaio

O Estupo de Geometria & o do que pode ser feito no espaco
que nos circunda. Inicialmente, ésse estudo toma a forma de
um movimento pelo espaco, para ver o que pode e o que niio
pode ser feito, Mais tarde, partindo de tais atividades, virios
conceitos de relagio podem ser formados, os quais, eventual-
mente, econstruiriio a estrutura abstrata conhecida como Geome-
tria. A “etapa do jogo” da Geometria comeca logo que nos
tornamos conscientes do movimento, tanto nosso como de outros
corpos que estejam em torno de nis, 'l'a! nmrinwntn dia a va-
riacdo necessiaria de posicio, direeio, orientagiio ete., que nos
capacita a formar os usuais eonecitos espaclals, necessirios para
a sobrevivéneia no mundo, O estudo de (Geometria é, apenas,
uma tentativa de por ésses coneeitos em alguma coisa pareeida
com ordem.

As Tinicas espéeies de objetos reais sio as dos objetos séli-
dos, tridimensionais. Pareceria ser de bom senso COmeCarmos
o estudo da Geometria pelo movimento de ohjetos tridimensio-
nais, isto & reais. Nio existe isso que se chama um plano e,
assim, é impossfvel apresentar experiéneias que correspondam
exatamente ds estruturas que formam parte da Geometria p'l:mz:
ou bidimensional, Contudo, com bom senso on qualquer outra
coisa, as primeiras licoes de Geometria mnqmtﬂm,+11wua]m{=nt€*,
no tratamento de “linhas”, “pontos” e suas nu:ﬂnl:m, de um
modo ou outro (posicoes de pontos, rlir'i**’:ﬁf“;q de Imh=_1:=:, compri-
mentos de segmentos de linhas ete.). Nio é de admirar que as

-

S I;nrles diste capitulo foram mnfrrﬂr:mins rr'ulir.a'd:w pelo ﬂnutnr
na remnifio da Quebee Mathematies Association, em maio de 1960, em
Rimouski, Canadi.
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criang¢as fiquem perturbadas com a confusio reinante entre ¢
conercto € o abstrato, como, por exemplo, entre a linha de giz
no quadro ¢ a abstragio conhecida como segmento de linha
reta. As tnicas espéeics de declaragbes validas sobre pontos
e linhas sdo as de suas correlagoes em alguma espéeie de estru-
tura abstrata, e niio sébre algumas correlacoes inexatas dessas
abstragbes, que possamos pretender tracar.

Parece ser uma sugestio sensata, adotada por algumas
pessoas nos reeentes anos, comecar a (Jeometria pela Geome-
tria S6lida. Bu gostaria de acrescentar outra sugestio, oun seja,
a da introducio de exercicios de abstracio juntamente com o
tratamento com os corpos sélidos, reais, para que a crianca
venha a ecompreender que o que estd aprendendo é a inter-re-
lagido em alguma estrutura, e que essa estrutura pode apresen-
tar mais de uma representacio fisica. Em outras palavras,
estou sugerindo que usemos os prineipios da variabilidade per-
ceptiva e, assim sendo, vistamos as estruturas geométricas que
queremos ensinar s eriancas com muitas formas diferentes,
algumas espaciais, outras nao-espaciais,

No que se segue, serd explicado como alrumas das inter-
~relacoes dentro de estruturas geométricas podem ser tornadas
claras a criancas: T) pelo manuseio de objetos fisicos no espa-
<0; e IT) por outros manuseios nio-espaciais, que, pelas “regras

do jézo”, obedecem a regras idénticas as das manipulacdes
€Spaciais,

Depois de extrair a natureza abstrata de uma estrutura-
Tegra, ou de virias delas, semelhantos e relacionadas, des-
créveremos os modos de expressi-las sob a forma de simples
sistemas-axiomas. Poderemos, entio, “brincar com” é&stes 1l
timos, alterados de qualquer maneira que as eriancas descinrem,
Sera a etapa do 16go do cielo seguinte de formaciio de conecito.
No primeiro ciclo, as experiéneias com objetos reais, e exeref-
¢ios estrnturados com alguns objetos especiais. que tenham
certas propriedades bem definidas, sfio seeuidas da determi.
nacio da estrutura, dentro da qual estaremos restringidos
pelas propriedades dos objetos escolhidos, Para apresentar mais
ﬂlﬂl‘&mﬂ_nte a estrutura, sugere-se que se facam “mapasg” dos
possiveis “movimentos” Sdmente apés o euidadoso estudo
désses mapas 6 que o axiomatizacio da estrutura se torna POs-
ﬂ:vel €0mo um passo psicolégico para a maioria das crianeas,
Uma vez que a estrutura de possiveis “movimentos” possa ser
representada por uma erianca, sob a forma de um mapa, ou
ﬂe_ UM sistema-axioma, essa estruturg se torna um objeto de

rinquedo para ela se divertir, restingindo aquela, amplian-
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do-a ou mudando-a & vontade, e vendo o que acontece com as
propriedades da estrutura como resultado de tais modificacdes,
Como ji se disse, essa espéecie de atividade Ja pertence ao eiclo
seguinte, e nenhuma dessasg atividades serd deserita em deta-
lhe neste capitulo,

2. A aldeia de 24 casas, com seus vinerarios de énibus

Consideremos o problema de ensinar fe criancas os rela
clonamentos presentes nas 24 rotacoes do eubo. HA 13 eixos
de rotagdo: em térno de alguns disses eixos. a rotacio de um
dngulo reto farid que o eubo volte a ocupar o mesmo volume
ocupado antes de ser rodado; em torno de ontros, um giro de
120 graus serd neeessirio para que o mesmo volume seja ocupa-
do; e, em torno de ainda outros, sers preeiso girar o eubo em
dois Aingulos retos para que retome o mesmo volume, Poderi
ser observado que até mesmo a dets rminacao désses eixos, com
a8 rotacoes correspondentes ¢ as posicoes que o enho ocupari
tm cada etapa, apresenta aleumas situacoes de eonsiderivel
complexidade — para niao mencionar os problemas de eom-
binar pares dessas rotacies o g procura da rotaciio simples, que
faria 0 “mesmo trabalho” que duas rotaches sineessivas. Apesar
clisso, com 0 uso de materiais e jozos estruturados apropriados,
¢ possivel apresentar ésse grau de compl xidade bem eedo na
escola priméria. B o que é mais, as eriancas acham étimos os
Jogos que conduzem a percepedes correspondentes ¢ os exeenta-
rdo por si mesmas, no reereio, sem ninguém atris delas dizendo
que o facam,

T4 virios modos de apresentar o problema. Pode-se dar
um cubo a eada grupo de crianeas, tendo sido feitos l:l'!l]"-iti'ﬂh"
para todos os 13 eixos de rotaciio. Uma aculha de tried, ou
qualquer outro objeto redondo, fino e mnm_ridn, pode s r dado
para ser passado por ¢sses buracos. As crianecas podem fazer
desenhos nas seis faces do enbo ¢, entao, devem apostar entre
elas em que posicio o cubo deve ser “apunhalado” pela u,t{lllh&',
de modo que uma rotaciio em térno désse eixo pnnh.-] tal figura
a vista, colocada em uma direciio desejada. Uma erianca pode-
rd dizer: “Quero a flor vermelha para baixo, com a flor em
dire¢dio & porta.” Tem, entio, de procurar um ¢ixo tal que, se
a agulha for colocada néle, e mantida imdvel, n_vu}_m p_m!ofa
ser rodado para outra posiciio em que a flor esteja na direciio
desejada. Havera seis desenhos, um em cada fac:, ¢ cada de-
senho poderd ocupar quatro posiedes, Isso nos di 24 resul ados
possiveis, que poderemos esperar.
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Outro meio seria dar as ceriancas um “mapa” esquemético
dessas 24 posicoes, sob a forma de uma aldeia de 24 casas, no
qual eada rua, de uma casa 4 outra, é de mao Gnica. Na figura
a seguir, as casas sao indicadas pelos circulos e as ruas de mio
tnica pelas setas, H4 ruas largas e ruas estreitas, sendo estas

representadas por um s6 trago e aquelas por traco duplo.

0 Jogo com esta aldeia é simplesmente fazer que as crian-
¢as sigam de uma casa a qualquer outra pelo menor nfimero
Ensai':;lzl de ruas. Uma das casas poderia ser designada eomo

Lar" e outras serem indicadas como as de outras criancas
da turma. Mais tarde, poderemos introduzir linhas de dnibus
¢ cada um déles teria escrito néle a sucessio de ruas largas
e estreitas pelas quais teria de passar antes de atingir novo
ponto de pan?da, Por exemplo, um Gnibus “larga, estreita,
Edantzlt;trlz:‘g' teria de passar por uma rua larga, depois por

sucessivas e depois por outra larga, antes de

parar para deixar ou tomar passageiros. Descobrir-se-d& que
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(t&da. linha. dﬂ'ﬁl'li]nl:i terd tluua, trés 011 {l”u[['{) ]HH‘IH]HE, A nio
ser que uma inclua um “itinerario cireular” tal como “larea
estreita, lut:ga, estreita”. Um onibus com essa marea sé putl;ré
ser de turismo, porque parari cada vez SemMpre no mesmo

lugar, tendo percorrido as ruas preseritas ¢ voltando nova-
mente.

Podera ser visto que ésses itineririos de 6nibus corres-
ponderdo a meio giro no eubo, ou um téreo ou um quarto de
giro. Qutro mapa diferente da aldeia é dado abaixo,

Haverf virias orientacoes quoe podemos tomar agora,

@) Podemos concentrar-nos em fazer as crianc¢as com-
preenderem que a estrutura da aldeia é essencial-
mente a mesma que & das rotacoes do cubo.

b) Podemos conduzir as eriangas a estudar mais deta-
lhadamente a estrutura da aldeia, fazendo-as viajar
de 6nibus ete,
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Se nos concentrarmos na primeira hipétese, teremos -
fazer as eriancas representar as rotacies do cubo no maps
da ald?m, ou vice-versa, Supondo, por exemplo, que tenham
sido feitos desenhos nas seis faces do cubo, aos quais nos refe-

I) que é uma rua estreita no cubo?
IT) que é uma rua larga no cubo?

As ruas largas ndo apresentam dificuldades, pois as erian-
¢as véem, no mapa, que tém de viajar por quatro ruas largas
antes de voltar para o mesmo lugar, e é ficil fazer tais coisas
| com o cubo. Um désses movimentos sugeridos pelas criancas

é “rolar” o cubo da direita para a esquerda ou da esquerds
para a direita, on para longe delas, ou na direcio delas.
Qualquer dessas sugestdes é satisfatéria, e conduziré a uma
representagio “correta”. Da mesma forma, o giro de um én-
gulo reto em térno de um eixo vertical levard a uma repre
sentacao correta. Uma vez aceito o “movimento”, deve ser
mantido nessa representacan, Nio é necessirio, em absoluto.
que todas as criancas usem a mesma traducio do cubo para
a aldeia, ou vice-versa. Na verdade, admitindo-se que o profes
sor enearregado possa manter a informaciio na cabeea, é melhor
deixar as erian¢as escolherem sua prépria traducio ¢, mais
tarde, compararem “diciondrios”, isto é, os diferentes modos
pelos quais o cubo foi representado na aldeia.

A rua estreita s6 causari dificuldade se as eriancas nio
tiverem manejado o cubo e descoberto que, rodando-o em térn
de qualquer das diagonais principais (isto &, diagonais qu
ligam dois vértices opostos do cubo), serio nccessirias trés
rotagbes para fazer o cubo retornar A posicio original. Pode-

| -5¢, entio, escolher uma dessas diagonais ¢ manté-la para cada
grupo de criancas que estiver trabalhando na representaciio
Deve ser dito que o eixo estd fixo no espaco e nio no eubo.

?iagunal poderia, por exemplo, ser especificada da seguinte
orma:

! | “Esecolha como um dos vértices o que estiver mais proéximo
1 a voce, do lado da mesa i sua esquerda, e como outro vérties
1 0. que estiver mais afastado, na direciio acima da mesa A sua

tillm.ta. Ponha a agulha pelo buraco que une ésses dois pontos,
evante o cubo, mas mantenha a agulha na mesma posi¢do todo
0 tempo; gire o cubo, empurrando a face inferior para cima e
para a esquerda, até que o cubo fique em uma posiedo tal que
R POssa tirar a agulha e coloci-lo na mesa outra vez.”

riremos pelas letras A, B, C, D, E, F, teremos de decidir

0 Estupo pE GEOMETRIA 153

T importante Tazer as criancas compreenderem que, uma
vez que podem chegar a duas figuras diferentes dm;r.u-:la que
podem ver, por meio de um giro em torno de uma {]Iﬂgultmi
prineipal, devem decidir em qual direcdo deverio fazer o giro.
Dai a instruciio para “girar empurrando a face inferior para
cima”. B 16gico que o giro no sentido oposto poderia também
gser escolhido, desde que seja possivel dentro de uma repre-
sentacio na aldeia,

Vamos considerar as instrucdes acima como o movimento
do cubo equivalente a passar por uma rua estreita, e considere-
mos o “rolar para a nossa direita” eomo equival'nte a passar
por uma rua larga. Obtemos entdo o segundo mapa (pég. 151).

Tendo conseguido que as criancas facam um mapa désses,
poderemos fazer-lhes virias perguntas. Por exemplo: “Como
vocé poderd ir para atingir tddas as posi¢oes com a mesma
letraf” Descobriremos que, no mapa tracado, teremos de tomay
ou o onibus “larga, estreita, estreita”, ou o “estreita, estreita,
larga, estreita”, dependendo da direcio que tomarmos para
encontrar as letras. Ficard logo evidente que essa espéeie de
movimento na aldeia corresponde ao giro em angulo reto em
torno de um eixo vertical pelo eentro do cubo, R!*j_ﬂ no sentido
dos ponteiros do relégio, seja em sentido contririo, conforme
o ¢aso. Também poderd ser verificado, no eubo, que

“um giro para a direita e dois giros diagonais

terdo o mesmo efeito que um giro no sentido dos ponteiros do
relégio e que

“Jois giros diagonais, um giro para a direita e outro
giro diagonal”

terdio o mesmo efeito que um giro no m-nth!‘u contriirio ao {:nf.
ponteiros. As criancas ficardio, muitas vezes, rr‘[arﬂ.vi]11:1( as
com a infalibilidade do modélo e passarao a r*mmul--rﬂ'l r'ﬂmﬂf
preciosa a posse de tais modeles. Uma crianca de ‘““‘lﬂwf:]';‘i':
exclamou, ao compreender completamente a corresponc -
entre o cubo e a aldeia:

“fiste 6 0 mapa mais maravilhoso do mundo

Bm vez de seguir o caminho de estabelecer a correspon-
déncia entre o cubo e a aldeia, pmlenm.s levar as eriancas lﬂ
investignr maiﬂ inti“]ﬂ"]pnt{‘g 1 O L'}lhu IHU]llllﬂillL'ﬂtE ou aa
deia, Poderemos, por exemplo, pedir:

1
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“Se dermos dois giros quaisquer, que vocé pode executar
tantas vézes quantas quiser, um apdés o oulro, serd possivel

atingir qualquer posicio ou apenas algumas?”

A resposta a essa pergunta depende, evidentemente, dos
dois giros que foram escolhidos, Naturalmente, poderemos atin-

gir qualquer lugar se escolhermos o “rolar para a direila” ¢ o
“giro diagonal”, ou, na aldeia, se tomarmos o énibus que para

apbs cada rua estreita ou (como segundo) o que pira depois

de cada rua larga. Mas o que aconteceri se tomarmos outros
itinerdirios na aldeia, ou outros pares de rotacoes do cubo? Isso
nos conduzird ao estudo de subgrupos, como veremos.

E légico que poderemos igualmente representar a aldeia
no cubo. Suponhamos que todas as 24 casas da aldeia tenham
sido marcadas com os nomes das eriancas. Podemos entio
tomar o nosso cubo e eserever na parte de cima da face do cubo
o nome de uma das casas, que pode ser eseolhida & vontade (o
fato da representa¢io funcionar, seja qual fér o nome que
ponhamos na face que escolhemos para iniciar, torna o jogo
aindx mais “mégico” para as eriancas). Podemos por

Miguel

na parte superior da face. Supondo que facamos um giro no
sentido dos ponteiros, de um angulo reto, em térno de um
¢ixo vertical que passe pelo centro, como se fosse a viagem por
uma rua larga (em vez de “rolar para a direita”), ¢ podere-
mos imediatamente ir colocando os nomes das criancas cujas
¢asas vamos encontrando ao fazer o pereurso pelas ruas largas
“m que mora o Miguel. O resultado poders ser:

Miguel

Teresa
oBo

BIB[D

:‘11 que EiBD'lﬁE-? que, ao seguir por uma rua larga, partindo
cllla“u?.m de Miguel, encontraremos a de Teresa, depois a de
» @M seguida a de Jodo, e regressaremos A de Miguel. A
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mesma seqiiéncia serd produzida girando o eubo cuja face su-
perior & nmutn}du acima, em sucessivos angulos retos, no w:-nti—
(]? dos ponteiros do relégio. Depois, deve-se uru-:;l}u-r ums:
diagonal para_representar o “onibus triangular” na ald ia ;
com a apllcz!q;m sucessiva do giro de um angulo reto em tﬂrnr;
do eixo vertical e do giro diagonal, cada face seri l‘ﬂl}l.'l"iil com
quatro nomes. Désse modo, a aldeia sera representada m:'.: cubo.

3. 4 aldeia de 12 casas ¢ o tetracdro

De modo semclhante ao que fizemos com o cubo, podere-
mos fazer com o tetraedro regular. Teremos de providenciar
lllll tetraedro regular de madeira, eom seus sete c1x08 de rota-
¢ao, como material de manipulacio. Os cixos sio os seguintes:

I) unides de vértices com centros da face oposta (cm
nimero de (quatro) :

IT) unidoes dos pontos médios das arestas opostas (em
nimero de trés) :

Se ndo houver tetraedro de madeira disponivel éle pode
ser feito, facilmente, com cartio, e agulhas de trich podem ser
usadas para “apunhali-lo” pelos virios eixos de rotacio. Trés
figuras pnnlf'rﬁu ser descnhadas em ecada :".'ll'u, uma em cada
“canto”, de modo a ficar “para eima” quando o tetraedro for
colocado apropriadamente, O triingulo abaixo, por exemplo,
pode ser a face que a erianca estard olhando e as fizuras
poderiam ser assim;

/ A \
) AN

Poderfamos dizer que o tetraedro estd, agora, na posiciio
Szior”, Quando as 12 figuras tiverem sido desenhadas, de modo
que cada face tenha suas trés figuras, podercmos comecar o
J‘?‘BO perguntando s eriancas qual o eixo que teremos de usar
(1sto €, onde tercmos de “apunhalar” o bloco com a agulha),

e e N
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