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UMA TEORIA DE APRENDIZADO DE
MATEMATICA

AxTeEs de apresentar qualquer teoria sobre o aprendizado de
Matematica, é indispensiavel definir elaramente o que se enten-
de aqui por Matemditica. Nao deve ser considerada como um
conjunto de téecnicas, embora tais téenicas scjam claramente
essenciais para a utilizacio efetiva da Matemitica. Esta deve
ser vista antes como uma estrutura de relaces, O simbolismo
formal é sdbmente um meio de comunicar partes da estrufura
de uma pessoa para outra. Uma proposicio matemitica 6
uma proposicio relativa a aleuma conexao deniro da estru-
tura: para exprimir tal conexio temos de usar um simbolismo,
que €, e¢m suma, uma espécie de linguagem espeeialmente in-
ventada para ésse fim, Por exemplo, a proposicao simbdlica

2(A+B) =2A + 2B

estabelcce uma conexiio entre duas partes da estrutura, a que
trata da adicdo e a da multiplicagio. O eonhecimento de que
podemos passar dos simbolos 2(A + B) para os simbolos
2a + 2b, e vice-versa, é conhecimento téenico, que pode nao in-
clwrr qualquer conhecimento do elo efetivo simbolizado pela
formula. J4 mostrei que tais proposicies formais sibre estm-
turas estao sendo continuamente feitas em nossas escolas sem
que as estruturas propriamente ditas sejam compreendidas,

_Par M:umn_;_’nica devo, portanto, entender as efetrvas co-
nexoes estruturals entre conceitos ligados & idéia de niimero
f}I;Ltﬂnat!m pura), a0 mesmo tempo que suas aplicacdes a pro-
blemas tais como sio postos na realidade (Matematica aplica-
0 entender a apreen-

suas simbolizacdes, e a aqui-
conceltos formados a situa-

df‘)‘ Por aprendizado de Mateméitica, dey
840 de tais conexdes, hem como de

m_qﬁo da._ capacidade de aplicar og
§Oes reals que ocorrem no mundo,

e
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I3 difieil ver como qualquer teoria de aprendizado de “es-
timulo-reacao” possa ser aplicada ao aprendizado definido
dessa maneira, Tais teorias véem o aprendizado como um pro-
cesso de condicionamento de eertas respostas que podem, sub-
seqiientemente, ser evoeadas por eertos estimulos, Mas se formos
apreciar novamente uma aula de Matomdatica normal, veremos
em funcionamento justamente tal processo de condicionamento.,
Os estimulos sio apresentados, e ligados a certas respostas cha-
madas de “respostas certas” por meio de alguma forma de
explanacio (sendo essa a (nica parte do processo que da algu-
ma atengio a estrutura). Um sistema de recompensas, em alguns
casos reforcado por wn de punieio, condiciona os alunos a dar
as "respostas cortas’. Na mailoria dos easos, enquanto as res-
postas continuarem a scr “as respostas certas”, nada se faz. A
cnfase, em conjunto, é em “fazer certo”, isto é, em estabelecer
uma determinada resposta espeeifica a um estimulo especifico;
¢ s0 s¢ fazem referéneias & estrutura como um auxilio para por
em execuedo esse estado de coisas, Os alunos que ddo, habitual-
mente, “respostas erradas” sio normalmente aquéles euja coms-
preensiao nao se manteve a par com o desenvolvimento da estru-
tura. Sao reduzidos a aprender certos truques, eom o fim de
aumentar o namero de “respostas certas” que sio obrigados a
dar dentro da situacdo condicionante, E nio é de modo algum,
garantido que mesmo os que apresentam “respostas certas” na
maioria das vézes compreendem realmente as partes da estru-
tura a que aquelas respostas se referem, O que ha de diferente
na Mateméatica que torna uma situaciao de aprendizado de es-
timulo-reaciao menos adequada que em outros assuntos? B que
a ¢nfase, em Matemditica, & mais na estrutura e menos no con-
tetado. No ensino de Histéria, o mais importante sobre os acon-
teeimentos historicos é que ¢les ocorreram, embora, em numa fase
mais avancada, sejam feitas tentativas para “estruturar” os
acontecimentos, considerando-os partes de um modélo. Essa
cspleie de estruturacio é, por outro lado, a prépria esséncia
do pensamento matemdtico, 1, ainda mais, os modelos estabe-
leotdos comecanm, desde lozo, o ser encarados eomo -“II'!_i (s ma-
temiticos, que serdo, entiio, adaptados em outros modelos; éstes,
por sua vez, tornando-se familiares, sio considerados objetos,
¢ assim por diante, Fssas superposicoes de modelos e de estru-
turas se sucedem com rapidez alarmante para os nio-iniciados
matematicamente, os quais muito em breve se véem deixados
para trias na corrida,

Serd conveniente examinar €sse processo um pouco mais
detalhndamente, Para tornar o assunto tao claro quanto pos-
sivel, usarel a terminologin gramatical, mais familiar, de “su-
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jeito” e “predicado”, em vez da linguagem logica de “clemen-
tos” e “classes”. Vejamos o conceito de nimero natural. O
predicado “héi trés” se refere a uma colcgio de coisas. lissa
coleciio de coisas & o sujeito do predicado acima, isto é, do
predicado que deelara que ha trés eoisas na cole¢ao. Indo
mais além nessa fase, podemos, ao ver trés macgas e tres laran-
jas, ser tentados a dizer: “ha tantas macids quanto laranjas”.
Estamos agora aplicando um novo predicado: “ha tantas quan-
to”, Qual é o sujeito désse predicado? £ o nimero de coisas
em uma das eolecoes, Bsse niimero, o nimero trés, estava sendo
usado, agora mesmo, como um predicado aplicado a uma cole-
cao. B, dessa vez, estii sendo empregado como um sujeito, a
que se aplica um novo predicado, “ha tantas quanto™ Para
ser preciso, €sse predicado tem, realmente, dois sujeitos, o
numero de eoisas na eols cao de macas e o namero de coisas na
colecio de laranjas. O que estamos dizendo & que ¢ss's name-
ros sio os mesmos. Isso se tornaria ainda mais claro se consi-
derdssemos o predicado “hid menos que”. Se houver duas laran-
jas ¢ trés maeds, podemos aplicar o predicado “ha menos que”
as laranjas e macas ¢ dizer “ha menos laranjas que macas”. Os
sujeitos sio os niimeros 2 e 3, e o predicado é “é menor que”,
que é escrito, simbolicamente,

A

No infeio, 2 ¢ 3 estavam dizendo algo sbbre colecies de coisas,
depois os predicados “é o mesmo que” ou “é menor que” esta-
vam dizendo algo sobre 2 e 3. £ faeil continuar a dizer coisas
a respeito de “é o mesmo que”, Por exemplo, para tornar claro
o que signifiea adicao, € necessirio o conceito de “&é o mesmo
que”, Quando contamos até 2, e depois contamos mais 3, veri-
ficamos que chegaremos ao “mesmo” niimero que se contarmos
direto até 5. Da mesma forma, a multiplicacio precisa da
udiqf’m antes de poder ser explicada, e n férmula 2(A + B)
precisa tanto da adicio quanto da multiplicacio: isto &, essa
formula diz algo 4 respeito de um enorme nimero de c0isas,
casa uma das quais diz coisas sobre outras c0isas, ¢ assim por

:Iismle, até voltarmos aos nfimeros, que dizem algo s6hre cole-
cio de cosas. Ou seja, sob forma gramatical, o predicado se
torna sujeito de outros predicados, (que

e Por sua vez se tornam
sujeitos de outros predicados imi
. , 2 0céu é o lim 'SSH COTT]
fanabiog 1te nessa corrida

As pessoas que sio b :
0as em domar predicados e a reduzi.
-los a um estado de siuje p 3 e a reduzi

1680 sao bons mateméticos. Cada vez
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que um matematico eria um prﬁf]im}dn, ele (quase im[-‘t]ifltllmﬂﬂ-
te eomeea a imaginar o que pode dizer a respeito do novo pre-
dicado. O estabelecimento de um predieado que é aplicado a
certa classe de sujeitos & uma espéeie de cérea em torno destes:
uma pesson de mentalidade matemética adquirird, logo, claus-
trofobia matemdtica em tais espacos enelausurados e comeeard
a imaginar o que ha por fora da eérea — em outras palavras,
comeecari a procurar as conexoes entre seus predicados. Nao
se pode manté-la présa por muito tempo, Se essa espéeie de
pensamento infindavelmente aberto é a esséneia do pensamen-
to matemitico, entio estd elaro que é radicalmente diferente
do tipo de pensamento didrio. Os psicologos que estudaram os
problemas de aprendizagem e do pensamento raramente eram
matematicos; talvez seja esta a razio por que nenhuma teoria
adequada foi ainda proposta para cuidar da espéeie de apren-
dizagem que se realiza nesse campo bastante especial,

[T4, porém, um pequeno nieleo de dados experimentais
conseguidos por psicélozos matematicamente orientados, a par-
tir do qual é horrivel basear win esbéco aceitivel de teoria de
aprendizado de Matemitica, Muito, contudo, ainda estid para
ser feito, Se os problemas forem submetidos ao professorado
como um todo, o8 mestres em exereicio poderio participar ati-
vamente da eoleta de dados e, assim, ajudar a construir um
fundamento sélido para uma teoria.

As fontes de onde saird o nosso eshéco de teoria siio as bem
conhecidas pesquisas de Piaget, o trabalhe do Cognilion Project
de Harvard, conduzide por Bruner, a fascinante obra de Sir
I"'rederick Bartlett, e alguns de meus proprios resultados ex-
perimentais. O leitor deve consultar a bibliografia para refe-
rencias detalhadas,

Alinhemos alguns esclarecimentos a respeito dessas pes-
quisas. Piaget fol o primeiro a perceber que o processo de for-
macao de um coneeito toma muito mais tempo do que se supu-
nha anteriormente ¢ que muito trabalho, aparentemente sem
relacio com o coneeito, deve ser realizado antes que haja qual-
quer indicio na direcio que estd tomando o pensamento. Essa
¢ a fase do jogo, estado largamente inconsciente, quando se
brinca com os clementos do conceito, muito antes de haver
qualquer idéia de que ésses elementos irio, um dia, ajudar a
classificar os acontecimentos do mundo de um modo edmodo,
() bebé brinea com sons e sflabas, muito antes de ter qualquer
idéia de que, mais tarde, ésses sons serio vefeulos de comuni-
ciaeoes. A criamea brinca com tijolos ¢ outros objetos, grupan-
do-os em diferentes formas e tamanhos, muito antes de saber
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que esti realmente praticando com os elementos que lhe per-
mitirdo formar posteriormente os conceitos de nimero e espago.
Temos experiéncia das flutuacdes nos pregos ¢ na renda, muito
antes de tentar coordenar essas experiéncias de aeordo com
alguma teoria econdmica. i claro que, em cada ecaso, jamais
poderiamos ter formado os conceitos sem ter previamente
jogado longamente com seus elementos. A segunda fase é in-
troduzida pela lenta coneretizagio de uma diregio, ao longo da
qual nossas experiéneias poderao transformar-se em um todo
gignifieativo. O bebé comeca a pereeber que eertos sons ocorrem
sempre que certos acontecimentos se realizam, como, por exenn-
plo, que a irmi aparece sempre que o nome dela & pronunciado.
Lle gradualmente comeca a tentar produzir os sons em ecireuns-
tineias apropriadas; esti, na realidade, tentando econsciente-
mente deslocar-se na direcdo de comunieacoes significativas. A
erianca que brinca com fijolos pereebe, finalmente, que aque-
las colecoes que contém dois objetos tém algo em comum: por
exemplo, que hi um para ¢éle e outro para a mae. Isso ¢é a
alvorada da experiéneia matematica, experiéncia que condu-
zird ao seu climax, muito mais tarde, na apreensio do niimero
puro. Em nossas reflexdes sobre precos e saliarios, chegari um
momento em que pensamos que devemos tentar compreender
0s relacionamentos existentes e poderemos ir a biblioteca e re-
tirar um livro sobre Economia. Essa segunda fase, mais cedo
ou mais tarde, eonduz a uma terceira, quando, de algum modo,
a figura fica focalizada e sentimos que “compreendemos”. A
concluséo do ciclo chega com a stbita percepedo de um ponto
final na jornada mental.® A essa fase se segne um periodo de
pritica, a fim de, presumivelmente, apoiar mais firmemente o
novo coneeito em nossa experiéneia e, assim, fazé-lo parte inte-
grante de nossa armadura operacional para lidar com as per-
plexidades do nosso ambiente. O bebé que aprendeu a dizer
“Mami” fieard dizendo isso inGmeras vézes, sb para ver se tem
(1] Ffi'itﬂ' suposto. A r-rinnqa: que deseobriu o Nnumero Ira. inter-
mt_niirn.-hnﬂnt'rg construir quantidades de torres idénticas ou
c01sas HE*H‘H'_HI;II‘.IU‘H_. e, ainda mais, insistird com os adultos para
que participem dessa repetigio, embora éstes, muito ripida-
mente, se CAnseIm peln monotonia. Para compreender o ponto
de vista da crianea, s6 preeisamos recordar Samo ndd misned
tendemos a :l]]l!!‘l"ﬁf_‘(‘r NOSS08 HTniﬂ:ﬂ}i COm r]ui.l]qlll.']‘ tl_"{}l"'iﬂ POt
-descoberta e tentamos aplicd-la nas mais inoportunas situagdes!

e

* DBartlett, F. (9).
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IEssa é a fase da pritiea, que se seguc a pereepeao de um
eonceite, ¢ que, por sua vez, seri a fase do JOgo para nova
colheita de coneeitos, Assim prosseguem os eiclos, um apds
outro, eada um se bascando em ciclos préviamente exeentados.

O leitor nio terd dificuldade em ver que essa deseriedio
diniimiea do processo de aprendizagem ajusta-se com mais pro-
priedade aos fatos da aprendizagem matemitica do que a qual-
quer deserigiio atomica, de estimulo-reacio, Mas é evidente-
mente apenas uma moldura que deve ser preenchida eom o
que se esti aprendendo. As situagoes diferem uma da outra, por
exemplo em estrutura légiea, Poderemos ter de relatar con-
Juntos de experiéncias por meio de diferentes conexies légicas.
Poderemos ter de aprender que os acontecimentos A ¢ B gempre
acontecem juntos, como, por exemplo, o soar da campainha e
o inicio de uma aula. Associamos os dois acontecimentos jun-
tando-os em um acontecimento combinado: fazemos a con-
juncio de dois acontecimentos préviamente desconexos. Bm
outra situacio, sabemos que se houver duas pessoas em uma
pequena lista para um posto, apenas uma delas poderd ser
designada para tal posto. Associamos ésses aeontecimentos
disjuntando as duas possibilidades separadas; fazemos uma
disjuncio de dois acontecimentos que eram desconexos antes
da pequena lista ser eserita. No caso conjuntive dizemos:

“A campainha soa ¢ a aula comeca.”
No disjuntive, dizemos:

“Ou o Jodo consegue o posto ou José.”

L4 uma quantidade de outras econexoes logicas que fazemos
entre conceitos ja estabeleeidos. Por exemplo: Se o Sr. A, é de
Londres, entido podemos falar com éle em inglés, Nio é verdade
que, se¢ posso falar com aleuém em inglés, estou, necessiria-
mente, em presenca de um Jlondrino — éle pode ser de Man-
chester ou da Escocia on até de alguma parte remota do
mundo. Bsse ¢ um relacionamento de implicacio. B evidente
que ¢sses sio todos diferentes relacionamentos loeicos, e, mesmo
se forem aplicados ds mesmas situacoes, as situacoes compostas
formadas serio diferentes,

Por exemplo, se A sao todos o8 nliuneros primoes, ¢ B todos
os numeros que divididos por 4 deixam resto 1, entio “A e B”
significa apenas aqueles nimeros primos que, divididos por 4,
deixam resto 1; “A ou B" significa todos os nlimeros primos,
bem como quaisquer outros niimeros que existam que, divididos
por 4, deixam resto 1.
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Bruner, Goodnow e Austin, em um recente projeto de
pesquisa na Universidade de Harvard,*® estudaram as reagoces
das pessoas a diferentes combinacdes légicas de coneeitos ji es-
tabelecidos. Em outras palavras, os elementos dos conceitos
eram tdo simples que qualquer pesson os conhecin, A investi-
gacio estava interessada nas estratégias individuais pelas quais
as pessoas tentavam descobrir os relacionamentos logicos, que
eram as Unicas inocégnitas dos problemas,

O procedimento, na maioria dos casos, foi a apresentacio
de certo niimero de eartoes. Cada um déles tinha triangulos,
eireulos ou quadrados, um ou dois ou trés déstes; e cada cartido
era vermelho ou azul ou verde. Assim, havia trés variiveis —
namereo, forma e cor — cada uma com trés valéres. Entdo, o
experimentador pensava em um conceito, como triingulos ver-
melhos, e a pessoa escolhia eartoes, ao que o experimentador
respondia Sim ou Na@o: Sim se o cartio era vermelho e tinha
tridngulos; e Ndo, no caso contriirio. As pessoas deveriam cn-
contrar o conceito no menor nimero de tentativas, Algumas
vézes eram empregadas mais variiveis, em outras o namero de
escolhas era restrito, Os problemas eram suficientemente simples
para que se pudessem usar estratégias matemiticamente ideais;
as estratégias realmente observadas eram comparadas com elas.

() leitor verd como ésse procedimento pode facilmente ser
adaptado a0 exame da formacdo de conceitos conjuntives, dis-
juntivos ou outros, Por exemplo, “tridingulos vermelhos” é
conjuniive, uma vez que o cartio tem de ser vermelho e ter
tridingulos. Por outro lado, “vermelho ou triineulos” é um
concelto disjuntivo, e qualquer eéartio vermelho. tanto quanto

qualquer outro com tridngulos, teria provocado um Sim do
experimentador,

As diferencas entre situacoes de aprendizagem podem nio
estar apenas na estrutura légica do aprendizado, Individuos
diferentes abordam diferentemente 0 mesmo problema .
foi claramente mostrado na pesquisa de Harvard ‘
problema abordado pode, de fato, influene
qual € atacado, mas seri até mais certament
tipo de pensamento que as pessoas usam habitualmente, Sir
Frederick Bartlett relaciona e examina uma auantidade de
tais tipos diferentes de pPénsamento, var ; q' % 2 dle
! TR TR , variando desde o e ele
chama de “sistema fechado de pensamento” até o totalmente

¢ 1880
. O tipo de
lar o fdngulo pelo
» influenciado pelo

* Ver (8).
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diferente pensamento do artista, que ¢le ehama, com aptidio,
de “pensamento aventureiro' ®

O problema do aprendizado é essencialmente como encon-
trar uma espéeie de “o mais adaptado” entre a cestrutura da
tarefa ¢ a do pensamento da pessoa. Para (que o proeesso seja
explanado por qualquer espéeie de teoria inteligivel, as duas
estruturas tém de ser levadas em econsideracio ¢ pelo menos
alguma tentativa deve ser feita para uma .L-m-rii;.'.r_} r!u;mti‘r:;liy;l,
[, certamente, uma farefa muito dificil e poueo s sabe até
agora, embora ja tenha havido um pequeno inicio na reeente
monografia do autor, Concept Formation and Personality,*®

O leitor interessado nos pormenores da teoria ¢ da de-
monstracio experimental eonsultara com proveito as monogra-
fias relacionadas na bibliografia. Nio hi espaco neste pequeno
capitulo para desenvolver os assuntos. Sdmente serio apresen-
tadas as principais conelusoes e as inferéncias resultantes, pois
nelas serio baseadas as sugestoes priticas seenintes sobre o
aprendizado de Matematies,

Ja mencionamos as trés fases de Piaget para a formacio
de um conceito. A cada uma delas corresponde um tipo de
aprendizado muito diferente. A fase preliminar, a do jogo,
corresponde uma atividade bastante indireta, aparentemente
sem finalidade a espécie de atividade que é realizada e
apreciada para o proprio bem. B essa espéeie de comportamento
(que & normalmente chamada de jogo. Para tornd-lo possivel, é
necessiria a liberdade de experimentar. Essa fase do aprendi-
zaclo do conceito deve, portanto, ser tiao livee quanto possivel,
com os ingredientes do coneeito disponiveis como material de
brinquedo. A segunda fase é mais direta e com um fim em vista,
mas & earncterizada pela falta de gualquer eompreensio nitida
do que se esta buscando., Nessa fase é conveniente certo grau
de atividade estruturada, Como isso é consecuido dependeri
da estrutura do conecito, tanto quanto do modo particular de
pensar da pesson a ¢le submetida, Até que se saiba mais a res-
peito désses fatores, o procedimento mais seguro & conseguir
um grande nimero de experiéneias de virias estruturas, todas
conduzindo ao conceito, A tereeira fase deve ofereeer uma pri-
tica adequada para a lixaeio e aplicacio dos coneeitos que foram
formados, Os 10208s que siao untilizados nessas fascs serio refe-
ridos como

* Ver (9).
¥R Ve (10),
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@) jogos preliminares
b) jogos estruturados
¢) jJogos de pritica.

Essa classificaciio 6, realmente, relativa a um conceito dado.
E evidente que um jogo de pritica para um conceito pode
servir de preliminar para um conceito posterior, Mas é impor-
tante nao usar jogos de pritica como preliminares para o
mesmo conceito — érro comum nos jardins de infineia, onde
se espera que as eriancas aprendam por meio de jogos que nio
podem realmente realizar, sem conhecer antecipadamente o que
se supoe que estejam aprendendo. Também é importante estar
alerta sobre o momento em que a crianea esti passando de uma
fase para outra. para que scjam apresentadas as experiéncias
apropriadas, para se manter a par com a situagio mutdivel,

Voltando a4 pesquisa de Bruner, verificamos que um dos
relevantes resultados para o aprendizado de Matematica & a
dificuldade dos coneeitos disjuntivos. Devemos lembrar-nos
que o trabalho de Bruner é quase inteiramente baseado na dis-
secacio logica da situacio, e uma disjuncio légica despojada
de seu contexto matemitico é muito mais dificil do que a
mesma coisa imaginada como parte de uma estrutura em pro-
cesso de construcio, Por exemplo, passarmos da afirmaeio

x-—2)XEx-1)=0
sejapara (x — 2) =0 ou para (x — 1) =0

¢ uma tarefa muito dificil com respeito ao contexto matemético,

Mostraremos que existe um modo construtivo de chegar

a essa conelusio que a torna considerivelmente mais fieil e,
assim, acecssivel a eriancas muito mais novas. Sendo o apren-
dizado matemdtico preeminentemente de construcio de predi-
cados, segnido, s6 mais tarde, por um exame critico, isto 6,
légico, do que foi construido, niio podemos esperar que o tipo
de estudo de Bruner ilustre mais do que pequenas partes da
estrutura. A construciio de pegas inteiras da estrutura nio é
uma operacdo logica e, por isso, nio pode ser examinada pelo
método analitico de Bruner, Bartlett chega muito mais perto
quando supbe que o pensamento tende, ds vézes. a surgir dos
sistemas lGgicos restritos a que alguns querem confini-lo. O
pensamento légico formal é restrito, e o tipo de fﬂrmagfin. de
ql:_nnf-i_-ltns :_}:-. Bruner é daqueles que permaneeem dentro de tais
I'I;T;‘::];Ed?;lél‘tﬂrijﬁ;ﬂ::;:titf:?lsﬂt;”_;ﬂ'ldﬂs e ::]et.enninadﬂs. Nao que-
» tals es eJam muteis; sio apenas insufi-
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cientes para descrever o tipo de pensamento matemditico, mais
de cariter construtivo. Pode ser conveniente perguntar o que
aconteceria se os limites, dentro dos quais opera ésse tipo de
pensamento, fossem consideravelmente ampliados, Suponhamos
que fossemos aumentando o namero de variaveis e o de valores
que cada variavel pudesse assumir; que aconteecria a4 estra-
tégia? Que acontece quando o total de analise neeessiria para
avaliar uma situagio, sob um ponto de vista légico, fica além
da capacidade da pessoa de guardar todas as possibilidades eom
que se defronta? Pode desistir on fazer alguma outra coisa. Se
nio desistir, ¢ muito provavel que se realize alguma coisa pa-
reeida com o tipo de pensamento aventureiro de Bartlett, A
essénein désse tipo de pensamento é que a pessoa enfrenta o
que Bartlett chama de “padrao”, ¢ para o qual ela trabalbha.
Um artista vive para o seu padrio, ou deixa de ser artista. Nio
poderia, proviavelmente, analisar scu problema logicamente: o
numero de possibilidades é grande demais, Nao é preciso muita
unaginagao para ver que ¢le tem recursos para proeessos de
pensamento muito diferentes, Quando um artista termina uma
pimtura que esta de acordo com seu padrio, niao estd, talvez,
uma vez mails, muito longe do matemdtico que construiu um
novo predicado,

Se assim ¢, entdo o pensamento matematico necessitard do
tipo de investigacido que toma conta do processo construtivo
enquanto ainda esti em desenvolvimento. O problema é ideali-
zar situacoes matematicas-padrio, em que ésse tipo aventureiro
de pensamento ainda se pode apresentar. Isso foi feito por éste
autor cm umg série de experiéneias que fizeram surgir um
novo método de investigar os processos matemiticos em estudo.
Algumas tarefas estavam destinadas a ser mais sobrecarrega-
das do lado construtivo: quer dizer, muitos predicados tinham
de ser formados uns sobre os outros. kEssas tarefas eram, ao
mesmo  tempo, logicamente simples, necessitando de muito
pouca andlise. Outras tarefas foram tracadas com uma estru-
tura légica complexa, mas onde nio era necessiria muito eons-
trugao. Désse modo, esperdvamos lancar alguma luz sobre o
funcionamento dos diferentes tipos de pensamento, observando
a cficicia com que diferentes tipos de pessoas se comportavam
nessas situacoes,

Verificamos, e tem sido, desde entio, amplamente confir-
mado no trabalho com erianeas escolares executando as mesmas
tarefas matemdticas, que as pessoas variam, conforme o grau
ent que se sintam capazes ou desejosas de se engajar em pen-
samentos analiticos (légicos) ou construtivos, respectivamente,
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Ficou também bem claro que as eriancas desenvolvem o pen-
samento construtivo muito antes do analftico. Assim, na
eriagdo de situacdes de aprendizado matemitico por meio de
aparelhos, devemos lembrar-nos que, embora as eriancas possam
nao estar em condicoes de fazer julgamentos légicos, poderio
construir eonceitos matematicos muito mais ecedo do que tem
sido julgado possivel. Seguir-se-a, naturalmente. a exploracio
l6gica do que construiram, mas talvez anos depois.

Vamos, agora, entrar em detalhes a respeito do eonteildo
do apn-ndiz,aﬂn matematico, Sabemos que as tres fases de eres-
cimento sio necessirias antes que um predicado ou conceito
matematico se torne totalmente operacional. Como poderemos
acelerar o desenvolvimento dos conceitos, eolocando as cxpe-
riéneias mais apropriadas no eaminho da erianca? Um conccito
matemiitico normalmente contém certo nimero de varifiveis, ¢ é
a constincia do relacionamento entre estas, enquanto as préprias
varidveis mudam, que constitui o conceito matemitico.® Para
dar o miximo de experiéncia, estruturada de tal forma a onco.
rajar o desenvolvimento do conceito, serd desejavel, a priori,
que se fagam variar fodas as possiveis varidveis. enquanto se
mantém intacto o conceito. Por exemplo, com o conceito de
paralelogramo podemos variar a forma, mudando os Aneulos e
08 comprimentos dos lados opostos: podemos variar a posiciio,
contanto que mantenhamos os lados opostos paralelos. T claro
que um conjunto de paralelogramos congruentes, coloeados na
mesma posi¢io, nio seria um conjunto de expericncias apro-
priado para o desenvolvimento do coneeito. Podemos estabel:
1880 dizendo que devemos fazer variar
de varifiveis, de forma a obter
senvolvimento do coneeito,

tror
0 maior niimero possivel
4 experiéncia 6tima para o de-

Devemos examinar em seouida
estrutura para o real contetdo i
tado do trabalho experimental realizado até agora sugere que
a complexidade légica seja reduzida a um m::ninm‘ .‘:n m;i!\-u-
umn‘p_.u:r-ulha entre uma ta refa montasla [‘*r]nSf]'|1|‘i\"””|'.-”1'1; .-”|.| 1.
an:lhtlr-:!mr-l_!h'. a primeira serd, quase cﬂrfumwnh: a mais i r“-I
‘-‘ﬂf_]ﬂ, l‘-"-[’:“flilitlll!f'!ltf' quandeo as criancas sio -]wr!.lrinn'mi () Il-u’-_
todo analitico irle avaliar eriticamente -mnar sitnaciio fi' i].lll I'H;lii;
de [}ﬂ:lﬁ:lt‘ multo mais nmrium i muitu mals 1';'.]:']”“-.“!4' nr;rp|-|'+~
¢M criancas antes da idade de 19 anos. Depois lii‘!-i.*-iil idade, ta:

refas analfti '
nalfticas (tais comp Provas) comecam a ser apreciadas.

o problema da escolha de
onceptual da tarefa, O rosyl.

e

H Culalnum'n, Wertheimer; ver (12) e (5)
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Podem ser gradualmente introduzidas, contanto (que sempre

exista a construciio matemdtica, para que haja aleuma coisa
para analisar,

Havendo deeidido sébre a estrutura da tarefa, como pode-
remos proceder para fazer face a todas as difereneas individuais
existentes para enfrentar a formaedo do mesmo conceito! (lomo
cu Ja disse antes, em nosso atual estado de conhecimento
ou antes, falta déle — o Gnico modo de fazer isso & CONSOTIIr
tantas variacoes quanto possivel, com diferentes meios. em re-
lagio ao mesmo tema coneeptual, Isso é possivel com o estabe-
leeimente de tarefas que parecem muito diferentes, mas que
tém, essencialmente, a mesma estrutura conceptual, K outras
T?.‘ll:ﬂ' S, ]'_hlr|f'l||<l.~i variar a representacio Iu-]'-'vpfik':l. mantendo
constante a estrutura eonceptual., Por exemplo, paralelogramos
podem ser tracados no papel, ser construidos de dois tridnenlos
de madeira congruentes, podem ser tracados com pinos em um
cucatex, podem ser encontrados em desenhos de papel de pa-
rede ete. Muitas aplicaedes désse prineipio podem ser encon-
tradas em capitulos posteriores déste livro. As eriancas apren-
dem o que hid em comum entre essas diferentes representacoes
¢ ¢ ésse traco comum que ¢ o conceito matemétieo,

Podemos resumir da seguinte maneira -

L. Principio dindmico, Devem ser apresentados jo-
gos preliminares, estruturados e de pritica como expe-
riénclas necessarins das quais os conceitos matemdticos
|l'll]'-"'.'|{-, evintualmente, ser construidos, desde que cada
tipo de jozo seja introduzido na ¢poca apropriada,

limbora, enquanto as crianeas forem pequenas, ésses

Jogos devam ser, forcosamente, realizados com material
conercto, os Jogos mentals Fm:[u-m ser gradualmente in-
troduzidos rara dar um t_:lmTini'.n desse mais faseinante
de todos os jogos, a pesquisn matemitica,
2. Principio da Construtividade. Ao estrnturar os
Jogos, a construcio deve sempre preceder a andlise, que
esth quase completamente ausente do aprendizado pelas
eriancas de menos de 12 anos,

3. Principio da Variabilidade Matemdtica, Os con-
ecitos que envolvam varidveis devem ser aprendidos por
meio de experiéncias que ineluam o maior nimero possi-
vel de varidveis,

4. Principio da Varmabilidade Perceptiva. Para
permitir o maior campo possivel para variacoes indivi-
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duais na formacio dos conecitos, tanto quanto induzir
as criancas a perceber a esséncia matematica de uma
abstracio, & mesma estrutura conceptual deve ser apre-
sentada na forma de tantos cquivalentes perceptivos
quanto possivel,

Ficard claro que a espécie de aprendizado de Matemdtica
aqui descrita nio é a que se encontra comumente na sala de
aula conveneional, Mas niio quer dizer que nuneca ocorra. Ha
algumas criancas que sio capazes de perceber certo grau de
abstracio em uma experiéncia muito limitada, o que é impos-
sivel para a maioria; a isso se deve acrescentar a possibilidade
do tipo de pensamento do mestre coincidir com o do aluno, caso
em que as “explanaces” sdo capazes de surtir efeito. Mas, em
conjunto, a espéeie de Matemética que é aprendida nio é aquela
que consiste em uma série de conceitos superpostos, cada um
recolhido da experiéncia pessoal, por intermédio de um pro-
cesso psicodinfimieo, deserito com tanta aptiddo por Piaget. A
espbeie de Matemdtica aprendida é de um tipo associativo; isto
é, as criancas associam certas situacées a determinados pro-
cessos e executam os processos cada vez que se encontram em
situacoes as quais os processos foram associados. Se as situacoes
variarem ligeiramente, como no easo de um problema formulado
ligeiramente diferente, ou, muitas vézes, pelo uso de letras di-
ferentes, uma situagio completamente nova é eriada para a
crianca. Como nao se realiza a transferéncia (uma vez que
nido ha a apreensio geral da situacdo), os processos nio se
realizam, ou sdo usados os “errados” e, assim, a resposta sera
“errada”. Para se estabelccer uma situaciio de aprendizado que
se adapte as exigéneias fundamentais do aprendizado matemé-
tico tal como aqui definidas, sio necessfirios uma organizacio
de sala de aula e um sistema de cgmunigﬂqﬁﬂ diferentes,

; Para fazer face ds diferencas individuais das eriancas, a
maior parte do aprendizado deve ser realizada individualmente
ou €m pequenos grupos de dois on trés. Nio é aconselhdvel que
mais de trés criancas trabalhem no mesmo lugar e, de modo
H‘_‘”‘L da mesma maneira, Isso significa que toda a i;lfnrnuu-ﬁn
:t:n pode vir do pmi:vs':su?r, J4 que éle simplesmente nio p(‘:.]p
n;tfn?lli}?ergﬁi H:r*dmg“' ¢ “ensinar” separadamente a cua-

8 Criangas, cada uma, possivelmente, em uma

fase di : o :
diferente. Deve haver outras fontes de informaciio na sala

g:z ﬁ:11111:’:]. g:ﬁ:i lflmjm-hmmpg on_{]? encontrar o que fazer depois
uma resposta H_g‘}?(“ onde verificar a precisiio e a correciio de
um sistema de o RO, Da mesma forma, deverd existir

¢ cartoes de distribuieiio de tarefas, por meio dos
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quais as criancas possam trabalhar, Devem ser arrumados nao
g6 em série — construir um conceito por uma série de tarefas
correlatas — como em paralelo — apresentando a mesma idéia
conceptual com material diferente, Preferivelmente, o8 cartoes
devem oferecer eerto grau de escolha, e certamente grande va-
ricdade, de acdrdo eom os dois principios de variabilidade.
Para tornar o aprendizado tio construtivo quanto possivel, serd
necessaria uma quantidade considerdvel de material eoncreto.
A manipulacio disse material, de acordo com as instrucces
dadas nos cartdes, conduzird as eriancas atravis de experiéncias
apropriadas, levando-as de coneeito em coneeito e ajudando-as
a construir a estrutura eonceptual da Matemitica em seus eére-
bros. Os jogos estruturados, que devem eonduzir 4 formacéo de
conceitos abstratos, tio pritiecos e significativos quanto possi-
vel (nio n torneiras jorrando quantidades diferentes de dgma
em wma enorme banheira), para assegurar que os conceitos sao
verdadeiramente operacionais antes que outro ciclo de forma-
cao de coneceito possa ser iniciado. Uma operacio detalhada de
virios esquemas semelhantes a éste sera deserita nos dois ca-
pitulos secuintes,

Nio se preeisa dizer que uma atitude autoritiria nido aju-
dard numa situacao de aprendizado como essa. A essénela de
uma situaciio de aprendizado eriadora é a sutileza de pergun-
tar, e autoritarismo nio encoraja um espirito de pesquisa. O
professor encarregado tem um papel muite diferente para de-
sempenhar, Em primeiro lugar, ¢le deve verificar se as linhas
de comunicacao das fontes de informaciio 83 criancas sao
mantidas abertas. Muitas vézes, o vocabulirio dos cartdes cria
um bloqueio, ou uma crianca pode estar tentando um cartio
para o qual nio estd preparada, no sentido de que ainda nao
dominon os conceitos constituintes necessirios. Uma revisio
no cartio ou uma palavra ou duas para a classe em geral seriio
necessdrias no primeiro caso; e a introduncio da erianca a ex-
periéneias posteriores, para fortalecer os conceitos que esté
aprendendo, no segundo easo. O equilibrio dinimico dessa es-
pécie de aprendizado pode ser muito delicado e uma palavra
imprépria ou um tom de voz reprovador pode estragar o
aprendizado de uma erianea durante o resto da aula. Os pro-
fessires enecarregados de tais aulas agem como eonselheiros e
auxilinres dos prdprios esforcos das criancas na luta com os
problemas que enfrentam.

Um professor treinado convencionalmente poderi estra-
nhar como todo ésse trabalho é mantido em andamento sem a
forca da figura autoritiria & testa da sala de aula. As crian-




i e

-

O

e - SEE W

44 APRENDIZADO MODERNO DA MATEMATICA

¢as quererio fazer tudo isso se, de algum modo, nilo fiverem
de fazé-lo? Bsse ¢ o perturbador problema da motivacio. Po-
deremos ter uma situacao de aprendizado eriadora na qual a
diseiplina é principalmente mantida pelo espirito -ljt invmtigil-
¢do — gerado pelo interésse nas tarefas em que as eriangas estio
engajadas? Em outras palavras, a atividade Ell]!(llll(lil_;:hi:f
conduz 4 autodisciplina? A resposta niio € tdo simples. Nio &
verdade que o professor encarregado se abstém do sentimento
de responsabilidade pela conduta da turma. As eriancas devem
sentir que o professor enearregado esti realmente encarregado,
que as auxiliard e controlard, se for necessiirio. Mas dsse tra-
balho do mestre é tornado muito mais facil pelo interésse pelas
tarefas. Se um professor que estiver administrando um esque-
ma de aprendizado eriador demonstrar, ¢éle mesmo, sua con-
viecdo de acreditar no sistema, sen entusiasmo serd transmitido
as eriancas, e o problema da disciplina da turma diminuira.
Como na maioria dos casos, s6 a experiéneia conduziri i con-
viccao. Temos, agora, bastantes provas para afirmar que qual-
quer bom professor que tenha um relacionamento fieil com seus
alunos estd perfeitamente capacitado a resolver os problemas
disciplinares nesse tipo de situaciio, se fér capaz de fazé-lo no
outro tipo mais usual. A alegria com que é saudada a aula de

Algebra do tipo eriador, a execucdo voluntiria da atividade

matemitica nos momentos de folga ou nas horas de atividade

livre, sdo suficientes indicacoes do eariter de automotivacio da

situacéo de aprendizado eriadora.

Nao propomos entrar em quaisquer teorias de mot
pois um volume desta natureza nio é, evidentemente,
para 1sso. Por outro lado, o problema tinha de ser mencionado,
porque a situacio social eriada por ésse tipo de aprendizado
matematico é muito diferente dg licio convencional. Em resu-
mo, 08 professores que pretendem usar o método deverio con-
siderar se estio de acérdo com o tipo de situaciio social que a
adociio provoca. Uma atitude de simpatia e amor pelos alunos
& essencial, e uma atitude

le humildade diante do desenvol-
ver do poder de pensamento das eriancas é extremamente dese-

Javel, tanto quanto wma orientacio nao-dogmatica em woeral

Ivacio,
indieado

Tais atitudes nio siio a
e estou plenamente conver
pode tornar-se um fator
que estiver integralme
numa situacio de
mado por coisa gl
o professor cujo

:lguiridas em curto espaco de tempo,
31-1(1'} de que ésse elemento humano
limitativo fundamental. O professor
iente aferrado ao sen papel autoritario
COSImo em classes formais nio serg tranfor-
guma contida nestas péginas. Por outro lado
Instmto principal é g simpatia pela uriﬂn{;a:
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e nao o poder e a autoridade sébre ela, considerari a8 exigén-
cias adicionais & sua sensitividade como um repto, Tal profes-
sor nio terd dificuldade em compreender que, se uma erianca
comete um érro, serd melhor sugerir outro trabalho, que fard
4 erianca perecber o érro, e ndo apenas eolocar uma cruz ap6os
o resultado, Nao lhe serd dificil aprender a eonsiderar o mérito
dos processos utilizados pela erianca, diferentes do seu, ou ve-
rificar que a padronizacio de um processo poderd ser o linico
método de ensinar uma execueio eficaz, Ifm resumo, aprenderi,
rapidamente, como conduzir a erianca, em dezenas de modos
diferentes, a uma situacio mutuamente eriadora em que 1";ui:f
um desempenha um papel positivo, em que o do professor néo é
o e menor inwm-l.:’mriu,
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CONCEITOS ARITMETICOS

Vamos, em primeiro lugar, fazer uma 1i§ta das prinuipms. 'cl.LI'{‘.:T.L‘-]-
eonceptuals que PoOssam parecer razoavels para sereim jﬁ.h!ﬂ.-lddda
em um curso de Aritmética escolar, Havera, prn_w.‘m-v1|umul.u,
geral concordancia de que as quatro operagoes, adicdo, afubtra-
cdo, multiplicagio ¢ divisio, devem ser ensinadas, com n{meros
inteiros ou fracionirios (tanto sob a forma ordinaria quanto
decimal). Deveriio ser incluidas aplicagbes gcﬂmétn?us, tals
como as medidas de comprimento, drea e u'::-ltuu:l, assim Ccomo
medidas de tempo, conduzindo & idéia de velocidade. ]:'ﬂdl‘ﬂ]l
também ser dadas aplicacdes fisicas, como a nog¢io de peso; e,
como aplicacies culturais, os sistemas de pesos e medidas, tanto
nossos como das culturas vizinhas.

Os coneceitos acima se dividem, naturalmente, em duas es-
péecies: puros e aplicados, Os primeiros sio os que lidam com os
nimeros em si e com suas propriedades, tanto quanto com as
operacoes que podem ser realizadas com e¢les. Os aplicados sao
08 que aplicam essas propriedades ¢ operacies as facétas par-
ticulares do mundo real, tal como o enfrentamos, O numero
aplicado a linha faz surgir o conceito aplicado da medida linear;
aplicado & superficie, di origem ao conceito de 4rea, e assim
por diante, Aplicado a dificuldade variada de poder levantar
um objeto, faz nascer o conceito fisico aplicado de péso. De
cada vez, uma facéta de nossa experiéncia com o ambiente &
1solada como relevante, com exclusio de tédas as outras.
um pouco mais dificil ver de que modo aparccem os conceitos
puros. A luz da teoria a seguir, devemos olhar uma série de
experiéncias, das quais eoncluimos, ao final, tais econceitos,
eomo sua esséncia comum. O conceito de nfimero natural surge,
certamente, de nossas experiéncias iniciais em manusear ohje-
tos separados e em considerd-los em grupos. Uma longa expe-
riencia em tratar com dois objetos e em considerd-los, de algum
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modo, como partes de um todo maior, isto &, da coleeiio que
consiste nos dois, furd nascer, gradualmente, alguma idéia qua-
litativa de dualidade. B um predicado que aprendemos a asso-
ciar a todas as colegbes de dois objetos. Quuse certamente, nio
olhamos, a principio, ésse predicado ou propriedade de duali-
dade como composto de dois objetos separados, mas como uma
propriedade geral da coleefo, Assim formamos idéias qualita-
tivas de trio ou de muitos, quando os grupos nio podem ser
imediatamente reconheciveis. Tsso &, provavelmente, 0 maximo
que os animais conseguiram atingir na “contagem”, Quando se
argumenta que um maeaco pode contar até 5, mas niio até 6,
0 que se quer dizer é que, se lhe derem 5 bolas para brinear
e tirarem 1, éle notard; mas, se lhe derem 6 ¢ tirarem 1. éle Jé
nio perceberd. Nao aprendeu a dividir quaisquer dessas pro-
priedades dos grupos em seus componentes: na terminologia
do 1ltimo eapitulo, éle esti pensando construtivamente, mas
nao analiticamente, Uma erianca leva alguns anos para com-
pletar ésse processo de divisiio, e a no¢io do numero natural,
tal como a conhecemos, nio se coneretizari até que a erianca
verifique que 10 contas em um colar sio exatamente o mesmo
nimero que 10 contas espalhadas sobre uma mesa. Tal como,
conclusivamente, o demonstrou Piaget, as eriancas sio capazes
de eontar muito tempo antes de se compenetrarem da eonstin-
cia do nmumero de objetos em um grupo. Devemos, por isso,
ser enidadosos em ndo supor que ésse “conhecimento” de contar
pode ser usado para o inicio de outro ciclo de econceitos, tal
como, por cxemplo, o eiclo que leva ao conceito de adiedio. Jus-
tamente porque os adultos acham tio dificil entrar nesse
mundo conceptual da erianea, extraordinariamente diferente,
é que o ensino dos conecitos matemiticos tem sido eonsiderado
tao intrativel. O objetivo déste eapitulo é esboear certo niimero
de tais ciclos de conceitos matematicos no aprendizado inieial
dos conceitos aritméticos — particularmente os ciclos em que
a superestrutura de nosso sistema numdérico é coloeada acima
dos conceitos aritméticos simples. A desericio ¢ a andlise désses
ciclos, juntamente eom os métodos sugeridos para sua exeeueilo
mais eficaz, s6 podem consistir em exemplos. Nio hd espaco,
neste pequeno volume, para enumerar todos os cielos concep-
tuais incluidos no esquema conceptual eshoeado no inieio déste
capitulo, embora venhamos a tentar apresentar, brevemente, as
interlicacoes dos coneeitos relevantes.

Quais sio ¢sses conceitos relevantes? Além do que deno-
minamos conceitos aplicados, existem certos conceitos e pro-
cessos associados que tendemos a considerar ecomo puramente
matemfticos, Todas as eriancas devem ficar elaramente fami-




48 APRENDIZADO MODERNO DA MATEMATICA

liarizadas com éles durante 0 infeio de sna vida ESEDE&I:; contudo,
ndo sio, em absoluto, conceltos realmente puros. Por enn:-mm.«j
numéricos puros compreendemos os que lidam com o que ¢
intrinseco ao nimero. 0s novos econceitos mencionados, por
outro lado, sdo os que surgem do modo pelo qual u-ﬁtuhvl:-m mos
a comunicacio cntre os nimeros: em oulras palayras, sao con-
ceitos ligados a nossa notacio de namero, Do mesmo modo, assim
como uma crianca romana de hi dois mil anos t|£1l111 de apren lor
que se um I estivesse escerito antes (.Iu. X, 1sto é, como IX. 1ss0
significava um menos que dez, assim uma crianga cm nossa
eultura tem de aprender que 15 significa quinze, ¢ 51 significa
cingiienta e um. Nada a respeito désses “fatos” Tt‘_l‘n,‘m!l"llj-
secamente, que ver com os nimeros cm questiio: sio inevita-
velmente ligados #s notacoes usadas. Os fatores biolégicos e
culturais fizeram finalmente surgir uma notagio de namero
que usa valor de posicio, com a base dez como um meio de
comunicar nimeros, e & essencial que as criangas aprendam o
significado dessa comunicagio tao eficazmente quanto possivel.
Aprender & contar até 50 ou 100 nao implica, em nada, que
gprendemos a significacio de notagio. Para uma crianea
pequena, 17 é apenas assoeiado & palavra-nimero dezesscte, e
nio é, certamente, decomposto em um dez e um sete. O mesmo
se apliea aos conceitos de ordem mais elevada, da adicao e das
outras operacoes. Uma erianca pode ter aprendido o coneeito
de que, para somar dois nimeros, temos de contar seguida-
mente, do primeiro nGmero, com tantos nimeros intermedii-
rios quanto indicado no segundo. Contudo, cla poderda ficar
muito longe de conceber a complicada estrutura da tarefa de
27 + 35, em que se deve realizar o grupamento e reagrupa-
mento de dez em dez, para exeeutar econdmicamente a tarefa.
Em outras palavras, os conceitos e processos matemiticos tém
de ser aprendidos, primeiro, em forma pura, seguida dos
mesmos coneeitos e processos em forma notacional, isto &, com
a estrutura do sistema decimal superimposta a éles. Devemos,
portanto, estabelecer uma cuidadosa distincdio entre eonceitos

puro e notacional, que podem ser deseritos, por alguns, como
conceitos matemdlico e aritmético.

VamPs examinar em detalhe o mais fundamental prineipio
de nﬂtu:;uﬂ em Aritmética, o do valor de posicio, e ver que
t:cunclgsues podemos tirar sdbre os métodos de aprender ésse
conceito & luz dos quatro prineipios do tiltimo capitulo.

Quando escrevemos um grande nimero como

24.579, o que
realmente queremos significar ¢ e
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2% 10° +4 %100 +5 X102+ 7 X 10t + 9 X 10°

de olharmos éste desenvolvimento A luz do principio da varia-
bilidade matemitica, vemos que trés variaveis entram ncsse
arranjo numérico:

I) os algarismos; 11) as poténcias; IIT) a base,

Poderiamos variar qualquer ou todos éstes, sem destruir o
aspecto essencial do valor de posicio, O conceito do valor de
posicio é independente dos valores dos algarismos, exeeto que
o numero déstes ¢ restringido em funcio da base, E indepen-
dente do namero de poténcias usadas, que é o que da ao con-
eeito sua natureza matemitica earacteristicamente aberta —
é aberta em direcio ao infinito. Além disso, é independente
da base. Por exemplo:

L AP 42 i 101 =16l 00
também pode ser eserito assim :
1h "o e o e L T S L | M e L (10570

Em outras palavras, 126, no sistema ternirio, seria eserito
como 11200. O que é comum a todos ésses modos possiveis de
expressar niameros & o eonceito do valor de posiciio, (Da mesma
forma, a propriedade comum a todos os quadrados, retineulos,
losangos, paralelogramos com ladoes adjacentes, guardando ra-
zoes amplamente diferentes, fazendo #ngulos amplamente
fhf--_t'vnh-q entre si e em toda sorte de diferentes posicoes, ¢on-
ri_uzn.';'i a0 conceito matemitico de um paralelogramo.) Quando
tivermos variado os algarismos, as poténcias e a base, que resta-
ra? Qual é a abstracio matemdtica do valor de posicio! Em cada
caso, arranjamos de acoérdo eom as poténcias n]i'ﬁ;*rluh‘llff‘ﬂ da
bhase, ¢ o valor de eada alzarismo deve ser sempre menor (ue o
valor da hase: ir para a dircita signifiea atingir a poténcia infe-
:m-, I para a esquerda é encontrar a poténeia superior seguinte.

; ; IMau potencia superior seguinte,

wwa A i 4 2l R .
sse & o “esqueleto” do conceito do valor do posicio, e é

com i":h‘su grau de generalizac¢iio que devemos raciocinar a luz
d? principio da variabilid rece :
vavel, a extensio do cam
€sti na razio direta de st

ade mateméitica. Se, como parece pro-
po de aplicabilidade de um conceito
1 generalizagiio, niio poderemos ficar
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desapontados com o resultado, quando éste for obtido. Uma
erianca que tiver dominado um conceito em uma forma mais
geral serd certamente capaz de aplicd-lo em um campo mais
vasto, J& que um conceito geral, ipso facto, se aplica mais geral-
mente que um particular.

O Prineipio da Construtividade aconselha-nos a colocar

os fatos ante a erianca tal como foram apresentados ao leitor. O
leitor tem de apreciar a estrutura interna de uma tarefa de
aprendizado que pode um dia ter de supervisionar, enquanto
a crianca deve receber a tarefa de tal forma que possa, dos
conceitos conhecidos, formar um novo coneceito como uma ver-
dadeira construeiio, cujas conexdes légicas s6 poderi apreciar
mais tarde, Como apresentamos uma tdo complicada estrutura
matematica a uma crianca pequena? £ ai que o Prineipio Di-
nimico vem em nosso auxilio, Nessa fase, quando a erianca
estiver talvez com sete anos, aleuns conceitos matemiticos
estario em uma forma operacional. isto é. os ciclos terdo sido
executados, e a erianca saberfi como manejar os conceitos. O
conceito do nGmero natural poderd ser admitido; isto é, o
nimero eardinal pode ser admitido como um conceito opera-
cional. Assim sendo, os valdores das varidveis envolvidas no
conceito j4 estdo 4 mao. Mas o mesmo nio se di com 0s con-
ceitos de um algarismo (tendo significado diferente dependente
da posi¢iio), de poténcia ou de um niimero-base, Temos de dar

grandes meios para o ciclo de maturaciio por meio de experién-

cia real, que conduziri a €sses conceitos e & sua eventual inte-

gragao. Tais experiéncias sao raramente (se o forem) encon-

tradas na vida real e, portanto, tém de ser artificialmente

montadas na sala de aula. Devem ser providenciados materiais

estruturados para conduzir a erianca na direcio indicada, pri-

meiro numa false de jogo inicial, depois na fase estruturada

suhquii('nt(‘. atingindo a perecpeio fina]? que deve ser Ri'ﬁllil_hl

dos ;ngﬂs_:l? pratica para fixar firmemente o néovo coneeito
na vida didria da erianea,

Pn; outro lado, nfio nos devemos esquecer que & pratica-
mente -1mpnssi}-‘nl fazer abstracies com um conjunto de expe-
riéncias. Precisamos de variedade. Fstamo-nos referindo a0
Pnnmpm_ da Variabilidade Perceptiva, Para desapegar a crianeca
df_: material e chegar a ym eonceito abstrato — niio uma nr-.qm-i;l-
¢ao formada pela crianea - devemos introduzir outro mE;tETiH:].
ferente possfvel, mas ter g mesma

clal. Usando @sse material in
. erial variado
Podemos, finalmente, acostumar a crianga a perceher a seme-

lhanca essencial dg estrutura, semelhanea essa que ¢ a estrutura

CONCEITOS ARITMATICOS hl

matemiitica. Quando a erianga representa essa estrutura com o
simbolismo matemitico, estara, entiin, utilizando ésse simbo-
lismo para comunicar informagio sébre a estrutura que deseo-
briu e nio apenas usando um conjunto de regras que lhe
foram ensinadas, mas que néo entende.

Dessa forma, aplicando os quatro prineipios do filtimo
capitulo, podemos gerar uma situagio criadora de aprendizado
matematico na Aritmética, que niio sé ensina A erianca as tée-
nicas neeessirias, mas tem um efcito integrante, no mesmo
sentido da representaciio de parte de sua vida em uma pintura
ou um poema. Quando tiver pereorrido essa estrada, o simbo-
lismo matemitico terd para ela uma significaciio algo seme-
lhante ao simbolismo da pintura e serf um acontecimento eom
alguma importineia psiquica em seu desenvolvimento,

Resta descrever em detalhe o tipe de material que foi
Julgado favordvel para essa espéeie de formacio dinimica de
conceitos. Depois disso, mostrarei como os coneeitos aritméti-
cos e alguns algébricos podem ser formados eom ampla gene-
ralizaciio, usando essa espéeie de material, Nunea sera demais
salientar que nio é o material em si que eria a verdadeira
situaciio de aprendizado matemdtico, mas a aplicacio plena
dos quatro principios do tltimo capitulo. Verificou-se que o
material & muito 1til, mas aeréscimos e modificactes ou adap-
taedes a situacoes particulares serdo neeessirios, sem divida,
para manter viva a situacio de aprendizado em todos 0s casos.

O material aritmético siio os Blocos Aritméticos de Base
Miltipla (Multibase Arithmetiec Blocks, on M, A.B.). Vem em
varias caixas, eada uma representando um diferente valor da
base. Na caixa para a base 3, por exemplo, haverd o material
mostrado no diagrama abaixo;

5

UMA UMIDADE M LONGD UM FING A1 BLLAS

Uma quantidade suficiente de cada tipe permitird as eriancas
encontrar a solucio dos problemas que possam preparar para
81 mesmas. Pode-se ver que os volumes das figuras sucessivas
estiio em progressio geométrica na razio comum 3. Na caixa
para a base 4, essa razdo serd 4. Fxistem eaixas para as bases
3,4, 5, 6el0.

i
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O Principio Dinimico exige certo periodo de.jﬁgn preli-
minar, antes de serem tentados quaisquer exercicios estrutu-
rados. A melhor maneira de fazer isso é dar o material as erian-
cas para brinear e permitir-lhes fazer o que quiserem. Durante
gésse periodo de brinquedo, muito estd sendo aprendido, mas
nadg, ou quase nada, aparece explicito as eriancas. IIi o peri-
go do professor pensar que as eriancas cstio perdendo tempo e
que nio estdo chegando a coisa alguma. Na verdade, o préprio
material & tio severamente dirigido para o conceito de valor
de posicio e para os coneeitos componentes de base ¢ poténeia
que & quase inacreditivel que um periodo de brinquedo nio ve-
nha a resultar em experiéneia que, mais tarde, conduzird i per-
cepedo da estrutura a ser aprendida. Quando as eriancgas come-
carem & fazer perguntas, entao estd na hora de ampliar a expe-
riéncia que estio tendo. O seguinte jogo, por exemplo, pode ser
realizado por duas crianeas com a eaixa da base 3: os niimeros 0,
1 e 2 siio escritos nas faces opostas de um eubo unidade que,
entdo, é usado como um dado. O primeiro lancamento é par:
a disputa dos blocos: cada erianca tira da eaixa o ndmero
de blocos correspondente ao que obteve no dado. Depois, clas
lanecam-se em disputa dos finos e, novamente, cada uma tira o
numero de finos que obteve. Em seguida, disputam os longos
e, finalmente, as unidades. A erianca que tiver a maior quan-
tidade de objetos ganha,

Muito rapidamente torna-se claro, principalmente para a
erianga que perde mais seguidamente, que o primeciro lanca-
mento é vital e que aquéle que o ganha ji vencen, na realidade,
0 Jogo. Se houver empate no primeiro lancamento, entio, cer-
tamente, o segundo é o vital, ¢ assim por diante. Bsse é um
Jogo estruturado que leva as criancas a verificar a importin-
cia relativa dos lancamentos, a partir do da disputa dos blocos.
Na verdade, elas podem ser encorajadas a eserever seus lanca-
mentos (e a conseqiiente quantidade de objetos) em uma fileira,
a qual _natur_ulmente escreverdo da esquerda para a direita. 15
conveniente Inverter a ordem do jogo depois de algum tempo,
mmeqa}m]o com as unidades e terminando com os blocos: isso
tornari 0 J0go mais emocionante, uma vez
;Iﬂaﬂtal:]?ﬂg;ﬂ ;‘é;:znfég"g:lf E._?‘;ﬂéurﬁ, até [3.flltimﬂ lance. Ensina-
ganhar, mas o lanqmm-ntn‘ dos c;ﬂ'pﬁ‘-'nﬂm S0 gne fo
mente arbitriria. De fato, conse N0, 6-que a.ordem 6 real-
ridvel; variamos g m'rlenll da TGl ki mi"m il
‘dem, dando-lhe seus dois valores —

descendente ¢ ascenden
] O ; 4 ados
feitos jogos semelhantes com outras caixas, e

que a crianca
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[i desneeessirio dizer que o acesso de cada erianca a todas
as caixas deve ser constante, para nio se fixar em qualquer
propriedade particular a uma determinada base, e ter, assim,
a oportunidade de extrair as propriedades comuns a tédas as
caixas. A “extracio”, nessa fase, ainda é, em larga parte, in-
consciente; i proporcio que a primeira fase penetra na segunda,
torna-se lentamente mais conseiente, ¢ o professor pode sugerir
Jogos que serdo cada vez mais estruturados, A erianca preci-
sard verificar que, na caixa de base 3, 3 unidades podem ser
colocadas juntas para fazer um longo; da mesma forma, 3
longos fazem um fino e¢ 3 finos fazem um bloeco. A linha de
raciocinio continua pelo eaminho construtivo e nio ao longo do
analitico, A erianea estara felizmente inconsciente da proprie-
dade da razio 1:3, que é a facéta analitica de sua construcio.
Por outro lado, as construcoes que realiza sio os ingredientes
de maior importincia para a perccepciao postertor da razio e
das propriedades das razoes, Quando a erianca tiver compre-
endido (sempre no caminho construtivo) a estrutura eorres-
pondente de todas as eaixas, houver construido finos com
unidades, entio podera ser feita a pergunta: Que acontece
depois dos blocos? Por motivos econdmicos, nio hi unidades
maiores que os blocos nas caixas, mas as criancas logo gene-
ralizam e pGem trés blocos juntos na caixa da base 3, 4 na
de base 4 e assim por diante, para fazer o névo “tipo”. No
mannal, éste ¢ mencionado como blocos longos, por analogia
com os lonegos, mas muitas criancas os chamam de torres se os
constroem para cima, o que realmente fazem, uma vez que o
espaco & restrito nas carteiras escolares juncadas com ésse tipo
de material. Podem, entio, reunir o necessirio nimero de
blocos para formar um bloco fino, e assim por diante. Quando
acaba o material, podem continuar o excreicio na imaginacao
e a possibilidade, pelo menos tedrica, de uma continuagdo in-
definida no processo é, talvez, a primeira porta aberta para o
conceito de “Infinito”, que tbédas as criangas acham extrema-
mente exeltante,

[ma vez dominada completamente a estrutura do material
¢ sua natureza aberta, as eriancas passam, ripidamente, até
a excereicios mais estruturados que conduzem as quatro opera-
¢bes aritméticas, de adicgiio, subtraciio, multiplieacio ¢ divisio.
Uma adicio pode ser estabelecida em uma bandeja, na carteira
ou no chiao, com pecas de madeira em lugares apropriados, de
preferéneia em ordem decreseente, a principio da esquerda
para a direita,

W
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Por exemplo:

SRS

2 UNIDADES

2 FINOS 3 LONGOS
| BLOCO

E\RE\RE

3 UNIDADES

Y b
e

2 FINGS 2 LOMGOS

Somando as peeas semelhantes e fazendo uso dos fatos de equi-
valéncia aprendidos préviamente, o resultado serii o seguinte:

= f Q

i | UNIDADE

—— 1

[ FINO 2 LOMNGOS

iventualmente as criancas registrario da seguinte formas:

B e 15 30 Caixa 4
1 PR

+ abt ok B8
2 | 2 1

B importante, naturalmente, que cada erianca mude de eaixas
tio seguidamente quanto possivel, para evitar a perseveranca

;]];::aé:l;;alsqll;er p:nprirﬁades das caixas individuais, ndo-parti-
Pelas outras, Entre outras, a caixa ¢ i
naturalmente, ser usada, st g
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Se o assunto ficar por aqui, muitas criancas iriio mera-
mente associar a representacao simbélica com as aches executa-
das eom os blocos, ¢ niio haverd nenhuma abstracio. Por outro
lado, ndo ¢é necessirio muito para fazer tais criancas compre-
endercm & natureza essencialmente abstrata do que aprende-
ram. I suficiente possuir certo niimero de calculadores, em
quatro ou cinco cores, ¢ decidir que, por exemplo, 5 amarelas
valem 1 verde; 5 destas, 1 vermelha; 5 vermelhas, 1 azul. A
soma com mudanca de umidade (isto é com mudanca para
a cor de maior valor) serd rapidamente executada pelas erian-
¢as por meio désses caleuladores, e nio leva muito tempo para
que percebam que o que estao fazendo entfio é essencialmente
0 mesmo que faziam antes, com as pecas de madeira, A maioria
das eriancas pode abstrair a estrutura da tarefa désses dois
trabalhos perceptivamente muito diferentes, mas conceptual-
mente idénticos. Tlaverd, porém, eriancas que precisario ser
“desmamadas” do aspecto concreto das tarefas ainda mais gra-
dualmente, Para elas, sugere-se que a proxima fase seja a
exeeucio de operacdes com grupes de qualquer espécie de pe-
quenos objetos idénticos, como, por exemplo, fichas de metal,
onde ns posicies delas determinariam sen valor. Uma adicdo
apareceria, entao, assim ;

00 Q00 O O

0 Q01 0l olos i

QOO0 o O

quando realizada,

Somente a posicio determina o valor de cada ficha, mas
4 crianca continuard a ver o requisito do nimero de fichas em
cada uma das posicies. A fase seguinte seria a substituicao das
pilhas de fichas por, digamos, ntmeros plisticos nas posigoes
apropriadas ¢ as operacoes poderiam ser realizadas eom essas
representacdes simbdlicas das pilhas anteriores das fichas. O
passo final para escrever sem qualquer auxilio conereto (visual
ou tatil) é agora tio pequeno que tddas as criancgas, nas escolas
comuns, poderio realizd-lo, Deve ser compreendido que os re-
finamentos aqui mencionados nilo séo, de fato, necessarios para
o easo du grande maioria das eriancas, mas devem estar & mao
para permitir que fddas as criangas tirem o miximo de abstra-
¢io de sua experiéncia. Em geral, a crianca dita menos inte-
ligente neeessitara de uma experiéneia mais longa e mais riea,
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da qual possa tirar uma abstragiio; mas a alegria da percepciio
no fim do ciclo devera dar ao professor uma ampla compensacio
por todo o trabalho realizado, Nesses casos, a fé do professor
na habilidade de aprender da crianca € um fator da maior
importidncia para manter a situacio de aprendizado viva e
criadora,

A maioria das criancas descobre por si mesmas o papel
especial da caixa de base 10. Compreendem que, quando escre-
vem 2 blocos, 6 finos, 4 longos e 8 unidades, por exemplo,
estap escrevendo 2 milhares, 6 centenas e 48 unidades, is'o é,
2648 unidades. Convém repetir que havera criancas para quem
a experiéncia variada com caixas diferentes, inclusive a de
base 10, ainda ndo é suficiente para conseguir essa informacio,
Para elas sugerimos o seguinte exercicio: escolher qualquer
nimero, digamos 157; pegar a caixa de base 3 e tirar 157
unidades; fazer, com elas, quantos blocos for possivel: eom o
que restar, tantos finos quanto for possivel, e tantos loncos,
até que haja, no méximo, apenas 2 unidades sobrando: usar
0 mesmo numero e fazer a mesma coisa com outra caixa, até
usar a caixa da base 10.

Serd encontrada a seguinte situacio:

s HE B P L U P/ T i S (o (N
| 2 2 1 1 2 1 3 ]
Base 5 BTG T (o0 20 e | ) 1 P
1 1 1 2 3 2 |

Base 10 B-¥r LD

T L - . ’
usuaimente, Mao © mecessirio we grande niimero de exereicios

A0 escrevemos grandes ni-
TS, O Tazemos comy g eNivassenos usando a caixa de base
') '} - il - i - s g ‘ :
U, [Bheen HUC B CrlanGie pwmuenas nig podem apreciar ¢sses

d L] -y (% I.'n

(L 8 § " LaE . s o | 3
““ LA T LR e REEG ale OB “Jl!h:trt'ﬂ. .'5i res-

também niio podem. Nio
um milhar, do mesmo
¥ epressao de cineo ou até vinte

pw,ei*.:,;r,,m 2 e ---2 g ..,:f;:: :j:]rlp!:"-'l th.-_ :ll‘l';nl_ini«' das
gy R ’;F.,;,.. ;i ,uu:]l.n‘r; l{]t; milhar,
R R s e po de u|1:¢1rﬂ:].hu, um
e T w1 leular da terceira poténcia e clas
VIle capacitadas para usar seu fio para achar a

centen i g e
8, o milhar ¢ outras poténcias de dez no labirinto arit-
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mético. Na verdade, o labirinto pareee, de repente, surpreen-
dentemente regular, uma vez compreendida a estrutura geral,
o veremos as criancas ansiosas para realizar jogos matemi-
ticos dentro déle, tio logo tenham atingido essa posicio de
pereepeio.

Para se ter a certeza de que um cielo coneeptual terminou
de fato, ¢ que o0s conceitos aprendidos podem ser usados para
o inicio de outros ciclos, é naturalmente necessaria eerta quan-
tidade de pritica désses conceitos, de aedrdo com o Prineipio
Dindmico. As criancas amam a repeticiio, cuja finalidade psi-
col6gica é simplesmente pratica, Devemos, por exemplo, esbo-
car a seguinte situacio para clas: uma cozinheira estd fa?.en-!ﬂ
algumas tortas; em cada uma poe 3 ameixas; em cada bandeja
poe 3 tortas, e em cada forno hi lugar para 3 bandejas. Na
cozinha hd, ao todo, 3 fornos, Perguntas de equivaléneia podem
ser feitas, tanto quanto de adiefo, derivadas de situagoes
realistas, familinres A erianca. Situacoes diferentes, com mul-
tipliecadores diferentes, scrio ripidamente imaginadas pelos
professores, tanto quanto pelas préprias criancas. Uma quanti-
dade désses exercicios & forneeida nas instrucoes que acompa-
nham o material, As eriancas também estiio sempre desejosas
de misturar as bascs e, assim, somar ecruzeiros e centavos ou
metros, centimetros e milimetros. O fato de que caixas com
as bases pedidas nio fizeram parte de sua experiéncia real &,
no momenta, irrelevante, porque clas formaram o conceito mats
geral de grupar em tamanhos diferentes; e o tamanho real do
grupo niio causara nenhuma dificuldade. € isso, justamente,
o que se quer dizer com a deelaracio de que um coneeito for-
mado de um modo mais geral serd aplicdvel a um campo mais
amplo. Economizou-se tempo, na verdade, come¢ando com um
esclareciinento total do coneeito, na maneira mais geral possi-
vel para a L-i'i;lm;:l.

Passemos, agora, ao conceito da subtracio. Desculpe, nova-
mente, o lcitor wm banho de chuveiro frio analitico, o qual,
naturalmente, niio deve, de modo algum, ser dado nas erian-
cas, O conceito de subtracdio deve ser concebido de tréds dife-
rentes formgs, todas matematicamente equivalentes umas as
outras. Suponhamos que B scja maior que A e que queiramos
subtrair A de B. Chamemos o resultado de X. Temos, mate-
maticamente,

Mol © RE GRS (1)

A declaracio é matematicamente equivalente a cada uma das
duas seguintes
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Embora essas trés declaragoes sejam matematicamente o:r;uiw}.-
lentes, niio se precisa dizer que gilo psicoldgicamente muito di-
ferentes. A compreensio de sua equivaléneia matemditica por
uma crianca é uma sintese de grande magnitude, mesmo sem
o simbolismo acompanhante.

Consideremos a situaciio matemética pura antes de entrar
na muito mais complicada, a notacional. Suponhamos que a
erianca apanhe 13 fichas de uma caixa ¢ que eu tome outras
4, Digo, agora, & crianca para colocar novamente na calxa
exatamente tantas fichas, de sua mio, quantas vé na minha.
Ela separa 4, uma apés a outra, e, as tendo posto na caixa,
dizme que lhe restaram nove. A erianca realizou uma tarefa
simbolizada pela formula (1).

Suponhamos, agora, que a crianca tem novamente 13 fichas
e eu, outra vez, 4. Pego 4 erianca que ponha em minha méao o
nfimero exato de fichas para que tenhamos, no fim, 0 mesmo
ntimero. A crianca tira 9 fichas da caixa e as poe em minha
mdo. Realizou a tarefa simbolizada pela férmula (2

Facamos, outra vez, a crianca tirar 13 fichas e cu, 4.
Peco-lhe, agora, para por de volta na eaixa o niimero de fichas
necessirio para que tenhamos o mesmo ndmero, no final, Ela,
com sua propria miao, poe 9 de volta na caixa. Executou a ta-
refa simbolizada pela formula (3).

Podemos referir-nos a essa operacio como: 1) subtra-
¢do pura, 2) adigio complementar, 3) subtracio comple-
mentar, E quase eorto que, na itludﬁ em que a HUhEI‘ﬂ['ﬁu &
normalmente aprendida, a maioria das eriancas é ineapaz de
compreender a equivaléneia das trés operacoes. Essa é a raziio
por gque as eriancas nao podem resolver problemas que envol-
vam essa equivaléncia, Por exemplo: “Hid 43 criancas nessa
sala e 27 sio meninos, quantas sio as meninas)” Nenhuma
E{'lﬂﬂf}ﬁ subtraird, naturalmente, 27 de 43, a nio ser que se lhe

1ga. Contari, i v dp 7 44 - ' :
qu rEq _.t?r.l" a partir de 2:,_ até que atinja 43 (pelos dedos,
3 nf'r'”]'s'!fl')’ ¢, depois, nos dird que ha 16 meninas. Executon
gma adicao complementar, com base nos primeiros principios
e, nessa fase, o professor disse: “Nfo. ni : |
deve fazer, Subtrai 07 '.;'E' 40, nio & assim que se

- ¥ i i S I # = . i. - :
problemas f.t ala 27 de 43", a erianca estari a caminho de
; uturos, perguntando : “& para somar on para tirar?”
¢ o desenvolvimento matematico natural ; i,
RSN DaTa’ 0 dFlaria: 0 natural estard sendo pertur-
¢a, uma adicdo complementar é uma adieiio
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e nilo numa subtragiio, Afinal, ¢la somou os 16 aos 27 para fazer
43. Se uma adiciio & na realidade, uma subtracio, entiio prﬁt‘n
pode, em determinadas eircunstiancias, ser branco, e é sempre
melhor perguntar ao professor,

Por iﬂn'_n, sugiro que, embora sejam dados exercicios para-
lelos eomo ésse, nio scja forcada a progressio, de modo algum;
a crianea tem de amadurecer em relaciio & situacio em rlmr1
podera fazer a sintese das trés féormulas (1), (2) e _"SJ em umf;.
(nica estrutura. Até entio, as adicdes complementares podem
ser chamadas de “faz de conta” ou qualquer outro nome que
possa SCr significativo para a erianca, A subtracio complemen-
tar nio parece ocorrer espontancamente muito em seguida,
mas, quando acontece, deve-se tomar o mesmo cuidado para
nao eonfundir o pensamento da erianca,

Com relacio 4 forma notacional do eonceito de subtra-
e¢do, verifica-se que pelo menos dois, se nio trés, tipos diferen-
tee de oxercicios estruturados tém de ser FlI'l'1'.-41-11‘.-:|]||1~; S e
blocos para consolidar o caminho para a aprendizagem da
subtracio dentro de um sistema de determinado namero. A
.»mh‘lr'm:ﬂ{} pura ¢ a ;11:;'1-:;"1(‘1 |r.bIr:I}l|.'['|1r~nrnI. SOTI0 ']".‘*I"I'HJ[}; .':qui.

O tipo mais facil de adi¢io complementar, para comeear,
¢ aquéle em que os maiores nimeros sdo apenas de blocos, Rate
é na realidade, o tipo mais difieil de ensinar ecom métodos
formais. Veremos que tais reversos de grau de difieuldade
ocorrem freqiientemente, quando mudamos dos métodos roti-
neiros para os de pereepcio, Pedimos a uma erianca para fazer
uma térre s6é de blocos, mas nio tio alta que constitua um
“bloco longo”. A outra crianca se ‘_r‘ll---'il‘ que f:lrj;[ uma torre
euja drea da base seja um bloco, mas que seja menos alta que
a da primeira crianca. Podemos, entio, perguntar as erianeas
ql]ﬂl é a l”l’-:*l'unr::'. entre as duas torres: aleumas "'I"'I.'H'IP_;IH
aumentario a torre menor até que seja tio alta quanto a maior
Fa(]if:ﬁn i'l'l]'.l[ﬂl‘l‘!‘l"ﬂf.!1'\. outras 1':-.~wnn'.|'|m~;'m a torre maior até
que fique da altura da menor (subtracio complementar). As
eriancas poderio scr, eventualmente, encorajadas a rooistrar
o nfimero de blocos, finos, longos e unidades em cada torre,
assim como o nimero dastes aue tem de adicionar ou tirar, res-
pectivamente, para tornar iguais as duas torres,

Quase tddas as criancas colocam os finos em eima dos
blocos e, depois, os longos sobre os finos. Devem ser encora-
Jﬂ:]“-‘i a colocar as unidudes ao lado dos longos e nilo em cima
déstes. Se colocam os finos e Jongos em pé, devem ser acon-
selhadas a pd-los em posicio horizontal. Observadas essas pre-
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das eriangas primeiro une as unidades para
formar um longo, depois completa um fin_u com 08 ]nngn.q
resultantes (se possivel), depois com ﬂ?‘.'flnﬁs faz a maior
parte de um bloco e, se necessirio, {ltilcl[lllﬂ alguns blocos
para formar a torre. Elas estario, assim, traha_llmm]o ria; di-
reita para a esquerda, comecando com as u111_dud'es. Vamos
ilustrar com um exemplo. Suponhamos que a primeira Crianca
tire 3 blocos da caixa de base 4, e a segunda, 1 bloco, 2 finos,
3 longos e 2 unidades. Ora, 2 unidades mais falrﬂu um longo,
e éste com os 3 ja tirados fardo um fino, e, assim, nao ::}dlmu-
naremos nenhum longo. Bsse fino com os outros 2 ji tirados
fario 3 finos; entdo teremos nceessidade de mais 1 para fazer
1 bloeo, Ja h4 um bloco, entdo precisaremos de mais 1 bloco.
Entio. a diferenca é 1 bloco, 2 finos, nenhum longo e 2

unidades,
O registro poderia ser algo assim:

caucdes, a maioria

BRER-= 0y = U
geaeay 0
o T
il ide

[P L [

Os 1 na terceira linha indicam as pecas compostas que teremos
de adicionar 4s ji existentes. Do total descobrimos quanto mais
necessitaremos para completar uma peca do tamanho seguinte.

O préximo passo poderia ser apresentar 4 crianca o pro-
blema de encontrar a diferenca entre duas torres, das quais a
menor tem um nimero menor de peecas de cada espécie. Nio
iremos interferir em sua formacdo de conceito se sugerirmos
que devem tentar fazer, primeiro, com que o tipo pareca o
mesmo. Isso focalizari a atenciio nas unidades e nos longos, e
as perguntas: “Quantas unidades devemos adicionar para fa
zé-los parccer o mesmo?”’ ou “Quantos longos precisarcmos?”
podem ser facilmente respondidas; isso serd seguido ripida-
mente pela construcio dos finos e dos bloeos.

Vejamos agora outro exemplo, com maior grau de difi-
euldad_n, com a h_u:-'.u 9. Suponhamos que as eriancas tenham
escolhido as seguintes torres:

B F I.I- U
T 1 Torre mais Alta

it el R Torre mais Baixa

CONCEITOS ARITMETICOS 61

H4 uma unidade sobrando na torre mais baixa, entdo teremos
de acreseentar, a ¢la, 4 unidades, para fazer um longo. Este,
com o8 4 existentes, fario um fino. Agora precisamos adicionar
3 Jongos para fazer que os topos sejam iguais, IMzemos um fino
e, como j4 ha 3 na torre mais baixa, ficamos com 4; precisamos
de 1 para completar um bloco e de dois mais para fazer os 2
existentes na torre mais alta; precisamos, ao todo, de 3 finos.
Com isso, ji fizemos um bloco; ji havia 1, entidio precisamos
apewas de um bloco para fazer uma torre igual & mais alta.
Ao todo, precisamos de 1 bloco, 3 finos, 3 longos e 4 unidades
para adicionar & térre mais baixa, para que ela se emparclhe
com & mais alta,

O trabalho formal posterior seria feito marcando, nos luga-
res apropriados, as pecas mailores que tivessem sido comple-
tadas, para que nio fossem esquecidas quando chegasse a vez
dessas pecas screm completadas. No presente exemplo, have-
ria um 1 sob o B e um 1 sob o I\

Naturalimente, os problemas que envolvem adiciio comple-
mentar devem vir apés a realizaciio dessa pereepcdo, assim
como certa quantidade de pritica da téeniea, Muita pesquisa
foi realizada, e ¢sti continnando, para melhorar o aprendizado
das téenicas que, no entanto, nao sio nossa finalidade aqui.
Como meneionei virias vézes, éste volnme trata, principalmente,
dos métodos de promover compreensdo; admite-se que uma
facilidade téenica adequada serd adquirida pelas eriancas por
meio de téenicas de ensino usuais.

A subtracio pura pode ser feita muito simplesmente
dentro de linhas semeclhantes is do exereicio usado para a
adicdo, Certo ntimero de blocos, finos, longos ¢ unidades é
colocado em uma linha, Outra linha é feita, paralela & primei-
ra e mais perto da crianca; numa quantidade menor de objetos
deve ser colocada nessa linha que na primeira. A prineipio,
serd provivelmente aconselhdvel ter menor quantidade de
cada espéeie na linha menos numerosa, embora aleumas erian-
¢as sejam capazes de fazer face a problemas mais complexos
:Tr*sclf- a primeira vez Suponhamos que temos as duas linhas
seguintes;

r] | = i e 1 i - "
Base 6 5 blocos 3 finos 2 longos 5 unidades

) ) &) 1., - 3
2 blocos 2 finos 3 unidades

1 longo

n. 0 :‘. ] l‘ T i L) 1- H
1Zemos a crianga para nido tocar na segunda linha, mas para

tirar da primeira tanto quanto ela vé na segunda. Tsso nada
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mais é que a repetigio, quatro vezes, do problema correspon-
dente deserito com as fichas. Ndo hd, normalmente, m;uh_unm
dificuldade aqui, contanto que se tornc bem t'].at]‘-} que nao se
deve tocar na segunda linha. Mas algumas eriangas parecem
preferir reunir o que existe na sem!nﬂ:?' luﬂm em uma das
mios, tirar a mesma quantidade da primeira l'mhﬂamm a ontra
mio e por tudo de volta na caixa. O que fica .-athe a mesa,
nesse caso, &6 a resposta ao problema. Algumas eriancas ficam
assustadas com ésse método porque dizem estar renlr_m-lm- ti-
rando duas vézes mais do que deveriam. E conveniente ser
guiado pelas preferéncias da crian¢a nesse easo.

y e
Vamos considerar agora o caso em que a decomposigao €
necessaria, Por exemplo:

=

Base 6 :
subtrair

blocos 3 finos
blocos 4 finos

-

2 ]nn;{u ] 5 unidades
0

2

longos 3 unidades

Agora devese, certamente, dar énfase a que a segunda linha
nao seja tocada. Se uma erianca ndo pode resolver o problema,
€ muitas vézes fitil que, em cada linha, se faca a aproximacio
das pilhas eonsecutivas, colocando-as em contato, mas nao as
duas linhas Se, mesmo assim, a crianca ainda for incapaz de
prosseguir apés algum tempo para pensar, pode ser-lhe suge-
rido que a madeira que deve ser tirada poderi sair de qualquer
parte da primeira linha. Se ainda for necessiria uma ajuda
mais conereta, pode ser sugerido que se tirem finos dos
bloeos e longos dos finos, contanto que seja tirada ao todo a
quantidade certa de madeira. Eventualmente, a crianca excenta-
ri a seguinte seqiicncia de acontecimentos:

a) Tira 3 unidades de 5, 0 que deixa 2 unidades.

b) Nio pode tirar 5 longos de 2, mas pode tird-los de 3
fios. Isso deixard 2 finos e 1 longo. Existem, agora, 2 finos,
3 longos ¢ 2 unidades na primeira linha.

¢) Nio pode tirar 4 finos de 2, mas pode de 5 blocos.
Isso ﬂi‘l:m 4 blocos e 2 finos. Haveri, portanto, 4 finos ao todo
no final, Existem, agora, apenas 4 blocos na primeira linha.

d) Tirando 2 blocos dos 4. ficardo 2 blocos.

Assim, o que restou foi-
2 blocos 4 finos 3 longos 2 unidades
Bsse tipo de solucdio conduz

_ a0 método de decomposicio: tira-se
da unidade de major valor g

¢ adiciona-se 0 que resta ao nfimero
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no lugar em que se esta subtraindo. ‘Alg*_:unlm;‘ eriancas, porém,
preferem estabelecer seus planos mals 111{:~tm11-ﬂ.u1m*1|utu,‘c aArTi-
mam a primecira linha de tal forma que & subtracio se tlnlnm
possivel em qualquer ponto. Fissas criancas trocam unhiﬁoao
por 6 finos, e 1 fino por 6 longos e, assum, 1*e~cluzf=nhn pro slema
ao anterior, eomo convém a matematicos em embriao, I'erao

4 blocos 8 finos 8 longos 6 unidades
subtrair 9 bloecos 4 finos b longos 3 unidades

e, agora, podem exccutar uma simples subtracio de colsas se-
melhantes quatro vézes,

Algumas vézes ésse método nio entusiasma os professores,
porque no registro serdo levados a fazer uma série de riscos e
acham que as eriancas nio estio aprendendo a fazer um tra-
balho limpo. Deve ser constatado que, sob o ponto de vista
matemitico, o segundo processo é o metddico e limpo, embora
o primeiro seja igualmente correto.

Devemos notar que o método das ditas “adi¢des iguais™
nao & alternativa praticivel aqui, A “explanacdo” de pedir
emprestado e pagar & falsa e, no ensino perceptivo, deve ser
rigorosanmente evitada, A explanacao real é equivalente A
identidade

(A=—1)—B=A-—-(B+1)

que & uma noz dificil de partir, mesmo em uma idade mais
avancada, quanto mais com scte on oito anos. Se fosse realizado
um projeto de pesquisa para saber qual dos métodos acima
tinha o melhor resultado, explicado ldgica ou matematica-
mente, o de adigdes iguais viria, com toda a probabilidade, no
fim‘ da lista, Contudo, se os professéres conseguirem eriar ex-
periéncias por meio das quais a téenica de “divisdes iguais”
possa ser deduzida pelas eriancas, nio hi razio para que nao
Seja apresentada. O principio mais importante do aprendizado
dm:uump ¢ pereeptivo & que os conceitos ¢ as téenieas resultan-
tes surjam das conseqiiéneias naturais das experiéncias das

friancas; uma vez certos a ésse respeito, 0s outros detalhes sfio
de menor importancia,

My, F } ] _ )
% IIHLILII-[ILHIII!]II com material conereto, é mais faeil introdu-
;.l]’.‘] a A{Imrsm: antes da multiplicacio, porque o material esta
] L STal) : 3 3
LA Fir.}hrl d Inesa. T_Uill'l que a l'I‘Izll‘H:.'L tem 'd& fﬂzvr é FD”S#W{"

¢erto numero de pilhas iguais. B importante observar que a

nio olha a estrutura interna

Maioria das criancas pequenas
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do que tem de dividir; na realidade, ttz:ndc a ver unm-"m_ﬂ‘lﬁ,l
amorfa, da qual, digamos, devem ser feitas trés torres 1guais.
Também, & proporgao que elas constroem as torres, nao veri-
ficam quanto cada torre serd capaz de L ey sua parte;
ao contrario, vio dando uma peca a cada torre, _ut(‘_ que clas
acabem. Em certas fases, serao naturalmente reduzidas a trocar
pecas maiores por menores, mas, nessa fpnca, a E-quwn‘lmwm
deve estar firmemente estabelecida e ndo causara quaisquer
dores de eabeca analiticas. Dar a cada tﬁrre_ccrtu quun_tuhu!._u
de cada espéeie é, logicamente, a apresentacio _mnstruu a da
multiplicacio. Nessa época, clas j4 devem ter tido certa expe-
riéneia com a multiplicagio “pura”, isto ¢, com a multipli-
cacdo sem ter a estrutura notacional superposta. ‘.\'_a maim*ifﬁ
dos casos, depois da aquisi¢ao do conceito e da técnica n_lfl di-
visio simples, isto &, divisao por um niimero menor ou 1@.}:1!
3 base. as criancas devem estar prontas para a tarefa muito
dificil de adquirir o conceito de multiplicacio dentro de um
sistems numeral Antes de prosseguir, porém, é absolutamente
esseneial ter eerteza de que sabem o significado de “duas vézes
mais”, “trés vézes mais”, e assim por diante.

Para a multiplicaciio simples, uma erianga pode reecher a
tarefa de construir uma toérre (ou arrumar uma linha), e
outra deverd construir uma torre duas ou trés vizes maior,
Na fase de registro, elas devem ser lembradas de que, na
torre duas vézes maior, as pecas menores devem ser trocadas
por outras maiores, sempre que possivel, antes de ser escrito
o total da quantidade de madeira necessiria. Deve-se também
ter o euidado de avisar s eriancas sébre a possivel presenga
de “blocos longos” depois da multiplicagao.

A multiplieacio pelo niimero-base é muito instrutiva. Su-
ponhamos, por exemplo, que a linha cstabelecida por uma
erianca tenha sido
Base 3 2 finos 1 longo 2 unidades

Para fazé-la trés viézes maior, obter-se-4 o seguinte resultado:

9 . : - ;
2 bloeos 1 fino 2 longos nenhuma unidade

A 1:|mltiplieaq‘:in, af, foi pela base, isto &, por 1 longo e nenhuma
unidade, e, portanto, a representagio poderia parecer assim:
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Base 3 [ L SR PR 0
2 l 2
% 1 ()
2 | 3N |

onde o 1 longo eserito no multiplicador serd lido pelas eriangas
como um 3 assim eomo, quando estio trabalhando r'nm}ﬂ
sistema decimal, serd lido como 10 e nio eomo 1. A8 eriancas
descobrem, logo, que essa transformacio “magica” de alzaris-
mos pelo zero no final ocorre sempre que multiplicam pela
base, Assim, a regra imprépria de “acresecentar um zero” &
substituida pela verdadeira base matemitiea da regra, e as
erianeas descobrem isso por si mesmas como uma emocionante
descoberta pessoal. O ato de a ter aprendido torna-se perma-
nentemente valioso para elas. Nio a esquecem nem a confun-
dem ecom ountras regras,

Deve ser compreendido que a lei distributiva da mul-
tiplicacio ja foi usada na adigéio. Ao empregar a regra

tris vizes (algo + algo mais) =

—

= tréy vEzes ulf.m 4+ trés vézes aleo mails

j4 operaram, na realidade, trés dos quatro térmos do parén-
teses, T2, portanto, conveniente que essa regra Ja tenha sido
descoberta antes, ecom o auxilio de exercicios simples com a
balanca ou usando pinos, faixas e quadrados ou mesmo o3
tridngulos (ver capitulo seguinte). Também & importante
compreender que as duas leis distributivas

KX (A+B)=KXA+KXB
(K+L) XA=KEXA+LXA

embora matemiticamente equivalente, tendo em vista a lei
comutativa

AXB=BXA

nio sio, em absoluio, psicologicamente equivalentes para as
erigneas, A primeira forma & sem davida alguma, a mais
ficil das duas: mesmo que as criancas estejam perfeitamente
conscientes da primeira forma e da lei comutativa, niio serao
capazcs de deduzir a sceunda, embora esta seja a conseqiién-
eia ldgica. Na idade com que estamos lidando, as criancas nao
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siio capazes de racioeinio l6gico, de modo algum; todas as leis
devem ser construidas para elas pela sua prépria expericéneia
pessoal,

A multiplicagiio composta depende da segunda forma da
lei distributiva, onde o multiplicador, e nio o multiplicando,
¢ dividido. B, portanto, necessirio, se quisermos conseguir per-
cepeilo completa da estrutura matemitica da multiplieaciio,
dar as criancas experiéncias das quais possam deduzir a se-
gunda lei distributiva. Isso também pode ser conseguido com a
balanca ou qualquer outro objeto que o professor possa ter i
méio para mostrar as conexoes matemdticas esscneiais ineren-
tes & lei.

Tendo aprendido as duas leis distributivas, as criancas es-
tarao prontas para fazer multiplicacdes como csta :

Base 10 567
] I

porque elas saberdo que 17 vézes algo é 10 vézes fsse algo + 7
vézes aquéle algo, pela sequnda lei distributiva. e que 10 vézes
967 € 0 mesmo que 10 vézes 500 -+ 10 vézes 60 - 10 vézes T,
pela primeira lei distributiva, e, da mesma forma, para 7
‘Ff-‘:zﬂﬂ. O padriao da multiplicacio, entao, se tornari claro. O
leitor pode imaginar que chegamos ao fim das dificuldades
referentes & multiplicacio. Infelizmente nio é assim Ha difi-
culdades na multiplicaciio, digamos, por 30. Se uma erianca
souber, realmente, multiplicar por 30, entio — o que julgamos
agora que ela sabe — serd capaz de multipliear por 37. O que
hii de especial na multiplicacdio por 307 O leitor deverd ima-
ginar uma crianca se confrontando. pela primeira vez, ecom o
problema de saber quanto é

a6T
X a7

—

Pode multiplicar por 7. Entdo, se v@
e.?;iio de 30 vézes 7. £ realmente um
vézes 7. Seria muito pior e fossem 9
a t:amfa se torna mais fiei
tativa e inverter o ordem, M
quanto € 7 X 307 £ l6gico q

frente a uma multipli-
a tarefa enorme ter 30
; 0 ou 500, Téenicamente,
¢ a erianga pensar na lei eomun.
48, mesmo assim, como pode saber
1€, agora, pode usar os primeiros

*

-
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prineipios e somar 30 sete vézes, Na verdade, é o que fazem
as muitas que pensam na inversio da ordem. Nio tém oulra
escolha, a nio ser que trabalhem de cor, uma ves (que, para
fazer isso de outro qualquer modo, terio de compreender que

1 xal=T X (3 X 10) = (7T X 3) X 10 21 X 10 = 210

¢ elas ndo sio capazes de passar da segunda forma para a
terceira, porquanto ndo c¢onhceem a lei associative de multivli-
cagao, isto ¢, que, para trés ntmeros A, 13, ¢

(A XB)XC(C A X (B (

De fato, se souberem essa lei, ndo precisario inverter a mul-
tiplicaciio, mas podem dizer

B0 XT=(10X3) X7=10X (3 X7) =10X 21 =210

Pode-se concluir que, antes das criancas poderem p: reeptiva-
mente multiplicar um nimero composto geral por outro, tém
de saber as duas formas da lei distributiva ¢ da lei assoeciati
va: ¢ a lel comutativa ¢, cerlamente, um grande auxilio.

Para dar as criancas experiéncias das quais possam per-
ceber a lei assoeciativa, o melhor a fazer talver s 14 dar-lhes
nameros que se decomponham em trés fatores primos, como
30 ou 42, e fazé-las construir uma casa com 30 ou 42 pcquenas
unidades, de todos os modos que puderem, Depois poedemos pe
dir-lhes que registrem o nimero de paredes que eonstruiram,
0 namero de térres em cada parede e o ntimero de unidades em
cada torre; e também o nmero de camadas que construiram, o
namero de linhas em cada eamada ¢ o ntimero de unidades cni
cada linha, B melhor repetir o exercicio com aloum outro ma-
terial. Tisses jogos siio também jogos estruturados para a des-
coberta da medida de volume. Se as erianeas realmente soube
rem o que ¢ a multiplicacio (em vez de Apenas sercm ceapazes
de recitar suas tabuadas), nao levario muito tempo para des-
cobrir a lei associativa por meio das experiéncias da espéeie
sugerida.

O que foi dito podera ter dado uma idéia dos modos
pelos quais os quatro principios do iltimo eapitulo podem ser
postos em pritica durante uma aula de Aritmética. Nio se
pode dizer muito seguidamente, contudo, que: a novidade da
orienta¢io ndo consiste no uso de qualquer aparvellio cspecial,

-
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mas uma atitude modificada c¢m relagiio as eriancas que estio
aprendendo. Uma atitude de humildade, ou até l;lﬂ' admiracdo,
face a um ato de criaciio por uma crianga, € necessaria por parte
do professor. HA uma grande diferenga entre ensinar criangas
e ajudd-las a aprender. Podemos estar certos de que, se puser-
mos fodos os tijolos em frente delas, construirdo, nio s6 sua
Matemética, com os tijolos de madeira, mas, em seus cérebros,
uma Mateméitica verdadeiramente abstrata, apesar de pessoal,
por meio de tijolos mentais que confeccionaram para clas
mesmas, durante o brinquedo,

CONCEITOS ALGEBRICOS ELEMENTARES

Nio ha razio, hoje, para qualquer tentativa de separar dife-
rentes ramos da Matematica, tais como Aritmética ¢ Algebra;
hi tanta conexao entre éles que ¢é impossivel falar sbre um
déles sem aprescntar alguns dos outros. A sugestio de que
alguns fatos algébricos devem ser conhecidos antes de certas
operacgées aritméticas serem verdadeiramente dominadas pode
parecer revolucioniria. Mas os professires sensiveis as exigén-
cias do aprendizado de eriancas sempre tentaram alguma forma
de esclarecimento de coneeitos subjacentes, antes de inieiar um
novo processo. Quero apenas sugerir que esses esclarecimentos
sejam colocados em uma base apropriada, e organizados em
conjuntos de experiéneias, das quais as erianeas possam extrair
a informacdo algébrica necessiria ao desenvolvimento de sua
Aritmética. Ndo hi estrita necessidade no simbolismo de forma
aleébrica; quando os coneeitos correspondentes forem realmen-
te apreendidos, uma forma de simbolizi-los niio s6 serd possivel
como serd pedida pelas eriancas. Assim, a Algebra apareceri
como uma parte natural da experifneia matemdtiea, e serd
enxertada no edificio matematico das criancas.

Imaginemos uma primeira aula de Algebra convencional,
em uma escola secundaria, ¢ uma rl'i.:l'.'j;] que nao t nha tido
nenhuma experiénein algébrica anterior, Os AA ¢ os BB que
silo eseritos no quadro se tornario cada vez mais confusos,
particularmente quando lhe dizem que essas letras sio real-
mente nimeros. Quando ela perguntia por que s¢ parecem tan-
to com letras, na melhor das hipdteses receberia uma explicacio
de que uma letra é usada porque poderia ser qualquer niimero,
ou um nimero desconhecido; mas, na pior das hipéteses, dir-lhe-
-0 para niio fazer perguntas est(pidas. No primeiro easo, ela
nio conseguird compreender por que, se podia ser qualquer
niimero, o professor niio esereve qualquer ntumero. Afinal, se-
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