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Prefacio

Mais um livro de Geometria(s) !!!!

A um olhar menos atento, talvez este material pareca
ser apenas isto. Para quem conhece a professora estela Kaufman
fainguelernt ou é um pesquisador em Historia da educagdo
Matemitica este livro é muito mais. E uma forma de se ter flashes
da histéria do ensino das Geometrias apds os anos 60.

Marcelo nos traz sugestdes pincadas da vida profissional
de uma pessoa que desde 1955, da aulas de Matemadtica a geragdes.
faz consideragdes sobre o que nos trouxe e, por fim, nos leva a
pensar em qual € a esséncia de nosso trabalho com a Matematica
em geral, e em particular com a Geometria.

Que seja util a todos que consigam acessar este
despretensioso, mas significativo trabalho. Util ndo s6 em suas
priticas, mas para melhor valorizar seu percurso como pessoas
que produzem no presente as marcas que ficardo de nossa cultura
escolar.

obrigada, Marcelo, por sua colaboracio ao LaPHeM.

Lucia Maria Aversa Villela
fevereiro de 2012.
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Apresentacao

As propostas aqui apresentadas originaram-se em algum
aspecto, em momentos da vida profissional de um professora que
declaradamente sempre se disse apaixonada pelas Geometrias.

Na quase totalidade, o material teve como base
documentos do seu acervo — o Arquivo Pessoal de estela Kaufman
fainguelernt (APeKf) — que foi sendo organizado ao longo da
minha pesquisa de Mestrado. em alguns casos estas atividades
foram adaptadas, reescritas ou aprofundadas.

o objetivo desta coletanea é oferecer apoio aos colegas,
que também s3o professores de Matematica, que buscam
atividades “diferentes” relacionadas ao ensino de Geometria.
cabe ressaltar que a sequénciadas atividades aqui elencadas ndo
segue a nenhum grau de escolaridade e podem ser desdobradas
em novas exploracdes, de acordo com o nivel do grupo a que serdo
aplicadas.






Atividades Propostas

As cinco primeiras atividades foram retiradas de
cartazes com a propria letra da professora estela. elas exploram a
visualizagdo e propriedades de triangulos e quadrados e, segundo
ela foram produzidas e aplicadas durante o periodo em que esta
atuou junto ao projeto Laboratério de curriculos da Secretaria
estadual de educacdo e cultura (governo do rio de Janeiro).
em oficinas aplicadas aos professores, durante o meu periodo de
estagio surpervisionado, pude observar a desenvoltura da forma
que conseguiam ou hao para resolver a atividade. foi unanime
o comentirio sobre a importincia deste tipo de atividade para
incentivar os alunos a explorar o seu campo visual e, principalmente
desafia-los.

Para explicar a parte ligada a Geometria Plana e
Tridimensional, a atividade ‘“Visualizando as paralelas” faz com
que o aluno saiba distinguir conceitualmente e visualmente a
ideia de paralelismo. esta atividade também foi retirada do livro
“reformulacdo de curriculos - Matematica 5.* a 8. séries”, de
1982, do mesmo Laboratoério de curriculos citado anteriormente,
periodo em que a professora estela ali trabalhou. Muitas vezes
ainda nos deparamos com a concep¢ao e definicdo de que duas
retas sdo paralelas quando ndo possuem ponto em comum (ou
ndo se interceptam). € como ficam as retas reversas?

com o intuito de explorar os conceitos geométricos
— poligono e seus principais elementos, comprimento e suas
medidas, 4rea e superficie — temos as atividade “construindo
e visualizando quadrados” e “Simetria no quadrado”. Nelas ¢é
possivel explorar, de forma mais ludica, os principais conceitos da
Geometria. Principalmente, retificar conceitos elaborados em anos
anteriores, como por exemplo, a diferenca entre 4rea e superficie.
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com a experiéncia em sala, percebe-se que os livros didaticos nao
diferenciam os conceitos de superficie (aqui considerada como
uma regido limitada em wuma superficie) e de darea, tomando-os
como sindnimo. Para medirmos a grandeza superficie escolhemos

uma unidade para fazé-lo. A quantidade de vezes que esta unidade

couber na superficie serd a area da superficie.

Dependendo da unidade de 4rea escolhida,a medida de
uma mesma superficie variard, isto €, uma mesma superficie pode
ter varias 4reas.

Ja& em “construindo Padrbes”, podemos fazer com que
os alunos verifiquem diversas representacdes construidas e suas
naturezas, possam fazer surgir até composicoes que envolvam
translacOes e rotacdes. em seguida, com énfase na popularidade
do artista escher, cujas obras foram expostas hd pouco tempo
no Brasil, podemos criar figuras com recursos da Geometria das
transformacgdes (no plano). cabe ressaltar que esta atividade ao ser
aplicada aos professores, foia que mais “mexeu” com o interesse
do grupo, pois ficaram mais deslumbrados e desafiados a criarem
novas formas.

Por meio da atividade ‘“Trioto”, achada em uma folha
timbrada da Universidade Santa Ursula, exploramos as figuras
geométricas e propriedades envolvidas nessa composicdo. A
principio, o aluno acha que é um Tangram, mas depois percebe
que a construcdo tem oito figuras geométricas de mesma natureza,
porém de formas distintas. No caso, oito tridangulos, por isso
chamado de Trioto. interessa explorar a proporcionalidade entre
eles e a possibilidade de construir outros poligonos com esses
triangulos.
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Para sinalizar uma etapa de vida em que a professora
estela estave junto aos professores de Matemdtica no colégio
Liessin, a atividade “Semelhanca nos tridngulos retangulos” € um
exemplo de atividade que fazcom que o alunovenhaa concluir
as relagdes métricas no tridngulo retangulo. A maioria dos livros
didaticos pouco explora o como se estabelecem estas relagoes.

em seguida, em “outras razdes”’,de uma forma ludica,
introduzimos os conceitos das principiais razdes trigonométricas
(seno, cosseno e tangente).

A atividade ‘“retas paralelas e transversais” explora o
conceito de paralelismo entre duas retas, teoremade Thales e as
propriedades dos quadriléteros.

em continuagdo a sua trajetoria, a professora tem investido
na aplicacdo da Matematica a Arte. As atividades selecionadas desta
fase de sua producdo sdo: “Geometrias na obra de Luiz Sacilotto”,
“Malha triangular”, “Arte e Geometria de Lygia clark” e “os
retangulos de Piet Mondrian”. Nelas, observam-se atividades ndo
comuns aos livros didaticos, pois relacionam varios conteudos
geométricos as produgdes dos citados artistas plasticos.

em “intersecOes e Superficies” mais uma vez explora-
se a diferenca entre area e superficie, anteriormente explicada.
esta atividade também foi achada em uma folha timbrada da
Universidade Santa Ursula, e segundo depoimento da minha
orientadora, que fazia parte do Grupo de estudos e Pesquisas em
educacdo Matematica (GePeM) nesta época, fora elaborada para
um concurso. Na aplicacdo com os professores € muito frequente
a busca de solucdes via um grande cdlculo algébrico e ndo por
meio de uma simples rotagao.
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A ultima atividade aplicada foi adaptada de um dos
livros produzidos pelo Laboratério de curriculos, aqui citado
anteriormente. A principio parece ser facil, porém muitas vezes
confunde o aluno, e, se aplicada ao ensino médio, pode se
desdobrar no célculo de volumes de objetos até entdo dificeis
como, por exemplo, uma batata.
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Retirando Palito

com 12 palitos de fosforo foi criada a figura 1. reproduza-a
e depois retire dois palitos para formar dois quadrados.

Figura 1. Arquivo pessoal da Profa. Dra. Estela Kaufman Fainguelernt poster n° 1

Esta atividade e as quatro que se seguem foram adaptadas a partir
de cartazes existentes no APEKF: estavam numeradas numa sequéncia a
qual obedeci, embora as tenha desdobrado em novos itens.

Nas trés primeiras propostas, explora-se a visualizacdo e
propriedades dos quadrados. As duas outras, envolvem a construcdo de
tridngulos.

Busque, junto a turma, se é vidvel mais de uma solugdo para cada
uma das situagoes.

Lembre-lhes que os palitos representam “lados” das figuras, embora
ndo o sejam na realidade. Lembre-lhes também de que o comprimento do
palito ndo é exatamente o dos lados das figuras a serem construidas.

Dependendo do nivel de seus alunos, levante questoes como: o que
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caracteriza um quadrado? O que éum retdngulo? O quadrado também é
um retangulo?

Embora possa citar divergéncias que existem com relagdo as
classificacoes sobre os quadrildteros, o professor precisa se posicionar em
relacdo a estas definicoes: atualmente, a corrente mais aceita define o
retdngulo como sendo o quadrildtero que possui os quatro dngulos retos,
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Mexendo Palitos e Visualizando Quadrados 1

A cada nova etapa da atividade, reproduza a figura 2, que
foi construida com doze palitos de fosforo.

a) retire quatro palitos para formar dois quadrados.
b) Mexa quatro palitos para formar dois quadrados.

¢) Mexa quatro palitos para formar trés quadrados.

Figura 2. Arquivo pessoal da

Mais uma vez, explorar a visualizacdo e propriedades dos
quadrados.

Embora parecida, houve uma mudanca de acoes entre a atividade
anterior e esta: aqui, em um momento, é possivel retirar palitos e em outro,
apenas mexé-los.
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Mexendo Palitos e Visualizando Quadrados 2

A cada nova etapa da atividade, reproduza a figura 3, que
foi construida com doze palitos de fésforo.

a) Mexa trés palitos para obter trés quadrados.

b) Mexa em dois fosforos paraformar trés quadrados grandes e
quatro pequenos.

Figura 3. Arquivo pessoal da Profa. Dra. Estela Kaufman Fainguelernt poster n° 1

O grau de complexidade desta terceira proposta, principalmente o
segundo item, é bem maior do que o das anteriores.
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Acrescentando Palitos e Visualizando
Triangulos

com seis palitos foi formado o tridngulo equildtero da
figura 4, acrescente-lhes trés palitos para formar cinco tridngulos
equiléteros: quatro pequenos € um grande.

Figura 4. Arquivo pessoal da Profa. Dra. Estela Kaufman Fainguelernt poster n° 6

Explore a logica e visualizacdo dos tridngulos equildteros.

Aqui estd uma boa oportunidade para se debater sobre o que
caracteriza o tridngulo equildtero. Que outros tipos de tridngulos os alunos
conhecem?
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Mexendo Palitos e Visualizando
Triangulos

com doze palitos foram formados quatro tridngulos
equilateros, conforme indica a figura 5.

Mexa em quatro fosforos de modo a formar seis tridngulos
equilateros.

Figura 5. Arquivo pessoal da Profa. Dra. Estela Kaufman Fainguelernt poster n° 5

Questione se hd uma tinica solucdo.

Descubra a visualizacdo, propriedades e construgdo de um
hexdgono regular mediamte a jungdo de seis tridngulos equildteros.

Topicos a serem levantados com os alunos: o que é um poligono?
Quando é que um poligono é regular?
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Visualizando as Paralelas

observe a figura 6.

a) Ao visualizar esta figura apenas num plano, pinte com um l4pis
vermelho as retas que sdo paralelas a que contém o segmento
AB.

b) Agora com um lapis verde, visualize esta figura num plano
tridimensional e pinte as retas que sejam paralelas a que
contém o segmento AB.

AB
Figura 6. Modificado da SEC-RJ 1982 - Acervo APEKF 1460 cx. 31

Esta atividade explora fortemente a visualizacdo no plano e no
espaco tridimensional. E possivel levantar caracteristicas que nos facam
distinguir retas de segmentos de reta, bem como as retas paralelas das que
ndo o sdo, no plano e no espaco tridimensional.
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Construindo e Visualizando Quadrados

forme cinco quadrados com apenas doze palitos de
fosforo.

Se esta atividade ndo tiver
sido precedida das anteriores,
certamente ocorrerdo tentativas
de construcdo, e é nesta hora
que o professor terd de conduzir
o debate, para que sejam
analisadas as solugoes. Hd uma
inica forma de se construir
estes cinco quadrados? Todos
os quadrados possuem lados de
mesmo tamanho? De que forma Figura7. Foto e Criacdo do Autor
foi dividido o quadrado maior
em quadrados menores?

Provavelmente, a solugdo encontrada apos a discussdo serd a que
segue na figura 7.

Este momento abrird espago para que se revejam Vdrios termos e
conceitos geométricos, como no Quadro 1:
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Quadro 1. Especifica os contéudos e os pontos a relembrar com

os alunos

Conteado Pontos a Relembrar com o Aluno

Reta, segmento de reta

Elementos de um
poligono

Medidas e unidades de
comprimento

Perimetro

Quantos cabem?

Reta — nao possui nem inicio nem fim

Segmento de reta — parte da reta que possui extremos
(Nesta atividade, cada palito representa visualmente
um segmento de reta).

Lado, vértice e angulo — como a atividade ¢€
desenvolvida em um nivel intuitivo, vale observar
estes conceitos de forma correta, mas sem
preciosismos matematicos.

Para medirmos grandezas, sao escolhidas unidades.
Pode-se medir a grandeza comprimento com a
unidade “palito de fosforo” (1uc) e a quantidade de
“palitos” com que se construiu o lado sera a medida
do seu comprimento. Exemplo: o quadrado grande,
cujo lado é formado por dois palitos, medira 2uc.

Perimetro - soma de todas as medidas dos lados
de um poligono (no caso particular do quadrado, o
perimetro sera o quadruplo da medida de seu lado).

Considere que o comprimento de cada palito
corresponde a uma unidade de comprimento (1 uc)

e que amedida da superficie de cada quadradinho
formado por quatro palitos seja uma unidade de area
(1 ua). Responda:

Quantas vezes o quadrado pequeno cabe no
quadrado grande? Quantas vezes o quadrado
grande cabe no quadrado pequeno? Normalmente
esta segunda pergunta causa estranheza, pois os
alunos afirmam logo que nio cabe, esquecendo-
se que o ‘“caber” nao implica necessariamente
em caber um niimero inteiro de vezes!
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Como na linguagem usual, os livros nao diferenciam

as palavras superficie e area, tomando-as como
sindnimos, cabe discutir as concepcoes matematicas

ali envolvidas.

Para medirmos a grandeza superficie, escolhemos
uma unidade para fazé-lo. A quantidade de vezes
que esta unidade couber na superficie sera a area da
superficie. Exemplo: se escolhermos como unidade
e area de area (1 uwa)a medida da superficie do quadrado
pequeno, cujo lado possui um palito de comprimento,
entiio esta medida cabera quatro vezes na superficie
do quadrado grande (cujo lado tem comprimento
igual a dois palitos de fosforo) e, portanto, a sua
superficie tera 4 ua.

Superficie

Dependendo da unidade de area escolhida, a medida
de uma mesma superficie vai variar, isto €, uma
mesma superficie pode ter varias areas.

A congruéncia é um caso particular de semelhanca,
quando a razio de semelhanca € igual a um, ou seja,
toda figura congruente é semelhante, porém nem

Semelhanca e toda figura semelhante é congruente.
congruéncia de formas
geométricas Exemplo: dos quadrados pequenos formamos

tridngulos semelhantes e congruentes. Quanto
aos tridngulos menores e aos maiores, siao apenas
semelhantes.

Os quadrados de mesmo perimetro possuem, de dois em dois, pelo
menos um lado em comum? Lembretes ao professor (quadro 2)

Quadro 2. Especifica oscontéudos e os pontos arelembrar com
os alunos

Conteudo Pontos a Relembrar com o Aluno

Segmentos Segmentos consecutivos sio 0s que possuem um
consecutivos e extremo em comum. Serao adjacentes quando, além
segmentos adjacentes de consecutivos, forem também colineares.
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Simetria no Quadrado

considerados os quatro quadrados de mesma drea, e com
apenas mais quatro palitos, de que forma podemos dividi-los para
que possamos obter todos os triangulos congruentes?

ke

e b-——....-

Figura 8. Foto e Criacido do Autor

a) Quantos tridngulos foram obtidos? Explorar a visualizacdo e
percepcdo do aluno.

b) construa uma representacdao no papel para a atividade feita.

Ao levarmos o aluno a representar no papel, o obrigamos a ter
outra percep¢do do que construiu com o material que manipulou.

25



Lembretes ao professor

Quadro 3. Especifica oscontéudos e os pontos arelembrar com
os alunos

Conteudo Pontos a Relembrar com o Aluno

O palito que dividira os quadrados menores
representara, apesar de seu tamanho ser efetivamente
menor do que a diagonal do quadrado, a divisdo de
suas areas.

Diagonal
Explore o conceito de diagonal, e a partir do que ja

foi falado sobre medida de comprimento do palito,
levante a questao sobre otamanho da diagonal. A
medida da diagonal é igual ao tamanho do palito?

Explore a ideia de espelho, e alerte que na construcao
inicial do quadrado maior havia dois eixos de

Eixo de simetria simetria, porém ao colocar mais quatro palitos, as
diagonais do quadrado maior constituem-se em mais
dois eixos de simetria.
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Construindo Padroes

construir ornamentos a partir de um padrio dado, de
maneira que dois cartdes sempre tenham pelo menos um lado
inteiro em comum (figura 9)

Figura 9. Criacao do Autor

O trabalho serd realizado em grupo. Deveremos entregar a cada
equipe uma folha com quatro cartoes, e pedir que os recortem, seguindo a
borda pontilhado.

Figura 9a. Criacdo do Autor
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Levar os grupos a reproduzirem em uma folha de papel os padroes
criados.

Na etapa seguinte, depois de afixarem estas folhas em um painel,
levd-los a observar a variedade de padroes construidos, para discutir
natureza geométrica dos movimentos utilizados.

Observemos que surgirdo padroes ao se utilizar apenas translacoes
e ou rotagoes (180°).

Cabe lembrar que uma transformagdo em que a figura muda de
lugar, desloca-se segundo uma direcdo, é uma translacdo. Uma transformagdo
do plano, na qual o transformado é uma figura congruente a figura inicial,

é chamada de isometria.

Os padroes foram construidos por meio de translagoes.

28



Transformando e Criando

o artista grafico holand€s escher (1898-1972) foi um
dos maiores representantes no mundo das artes. empregou a
matematica como base na maioria das suas obras, mesmo sem que
tivesse consciéncia disso.

“E esquisito que eu pareca abordar teorias
matematicas, sem que eu proprio as conheca”

M. c. escher (http://www.mcescher.com)

escher usou transformacdes geométricas ao fazer suas
criacdes. Vejamos um exemplo na figura 10.

fonte: http://www.pleacher.com/mp/mlessons/calculus/escher.html
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Observe com seus alunos que Escher ao construir a ilustracdo
acima utilizou apenas translacoes. Ressalte que o recurso aqui empregado
pelo artista também foi aplicado por alunos na atividade anterior.

Vamos agora mostrar 0s recursos possiveis de serem
utilizados para construcao de padrdes. Vejaa sequénciade figuras
e perceba os movimentos realizados.

Utilizamos dois retangulos congruentes (Desenho B).
em cada um deles, fizemos um corte dividindo-o em duas regides
(Desenho A e B).

Bigurdd A Desenho B Desenho C Figura 2 Figura 3

em cada um dos retangulos cortados, foi feita uma
translacdo (figura D e e).

BagHiRD
PhserhS E
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Observe que, apesar das translacoes feitas, o valor da superficie
ndo se altera.

Utilizamos as pecas de um dos retangulos para transladar para
encaixar junto as pecas do outro retdngulo, e desse modo, conseguimos formar
o nosso padrdo. (figuras G e H)

Des@ignFaQ’f:senho G
Figura 7

Deschitguma 8

com um encaixe entre nossos padrOes, construimos a
figura H.
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Serd que com estes padrOes, repetidos indefinidamente,
conseguimos pavimentar todo um plano?

Agora, aproveite os retangulos dados e crie, através de
translacOes, uma figura.

E interessante o professor alertar o aluno de que as formas criadas
a partir dessas transformacoes geométricas tém a mesma drea, mas as formas
e, portanto, as superficies delimitadas pelos contornos sdo diferentes.
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Trioto

A figura abaixo representa o trioto. como indica 0 nome
¢ constituido de oito triangulos.

BEE -

H IMJF

ALGKD

Figura 11. Adaptado do EPEKF, doc , s/data

a) entregar uma folha de papel A4 para cada aluno.

b) Pedir que a dobre de modo a obter o maior quadrado possivel.
certamente, “sobrard” uma parte da folha.
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Debater sobre o processo utilizado para a obtengdo deste quadrado:

alguém utilizou um processo diferente?

c¢) Mediante a dobradura, com o quadrado formado, descobrir os
pontos médios dos lados desse quadrado.

Discutir a forma utilizada para achar os pontos médios.

d) Vincar uma dobra, de modo a obter um segmento de reta, em
que um dos extremos € o ponto médio de um dos lados do

quadrado (ponto e) e o outro, um dos vértices sobre o lado
oposto ao que contém o ponto médio. com um lépis, tragar o

segmento obtido

BEEC -

AGD

e) repetir o processo, a fim de tracar o segmento que unird o
ponto médio escolhido ao outro vértice do lado oposto.
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BEE -

ALGKD

Explorar a construcdo do tridngulo egiiildtero formado.

f) Vincar o quadrado, a partir dos pontos médios H e f, de forma
a construir um outro quadrado inscrito no triangulo equilatero
formado anteriormente. Tracar o quadrado desenvolvido.

BEEC - BEE -«

H 1 'F H 1JF

ALGKD ALGKD
Aproveitar a dobradura no eixo de simetria horizontal para tracar
o lado de cima do quadrado. As partes latenadk ( ) podem ser tracadas

por meio de dobraduras. Observe que oAfio ficou dividido em quatro
partes iguais
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g) com o quadrado menor repetiremos o processo realizado
com O maior. emyJ marcaremos M, seu ponto médio.
Vincaremos e tracaremos os segmentos de radi MK e
que tém extremidades no ponto médio do quadrado menor
(M) e cada vértice da base do quadrado (A e D).

BEE -

H IMIF

ALGKD

Discutir as diferentes formas geométricas visualizadas a partir da
construgdo do trioto.

h) construido o trioto, vamos cortd-lo, desmontando-o em
suas diferentes partes. Qual € a natureza de cada um destes
poligonos?

Explorar os oitos tridngulos formados, suas propriedades e
natureza.

1) estes triangulos sdo semelhantes? colorir com a mesma cor
os tridngulos que possuem semelhanca da seguinte maneira:
verde — os de maior superficie, vermelho — os de menor, e azul
os demais.
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Figura 12. Criacao do Autor

Ao discutir o conceito de semelhanca, é preciso esclarecer
imprecisoes que vém da linguagem cotidiana. E preciso que se Vverifique se
a proporcionalidade entre as medidas ocorre em todas as grandezas. Um
exemplo jd bem divulgado, e que ressalta esta imprecisdo, é quando dizemos
que as garrafas de dois refrigerantes (uma de 600 ml e outra de 2 litros) sdo
“semelhantes”, o que ndo ¢é verdade, uma vezque, dentre outras medidas
que ndo atendem a proporcionalidade, ambas as garrafas possuem uma
mesma “tampa’.

])) Vamos agora observar cada tipo de triangulo e ver quantas
vezes cada um destes cabe-nos outros:

Quantas vezes o tridngulo:
vermelho cabe no azul?
vermelho cabe no verde?
azul cabe no amarelo?
verde cabe no vermelho?

verde cabe no azul?

azul cabe no vermelho?
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Discutir o conceito de “quantos cabe” e, principalmente, ressaltar
quando for do maior para o menor. Hd uma ideia disseminada de que
“caber” é s6 quando a figura couber um niuimero inteiro de vezes. Como
exemplo, podemos afirmar que a peca azul cabe duas vezes na verde e que
esta, por sua vez, cabe meia ( 1 ou 0,5) vez na superficie azul.

2

k) com os resultados obtidos podemos montar a seguinte
tabela.

Vermelho Azul Azul
Vermelho

Azul

Azul

1) Utilizando duas ou mais pecas, € possivel formar outras figuras
geométricas? Quais?

Explore a criatividade dos alunos quanto a formacdo de quadrados,
retangulos, losangos, paralelogramos e trapézios.

Aproveite para ressaltar que, neste caso, é possivel obter-se losangos
que ndo sejam quadrados, bem como retdngulos que ndo sdo quadrados.
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Caso considere ser pertinente, promova o debate sobre a classificacdo
de tridngulos e quadrildteros:

Quadro 4. Triangulos

Quanto a medida dos lados Quanto a medida dos angulos

Possui os trés dngulos
agudos (menores do

escalenos Os trés lgdos
que 90 o)

. possuem ..
Medidas diffrentes acutangulos

Possui apenas dois
isosceles lados congruentes (com retangulos Possu(ii um, %gugo reto
a mesma medida) £ ’

Possui um angulo
obtuso (maior do que

equilateros Possuli todos 0s s
ad
90 ).

eus R
0s congruentes obtusangulos

Quadrilateros
Quadrilatero .
alquer Trapézios
qualq Paralelogramos Apenas um par de lados
Doispares de lados parale los
par ale los
Paralelogramo Retangulo Losango Trapézio
qualquer Possui osquatro angulos Possui os quatro lados qualquer
cong ruente S con gr ue nt es

Trapézio retangulo

Possui dois angulosretos

Trapézio Isésceles
Seus lados ndo paralelos sdo

con gr ue nt es

Figura 11. Quadrilateros
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Semelhancas no Triangulo Retangulo

Pegue uma folha de papel:

a) Divida-a em dois tridngulos retangulos e recorte-os.

b) em um deles, trace a altura relativa a hipotenusa.

c) Divida-o em dois outros, e recorte-os pela altura tracada.
d) classifique-os quanto aos angulos:

e) em cada um dos trés triangulos abaixo, identifique os angulos
congruentes, pintando-os da mesma cor:

123 3 3 2 1

Figura I Figura II Figura IIT

f) coloque sobre sua carteira os tridngulos que vocé cortou, do
mesmo modo que na figura i.
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g) Numere os tridngulos e nomeie seus elementos, de acordo
com a figura 1.

h) Nessas condi¢des, qual a posi¢do relativa das hipotenusas de
medidas a, b, ec, respectivamente?

1) Podemos afirmar que os tridngulos sdo semelhantes?
Justifique.

]) coloque, agora, os triangulos recortados do mesmo modo que
na figura i1.

k) Nomeie seus elementos como na figura ii.

1) Qual a posicdo relativa dos segmentos de medidashec ?
Justifique.

m) Mude a posicdo dos tridngulos recortados, arranje-os do
mesmo modo que na figura iii.

n) Qual a posicio dos segmentos de medidas b, me h?
Justifique.

o) Sabendo que os triangulos retangulos 1 e 2 sdo semelhantes,
complete:

elementos do triangulo 1: c =n =h

elementos do triangulo 2:

p) Do item anterior, concluimos que:

q) Sabendo que os triangulos retangulos 2e 3 sdo semelhantes,
complete:
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elementos do triangulo 2: b =h = m

elementos do tridngulo 3:

r) Do item anterior, concluimos que:
a.h=
b:=
h.b=

s) Sabendo que os tridngulos retingulos1 e 3 sdo semelhantes,
complete:

elementos do triangulo 1: c =n =h

elementos do tridngulo 3:

t) Do item anterior, concluimos que:

Liste todas as relacdes métricas possiveis de serem obtidas
com os triangulos 1, 2 e 3 desta atividade:

a0 f)
b g)
o h
d) )
e) i)
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Outras Razoes

com a folha de papel A4 que vocé recebeu, faca uma
dobradura de modo a vincar duas retas que se cortam em um
ponto: chamemos a este ponto de A. A partir do ponto A, destaque
as semirretas que formam o menor dos angulos. chame-o de a.

escolha um dos lados deste angulo e, por meio de
dobradura, marque uma reta perpendicular ao lado selecionado.
esta reta corta os lados do angulo tragcado em dois pontos, formando
outro segmento de reta. chamemos a este segmento de  Bc.

a) este segmento corta perpendicularmente:

a semirreta que constitui o lado do angulo que vocé
escolheu?

a outra semirreta que compoe o angulo a?
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b) Qual a natureza do triAngulo ABc que vocé€ acabou de
construir?

c) considere o angulo a e indique a razdo entre:

o cateto oposto (em frente) ao angulo marcado e a hipotenusa
do triangulo.

o cateto adjacente (do lado) ao referido angulo e a hipotenusa
do tridngulo.

o cateto oposto ao angulo a e o cateto adjacente a este angulo.

Veja o Quadro 1, na proxima pigina

Da mesma forma que vocé marcou o segmento Bc,
marque dois outros vincos também perpendiculares a primeira
semirreta escolhida. chame-os respectivamente De e {G.

d) os segmentos De e fG sdo paralelos a Bc? Por qué?

e) os tridangulos ADe e AfG sdo da mesma natureza do tridngulo
ABc?

f) estes trés triangulos sdao semelhantes? Por qué?

g) oque acontecerd se voc€, com os trés triangulos, estabelecer
novamente as razdes entre o cateto oposto ao angulo e a
hipotenusa?
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Quadro 1 -

Estas razoes recebem nomes especiais:

* 4 primeira, isto &, a razdo entre o cateto posicionado
em frente ao angulo e a hipotenusa do tridngulo

chamamos de  seno deste angulo (sen a).

* 2 segunda razdo, estabelecida entre o -cateto
posicionado ao lado do angulo (ou cateto adjacente
ao angulo)ea hipotenusa, chamamos de cosseno

deste angulo  (cos a).

* quanto a terceira das razdes, obtida a partir do cateto

oposto ao anguloe do cateto que lhe ¢& adjacente,

chamamos de  tangente deste dngulo (tg a).

Resumindo:

sena= cateto oposto
hipotenusa

cos a= cateto adjacente
hipotenusa

tga=  cateto oposto
cateto adjacente

essas trés relacdes entre os lados de um triangulo retangulo
sao denominadas razdes trigonométricas e todas dependem do
anguloa. Seus conhecimentos e propriedades sdao utilizados em
diversas atividades, a saber, engenharia, navegacdo, astronomia
arquitetura.
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Retas Paralelas e Transversais

observe a figura 11:

VX m

lo

Figura 13. Adaptado da SEC-RJ 1982 - Acervo APEKF 1460 cx. 31

existem retas paralelas a reta u?
Quais sdo as retas paralelas a reta v? e a reta r?

Podemos afirmar que duas retas que ndo possuem ponto
comum sdo paralelas?

Que tipos de poligono foram construidos com os vértices das
intersecgOes entre as retas dadas?

existem poligonos semelhantes? Quais?
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Geometria na Obra de Luiz Sacilotto

observe a figura 14 - obra do artista plastico Luiz
Sacilotto:

Figura 14. Obra Concrecao 5629 (1956 — éleo sobre tela — 60 x 80 cm)
Fonte: FAINGUELERNT e NUNES, 2011, p.19

considerando as medidas reais do quadro, calcule seu
perimetro e area.

considere o pequeno triangulo equilétero preto (padrao)
do quadro como unidade de medida de é&rea (u.a.) e o lado de
mesmo tridngulo como unidade de medida de comprimento

(u.c.).
a) identifique:
dois tridngulos congruentes;
um hexagono de area igual a 6u.a.

um trapézio.
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outro trapézio semelhante ao anterior.
um tridngulo de 4rea 64u.a.

um paralelogramo que nao seja losango.
um losango de perimetro igual a 8u.c.

um losango de drea igual a 8u.a.

b) Quanto mede cadaum dos angulos internos do trapézio que
voce identificou?

¢) Quanto mede cada um dos angulos internos do paralelogramo
que voce identificou?

d) Qual o perimetro do hexdgono que voc€ identificou? esse
hexagono é regular?

e) Qual a drea do losango que voce€ identificou?

Arte e matematica de maos dada

No APEKF hd alguns exemplos de trabalhos construidos
por alunos a partir de malhas. Prazer em criar, conceitos geométricos,
proporcionalidade, construcdo coletiva, educacdo do olhar... Enfim, hd
também Geometria para além das “formulas” e dos “cdlculos’.
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Malha Triangular

observe a folha com malha triangular.

a) Qual a natureza dos triAngulos desta malha?

b) Aoutilizar apenas as linhas da malha, € possivel construir
um:

retangulo?
Quadrado?
Paralelogramo?
Trapézio?
Losango?
Hexagono?

circulo?

c) Qual o poligono regular, com maior numero de lados,
podemos construir?

d) como no painel encontrado no acervo, crie uma figura
qualquer a partir desta malha.
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e) observe as figuras abaixo, construidas na malha, e diferencie

os poligonos ndo convexos dos convexos.

f) crie um hexdgono convexo € um outro nao convexo que

tenham a mesma area.

Novamente, nesta unidade,

volta-se a sugerir o debate em torno

de ideias como o que é forma? O que é superficie? E drea?

Além disso, o centro da proposta estd em se debater a classificacdo

dos poligonos em geral e,

em particular, dos tipos de quadrildteros.

ponto que normalmente gera polémica na sala de aula é o porqué de o circulo
ndo ser um poligono. Isto forca o grupo a ter clareza nas definicoes que

surgem ao longo do debate.

Outro

Alids, por contadesta precisdo de linguagem é oportuno lembrar

aos colegas que, no tocante a classificacdo dos quadrildteros hd duas correntes.
usada em livros publicados, por exemplo, no Canadd, e que define

Uma,

como paralelogramos os quadrildteros que tém pelo menos um par de lados

paralelos,
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A outra, e a mais utilizada, inclusive no Brasil, e que a professora Estela

segue em suas publicacoes, de que paralelogramos sdo quadrildteros que

tém dois pares de lados paralelos (ver anotacoes na atividade Trioto). Cito

esta divergéncia com relacdo a classificacdo dos quadrildteros, apenas como
um alerta, embora o professor deva optar por aquela a que estd habituado,
mesmo que possa citd-la em determinados niveis de ensino.
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Arte e Geometria de Lygia Clark

d)

Notar a obra da artista Lygia clark:

Figura 14. obra “Plano em superficies moduladas n° 2”.

Fonte: FAINGUELERNT e NUNES, 2009, p.41

A obra é formada somente por quadrilateros. Que quadrilateros
voce identifica?

Determine a medida dos angulos de cada uma das figuras que
aparecem nesse quadro.

Utilize recortes, e demonstre que a darea ocupada por dois
retingulos que aparecem nesse quadro € igual a drea de
qualquer paralelogramo do quadro.

reproduza quatro vezes um dos retangulos que consta do
quadro. No primeiro, trace segmentos, de modo a dividi-lo
em trés tridngulos. No segundo, divida-o em dois trapézios,
no terceiro em um trapézio € um triangulo e no quarto, em
um triangulo e um pentagono.
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e) crie uma obra que utilize somente os quadrilateros que
figuram nesse quadro.

Retome a conversa sobre a classificacdo de quadrildteros. Insista
nas ideias de inclusdo, como “todo quadrado também é um retangulo”,
mas “nem todo retdngulo é um quadrado”, etc.

Em termo de cultura geral hd uma boa chance de buscar
informacoes sobre os movimentos das Artes Pldsticas, Lygia Clark
(1920-1988) e qual foi a sua proposta de trabalho.
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Os Retangulos de Piet Mondrian

o artista Mondrian aprimorou o seu estilo em linhas e
retangulos. Vejamos algumas de suas obras:

Figura 15. Obras de Piet Mondrian — retiradas do Google

estes seus trabalhos influenciaram alguns artistas
plasticos, publicitarios, arquitetos e até estilista. Yves Saint-
Laurent, reconhecido estilista, inventou um vestido nas cores
primérias para homenagear o artista.

a) Quais poligonos o artista utilizou?

b) Aproveitando sua criatividade e baseado nas obras de
Montrian, construa um desenho usando retas paralelas e
perpendiculares.

Estimule seus alunos a trazerem curiosidades sobre a vida e acdo
de Piet Mondrian (1872-1944).
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Usando Espelho

observem a figura abaixo:

P1 P2

R

Figura 16. Adaptadoda SEC-RJ 1982 - Acervo APEKF 1460 cx. 31

coloque um espelho na reta que divide os semiplanos P1
e P2, tente completar a figura do desenho.

Cabe diferenciar a simetria axial e a central. A axial ocorre
quando objetos (ou parte deles) e sua imagem aparecem espelhados um em
relacdo ao outro no que concerne a uma reta dada, a qual se denomina eixo
de simetria.

Simetria central ¢ aquela em que um objeto, ou parte dele, pode
ser girado em relacdo aum ponto fixo, denominado de centro de simetria,
de modo que esse objeto, ou parte dele, coincidam com o outro em um
determinado niimero de vezes.

E importante instigar o aluno quanto a simetria de seu rosto: serd
que existe efetivamente?
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Dobraduras e Transformacoes

com o quadrado recebido em papel, dobre sobre uma de
suas diagonais trés vezes seguidas.

BC BC
AD AD
B B
AD AD

AD
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Ao abrir o papel todo é possivel observar os eixos de
simetria. Vejamos:

BC

AD

observados o0s eixos de simetria, vamos dobrar
novamente, conforme as instrugdes iniciais.

com uma pequena tesoura cortaremos em uma das faces
triangulares um desenho qualquer. como exemplo, cortaremos

(Y1

um z .

Abrindo, teremos:

Nesta atividade poderemos, além de explorar os eixos de simetria,
também perceber as reflexoes.
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Identificar uma Simetria Central

observem o nimero a esquerda do ponto ¢ € 0 nimero a
direita do ponto c. os desenhos foram Adaptado da Sec-rJ 1982
- Acervo APeKf 1460 cx. 31.

0.

a) observem a letra a esquerdadece a direip C.

b. Segundo a mesma regra observada em a e b tracem a
correspondente a letra P.

P .

Os alunos deverdo perceber que, para encontrar o correspondente
a P, deverdo tracar retas que partam de pontos desta figura e que passem por
c: os pontos correspondentes estardo equidistantes de c, a direita de c.
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Transformando o Triangulo

Num papel quadriculado desenhe um poligono
qualquer.

Toma-se um ponto O fora do poligono. Tracam-se semirretas que
partam de cada vértice e passem pelo ponto O.
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em cada semirreta marque outro ponto cuja distancia
até o ponto o seja o dobro da distincia do vértice até o ponto
0. Depois de achar todos ospontos novos, obteremos um novo
poligono.

comparando os poligonos:

a) Quais as relagdes entre os lados do obtido e do original?

b) Podemos garantir que o poligono obtido € uma ampliacao do
original? Por qué?

Que tipo de transformacdo foi utilizada nesta construcdo?
Manteve-se a forma? E adrea? Alguém lembra de alguma logomarca que
utiliza esses recursos em sua elaboragdo?
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Intersecciao de Superficies

o quadrado pequeno tem 1m de lado e o grande, 1,5m.
este tem um dos vértices no centro do quadrado pequeno. o
lado do quadrado grande corta o lado do pequeno ao terco do seu
comprimento.

AD F

H
Figura 17. Adaptado do Acervo APEKEF, doc, 21012.2, s/data

Qual € amedidadasuperficie da parte comum aos dois
quadrados?

Explore com seus alunos, por exemplo, a conservacdo de drea
que ocorre ao se fazer a rotacdo a partir do ponto E, centro do

aBdmdo
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Trabalhando com Volumes

Apresentar dois recipientes transparentes de mesma
forma e tamanho, que contenham igual quantidade de 4gua, e
pedir que se constate a igualdade entre seus niveis de dgua. Separar
dois copos de requeijao com tampa: um totalmente cheio de dgua,
outro com 4gua até a metade.

colocar o copo que estd pelo meio no recipiente
transparente, pressionando-o (por exemplo, com o dedo), de
modo que permaneca totalmente imerso. Marque o nivel atingido
pela dgua.

Antes de continuarmos a experiéncia, responda:

a) Ao repetirmos o experimento com a imersdao do copo de
requeijao cheio, qual serd o nivel de 4agua a ser alcangado?
ficara igual, mais alto ou mais baixo em relacdio ao nivel de
agua do outro recipiente?

realizemos esta segunda etapa e vamos ver O que
acontecera.

b) o0 que vocé pode concluir com esta atividade?

Como recipientes transparentes de mesma forma e tamanho use,
por exemplo, duas garrafas pet cortadas, embora o ideal seja utilizar algo
como duas provetas, pois apresentam marca¢oes milimétricas.

No exemplo abaixo, usamos apenas uma jarra transparente,
e realizamos o experimento em duas etapas, fazendo marcacdo do nivel
atingido pela dgua ao final da primeira etapa.
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Usamos os copos de requeijdo, ndo com dgua, mas com o proprio
requeijdo. (todas as fotos sdo do acervo do autor)

Cabe ressaltar que estes copos tém o mesmo volume, porém com
massas distintas.

Lembremo-nos de que a causado aumento do nivel da dgua foi
ocasionado pelo mergulho de um mesmo solido, independentemente da sua
massa.

64



Aqui é pertinente que o professor levante o debate em torno de
conceitos tais como:

massa;
volume;

capacidade.

Se necessdrio, solicite a parceria de algum colega da drea de fisica.
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Um Comentario Final

Ao pesquisar o material da professora estela encontrei
uma grande quantidade de materiais relacionados aos contetdos
de Geometria(s). o que apresentei como sugestoes de atividades,
apenas € um estimulo a vocé, colega, a produzir outras tio
instigantes quanto as que aqui estao.

Na maioria, as atividades apresentadas nos remetem a
conceitos basicos das Geometrias euclidianas (plana e espacial) e,
principalmente, a exploragdo da visualizacdo, mas ha outras que
conduzem-nos a Geometria das Transformagdes. em nenhuma
delas foi necessdrio o uso de formulas, pois tudo centrou-se na
necessidade de se dominar conceitos geométricos bdasicos. isto
me fez lembrar uma tirinha de jornal, sem data, que encontrei no
APeKTf, e se a professora estela a guardou durante tanto tempo (e
o amarelado do papel o garante), € porque reflete sua maneira de
pensar.
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Pude perceber que apesar de algumas atividades terem
sido construidas e utilizadas em épocas passadas, ainda hoje, mesmo
aplicando-as a colegas, em encontros de formagdo continuada,
possibilitaram esclarecer muitas duvidas que trazemos de nossa
pratica docente.

Que este material abra outras possibilidades de troca e
nos estimule a trazer, de forma prazerosa, a(s) Geometria(s) de
volta as aulas em todas as séries.
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