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The headlong stream is termed violent
But the river bed hemming it in is
Termed violent by no one.

(Bertolt Brecht, 1930)






RESUMO

O objetivo do trabalho consiste em propor um modelo constitutivo e um
procedimento numérico para a andlise do processo de perda de adesdo
na interface entre os materiais constituintes, sujeita a uma condicdo de
contato unilateral com atrito na interface. O modelo proposto considera
duas varidveis de dano possibilitando ndo s6 a descricdo do modo I de
abertura da trinca na interface mas também o modo II de abertura e sua
interacdo com o modo I no processo de perda de adesdo. Faz-se uso de
um modelo ndo local de dano baseado na teoria de primeiro gradiente.
O modelo proposto foi inteiramente desenvolvido em um contexto da
termodindmica de processos irreversiveis assegurando assim a obtengdo
de um modelo constitutivo consistente termodinamicamente. Para a dis-
cretizag@o do problema proposto foram aplicados o método da diferenga
finita semi-implicito na discretiza¢do do dominio temporal e o método dos
elementos finitos para discretizacdo do dominio espacial. Visando a val-
idacdo do modelo e a identificacdo dos parametros materiais do mesmo,
foram considerados alguns testes experimentais e alguns problemas. O
modelo proposto mostrou ser capaz de reproduzir adequadamente testes
do tipo DCB, que sdo aberturas do tipo modo I puro, com adesivos de
caracteristicas tanto ductil quanto fragil; e ensaios de abertura de trinca
através de flexdo em trés pontos.

Palavras-chave: elementos finitos, mecéinica do dano, dano nio local,
trinca, adesdao, modelo






ABSTRACT

The objective of this work is to propose a constitutive model and a nu-
merical scheme for the analysis of the adherence loss process in the inter-
face of different constituents, subjected to unilateral contact with friction
condition on the interface. The proposed model considers two damage
variables allowing not only mode I crack opening on the interface but
also mode II and their interaction due to the debonding process. The
proposed model employs a non local damage theory based on a gradient
damage approach being entirely developed within the framework of irre-
versible thermodynamics, assuring the development of a consistent ther-
modynamic constitutive model. In the discretization of the problem one
employs a semi-implicit finite difference method with respect to the time
domain and the finite element method with respect to the spatial domain.
In order to validate the proposed constitutive model and identify the asso-
ciated material parameters, one considered some experimental tests and
some proposed problems. The proposed model showed to be capable of
reproducing properly experimental tests of the type DCB, with are related
to mode I of crack opening, using adhesives with characteristic of quasi-
brittle and ductile types, and experiments of crack opening obtained in the
classical three points bending tests.

Keywords: finite element, damage mechanics, damage, non-local, crack,
adhesion, model
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1 INTRODUCAO

A adesdo € um fendmeno bastante presente no cotidiano. Diver-
sos produtos que se utilizam de adesdo entre interfaces materiais nos sao
corriqueiros: o contato de um Band-Aid ® com a pele, a camada de aca-
bamento em um mdével feito de materiais compensados, a colocagdo de
carpet para o revestir um pavimento e até mesmo o esmalte de unha.

Talvez devido a constante presenca nao se observe o real valor do
fendmeno da adesdo, e se esqueca suas aplicagdes tecnoldgicas e estru-
turais: unido de camadas em materiais compdsitos; a colocacdo de apa-
relhos ortoddnticos; revestimento de filmes finos; estruturas do tipo fi-
bra/matriz; estruturas do tipo sanduiche, entre outros.

Assim pode-se afirmar que o estudo de adesao entre interfaces ma-
teriais € de eximio interesse para o meio académico e para a industria.
Métodos de engenharia que permitam compreender melhor o processo de
adesdo em interfaces materiais é, em si, melhorar a propria qualidade e
projeto do que se é capaz de manufaturar.

Neste interim cabe ressaltar a importincia do desenvolvimento de
modelos numéricos para a predi¢do e estudo do comportamento mate-
rial. Diversos problemas, bastante comuns, fazem parte do cotidiano da
drea: problemas de unido de estratos distintos através de material ade-
sivo; relacionamento entre uma matriz e suas inclusdes; escorregamento
e separagdo, tal como a delaminagdo; peeling; entre outros.

Apesar do conhecimento atual sobre o fendmeno ser capaz de for-
necer resultados satisfatorios para situagdes simples, este trabalho pos-
sui como meta aprofundar o conhecimento da 4rea ao propor um modelo
constitutivo e um procedimento numérico para a andlise do processo de
perda de adesdo na interface entre os materiais constituintes; sendo a prin-
cipal natureza dos problemas abordados aqueles que apresentam frontei-
ras bem definidas de interfaces materiais.

Através da Mecanica do Dano este trabalho desenvolverd um mo-
delo de dano ndo local para descolamento de interfaces capaz de descrever
os modos I e II, além do modo misto, de abertura de trinca sujeito a uma
condicdo de contato unilateral e atrito na interface.

Este primeiro capitulo propde-se a elucidar ao leitor conceitos ba-
sicos que serdo utilizados ao longo da dissertagdo, além de apresentar uma
breve revisdo de desenvolvimentos atuais da drea. O capitulo dois faz a
derivagdo das leis constitutivas do modelo adesivo, obtendo-se a formu-
lacdo forte do problema e as restrigcdes impostas pela termodindmica de
processos irreversiveis. O capitulo trés propde os potenciais de energia li-
vre e os pseudo-potenciais de dissipacdo e suas respectivas regulariza¢des

29



30 1 INTRODUCAO

fornecendo assim o conjunto completo de equacdes locais que regem o
fendmeno. O capitulo quatro deriva as formulacdes fracas e efetua a dis-
cretizacdo do problema no dominio temporal através de um método semi-
implicito de diferencas finitas, formula o problema mecanico acoplado e
propde a linearizacgdo para resolucdo do problema ndo linear de desloca-
mento. No capitulo cinco utiliza-se do Método dos Elementos Finitos de
Galerkin para discretizar o problema no dominio espacial e determinar
as contribui¢des dos elementos de linha e dos elementos de volume. No
capitulo seis sdo realizadas as pré-calibragdes, calibragdes e validacdes
do modelo proposto; além da solu¢do de um problema-exemplo do tipo
inclusdo. O capitulo sete traz uma breve revisdo de todas as etapas de re-
alizacdo do trabalho, além de expor e concluir os comentérios a respeito
dos resultados obtidos; finalizando com uma sugestao de trabalhos futuros
a serem realizados.

1.1 MECANICA DO DANO EM MEIOS CONTINUOS

Quando materiais de engenharia estdo sujeitos a situacdes desfa-
voraveis, tais como: trabalho a quente ou frio, variacdes de temperatura,
reacdes quimicas, carregamentos mecanicos ou condi¢des ambientais ad-
versas, defeitos microscopicos ou trincas podem se desenvolver.

O estudo do comportamento de defeitos microscépicos e trincas
dentro de materiais é de sumo interesse para diversas areas, e em especial,
a Engenharia Mecéanica. A capacidade de poder simular as consequén-
cias destes defeitos nos materiais € uma ferramenta de grande valia no
estudo de diversos fendmenos e nos projetos mecanicos. Porém tais de-
feitos ocorrem na micro-escala, inviabilizando sua abordagem direta no
contexto da Mecanica do Continuo.

A Mecénica do Dano surge para preencher este vazio e permitir a
abordagem de fendmenos da micro-escala dentro da visdo macroscdpica
da Mecéanica do Continuo. Aquela ainda fornece rotinas que podem ser
inclusas dentro de procedimentos tradicionais de cdlculo e projeto, tal
como a sua incorporacio em softwares de Elementos Finitos.

Este grande avancgo possibilitado pelo conceito de dano requer so-
mente a introducdo de uma varidvel macroscdpica e da definicdo de leis
que regulem o seu comportamento e evolucdo no contexto desejado.

1.1.1 Conceitos necessarios

O conceito de Volume Representativo do Elemento, ou Represen-
tative Volume Element em ingl€s, permite que materiais anisotropicos a
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nivel microscépico possam - devido a distribuicdo aleatéria do tamanho,
formato e orientacdo de suas fases - ser tratados como homogéneos e iso-
tropicos (KRAJCINOVIC, 1989). A distingdo entre estas escalas torna
implicita a existéncia de um volume que as separa. Este volume define o
menor tamanho deste material para o qual as teorias do continuo ainda sdo
validas, ou seja: (i) na qual o material possua as mesmas caracteristicas
que um corpo de prova e; (ii) na qual os métodos da mecanica do con-
tinuo baseados na média resultem em dados de precisdo aceitdveis. Ou
seja, este volume representativo deve satisfazer duas condigdes opostas:
devem ser grandes o suficiente de forma a conter quantidades estatistica-
mente aceitaveis das fontes de heterogeneidades; e deve ser pequeno de
maneira a0 mapeamento do ponto material possuir significado (KRAJCI-
NOVIC, 1989), (LEMAITRE, 1984).

E geralmente aceito que uma trinca é induzida ou formada por
nucleacdo de micro-cavidades que estdo encerradas numa regido de des-
continuidades ou defeitos. Estes sdo responsdveis ndo somente pelo ini-
cio da trinca e pela falha subsequente, mas também pela deterioragdo ou
dano induzidos, tais como: reducdo da resisténcia e rigidez, estabilidade,
frequéncia, vida residual ou um aumento na tensdo, deformacao, resposta
dindmica ou amortecimento (ZHANG:; CAI, 2010).

O trabalho pioneiro de Kachanov (KACHANOV, 1958), original-
mente tratando de fluéncia, introduziu uma variavel escalar de dano re-
presentada por ¥ e chamada de continuidade, dando inicio a uma série
de progressos na drea que hoje se convencionou chamar de Mecénica do
Dano em Meios Continuos (MDMC). Este conceito permitiu exprimir por
meio de uma média macroscdpica os fendmenos micromecanicos e fisi-
cos que realmente ocorrem. Cerca de quinze anos apds Kachanov, através
de uma pequena mudanga de varidveis D = 1 — y, a varidvel de continui-
dade foi elevada a categoria de varidvel de estado interna do ponto de vista
termodindmico, recebendo o nome de Dano (LEMAITRE, 1996). As va-
ridveis internas sdo tidas como “parametros escondidos”, suplementando
o conjunto de pardmetros termodindmicos, ou seja, das varidveis obser-
vaveis. Durante o intervalo supracitado, a ideia introduzida por Kacha-
nov permaneceu praticamente esquecida, exceto pelo conceito de tensdo
efetiva, até hoje bastante utilizado, criado por Rabotnov (RABOTNOV,
1963). Em suma, a teoria de MDMC ¢€ baseada na termodindmica dos
processos irreversiveis e na teoria das varidveis de estado internas (SIMO;
JU, 1987).

Uma das interpretagdes em termos de pardmetros mecanicos pode
ser dada através da perda de drea ttil. Por defini¢do a varidvel de dano
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D,, sendo Sp a drea danificada e S a drea total, associada a direcdo 7 é

Sp S-S
Dy==3 =",
S S
sendo § a drea liquida ou efetiva da secdio na direcdo 7i. Segundo pode
ser observado na figure 1.1, tal que D,, = O corresponde ao estado ndo

danificado; D, = D., um valor critico, correspondendo a ruptura ou falha
do elemento (CHABOCHE, 1988).

(1.1

Figura 1.1: Redugio de drea titil de um VRE.

Outro trabalho que lancgou ideias que até hoje perduram é o publi-
cado por Lemaitre em 1971, no qual postula o Principio da Equivaléncia
da Deformacdo, apresentado também em seu livro (LEMAITRE, 1996),
observado na Fig. 1.2:

“Qualquer equacdo constitutiva de deformagdo para um
material danificado pode ser derivada da mesma maneira que
para um material virgem (ndo danificado), exceto que a tensdo
tradicional € substituida pela tensdo efetiva.”

E o principio da tensdo efetiva, também enunciado em (CHABO-
CHE, 1988):

“Um volume de material danificado submetido a uma ten-
sdo o apresentard a mesma resposta de deformacdo que um
material ndo danificado submetido a uma tensao efetiva 6.”

Assim se a varidvel de dano D representar uma perda de drea ttil, que leva
em conta decoesdo e concentragdes de tensdo locais, pode-se escrever -
tomando-se os principios enunciados:

S
6=0==——. 1.2
3 (1.2)
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Figura 1.2: Ilustra¢do esquematica do Principio da Equivaléncia da Deformag¢do.

/M_l\

Espaco Fisico Espaco Efetivo

Independente do modelo constitutivo que se escolha, ele pode ser
utilizado dentro da estrutura da mecanica do dano pela simples substi-
tuicdo da varidvel de dano e pela introducdo de equagdes que regem a
evolugdo do mesmo. A aplicacdo dos principios anteriormente citados da
origem as formulagdes constitutivas de dano baseadas na deformacao
(strain-based formulation). Cabe notar que a MDMC ja foi utilizada para
modelar dano em fadiga, dano dictil, dano em fluéncia (LEMAITRE,
1984) e dano fragil (SAIN; NARASIMHAN, 2011).

A partir de 1980 a teoria de dano passou a ser tratada com maior
rigor pela comunidade cientifica, passando a ter uma base maior na mi-
cromecanica e na termodindmica (em detrimento dos modelos heuristicos
ou ad hoc), facilitando inclusive suas aplicagdes na engenharia conforme
mais pesquisadores se envolviam e popularizavam o assunto.

Existem trés grandes vertentes para modelar os efeitos do dano
dentro da mecanica do continuo. A primeira € através do conceito de
tensdo efetiva combinada com a hipétese da equivaléncia da deformacao
(enunciadas anteriormente), que € atribuida a Lemaitre e Chaboche (LE-
MAITRE, 1984), (LEMAITRE, 1996), (CHABOCHE, 1988). A segunda
¢ através do conceito de deformacdo efetiva combinada com a hip6tese
da equivaléncia da tensdo, introduzido por Simo e Ju (SIMO; JU, 1987).
O tltimo conceito, introduzido por Cordebois e Sidoroff (CORDEBOIS;
SIDOROFF, 1983) faz uso das no¢des de deformacao efetiva, tensdo efe-
tiva e requer o principio da equivaléncia de energia. Uma das grandes
vantagens citadas para esta dltima abordagem € que se lida com tenso-
res de rigidez simétricos nas funcdes de energia livre quando se considera
anisotropia (GRAMMENOUDIS; RECKWERTH; TSAKMAKIS, 2008).
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1.1.2 Dano e adesao

Fremond versou sobre o principio das poténcias virtuais (FRE-
MOND; NEDJAR, 1996), e foi inovador ao considerar na poténcia das
forcas internas os movimentos microscépicos do qual o dano se origina;
inserindo também uma regularizacio através do gradiente da varidvel in-
terna, desvencilhou-se da incémoda sensibilidade de malha. Um dos mo-
delos propostos pelo autor utiliza duas varidveis distintas para dano, per-
mitindo a observagdo do fendmeno unilateral e recuperacdo microscopica
da rigidez ao se alterar os esforcos trativos para compressivos.

A nocdo de adesdo baseada nos métodos da mecanica do conti-
nuo proposta por Fremond procura ndo se preocupar, per se, com a fisica
da adesao stricto sensu. Apesar disso a percepcdo de Fremond sobre o
assunto continua geral o suficiente para poder descrever de maneira sa-
tisfatéria a maioria dos problemas priticos com os quais este trabalho
preocupa-se.

Na metodologia de Ladeveze (LADEVEZE, 2002), o mesmo efeito
de fendmeno unilateral € obtido ao se particionar a energia (entalpia livre)
e o tensor tensdo numa parte “positiva” e “negativa”’. Ainda neste con-
texto, o problema da continuidade da energia e de suas derivadas € resol-
vido ao se introduzir um operador positivo relacionado a energia afetada
pelo dano. Numa aproximagao de ordem zero envolvendo isotropia mate-
rial, dois pares de varidveis escalares de dano s@o necessarios. Na aproxi-
macao de primeira ordem, dois pares de varidveis tensoriais de dano sao
utilizados.

A grande gama de conceitos permitem tratar o dano tanto de ma-
neira simples, com o uso de uma varidvel escalar (FREMOND, 1987),
duas variaveis escalares (FREMOND; NEDJAR, 1996); ou de maneira
complexa, a fim de representar fendmenos complicados de modo mais
fidedigno, como através do uso de tensores de segunda e quarta ordem
(LUBARDA; KRAJCINOVIC, 1993).

Uma das ideias essencias de Fremond € que o campo de desloca-
mentos (FREMOND, 1987) normalmente utilizado para descrever contato
¢ insuficiente para representar o fendmeno de contato adesivo. Quando
dois s6lidos estdo em contato, eles podem ou ndo interagir um com o ou-
tro. Enquanto a auséncia de interacdo € caracteristica da abstencdo de
adesdo, a interacdo € caracteristica da presenca de adesdo. Nota-se que
em ambos os casos o campo de deslocamentos apresentado pode ser o
mesmo. Assim, para que se possa distinguir entre estes dois problemas fi-
sicos distintos um novo campo, de nome intensidade de adesdo, € introdu-
zido e representado por By (¥,1). O campo By (¥,7) representa a descri¢do
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macroscdpica das ligacdes existentes entre diferentes componentes que
formam a interface X. Uma reducdo em Py (¥,¢) corresponde a ruptura de
algumas ligagdes microscépicas, entdo pode-se considerar By (¥,¢) como
uma propor¢do da superficie com ligacdes adesivas intactas.

Raous (RAOUS; CANGEMI; COCU, 1999) considera um modelo
com contato unilateral, atrito de Coulomb e adesdo para a situag@o na qual
a zona de contato € a fronteira material. Através da sugestdo de potenciais
de energia livre e dissipagdo, as leis locais sdo derivadas.






2 LEIS CONSTITUTIVAS DO MODELO ADESIVO
2.1 OBIJETIVO

Este capitulo pretende apresentar os conceitos basicos na teoria uti-
lizada para modelar os fendmenos de deformagao e danificag@o de interfa-
ces adesivas. Deseja-se definir as leis constitutivas, dentro dos parametros
da MDMC, de um modelo para a separacao de interfaces. Através do prin-
cipio das poténcias virtuais derivar-se-d a formulagado forte das equacgdes
de governo do fendmeno estudado; seguido pela aplicac@o das leis da ter-
modindmica, que interpretam as equagdes de equilibrio locais em termos
energéticos e de fluxo. Através da definicdo genérica de potenciais de
energia livre encontra-se relacdes entre os termos reversiveis e irreversi-
veis e redefine-se a desigualdade de Clausius-Duhem através da energia
dissipada na interface pelos fendmenos do atrito e decoesdo.

2.2 VARIAVEIS DE DANO

Duas varidveis de dano serdo utilizadas. A varidvel de dano normal
dy (X,t) € [0, 1], responsével pela abertura de trinca de modo I; e a varidvel
de dano tangencial dr (X,t) € [0, 1], responsavel pela abertura de trinca de
modo II; ambas ilustradas na Fig. 2.1. A escolha destas varidveis se da
com o objetivo de fazer uso de uma notagdo mais difundida pelas teorias
cléssicas de dano.

Q
=
—
=1

-~
N~—

|

—

|
2
—
=1

-
SN~—

QU
=
—
=1

-
N—
=)
=

Figura 2.1: Modos de abertura de trinca.
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2.3 DEFINICAO DO PROBLEMA

Os problemas de interesse sdo aqueles caracterizados pela Fig. (2.2).
O corpo ocupa um subconjunto aberto Q C R? e possui uma interface £
submetida a contato unilateral com adesdo e atrito. O sistema estd sujeito

a uma forca de corpo b : Q — R? | tracio prescrita? : Q — R? e um deslo-
camento prescrito i =uemx €I, , talque IQ =T,UT, ,e [N, =0.

Figura 2.2: Problema caracteristico.

I;

t

L
Q

A introducdo da interface X permite definir os deslocamentos su-
perior e inferior, representados respectivamente por i (X,7) e i~ (X,1).
Define-se entdo o salto do campo de deslocamentos, ilustrado na Fig. 2.3,
como

@70 = @+ 1) — i (%.1). @.1)

Com o objetivo de incorporar a dependéncia da vizinhanga no pro-
cesso de decoesdo e reduzir a sensibilidade de malha, far-se-a uso da te-
oria de primeiro gradiente em relac@o as varidveis de dano. O salto do
deslocamento [[i (¥,7)]] e os danos adesivos dy (X,1) e dr (X,t) estdo su-
jeitos, em X, a:

(i) Condicao de razdo

dN (zvﬁ € [07 1]7
dT (fat) € [07 1] (2.2)

(ii) Condicdo de contato unilateral

[ (x,0)]) -7 (X,0) <0, (2.3)
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Figura 2.3: Defini¢do do salto do deslocamento.
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Sendo [[ii(%,1)]] = @ (%,1) — i~ (%,1) e i~ &0 > @ @),
tem-se que
[ (x,1)]] { )—i xt)}-ﬁ()"c',t)go. 2.4)

O estado fisico do corpo é caracterizado por (é,dy,dr,Vdy,Vdr).
Entretanto, ([[i]],dn,dr,Vdy,Vdr) devem satisfazer as restricdes (2.2) e
(2.3) em X. Entdo, os estados fisicos admissiveis devem estar contidos
num conjunto Ky, tal que :

Ky = { ([[ﬁ“ ,dN,dT,VdN,VdT) | dy € [0, 1], dr € [0, 1]
dy (%0 <1, dr @) < 1 e [luy]] = [[@] A< 0em Q). @25)

O dominio pode ser estendido para estados fisicos inadmissiveis,
tal como dy > 1, ao se impor que a energia livre torne-se +oo neles.

2.4 FORMULACAO DO PROBLEMA

O principio das poténcias virtuais consiste em descrever os possi-
veis movimentos de um sistema mecénico, através de um espago virtual,
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chamado de “espaco dos movimentos virtuais”. Este principio € baseado
em dois axiomas (LEMAITRE; CHABOCHE, 1994):

Axioma da objetividade A poténcia virtual das for¢as internas em qual-
quer movimento de corpo rigido € zero.

Axioma do equilibrio Para qualquer material identificado numa referén-
cia absoluta, em qualquer instante e para qualquer movimento vir-
tual, a poten01a virtual das quantidades de aceleracdo (forgas iner-
ciais) Pa) € igual a soma das poténcias das forcas internas P()

externas P( ) -

Assim a poténcia das forgas internas, externas e inerciais sao introduzidas
e o espacgo vetorial W € definido. Aqui, W = W, x Wyy X Wxr sendo
W, = (17| v, € H' (Q), v;=0em Fu), tal que ¥V é o campo vetorial de
velocidade.

Wyy = {’)/N|’)/NEH1(Z)GIHZ},
Wrr = {w|weH (X)emX}.

Agora, para cada parte 9 C Q e (V, Y, ¥r) € W considera-se:

Poténcia das forcas internas: Dada pela equacéo

Py :—/ﬁa-D(ﬁ) av
(2.6)
—/ {QZ'[[‘7]]+YNYN+JN'V?’N+YTYT+JT'V?’T} dr,
TN

tal que D (V) representa a parte simétrica do gradiente do campo V, Qz

¢ a tracdo na interface, YN,fN) é o par dual associado a (yv,Vyn); e

(¥r.Jr) a (v V).
Poténcia das forcas externas: Dada pela equagio

13<e):/3~\7d19+/a ?-le“+/ Ayyy dTU
v L% Nd

2.7
+ / anyv ds + / Aryr dI' + / aryr ds,
NG N9 IXNY

sendo b sdo a forca de corpo e 7 a tracdo prescrita. An 1 € ay podem ser
considerados fontes volumétricas e superficiais de dano, respectivamente.
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Poténcia das Forcas inerciais Dada pela equagio
Py = /pﬁ. v do, (2.8)
Jo

de tal forma que negligencia-se as forcas inerciais relativas ao elemento
adesivo.
O principio das poténcias virtuais afirma que

P(i)+p(e):p(a)7v(‘7ayN7W)€W7 (29)

resultando em, ja que ¥ C Q € arbitrdrio, trés conjuntos de equagdes lo-
cais.

Formulacio forte do equilibrio de forcas

div(6)+z = piiem Q,
Q); = —oliem Z,
cii=fem 0O NT,.

Formulacao forte da equaciao governante de dano normal

Yy +div (fN) fAy=0emZ,

fN-ﬁ:aNemaE.
Formulacao forte da equacao governante de dano tangencial

—Yy +div (J}) +Ar=0emZ,

fT~ﬁ:aT em&Z.

2.5 LEIS DA TERMODINAMICA

Considera-se a existéncia de quatro leis termodindmicas. A Lei
Zero, que rege o equilibrio térmico, versa que se dois corpos A e B estdo
em equilibrio térmico com um terceiro corpo C, entdo A e B também es-
tdo em equilibrio. Apesar de parecer 6bvio, este fendmeno sé foi notado
em 1930, muito tempo apds a primeira e a segunda lei terem sido escritas.
Estas duas ultimas referem-se, basicamente, a conservagdo de energia e
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as condic¢des nas quais as transformacdes termodindmicas dar-se-3o. Por
dltimo, a terceira lei diz que é impossivel, por meio de um niimero finito
de estados ou estdgios, atingir o zero absoluto da temperatura (zero Kel-
vin) ou —273,15° C. Somente a primeira e a segunda lei serdo discutidas
aqui.

2.5.1 Primeira lei da Termodindmica

A rigor, a primeira lei da termodindmica representa a afirmativa
do principio da conservacdo da energia para um sistema termodinamico.
Num sistema termodinamico, um corpo B pode armazenar energia de
duas maneiras: energia cinética (K) e energia interna (E;, ), que repre-
sentam a capacidade total que o sistema tem de efetuar trabalho. Formal-
mente, esta lei pode ser escrita como:

“A taxa de variacdo da energia total de um sistema (ener-
gias cinética e interna) € igual a poténcia das forcas externas
(P(e) ) aplicadas sobre um corpo ‘B, adicionada a taxa na qual
calor (Q) € recebido ou fornecido pelo sistema.”

Matematicamente, expressa-se o principio como

d .
7K+ En) = Py + 0. (2.10)

Para derivar a forma local das equagdes de conservacdo da energia, intro-
duz-se o termo que representa a energia total do sistema, que pode ser
decomposta

] . oo .
E(ﬁ):/19pedﬂ+§/ﬂpu-ud0+/mﬂEzdF, (2.11)

sendo e a energia interna por unidade de massa e Ey a energia interna
por drea definida na superficie adesiva. Nota-se que a energia cinética
relacionada ao elemento adesivo foi negligenciada.

A equacio global de balanco de energia, associada a ¥ C Q, restrita
a processos isotérmicos sem fonte de calor, é dada por

dE ()
dt

=P, (2.12)

sendo P, a poténcia real das forcas externas.



2 LEIS CONSTITUTIVAS DO MODELO ADESIVO 43

Como ¢ C Q € arbitrério, obtém-se a forma local das equacdes de
energia, dadas por:

pé:G-D(ft) em Q
EZ = Qz- HI;H +YNdN+fN~VdN+YTdT —i—f’r ~Vd7‘ emZx, (2.13)

que, em suma, formam a primeira lei da Termodinamica para materiais
danificados na interface.

2.5.2 Segunda lei da Termodindmica

A segunda lei da termodindmica diz que a energia possui qualidade,
assim como quantidade, e os processos existentes ocorrerdo somente se
aumentar a entropia do sistema. Outrossim, a taxa de produ¢do de en-
tropia (dp (¥) /dt) é sempre maior ou igual a taxa de calor dividida pela
temperatura, ou seja:

dp (9)
dt

pr q .
> — - . .
_/QT dQ+/QT it doQ (2.14)

A segunda lei da termodindmica, expressa através da desigualdade
de Clausius-Duhem, € dada nos processos isotérmicos como

dp ()
20, (2.15)

e também considera-se a entropia do sistema, para um ¢ C Q arbitrério,
decomposta como

p () :/psdﬂ—i—/ Sy dT, (2.16)
¥ xNnd

onde s € a entropia por unidade de massa e Sy € a entropia por unidade de
superficie. Sendo

%{2 N} =0, 2.17)

infere-se que a regido de contato unilateral com atrito e adesdo € fixa.
Da Eq. (2.15)

4o 9) :/ps' dﬁ+/ Sy dT (2.18)
dt ) pyal)



44 2 LEIS CONSTITUTIVAS DO MODELO ADESIVO

efetua-se a decomposicao:

§=5"+$i, (2.19)
Sy = S5+ S,

no qual (-)" e (-)' representam as partes reversivel e irreversivel de (). Na
presenca de efeitos térmicos e fontes de calor, obtém-se

o (P44
Ry _/19{ T 1V<T)} ddy. (2.20)

Porém o problema € isotérmico e ndo ha fonte de calor, as parcelas
reversiveis de s e Sy sdo zero. Ao se introduzir a temperatura absoluta T
(ndo negativa), trabalhando as equacdes (2.15) e (2.16) resulta na forma
local da desigualdade de Clausius-Duhem:

pTs>0emQ,
TSy >0em?X. (2.21)
2.6 METODO DAS EQUACOES DE ESTADO LOCAIS
Supde-se a existéncia, para cada parte de ¥ C Q, de um potencial

de energia livre A (9,4, dy,Vdy,dr,Vdr), decomposto por conveniéncia
em:

A(V,i,dy,Vdy,dr,Vdr)

(2.22)
= Aﬂ (678 (ﬁ)) + AZ (19, Hﬁ” adN7VdN7dT7VdT) 3
em que
Ao (8,€ (7)) = /ﬂ py (e(@)) do, (2.23)
Az(ﬂ, [[ﬁﬂ ,dN,VdN,dT,VdT) = ‘PE([[E]] ,dN,VdN,dT,VdT) dl.

prpki

A fun¢do y (g (id)) representa a densidade de energia livre por uni-
dade de massa, e Wy ([[i]],dy,Vdy,dr,Vdr) representa o potencial de
densidade de energia livre da interface. Suas defini¢cdes sdo dadas por
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y=e—Ts,
Yy =Ey —TSsx. (2.24)
Os potenciais v (e (i) e W ([[i]],dy, Vdn,dr,Vdr) sdo defini-
dos somente para processos reais. Entretanto, os mesmos podem ser es-

tendidos para processos em que ([[i]],dn,dr,Vdy,Vdr) ¢ Ky, com Ky
definido por (2.5). Para tal, determina-se:

Yy ([[ﬁ]] ,dN,VdN,dT,VdT) = oo para ([[ﬁ]] ,dN,dT,VdN,VdT) (2.25)
¢ Ks.

A densidade de energia livre estendida, W5, ({[u]] ,dwn, Vdy,dr,Vdr),
pode ser escrita como:

Y5 ([[4]],dn, Vdy,dr,Vdr) = Yx ([[i]],dy, Vdy,dr, Vdr)

L (2.26)
+ IKZ [[u]] ,dN,VdN,dT,VdT) ;

tal que
IKZ ([[ﬁ]] »dNy VdedTv VdT)

_ 0 se ([[ﬁ]] ’dedT7VdN7VdT) € KZ? (227)
+oo  se ([[ﬁ]] 7dN7dT7VdN7VdT) ¢ KZ?

sendo Ik, a fungdo indicatriz do conjunto K.

Trabalha-se com a hipétese de que as derivadas materiais de y (& (i)
e W5 ([[4]],dn, Vdy,dr, Vdr) existem, que o potencial y (& (if)) é diferen-
cidvel e que W5 ([[il]] ,dn, Vdn,dr,Vdr) seja localmente sub diferencia-
vel.

Ao se considerar que [[i]], dy, Vdy, dr e Vdr sdo suficientemente
regulares em relacdo ao pardmetro de tempo ¢, que o processo € isotérmico
e ndo possui fontes de calor, e que estas consideragdes se mantenham,
obtém-se as seguintes derivadas materiais

Ay (0, (i) —pr-é(ﬁ) dv (2.28)

As (8,[[#]],dy, Vdy,dr,Vdr) = /Ems {QE [[ﬂ] +Yidy

+JY - Vdy + Yrdr +J5 - Vdr } dr, (2.29)
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tal que (Qg,y,g, },Y;,fg) € W ([[d)] ,dy, Vdy,dr,Vdr). Os elemen-

tos do conjunto 05, ([[i]] ,dn, Vdn,dr, Vdr) sdo subgradientes locais do
potencial de energia livre estendido.
Trabalhando com as seguintes defini¢cdes

QEN - Q)Eﬁy

0%r = 0% - €, (2.30)
[[un]] = [[d]] - 7,
([ur]] = [[d] - &,

onde &, é o vetor tangente unitdrio, tal que 7i- €, = 0 e 7i X é; = €. Outros-
sim

Ob-[[d]] = {0be +Qkyii}-{[lur])2 + [[an]] 7},
05 [[d]] = Obwlliw]] +Q%r [[ur]], 2.31)

permitindo reescrever a Eq. 2.29

As (9, [[d]],dv, Vdy,dr,Vdr) = /w} {QEN [[in]] + Qs [[ur ]
+Ydy + Ty - Vdy + Yidr + T - Vd’r} dr. (2.32)
Juntando com a Eq. 2.24, chega-se a

=¢—Ts—Ts, (2.33)
Ys = Ey — TSy — TSy,

e como o processo € isotérmico, reduz-se a
v =¢—Ts,
Yy = Ey —TSs. (2.34)

Fazendo-se uso da Eq. 2.21, a desigualdade de Clausius-Duhem,
resulta em:
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pé—py>0emQ,
Ey —Wy >0emX. (2.35)

Introduzindo 2.13 em 2.35 temos:

oD (i) —py >0em Q.

Osw [[in]] + Qs [[ir]] + Yndy +Jy - Vdy + Yrdr +Jr - Vdr — ¥z > 0em £
(2.36)

Da Eq. 2.28

(2.37)

E da Eq. 2.29

Py = Oy [lun]] + Q5 [[ir]] + Yydy + Jy - Vdy + Yfdr + T - Vdr.

(2.38)
Inserindo 2.37 em 2.36 e notando que D (ﬁ) =¢ (z_i)
oy (& (i) .

o qual deve ser verdadeiro para qualquer situagdo de € (L_[) deriva-se

o= pw. (2.40)

Desta maneira,

Osn [[MNH +Osr [[MTH +YNLZN -|—f]v . VJN +YTaiT +fT . Vdr

—{ Qb lliw]) + Qs lir]) + Vi + Ty -V + Yydy + T -V } >0,
2.41)

assim
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{Osn — Osy }H[iw]] +{Qxr — Os7 } [[ur]]
+{¥v—Y{}dy+ {jN—ﬁv} -Vdy
(Y — Y} dr + {J} —f;} Vdr >0. (2.42)

Resultando da unido das Egs. 2.36 e 2.38

Osy = Osn — Oy,

Q;:T = QZT - QET,

Yy =Yy Yy, (2.43)
j]i\/ :j‘N_j]?\/v
Y7l‘ :YT_YTr‘a

7i T Tr
‘IT :JT_JT7

considerando que a dissipacdo estéd relacionada somente ao processo de
decoesao, descrito por dy e dr, e ao processo de atrito, descrito por [[iir]],
infere-se que:

Ok =0,
Ty =0, (2.44)
Jr =0,
implicando em:
Osv = Q%
Ty =Ty, (2.45)
Jr=Jr,

chega-se na dissipacdo intrinseca na interface, associada a decoesdo e ao
atrito

Ay = Q% [lir]] +Yidy +Yidr >0emX. (2.46)

Uma condigao suficiente para a satisfacdo da desigualdade de Clausius-
Duhem € supor que
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Osr - [[ir]] >0 emZ, (2.47)
Yidy+Yidr >0 emZX, (2.48)

0 que consiste em supor que a dissipagdo devido ao atrito € independente
da dissipagdo devido ao processo de dano.
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Ap6s a determinagdo da forma local das equagdes de equilibrio, da
desigualdade de Clausius-Duhem e das equagdes de estado local, obtém-
se a estrutura basica de funcionamento da parte reversivel do modelo pro-
posto. Para obtermos a forma funcional das equacdes de estado associadas
ao modelo é necessdria a defini¢cdo dos potenciais de energia livre.

3.1 DEFINICAO DOS POTENCIAIS DE ENERGIA LIVRE

Por simplicidade, restringe-se a andlise da interface a problemas
bidimensionais. Como resultado, somente os modos I e II de abertura
de trinca ocorrerdo no processo de decoesdo. Assim define-se a fungdo
p (€ (id)) que representa a energia livre:

A s
Py (e (@) = 5 (trle (@) + urr [e (@] (3.1)

num contexto geral 3D, sendo A e u parAmetros de Lame. Entretanto al-
gumas restricdes serdo impostas para tornd-la apta a problemas de estado
plano de tensdes e deformacdes e problemas axisimétricos.

A funcdo W5 ([[un]],[[ur]] ,dn,Vdy,dr,Vdr) representa o poten-
cial de densidade de energia livre estendido da interface, j4 num contexto
2D:

Yy ([[un]], [[ur]] dw, Vdy,dr, Vdr)
=¥y (H”NH ) [[”TH 7deVdN7dTdeT)
+ IKZ ([[”NH ) [[”TH ’dNanNadT7VdT) )

3.2)

com

¥s ([[un]], [[ur]] ,dn, Vdy,dr,Vdr)
= Wi ([[un]],dn) + P2 ([[ur]],dr) + W3 ([[un]], [[ur]],dn,dr)
+ Ws4 (dn, Vdy) + Wss (dr, Vdr) + Wse (dy) + Yx7 (dr) .
3.3)

Em que os potenciais Wy;—1, . 7(-) sdo definidos como:

51
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o (lanl) ) = 5 {(1-aw) kv } ] 64
oo (url) ) = 5 {(1—drkr } ], 3.3
Wys ([[un ]l dvr) = {(1=dn) (1 —dr)knr} [[un]] [[ur]], (3.6)
Wy (dy,Vdy) = %kZHVdNHZ, (3.7)
Wys (dr,Vdr) = %k?l\vclﬂlz, (3.8)
dy 3
Pre (dv) = —(1—dN)Y13—Y13{dN—/O l(l_g)amrgy
+(1—=by&)(1 _CNé)] dé}a (3.9)
dr g
Wyr (dr) = —(l—dr)Y})—Y}){dT—/O l(l—&)T-l-SY
+(1-bré) (1 cT&)] d&}, (3.10)

para algum {ay,ar,by,br,cy,cr} € Re gy = 1075,
Os termos Wy ([[un]],dn) e Ws2 ([[ur]] . dr) sdo expressdes clds-
sicas da energia livre de um material adesivo linear eldstico. O termo

Yys ( [[un]], [[ur]],dN, a’T> é introduzido para acoplar os modos I e II de

abertura de trinca que existe no descolamento de problemas bidimensio-
nais de interface. Os termos Ws4 (dy, Vdy) e Wys (dr,Vdr) séo respon-
sdveis por introduzir o comportamento ndo local - ao introduzir a depen-
déncia da vizinhanga - e também de fornecer um comportamento difusivo,
suavizando os campos dy e dr na interface. Nota-se que, se kﬁ, —0e
k}; — 0 o comportamento adesivo tende a apresentar-se um pouco mais
fragil e também permite que a teoria ndo local, reduza-se no limite, a
teoria cldssica de dano local.

Os termos Wy (dy) e Wx7 (dr) sdo introduzidos para controlar a
ativacdo das leis de evolugcdo do dano. Isto define o critério de descola-
mento. Neste caso, o descolamento s6 ocorrerd, ou seja dN #0e dT £0,
quando a densidade acumulada de energia de deformacgdo for maior que
Yy e Y2, tornando estes dois valores o limite para a densidade de ener-
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gia de deformacao elastica. Chama-se a parcela entre chaves destas duas
fungdes de “funcio barreira”.

A obtengdo desta fungdo na forma atual foi bastante trabalhosa, en-
volvendo diversos testes com outras fungdes que normalmente mostravam-
se incapazes de capturar o fendmeno da queda da resisténcia adesiva de
maneira satisfatéria. Desejava-se obter uma funcdo que permitisse um
controle fino dos comportamentos inicial, quando o dano ainda € pequeno;
e do final, quando experimenta-se o decaimento. O primeiro termo, que
possui a fracdo, € responsavel pelo comportamento ao longo do decai-
mento; enquanto o segundo termo, do produto, € responsdvel pelo com-
portamento inicial.

A capacidade de escolher a intensidade da queda da forga resistiva
do adesivo quando o dano esta crescendo permite que se dé ao mesmo
caracterfisticas mais frageis, tipicas de quedas abruptas, ou mais dicteis,
tipicas de quedas mais suaves; e a forma atual da funcio barreira possui
esta caracteristica.

Um eventual problema esté relacionado ao termo que acopla ambas
as modalidades de dano

W3 ([[un]], [[ur]],dn,dr) = {(1 —dy) (1 —dr) knr } [[un]] [[ur]], (3.11)

pois pode possuir contribui¢des positivas e negativas, a depender dos si-
nais de [[uy]] e [[ur]]. Pode-se analisar melhor ao se tratar os termos

Wy ([[un]] dyv) = %{(1—dN)2kN}[[uNH2, (3.12)
W ([larl) dr) = 5 {00 —dr)hr } ], (3.13)
W3 (([uv ]l dvr) = {(1—dy) (1 —dr)kyr} [[un]][[ur]] (3.14)
como um elemento de mola acoplado, dado por
b L )] LS (]
lPZE— 2[Ksprmg]{ [[MTH } { [[MTH }, (315)
tal que
L (1 —dy)’k (1 —dy)(1 —dr)k
Wspring] = (1 —dN)(lN— d;V)kNT (1N— dT)ZkTT " } .10

e garante-se que [K;ing| seja positiva definida ao se impor a condigéo

knkr > k. (3.17)
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3.1.1 Definicao dos termos do potencial de densidade de energia li-
vre da interface Wy

O termo Wy, ([[un]] ,dy) representa a expressido cldssica da energia
livre de uma mola, que pode ou nio ser linear.

Resposta elastica linear neste caso considera-se:

1

o1 (] dy) = 5 {(1 =)k } [P 318)

A determinacdo dos valores iniciais de ky deve ser feita experi-
mentalmente. Considera-se um adesivo de espessura 8, e seja F a forca
aplicada. A tensdo média é dada por

oy = 1 (3.19)

Enxergando este experimento como algo discreto, pode-se substi-
tuir o elemento adesivo por um elemento de mola. A rigidez da mola,
de comprimento ¢, secdo transversal A e constituida por um material de
moédulo de Young E,;;, € dada por:

Figura 3.1: Ensaio modo 1.

t
10

RN

¥
=

<[[u]

4 el:lz

EqanA

ks = p

(3.20)

Ao se aplicar a for¢a F', produz-se um deslocamento axial, tal que
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[[un]] (3.21)

ou seja

on = ky [[un]],
Eqan
ky = aT (3.22)
No caso de um material comp6sito consistindo de uma matriz com
inclusdes, considera-se, como uma primeira estimativa,

Eqan = min {Einclusdm Ematriz}- (323)

3.1.2 Definicao dos termos do potencial de densidade de energia li-
vre da interface ¥y,

O termo Wy, ([[iir]] ,dr) representa a expressdo clédssica da energia
livre de uma mola eléstica, que pode ou ndo ser linear.

Resposta elastica linear neste caso considera-se:

W (] dr) = 5 {1 - arPhe }r2. 329)

A determinacdo dos valores iniciais de k7 deve ser feita experimen-
talmente de um mecanismo de descolamento do tipo II. Entretanto para
uma primeira estimativa esta constante de rigidez pode ser obtida com o
procedimento descrito a seguir.

Considera-se um paralelepipedo rigido, de se¢do lateral de drea
A, colado a duas superficies rigidas. Considere a espessura do adesivo
como ¢

Considerando a deformacdo infinitesimal, temos

Y = tan(7y). (3.25)
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Figura 3.2: Ensaio do modo II.

A
4
4 ¥ ¥
§93056¢59 A SERESSS—_—
0 B
4 N
geteeeeee t [[uT]]M t
(T =
N
tal que
tan (y) = H”ZT“ . (3.26)
que d4 uma aproximagdo de primeira ordem de
y= @ (3.27)
Supondo que o material adesivo € isotrdpico linear, tem-se
T = GaanY;
G,
T= ‘;‘”’ ([ur]]. (3.28)
ky = Gadh.

t

No caso de um material comp6sito consistindo de uma matriz com
inclusdes, considera-se, como uma primeira estimativa,

Gadh = min{Ginclus&oa Gmatriz}- (329)

3.2 REGULARIZACAO DO POTENCIAL DE ENERGIA LIVRE

Para resolver o problema da nio-diferenciabilidade do potencial de
energia livre de Helmholtz, W5 ([[un]], [[ur]] ,dn, Vdn,dr,Vdr), a fim de
se utilizar algoritmos de solugdo tradicionais é necessario regularizar o
potencial. O potencial regularizado € tal que:

nﬁgno‘l’g ({[un]]; [[ur]],dn, Vdy,dr,Vdr)
= Ws ([[un]], [lur]] . dy, Vdy,dr,Vdr).

(3.30)
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Porém, da Eq. (3.2), nota-se que o termo Wy ([[un]], [[ur]] dn, Vdy,
dr,Vdr) é suave. E necessdrio regularizar somente a funcio indicatriz do
conjunto Ky, definido em (2.5), dada por I, ([[un]], [[ur]],dn, Vdn,dr,
Vdr). A fungéo indicatriz, dada na Eq. (2.27), é regularizada ao se apli-
car métodos de penalidade. Considera-se uma aproximacao diferencidvel
IEE ([[ﬁ]] ,dy, VdN,dT,VdT) tal que

nliLnOII’lZ ([[@)] ,dn,Vdn,dr,Vdr) = Ik, ([[d]] ,dn,Vdn,dr,Vdr). (3.31)

Para se construir 1122 (+), representa-se o dominio vidvel, Ky, por
restricdes de desigualdade:

81 ([[un]]) = [[un]] <0,
g2 (dy) = —dn <0,

g3(dy) =dy—1<0, (3.32)
g4(dr) = —dr <0,

g5(dT):dT—1 SO

A fungdo regularizada IIT(’Z (+) pode ser obtida como

IR, (@] ,dy, Vdy,dr,Vdr) = L Py (g1 (lun]])) + —P (82 ()

u a

+ nlaP3 (g3(dv)) + nlaP“ (g4(dr))

1
+ FPS (g5(dr)),
(3.33)

tal que 1, sdo os parametros de penalizagido adequados.

Arora (ARORA, 2004) discorre sobre os métodos de penalizacdo
classificando-os de duas maneiras: (i) funcdes de penalidade e (ii) fun¢des
barreira. A ideia basica da funcdo de penalizagdo € definir uma funcio P;
de tal forma que a funcdo custo, I} , seja penalizada sempre que existe
alguma violagdo de restricdo. Os métodos baseados em fungdes de pena-
lidade sdo também chamados de mérodos exteriores, ou de penalizacdo
externa, porque eles ocorrem fora do que se chama de regido vidvel. Por
regido vidvel entende-se, matematicamente, um conjunto S que é uma co-
lecdo de todos os pontos que satisfazem as restri¢des, aqui definido como
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S = {x|g()<0,i=1,5}. (3.34)
Entre suas principais caracteristicas pode-se elencar:

1. Sua aplicag@o a problemas gerais com restricdo tanto de igualdade
como de desigualdade;

2. O método itera fora da regido vidvel, resultando numa - normal-
mente - pequena violacdo das restri¢des;

3. Se o processo iterativo termina de maneira prematura, a solugao
pode violar bastante a regido viavel.

As funcdes barreiras, também chamadas de métodos de penalizacdo in-
terna, possuem tal nomenclatura porque uma grande “barreira” é cons-
truida ao redor da regido vidvel. De fato, a fun¢do P; torna-se infinita
se uma das desigualdades torna-se ativa. Assim, quando um processo
iterativo € iniciado dentro da regido vidvel, ele jamais terminard fora da
mesma, pois ndo pode atravessar a “barreira” erguida. Entre as principais
caracteristicas estao:

1. O método ¢ aplicdvel somente para restricdes de desigualdade.

2. O método sempre itera dentro da regido vidvel, e ao ser terminado
prematuramente, a solucdo fornecida estd dentro da regido viavel.

Assim, pode-se definir as funcdes de penalizacdo utilizadas como sendo!

1
Pe(gr()) = 5 (& (:)7) 2 (3.35)
classificada penalizagdo externa, ou
1
Bg() =4 &0 (3.36)
) (8x (+)) log [t ()],

que € classificada como penalizagdo interna.

'A notacdo (f (x))", conhecido como operador de Macaulay, aplicada a uma fungdo f (x),
denota a parte positiva da fung¢@o. Sua defini¢do matemadtica € dada por

0 se f(x) <0

<ﬂnﬁ—m“”““”_{ﬂn e ()20
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Por simplicidade, opta-se por penalizacdes externas, tal que

B, () - V. Vdr) = 5 (n]))
1 2 2
g { () ™) + () )}
+ 2717a {((dzv - 1>+)2 + ((dr — 1>+)2}.

(3.37)

No limite de 1 — 0, verifica-se a Eq. (3.31). Assim tem-se que:

¥y ([[un]], [[ur]] . dy, Vdy,dr, Vdr)
== ‘Pz([[u]v]],[[MTH,dN,VdN,dT,VdT) (338)
+ 1, ([[un]] [lur]] dy. Vdy.dr . Vdr),

define o potencial de densidade de energia regularizado.
3.3 DERIVACAO DAS EQUACOES DE ESTADO 2D

As equagdes de estado, dadas por (Q)’:N,Q)’:T,Y]\’,,f,(,,YT’ ,f;) sdo
dadas, apds o processo de regularizagdo, pelas relagdes descritas a seguir.

3.3.1 Tracao normal, parcela reversivel

N = &‘Pg 3.39
1

Oty = {(1—dw)ky} llun]] + {1 = d) (1= dp) kv Hlr]) + - (]

u

3.3.2 Tracao tangencial, parcela reversivel

o ow
QZT - a[[uT]]v

Otr = {(1=drkr } lur)l +{(1 = dy) (1 = dr) o }[un].

(3.40)
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3.3.3 Forca termodinamica de dano normal, parcela reversivel

Rl
io- TE
Yo = —(1—dy)ky[lun]]* = (1= dr) kyr [[u]] [[ur]
dy 1
+ry m+(1—bzvdzv)(1—czvdzv) _E<_dN>+
=) (34

para algum {ay,by,cy} € Re gy = 1079,

3.34 Forca termodinamica tangencial de dano

, vy
= G
Yf = —(1—dp)kr(ur]]” — (1 —dy) knr [[un] [[ur]]
dr 1
+Y7 er(l—brdT)(l—CTdT) _E<_dT>+
g s

para algum {ar,br,cr} € Re gy = 107°,

3.3.5 Termo da influéncia do dano normal na vizinhanca

) 2
Vdy’
Ty = K}Vdy. (3.43)
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3.3.6 Termo da influéncia do dano tangencial na vizinhanca

. oy
r ovdr’
Jp = kgVdr. (3.44)

3.4 LEIS E EQUACOES COMPLEMENTARES

Os processos dissipativos relacionados ao atrito e descolamento
sdo descritos por equagdes complementares. No caso do processo de
descolamento com atrito, supde-se a existéncia de um pseudo-potencial
de dissipagdo, definido em ¥ NX dado por @y ([[un]], [[iir]],dn, Vdy,
dT,VdT;O), tal que (O) = ([[MNH s [[MTH ,dN,VdN,dT,VdT)

@y ([[un]), [[ur]],dy, Vdn,dr,Vdr;o) = g + Pyy + Py3,  (3.45)

Py = @y dT’,
ONL

Dy, = @y dT, (3.46)
ONL

Py3 = Qy3 dl.
Jorx

As funcdes de densidade ¢x1, Qs € @x3 sdo convexas em relagdo as
varidveis de fluxo ([[in]], [[iir]],dy,Vdy,dr,Vdr,o) , positivas e nulas
na origem com o interior relativo ri (dom@y; Ndom@s,; Ndomess) # 0.
Supde-se que a densidade dos pseudo-potenciais Qx| e @xp sdo dados por:

.

gri = oo (dv)’, (3.47)
T

o2 = sexr(dr)’, (3.48)

de forma que Ky, Ky) = {JN,JT | dy >0, dr >0, 9NE x (OJO)}. As
restricdes sdo impostas de maneira a tornar o processo irreversivel.

Para descrever o processo de atrito, faz-se uso da lei cldssica de
Coulomb. Outrossim, a fun¢do densidade de dissipacdo ¢x3 € dada por
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¢r3 = piz | Qs ([[unl], d, dr) |[[[ar]]]] - (3.49)
Pode-se estender o dominio dos pseudo-potenciais ao se considerar
@12 (dy,ri0) = +oo, (3.50)

para dNI ¢ Ky, Kx,. Define-se entio a densidade estendida dos pseudo-
potenciais @1 > como @5, ,

0512 (dv,r:0) = @r12 (dv,r:0) + Iky, , (dnr30) - (3.51)

3.4.1 Regularizacio dos pseudo-potenciais de dissipacao

Para evitar o problema de ndo-diferenciacdo dos pseudo-potencias
de dissipacdo, € necessario que se aplique um processo de regularizacio.
Ap6s o potencial ser regularizado, € possivel utilizar algoritmos tradicio-
nais para solu¢do do problema.

. o, i 2
¢y (dyio) = Ec:N(dN)ZJr%((—dNY), (3.52)
; 1 .21 . 2
o (dyio) = sest (dr) +ﬁ(<—dr>+) : (3.53)

Para o potencial de dissipacdo de atrito

053 = Uz |Q5y ([[un]]  dn, dr)| 653 ([[ir]]) . (3.54)

diferentes funcdes de regularizacdo podem ser propostas, tais como

Modelo (1)

53 ([[ur]) = Hurﬂid& (3.55)
b e

para & = 10%e —1 <x< 1 tem-se
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Figura 3.3: Regulariza¢@o do primeiro modelo.

Modelo (1)

cuja derivada € dada por

208 (lar)) _  [furl]

X . (3.56)
el ) + e

Figura 3.4: Derivada do primeiro modelo de regularizag@o.

Modelo (1)
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Modelo (2)

([ar]] = %) se [[ir]] > &,
o5 ([lur]]) = { 2 [lar]] se |[lur]]| <& , (3.57)
(=[lar] — %) se [[ur]] < —eo,

oriundo de Kikuchi (KIKUCHI; ODEN, 1988), para &g =0.2e —1 <x <
1 tem-se

Figura 3.5: Regularizag@o do segundo modelo.

Modelo (2)

cuja derivada € dada por

w
(¢]
=
5
v
g

. [
M = e | [1ar])] < e, (3.58)
9 [[ur]] o [

-1 se [[ur]] < —&.
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Figura 3.6: Derivada do segundo modelo de regularizacio.

Modelo (2)
1.
05
> of
_0.5,
a ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1
Modelo (3) 1
e 1o €0 (lar]] Yo"
¢23([[ur]])—80+1< o , (3.59)

parag =0.6e —1 <x <1 tem-se

Figura 3.7: Regularizagdo do terceiro modelo.

Modelo (3)

cuja derivada é dada por
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ww{(“"?ﬁ“ el =0 g

9 [[ur]]

Figura 3.8: Derivada do terceiro modelo de regularizagio.

Modelo (3)

Modelo (4)

8 (or) = 2 (Morlan [ B0 2 flari? +43] ). on

parag =0.1e —1 <x <1 tem-se
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Figura 3.9: Regularizacdo do quarto modelo.

Modelo (4)

cuja derivada é dada por

908 (lirl) _ 2 [llir]
o]z [ ] (.62

Figura 3.10: Derivada do quarto modelo de regularizagao.

Modelo (4)
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Da aplicacdo da hipétese da dissipagdo normal, temos que

Yy € 9of, (dy)
Y} € d9g, (dr) (3.63)
0x € 99 ([[ir]] s lun] . dr)

Resultando, para os potenciais de dissipacdo regularizados associ-
ados ao processo de descolamento, em

. n
5= o
o= %(Z% (3.64)
i dpE
Tal que

Yy = CZNdN+1]1<—dN>+

o= CZTJT+,17<—JT>+ (3.65)

N R

9933 [lir])

em que o termo fornece para cada um dos diferentes modelos.

d|u
Optou-se pela escollg[arci]o Modelo (2), pois a imagem da func¢do aproxima-
se bastante da obtida de |x|, além de sua derivada ser continua e suave. O
Modelo (1) possui derivada nao definida em x = 0, enquanto o Modelo (3)
possui uma inclinagdo muito timida em valores ao redor de x = 0; assim
ambos os modelos apresentariam problemas de convergéncia. Apesar do
Modelo (4) também cumprir os requisitos de suavidade e continuidade
da derivada, este modelo foi preterido devido a uma maior dificuldade de
implementagao.
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3.4.2 Sumario das equacées de estado completas
Pode-se definir entdo
YW = Yi+Yy,
Yr = Yi+Yj, (3.66)
QZN = QE; .
Osr = Qv+ 05,
tal que
Yy = — (1 —dw) ky [[un])* — (1 = dr) kv [[uw]] [[ur]]
d
+Y18{(1d1v;v‘”v+sy + (1 = bndy) (1 CNdN)} (3.67)
1 1 . 1 .
— —{—dn)" + —{dy — )"+ exndy + — (—dy) ",
77a< N) na<N )"+ cxndy 77< v)
Yr = — (1 —dr)kr [Jur])? — (1 = dw) knr [[un]] [[ur]]
d
+Y${M;zrml+(l—brdr)(1—67dr)} (3.68)
1 1 . 1 .
— —(—=dp)" + —(dr — V' + expdr + — (—dr) 7,
Tla< T) na<T )"+ cxrdr Tl< T)
Oz = {(1 = dy)ky } [luw]
| (3.69)
+{(1 —dn) (1 —dr)knt}[ur]] + ™ ([len])) "
Osr = { (1 = dr)*kr | [lur]] + {(1 = d) (1 = dr) knr } [un]
(3.70)

+ bz [Qsy ([[un]], dv, dr)|

969 ([lar]))

9653 ([lur]])
9 [tr]]

com 5 determinado pelo Modelo (2).

Impondo Ay =Ar =0e ay = ar = 0 obtém-se
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Yy +div (fN) —0emy,
Jy -7 =0em J%,
—Yr +div (fT) —0emZ,
Jr-ii=0em oX.

(3.71)



4 DEFINICAO DAS FORMULACOES FRACAS

E comum falar-se de formulagdo forte e fraca. Cada uma destas
formulagGes parte de pressupostos e objetivos de certa forma distintos;
aos quais elenca-se as seguintes minucias:

1. Como se obtém a solucdo para tal formulacio;

2. A regularidade da solugdo para a formulagdo em questdo (o quio
suave esta solucdo € em termos de integracdo e derivacio);

3. Em qual sentido a solugdo satisfaz a equagao.

Em se tratanto de formulacdes e solu¢des para o método dos elementos
finitos, as equacdes diferenciais parciais - oriundas da formulagao forte
- devem ser reescritas numa forma integral chamada de forma fraca. A
formulagdo fraca possui entre seus objetivos reduzir a ordem e tornar si-
métricas as derivadas (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

Ao se comparar a formulacio fraca com a formulacio forte, aquela
possui menos exigéncias as fun¢des candidatas a serem potenciais solu-
¢oes do problema - tais como os requisitos de suavidade e continuidade.

Assim, considera-se que os requisitos para a solucdo do problema
foram “enfraquecidos”. Apesar da nomenclatura sugerir uma certa in-
ferioridade da formulacdo fraca, reforca-se que ambas sdo formulagdes
vélidas do mesmo problema. Em suma, as fun¢des que satisfazem a for-
mulagdo fraca de um problema so a solucdo da prépria formulagdo forte
(FISH; BELYTSCHKO, 2007).

4.1 FORMULACAO FRACA DO EQUILIBRIO DE FORCAS

Deve-se determinar o i tal que satisfaga a seguinte formulacio forte

div (o) +bh= pii em Q,

Oy = —onemZX, “4.1)

cii=femT.

Seja entdo o problema quasi-estético, de forma que pﬁ =0, obtém-
se o equilibrio em #,,1

71
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div (64 1) +bpr1 =0em Q,
Or,., = —CupijiemX, 42)
Opi1li =1, 1 emI;.

Para derivar a formulagdo fraca associada ao problema de evolugéo
local, deve-se efetuar uma discretizacdo no tempo. Neste caso, um mé-
todo semi-implicito de diferencas finitas serd utilizado. A ideia é discre-
tizar um sistema que depende do tempo utilizando um esquema implicito
para alguns termos e explicito para os restantes. O objetivo € dividir os
termos de tal maneira que o maior passo de tempo possivel € significativa-
mente maior que o de uma discretizacdo explicita, de maneira a reduzir o
tempo de cdlculo necessario para resolver as equagdes (FULTON; JUNE,

2004).
Obtém-se entido

/ O - €(B) dQ+ / Os, ., -[[@]) dT
Q X

- ?n+1-6)dr+/zn+1-6)d£2, V® eV, (43)
Ft Q

4.2 FORMULACAO FRACA DA EQUACAO GOVERNANTE DE DANO
NORMAL

Deve-se determinar dy tal que satisfaga a seguinte formulagao forte

_Yy +div (fN) —0emX,, (4.4)
Jy-ii=0em dx (4.5)
. oy i r i ; ;o\t
qu_ef pode ser reescrito, utilizando Yy = Yy, + Yy , Yy, = cxvdy + % <—dN>
eJy = k}’(,VdN, resultando em
csndy — k3 div(Vdy) = =Y em £, (4.6)
Ky Vdy -ii = 0 em JX. 4.7)

Para garantir que dy > 0, pode-se efetuar a seguinte modificacio
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csndy — k3 div (Vdy) = (—¥5)* em X,
Ky Vdy -7t =0em 0. (4.8)

Com a discretizacio no tempo, a Eq. (4.8) torna-se

cn P g (Va, ) = (1) emz, 49)

Ky Vdy,,, -7i=0em JL, (4.10)

sendo reescrita como

dy, ., —dy, K 1 .
“T — Cgvdlv (VdN +1) = a <—Y1\,n>+ emx, 4.1D)
Ky Vdy,., -7t =0em JX. (4.12)

Dado o espaco vetorial Vp = (nN |y €H'(Z) em Fu), a forma
fraca pode ser computada como

/dN,,HnN dF+ /VT]N VdNn+1 dar

=*/<—Y&n> My dT+ [ dynydT, Vi e Vo (413)
CyN JX z

4.3 FORMULACAO FRACA DA EQUACAO GOVERNANTE DE DANO
TANGENCIAL

Por analogia ao deduzido anteriormente, obtemos, para um Vp =
(T]T | nr e H! (X) em FL,)

kb At
/ZdTnﬂ nr dl'+ L / vnr- VdTn+| dr'=

c /< YT> anF+/dTanF vnr € Vp. (4.14)
xT
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4.4 FORMA FRACA DAS EQUACOES GOVERNANTES

Equilibrio de forcas

[ ov1-e(@) d+ [ Bs,..- @] dr
Q )

:/ ?,1+1-c6dr+/?3n+1.a)dg, V& eV,
T, Q

Dano normal

/ZdNanN dZ—Fi/VT]N VdNn+1 dx

At
= —/(—Y,@ v dZ+/dNnnNdZ, YNy € Vp.
CyN JX )

Dano tangencial

kb At
/dTn+1nT dr+—— / vnr- VdTn+1 d¥ =
p) cxr Jx
At

CyT JX

4.5 DEFINICAO DOS FUNCIONAIS

P (lng1,dn,, - dr,, 3 O) = /QGnJrl (tip+1) - € (@) dQ

+ [ Ony (i, ) (@] aT

i <—Y£l>+T]T dZ+/ZdTnT]T dX, Ynr € Vp.

(4.15)

(4.16)

4.17)

—/ ?n+1~6>dr—/3n+l.a)d9:0, V& EV,, (4.18)
I Q

g (l/ln+1 ’dNn+l Y 8Tt > nN) = / dNn+l nN dr+
K5 At

CYN

At

CxN

/VnN VdNn+l dr’ —

/Z<_Y1\r7,, (ﬁnden)dTn)>+nN ar

—/dzvm;v dl =0, Vny €Vp, (4.19)
)



4 DEFINICAO DAS FORMULACOES FRACAS 75

T3 (lins1,dn,, - d,, 3 1i7) = /ZdTn“TlT dar
kbAt

C):T

At )
/VnT Vdr ., 5/}:<7YT2 (o, d7,)) " 0y dT

~ [ ar=o, vnr e Vo, 420
Y

com

Q2n+l = [QZNnH 7Q2Tn+l] )
(@)) = [[[on], [lor]] (21)

4.6 FORMULACAO FRACA DO PROBLEMA MECANICO ACOPLADO

Para a formulacio fraca do problema mecénico acoplado, considera-
se conhecida a solug@o no intervalo [0,7,] e se impde a equagdo de equi-
librio em #,41 . Assim, ao se adicionar a formulacdo fraca associada as
equacdes de evolucdo do adesivo pode-se derivar a formulac¢io incremen-
tal do problema mecéanico acoplado. Como consequéncia do esquema de
discretizacdo adotado, os dois problemas de dano tornam-se desacopla-
dos.

Considera-se que

U1 = lip + Ally, (4.22)
d}\,/nJrl =dy, +Ady,, (4.23)
dTn+1 = dT,, + AdT,,; 4.24)

tal que, em #,,4 1, a formulagdo fraca do problema mecénico acoplado pode
ser escrita como

Problema (i) Dados (iiy,,dy,,dr,), determinar dy, ., € Vp tal que
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T (u’”rl’dNnH? n+1;nN) :/dNanN dl'+
K3 At

CYN

At B
/ (=Y, (@i, d,.dz,))" My dT
CyN JX

- / dy,Mydl' =0, Vny € Vp. (425)
X

/VT,N VdM1+l dr'—

Cabe notar que o problema descrito é linear e desacoplado em
dn,_,, podendo ser diretamente resolvido em termos de dy, ., , . De maneira
a impor a irreversibilidade do processo de descolamento, efetua-se uma
operag¢do de proje¢do, que pode ser descrita como: Quando (dN,, < dNn),
dn,, recebe o valor de dy,, .

Problema (ii) Dados (ii,,dy,,dr, ), determinar dr,, | € Vp tal que
ng (ﬁn+l ’dNn+1 7dTn+l > nT) = / dTn+l nT dr

k” At

CZT

A
/< YT un’dNn7dTn> anr
Ccxr

- / dr,nr dI'=0, Vnr € Vp. (4.26)
)

/ ViV,

Assim como o Problema (i), este também € linear e desacoplado
em dr, oy podendo ser diretamente resolvido em termos de d7, . ,. De ma-
neira a impor a irreversibilidade do processo de descolamento, efetua se
uma operagao de proje¢do, que pode ser descrita como: Quando dr, , |

dr,, dr,,, recebe o valor de d, .

Problema (iii) Dados (ii,,dn,,dr,) e (a’Nn AT, ) sendo estes deter-
minados pela solu¢@o dos problemas (i) e (ii), determinar i, € V,, tal
que

T (ln 1, AN, d1,, 3 B) = /QGnJrl (lint1) - € () dQ
+ /E O, ., (ftns1.d, ,, dr,.,) - [[@]] dT

—/ ?Hl-c?)dr—/inﬂ-adgzo, V@ EV,. (4.27)
I Q
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Sendo o problema associado a i, ndo-linear, o método de New-
ton serd aplicado para se calcular uma solugdo aproximada.

4.7 LINEARIZACAO E METODO DE NEWTON

Para determinar a solu¢io do problema néo-linear (iii), aplica-se o
método de Newton. O esquema iterativo empregado na solucdo do pro-
blema (iii) requer a determinag¢do de um operador tangente consistente,
que serd determinado nesta se¢@o.

O problema ndo-linear (iii) pode ser escrito como: Dados (i, dy, , -
dr,) e (dN w04, +1), este obtido da solucdo dos problemas (i) e (ii), de-
terminar i, € V, tal que

P\ (lng1,dn,,,,d1,, 3 ®) = /an-i-l (lp41)-€(@) dQ
+ [ Qsn (@nsrsdhy i) lor)] T
+ [ Qoo (s, 1, ) (v dT
—/r Toit -(bdr—/gfonﬂ B =0, VB EV,. (4.28)
Seja
i), =iy, k=0, (4.29)
no qual k é o nimero da iteracdo no procedimento de Newton. A cada

passo emprega-se como estimativa inicial a solu¢cdo convergida a iteragdo
anterior. Assim, para a iteracdo k + 1

i =k A (4.30)

E para se calcular (Aun +1) a seguinte condi¢@o é imposta

F1 (5] dy,. i, 56) =0, VB EV,, 4.31)

ou seja

7 (ﬁ’,‘m—kAﬁﬁH,dNnH,dTH, ):o, V®EV, (4.32)
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Considerando-se que %] (-) é suficientemente regular, pode-se ex-

pandir Z1 () numa série de Taylor em fungdo dos termos ("n +1,dN,

dr,. s ) e encontrar uma aproximacao de primeira ordem, dada por

+10 7

yl (ﬁ]’(’+] + AﬁﬁJrl ’dNn+l 7dTn+1 > (Y)) '}71 ( Upt1 7dN n+1 7dT 1 a))
+D§1 ( n+17dN +1 >dTn+1 5 ) |:Al/ln+li| (433)

do qual infere-se

Dfl( n+17dN+1’dTn+1’ ) [Aun+l} = _91< n+1’dN+17dT+1’ )
(4.34)

a qual fornece os termos adequados para o cdlculo de [Aﬁﬁ +1] .



5 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS

O objetivo € aplicar o método Galerkin conjuntamente com o Mé-
todo dos Elementos Finitos na discretizacdo do problema. Segundo (ZI-
ENKIEWICZ; TAYLOR, 2005), a aproximag¢@o de um problema € inici-
ada ao se dividir o dominio de interesse 2 em um conjunto de subdomi-
nios Q,, tal que

a~0=Y 0, (5.1)

e

e de maneira similar a fronteira também € dividida

F~[=)T=YT,+) L, (52)
e et eu

onde I';, é o segmento de fronteira nos quais a tragdo é dada e I',,, é onde
os deslocamentos sdao dados, conforme ilustrado na Fig. 5.1. Nota-se que
o dominio geral de uma andlise de elementos finitos é uma aproximagdo
do dominio de facto que depende do formato da fronteira dos elementos
escolhidos.

A forma fraca das equacdes de governo € escrita para o dominio do
problema Q. também como uma soma ao redor dos elementos do dominio.

Uma solucdo por Galerkin € obtida ao se usar aproximacdes das va-
ridveis dependentes e de seus formatos virtuais. Para que um teorema va-
riacional ou forma fraca possam ser divididos numa soma aditiva, a maior
derivada presente deve ser, no minimo, continua ao longo dos elemen-
tos de tal forma que todas as integrais existam e nenhuma contribui¢do
inter-elementos ocorra.

Para que uma funcdo contenha uma varidvel com a mais alta de-
rivada de ordem m + 1, as fung¢des utilizadas para aproximar a varidvel
devem possuir as derivadas de ordem m continuas em todo o dominio £,
e sdo definidas como C™.

Em adicdo a necessidade de continuidade, € necessério que fungdes
C™ possuam polindmios completos de ordem m + 1 para garantir que as
derivadas de ordem m + 1 possuam valores constantes.

Enfim, o essencial das aproximagdes do tipo Galerkin € que explora-
se o fato que o espaco de inifinitas dimensdes de Hilbert possui um con-
junto de bases {¢;}:- , , se se puder expandir u na seguinte forma:

u= iui% (5.3)

i=1

79
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fazendo-se com que a fungdo teste v também varie pelas mesmas fungdes
¢; somente com um indice distinto. O método dos elementos finitos es-
sencialmente escolhe um subespago dimensional finito V, C V , de forma
que se aproxima a solucdo neste subspaco dimensional finito Vj,.

Figura 5.1: Esquema da discretizag@o.

Elementos Finitos

5.1 INTRODUCAO DO DOMINIO NATURAL

A fim de se resolver os problemas de evolucido de dano, deve-se
efetuar uma parti¢io do dominio de interface ¥ C R? por elementos de
linha, I',. A fim de determinar as contribuicdes de cada elemento deve-se
introduzir uma mudancga de varidveis, dada por

x=x(&,m) =x,;Ni (§,m), 5.4
y=y(&,m) =y,Ni(§,m),

e considera-se um elemento Quad8 ou Quad9 conforme demonstrados nas
Fig. 5.2 e Fig. 5.3.

Estes elementos, de maneira geral, podem possuir geometrias com-
plexas tal como ilustrado na Fig. 5.4.

As fungdes de dano dy,,, (x(7),y(7)) e d, (x(7),y(7)) e a fun-
¢éo teste My (x(7),y(7)) sdo aproximadas, dentro de cada elemento de
linha I, como
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Figura 5.2: Elemento Quad8. Figura 5.3: Elemento Quad9.
ey €7 e3 ey €7 e3
3] 3]
esg[4] [2]¢e6 ez g [4] LYy [2]g €6
(1] (1]
€] es [] €1 es €2

Figura 5.4: Geometria complexa.

€7

d,,, (x(7),y(7)) =dy  ¥i(T), (5.5)
dy, (x(7),y(7)) = dy, Wi (1), (5.6)
My (x(7),y (1)) = ny¥i (1), (5.7)
conforme demonstrados na Figura 5.5.

Figura 5.5: Elemento de linha.

1 ] |
dy, dn,, dn,,

5.2 DISCRETIZACAO DO FUNCIONAL .%,

A forma fraca associada com a equacdo de evolug@o incremental
para o dano normal, cujo problema pode ser apresentado como: Dados
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(i, dy,,dr,) , determinar dy, , € Vp tal que

yz (ﬁ”Jrl 7dNn+l 7dTn+l > TIN) = / dNn+l nN dr+
K3 At

CYN

At .
/ (—Yy, (unadandT,,)>+nN dr
sy Jx

_/dNnnN d'=0, Vny € Vp. (5.8)
z

/ Vi - Vdy, ,, dT —

Cabe notar que para impor a irreversibilidade do processo de descola-
mento, efetua-se uma operagao de projecdo, que pode ser enunciada como:
Quando (dy,,, <dy,) . dn,,, recebe o valor de dy,.

Para resolver este problema, efetua-se uma particao do dominio de
interface £ C R? por elementos de linha, I',. Como resultado

/( Nut1 dNn Ny dl' = Z/ dNn Ny dT’, (5.9)
/ VNn - Vdy, ., dF:Z / Vi -Vdy,,, dT (5.10)
X

/E<—Y](,n(ﬁ,,,dNn,dT Ny dT = Z/ (=Y} (iln,d,,dr,))" My dT.
(5.11)

5.2.1 Montagem global do problema de dano linear incremental

Sejam D! e D% os vetores de todos os valores nodais nos passos
] N N ) p
de tempo (n+ 1) e (n) , respectivamente.

Dyt =ui {git'y, (5.12)
Dy = Ui {q:}, (5.13)
8Dy =U"_,{8G.}, (5.14)

entdo, ao se somar a contribuicdo de todos os elementos
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Fy =/\{753}, (5.15)
K] =K., (5.16)

M] = A\ [M,], (5.17)

em que A\, (o) representa o operador de montagem de vetores, A, (o) re-
presenta o operador de montagem de matrizes, Fg representa o vetor glo-
bal de forcas nodais; [K] e [M] sdo as matrizes globais de “rigidez” e
“massa’”.

Como resultado, o problema discreto pode ser formulado como:
Dado DY, e (i,,dr, ), determinar D/}

{5y - By} {6} + 5N ) {531 - {5

CYN

—CAZ; {ﬁN} : {513N} —0 v{&DN} eRV. (5.18)

Ou seja
{Bi} = [[M} + kc’bvzit [K]} h [CAZ; {R}+m {B;b}} . (519

tal que

R =N\{R}.

FY = /F (=Y} (it d, d,)) " P T, (5.20)
K= [ B [B] ar. (5.21)
M,] = /F (@@@) dr. (5.22)

5.3 DISCRETIZACAO DO FUNCIONAL .73

De forma andloga ao funcional .%,, pode-se enunciar a montagem
global do problema de dano linear incremental como:
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Sejam 5’}“ e l_j’% os vetores de todos os valores nodais nos passos
de tempo (n+ 1) e (n) , respectivamente.

Dt = {@t ) (5.23)
Dy =Ul_ {4}, (5.24)
8Dr = Ui {8G.}- (5.25)

O problema discreto pode ser formulado como: Dado l_j’; e (ty,dy;,),
determinar D’-"! onde

M) { By Dy} {5DT}+k ) {py) - {sDr )

C):T{ F}-{8Dr} =0 v{sDr} crY. (526)

Ou seja

{D';“} - [[M} | K [K]] B {Ai {FTY } M {D';}} . (527)

Cxr cxr

5.4 DISCRETIZACAO DO FUNCIONAL .%;

Dados (idy,,dn,,dr,) € (dN +1)de+1) obtidos da solugdo dos pro-
blemas (i) e (ii), deve-se determinar i, € V,, tal que

F1 (i dy,,, dr, 1 ®) = /Qon+1(ﬁn+1)-g((z>) a0

+/):Q2Tn+1 (ﬁ”H’dN +1>dTn+1) [or]] aT

+ [ Qoo (v, 1 ) (] dr
—/F?Hl-a)r,—/ginﬂ.a)dg, V& EV,. (5.28)

E claro, pela forma deste funcional, que .%; é um problema nio-
linear transcendental, e, dentro do contexto de matematica computacional,
a utiliza¢do de um processo iterativo € necessdria para a obten¢do de uma
sequéncia de solugdes aproximadas do mesmo.

Outrossim, a aplicagdo do método de Newton é uma das aborda-
gens possiveis na resolu¢do de problemas nao-lineares transcendentais.
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Pode-se entdo reescrever o problema como: Dados( . +1,dN oA, +l)

—’k+1

determinar #, " ; que resolva

D7, ( n+l7dN +17dTn+1;6)) [AﬁﬁJrl} = -7 ( n+1’ +1’dT+1’ )
(5.29)

5.5 ELEMENTOS FINITOS DE GALERKIN

Para se resolver o problema de deslocamento nio-linear, utiliza-se
duas classes de elementos, que sdao

1. Elementos Quad8 ou Quad9 para tratar das contribui¢des volumé-
tricas e das condi¢des de contorno de tragdo prescritas, envolvendo
0s termos

/Qa( n+l) ®) dQ = Z/ ,,H ‘é (0) d(5.30)
/z,,ﬂ & dT = Z/ Fo1-wdl, (531
em t

/Z,m -(?)dQ:Z/ oot - ®dQ,  (5.32)
Q e Qe

/D& (ﬁﬁﬂ) [Aﬁ£+l} E(w) dQ
=L [, 2 () [47h.] () a2

(5.33)

2. Um elemento linear de linha para tratar das contribui¢des da inter-
face, envolvendo os termos

/ZQZTHI (tnt1,dn,,,,dr,,,) [[0r]] dT

:Z/F QZTnH (ﬁ"+17dNn+1’dTn+l) [[wTH dr,
e e

(5.34)
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/Q):Nn+l lint1,dy,,,dr,,,) [[oy]] dT

_Z/ QZN,H,I Mn-Hy +17dT )[[wNH dr?

(5.35)

LDQZN,,+1 (ﬁn+1 ? dNn+l 7dTn+1) |:Aﬁ£+1i| [[(I)N]] dr =

=Y [ DOsx,e, vsrod,yodr,,) [T | o] dr, (536
e e

/):DQZTn+1 (lint1,dn,,,dr,,,) [Aﬁﬁﬂ} [[or]] dT" =

=Y [ DO, (ridy,.yvd) [ for]) T (537

5.5.1 Contribuicio dos elementos de volume

Efetua-se a discretizacdo do dominio Q por elementos €, como
demonstrado na Fig. 5.1. Assim, deve-se calcular as seguintes contribui-
coes

- / ) -£(@) dQ, (5.38)
_ / 1B dO, (5.39)
_ / ( i, Aun+1} e(0) dQ, (5.40)
(4) —/memj 11-@dl (5.41)

Para determinar a contribui¢do de cada elemento finito das integrais
supracitadas, introduz-se uma mudanga de varidveis dada por

=x(&,n) =x;Ni (E,m), (5.42)
=y(&,n) =ye:Ni (E,m),
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Figura 5.6: Mudanca de dominio.

N n

=> | _.

- =l

y R —

vV

ilustrada na Fig. 5.6

tal que N; (&,7n) sdo as fungdes de base cldssicas de elementos fi-
nitos (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

Os elementos do tipo QuadS8, sem a presenca de um né interno,
sdo conhecidos na literatura como do tipo "serendipity". As funcdes de
forma para esta familia de elementos ndo pode ser construida por um pro-
duto tensorial de fun¢des de forma unidimensionais como as da familia
Lagrangeana. As func¢des de forma da familia serendipity sdo obtidas por
um produto tensorial de funcdes cuidadosamente escolhidas para satisfa-
zer as propriedades do delta de Kronecker (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

Zienkiewicz (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005) afirma que tal fa-
milia de fun¢des é normalmente mais eficiente pois as funcdes dependem
somente dos valores nodais presentes nas fronteiras do elemento. Para
esta familia também é possivel gerar elementos com nimeros distintos de
nés em cada um dos lados do elemento, tornando possivel a realizagdo de
transi¢des entre elementos de diferentes ordens.

Ja os elementos do tipo Quad9 fazem parte da familia Lagrangeana
e sdo amplamente conhecidos.

As componentes de deslocamento u e v e a fungio teste @ = (Su, 6v)
sdo aproximadas, dentro de cada elemento finito Q., como

u(x(&,m),y(&,n)) =ue,Ni(E:m), (5.43)
v(x(&,m),y(&,n)) =ve,Ni(§,m), (5.44)
5“@(5777),)’(5,71)):5ueiNi(5a77)» (5.45)
ov(x(&,m),y(&,m)) = dve,Ni (§,1), (5.46)

conforme Fig. 5.7.
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Figura 5.7: Componentes de deslocamento.

V4 V7 V3
m 17 13
[N
V8 V6
ug X Yug
V] V5 V2
Uy us up

5.5.2 Determinacio das contribuicoes dos elementos de interface

Efetua-se a discretizacdo do dominio ¥ por elementos I', como

mostrado na Fig. 5.8.

Figura 5.8: Elemento de interface.

e
€6 3

€4
es €2
€]

Neste caso, deve-se calcular as seguintes contribui¢des

(1) :Z/l; QZTnH (ﬁn+1den+l7dTn+1) [[wTH dr,
(2) :Z/F QZNnH (ﬁ"+17dNn+| 7dTn+l) [[wN” dr,
(3) :Z/l_, DQZNn+1 (ﬁn+1’dNn+l’dT;1+l) [Aﬁ£+1:| [[(I)NH drv

(4) :Z/l_, DQZT;H»I (ﬁn+17dN)1+l7dTn+l) [Aﬁﬁ-ﬁ-l} [[0)]"]] dr
e e

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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Para se determinar a contribui¢do de cada elemento finito nas inte-
grais, introduz-se uma mudancga de varidveis, dada por

x(7) =i (7)xe, + W2 (7) Xe, + W3 (7T) Xes, (5.51)
y(T) = \Pl (T)yel +\PZ (T))’ez +\P3 (T))’e3~ (552)

5.5.3 Montagem global do problema de deslocamento nao-linear -
Elementos de volume

Sejam (7,,+1 e l7n os vetores de deslocamento de todo o conjunto de
nés nos instantes de tempo (n+ 1) e (n) respectivamente

Upe1 = U {G2"},
U, =U/" {3}, (5.53)
SU = U {6G.}.

Entdo, ao se somarem todas as contribui¢cdes de elementos, obtém-

se
Fo=A{Fe}, (5.54)

F? =;\ {F}. (5.55)

F —/f\{l’}, (5.56)

Kl = A K]} 5

em que A\, (o) representa o operador de montagem de vetores, A, (o) re-
presenta o operador de montagem de matrizes, FO FbeF! representam,
respectivamente, os vetores globais de forga associados a tensdo interna,
for¢as de corpo e forgas prescritas; [Kr| representa a matriz de rigidez
global.

5.5.4 Montagem global do problema de deslocamento nao linear -
Elementos de interface

Sejam l7n+1 e 17,, os vetores de deslocamento de todo o conjunto de
nds nos instantes de tempo (n+ 1) e (n) respectivamente
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l7n+1 =U {4},
UL {q, (5.58)
50 = U" 1 {8}

Entdo, ao se somarem todas as contribui¢cdes de elementos, obtém-
se

P AR (5.59)
FET =\ {ﬁET} , (5.60)
[Kr] =[Kr]+ A\ {[Ke] + [K] (5.61)
(K] = [Ke™] + [K’!N”} + KT, (5.62)
[Ke] =K "]+ [KM] +

+ [Kzeyzvia] I [KQVNib} 4 [KZ"TZ'C] I [KeTTid:| ’ (5.63)

em que A, (o) representa o operador de montagem de vetores, A, (o) re-
presenta o operador de montagem de matrizes, FXN ¢ FXT representam
os vetores globais de forca associados aos modos I e II do mecanismo
de descolamento; [Kr| representa a matriz tangente global. As matrizes
estdo definidas no Apéndice A.

Ao se combinar as contribui¢des dos elementos de volume e dos
elementos de interface pode-se determinar o problema iterativo ndo-linear.
O problema discreto ndo-linear pode ser enunciado da seguinte forma:

Dado U, e (5,’1,“,13’}“), determinar U, , solucdo do problema, que
pode ser obtido do seguinte procedimento iterativo

Seja A =0,

ntl —
Encontrar U(IH)

Kr (61) | a0, = R (0,2")

i+1
U,SH) U(+)1+AU(J21 no qual

tal que HR (Unf]1 )H <Tol, onde
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)\ _po (77 7 i 7007,
fH) =F° (Ung—l’Un) +F):N (UniH’U") +

5.6 PROBLEMAS AXISIMETRICOS (SEM TORCAO)

No caso de axisimetria, assume-se que as propriedades materiais,
carregamentos e condi¢des de contorno sejam independentes de 6, num
sistema de coordenadas cilindricas (r,0,z). Aqui, considerar-se-d o caso
de problemas axisimétricos.

Em sélidos de revolugdo, o campo de deslocamentos é dado por

i = ue, + ugéy + u,é;, (5.64)
tal que
ur=u,(r,z), (5.65)
ug =0, (5.66)
u, = u; (r,z). (5.67)

As componentes do tensor deformacdo sdo dadas por

du,
Err W7 9 =0, (5.68)
Ur
Egp = 7, Y0 = 0, (5.69)
u Jdu, Jdu
£, = 7;’ =5 + Trz' (5.70)

Observacdo Em r =0 deve ser imposto que u, = 0 (o material € sélido,
em contrapartida de estruturas ocas). E para o caso de deformacao plana
efetua-se as seguintes substituicdes

(r<x) (z¢y) (04)
Ego = 07 Ogg 7é 0. (5.71)



92 5 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS

Das consideragdes anteriores, obtém-se

| o)€@ da= [ (o) & (@) + 0w ()£ (@)
+000 (ii) - €9g (@) + Oy (if) - %o (@)} dQ.  (5.72)

Define-se os vetores

G = {O-N‘v Oz2, 01z, 699}; (573)
€= {Err,gzm%z,gee}, (5.74)
tal que
& (ins1) = [DoJE (fins1). (5.75)
em que
S o B = B
(1 - V)E (I—V) 1 (I—V) 0
Dy = ——+~=—— 5.76
[Do] (1+v)(1-2v) (1Xv) (1Xv) 1 ( 02 ) (5.76)
1-2v
0 0 0 2(1-v)

5.6.1 Discretizacao
Para se aplicar o método dos elementos finitos, efetua-se a parti¢do

do dominio Q2 em elementos .. Ja que o problema € independente de 6,
obtém-se

dQ =2nrdrdz =2ndA,
dA = rdrdz. 6.7

Como consequéncia da particdo do dominio, obtém-se

/Qa(,m) £(®) dQ — Z/ i) E(@) dO, (5.78)

/an & dT" — Z/ . 7.1 odrl, (5.79)
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/ bpst - @ dQ = Z/ bpit - @ dQ, (5.80)
Q e Q(’,

/Dc( n+l) [Aﬁﬁﬂ} () dO

(5.81)
= Z/ DG n+1 n+l} ' 8((1)) dQ.

Para efetuar as integrais supracitadas, na particao de elementos €.,
utiliza-se uma mudanca de varidveis dada por

r(é?”):riNi(§7n)> (5.82)
Z:Z(éaTn:ZiNi(gvn)) (5.83)

tal que NV; s@o as fungdes base cldssicas.
As componentes do campo de deslocamento sdo interpoladas em
Q., no caso isoparamétrico, como

u (&) =uN; (&,1m), (5.84)
u; (&, m) = uyN;i (€,m). (5.85)

Seja {ae}T = {”rbvzla”rZaVzZa~~~aur83V18} tal que (”riyvzi) repre-
sentam o i-ésimo valor nodal da componente de deslocamento, pode-se
expressar os campos do vetor de deslocamento i e da variagdo de deslo-
camento 04 como

w | =
{w}=ma. 556)
em que
® = [N] 84, (5.87)
tal que
Ny (€, 0
[Na] = |: (g r') N, (éan) :| . (588)

As componentes do vetor de deformagdo podem ser expressas de
forma matricial
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tal que

5.6.2 Determinacao das derivadasde N, , e N, ;

_ 1 n TLE
o | Nach = o (g [ M) | 51 75,

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

O elemento de érea, devido 2 mudanca do sistema de coordenadas,

¢ dado por

dQ = dxdy
— det[J] d&dn,

consequentemente

(5.93)

1 1
| ryda= [ [ fe(En).zEn)deid]r (Em) dgdn.
Q, -1J-1

(5.94)



6 CALIBRACAO E VALIDACAO DO MODELO DE DANO

Modelos utilizam dados e conhecimento para representar matema-
ticamente um protétipo da realidade a ser estudada. O conhecimento
é composto dos processos fisicos que reconhecidamente determinam o
comportamento do sistema.

A calibracdo de um modelo consiste em mudar pardmetros de en-
trada do mesmo com o intuito de reproduzir um comportamento especi-
fico dentro de um critério minimo de aceitacdo. Estuda-se a influéncia
e o comportamento que a variagdo de cada parametro de entrada exerce
no modelo proposto para que se possa reproduzir as curvas obtidas em
ensaios reais.

A calibrag¢do do modelo de dano proposto ocorreu em duas etapas.
Na primeira delas, considera-se uma andlise 1D simplificada com intuito
de avaliar os modos de dano em tracdo e em cisalhamento separadamente.
Desta maneira observa-se de maneira objetiva os efeitos das principais va-
ridveis do modelo, a saber: {ay,ar,by,br,cn,cr} € R YY), Y2 e cxy, cxr.
Ensaios de modelos adesivos normalmente sdo feitos do tipo modo I puro
ou modo II puro. Estes envolvem, normalmente, um grafico que relaciona
a abertura de dois materiais unidos por um adesivo com a forca necessaria
para produzir aquela abertura.

Considera-se, para efeitos da andlise simplificada, o problema 1D
apresentado na Figura 6.1.

Figura 6.1: Ensaio modo 1.

9| |€
N E>
t} »|$«[[unn

Nota-se que, neste caso

95
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[[ur]] =0, (6.1)
Vdy =0, (6.2)
Vdr =0. (6.3)

Como resultado, o processo de descolamento é governado pela se-
guinte equacao

Yy +div (fN) —0em?¥, (6.4)
Jy -7 =0em J%, (6.5)
Yy =Y, +Yi, (6.6)
€
—Yr +div (fT) —0em?>, 6.7)
Jr-i=0em 0%, (6.8)
Yr =Yi+Y;. (6.9)
Entretanto, ja que
T = k5 vy, (6.10)
Jr = kb vdy, (6.11)
deriva-se
Jy =0, (6.12)
Jr =0, (6.13)
0 que resulta en
Yy =Yy, (6.14)
tal que
Yy = — (1 —dy)ky[[un]]* = (1 = dr) kyr [[un]] [[ur]
dy
YO | —————— 4+ (1 — bydy) (1 — cnd,
M (1—dN)“N+sy+( ) (1= endn) |- (6.15)
1

1
- . (—dy)" + E {dv—1)7",
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Y= —Y7, (6.16)

tal que

Yi = —(1 —dr)kr [[ur]]” — (1 — dn) knr [[un]] [[ur]

dn
m + (1 — deT) (1 - chT) (6.17)

(—dr)* + 1;<d7 _t

a

+ v

1
a
No caso particular de uma carga que aumenta monotonicamente,
com as condigdes iniciais de dy (0) = 0 e dr (0) = 0, as expressdes ante-
riores para Yy, e Y7 reduzem-se a

dn
Yv=—(1—dy)k 2y 4 (1—bydy)(1—cnd
== (1 ]+ 19 | g+ (1) (1= ).
(6.18)
dr
Yp=Yp | ——a—— + (1 —brdr) (1 —crd 6.19
T =17 (l—dT)“T—|—8y+( rdr) (1 —crdr)|, (6.19)
e também
Yy = cavdy, (6.20)
Yi = cxrdr, 6.21)
tal que, com as projecdes ortogonais,
(~Y0)" = covdy, (6.22)
(—=Yp)" = ecgrdr, (6.23)
e
cxndy = <(1 — dy) ky [[un])?
(6.24)

.
dn
= *“b’vd’”“”dmw |
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) d +
CZTdT = <—Y7Q |:(1—611T)];T+8Y + (1 —deT) (1 —CTdT):| > . (625)

Nota-se que, como — [ )laT_,’_g +(1—=brdr)(1 —crdr)} <

0, isso implica em (—YJ)" = 0 <= cgrdr = 0, fornecendo dr (¢)
0Vt > 0. Outrossim

CZNLZN = <(1 - dN)kN[[”NHZ

(6.26)
0 1 B
—Yy|7———+ ({1 —bndn) (1 —cnd
¥ e (- b (1 —avdv)| )
assumindo um aumento linear monotonico de [[uy (¢)]] do tipo
([un (1)]] = o, (6.27)

pode-se resolver a equacéo para dy (t). Assim que dy (¢) e dy (¢) sdo
calculados, as componentes de tensdo e deformacédo

Oy = Oii-1i,
~{ =k} 1)), (6.28)
ou seja
ky = @, (6.29)
resultando em
w=—u—@f%@ww 630)

—(1 = dy)? Eaan€ (t).

Aqui nota-se que o sinal significa que oy (¢) estd na dire¢do de —é,,
com /i = €y . Isto estd de acordo se a parte positiva é dada pela parte da
estrutura engastada na parede.
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6.1 PRE-CALIBRACAO

Utilizando-se o modelo simplificado proposto anteriormente, efetuou-
se uma pré-calibracdo utilizando o software MatLab®. Tomou-se como
base os ensaios experimentais do tipo DCB e Three-Point Bending, res-
pectivamente (CAMPILHO et al., 2011) e (ALFAIATE; SIMONE; SLUYS,
2003). Estes papers foram escolhidos por trazerem descri¢des detalhadas
dos experimentos fisicos feitos, tais como geometrias, cotas e valores de
propriedades materiais. As curvas obtidas em relac@o as trazidas pelos
papers podem ser observadas nas Figuras 6.2, 6.3 e 6.4.

Os dados principais para a obtengdo do ajuste podem ser observa-
dos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Propriedades utilizadas na simulagdo do MatLab®

Yy a b ¢ deit

DCB #1 15 25 -4 -4 075
DCB #2 83 01 -2 -5 0.65
Three-Point 1.7 1.8 -5 -5 0.80

Figura 6.2: DCB #1.

Calibracdo modelo DCB #1

=

Experimental
------- Simulado B

o
©
T

F [Adimensional]
© o o o o o
w » (5] [e2] ~ ©
T T T T

o
)

0.1

0 0.05 0.1 0.15 0.2
8 [Adimensional]
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Figura 6.3: DCB #2.

Calibracdo modelo DCB #2

0.05 T T T
Experimental
0.045 A U Simulado E
0.04} K |
0.035} i
€ o.03f p i
2 4
2
@ 0.025 b
£
S ]
< o0.02f 7 ‘1
w p
0.015F .
0.01r b
0.005 1
O 3 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
4 [Adimensional]
Figura 6.4: Flexdo em trés pontos.
Calibragdo modelo de Flexdo em Trés Pontos
0.7 T T T T
Experimental
------- Simulado
0.6 1
T
c
K]
[%)
c
[}
£
e}
<
w
0 L 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

4 [Adimensional]
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6.2 VALIDACAO

A validag@o é o processo no qual demonstra-se que o modelo pro-
posto é capaz de reproduzir com boa qualidade resultados experimentais.
Apesar da pré-calibracdo fornecer bons resultados iniciais para a estima-
tiva dos parametros de entrada, o modelo de elementos finitos possui di-
ferencas em relagdo ao modelo simplificado. Entre estas pode-se listar:
(i) como o modelo de dano é nédo local, cada elemento de adesdo sofre
influéncia do dano apresentado pelo elemento vizinho; (ii) singularidade
de tensdo na ponta de abertura da trinca; (iii) efeito da flexdo no modo de
abertura I dos modelos de DCB. Cabe notar que os elementos de volume
utilizados foram Quad9.

Os modelos de DCB possuem a configuragdo geral apresentada na
Fig. 6.5. Os dados para ambos os modelos sdo apresentados na Tabela
6.3, com todas as dimensdes em milimetros.

Para todos os trés modelos os parametros da Tabela 6.2 foram co-
muns.

Tabela 6.2: Parametros gerais de todos os modelos

M 1E —13 K 0.2
Na 1E —38 K02
Us 0.12

Figura 6.5: Configuragdo geral do modelo de DCB. (CAMPILHO et al., 2011)

R
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1 ¥
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sl
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Tabela 6.3: Caracteristicas dimensionais, em mm, para as configura¢des do modelo
de DCB #1 e #2.

Configuracdo #1 Configuragcdo #2

L 192.7 140

h 12.7 2.4

t, 0.2 0.2

ao 65 55
Adesivo XN1244 Araldite® 2015

6.2.1 Modelo de DCB #1

A malha para este modelo foi gerada com 2142 nés, 472 elementos
de volume e 39 elementos de adesdo, conforme ilustrada na Fig. 6.12; os
detalhes hachurados sdo os elementos de adesdo. O resultado da analise
de forca por abertura pode ser visto na Fig. 6.6. As propriedades materiais
do meio foram E = 205 GPa e v = 0.3, os pardmetros utilizados para o
adesivo podem ser vistos na Tab. 6.4. Valores idénticos foram utilizados
para as varidveis normais e tangenciais.

Figura 6.6: Resultado do modelo DCB #1.

Modelo DCB #1
1400 T T T T

Experimental
= = = Simulagao

1200

1000 [

800

F NI

600 -

400

200

0 0.5 1 15 2 25
S [mm]
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Tabela 6.4: Parametros do modelo DCB #1.

KN7T=2.5XE8N/m aN7T:3.5
KNT =25%xE7 N/m bN7T =-6.0
CYNYT = 1.0 CN,T = -7.0
Yy, =10

Detalhe da simulacdo pode ser visto na Fig. 6.7, que mostra o
campo de deslocamentos num dado instante de tempo, ampliado 50 vezes,
com os nés danificados do material adesivo representados pelas circunfe-
réncias cheias.

Figura 6.7: Elementos danificados - DCB #1.

6.2.2 Modelo de DCB #2

A malha para este modelo foi gerada com 2810 nés, 560 elementos
de volume e 85 elementos de adesdo, conforme ilustrada na Fig. 6.13; os
detalhes em vermelho sdo os elementos de adesdo. O resultado da analise
de forca por abertura pode ser visto na Fig. 6.8. As propriedades materiais
do meio foram E = 205 GPa e v = 0.3, os pardmetros utilizados para o
adesivo podem ser vistos na Tab. 6.5. Valores idénticos foram utilizados
para as varidveis normais e tangenciais.
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Figura 6.8: Resultado do modelo DCB #2.

Modelo DCB #2
70 T

T T
Experimental
= = = Simulacédo

60

50

401

z
w
30 1
20 b
10+ 1
0 ‘
0 2 4 6 8 10 12
S [mm]
Tabela 6.5: Pardmetros do modelo DCB #2.
KN,T :2.4><E6N/m aN.T =2.7
Kyt :2.4><E5N/m byt =-5.0
CYNYXT = 1.0 CNT = —6.0
Yy, =038

6.2.3 Modelo de Flexdao em Trés Pontos

O modelo de flexdo em trés pontos possui o esquema delineado
pela Fig. 6.9, sendo L =2 m; h = 2.0 mm.
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Figura 6.9: Configuracdo geral para o modelo de flexdo em trés pontos.

L/2 | F0
1 Ly
L

£

i
|
.

N/

A malha para este modelo foi gerada com 6642 nés, 1600 elemen-
tos de volume e 20 elementos de adesdo, conforme ilustrada na Fig. 6.14;
os detalhes hachurados sdo os elementos de adesdo. O resultado da and-
lise de forca por abertura pode ser visto na Fig. 6.10. As propriedades
materiais do meio foram £ = 30 GPa e v = (.3, os pardmetros utiliza-
dos para o adesivo podem ser vistos na Tab. 6.6. Valores idénticos foram
utilizados para as varidveis normais e tangenciais.

Figura 6.10: Resultado do modelo de flexdo em trés pontos.
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Tabela 6.6: Pardmetros do modelo de flexdao em trés pontos.
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Detalhe da simulacdo pode ser visto na Fig. 6.11, que mostra o

campo de deslocamentos no instante no qual a ruptura ocorre

Pode ser

observado claramente a separacdo entre as duas partes do corpo de prova

gerada pela perda de rigidez do material adesivo devido a danificag

30.

flexdo em trés pontos.

Figura 6.11: Campo de deslocamentos
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Figura 6.12: Malha: DCB

#1.

Figura 6.13: Malha: DCB Figura 6.14: Malha: flexdo

em trés pontos.

#2.
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6.3 EXEMPLO DE INCLUSAO

Com o modelo de adesdo validado e de posse de trés conjunto de
dados adesivos consistentes, realizou-se a simulagdo de um exemplo de
um modelo do tipo inclusdo. A situacdo fisica que se enfrenta é descrita
na Fig. 6.15, sendo L = 0,5 m e a inclus@o R = 0,2 m. Existe uma matriz
de determinado material com uma inclusiao do mesmo material no centro,
ambas as partes unidas por um adesivo. Aplica-se o conceito de um quarto
de simetria para se chegar a situacdo ilustrada no lado direito da figura.
Aplica-se uma forga F' até que a ruptura do material adesivo ocorra.

Figura 6.15: Exemplo de inclusdo.
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A malha utilizada possui 5074 nés, com 1186 elementos de volume
e 100 elementos de adesdo, conforme ilustrada na Fig. 6.16; os detalhes
em hachurados sio os elementos de adesdo. Os dados para adesivo fo-
ram os mesmos do modelo de DCB #1, presentes na Tab. 6.4. Apesar
da malha nfo ser estruturada, procurou-se aumentar significativamente a
densidade de elementos na area circundante a interface adesiva. Ainda
que uma quantidade menor de elementos de adesdo fosse suficiente para
capturar o fendmeno do descolamento, conforme os exemplos da valida-
¢do demonstraram, deseja-se tornar esta andlise o mais fidedigna possivel.
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Figura 6.16: Malha do exemplo de inclusdo.
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O interessante, neste modelo, € acompanhar a evolu¢do do dano
conforme o deslocamento imposto pela for¢a F. Para isto quatro nés fo-
ram selecionados, marcados por pequenos circulos cheios na Fig. 6.16. A
escolha deu-se de forma a contemplar de maneira mais isondmica todo o
comprimento do material adesivo.

A fim de identificar a representagdo dos resultados, os nds selecio-
nados foram numerados de #1 a #4, partindo do n6 mais inferior, em uma
das extremidades, em direcdo ao né mais superior, na outra extremidade,
seguindo o sentido anti-horario. Os valores da evolugdo do dano normal
dy , e do dano tangencial dr, sdo apresentados, respectivamente, nas Fig.
6.17e 6.18.
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Dano normal dN

Dano tangencial dT
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Figura 6.17: Evolucdo do dano normal.
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Figura 6.18: Evolucdo do dano tangencial.
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6.3.1 Discussao

Utilizando-se como critério de ruptura um valor de dano critico de
d. =0,73; similar ao valor critico do modelo de DCB #1, observa-se pelos
graficos que a falha do material adesivo da-se pela ruptura devido ao dano
normal. Porém como a normal, geométrica, dos nés nao coincide com a
direcdo horizontal existe também crescimento do dano tangencial. O des-
colamento completo ocorre quando o deslocamento prescrito na fronteira
estd em 8 = 2,1 mm, considerando-se o dano critico como sendo 0,73.
Pode ser observado na Fig. 6.19, com ampliacdo de 10 vezes do campo
de deslocamento, o descolamento da inclusio.

Figura 6.19: Campo de deslocamento.
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A proposta desta dissertacdo de mestrado foi o desenvolvimento de
um modelo de dano ndo local para separacgdo de interfaces. O modelo foi
feito pensando-se em abertura de trincas do tipo I, tipo I e modo misto de
abertura; e para isso utilizou-se duas varidveis macroscépicas de dano, a
saber dy e dr. Efetuou-se a formulacio forte das equacdes de equilibrio
considerando-se a situagdo cldssica de forcas e também considerando-se
a existéncia de forcas termodindmicas de dano; etapa que forneceu uma
estrutura bésica de funcionamento do modelo sem a especificagao das re-
lagdes funcionais. A partir disto foram propostos potenciais de energia
livre e potenciais de dissipacdo, ou seja, definiu-se o proprio “DNA” do
modelo que a partir de entdo passa a funcionar segundo as regras definidas
pelas formulacdes fortes.

As grandes inovagdes ocorreram na defini¢dao do potencial de ener-
gia que acopla os modos de abertura I e II; e na definicdo do potencial
de energia livre que dé origem a funcdo barreira. Esta é de suma impor-
tancia na defini¢do de como as forcas normal e tangencial se comportam
durante a etapa de descolamento das interfaces adesivas. Na etapa sub-
sequente foram considerados os casos omissos, tais como a possibilidade
da redug@o do nivel de danificacdo do material; e para evitar esta situa-
¢ao fisica impossivel foram impostas penaliza¢des para manter o modelo
verossimil. As equagdes de estado foram entdo derivadas e também regu-
larizadas quanto a problemas de ndo diferenciabilidade local.

Para permitir a utilizagdo computacional do modelo, derivou-se as
formulagdes fracas juntamente com a discretiza¢do no tempo. Optou-se
por um método de discretizagdo no tempo semi-implicito de diferencas
finitas com fins de maximizar os incrementos de tempo. Outro efeito ob-
tido com a discretizacdo foi desacoplar os problemas de dano normal e
tangencial. Como o problema do campo de deslocamentos € transcenden-
tal foi necessdrio linearizd-lo para poder resolvé-lo pelo método iterativo
de Newton.

Em seguida efetuou-se a discretizagcdo das formulagdes fracas pelo
método dos elementos finitos e as contribui¢des dos elementos de volume
e dos elementos de linha foram determinadas. Agora com um modelo
completo passivel de implementacio computacional passou-se a etapa de
valida¢do do modelo. Ensaios de abertura pura de tipo I, DCB, foram re-
produzidas com perfei¢do pelo modelo. Nota-se também que os dois mo-
delos de DCB validados possuiam caracteristicas bastante distintas: um
era um adesivo de comportamento ductil e o outro de comportamento fréa-
gil. Ensaio de propagacio de trinca do tipo flexdo em trés pontos também
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foi reproduzido satisfatoriamente. A capacidade de reproduzir ensaios
bastante distintos, ou seja, de comportamentos dispares - com 0 mesmo
modelo a partir da mudanga de trés pardmetros (ay.7; by 1 € cy,7) foi um
fato que chamou a atencio e que demonstra a robustez e versatilidade do
modelo proposto.

A simulag@o de um caso do tipo matriz-inclusdo unidos por um
material adesivo a partir de um conjunto de dados ja validados demonstra
uma das possiveis aplicagdes do vasto campo de estudos para o qual este
modelo pode contribuir. Mesmo com um niimero ndo tao elevado de ele-
mentos de adesdo foi possivel capturar com boa qualidade o fendmeno da
decoesdo.

Como legados desta dissertacio ao GMAC ficam uma interface
completa para geracdo de malha e ajuste total e completo das varidveis
de entrada integrados ao programa principal de solucdo de elementos fi-
nitos.

7.1 SUGESTAO PARA DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Nota-se que em alguns momentos durante esta dissertacdo fala-se
em decoesdo e em abertura de trinca como se fossem sindnimos. Do
ponto de vista fisico as duas nomenclaturas descrevem situacdes analo-
gas. A diferenca € que a decoesao ja possui um caminho pré-determinado
de abertura, enquanto que uma trinca ndo o possui. O modelo aqui des-
crito para decoesdo ndo foi feito ad hoc, e portanto pode ser generalizado
também para trincas strictu sensu. Outrossim, através da implementacio
de um critério de escolha de direcdo de propagacdo de trinca e da adi¢do
de elementos de adesdo na direcdo de propagacao da trinca poder-se-ia ter
um bom modelo que também trate do problema de abertura e propagagao
de trincas per se.

O grande foco deste trabalho foi o de capturar o fendmeno da sepa-
racdo de interfaces, e ndo em reproduzir com perfei¢ao o desenvolvimento
dos campos de tensdo. Assim a captura de detalhes da singularidade da
ponta de trinca - fendmeno presente nos modelos de DCB - ou da andlise
do campo de tensdes no elemento de adesdo com dano préximo do mé-
ximo ficaram relegados ao segundo plano. Neste interim a adi¢do da téc-
nica de Elementos Finitos eXtendidos (X-FEM) resolveria o problema da
andlise dos campos de tensdo na singularidade da ponta de trinca, contri-
buindo também na precisdo dos campos de tensdo circundantes, tornando
o modelo e o programa de elementos finitos mais completos.

Outra direcdo interessante de abordagem seria a inclusdo do feno-
meno de fadiga. Asas de avides contruidas em estruturas de materiais
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compositos acabam sofrendo fadiga por flexdo durante voo, e esta pode
implicar uma falha no material adesivo ao invés de uma falha na lamina
em si.
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A DEFINICAO DAS MATRIZES UTILIZADAS NO PROBLEMA

DE DESLOCAMENTO NAO LINEAR

A.1 ELEMENTOS DE VOLUME

Deve-se determinar as contribui¢cdes dos seguintes termos

Assim

tal que

Determinacio de (2)

Assim

tal que

(A.1)
(A.2)
(A.3)

(A.4)

(AS)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)



Determinacio de (3)
()= | 06 (dh.1) [ai,] €(0) a0
Assim
/806 (1) (A | - €(0) a0 = (K] {2, } - 8.
tal que

K] = [ B (Do) B] 40

que € a matriz de rigidez linear elastica tradicional.

Determinacao de (4)

(4) :/ Tapt - ®dT
9Q,NI;
Assim
/ Top1 - ®dT = F' - 5G,
Q.NIy
tal que

Fl = / N 7y dT
QNI

A.2 ELEMENTOS DE LINHA

Deve-se determinar as contribui¢cdes dos seguintes termos

(1) :Z/F QZTn+I (ﬁ”+1’dNn+l ’dTn+]) [[COT]] dr
(2) :Z/F QZNnJrl (ﬁ"+1’dNi1+l7dTn+l) [[O)N]] dr
(3) :Z/F DQZNVHrl (ﬁ’7+1’dNn+1 7dTn+1) [Aﬁﬁ-‘rl] [[wNH dar

(4) :Z/F DQZTn+1 (ﬁn+1’dNn+l’dT;1+l) [Aﬁ£+li| [[U.)T]] dr
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A21)



Obtém-se o salto normal do deslocamento como

[l (x(7) 3 ()] =N Ge

com

- 1T
[NN} = [ ‘I’lnx ‘Pli’ly IPznx leny —‘Pgnx —‘Pzny
—1P1nx —‘Plny ‘P3nx ‘Pj;ny —‘I’3nx —‘P3ny ]

O salto tangencial do deslocamento é dado por
[lur (x(7),y (D)) =Nr - Ge
com

L 9T
[NT:| = [ lI’lny —W n, ‘"Pzny —Won, —‘I’zny Won,
— Yin, Yine Win, —Win, —YWin, Yin, ]

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

A mesma légica € aplicada para as componentes normal e tangen-

cial da variagdo do salto do deslocamento, dados por

([ (x (1), (2)]] =Ny - e

[or (x(7),y(2))]) =Nr - 8G,
Determinacio de (1)
(1) :A QZTn+] (ﬁn+17dNn+] 7dTn+1) [[wT]] dar
assim
/1" QZTnH (ﬁnJrl’dNnH ’dTn+1) [[COT” ar = FeZT : 566

onde

FeET = /1" QZTn+1 (ﬁnJFl’dNnJrl’dTnJrl) {K’T} dr
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(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)



Determinacio de (2)

assim

onde

(2) :/1— QZN,,H (ﬁn+17dNn+l’dT;I+l) HwNH dl

/1_ QZN,,_H (ﬁn-i-l ’dNn_H ’dT
e

n+1

) llow]] T = F - 8G,

FEZN = /1; QZNVHrl (ﬁn+17dNn+l 7dTn+l) {NN} dr

Determinacio de (3)

(3) :/r DOsn, ., (int1,dn,,

tal que

dr

1?7

o) |8 ] Tlow]) ar

[ DOy, (1. o) [ ] lfov]] T =

com

K]

K] -

K]

[[Ke™ ]+ K™ ] + K] Ad, ,, - 54

LY te

Determinacao de (4)

4)

N / {(l_dM+1)2kN} (M@NN) dr}
/re nluH“e” (L[] ]) (R mi) dr]

_ /F {(1—dy,, ) (1—dy,, )kt (KIN®KIT) dr}

:\/1_, DQZTn+l (ﬁn+]7dNn+l7dTn+l) [Aﬁ}ﬁ+li| [[O)T]] dar

:/1; DQET (ﬁl’l-‘rldener
e

+/1_ DQ;ZT (ﬁn+]den+1v

dr,

n+1

dr

n+1
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) |, | lfer]) ar

) (8| [for] T

(A31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)



Assim

[ DQEr (1., i) [Ai] [l ar =
[[KI7) 4 [KIV)] A, -8, (A40)

com

(KT = [/F {(1=dr,.)*kr } (Nr @ Nr) dl“} (A4l

K] - [ / {(d,) (1= dn ) (Nr @) dl“} (A42)

@) = [ DO (s, .dr,.,) (8 | lor] dF - (243

resultando em

[ DGk (e ., d,) [ ] ller]] dr

(A.44)
_ [[KQVNM} n [KQVNib:| + [KITi] 4 [KeTTid” Aq§n+l .83,
com
Fuux = PsS (0) sign (Qsn (o)) (A.45)
[KIVNVia] — /F Fu {(1=dy,,) kv } (@ Ry ar (A.46)
K] = A F‘”“‘v;uH“e” ([[,.]]) (v ) ar aa7)

[KITie] = /F Fux{(1—dn,.,) (1 —dz,.,) knt} (KIT ®I_\7T) dr

(A.48)
[KI7i] = /r p | Qs (71,0 52 (. 0) (ir oo ) ar
: (A.49)

tal que
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