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RESUMO

Problemas causados por ressonancias indesejadas sdo bastante
conhecidos dos projetistas de estruturas. AlteracGes geométricas em
componentes estruturais frequentemente sdo necessarias para que estes
tenham comportamento dinamico adequado as suas aplicagdes. Estas
alteragdes podem ser efetuadas através do uso de ferramentas de
otimizacdo de forma. Este trabalho aborda a otimizacdo de forma de
placas planas com o objetivo de controlar suas frequéncias naturais
evitando ressonancias em determinadas faixas de interesse. A anélise
baseou-se na representacdo da posicdo dos nés da malha em elementos
finitos em funcdo da liberdade de criacdo de diferentes geometrias
através da movimentacdo destes n6s. Tendo em vista 0 grande nimero
de variaveis optou-se por usar o método gradiente MMA (Method of
Moving Asymptotes) de busca e passo para a otimizacdo. Este
procedimento foi utilizado nas analises de dois casos praticos.

Palavras-chave: Otimizacdo estrutural, andlise de sensibilidade,
vibragdes de placas.






ABSTRACT

Problems caused by undesirable resonances are well known to structural
engineers. Geometric changes in the project design are frequently
necessary to achieve good dynamic response of its structural
components. These changes can be proposed using optimization tools.
This dissertation is about flat plates optimization for the control of their
natural frequencies in order to avoid undesirable resonances in certain
frequencies ranges. The analysis is based on the use of the plate finite
element mesh nodes position due to the great variety of possible
geometry designs. Given the large number of variables created using
this approach, a gradient method of optimization is used: the MMA
(Method of Moving Asymptotes). This procedure is used to analyze
two practical cases.

Keywords: Structural optimization,  sensitivity analysis, plate
vibration.
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INTRODUCAO
1.1 CONTEXTO DO TRABALHO

A ressonéncia estrutural € um fendmeno onde a estrutura tende a
oscilar com grandes amplitudes em certas frequéncias, chamadas
frequéncias naturais, sendo muitas vezes um fenémeno indesejado
considerado problematico. As frequéncias naturais sdo propriedades
intrinsecas de um projeto devido & elasticidade e & massa dos materiais
utilizados e sua distribuicdo geométrica. Provavelmente o mais
conhecido e tragico problema de ressonancia foi o da ponte de Tacoma,
gue ressonava com grandes amplitudes, até sua quebra. O caso de um
refrigerador doméstico, cuja estrutura pode apresentar ressonancias de
grande amplitude ndo é tdo tragico, mas pode gerar ruido incomodo ao
usuario e consequente perda de atratividade do produto. Por isso, é
importante um projeto com desenho correto para evitar esses problemas,
em outras palavras, que as suas frequéncias naturais ndo sejam excitadas
fortemente.

Por vezes, as mudancas geométricas que devem ser aplicadas
para se alterarem as frequéncias naturais de um componente ndo séo
simples, e ainda, soluges triviais como enrijecer indefinidamente a
estrutura através da adicdo de material sdo proibitivas. Surge espago
entdo para o desenvolvimento e aplicacdo de ferramentas de otimizacao
estrutural.

A solugdo de problemas de engenharia através das andlises
numeéricas ja é realidade em nivel académico e industrial. A melhoria
dos computadores, a necessidade da reducéo nos custos e no tempo de
projeto, do numero de protdtipos, também impulsiona o
desenvolvimento e aplicacdo destes métodos.

No presente trabalho, estes métodos serdo estudados e aplicados
para o0 desenho de uma placa base de refrigerador doméstico,
responsavel pela unido estrutural entre compressor e refrigerador.

Sabendo que a maior fonte de transientes vibratérios neste
sistema é 0 compressor, percebe-se a importancia que a placa base tem
como filtro de vibragdes do compressor para 0 gabinete do refrigerador,
evitando que este vibre e irradie ruido.

Sendo conhecida a assinatura da excitacdo gerada pelo
compressor, pode-se fazer a definicdo das frequéncias mais fortemente
excitadas por ele e assim projetar a placa para que ndo tenha frequéncias
naturais com estes valores, de forma que se evite a ocorréncia de
ressonancias. Essa informagdo é devidamente processada e repassada
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para 0 processo de otimizagdo, que deve buscar uma geometria que a
atenda.

O tipo de otimizacdo utilizado no presente trabalho é a
otimizacdo de forma, o qual é explicado ao longo do texto. Tal opcéo é
escolhida devido ao desenho base do problema, uma placa plana, e pelas
limitacbes do processo de fabricacdo das placas de refrigerador por
estampagem. O problema de otimizacdo de forma, resumidamente,
consiste em encontrar uma geometria para a estrutura ou seu contorno,
gue extremize um determinado parametro de desempenho, e que
simultaneamente satisfaca restricdes especificadas.

Ao longo da otimizacdo a placa deixa de ser plana, e a
nomenclatura correta passaria a ser casca. No entanto, o termo placa
continuara a ser utilizado ao longo do trabalho pois remete-se ao
componente placa base do refrigerador, e ndo a sua geometria
propriamente dita.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é melhorar o comportamento
vibroacustico de placas base de refrigeradores domésticos fazendo uso
da otimizacdo de forma, com intuito final de minimizar a poténcia
sonora radiada. Para isto, as frequéncias naturais da placa serdo
deslocadas de acordo com a assinatura da excitacdo tipica vinda de um
compressor, evitando frequéncias de grande energia vibratéria. Os
pardmetros aqui escolhidos para a otimizago de forma séo as posi¢des
espaciais de certos nés de uma malha obtida através do Método dos
Elementos Finitos, alterando-se a forma da estrutura a medida que estas
posi¢des sdo modificadas.

Um modelo numérico de placa plana sera criado e validado para
escolha do melhor tipo de elemento a ser utilizado, casca ou sélido, com
formulagdo linear ou quadratica. Serd utilizado o elemento de
formulagdo mais simples mas que represente corretamente 0
comportamento dindmico da placa.

Este elemento terd sua formulagdo numérica analisada para que a
sensibilidade da fungéo objetivo seja calculada de forma analitica.

O compressor é entdo adicionado ao modelo, na forma de uma
massa pontual com massa e momentos de inércia semelhantes ao real.
Esse modelo também é engastado nas bordas, na tentativa de melhor
representar as condi¢fes de contorno reais a que esta submetida a placa.

Faz-se necessaria também a defini¢do de uma restri¢do, para que
0 processo de otimizagao possa convergir.
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Com o modelo pronto e a restricdo definida, o calculo da
sensibilidade a movimentacdo dos nds que foi desenvolvido pode ser
aplicado ao caso da placa base do refrigerador. Esse pacote todo é entdo
utilizado no processo de otimizagdo utilizando o algoritmo MMA
("Method of Moving Asymptotes").

1.3 ESTRUTURA DO DOCUMENTO

A seguir, o Capitulo 2 aborda o problema de vibragdo de
maquinas através de um estudo de sua assinatura de vibragdo no
espectro de frequéncias. Este capitulo também apresenta uma descricao
do problema da placa base de um refrigerador e faz a validagdo do
modelo de uma placa plana, necessaria para escolha do tipo de elemento
finito a ser utilizado no trabalho.

O Capitulo 3 aborda a otimizacdo estrutural de forma geral e 0s
aspectos importantes para sua implementagdo, entre eles,
parametrizacdo da geometria, funcdo objetivo, restrigdes e algoritmo
otimizador. Nesse sentido, também demonstra como serd a aplicacdo
deste método no presente trabalho.

Uma vez demonstrado o método de otimizacdo, o Capitulo 4 foca
no céalculo das sensibilidades tanto da funcéo objetivo como também das
restricbes. S8o comentadas as formas de célculo: analitica ou por
diferencas finitas, e a formulacdo de elementos finitos necessaria ao
calculo pela forma analitica. Ao final, este capitulo aborda também
outros aspectos importantes da otimizagdo, aqui chamados de "pontos de
atencdo", como problemas de implementacdo e a utilizacdo de filtros nas
sensibilidades.

O Capitulo 5 utiliza os desenvolvimentos deste trabalho em dois
estudos de caso para placa base do refrigerador. Ao fim, respostas
harmdnicas sdo calculadas comparando placa base original e sua verséo
otimizada.

O Capitulo 6 trata das conclus@es, e traz um resumo do que foi
aprendido no desenvolvimento do trabalho.

O capitulo 7 traz propostas de trabalhos futuros, e por fim, o
capitulo 8 traz as referéncias bibliogréficas utilizadas neste trabalho.

1.4 TRABALHOS ANTERIORES
Na busca por trabalhos similares ao que sera desenvolvido aqui,

alguns artigos interessantes foram encontrados, e sdo citados abaixo.
Todos utilizam otimizagéo de forma através da alteracdo da posicao dos
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no6s de uma malha, com base em métodos gradientes de otimizagéo, ou
seja, envolvem o calculo de sensibilidade.

O mais completo deles, no quesito célculo de sensibilidade, é o
trabalho de Wang et al (1985), onde a sensibilidade é calculada de forma
analitica para o elemento sélido hexaédrico de 20 nos, similar ao
proposto no presente trabalho. A diferenca principal é que a fisica de seu
problema é estatica, portanto, somente a matriz de rigidez é trabalhada.
Sua parametrizacdo, também, ndo envolve todos os nés da malha.
Apenas alguns nos especificos sdo parametrizados e se movem levando
consigo os nods da vizinhanga, que definem o contorno da geometria que
tem sua malha alterada a cada iteracdo. O exemplo apresentado usa
estado plano de tensdes, portanto, s6 h4 movimentacdo dos nds em 2
dimensdes.

Outro trabalho muito interessante é o de Inzarulfaishan e
Azegami (2004), que parametriza 0os nos da geometria de um chassi
veicular. Porém, em vez de otimizar frequéncias, otimiza a geometria
visando posicionar as regides nodais dos modos (com baixa amplitude
de deslocamento) em locais desejados. A movimentacdo dos nés durante
a otimizacdo é garantida pelas caracteristicas do método adjunto que
utiliza no céalculo de sensibilidade, onde os deslocamentos nodais séo
sempre o resultado de uma sobreposicdo de modos ponderados por
constantes. Isso resulta em geometrias com caracteristicas das varias
formas modais utilizadas no procedimento.

O trabalho de Yu et al (2010) também tem como objetivo
posicionar as regides nodais dos modos em locais adequados, mas desta
vez, em um violino. Sua parametrizacdo ndo envolve movimentacdo de
noés, mas sim, variacdo de espessuras de cada um dos elementos tipo
casca que utiliza para modelar o instrumento. Sua metodologia também
faz uso de método adjunto para sensibilidade, focada em duas formas
modais especificas. Para seguir estas formas modais ao longo da
otimizacgdo, faz uso do chamado "mode tracking", método que assegura
gue a frequéncia natural em andlise corresponde a determinada forma
modal ao longo de todo o processo de otimizacdo, evitando a troca de
posicdo entre 0s modos. Esse método é comentado sucintamente nos
exemplos desenvolvidos nesta dissertacéo.

Com relacdo a otimizacdo do valor de determinada frequéncia
natural de uma estrutura (autovalor), o trabalho de Pedersen (2004) parte
de uma abordagem analitica, similar & desenvolvida no presente
trabalho, porém calcula as derivadas das matrizes de massa e rigidez do
modelo por diferencas finitas, chamado método semi-analitico. Seu
objetivo é otimizar geometria e posi¢cdo de um furo numa placa para
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determinada frequéncia natural. Para isso, ndo move os nds da malha de
forma direta, e faz uso de uma equacdo de elipse, cujos parametros sao
utilizados também no célculo de sensibilidade, onde entra em acdo o
método semi-analitico.

Ainda, com relacdo a otimizagdo do valor de determinada
frequéncia natural de uma estrutura (autovalor), o trabalho de Kilian et
al (2003) parametriza e move nds em trés dimensfes de uma placa que €
um componente da suspensdo de disco rigido para computador. Para
isso, entretanto, ele faz uso de um software comercial, cujas equacdes
ndo sdo abertas no trabalho. O resultado sdo placas nervuradas com
repuxos e saliéncias de transicdo suave, formas similares as obtidas no
presente trabalho.



32



33

2 DEFINIGAO DO PROBLEMA

O ruido radiado por sistemas de varios graus de liberdade tem
geralmente seu espectro na frequéncia dominado pela assinatura da
excitacdo e das transmissibilidades dos caminhos de propagacdo da
vibracdo, ponderados pela eficiéncia de radiacao do radiador final.

Neste capitulo sera feito um pequeno estudo sobre o espectro de
ruido e vibracdo de compressores herméticos, focado em baixas
frequéncias (até 500Hz), de forma a determinar a melhor abordagem
para o projeto de placas base de refrigeradores.

Uma breve descricdo do sistema de refrigeracdo e seus
componentes, principalmente a placa base que sustenta o compressor,
também é assunto deste capitulo.

Por fim, a validacdo do modelo em elementos finitos de uma
placa seré feita para escolha do tipo de elemento a ser utilizado neste
trabalho, no capitulo sobre calculo da sensibilidade (Capitulo 4).

2.1 RUIDO DE MAQUINAS

Quando se fala em ruido de refrigeradores, podem ser
consideradas como principais fontes de vibracdo o compressor e 0s
ventiladores (SATO et al, 2007). Refrigeradores mais simples sequer
utilizam ventilador, e refrigeradores topo de linha geralmente utilizam
bons ventiladores, de baixo ruido e vibracdo, restando apenas o
compressor como fonte principal. Sendo assim, de forma geral, o
compressor é considerado a maior fonte de transientes vibratérios para a
maioria dos casos quando se trata de ruido em refrigeradores.

No presente estudo, serdo considerados 0S compressores
alternativos herméticos, assim chamados por possuirem motor elétrico e
compressor acoplados e envoltos por uma carcaca metalica selada
(hermética). Nestes compressores, o0 fluido proveniente do ciclo de
refrigeracdo entra nesta cavidade hermética pela tubulacdo de succédo e
preenche 0 espaco junto ao motor a ao compressor, de onde é
succionado para o cilindro através de um filtro acustico. O gés € entdo
comprimido pelo pistdo e descarregado numa cadmara de descarga, sendo
levado pela tubulacdo de descarga de volta a linha de refrigeracéo.

Podem-se observar neste processo dois fortes transientes de
pressdo, o de succdo e o de descarga, sendo estas consideradas as
maiores fontes causadoras do ruido do compressor (Hamilton, 1988;
Lenzi, 2003). Esses transientes geram vibragdes que se propagam pela
estrutura do compressor até chegar na carcaca e placas bases. A Figura
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1, extraida do trabalho de Rodrigues (2003), mostra niveis de vibracdo
medida no bloco de um compressor hermético em operacéo.

Figura 1 - Niveis de vibracdo medido (no tempo, em banda estreita e em bandas
tergo de oitava) no bloco de um compressor hermético em operagéo.
Aceleragao: Topo do Kit
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Fonte: Rodrigues, R. S. (2003).
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Os transientes de um compressor sdo considerados sinais
periddicos, ou seja, se repetem dentro de um intervalo de tempo cujo
periodo ¢ igual ao inverso da frequéncia de operacdo do compressor.
Essa frequéncia ¢é a frequéncia de giro do eixo motriz, afirmacéo que s6
¢ valida para compressores monocilindricos de rotacdo constante
(excluem-se aqui os compressores de velocidade varidvel), que
correspondem a quase totalidade dos compressores utilizados em
sistemas de refrigeracdo doméstica.

Porém, segundo Shin e Hammond (2008), um sinal é considerado
periddico puro se apresentar apenas componentes discretos no dominio
da frequéncia. Isso significa que para que o sinal anterior (de um
compressor) possa ser considerado periddico, sua representagdo no
dominio da frequéncia devera conter apenas a frequéncia fundamental
(frequéncia de operagdo) e componentes multiplas desta frequéncia,
apresentando valores zero para todas as outras frequéncias.

Isso ndo significa que o sinal de excitacdo de um compressor seja
ndo-periédico. Shin e Hammond (2008) explicam que a maioria dos
sinais em situagOes reais ndo sdo "verdadeiramente" periddicos, mas
"quase periodicos".

Ha algumas explicacBes para que o sinal medido ndo esteja de
acordo com a definicdo, mas ainda possa ser considerado periddico.
Uma delas é o tempo de aquisi¢cdo do sinal medido. Shin e Hammond
(2008) trazem alguns exemplos desse tipo de problema no calculo dos
coeficientes da transformada de Fourier quando o tempo de aquisi¢do do
sinal ndo é um multiplo inteiro do periodo de repeticao do sinal.

Outra razdo para esta diferenca é o ruido de medicdo, que pode
vir de flutuacBes na condicdo de operagdo do compressor devido ao
aparato experimental, excitacbes externas indesejaveis ou ainda
problemas na alimentacéo e aterramento do sistema de medicao.

QOutra fonte de vibracdo importante em compressores é 0
desbalanceamento do sistema biela-manivela, que gera vibragdes fortes
principalmente na frequéncia de giro e seu primeiro maltiplo, descrito
matematicamente em varios livros didaticos da area.

Para reforcar a afirmacdo de que o sinal de um compressor é
periddico, pode-se citar Mollenhauer e Tschoeke (2010), que comparam
0 espectro de harménicas de um motor quatro e dois tempos. O ciclo de
um motor 2 tempos pode ser comparado aqui a0 de um compressor, pois
produz um ciclo transiente completo a cada giro do eixo do virabrequim.
Mollenhauer e Tschoeke (2010) consideram que o sinal da pressdo no
cilindro é periddico para construcdo do gréafico da Figura 2.
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Figura 2 - Amplitudes das harmonicas do torque no eixo para motores quatro e
dois tempos.
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Fonte: Mollenhauer e Tschoeke (2010).

O grafico acima mostra que 0 motor 2 tempos possui somente as
harménicas inteiras (1, 2, 3..), enquanto um 4 tempos apresenta
harmonicas intermedidrias (0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3...).

Portanto, sera considerado neste trabalho que a excitacdo
caracteristica de um compressor é composta somente de harménicas
multiplas inteiras da frequéncia de giro do eixo,.

A frequéncia de giro de um compressor €, na maioria dos casos, a
prépria frequéncia da tensdo elétrica fornecida pela companhia de
eletricidade local. Por exemplo, nos mercados da América do Norte e
América Latina, ¢ 60Hz, e para Europa e Asia, é 50Hz. Existe porém o
chamado escorregamento do motor elétrico, que faz com que a
frequéncia de giro fiqgue um pouco abaixo da frequéncia do campo
girante, mas isto serd desconsiderado neste trabalho.

Se o sinal medido de um compressor respeitasse perfeitamente o
mencionado anteriormente, teria 0 espectro caracteristico semelhante ao
da Figura 3, desconsiderando as amplitudes, as quais foram
normalizadas.
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Figura 3 - Espectro caracteristico idealizado de um compressor operando a
50Hz e a 60Hz.
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E baseado nessa assinatura de excitacdo que a placa base do
refrigerador serd otimizada, de forma a evitar modos nas regides de forte
excitacdo, ou seja, na frequéncia fundamental e em seus maltiplos.

2.2 REFRIGERADOR DOMESTICO

O refrigerador doméstico é constituido basicamente por uma
caixa com propriedades de isolamento térmico, chamada gabinete, que
utiliza um ciclo de compressdo de vapor para refrigeracdo. Para poder
operar neste ciclo, essa caixa deve estar preparada para receber alguns
componentes principais: compressor, condensador, evaporador e valvula
de expansdo. Esta Gltima, é normalmente substituida por um tubo capilar
por questdes de custo. Estes componentes estdo assinalados na Figura 4,
extraida do site de um fabricante de compressores para refrigeragéo.

Nessa figura ficam evidentes o compressor, o refrigerador, e as
placas base, tanto do compressor quanto do sistema, responsaveis pela
ligacdo estrutural entre compressor e refrigerador. Foi adicionada a
Figura 4 uma foto de uma placa base de um refrigerador padrdo para
melhor entendimento. Observa-se que se trata de uma chapa estampada
e recortada, com duas rodas, e esperas para parafusamento no gabinete
do refrigerador.
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Figura 4 - Refrigerador doméstico e seus componentes tipicos.

Condensador

Tubo capilar

Placa-base do
compressor

Fonte: Site da empresa Embraco (www.embraco.com).

A placa base de um refrigerador é responsavel pela conexéao
estrutural entre o gabinete do refrigerador e o compressor, sendo esta
unido a sua principal funcéo. Para desempenhar bem esta funcéo, a placa
base deve respeitar uma série de requisitos, entre eles, apresentar baixa
resposta dindmica durante a operagdo do compressor. Esta é uma das
caracteristicas que irdo determinar o bom desempenho da placa base

projetada.

Evaporador

Compressor

Placa base do
Refrigerador
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A baixa resposta dindmica da placa base serd importante tanto
para filtrar as vibrac6es do compressor, reduzindo a energia transmitida
para o refrigerador, como também para que ndo radie ruido em excesso.

Projetar uma placa base com baixa resposta dinamica significa
principalmente que ndo tenha frequéncias naturais nas regifes de alta
excitacdo do compressor. Conforme comentado anteriormente, significa
evitar as regides da frequéncia de operacdo do compressor e Seus
maltiplos.

2.2.1 Modelo da placa base em elementos finitos - validagéo

Para analisar propostas de desenho de placa base no presente
trabalho, serd utilizado um modelo em elementos finitos.

A técnica de solugdo de equacOes diferenciais por discretizacdo
em elementos finitos ja estd bem validada nos mais diversos trabalhos
académicos e em aplicacdes em induUstria. Sendo assim, 0s
aprofundamentos em sua metodologia apresentados neste trabalho sdo
apenas aqueles necesséarios ao bom entendimento e apresentacdo dos
conceitos aqui desenvolvidos.

Em resumo, no método dos elementos finitos, as equacdes
diferenciais utilizadas em problemas de vibragdo sdo resolvidas atraves
da divisdo da geometria em elementos discretos e conhecidos que
servirdo para a representacdo do campo de deslocamentos real do
problema. Dessa forma, as equagfes diferenciais que definem um
problema de vibrago livre ndo amortecida,

mi + kx =0, (2.1)

sdo transformadas em um sistema de equacOes lineares, obtendo como
respostas o deslocamento dos nés de cada elementos. A solucdo final é a
de um problema de autovalores e autovetores finito com numero de
graus de liberdade do modelo "N, "

i=1,.., Ng.. (2.2)

Faz-se necessario somente a escolha do tipo de elemento a ser
utilizado nesta discretizacéo, dentre os varios disponiveis formulados.
Esta escolha é feita baseada na formulacdo e forma geométrica do
elemento, que implica em suas limitagdes fisicas (graus de liberdade) e
capacidade de representar a geometria original do problema em analise.
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O modelo deve ser capaz de corresponder fielmente aos parametros
avaliados e seus efeitos nas grandezas que se desejam calcular.

Neste trabalho, o pardmetro que se deseja estudar é a forma da
placa (plana, ondulada, vincos, etc), mantendo a espessura constante e
preservando a continuidade do material. A grandeza a ser avaliada por
este modelo € a sua resposta dinamica (harménica), mais precisamente,
o valor das suas frequéncias naturais. Também, serdo importantes neste
trabalho as formas modais, pois tém influéncia no calculo de algumas
grandezas importantes, conforme sera demonstrado no Capitulo 4.

O foco deste trabalho ndo é a modelagem fiel de uma placa base
de refrigerador com compressor acoplado, mas sim o desenvolvimento
de um procedimento de otimizacdo para placas através do melhor
posicionamento de suas frequéncias naturais. Desta forma, a validagédo
inicial do modelo é feita sobre uma placa plana sem acessoérios, de
dimensfes semelhantes aquelas encontradas nos refrigeradores
domeésticos, mas aqui operando na condicdo livre-livre. A montagem
experimental pode ser vista na Figura 5.

Figura 5 - Montagem experimental para analise modal da placa: Placa de
570x135x2mm para validagdo do modelo

As dimensdes da placa base aqui utilizada sdo semelhantes
aquelas encontradas em refrigeradores, em torno de 570x135mm, tendo
como Unica diferenca a espessura. As placas base de refrigerador
disponiveis no mercado, mostrada na Figura 4, possuem 1,25mm de
espessura. No entanto, por questdes de disponibilidade de matéria prima,
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foi utilizada na validagdo uma placa de chapa 2mm. Por este motivo,
todos os modelos em elementos finitos utilizados neste trabalho
consideram 2mm de espessura.

O objetivo desta validacéo €, acima de tudo, comparar diferentes
tipos de elementos finitos utilizados para modelar a placa, e
proporcionar a escolha de um tipo de elemento para este trabalho.

Para fazer a avaliagdo dos modelos em elementos finitos foi
utilizado o software comercial ANSYS (versdo 12.1). Sdo utilizados
nesta comparacdo 0s seguintes elementos (os nomes utilizados pelo
software ANSY'S estdo entre parénteses):

e elemento de casca com formulacéo linear (shell181);

e elemento de casca com formulacdo quadratica (shell281)

e elemento sélido hexaédrico com formulagdo linear
(solid45);

e elemento sélido hexaédrico com formulacdo quadréatica
(solid95);

e elemento so6lido hexaedrico com formulacdo linear ndo-
conforme (solid45 + KEYOPT(1)=0 “Include extra
displacementshapes™).

Este Gltimo elemento da lista € um sélido linear, pois faz uso de
fungdes de forma lineares, com o detalhe da adicdo temporéaria de 3
novos nos, posicionados no centro do elemento. Este tipo de elemento é
descrito no trabalho de Zienkiewicz et al (2005). Seu equivalente na
biblioteca do software comercial ANSYS é também o Solid45, com a
diferenca da ativacdo da opgdo interna "KEYOPT(1)=0", chamada
"Extra Displacement Shapes”. Sua formulacdo serd comentada no
Capitulo 4.

O tamanho de elemento utilizado (4x4x2mm) é muito menor do
gue o0 necessario para modelar esta placa até a frequéncia de interesse
estipulada (500Hz), e foi definido prevendo ja as mudancas geométricas
gue virdo da otimizacdo. O modelo possui 5040 nés e 4862 elementos,
distribuidos na proporcao 143x34x1 elementos.

Para aquisicdo dos dados experimentais, o analisador de sinais
LMS Scadas foi utilizado com o software LMS TestLab.

Conforme ja citado, a correta representacdo das formas modais
também é importante neste trabalho, e deve ser validada. Para a sua
validacdo, ¢ utilizada a matriz de MAC ("Modal Assurance Criterion™),
calculada utilizando o software LMS Virtual.Lab V12.0. A matriz de
MAC permite a comparacdo dos autovetores experimentais e numéricos
através da seguinte equacéo:
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[q)gxp' q)Num]
[cDExp' (DEXP]' [q)gum' cDNum]

MACgxp Num = =0, (2.3)

onde ®gy,, sdo os autovetores da placa medidos experimentalmente, nos
pontos medidos e ®y,m SA0 0S autovetores obtidos numericamente do
modelo elementos finitos, sendo considerados somente os valores dos
nés que correspondem espacialmente aos pontos medidos
experimentalmente. Essa correlagdo entre nd e ponto medido
experimentalmente é feita via software, demonstrada na Figura 6.

Figura 6 - Correlacdo de pontos medidos e malha elementos finitos da placa.

Discretizagdo da geometria utilizada
na analise modal experimental

Modelo em Elementos finitos

Sobreposigao para calculo da matriz
de MAC

Os valores de MAC variam de 0, indicando correlagéo
inexistente, até 1, que indica que as formas modais dos pontos
analisados sdo idénticas. Valores intermediarios indicam que ha
semelhanca, mas devem ser avaliados caso a caso.

A validacdo das propriedades geométricas (espessura) e do
material (médulo de elasticidade e densidade) da placa foram feitas
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utilizando elementos do tipo casca quadratica, conceitualmente os mais
precisos para este tipo de geometria.

A Tabela 1 mostra a comparagédo entre os resultados medidos e os
obtidos para cada tipo de elemento utilizado.

Tabela 1 - Comparagdo das frequéncias naturais medidas e simuladas [Hz].

g g |8

E | o |, 8| . | E|E

e = S g 8 5 8

2| 2|5l & 3| 92|38

= | 5 |g2| g | 28| 8 |88

£ 1S |8s1 8131 81838
1 34,1 34,1 34,1 56,5 34,1 34,1
2 88,7 87,4 87,2 88,6 87,3 87,4
3 94,3 94,5 94,5 1559 945 94,5
4 182,8 180,6 180,2 190,4 180,4 180,7
5 1856 186,3 186,1 306,0 186,2 186,3
6 288,1 285,1 2844 317,2 284,7 2852
7 3076 309,2 3088 4794 308,99 309,3
8 407,8 4056 4046 5064 4051 4059
9 4600 462,7 4619 6843 4620 4628
10 547,3 546,6 545,2 756,5 5458 547,0

Para facilitar a comparagdo entre os resultados, segue na Figura 7
um grafico com as curvas dos valores dos erros relativos (tomando por
base o resultado experimental).
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Figura 7 - Validagdo do Modelo para diferentes tipos de elementos.
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Salvo para 0 caso do elemento tipo sélido linear, os outros
elementos possuem erros baixos, na faixa de 1%, o que sera considerado
aceitavel neste trabalho.

Tamanha discrepancia nos resultados do elemento sélido linear se
deve ao fato de ndo considerar corretamente a flexdo em sua
formulacdo, e como a malha utilizada estd com apenas um elemento
representando a espessura da placa, seu resultado apresenta uma rigidez
maior que a real. Por outro lado, sua versdo com formulacédo linear ndo-
conforme apresenta resultados alinhados com os outros elementos.

Assim sendo, por ter formulacdo simples e a0 mesmo tempo
precisa, o elemento solido linear com formulagdo n&o-conforme sera o
escolhido para uso neste trabalho.

O fato de se estar buscando um elemento com formulagéo
simples neste trabalho deve-se & necessidade do calculo de sensibilidade
analitica para otimizacdo. Elementos tipo casca, aparentemente de
construgdo mais simples, tornam-se complicados quando aplicados em
trés dimensbes, que € o caso deste trabalho.

Ja que os valores das frequéncias naturais estdo sendo bem
representadas pelo modelo numérico, parte-se para verificacdo da



45

representacdo das formas modais. Conforme ja citado, a matriz de MAC
é utilizada com esse objetivo, e foi calculada comparando a analise
modal experimental com a analise modal numérica utilizando elemento
tipo sélido linear ndo-conforme. Os valores de MAC estdo plotados na
Figura 8, utilizando uma escala de cor cinza que varia entre zero (cor
branca) e 1 (cor preta).

Figura 8 - Matriz de MAC comparando formas modais experimentais e
numéricas.

Valor
de MAC

’ _
; L]
: L]

Autovetores Experimentais
=)
wn

1 _ 0.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Autovetores do modelo Elementos Finitos

Para melhor interpretar os valores de MAC, seguem na Tabela 2
as formas modais medidas e calculadas.
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Tabela 2 - Frequéncias naturais e formas modais da placa plana.

Modo Freg. Nat. Forma Modal Forma Modal
Exp. [Hz] Experimental Numeérica
1 34,1
2 88,7
3 94,3
4 182,8
5 185,6
6 288,1
.
7 307,6 _
8 407,8
¢
9 460,0
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10 547,3

Pode-se observar que a diagonal principal da matriz estd bem
definida, indicando que os valores no eixo das abscissas (formas modais
calculadas) tem somente uma correlagdo forte com o eixo das ordenadas
(formas modais experimentais). Outras correla¢cBes que podem ser
observadas, ainda que em menor intensidade, sdo entre os modos 1, 5 e
9, todos modos de flexdo ao longo da maior dimensdo da placa. Dados
estes resultados, pode-se afirmar que as formas modais estdo sendo bem
representadas pelo modelo numérico.

Os erros pequenos que ainda persistem na relagdo numérico
experimental podem vir de variacGes de espessura da placa, devido a sua
fabricacdo, ou ainda da massa do acelerémetro, que foi desprezada no
modelo numérico. Uma boa pratica seria usar um medidor laser, que nao
interferiria na distribuicdo espacial da massa da placa, como no caso do
acelerébmetro. Como o foco do trabalho ndo é a modelagem fiel da placa,
0 modelo é considerado validado com as propriedades acima.




48



49

3 OTIMIZACAO ESTRUTURAL

A otimizacdo estrutural busca encontrar um projeto que apresente
0 melhor desempenho e que satisfaca as restrigdes impostas a um
determinado problema. Em termos matematicos, busca-se uma solucéo
pertencente ao espaco de solugBes R™ que extremize uma dada fungéo,
seja maximizando ou minimizando, chamada de fungdo objetivo. A
avaliacdo deste desempenho esta associada a algum critério fisico que
pode ser: minima massa, maxima rigidez, maxima primeira frequéncia
natural, maxima carga de flambagem critica, entre outros. As restri¢des
podem ser interpretadas como desempenhos minimos, seguindo 0s
mesmos critérios da funcéo objetivo, que ndo precisam ser amplificadas
ou reduzidas neste projeto, mas que atendam um valor minimo
determinado para o projeto.

A avaliacdo destes critérios exige um modelo fisico. No presente
trabalho, por exemplo, 0 modelo fisico tratado é uma placa base de um
refrigerador, responsavel pela sustentacdo do compressor, modelada por
elementos finitos. A fungdo objetivo utilizada, bem como as restrigdes,
sdo abordadas com maior detalhes a frente.

A otimizacdo é um procedimento iterativo, na qual um projeto
inicial recebe melhorias a cada iteracéo e, para funcionar, um algoritmo
de otimizacdo precisa ser utilizado. Este algoritmo avalia o ponto em
que a funcdo objetivo do projeto se encontra, define quais varidveis
devem ser alteradas e 0 quanto deve ser essa mudanca. A dire¢do como
as variaveis serdo modificadas é chamada de dire¢do de busca e o
guanto serdo modificadas é chamado de passo. Assim, o algoritmo de
otimizagdo deve ser capaz de determinar a direcdo e 0 passo que as
variaveis se modificam em cada iteracdo na busca pelo ponto 6timo de
sua fun¢do objetivo, respeitando as restrigdes.

Na Figura 9, tem-se um exemplo de um procedimento iterativo de
otimizagdo completo representado como um fluxograma.
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Figura 9 - Fluxograma de um processo de otimizagao.
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Conforme pode ser visto no fluxograma, tudo comeca na
parametrizacdo do problema. A parametrizacdo é a forma como as
modificacdes aplicadas ao projeto se transformam em variaveis de um
problema de otimizacdo, tomando a forma de um vetor pertencente ao
espaco de solucBes R™, onde n é o0 nimero de variaveis definidos para o
problema. Dependendo do tipo de parametrizagdo definida para o
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problema, este pode ser classificado como sendo uma otimizagédo
dimensional, de forma ou topoldgica. Estes trés tipos de parametrizacao
séo comentados adiante.

Uma vez parametrizado o problema, e tendo avaliadas a funcéo
objetivo e as restricdes, baseadas no modelo fisico definido, a
otimizacdo deve encerrar ou prosseguir para a proxima iteracdo em
busca do ponto 6timo.

Caso prossiga, 0 proximo passo € a definicdo do novo vetor de
variaveis para esta iteracdo. Existem duas categorias de métodos para
definir o novo vetor de varidveis: métodos deterministicos, como o que
sera usado aqui e faz uso do gradiente das funcdes objetivo e restricdo, e
métodos estocasticos, como o exemplo dos algoritmos genéticos.

A sensibilidade representa a influéncia que cada uma das
variaveis utilizadas para definir o problema tem nos valores da fungéo
objetivo e da restricdes. Algumas varidveis tém maior influéncia sobre o
resultado final que outras e esta informacdo norteia o algoritmo de
otimizacdo na definicdo das varidveis para cada iteracéo.

Com a informacdo da sensibilidade, bem como das fungBes
objetivo e restricdo na iteracdo atual, pode-se processar estas
informacles através do algoritmo de otimizacdo. Este utiliza tais
informacOes para definir a direcdo e o passo a ser aplicado em cada
variavel, de forma a gerar um novo vetor de varidveis, que deve ser
avaliado, dando sequéncia ao processo iterativo.

A sequéncia de iteracfes segue até sua convergéncia. Devido ao
tipo de algoritmo de otimizacdo utilizado neste trabalho, 0 MMA
(Method of Moving Asymptotes) (Svanberg, 1987), essa convergéncia é
definida de forma arbitraria pelo usuério, como por exemplo, variacao
minima na funcdo objetivo ao longo da sequéncia minimizante. Isso
significa dizer que a partir do momento em que a funcdo objetivo
apresentar variacGes despreziveis, a critério do usuario, 0 processo é
finalizado. Conforme Arora (2004), o melhor processo de otimizacéo é
aquele com a interagdo do projetista (the best approach would be an
optimum design process that is aided by the designer's interaction).
Maiores informagbes sobre o método MMA serdo apresentadas na
Secédo 3.4.
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3.1 PARAMETRIZACAO

A parametrizacdo é o processo onde as diferentes mudancas que
podem ser aplicadas no desenho de um projeto sdo transformadas em
um namero finito de variaveis quantitativas. Essas variaveis devem ser
escritas de maneira a serem lidas e transformadas em modelo fisico, que
determina a fungéo objetivo e as restri¢des.

A forma como essas variaveis sdo escritas e as diferentes formas
de representacdo no modelo fisico podem ser agrupadas em trés grandes
grupos no ramo da otimizacdo estrutural, mostrados na Figura 10.

Figura 10 - Formas de parametrizacdo de geometria.
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Fonte: Bensoe e Sigmund (2003).

Em ordem, na figura acima, tem-se: A - otimiza¢do dimensional
(size optimization), B - otimizacdo de forma (shape optimization) e C -
otimizag&o topoldgica (topology optimization).

A otimizacdo dimensional define as varidveis de projeto através
de parametros geométricos, dimensdes como area da secdo transversal
de uma viga ou barra, espessura de placas, comprimentos, etc. Ou seja,
existe uma série de parametros que definem a geometria da estrutura, ou
parte dela, de forma macro. Neste processo de otimizacéo, tomando por
exemplo a estrutura trelicada A da Figura 10, a geometria Otima
resultante é provavelmente a melhor combinacdo de sec¢Oes transversais
das barras (ou vigas) capaz de maximizar a rigidez da trelica com um
minimo de material, por exemplo. Este tipo de problema é possivel de
ser resolvido utilizando tanto métodos deterministicos como
estocasticos, mas pode apresentar dificuldades de convergéncia quando
0 nlmero de variaveis for grande.

Na otimizacdo de forma, por sua vez, o contorno da geometria é
parametrizado de forma a definir a estrutura do projeto. Podem ser
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considerados tanto 0s contornos externos, laterais, como também
internos, bem como posicdo, tamanho e forma de furos no dominio da
geometria, conforme pode ser visto na estrutura B da Figura 10.
Entretanto, ndo é possivel ao algoritmo criar novos furos, mas apenas
modificar furos previamente criados e parametrizados.

A geometria da estrutura exemplo da Figura 10 acima poderia até
mesmo se deslocar e se arcar, saindo das fronteiras do retangulo inicial,
se 0 usudrio do algoritmo assim definir, na busca por otimizar a funcao
objetivo. Esse tipo de parametrizacdo é o que mais exige do usuario em
termos de dificuldade de programacdo e implementacdo numérica, ja
gue o dominio de projeto muda a cada iteracdo, ao contrario da
otimizacéo dimensional, onde mudam-se apenas constantes.

E necessario, ent&o, definir estes contornos através de um ndmero
finito de parametros, e para isso, € comum se utilizar de curvas tipo
Splines, onde a posicdo dos pontos que as controlam séo as varidveis.
Ainda, quando utilizando um modelo de elementos finitos, sdo utilizadas
as posicles dos nds da malha como variaveis, definindo assim a forma
da geometria a cada iteracdo. Nota-se que nesse tipo de parametriza¢do
0 numero de varidveis pode ser enorme, e por isso, deve-se dar
preferéncia aos métodos deterministicos de otimizagao para solucao.

Por fim, a otimizacdo topolégica pode alterar qualquer se¢do da
estrutura, modificar contornos, criar e deslocar furos, desde que estejam
dentro do dominio da geometria, pois parametriza a geometria da
estrutura através da sua topologia, ou seja, da disposicdo espacial e
conectividade de seus membros estruturais (Bendsoee; Sigmund, 2003).

Quando essa parametrizacdo é empregada em céalculos pelo
método dos elementos finitos, as varidveis utilizadas para parametrizar a
geometria sdo associadas as propriedades dos elementos que constituem
a malha (Le, 2010). Essas propriedades séo atribuidas na forma de um
vetor de densidades relativas, onde para cada elemento que constitui a
malha apresenta uma ponderacdo de propriedades entre 0 (elemento
desligado, inativo na andlise) a 1 (elemento ativo, participante da
andlise). Valores intermediarios, fisicamente impossiveis, sdo
trabalhados através de filtros especificamente desenvolvidos para esse
método.

Por estes motivos, a otimizacdo topoldgica pode ser considerada a
mais genérica das parametrizacdes, pois permite uma livre distribui¢do
de material e a criacdo de novos vazios no dominio de projeto, 0 que nao
é possivel nas duas outras formas de parametrizacdo.

A placa base de refrigerador, objeto que é analisado no presente
trabalho, é uma estrutura que pode conter vazios e apresentar curvaturas
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ndo-triviais. No caso de uma otimizacdo paramétrica, a geometria da
placa dependeria de um namero limitado de curvaturas-base, que estdo
atreladas aos diversos parametros geométricos e as limitagdes do
software CAD utilizado no seu desenho. Por isso, essa parametrizagao
foi descartada.

De forma geral, a otimizacdo topoldgica ndo é recomendada para
placas, pois haveria dificuldade em manter a espessura constante. A
espessura constante € uma restricdo de projeto, dado o processo de
fabricacdo da placa, estampagem, a partir de uma chapa plana. Mesmo
se a geometria base fosse uma placa previamente plana, nessa
parametrizacdo haveria somente a possibilidade da criacdo de uma placa
cheia de furos, restringindo a possibilidade de modificar os contornos e
a posicdo da placa no espaco, que & onde sabe-se haver grande
influéncia sobre seu comportamento dinamico.

Assim, escolheu-se a otimizagdo de forma, utilizando a posicéo
dos no6s de sua malha de elementos finitos como variaveis de projeto.
Isto possibilita a criacdo de novas concepgdes para o formato da placa
base além das possibilidades de um software CAD, facilitando encontrar
novas formas que atendam aos critérios de projeto vibroacusticos. Ponto
negativo para esta parametrizacdo é a impossibilidade da criacdo de
furos na placa que, combinados com a nova geometria, poderiam
proporcionar bons resultados.

3.1.1 Parametrizacao da placa base do refrigerador

Uma vez escolhido o método, é preciso aplica-lo a geometria
utilizada neste trabalho (Figura 11). Como ja foi citado, este trabalho
propde a utilizagdo das coordenadas dos nds que constituem uma malha
de Elementos Finitos como variaveis do problema de otimizacdo. O tipo
de elemento que sera utilizado é o solido hexaédrico, distribuido de
forma a ter uma camada de elementos para representar a espessura da
placa, como pode ser visto na Figura 12.

Para simplificar os calculos, o problema é definido como uma
placa no plano XY, de largura e comprimento conhecidos e mantidos
constantes ao longo do processo. As mudangas na geometria da placa
somente poderdo ocorrer na direcéo Z.
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Figura 11 - Geometria da placa base do refrigerador a ser parametrizada.
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As dimensBes da placa sdo as mesmas que foram utilizadas na
validacdo do modelo. Para manter a espessura da placa constante
utilizando elemento sélido hexaédrico, a sensibilidade deve ser
calculada para a movimentacdo de um par de nos, ao invés de um Unico
né. Sendo assim, cada n6 da superficie superior da placa tera seu nd
equivalente na superficie inferior conhecido e mapeado, e neste trabalho
sdo chamados de n6s gémeos.

Figura 12 - Detalhes da parametrizagdo da placa base.
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Desta forma, o algoritmo de otimizacdo MMA ird interpretar
como variaveis somente o conjunto de coordenadas em Z da posicao da
metade dos nds da placa (da superficie superior, por exemplo), ja que a
posicdo dos outros nds (da superficie inferior) esta matematicamente
atrelada, na forma:

zj, paraj = 1,2,3,4
2 = { - , 3.1)
Zj_4 +esp, paraj= 5,6,7,8

onde z; € a posi¢do do no j, seguindo a ordem de numeragao usual para

elementos hexaédricos que pode ser vista na Figura 13, e esp € a
espessura da placa.

Figura 13 - Ordem de numerag&o dos nos para elemento sélido hexaédrico 8
nos.

Seguindo esta parametrizacdo, 0 MMA ir4 otimizar a posi¢do na
direcdo Z dos no6s da superficie inferior da placa, utilizando a
sensibilidade calculada para movimentagdo de um par de nés (gémeos),
resultando em uma placa com espessura igual a inicial.

A cada passo de um procedimento de otimizacdo, um novo
conjunto de variaveis de projeto é criado, possibilitando a atualizacdo da
malha a partir das coordenadas z; e da espessura esp.

3.2 FUNCAO OBJETIVO

Matematicamente, a funcdo objetivo é aquela cujo valor de
minimo (ou maximo) se quer encontrar. Fisicamente, a funcdo objetivo



57

representa a grandeza que se quer avaliar através de suas variaveis até se
obter um valor 6timo.

Em termos de controle de ruido, essas grandezas seriam o valor
da poténcia sonora ou ruido radiado por uma fonte, além da transmissao
de energia vibratoria. Nesses casos, pode-se dizer que o ponto de étimo
desta funcdo seria uma configuracdo de placa base que apresenta o
menor ruido radiado e a menor transmissdo de energia vibratoria.
Entretanto, como essas grandezas possuem calculo complexo,
principalmente quando as geometrias comecam a ficar muito diferentes
dos casos académicos classicos (esfera vibrante/oscilante, pistdo, placa
plana infinita, etc), deve-se buscar para funcdo objetivo uma grandeza
mais facil de calcular, mas que tenha correlagdo com a funcéo objetivo
inicial.

E sabido que tanto a energia vibratéria transmitida quanto o ruido
radiado por uma estrutura que contenha uma fonte vibrante sdo
grandezas que estdo intimamente ligadas as frequéncias naturais da
estrutura, principalmente ao casamento entre estas frequéncias naturais e
as componentes espectrais da fonte. Ou seja, se as componentes
frequenciais de maior energia da fonte forem as mesmas ou tiverem
valores préximos as frequéncias naturais da estrutura a qual esta ligada,
ocorrem grandes deslocamentos da estrutura e forte radiacdo de ruido.
Também devem ser levadas em conta as formas dos modos de vibrag&o,
sua eficiéncia de radiacdo e as coincidéncias entre direcGes com maior
energia vibratoria da fonte e dire¢ces de maior deslocamento dos modos
da estrutura.

Logo, fica evidenciada a dificuldade de se usar como fungéo
objetivo o ruido radiado ou a transmissdo de energia vibratéria, dada
toda a cadeia entre a fonte de vibragdo e o ruido final. Contudo, uma
simplificacdo deve ser utilizada baseada no que se conhece do problema:
a fonte, cujas componentes frequénciais de maior energia sao
conhecidas, e as frequéncias naturais da estrutura.

Sabe-se que para 0s casos em que ndo ha sintonia entre o espectro
de excitacdo da fonte e as frequéncias naturais da estrutura, tem-se um
bom indicativo de que haverd menor ruido radiado e menor vibracéo
transmitida pela placa base, quando comparado aos casos em que ocorre
a sintonia.

Por isso, no presente trabalho, optou-se por usar como fungéo
objetivo o descasamento, ou afastamento, entre as frequéncias naturais
da placa e os picos do espectro de energia vibratoria da fonte.

Assim, a funcdo objetivo da otimizagdo tem correlagdo direta
com o valor das frequéncias naturais, seja maximizando ou minimizando
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determinada frequéncia natural. E possivel também, através de
modificacbes simples na funcdo objetivo, escolher valores para
determinada frequéncia natural.

Nem sempre os valores escolhidos serdo possiveis de serem
alcancados, ja que existem restricdes fisicas e também de projeto que
podem impedir que a placa chegue em uma forma que atenda a estes
valores.

Para citar um exemplo, na tentativa de obter uma maior rigidez
dindmica da placa, pode-se maximizar a primeira frequéncia natural
Amin, OU S€ja:

MaxX{Amin = (Min{A})i=1,..ng, ) » (3.2)

onde N, é o nimero de graus de liberdade do sistema. O modelo fisico
utilizado para avaliar esta funcéo é:
i = 1, ""NGL . (33)

Esta dltima equacdo representa o modelo fisico utilizado para o
calculo da funcéo objetivo, um problema de autovalores e autovetores, e
serd a base deste trabalho. Com este modelo fisico sdo calculadas a
funcdo objetivo e a sensibilidade do problema, tema do Capitulo 4.

3.3 RESTRICOES

Assim como a funcdo objetivo, as restricdes sdo fungdes que
representam algum pardmetro importante no projeto, e devem ser
incluidas no processo de otimizagéo.

As funcbes de restricdo servem para considerar principalmente
requisitos minimos que o projeto deve atender em alguma area, como
por exemplo, maxima massa, rigidez estatica minima, e até mesmo
poderia ser primeira frequéncia natural minima.

Neste trabalho, serdo trabalhadas 3 restricdes principais, melhor
explicadas a seguir:

e restricdo de maxima massa/volume;
e restricdo geométrica;
e restrigdo de aresta média.

As restricdes utilizadas neste trabalho védo ajudar principalmente

a evitar que a malha de elementos finitos fiqgue com elementos muito
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distorcidos, prejudicando a precisdo e confiabilidade dos resultados
calculados.

Da mesma forma que foi definida para funcdo objetivo, é
necessario calcular a sensibilidade da restricdo para movimentacdo de
cada par de nds gémeos. Essa informacdo € de suma importancia para o
algoritmo MMA, que deve ponderar entre esta e a sensibilidade da
funcdo objetivo na movimentacdo dos nods e definir as varidveis para a
proxima iteracdo. Assim, pode convergir e chegar em uma geometria
Otima que atenda aos critérios minimos de projeto.

3.3.1 Restri¢do de massa/volume

Esta restricdo serve na maioria dos casos para limitar o quanto de
material pode ser utilizado em um projeto. Entretanto, neste trabalho,
serd utilizada principalmente na tentativa de reduzir as distor¢des locais
de malha que podem ocorrer.

E esperado que os elementos mais distorcidos apresentem
maiores variacbes de massa & movimentacdo de um né (sensibilidade)
que os elementos menos distorcido, e assim, 0 MMA dara preferéncia a
mover 0s nds dos elementos menos distorcidos.

Normalmente este tipo de restricho € escrito na forma de
percentagem da massa inicial, por exemplo, a massa total da nova
estrutura deve apresentar no maximo 120% da massa inicial.

A sensibilidade desta restricdo € calculada utilizando o Jacobiano
do elemento e sua derivada, sendo demonstrados no Capitulo 4.

Durante os testes de otimizacdo da placa utilizando esta restricéo,
observou-se que seu valor apresentava variagdo desprezivel, assim como
sua sensibilidade, o que resultou em geometrias com malhas de pouca
confiabilidade dada a distor¢do local de muitos elementos, inclusive
com problemas para simulagdo. Mesmo multiplicando este valor por
constantes grandes (10"3 e 10"6), o MMA ndo conseguiu fazer uso
desta restricdo, ja que seu valor ndo era alterado. Para validar esta
informacdo, foi utilizado o software comercial ANSY'S para comparar a
massa de dois elementos, um em sua forma inicial hexaédrica e outro
com um par de nés gémeos fortemente deslocados (cerca de 2 vezes a
altura do elemento), sendo obtido 0 mesmo resultado para a massa.

Ficou evidente, entdo, que a massa do elemento ndo apresenta
mudanca quando do deslocamento de um par de nds gémeos na forma
como a placa foi parametrizada neste trabalho. Sendo assim, esta
restricdo ndo é utilizada neste trabalho.
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3.3.2 Restricdo geométrica

A restricdo geométrica refere-se aos limites fisicos construtivos
de altura, largura e comprimento do projeto. As componentes largura e
comprimento ndo sdo variaveis neste projeto. Ja para o caso da altura,
esta restricdo é aplicada na forma de limites no dominio da funcéo
objetivo. O conjunto de variaveis opera em um intervalo definido de
valores em Z, e este intervalo € uma das entradas que devem ser
fornecidas ao algoritmo MMA. Internamente, garante que a placa deve
estar contida dentro destes limites, chamados limites laterais, que
formam uma espécie de caixa limite que a geometria deve respeitar, e
pode ser visto esquematicamente na Figura 14.

Figura 14 - Placa base do refrigerador e suas restricGes geométricas.
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3.3.3 Restricéo de aresta média

A restricdo de aresta média foi considerada para contornar o nao
funcionamento da restricdo de volume.

Esta restricdo refere-se matematicamente ao tamanho médio das
arestas dos elementos finitos que constituem o modelo. Somente sdo
contabilizadas nesta restri¢do as arestas da face superior ou inferior do
elemento.

Tal abordagem é, na verdade, uma tentativa de obter um valor
rpido e simples para calcular um valor aproximado para a area da
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superficie de uma das faces do elemento, independente se superior ou
inferior, ja que sdo iguais entre si de acordo com a parametrizacdo
desenvolvida neste trabalho.

Como este valor é calculado para todos os elementos, a
aproximacdo serve também como um namero indicativo proporcional a
area da superficie total da placa, que é uma restrigdo fisica.

Além de restringir a area da placa, essa restricdo vai evitar que 0s
elementos do modelo apresentem alta distorcéo, ja que o valor da aresta
média de um elemento distorcido é grande quando comparado a um
elemento sem distorcdo, e proporcionalmente a sensibilidade. Isto faz
com que o algoritmo MMA evite mover nds de elementos ja muito
distorcidos.

Para que esta abordagem de aresta média apresente bons
resultados, todos os elementos do modelo utilizados neste trabalho s&o
idénticos em tamanho e forma, caso contrario, o algoritmo poderia
interpretar que deve diminuir os elementos maiores e aumentar 0s
menores. Uma saida para o caso de se utilizar modelos com elementos
de tamanho diferente seria normalizar a aresta média de cada elemento
pela sua aresta inicial.

A formulacdo desta restricdo é simples. A aresta média da placa é
definida como:

1 &
[=_— E Lo, (3.4)
N
e=1

onde, L, € a aresta média de um elemento e N, 0 niimero de elementos
da placa. A aresta média elementar, tomando por base o elemento da
Figura 13, é definida como:

[ = IN; — Ny | 4+ N3 — Np| + [Ny — N3| + [N; — N|

. ; (3.5)

onde N; corresponde as coordenadas do n6 1 do elemento em analise, e
assim sucessivamente. As normas indicadas na Equacdo (2.8) sdo
calculadas por:

IN, — Ny | = \/(Xz -x1)? + (y2— y1)2 + (2, —24)?, (3.6)
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onde (x4,V4,2,) sdo as coordenadas do né 1, e assim sucessivamente. A
sensibilidade desta funcéo é calculada no Capitulo 4.

3.4 ALGORITMO DE OTIMIZACAO

Como o nimero de varidveis do problema acima descrito é
grande (depende do nimero de nés do dominio de projeto), os Métodos
Gradientes de otimizacdo sdo mais recomendados que os Métodos
Heuristicos (como Algoritmos Genéticos). Dos Métodos Gradientes,
este trabalho fara uso do Método das Assintotas Moveis (MMA) por ser
de uso corrente da equipe do Laboratério de Vibragdes e Acustica
(LVA) da Universidade Federal de Santa Catarina, ao qual este trabalho
faz parte. Este algoritmo possui versdes em MATLAB e FORTRAN,
cedidas ao orientador deste trabalho pelo Professor Krister Svanberg
(KTH, Suécia).

Esses métodos estudam o ponto atual da fungdo objetivo e
restricdes e suas vizinhangas através do gradiente destas funcbes (a
sensibilidade), definindo a melhor direcdo de caminhada para que a
funcdo atinja seus valores maximos ou minimos. O calculo correto do
gradiente é de suma importancia para 0 sucesso do processo de
otimizacéo, e é estudado com maior detalhe no Capitulo 4.

No MMA, a cada iteracdo um subproblema de otimizacdo é
montado e resolvido, através da definicdo de um subproblema
aproximado. Seja o seguinte problema de otimizacéo:

Minimizar f,(x)
. {fi(x)sfi i=12,..M (3.7)
Sujeito a ) .
xjmin < Xj < ijax ] = 1,2,N
em que M é o nimero de restricdes e N 0 nimero de variaveis.

A funcdo fy(x) é a funcdo objetivo e f;(x) sdo as funches
restricdo do problema. No MMA, estas fungbes implicitas sdo
aproximadas por fungdes explicitas f;(x). A construcdo destas funcdes
de aproximacdo é feita tomando por base os valores das funces
objetivo e restricdes do problema e seus gradientes, previamente
calculados. Assume-se agora, a cada iteracdo k, um subproblema de
otimizagdo na forma:

Minimizar 7. (x) (3.8)
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fP@<f® i=12,..M

Sujeito a * . ,
Xjmin =X~ = Xjmax ] = 1,2,..N
que deve ter seu ponto 6timo definido, respeitando as condicfes de
otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (condi¢bes de KKT). Como as
aproximacg6es sdo sempre funcdes convexas, basta que as condi¢des de
KKT sejam respeitadas para que esteja num ponto dtimo local, que neste
caso, € global também. O ponto timo resultante deste subproblema é
um novo vetor de variaveis, que seré utilizado como ponto de partida na
préxima iteracao.

No MMA, cada funcdo de aproximacdo € construida na forma
(Svanberg, 1987; Svanberg, 2002):

LAY oo

0 _ ij ij K

f7 = Z (U.(") “x o x L@) n (3.9)
]

j=1 J ] ]

parai=0,1,..., M.

O processo de célculo dos termos dessa equagdo ndo seré descrito

neste trabalho. Porém, pode-se citar que para os valores de pi(]’.‘) e qi(]'.‘)

leva-se em conta o valor da sensibilidade da fungéo f;. Ja o célculo dos
valores de Uj(k) e L§k), nas primeiras iteracOes, leva em conta os valores

da varidvel e seus limites, enquanto que nas iteragdes seguintes, leva em
conta o valor da varidvel na iteracdo atual e também os seus préprios
valores em iteracOes anteriores, sempre ponderados por constantes
multiplicadores que sdo escolhidas a critério do usuario. Estas
constantes proporcionam um certo controle ao usuario do tamanho do
passo da variavel. Este parametro foi importante neste trabalho,
principalmente na primeira iteracdo, quando o algoritmo tendia a levar
as variaveis até seus limites geométricos logo de inicio, gerando uma
malha extremamente distorcida. Para resolver este problema, foi
aplicado um valor baixo de deslocamento nodal inicial, e como para as
iteragBes seguintes o prdprio algoritmo faz uso dos deslocamentos
anteriores, o problema foi resolvido.

A grande vantagem do MMA é que, neste método, as funcdes de
aproximacdo sdo convexas, e conforme comentado, os subproblemas
tem sua convergéncia garantida por KKT. Entretanto, a convergéncia do
problema global é definida arbitrariamente, através da andlise da
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variacdo da funcdo objetivo entre uma iteragdo e outra. Quando estas
variagGes ndo forem mais expressivas, ou 0 objetivo ja foi atendido,
assim como as restrigdes, considera-se que o problema terminou.
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4 ANALISE DA SENSIBILIDADE

No processo de otimizagdo utilizando Métodos Gradientes, além
de avaliar o valor da funcdo objetivo e restricbes a cada iteracgdo,
necessita-se também avaliar as derivadas destas fun¢des com relagéo as
variaveis de projeto, ou seja, as posi¢des geométricas de cada né da
malha de elementos finitos. Estas derivadas representam a sensibilidade.

A anédlise de sensibilidade é a parte mais importante de um
processo de otimizacdo. E quem fornece para o algoritmo otimizador a
informacédo da "direcdo de busca", que é a direcdo de minimizacéo (ou
maximizacao) da funcdo objetivo, a qual o algoritmo fara uso para saber
quais as varidveis apresentam maior influencia no valor da funcéo
objetivo.

A sensibilidade da funcdo objetivo que se quer avaliar neste
trabalho é o quanto determinada frequéncia natural varia em funcdo da
variacdo da posicdo de um né da malha na direcdo Z. Logo, deseja-se
calcular:

iy 4.1
aZ]' Y ( ' )

onde A; € a frequéncia natural em radianos ao quadrado, e z; € 0

deslocamento de um no j.

Para chegar a essa derivada, segue-se o procedimento realizado
por Haftka e Gurdal (1991), para o problema de vibracdo livre sem
amortecimento:

Mi+Kx=0, (4.2)

em que M representa a massa de um sistema, K representa a rigidez e X 0
vetor que representa o movimento da pega. A solucdo desta equacgéo
diferencial leva a um problema de autovalores ( A;) e autovetores (®;):

(K =AM)®; =0,
i= 1""'NGL (43)

Para o célculo da sensibilidade, define-se uma varidvel arbitraria

z;, que no presente trabalho € o deslocamento do no j na direcdo Z. Essa
variavel pode ser interpretada como uma perturbacdo no dominio da
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funcéo objetivo (vetor variaveis), ou seja, uma pequena modificacdo na
geometria do sistema em andlise na Equacéo (4.2).

A Equacdo (4.3) é entdo inteiramente derivada em fun¢do dessa
varivel arbitréria:

aK }\MCD—BO
37, (€ = AMIP, = - (0) (4.4)

Fazendo essa operagdo e reorganizando os termos (Haftka e
Girdal, 1991), tem-se:

& )\M)E)Cbi o\ (0K N oM ® AE
i 0z e 0z iaz,. i (4.5)

aZ]' i
Multiplicando-se arbitrariamente ambos os lados da equacao pelo
autovetor transposto @], tem-se:

T ad; I\
OT | (K — 3\M) — — — Md;

j

(4.6)

Faz-se, entdo, uso da propriedade de simetria das matrizes de
massa e rigidez, e usando a Equacdo (4.3) para simplificar a Equacéo
(4.6), chega-se a seguinte expressdo para sensibilidade do autovalor
(Haftka e Gurdal, 1991):

T(9K _ o M\ &
67\1 _ CDi (0Zj )\l 021-) q)l (47)
Também usando a propriedade de simetria das matrizes K e M,
pode-se fazer a normalizacdo dos autovetores em funcdo da matriz de
massa (operacdo muito utilizada pelos softwares de elementos finitos):

oM @, =1, (4.8)

o que simplifica a equag&o anterior para:
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ON _ (0K oM\ @s)
aZ]' - aZ] i aZ] i l

Dessa forma, a sensibilidade que um determinado autovalor 2;
apresenta a uma perturbagdo z; depende da sensibilidade das matrizes de
rigidez e de massa a essa perturbacdo, ponderadas pelo autovalor
correspondente.

Ou seja, se 0 no j em analise afetar diretamente muitos elementos
da malha do modelo, a mudanca na matriz de rigidez e massa sera
grande. Porém, caso essa regido tenha pouca participacdo na forma do
modo em analise (ponto nodal, de baixa amplitude, por exemplo), a
sensibilidade final calculada desse né serd baixa, devido a ponderacéao
pelo autovetor.

E de se esperar, portanto, que a forma do vetor sensibilidade para
um dado autovalor siga a forma do autovetor correspondente.

Como a movimentacdo de um n6 modifica somente as matrizes
de rigidez e massa dos elementos conectados a este nd, fica evidente que
as derivadas das matrizes dos elementos que ndo estdo conectados a este
no sdo nulas. Essa constatacdo reduz bastante o calculo da sensibilidade.
Retirando todas as linhas e colunas das derivadas das matrizes que sdo
nulas, tem-se um problema reduzido, com K,¢qu, € Myeqys, que leva em
conta somente os elementos afetados pela movimentacdo do né j:

% —_ T (aKreduz - a1V11‘eduz> d. (4 10)
aZ]- ~ 7lreduz aZ]- 1 aZ]- ireduz’ :

Fica facil, entdo, observar que a equacdo de sensibilidade deste
modelo reduzido pode ser separada num somatério de sensibilidades
para cada um dos N,.q,, €lementos conectados a esse nd movimentado,
ponderadas pelos valores dos autovetores @;, aplicados a cada elemento
k, na forma:

Nreduz

N . (0K, OM,
—= T [~ A — | o, 4.11
aZ]' &= (D] k<aZ]' )\1 aZ] )cplk. ( )

Sendo assim, para avaliar a sensibilidade de movimentacdo de um
no, deve-se encontrar 0s elementos que apresentam conectividade a esse



68

no, calcular as derivadas de suas matrizes de rigidez e de massa, e
multiplicar pela parte do autovetor correspondente aos nos desse
elemento, conforme Equacgéo (4.11).

S80 necessarios entdo 4 termos para determinar a derivada
analitica do autovalor:

° (I)?;
° )\i;
e 0K/O0z,
e 0M/O0z;

Os dois primeiros termos citados sdo obtidos da solugdo do
problema de autovalores e autovetores definido pela Equacdo (4.3),
podendo serem resolvidos via software comercial de elementos finitos.
Os outros dois termos (derivadas), podem ser calculados utilizando a
técnica das diferengas finitas ou de forma analitica, através da
formulagdo de elementos finitos. Ambas técnicas serdo demonstradas a
seguir.

4.1 METODO DAS DIFERENGCAS FINITAS

O método das diferencas finitas faz uso da definicdo de derivada
de uma func¢do qualquer F em relagdo a uma varidvel x:

JdF . F(x+AMx)—-F(x)
— = lim .
X  Ax—0 Ax

(4.12)

No presente trabalho, se aplicada diretamente sobre o valor de
interesse, ou seja, 0 autovalor 2;, obtém-se:

6?\1 — lim }\i(zj + AZ}) - }‘i(zj)

aZj Azj—0 AZJ ’

(4.13)

onde cada F(zj) implica na avaliacdo da funcéo objetivo, ou seja, um
problema de autovalores e autovetores. A parte do limite da funcéo,
onde a variagdo da varidvel tende a zero, deve ser substituida por um
valor real Az;, que € um valor de perturbagéo do dominio a ser definido,
e influi fortemente na precisdo desta aproximacéo. E, inclusive, um dos
grandes problemas da aplicacéo deste método.

A utilizacdo deste método implica que a funcdo objetivo deve ser
avaliada N + 1 vezes a cada iteracdo, sendo N o0 nimero de variaveis do
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problema. Como no presente trabalho o nimero de variaveis é grande
(proporcional ao numero de n6s da malha elementos finitos), esse
método acarreta muito tempo para cada iteracao.

Porém, pode-se fazer uso da derivacdo demonstrada no inicio
deste capitulo e ainda assim aplicar o método das diferencas finitas, mas
desta vez, para calcular os valores das derivadas das matrizes de rigidez
e de massa, na forma:

% _ Ki(zj + AZJ) - Kl(zj)

aZj AZJ

(4.14)

% _ Mi(Zj + AZ]) - MI(Z])

aZj AZJ

(4.15)

Esse método & chamado de semi-analitico, pois resolve o
problema da sensibilidade parcialmente de forma analitica e
parcialmente por diferengas finitas.

A correta utilizacdo deste método depende fortemente da escolha
da perturbagdo Az;. Para demonstrar, traga-se o grafico mostrado na
Figura 15 com o valor da derivada calculada analiticamente para a
variagdo de um par de n6s gémeos da placa plana escolhido na regido
central da placa, e compara-se com os valores obtidos por diferengas
finitas para diversos valores de perturbagao Az;.



70

Figura 15 - Comparacéo das sensibilidades analiticas e por diferencas finitas
para diversos valores de perturbagéo.
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O gréfico acima, plotado em escala log-log, mostra que as
perturbacdes devem ser da ordem de 10~7a 10~* para que os célculos
de sensibilidade pelo método das diferencas finitas sejam da mesma
ordem de grandeza dos valores calculados analiticamente. Mas uma
ampliacdo dessa regido, plotada em escala semilog na mesma figura,
mostra que os valores podem facilmente apresentar erros da ordem de
10% dentro desta faixa.

Concluindo, sabe-se que o calculo das derivadas das matrizes de
massa e rigidez é complexo, e exige abrir a formulacdo de elementos
finitos, que serd demonstrada no Capitulo 4. Isto justificaria o uso das
diferencas finitas pela simplicidade de implementacdo. Por outro lado, o
custo computacional para resolver grandes modelos por este método €
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maior (Wang et al, 1984), j& que deve-se montar as matrizes N + 1
vezes a cada iteracdo, ou ainda maior, se for avaliar a funcéo objetivo
N + 1 vezes.

No presente trabalho, sera utilizado o método analitico, descrito a
seguir, devido & sua maior preciséo.

4.2 METODO ANALITICO

O método analitico ¢ mais preciso que o método das diferencas
finitas e ndo sofre problemas de precisdo devido as escolhas do tamanho
Az; utilizado. Entretanto, sua formulagdo € mais complexa. Conforme ja
comentado, precisam ser deduzidos dois termos importantes:

e 0K/ azj :
e JdM/o0z;.

Para calcular estas derivadas, faz-se necessario rever a
formulacdo dos elementos finitos utilizados, no caso, o sdlido
hexaédrico linear com formulag&o n&o conforme. E aqui que fica claro o
motivo de sua escolha, a sua simplicidade de formulacéo.

Para tanto, o ponto de partida é a formulacdo geral de elementos
finitos (Bathe, 1996), tentando ndo entrar no detalhe de todos os termos.
Procede-se, entdo, com a aplicacdo para elemento so6lido hexaédrico
linear de 8 nos (Bathe, 1996), aplica-se a formulacéo de elementos nao-
conformes (Zienkiewikz et al; 2005), chegando na formulacdo das
matrizes de massa e rigidez do modelo. Conhecendo a formulacéo
destas matrizes do elemento, parte-se para a sua derivacao analitica, de
acordo com a parametrizacdo escolhida neste trabalho. Uma vez
definidas a sensibilidade da funcdo objetivo, as sensibilidades das
restricdes também sdo avaliadas.

4.2.1 Formulacéo geral de elementos finitos

Para a formulacdo de elementos finitos, sup8e-se um corpo em
equilibrio no espaco R3, engastado, submetido a forgas por unidade de
volume f5, forcas por unidade de area f, deslocamentos U5/ prescritos
na area S, e forcas concentradas R , conforme Figura 16.
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Figura 16 - Corpo 3D com elemento sélido 8 nos.

NG j

Elemento finito m

Fonte: Bathe (1996).

O sistema de coordenadas global é (X,Y,Z) e os deslocamentos
de um ponto qualquer séo:

U
\'
Y

uxY,z2) =|vl, (4.16)

onde (U,V,W) sdo os deslocamentos nas direcbes (X,Y,Z),
respectivamente. As deformagGes no corpo, decorrentes de um
deslocamento U séo organizadas na forma:

€' = [exx€yy€zzVxyVvzVzxl (4.17)
sendo:

au ov ow

€xx = a—X; Eyy = a—Y; €77 = a—Z; (418)
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_ ou o0
VXY‘(W+&>'

_(6V+6W>.
Yyz = ﬁ W ;

_(6W+6U>
Yzx = x " az/)

Todas as tensdes no corpo sao reunidas no vetor:

Tl = [TxxTyyTzzTxyTyzTzx]- (4.19)

O método dos elementos finitos parte do principio dos trabalhos
virtuais, também chamado de deslocamentos virtuais (Bathe, 1996), que
cria deformacgdes virtuais na estrutura, ou seja, que ndo existem
realmente, mas possibilitam o desenvolvimento da formulacéo, em que:

Wext = Wing - (4.20)

A equagdo acima estabelece que para qualquer corpo no seu
estado de equilibrio, o trabalho virtual interno total Wi, é igual ao
trabalho virtual externo total W, (Bathe, 1996).

O trabalho virtual externo W,y é calculado somando as integrais
de forcas de corpo fZ multiplicadas pelos deslocamentos virtuais do
corpo U ao longo do volume, de forcas de area f5 multiplicadas pelos
deslocamentos virtuais USs das areas onde atuam, e fazendo o somatdrio
das forcas externas pontuais Rg; multiplicadas pelos seus
deslocamentos virtuais U

Wou= [ UTpPav+ [ 05" fsrds + ) OlRe,. (420
v S :

f

O trabalho virtual interno é definido como a integral no volume
do produto das deformacdes virtuais € pelas tensdes T no corpo:

Wipe = f efrav. (4.22)
74
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Para resolver as integrais de W;,; € W, 0 método de elementos
finitos aproxima os deslocamentos do corpo da Figura 16 por um
arranjo de elementos finitos discretos, interconectados em seu contorno
pelos seus nds. Além disso, considera que os deslocamentos internos
para cada elemento em seu préprio sistema de coordenadas locais
(x,y,z) podem ser definidos como uma funcéo dos deslocamentos dos
no6s deste elemento no sistema de coordenadas global(X,Y,Z), fazendo
uso das chamadas Funcdes de Forma H:

u™(x,y,z) = H"(x,y,2).0, (4.23)

onde u™ representa 0 campo de deslocamentos internos do elemento m.
Tem-se que H™ é a matriz de interpolacio dos deslocamentos e U é o
vetor com os deslocamentos virtuais de todos os nés da malha nas 3
dire¢des (U, V,W), na forma:

07 = [U, ;W U,V W, . Uy Wy Wy |, (4.24)

sendo N, é o nimero de nés da malha. As funcdes de forma H variam
de acordo com o tipo de elemento, nimero de nds, geometria e graus de
liberdade dos nés.

Da mesma forma que os deslocamentos em um ponto qualquer do
elemento m podem ser calculados a partir dos deslocamentos dos nos e
das fungdes de forma do elemento, também as deformacfes €™ em
qualquer ponto do elemento m podem ser calculadas derivando e
combinando linhas da matriz H™, dando origem a matriz B™:

€™(x,y,z) = B"(x,y,2).U. (4.25)

Adiante no texto ficardo evidentes as simplificacbes na
formulagéo dos elementos finitos geradas pela criacdo da matriz B™.

Outra matriz necessaria na formulacdo dos elementos finitos é a
matriz C, que correlaciona tenses com deformagBes no elemento:

™m=Cem+1", (4.26)
onde 7/™ representa as tensdes iniciais do elemento, antes da aplicacéo

das cargas, desconsideradas neste trabalho. A formulagéo e organizacao
da matriz C varia de acordo com o estado de tensdes a que o elementos
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esta submetido: estado plano de tensdes, estado plano de deformagdes,
etc.

Os trabalhos virtuais interno e externo sdo escalares e
independem do sistema de coordenadas empregado, o que justifica 0 uso
de sistema de coordenadas locais para cada elemento. Uma vez que
tenham sido calculados para cada elemento, pode-se fazer o somatério
dos trabalhos virtuais internos elementares para se chegar ao trabalho
virtual interno total:

Ne
Wi, = Z f enT gmgym (4.27)
m=1 vm

onde N, é o nimero de elementos que constituem o corpo.
Da mesma forma, o trabalho virtual externo fica:

Wose = 2 [ oty
Vm

Z f gsrmT gsimggm  (4.28)
Sm Sm

+zﬁiTRCi-
i

Nesse caso, outras simplificages ja podem ser feitas. Para o
problema de vibrag6es livres que sera resolvido aqui, ndo ha forcas por
unidade de area nem forgas concentradas. Somente as forcas de corpo
devem ser avaliadas, pois contém a participacdo das forcas de inércia.
Eliminando as forcas que ndo serdo consideradas e separando a parte
inercial das forcas de corpo tem-se:

Ne
W,y = Z f UmT[fB’” —p ﬁm]dvm, (4.29)
m=1"V"

onde f3™ representa a partir de agora as forgas de corpo sem o termo de
inércia, e sdo consideradas nulas. U™ é a aceleracdo virtual dos nés do
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elemento m num instante de tempo t qualquer, representada pela
segunda derivada dos deslocamentos virtuais U™.

Resumindo, as integrais dos trabalhos virtuais interno e externo
no volume total do corpo se transformam num somatdrio de integrais de
trabalho virtual para cada elemento m, em seus sistemas de coordenadas
locais. Assim sendo, faz-se sempre a escolha de um sistema de
coordenadas locais para cada elemento de forma a simplificar o calculo
de sua integral.

Considerando as Equacdes (4.23) e (4.25), levando em conta o
campo de deslocamentos reais, aplica-se 0 mesmo para 0 campo de
deslocamentos virtuais, tal que:

U™ (x,y,z) = H™*(x,y,2) 0 (4.30)

" (x,y,2) = B"(x,y,2) U. (4.31)

Utilizando as EquacGes (4.26), (4.25) e (4.31), e fazendo as
substituicfes na equagdo do trabalho virtual interno Equacdo (4.22),
tem-se:

Ne
Wiy = 07 Z j B™TcB™av™| Q7. (4.32)
m=1"V"

Na equacdo do trabalho virtual externo Equacdo (4.21), procede-
se de forma semelhante. Da mesma forma que os deslocamentos virtuais
de qualquer ponto interno do elemento podem ser escritos em funcéo
dos deslocamentos dos no6s do elemento, usando as funcbes de forma H,
Equacdo (4.30), também as aceleracBes podem ser escritas neste
formato, de forma que o trabalho externo fica:

Ne
Wy = — Z f o™ p Hm0dy™ (4.33)
m=1"""

Utilizando as ultimas Equac0es, (4.32) e (4.33), reorganizando na
Equacdo (4.20), chega-se a equacéo:
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Ne
(i Zf H™ T pH™dv™ | U
Vm
m=1

N, (4.34)
+07 z f B™TCcB™dv™|GT =0
m=1"""

Esta equacdo estd organizada na forma de um problema de
vibraces livres sem amortecimento, similar a Equacéo (4.2), na forma:

MU + KU = 0, (4.35)

em que as matrizes de rigidez e de massa, respectivamente, sao
expressas por:

Ne

K= Z f B™TCB™dV™, (4.36)
m=1"V™"
Ne

M = f p HMTH™qy™, (4.37)
m=1"V"

4.2.2 Elemento so6lido hexaédrico linear

Até este ponto foi citado o método dos elementos finitos para
obter as matrizes de massa e rigidez no sistema de coordenadas local do
elemento, de forma a simplificar o equacionamento. Faz-se entdo
necessario definir um sistema de coordenadas local padrdo, e para isso
usa-se aqui o conceito de elementos isoparamétricos. Esse conceito ndo
é somente um sistema de coordenadas, mas também estabelece uma
relacdo geométrica entre um elemento em anélise e um elemento padrao,
chamado elemento mestre. O elemento mestre (ou padrdo) é um
elemento cubico perfeito de aresta com tamanho 2, centrado num
sistema de coordenadas local (r,s,t), chamadas de coordenadas
naturais, conforme a Figura 17.
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Figura 17 - Elemento sdlido de 8 nés real (a esquerda) e elemento mestre (a
direita).
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O nome isoparamétrico origina-se no fato de a geometria de
qualquer elemento em analise poder ser representada em termos das
coordenadas de seus nos, fazendo uso das chamadas fungdes de forma
(ou funcBes de interpolacdo). Esta mesma representacdo € utilizada na
interpolacdo dos deslocamentos ao longo do elemento submetido a uma
carga, em termos de deslocamentos nodais (Brebbia e Ferrante, 1975).

Ou seja, sdo definidas fungdes de forma para mapear a posi¢do
dos nés do elemento real em relagdo ao elemento mestre, que serdo
utilizadas para mapear os deslocamentos do elemento em funcéo dos
deslocamentos nodais.

Esse conceito é utilizado para célculo das func@es de forma, aqui
definidas como conjunto de fun¢es H. Assim, seja um elemento mestre
de coordenadas locais (r,s,t), dentro de um sistema de coordenadas
global (X,Y,Z), conforme a Figura 17, pode-se mapear a geometria do

elemento (ou localizacdo de um ponto qualquer dentro do elemento) da
seguinte forma:

Nm
X = Z hi(r,s, 0. X; , (4.38)
i=1



79

N
Y= Z hi(r,s,0). Y; (4.39)
i=1
e
NI
7= Zhi(r, S, t)Zl , (440)
i=1

onde NI* é o nimero de nds do elemento m, (X, Y, Z) sdo as coordenadas
no sistema de coordenadas global do ponto equivalente ao ponto (r,s, t)
no sistema local, (X;, Y;, Z;) sdo as coordenadas do n6 i do elemento real
e h;(r,s,t) sdo as fungdes de interpolacdo para cada n6 do elemento
mestre. Estas funcgdes de interpolacdo sdo conhecidas para cada tipo de
elemento.

As funcdes de forma h; sdo definidas usando as varidveis do
sistema de coordenadas local do elemento (r,s,t), que s6 variam no
intervalo [—1,+1]. A vantagem desse método é modificar os limites de
integracdo para [—1,+1] em todas as direces (r,s,t). Outra
propriedade das funcdes de forma é que cada uma delas tem valor 1
guando aplicadas no né correspondente, e 0 em todos 0s outros.

Da mesma forma que a geometria, os deslocamentos, dentro do
elemento, podem ser interpolados usando estas mesmas funcles de
forma juntamente com os deslocamentos nodais, na forma:

Ny

U= Z hi(r,s,0.U; (4.41)
i=1
Np

V= Z hi(r, s, 0). Vi (4.42)
i=1

Np
W = Zhi(r, S, t)Wl ) (443)
i=1
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onde (U;, V;, W;) séo os deslocamentos de um né i nas direcdes (X,Y,Z),
respectivamente.

Uma vez definidos os deslocamentos do elemento em fungéo do
sistema de coordenadas local, para prosseguir no calculo das matrizes de
rigidez e massa é preciso alterar também o volume de integracdo do
elemento dVV'™ e seus limites, para que fique no sistema de coordenadas
naturais e possa ser integrado em [—1, +1]. Para isso, é preciso utilizar a
matriz Jacobiana, que correlaciona as derivadas entre sistemas de
coordenadas diferentes, na forma:

0 0x dy 0z][9]
5 & o 5| (o
0 ox dy 0dz| |0

o2, 4.44
Js ds dJs osl |dy (444)

S
la| lox ay az||a
atJ ot ot atJ L 92

sendo assim definida a matriz Jacobiana:

[ax dy az]

|or or or|
[ox oy oz|

=|— —1. 4.45
J ds dJds O0s ( )
ox dy o0z

ot at ot
Com esta matriz, pode-se avaliar a integral das Equagdes (4.36) e
(4.37), utilizando as coordenadas locais na forma:

Ne
K= Z j B™TCB™ det(J™)dr ds dt, (4.46)
=1 V‘rst
Ne
M= Z f p HPTH™ det(J™)dr ds dt , (4.47)
foopune yrst

onde H™ é o vetor contendo as funcdes de interpolagdo h;(r,s,t) do
elemento m, na forma:
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H™ =[h; hjyq .. hym], (4.48)

sendo N o nimero de nds do elemento m.

O préximo passo € o processo de integracdo numérica. No
presente trabalho, usa-se 0 método da integracdo utilizando os pontos de
Gauss, que substitui com fidelidade a integral por um somatério da
funcdo aplicada em pontos especificos dentro do dominio do elemento.
Dessa forma, tem-se:

N. N

e p
K= Z B CBY det(J™)a, (4.49)
m=1p=1
e:
Ne Np
M = Z 2 p HI''HI! det(J1) e, (4.50)
m=1p=1

onde Byt e H' sdo agora avaliadas nos N, pontos p de Gauss. O
numero de pontos de Gauss esta atrelado ao grau do polindmio que esta
sendo integrado, que varia de acordo com a formulacdo utilizada para
funces de forma do elemento. A constante a,, € um fator peso para
cada ponto de Gauss.

Para 0 caso do elemento sélido linear de 8 nos, as funcbes de
interpolacdo apresentam a forma:

1
hi(r,s,t) = 5(1 +r*r)(1+s*s)(1+t*t), (451)

onde h;(r,s,t) é a funcdo de forma do né i de coordenadas naturais
(ry, s, ti). Estas coordenadas representam os pontos de Gauss.

Assim, o polindmio a ser integrado para o calculo da matriz de
rigidez é de grau 3, que resulta em dois pontos por direcdo de
integracdo, cujos valores sdo tabelados (Bathe, 1996) em (+0,57735,-
0,57735). Portanto, como o elemento é 3D, o somatério levara em conta
oito pontos para representar as integrais que definem as matrizes de
massa e rigidez do elemento.
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4.2.3 Elemento ndo-conforme

O elemento sélido de 8 nés em sua formulacdo padrdo pode
apresentar rigidez maior que a real. Esse problema decorre do fato de
suas fungdes de forma ndo conseguirem representar efeitos de flexdo,
conforme a Figura 18.

Figura 18 - Resposta elastica de um elemento quadrilatero a flexdo puxa.

Quadrilatero submetido a Elemento finito 4 nés
tlexdo pura submetido a flexdo pura
<+ —»
—» —» <+

Resposta do elemento &
flexdo pura

Fonte: Hughes (1987).

Os efeitos dessa formulagcdo mais simples podem ser vistos no
Capitulo 2, na validacdo do modelo da placa. Utilizando elementos
solidos lineares padrdo, os resultados de algumas frequéncias naturais da
placa ficaram muito acima dos medidos.

Uma saida para considerar esses efeitos de flexdo sem
necessidade de partir para elementos de maior ordem (de formulagéo
quadrética, por exemplo) é a utilizagdo de elementos ndo conformes
(non-conforming elements) proposta por Zienkiewiczet et al (2005).
Essa solucdo é a mesma utilizada no software comercial ANSYS, de
acordo com as matrizes de rigidez montadas pelo programa que foram
comparadas as calculadas no presente trabalho, utilizando este método.
O software disponibiliza essa op¢do de funcBes de forma para o
elemento sélido hexaédrico linear "solid45", sob o nome de "Extra
displacement shapes".

A formulacdo de elementos ndo-conformes se baseia na criagédo
temporaria de trés novos nds, cujas coordenadas sdo a origem do sistema
de coordenadas naturais (0,0,0), e consequentemente trés novas funcGes
de forma (Hughes, 1987):
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hye(r,s,t) = (1 —r?), (4.52)
hyo(r,s,t) = (1 —s2), (4.53)
hy;(r,s,t) = (1—t2). (4.54)

Esses trés novos n6s ndo apresentam conectividade com o resto
da malha, e portanto ndo héa necessidade que estejam presentes na matriz
de rigidez global da estrutura. Hughes (1987) demonstra, através de
deducdo, uma forma de condensar numericamente os efeitos de flexdo
representados pelos trés novos nds na matriz de rigidez original do
elemento sélido 8 nos. Para isso, separa espacialmente a nova matriz de
rigidez que considera 11 funcGes de forma (8 originais + 3 extras), aqui
chamada também de K, em quatro diferentes partes:

Kaa Kaa

K = [ ,
Kad Kaa

(4.55)

onde a matriz K4q é a matriz de rigidez original do elemento 8 nos, e as
outras sdo decorrentes dos 3 novos nos e suas fungdes de forma.

Hughes (1987) demonstra que pode-se obter uma matriz K
equivalente, de mesmo tamanho da matriz original para 8 nds, através da
condensacdo dos termos da matriz K na forma:

K= Kad — Kqa * Kaa_1 *Kaa - (4.56)

Esse procedimento aumenta a precisdo da formulagdo do
elemento sem aumentar substancialmente o tempo de simulagdo (Lee e
Rowe, 1990), o que ocorreria caso elementos de maior ordem
(quadraticos, por exemplo) fossem utilizados. A matriz de massa, por
sua vez, ndo sofre alteragdo nessa nova formulacéo.

4.2.4 Aplicacgdo para caso da placa plana

Definida a formulagdo do elemento, procede-se para a avaliagdo
da sensibilidade conforme definida no Capitulo 3, ou seja, em funcéo do
deslocamento do no.

Relembrando, a sensibilidade que deve ser calculada implicara no
calculo das derivadas da matriz de rigidez e massa da placa com relacéo



84

a movimentacao de um par de nés em Z, aqui chamados de nds gémeos,
gue tiveram suas coordenadas mapeadas na forma:

Zi, araj = 1,2,3,4
2 = { j pard) (4.57)

Zj_4 +esp, paraj= 56,78’

onde esp é a espessura da placa.
A derivada do autovalor i em relagdo a z, conforme ja
comentado, é:

Mo or (23 Mg (4.58)
OZ]- - d Z]' ia Z]' r .

E necessario, entdo, calcular as derivadas das matrizes de massa e
rigidez da placa para este deslocamento de um par de nds. Conforme
visto no inicio deste capitulo, somente as linhas e colunas da matriz que
correspondem aos nos de elementos conectados ao nd em analise terdo
valor ndo nulo, criando o que foi chamado de problema reduzido.

Derivando a matriz de rigidez, Equacdo (4.49), em funcdo do
deslocamento do par de nos z;, tem-se:

Ne NP
B CBY det(J™)a, |, (4.59)
az] az] WZHZ L
_p m m
az] ZZ( _ CBI'det(J)
m=1p
0B
+BpTC— 9By det(]{,") (4.60)

+B;,"TCBm et )>
]

Esta é a derivacdo geral da matriz de rigidez, e vale tanto para
matriz original do elemento de 8 nds, como também para o de 11 nds.
Como sera utilizada a matriz da versdo 11 nés condensada a partir da
versdo 8 nos, conforme visto anteriormente, faz-se necessario derivar a
matriz K equivalente:
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oK 3] _
a_Z]- - a—Z] (Kdd — Kda * Kaa Ty Kad)' (4-61)
ou:
0K 0Kgq [(0Kqa K _ (K, !
a_= 9 _<a aKaa 1l(ad'i'Kda%Kad
Zj Z % Z (4.62)
-1 aKad
+ KdaKaa ) Z; ’

onde cada parte da matriz de rigidez K para o elemento de 11 nds é
derivada independente das outras, utilizando para isso a Equagéo (4.60)
€ Seus respectivos componentes.

E para a matriz de massa, partindo da Equac&o (4.50):

M 9 [
== > pHPTHY det(p)a, |, (463)
6 Zj 6 Zj
m=1p=1
Ne Np
oM ddet(Jm
& Z 0 H;}nTHglﬂ% _ (4.64)
Zi 0z
) m=1p=1 )

Analisando ambas derivadas, suas solugdes implicam no célculo
das derivadas da matriz BJ* e do det(JI).

4.2.4.1 Derivada da matriz B

Para esta derivada, tomam-se por base as EquacgBes (4.17) e
(4.25), origem da matriz B™. Sabe-se por defini¢do que:
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- (%)
X
(5)
€Exx aY
[EYY] oW
| €2z | (6_)
m — J—
€ _|YXY|_ (6U 6)
lyYZ J aY oX
Vzx (6V+6W)
0Z 0dY
(6W+6U)
L\dX 07/

(4.65)

Usando as funcBes de interpolagdo para o deslocamento,
Equacles (4.41), (4.42) e (4.43), diretamente na equacdo acima, pode-se

escrever:

RS
ﬁE hi(r, S, t). Ui
i=1

Np
i}
ﬁz hy(r,s,).V;
i=1
Np
i}
6_22 hi(r,s, t). W;
i=1
Np 5 Np
a—YZ h;(r,s,t).U; + BXZ h;(r, s, t). Vi
i=1 i=1
Ny, 5 Ny,
ﬁZ hi(r,s,t).V; + 3 Zh,(r,s,t) W;
1= 1=

n Nn
d d
B_XZ hi(r,s,t). W; + O_ZZ h;(r,s,1).U;
| i=1 i=1 J

Levando as derivadas para os somatérios:

(4.66)
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Np
z oh;(r, s, t)
ax Ui

iah i(1,s, t)

i=1
A oh;(r,s,t)
, 9z !
m i=1
€ =1 N, . (4.67)
oh;(r,s,t) oh;(r,s,t)
Z—ay .Ui+Z—aX v
i=1 i=1

Np Np
dh;(r, s, t) dh;(r, s, t)
- —az Y +Z—0Y W
i=1 i=1
& oh (r,s,t) & oh (r,s,t)
i(r,s, t i(r,s, t
x M +Z oz Vi

i=1 i=1

A matriz B é construida através da correta organizacdo destes
termos para fazer uso do vetor U na ordem em que foi definido na
Equacdo (4.24). Assim, retornando a Equacdo (4.63), pode-se montar a
matriz B™. Para apresentar de forma mais didatica, separa-se a matriz
B™ em:

Bm = [Bmlez Bmll] ) (468)
onde:
h 0 0
0 h”Y o0
0 0 h"”
B™ = .. . | 4.69
e (4.69)
0 h? h"
hi”* 0 h*
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sendo h;”™ definida como a primeira derivada de h; na direcio X, e
assim para as outras dire¢fes Y e Z. Essas derivadas ndo sdo calculadas
de forma direta, sendo necessario o uso do jacobiano para serem
calculadas, na forma:

I ‘—11 h’S. (4.70)

Como a matriz B™ deve ser derivada em relagcdo a movimentacdo
de um par de nos z;, cada matriz B™; deve ser derivada (para facilitar a
representacdo) conforme definido anteriormente. Aplicando a derivada
na Equacéo (4.70):

b 0 0
OZ]-
0 oh;” 0
aZj
0 0 ohy”
0z;  |oh;” oh* 0 ' '
aZ]' aZ]
0 oh,* on,"Y
aZ]' Bz]
oh;"” 0 oh,*
| aZ] Bz] ]

Para calcular os termos desta matriz, usa-se a Equacdo (4.71),
derivando-a em relagdo a z;. Fazendo ainda algumas simplificacGes
obtém-se:

T
i
]-1 —11h,"(]. (4.72)
j



89

Na derivacdo completa desta equacdo faz-se uso da regra da
cadeia, onde aparecem as derivadas das funcbes de forma nas suas
coordenadas naturais, que sdo nulas, e foram desconsideradas.

A derivada do Jacobiano deve ser calculada, e ja vai servir para o
calculo da derivada do determinante do Jacobiano, também necessaria
para o calculo completo da sensibilidade.

Tem-se, entdo, usando a Equacéo (4.45):

[ax dy az]
5 5 dr Or Or
J 0 |[ox ay azJ . 4.73)

o2 97|35 35 @
0x dy o0z
Jt dt ot

Novamente, utilizando as fungdes de forma do elemento:

a] _
aZ]' N
- Np Nn Nn 1
oh;(r,s,t) oh;(r,s,t) oh;(r, s, t)
Z Jr Xi Z or Yi 21 or 4
1= 1= 1=
N, N, N, (4.74)
g Z oh;(r,s,t) z oh;(r, s, t) Z oh;(r,s,t)
0z;| 4 9s _ as i _ as Al
i=1 i=1 i=1
Nn Np Nn
Z dh;(r,s, t) z oh;(r, s, t) Z dh;(r, s, t)
_ ot FTEA ot
-i=1 i=1 i=1 -

Como a derivada é em relacdo a Z, restam somente 0s termos
relacionados na Equacéo (3.1):
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o

oh;(r, s, t) N Ohj_4(r,s,1)

or

or

>_

a] 0 (ah]‘ (r,s,1) n ahj—4(r’ S t)> ) (4.75)

oz ds ot
0 o oh;(r, s, t) N Ohj_4(r,s,1)
dar ar

Com a derivada do Jacobiano pode-se voltar e calcular a Equacéo
(4.73), e por fim, montar a derivada da matriz B™, objetivo desta
deducdo. Resta agora calcular a derivada do determinante do Jacobiano.

4.2.4.2 Derivada do determinante do Jacobiano

Utilizando a férmula para derivada de determinante, tem-se para
0 determinante do Jacobiano:

0det®) _ 1. r []_1 a ] (4.76)
d Z; aZ]'

onde Tr representa a funcéo traco de matriz.

4.2.4.3 Derivadas das matrizes de Massa e Rigidez final

A derivacdo geral da matriz de rigidez ja foi demonstrada
anteriormente, através da combinacdo das EquacGes (4.62) e (4.60),
faltando somente a substitui¢do das derivadas de BI' e de det(Ji*) na
equacdo. Esta substituicdo ndo sera reescrita aqui devido ao seu
tamanho.

Ja a matriz de massa, que ndo sofre alteracdo na formulacédo
devido aos elementos ndo-conformes, depende somente da derivada do
determinante do Jacobiano, conforme visto na Equacdo (4.64), ficando
na forma:

Ne ND
oM - )|
— mTygm m -1 4.77
57, E EpHp H}, det(]p).Tr[] azj]ap. (4.77)

m=1p=1
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4.3 SENSIBILIDADE DA RESTRICAO

A sensibilidade das restricdes é um dado tdo importante quanto a
sensibilidade da funcdo objetivo. As duas restricdes que foram
desenvolvidas para este trabalho estdo calculadas abaixo, de forma
analitica.

4.3.1 Restri¢do de massa/volume

Baseado na deducédo feita anteriormente para elementos finitos,
tem-se que a massa total do modelo é:

Miotal = Z f tp det(]m)dr ds dt, (4.78)
—1 yrs

sendo N, 0 numero de elementos do modelo. Seguindo o processo de
integracdo numérica usando os pontos de Gauss, tem-se:

Ne NP
Miotal = Z Z p det(J™)a, , (4.79)

m=1p=1

e derivando-a em funcdo da movimentacédo do n6 em Z:

9z Z; 9z Z; %

m=1p=

O Unico termo que é fungdo da movimentagdo do né z; € o
determinante do Jacobiano, similar ao que ocorreu na matriz de massa,
ficando na forma:

Ne ND

Moral n 0)
atzjtl=22p det(lp)Tr[]p -1 Z"]ap. (4.81)

m=1p=
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Conforme ja foi comentado, este termo apresenta valores
despreziveis, bem como a massa total apresenta variacbes nao
mensuraveis. Por isso, esta restricdo ndo sera utilizada.

4.3.2 Restricdo de aresta média

A restricdo de aresta média ja foi comentada anteriormente, e
refere-se ao tamanho médio das arestas da face superior ou inferior dos
elementos que constituem a placa.

Esta restricdo é calculada para o elemento, no entanto, a variavel
de interesse é o no. Assim, os resultados desta sensibilidade para um
determinado par de nds vai considerar a soma das sensibilidades dos
elementos ao qual este né faz parte.

- C
oL _ iz OLe (4.82)
N

onde N é 0 nimero de elementos e conectados ao noé j, e N. 0 nimero
de elementos do modelo.

Pode-se agora efetuar o calculo de sua sensibilidade elementar, na
forma:

o, 10 oLy} 4
OZ]- 4 aZ] aZJ

onde, L; e L, sdo as duas arestas do elemento que apresentam
conectividade ao n6 j na superficie da placa. Por exemplo, na Figura 13,
as arestas conectadas ao né 1 sdo aquelas que fazem ligagéo aos noés 2 e
4. Como se V&, somente duas arestas sdo afetadas pela movimentagéo de
um no.

Cada uma das arestas nesta soma vai apresentar uma
sensibilidade diferente de acordo com a deformacdo do elemento, e é
avaliada separadamente, com base na derivacdo das Equagdes (3.5) e
(3.6):

oL,

aZ]'

1
|N1_N1 |

= % 2(z—21) (4.84)
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o, 1 1
9 2NN, | 2(z—2,), (4.85)

onde Nj sdo todas as coordenadas (x,y,z) do no j, e z; € somente a
coordenada em Z, conforme explicado no Capitulo 3.

Esse processo de busca por quais elementos apresentam
conectividade ao nd, e soma das sensibilidades elementares, ¢ feito para
todos os nos da superficie inferior da placa.

4.4 PARTICULARIDADES

Para que o processo de otimizagdo funcione corretamente, por
vezes 0 que foi descrito até entdo ndo é suficiente. Uma vez que a
otimizacdo é iniciada, surgem outros desafios, particularidades do
problema em andlise, seja de ordem numérica ou inerentes a forma de
parametrizagdo e programagcao do algoritmo de otimizacéo.

Quando isto ocorre, faz-se necessaria a adicdo de algum pré e pds
processamento dos dados, que sdo abordados neste item.

4.4.1 Placa plana

O fato de a placa ter sua geometria inicialmente plana acarreta em
problemas no célculo de sensibilidade . Esse problema ocorre devido a
simetria apresentada por esta em todas as diregoes.

Esse problema é comentado no trabalho de Leiva (2003), que
afirma que a sensibilidade inicial, calculada para um problema como
este, é nula. Ainda segundo Leiva (2003): "o problema ocorre
naturalmente em placas planas onde mover as variaveis numa direcéo
positiva ou negativa resulta no mesmo". Como solugdo, sugere forcar
uma movimentacéo inicial aleatdria pequena em toda a malha.

Isso significa que uma deformacdo (movimentacdo de nos
gémeos) na placa plana no sentido positivo ou negativo de Z apresenta a
mesma influéncia no valor da frequéncia natural, ou seja, a fungéo esta
num ponto de derivada igual a zero.

Como solugéo para este problema, no presente trabalho, optou-se
por utilizar como pré-deformacdo inicial uma deformacdo na placa
proporcional a um dos seus modo de vibracao, a escolha do usuério.

Para exemplificar o exposto, 0 modelo da placa plana utilizada na
validagdo do modelo é analisada na Tabela 3. Nesta tabela, podem ser
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vistas as distribuicbes da fungdo sensibilidade dos nds para
maximizacao da primeira frequéncia natural da placa.

As sensibilidades sdo calculadas para a placa plana e também
utilizando a solugéo proposta neste trabalho, comparando trés diferentes
formas para deformacéo inicial. Elas correspondem aos trés primeiros
modos de vibracdo da placa livre-livre, que também sdo mostrados na
tabela. As deformagfes maximas iniciais da placa s&o 1mm, ou seja,
valores baixos comparados as dimensdes da placa, na ordem de 100
mm.

Tabela 3 - Distribui¢es da funcdo sensibilidade para primeira frequéncia
natural da placa para diferentes deformagdes iniciais.

Partindo da placa plana

Deformagdo
inicial da placa

Sensibilidade
nodal calculada
[ (rad/s)?mm ]

Partindo do primeiro modo

Forma modal
utilizada para
deformagéo
inicial da placa

Sensibilidade
nodal calculada
[ (rad/s)Zmm ]
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Partindo do segundo Modo

Forma modal
utilizada para
deformagéo
inicial da placa

Sensibilidade
nodal calculada
[ (rad/s)¥mm ]

Partindo do terceiro modo

Forma modal
utilizada para
deformagéo
inicial da placa

Sensibilidade
nodal calculada
[ (rad/s)?mm ]

Pode-se aqui reafirmar que as figuras das formas iniciais da placa
apresentadas na Tabela 3 estdo amplificadas para melhor visualizac&o, e
gue seus valores maximos de deformacdo sdo 1mm. Uma figura mais
realista da forma inicial da placa, cuja deformacdo inicial segue o
primeiro modo, pode ser vista na Figura 19.

Figura 19 - Pré-deformacéo da placa com base no primeiro modo de vibragéo.




96

Percebe-se que, para a placa plana, os valores de sensibilidade
sdo cerca de 10 vezes menores que para as placas pré-deformadas,
confirmando a suspeita de se estar num ponto de derivada nula. Além
disso, ndo apresentam um padrdo de distribuicdo definido, podendo
haver algum erro numérico devido a existéncia de valores proximos de
zero. Para dois dos casos com pré-deformacdo, percebe-se um padréo
melhor.

A sensibilidade calculada partindo de uma pré deformacdo igual
ao modo 2 é semelhante a da placa plana. Uma explicacdo para isto é
que o modo 2 da placa é um modo torcional, cuja deformacdo deixa a
placa pouco curvada, com varias areas ainda planas, apenas deslocadas.
Isso faz com que continue apresentando grande parte da simetria
original, resultando nos valores encontrados. Regides com o mesmo
problema sdo encontrados para os modos 1 e 3, nas extremidades da
placa.

Para os modos 1 e 3, percebe-se que em ambos 0s casos a placa
apresentou tendéncia de enrijecer a parte central da placa, através do
aumento do momento de inércia da seccdo. Ha também uma evidente
influéncia do modo de pré-deformacao utilizado, pois os dois resultados
apresentam semelhangas com respeito a sua forma modal. O resultado
gue partiu do modo 1 criou uma regido de enrijecimento equivalente a
regido de maior deslocamento modal. O resultado que partiu do modo 3
criou duas regides de enrijecimento opostas na dire¢do Z, equivalentes
as duas regides de maior deslocamento modal, que apresentam fases
opostas.

De forma geral, os resultados da sensibilidade continuam
apresentando certa aleatoriedade em algumas regiGes, principalmente
nas partes da placa que permaneceram planas na deformacdo inicial.
Esse é um problema que pode dificultar a otimizacdo, e criar regides de
deformacdo local, também prejudicando a confiabilidade dos elementos
finitos nessa regido. Uma alternativa para esse problema é o uso de
filtros, conforme discutido a seguir.

4.4.2 Filtro de sensibilidade

A sensibilidade calculada para a placa pode apresentar variacdes
bruscas ao longo da geometria, seja por problemas como comentado
anteriormente, de se partir de uma placa plana, como também préximo
as regides da malha onde sdo aplicadas as condicdo de contorno,
conforme acontecera no estudo de caso deste trabalho. Isso pode levar o
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processo de otimizagdo a criar geometrias de placas com fortes
distor¢des locais.

Essas distorgdes locais sdo indesejadas tanto do ponto de vista
numérico, pois acarretam na falta de confiabilidade do modelo em
elementos finitos, como também do ponto de vista de fabricacdo da
placa.

O verdadeiro responsavel por evitar que a geometria final da
placa apresente estas distor¢Oes locais é a restricdo de aresta média,
conforme comentado no Capitulo 3. Entretanto, o uso de filtros na
sensibilidade da funcdo objetivo ao longo das iteragcfes, na forma como
foi definida e parametrizada neste trabalho, ajuda bastante a encurtar o
caminho percorrido pelo processo de otimizag&o.

Bendsoe (2003) comenta que filtrar a sensibilidade é uma
maneira eficiente de garantir a qualidade da malha, e define um filtro
para otimizacao topoldgica na forma:

Nfire

of 1 of
% p L H 9ps

i=1 i=1

of - of . . ., L. .

onde 30 é a sensibilidade o filtrada, p; € a variavel topologica, N €
] ]

0 numero de nds que tem influéncia na sensibilidade local e H; é

definido na forma:

H; = rpax — dist(j, i) , (4.87)

sendo rp,,, 0 raio de influéncia do filtro, determinando até que distancia
dist(j, i) a sensibilidade dos nos i vizinhos influenciam a sensibilidade
filtrada de um nd j em andlise. Logo, este valor H; é o fator que
representa a ponderagdo da sensibilidade dos nés vizinhos pela distancia
gue seu nd apresenta a0 nd em analise. A Figura 20 pode ajudar a
entender o valor H;.
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Figura 20 - Regido de influéncia do filtro de sensibilidade.
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Bendsoe (2003), porém, aplica este filtro em otimizacao
topoldgica. Para o presente trabalho seu filtro sera adaptado, ficando na
forma:

at 1 & e
— = Z Hi—— (4.88)
4 Lo e %%

gue nada mais é que uma média local da sensibilidade dos nés vizinhos
ponderada pela distancia ao n6 em anélise.

Este filtro pode ser ajustado ao longo do processo e pode também
estar atrelado a posicao global do n6 nas diferentes regifes da estrutura
(cantos, regido central de placa, lateral, etc). Este método é o mais
simples a ser implementado e sua utilizacdo é ilustrada abaixo.

Tomando como exemplo o caso de uma placa cuja deformacao
inicial é semelhante ao primeiro modo de vibracdo da placa, tem-se
como distribuicdo de sensibilidade, para diferentes raios de filtro, os
valores apresentados na Tabela 4.
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Tabela 4 - Sensibilidade da fungéo objetivo para a primeira frequéncia natural,
filtrada para diferentes raios de filtro.

Forma modal
utilizada para
deformacéo inicial
da placa

Sensibilidade sem
filtro.
[ (rad/s)?’mm ]

Sensibilidade para
um filtro de raio 5
mm

[ (rad/s)¥mm ]

Sensibilidade para
um filtro de raio
10 mm

[ (rad/s)?mm ]

Wi

iyl nitove
J’//’II’/IIV/,"/I/,Z,/’,‘,,‘:
s

Sensibilidade para
um filtro de raio
15 mm

[ (rad/s)?mm ]

2
e
I
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17
ittty
Iy i il
7 /l”’,”ll fh ”IIIIII”,””,,’,’,IIn,

7 i
el 7 2
gty /11,,7',',1;,714’,5',',;;

Sensibilidade para
um filtro de raio
20 mm

[ (rad/s)¥mm ]
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A sensibilidade ndo filtrada apresenta vérias regiGes de grande
variacdo local. Estas variagdes bruscas diminuem a medida em que o
raio do filtro é aumentado. A sensibilidade, que antes era local, passa a
ser a média de cada vez mais vizinhos. Isso também implica que seus
valores maximos caiam com o aumento do raio, como pode ser
observado nas escalas em cores ao lado de cada figura na Tabela 4. Num
limite onde o raio do filtro cresce tanto que muitos nds sdo utilizados
para cada célculo de sensibilidade nodal local, a informacdo da
sensibilidade real comeca a se perder e apresentar gradientes suaves
demais, que podem prejudicar a otimizagdo. Assim sendo, 0 raio
escolhido ndo deve ser nem muito pequeno, de forma a evitar as
variages bruscas, nem muito grande, a ponto de perder a informacéao
local.

Percebe-se que a partir do raio 10mm o comportamento da
sensibilidade comega a estabilizar, de forma que esse valor minimo foi
escolhido para o presente trabalho, para também conservar a informacéao
das amplitudes da sensibilidade. Nos testes realizados esse valor se
mostrou bom, comportado, preservando a informacédo da sensibilidade.

Recalculando agora as mesmas sensibilidades que foram
calculadas para os casos apresentados no item anterior, sobre o
problema de partir da placa plana, mas agora utilizando o filtro
desenvolvido neste trabalho com raio 10mm, tem-se a Tabela 5.

Tabela 5 -Sensibilidade da fungéo objetivo para a primeira frequéncia natural
com e sem filtro para diferentes deformacdes iniciais.

Partindo do primeiro modo

Sensibilidade
sem filtro
[ (rad/s)Zmm ]

Sensibilidade

,,,.#/,,;%,u,. com filtro de raio
)

T
il f 10mm
Uil :

i [ (rad/s)?mm ]

1§
/]

iy
i
i i

JJ
i {)
iy
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Partindo do segundo Modo

Sensibilidade
nao filtradas
[ (rad/s)?mm ]

Sensibilidade
com filtro de raio
10mm

[ (rad/s)?mm ]

Sensibilidade
nao filtradas
[ (rad/s)¥mm ]

Sensibilidade
com filtro de raio
10mm

[ (rad/s)?mm ]

Com exce¢do do segundo modo, as sensibilidade filtradas
apresentaram um comportamento suave, sem perder a informagédo
principal. Para este modo, vale a explicagdo comentada no item anterior.
O modo 2 da placa € um modo torcional, cuja deformacgdo deixa a placa
pouco curvada, com varias reas ainda planas, prejudicando o calculo da
sensibilidade que, mesmo filtrada, ndo revela um padréo definido.

O célculo da sensibilidade da restricdo nao vai fazer uso de filtro.
Essa decisdo foi tomada pois, ao contrario da sensibilidade da funcéo
objetivo que apresenta distribuicdo regular e suave ao longo da placa,
geralmente relacionada a forma modal, a sensibilidade da restricdo € um
valor de importancia fortemente localmente, elementar. Dessa forma, o
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uso de filtro na sensibilidade da restricdo poderia fazer com que um
elemento sem distor¢cdo, vizinho de um elemento distorcido,
apresentasse sensibilidade.
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5 APLICAGAO E ESTUDO DE CASOS

Durante os estudos para aplicacdo do método de otimizacdo de
forma para uma placa base de refrigerador, varios casos simplificados
foram utilizados para melhor compreensdo do problema e limitagGes do
método, como aqueles citados anteriormente. Neste capitulo, foca-se em
dois casos especificos, utilizando placa base do refrigerador com
compressor acoplado.

O primeiro caso € uma tentativa de enrijecer a placa de forma
global, fazendo com que sua primeira frequéncia natural seja a mais alta
possivel.

O segundo caso é mais aplicado e foca na modificagdo de uma
frequéncia natural determinada, com fortes chances de tornar-se
problematica, conforme descrito no Capitulo 2, analisando-se o espectro
de energia gerada pelo compressor.

Para ambos os casos, um modelo foi criado utilizando como base
a placa plana livre-livre utilizada para validacdo do modelo numérico,
com adi¢do da massa do compressor, e engastando ambos os lados da
placa.

O compressor considerado ¢ mostrado na Figura 21, de larga
utilizacdo no mercado, cujas especificagdes foram retiradas do site da
fabricante Embraco (Figura 22).

Figura 21 - Compressor Hermético de Aplicacdo Doméstica.

Fonte: Catalogo no site da empresa fabricante Embraco (www.embraco.com).

As dimensdes do compressor e suas conexdes a placa base do
refrigerador, bem como do isolador responsavel pela unido destes dois
componentes também sdo obtidas do site do fabricante (Figura 23).
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Figura 22 - Dimens6es do compressor utilizado.

228 mm - 8.98"
- - @mm Qin material
§ - Suction 6.10-6.20 0.24 Cu
N P - Process 6.10-6.20 0.24 Cu
m D-Di 498-502 _ 3/16 Cu
< §
\
204.1mm - 8.03"

816 mm - 0.63" (x6) |- = ok

100 mm - 3.94"

70 mm - 2.76"
w—

154.6- 6.09"

170 mm - 6.69"

w
0|

178 mm - 7.01"
Fonte: Catélogo no site da empresa fabricante Embraco (www.embraco.com).
Tradugdo: DWG 01 Série EM Placa base européia.

Figura 23 - Isolador de vibragGes recomendado pelo fabricante para este modelo
de compressor.

T
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o35
Fonte: Catalogo no site da empresa fabricante Embraco (www.embraco.com).
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O compressor foi modelado como sendo uma massa pontual, de
8,5kg, colocado sobre a placa em uma posi¢do entre o centro e a
extremidade de placa, como pode ser visto na Figura 24.

Figura 24 - Modelo da placa base e compressor utilizado.
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A massa estd localizada onde seria o centro de massa do
compressor, estimado como sendo na parte central dos desenhos obtidos
nas especificagdes de catalogo, em torno de 85mm acima da placa base.

As conex0es entre a massa pontual do compressor e a placa base
sdo feitas utilizando elementos de viga rigidos de massa desprezivel. Na
conexdo com a placa, uma regido equivalente ao tamanho dos isoladores
de borracha, considerados rigidos nesse trabalho, é utilizada para
conectar rigidamente a placa. Essa regido de conexdo bem como a
posicdo do compressor ndo sdo considerados como varidveis na
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otimizag&o, sendo mantidos fixos em suas posi¢oes iniciais durante todo
0 processo.

Para obter uma estimativa dos valores de inércia rotacional do
compressor, este foi considerado como uma esfera maciga de um
material equivalente qualquer (para manter os 8,5kg) e raio 170mm
(valor aproximado do catélogo). Para uma esfera macica de raio Rqqs €
massa total M., 0 momento de inércia ] é expresso como:

2
] = gMeszesf2 . (5-1)

Os nos pertencentes ao engaste tem sensibilidade naturalmente
nula, pois seus deslocamentos nos autovetores sdo nulos. Ja a
sensibilidade dos nds pertencentes a regido do isolador é
propositalmente definida como sendo nula, para evitar que estes nos
mudem de posi¢do, uma vez que a posi¢ao do compressor neste trabalho
ndo é considerada uma variavel.

O modelo assim definido apresenta as frequéncias naturais e
respectivos modos de vibragdo mostrados na Tabela 6.

Tabela 6 - Frequéncias naturais e formas modais do modelo de placa base com
compressor original.

Modo Frequéncia

Natural [Hz] Forma Modal

L
1 11,75 >
4’"

2 12,64

3 44,29
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4 140,71
5 233,10
6 368,10
7 383,36
8 481,84
9 501,47
10 528,47
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Conforme ja comentado sobre o problema de se partir de uma
placa plana, ambos os casos partem de uma placa pré-deformada,
definida de forma arbitréria, cuja deformacdo inicial maxima é de 1mm.
Essa deformacéo inicial é praticamente imperceptivel, mas auxilia muito
no célculo da sensibilidade inicial. Sendo assim, ao analisar os
resultados da otimizacdo que serdo mostrados, a primeira iteracdo é
sempre aquela da placa pré deformada. Em todos os casos foram
utilizados filtros de sensibilidade com 10mm de raio.

Vale ressaltar que o procedimento desenvolvido neste trabalho
tem formulacdo em funcdo do frequéncia natural ao quadrado
(autovalor), em (rad/s)?, enquanto as funcdes objetivos estdo propostas
em Hz. Fatores de conversdo foram utilizados para que os resultados
pudessem ser mostrados aqui em Hz, unidade considerada mais familiar.

A configuracdo do computador utilizado apresenta processador
Intel Core i7 2,4GHz, 64bits, com 8GB de memdria RAM. Cada
iteracdo do processo de otimizacdo nessa configuracdo tem tempo
estimado de processamento de cerca de 1 minuto, compreendendo o
célculo de analise modal da placa com compressor, célculo de
sensibilidade da funcdo objetivo e restricdo de forma analitica, e
convergéncia do algoritmo utilizado para definir o novo vetor de
variaveis, 0 MMA.

5.1 CASO 1: MAXIMIZAGAO DA PRIMEIRA FREQUENCIA
NATURAL

A maximizacdo da primeira frequéncia natural do sistema pode
Ser expressa matematicamente como segue:

Maximizar  f;(2)

. fi@) < fui=12,..M (5.2)
Sujetto a{kain < Zp < Zgmax oK =12, N

onde o numero de restricdes M é 1, ou seja, controle da aresta média dos
elementos da placa, sendo que a funcéo objetivo é:

fo(2) = {A3. (5.3)

O valor maximo da restricdo € originalmente escolhido como
100,1% da aresta média inicial da placa, o quer dizer, da placa ja com
pré-deformacdo. Neste caso, a pré-deformacdo escolhida foi a
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deformacdo proporcional ao primeiro modo de vibragdo da placa, com
deformacdo méaxima de 1mm, quase imperceptivel como se pode ver na
Figura 25.

Figura 25 - Forma inicial da placa com compressor pré-deformada para o caso
1.

Bk g

Como o primeiro modo apresentou pouca variacdo absoluta
(poucos Hertz) ao longo da otimizagdo, a restricdo teve de ser
modificada para valores maiores, passando para 100,15% na iteracdo 25
e para 100,2% na iteracdo 45. A otimizacgdo foi concluida na iteragéo 65,
e os resultados das 5 primeiras frequéncias naturais da placa ao longo
destes intervalos estdo mostrados na Figura 26.

Figura 26 - Variacdo das frequéncias naturais ao longo das iteragdes para o caso
1.
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Como se pode ver, a primeira frequéncia natural apresentou
pouca variacao absoluta ao logo do processo, cerca de 12Hz, variando
de 11.7Hz para 24Hz. Se interpretada na forma de variacédo relativa, a
mudanca foi grande, pois esta frequéncia dobrou seu valor.

A forma da placa ao longo das iteracBes mostradas na Figura 26
sdo mostradas na Tabela 7, com escala amplificada para melhor
visualiza¢do. Lembrando que a iteragdo 1 é sempre a pré-deformacédo da
placa. Ao lado de cada placa, uma pequena escala de cores mostra 0s
valores méaximos de deslocamento dos nds na respectiva iteragéo.

Tabela 7 - Variacdo da geometria da placa otimizada ao longo da otimizacéo
para o caso 1.

Funcdo
Objetivo
Forma da Placa [Hz]/
Restricao

[%]

1|

oedela

11,7 / ndo
calculada.

o

12,7/
100,000

15,7/
100,090

19,1/

25 100,100

22,1/

45 100,148
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24,0/

65 100,199

Em sua forma final, sem amplificacdo de escala e cores, a placa
assume a geometria da Figura 27.

Figura 27 - Forma otimizada da placa para o caso 1.

Isso demonstra que, com pequenas modificacfes na forma
original da placa, podem-se obter grandes variacbes de frequéncia
natural. Percebe-se nas primeiras iteragdes que a placa apresenta
superficie rugosa (iteracdo 5), devido aos deslocamentos irregulares
locais dos nos. Esta rugosidade desaparece ao longo da otimizagéo por
influéncia da restricdo. Na Figura 28, pode-se observar que na iteracdo
5, a mais distorcida, a restricdo ultrapassou seu valor limite, retornando
depois a valores abaixo do limite estipulado. A variacdo da funcéo
objetivo também é mostrada ao longo das iteragdes. As iteracdes onde
foi necessario aumentar o valor a restricdo estdo assinaladas. Lembrando
gue o MMA, nos pontos onde a restricdo foi modificada, era reiniciado
do ponto anterior, com novo valor para restricdo do tamanho médio de
aresta, na tentativa de encontrar melhores valores para a primeira
frequéncia natural.
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Figura 28 - Variacdo da fungdo objetivo e restricdo ao longo da otimizagao para
0 caso 1.
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Nesta otimizagdo ocorreu um fato que interfere no processo, que
foi a primeira frequéncia natural ter igualado seu valor a segunda
frequéncia natural aparentemente j& na iteracdo 4, e provavelmente
terem trocado de posicdo. A forma modal que antes era do modo 1,
passou a ser do modo 2, e vice-versa. O fato também parece ter ocorrido
na iteracdo 29, onde ja ndo é mais possivel distinguir entre primeiro e
segundo modos. Este fendbmeno pode ser visto na Figura 29.
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Figura 29 - Variagdo das duas primeiras frequéncias naturais ao longo da
otimizacdo para o caso 1.
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Este fendmeno de troca de modos acarreta mau comportamento
da funcdo objetivo e sua sensibilidade. O algoritmo se torna instavel,
pois calcula a sensibilidade ora para uma forma modal, ora para outra.

O ideal, nestes casos, seria utilizar o chamado "mode tracking",
ou seguidor de modos, segundo Kim e Kim (2000) e Yu et al (2010).
Kim et Kim (2000) utilizam um método simples por comparagéo, a cada
iteracdo, dos modos da iteracdo atual com os modos da iteracdo passada,
através da matriz de MAC, comentada no Capitulo 2. Nessa verificacdo
ele pode atualizar a funcéo objetivo, que antes considerava o primeiro
modo, e agora passa a otimizar o segundo modo. Infelizmente, este
método néo seria Util no presente caso de otimizacdo, que visa aumentar
a primeira frequéncia natural e ndo uma forma modal especifica.

O mesmo caso foi otimizado utilizando diferentes formas modais
para a deformacdo inicial da placa, para avaliar sua influéncia. No caso
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discutido até agora foi utilizada a forma modal do primeiro modo, com
deslocamento maximo de 1mm. A Tabela 8 compara este e mais trés
outros casos de deformacéo inicial, utilizando o segundo e o terceiro
modos como base, como também partindo diretamente da placa plana.

A placa plana pode ser utilizada neste caso com compressor pois
ndo sofre 0 mesmo problema de simetria que a placa apresenta quando
otimizada sozinha. Mesmo assim, os resultados iniciais da sensibilidade
mostraram que o algoritmo divergia, pois em muitos pontos da placa,
principalmente distante do compressor, surgia o problema da
sensibilidade. A conclusdo foi que, apesar do compressor inserir
assimetria no modelo, esta foi pequena, e a recomendacdo de pré-
deformar a placa ainda é valida.

Na Tabela 8 estdo as geometrias inicial e final da placa (iteracdo
65) para os quatro casos de diferentes deformagGes iniciais (plana,
primeiro, segundo e terceiro modos), bem como seus valores da funcéo
objetivo, neste caso, a primeira frequéncia natural, e também o valor da
restricdo. As escalas da geometria da placa na figura estdo amplificadas
para melhor visualizacdo da geometria.

Tabela 8 - Geometrias inicial e final da placa otimizada para diferentes
deformagdes iniciais no caso 1.

Frequéncia
Partindo da placa plana objetivo [Hz] /
Restricdo [%]

Deformacao
inicial da placa:
11,7/100

Resultado final
da otimizagéo:
23,3/100,2




115

Partindo do primeiro modo

Deformacéo
inicial da placa:
12,7 /100

Resultado final
da otimizagdo:
24,0/100,2

Deformacéo
inicial da placa:
12,1/100

Resultado final
da otimizagdo:
26,7/100,2

Partindo do terceiro modo

Deformacéo
inicial da placa:
11,8 /100

Resultado final
da otimizagdo:
28,4/100,2

Percebe-se que tanto o resultado final da otimizacdo quanto as
formas da placa final sdo bastante diferentes para os quatro casos
avaliados. Isso demonstra a influéncia da forma inicial da placa e chama
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a atencdo para o fato de que a funcdo objetivo do presente trabalho, o
autovalor, & complexa e possui varios pontos de maximo locais. Como o
nimero de variaveis é muito grande, é previsivel que existam vérias
combinacdes das variaveis (pontos na funcéo) que apresentem valores
similares para fungdo objetivo, ou mesmo de maximo local.

5.2 CASO 2: CRIACAO DE BAND-GAPS

O segundo caso é mais especifico e foca na modificacdo de uma
frequéncia natural determinada, neste caso, a terceira. O objetivo é a
criacdo dos chamados band-gaps, regides especificas do espectro de
frequéncias onde a placa ndo deve apresentar frequéncias naturais.

A escolha da terceira frequéncia natural do modelo para fungéo
objetivo deve-se ao seu valor: 44.3Hz. Esse valor esta muito proximo de
50Hz, frequéncia dos compressores em opera¢do em grande parte do
mundo. A fonte, compressor, apresenta forte energia vibratoria nessa
frequéncia, e portanto, se aplicado sobre a placa base plana, existem
fortes chances de resultar em altos niveis de vibracdo. Conforme
explicado no Capitulo 2 sobre o espectro de energia gerado pelo
compressor, essa frequéncia pode se tornar um problema.

Por outro lado, as vibragcBes do compressor possuem padréo
definido pelas harmdnicas maltiplas da frequéncia de operacéo. No caso
de um compressor operando em 50Hz, é de se esperar forte vibracao
também em 100Hz, e portanto a placa também néo deve ter frequéncia
naturais nessa frequéncia. Sendo assim, ficou definida como funcédo
objetivo deste caso sintonizar a terceira frequéncia natural deste modelo
em 75Hz, criando assim um band-gap nas regifes proximas de 50Hz e
100Hz, na forma (j& transformada para autovalor):

min|A 5 — (2175)?] . (5.4)

cujo modelo fisico utilizado para avaliar esta fun¢do € o mesmo do caso
anterior:

i= 1""!NGL . (55)

A funcdo modulo, utilizada na funcédo objetivo (Equacdo 5.4), ndo

¢ a ideal em um processo de otimizagdo, devido aos problemas no

calculo da sensibilidade. Por isso, optou-se pela substituicdo desta
funcéo pela sua forma ao quadrado, ou seja:



117

min[A; — (2n75)?]? . (5.6)

Com essa nova forma, é necessario redefinir o valor da
sensibilidade. Para tanto:

) oA
a—Zj{[x3 — (2n75)2]1%} =2.[As— (2“75)2]6_2,.3' (5.7)

onde o Ultimo termo da equacdo € o valor da sensibilidade na forma
calculada neste trabalho até entéo.

O valor méaximo da restricdo é escolhida como 100,1% da aresta
média inicial da placa, ou seja, da placa ja com pré-deformacao inicial.
Neste caso, a pré-deformacdo escolhida foi a deformacéo proporcional
ao terceiro modo de vibracdo da placa, com deformagdo maxima de
1mm. A otimizacdo foi interrompida na iteragdo 20, e os resultados das
cinco primeiras frequéncias naturais da placa ao longo destes intervalos
estdo mostradas na Figura 30.

Figura 30 - Variacdo das frequéncias naturais ao longo das iterages para o caso
2.
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Analisando os resultados, percebe-se que o terceiro modo logo
alcancou seu objetivo de chegar a 75Hz, sem gerar grandes
modifica¢Bes nos demais modos.

A funclo restricdo também manteve-se bem comportada,
permanecendo dentro dos valores estipulados, e sua variagcdo ao longo
das iteragdes pode ser vista na Figura 31.

Figura 31 - Variacdo da funcéo objetivo e restricdo ao longo da otimizacéo para
0 caso 2.
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As formas da placa ao longo de algumas das itera¢des citadas na
Figura 31 sdo mostradas na Tabela 9. Lembrando que a iteracdo 1 é
sempre a pré-deformacédo da placa. Ao lado de cada placa, uma pequena
escala de cores mostra os valores maximos de deslocamento dos nés na
iteracdo. A tabela mostra também os valores da funcdo objetivo, neste
caso, a terceira frequéncia natural, bem como o valor da restricdo, ao
longo de algumas iteracdes.
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Tabela 9 - Variagdo da geometria da placa otimizada ao longo da otimizag&do
para 0 caso 2.

Funcdo
Itfira Forma da Placa Obijetivo /
cao -
Restri¢ao
44,3 [ ndo
0
calculada.
1 46,0/
100,00
5 70,6/
100,10
69,7 /
10 100,06
76,0/
. 100,08
75,2/
20 100,08

Em sua forma final, sem amplificacdo de escala e cores, a placa
assume a geometria da Figura 32.
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Figura 32 - Forma otimizada da placa para o caso 2.

Isso demonstra que as modificagBes na forma original da placa
foram pequenas para se obter o valor de frequéncia natural desejado.
Percebe-se nas primeiras iteracBes que a placa apresenta superficie
quadrada (iteracdo 5), em degraus, devido aos deslocamentos irregulares
locais dos nos. Estas variacBes desaparecem ao longo da otimizagao por
influéncia da restrigdo.

O mesmo caso foi também otimizado utilizando diferentes formas
modais para a deformacéo inicial para avaliar sua influéncia. No caso
discutido até agora, como comentado, foi utilizada a forma modal do
terceiro modo, com deslocamento maximo de 1mm. A Tabela 10
compara este e mais trés outros casos de deformac&o inicial, utilizando o
primeiro e 0 segundo modos, como também partindo diretamente da
placa plana. Nesta tabela estdo as geometrias inicial e final da placa
(iteracdo 20) para estes quatro casos, bem como seus valores da funcéo
objetivo (neste caso, a terceira frequéncia natural) e também o valor da
restri¢éo.



Tabela 10 - Geometrias inicial e final da placa otimizada para diferentes

deformagdes iniciais no caso 2.
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Partindo do primeiro modo

Frequéncia
Objetivo [Hz] /
Restricao [%]

Deformacéo

inicial da placa:

44,3/100

Resultado final
da otimizagdo:
74,2 /100,08

Deformacéo

inicial da placa:

45,2 /100

Resultado final
da otimizagdo:
74,9/100,08

Deformacéo
inicial da placa:
46,0/ 100

Resultado final
da otimizagdo:
75,2 /100,08
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Percebe-se que para esta otimizacdo, o resultado final pode ser
atingido com diferentes formas de placa para os quatro casos acima. 1sso
demonstra a influéncia da forma inicial da placa, mas principalmente
chama a atencdo para o fato de que a funcdo objetivo deste caso 2, a
terceira frequéncia natural ser igual a 75Hz, também é atingivel para
varias geometrias. Como o numero de varidveis € muito grande, é
previsivel que existam varias combinacdes destas que apresentem
valores similares para funcédo objetivo.

5.2.1 Validagao com elementos finitos de casca

Uma ultima analise pode ser feita, para avaliar 0 quanto os
elementos sélidos no modelo da placa influenciam no resultado final da
otimizacéo, devido a sua deformacéo.

Para isto, um modelo em elementos finitos utilizando o tipo de
elemento casca linear, fiel a geometria da superficie superior da placa,
foi desenvolvido. O compressor é deslocado o equivalente a metade da
espessura da placa para compensar o fato do elemento casca modelar a
superficie média da geometria.

Os resultados da comparacdo entre a analise modal da placa
otimizada em elementos solidos e casca podem ser vistos na Tabela 11.

Tabela 11 - Comparagéo entre frequéncias naturais calculadas para modelo
otimizado do caso 2 para elementos sélido e casca.

Modo S[ol_lllg]o CEla}IsZc]a
1 13,0 13,1
2 18,9 19,2
3 75,2 76,9
4 1425 142,6
5 234,6 234,6
6 361,5 361,9
7 387,4 387,7
8 4721 472,6
9 509,2 514.,4
10 532,8 532,5
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Os resultados mostram boa similaridade, indicando que o modelo
construido com elementos sélidos manteve comportamento similar ao
modelo em casca, mais comumente utilizado para modelos de placas.

5.2.2 Resposta dindmica

A fim de avaliar o efeito da nova geometria da placa otimizada,
sua resposta dindmica serd comparada a da resposta de sua geometria
original, por meio de uma andlise harmdnica.

A grandeza a ser avaliada é a velocidade média espacial
guadratica de vibracdo da placa, quando submetida a um esforco
unitario no centro de gravidade do compressor. Para simplificar a
andlise, o estudo é feito supondo um compressor linear, conforme
descrito no trabalho de Junior (2005) e operando na direcdo de maior
comprimento da placa, como mostra a Figura 33.

Figura 33 - Compressor linear.
3 Direcio da oscilacao.

.- Sistema ressonante -..

Suspensio! ISUSPEeNsao
| i

Pistao  Motor

Carcaca

Suspensio Suspensao

5 T Iy o 5

Fonte: Junior (2005).

A grandeza velocidade média quadratica foi escolhida por ser a
que fornece uma aproximacéo do valor de ruido radiado, como pode ser
visto na equagdo abaixo, de Gerges (2000):

W =pcS 0rqa{7?), (5.8)

onde W € a poténcia sonora radiada, p é a densidade do fluido onde a
placa estd imersa, ¢ a velocidade do som deste fluido, S é a &rea de
radiacdo da placa, o,,4 € a eficiéncia de radiacdo e (72) a velocidade
média quadratica de vibracédo da placa.
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A forca de 1mN ¢é aplicada no centro de gravidade do
compressor, como pode ser visto na Figura 34. A placa é engastada nas
extremidades, conforme considerado no processo de otimizagéo.

Figura 34 - Modelo e condigGes de contorno para analise harménica.

O amortecimento utilizado no modelo é a média dos
amortecimentos modais medidos na analise modal de validacdo da placa
para 0os modos até 500Hz, em torno de 0,03%.

A curva de resposta das velocidades médias simulada com
discretizacdo de 1Hz esta apresentada na Figura 35.

Figura 35 - Curvas de resposta da velocidade média quadratica.
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Percebe-se que, conforme ja comentado, a terceira frequéncia
natural deslocou-se para 75Hz sem afetar as demais.

Utilizando a Equacdo (5.8) para radiagdo sonora, e considerando
arbitrariamente que a eficiéncia de radiacdo da placa para todos 0s
modos de vibragdo € 1, tragou-se uma curva de radiacdo sonora da placa
para se ter uma idéia das possibilidades de ganho com esta otimizacao.
Para tornar a resposta mais real, utilizou-se 0 exposto no Capitulo 2
sobre a excitacdo gerada pelo compressor, tomando para este exemplo
um compressor operando em 50Hz. Assim, calculou-se a radiacdo
sonora apenas para as frequéncias de 50Hz e seus multiplos, mostradas
na Figura 36.

Figura 36 - Radiagdo sonora da placa nas harménicas do compressor.
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Nota-se que na frequéncia de operacdo, foco principal desta
otimizacdo, os ganhos sdo da ordem de 7dB. Para o primeiro mdltiplo
desta frequéncia, 100Hz, houve ligeira piora, em torno de 2dB, devido a
aproximagao ao terceiro modo que ocorreu para esta frequéncia.

Neste caso, pode-se afirmar que o ponto de étimo desta fungéo,
que considerava a mudanca da frequéncia natural como objetivo,
apresenta menor ruido radiado e possivelmente também menor
transmissdo de energia vibratoria ao gabinete.

Isto mostra que a opg¢do por esta funcdo objetivo mais simples,
em detrimento de fungBes mais complexas como poténcia sonora, ou
ruido radiado por uma fonte, além da transmissdo de energia vibratoria,
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é uma abordagem valida para este caso. Faz-se necessario, entretanto,
um estudo anterior para conhecer o padrdo das vibracBGes provenientes
da fonte.
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6 CONCLUSOES E RECOMENDAGCOES DE TRABALHOS
FUTUROS

A otimizacdo de forma mostrou-se ser uma excelente ferramenta
na busca por geometrias que atendam aos requisitos de controle de
vibraces e ruido. A grande vantagem deste método é a possibilidade da
criagdo de geometrias ndo convencionais, dificilmente obtidas pelos
métodos de desenho tradicionais. A aplicacdo deste método, porém, ndo
é simples, e varia dependendo do problema tratado.

A escolha de uma funcgdo objetivo com solugdo analitica seria a
ideal, mas nos problemas reais sabe-se que raramente esta abordagem €
possivel. O método dos elementos finitos, largamente utilizado nos
meios académicos e na indUstria, € usualmente utilizado na maioria dos
casos. Seus modelos e formulagdes variam de acordo com a fisica do
problema, bem como seu tamanho e precisdo. No presente trabalho, o
estudo baseou-se na necessidade de reduzir ruido e vibracdo
transmitidas pela placa base de um refrigerador, funcGes cuja avaliagdo
é complexa. Foram, entdo, utilizados conhecimentos sobre a fisica do
problema e suas caracteristicas para simplifica-lo e definir a funcéo
objetivo que foi utilizada no processo de otimizagdo: as frequéncias
naturais.

Uma boa parametrizacdo da geometria também influencia
bastante no trabalho necessario para poder fazer uso de métodos de
otimizag¢do. Optando por uma parametrizagdo baseada na posi¢do dos
n6s do modelo, foi possivel chegar a uma formulagdo analitica de
calculo da sensibilidade da funcdo objetivo, mas muitas vezes, métodos
semi-analiticos devem ser utilizados. Nestes casos, faz-se uso de
diferencas finitas, cuja fidelidade do resultado depende fortemente da
escolha da perturbacéo correta, conforme foi apresentado.

Outras dificuldades surgem na programacdo e aplicacdo da
otimizagdo, como geometria inicial da placa e a distor¢ao dos elementos
do modelo utilizados para modelar a placa. Sobre a geometria inicial da
placa, foi demonstrado que uma deformacéo inicial na placa, minima
gue seja, é necessaria para o calculo da sensibilidade da funcéo objetivo.
Entretanto, para cada forma inicial testada, diferentes resultados foram
alcancados, tanto na geometria e como no resultado final da frequéncia.

Em resumo, o presente trabalho mostrou que a opg¢do por uma
fungdo objetivo mais simples, em detrimento de fungbes mais
complexas como poténcia sonora, é uma abordagem vélida. Faz-se
necessario, entretanto, um estudo tedrico para conhecer o padrdo das
vibragBes provenientes da fonte. O trabalho mostra também que as
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variagdes necessarias para alterar a resposta dinamica de uma placa
podem ser pequenas, quando aplicadas nos locais certos. Como se pdde
observar nos estudos de caso, as formas de placa otimizadas apresentam
geometrias ndo usuais, e seria muito dificil chegar a tais geometrias de
forma intuitiva, mesmo para profissionais experientes. No estudo de
caso 2, comprovou-se que a abordagem modal é uma boa opcao quando
se tem conhecimento do problema, com resultados promissores.

Como recomendac@es de novos trabalhos, sugere-se:

Aplicar o método analitico de célculo de sensibilidades para uma
placa modelada em elementos de casca.

Desenvolver uma metodologia para placas em elementos solidos
em trés dimens6es, aplicando a sensibilidade tridimensional, ou ainda,
com direcdo arbitraria (normais a geometria, por exemplo).

Desenvolver metodologia para calcular sensibilidade de corpos
solidos em trés dimensdes, onde somente a superficie externa do sélido
seja variavel (contorno).

Aplicar Modetracking (Kim e Kim, 2000; Yu et al, 2010) nas
otimizag6es do tipo "Caso 1" deste trabalho.

Como sugestdo para deformacdo inicial da placa, poder-se-ia
utilizar a propria deformacdo estatica da placa devido ao peso do
Compressor.

Fazer combinagfes de otimizacdo de forma (como feita no
presente trabalho) juntamente com otimizacdo topoldgica para aumentar
ainda mais as possibilidades de soluges.

Quando fazer uso de gradientes calculados por diferengas finitas,
uma sugestdo seria utilizar métodos que trabalham com ndmeros
complexos.
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