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Os materiais poliméricos ocupam um espaco crescente na fabricacdo e
projeto dos mais variados produtos tecnoldgicos. Particular &nfase tem
sido dada ao desenvolvimento e concep¢do de materiais € componentes
de alto desempenho mecanico, como os termopldsticos. Dentre estes,
destacam-se os materiais biocompativeis utilizados para a fabricacdo de
diversos implantes em substituicdo aos implantes metdlicos. Os implantes
bioabsorviveis proporcionam vantagens como a dispensac¢do da remocao dos
implantes, melhor qualidade da visualizacdo em diagndsticos por imagens
e rigidez compativel com a rigidez éssea. Aplica¢des deste tipo impulsi-
onam uma forte demanda na capacidade de simulacdo e desenvolvimento
de modelos adequados para a descricdo do comportamento desses materiais
frente a cargas elevadas acoplando diversos mecanismos dissipativos, como
elastoplasticidade, viscoelasticidade, viscoplasticidade, dano, acoplamento
termomecanico, sensibilidade a tensao hidrostatica, etc. Este trabalho, tem
como objetivo geral o estudo e implementagdo de duas abordagens para o
modelo de Drucker-Prager, ambas restritas a pequenos giros e deformacdes.
A primeira abordagem é cldssica, com tratamento numérico baseado em
algoritmos preditor-corretor. A segunda, proposta por Stainier (2011), € uma
abordagem variacional que possui caracteristicas para a obtencdo de matriz
tangente simétrica mesmo em casos de plasticidade ndo-associativa. Esta
ultima abordagem foi revisada e a dedugdo da matriz tangente analitica fina-
lizada. Ambos os modelos foram implementados em um cédigo académico
de elementos finitos, 0 que permitiu a andlise de um conjunto de exemplos
que comprovam a consisténcia da aproximacao.
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Polymeric materials occupy a growing space in the design and manufac-
turing of various technological products. Particular emphasis has been given
to the development and design of materials and high performance mechanical
components, such as thermoplastics. Among these, it is worth mentioning the
use polymeric biocompatible materials in the manufacture of implants and
prostheses, substituting classical metallic ones. These type of applications
stimulates the development of suitable models to describe the behavior of
these materials. The aim of this work is the study and implementation of two
approaches for the Drucker-Prager elastoplasticity model, both restricted to
small strains and displacements. The first approach is classic, with numerical
treatment based on predictor-corrector algorithms. The second is a variatio-
nal approach which has the property of providing symmetrical matrix tangent
even in cases of non-associative plasticity. This latter approach was reviewed
and the deduction of analytical matrix tangent completed. Both models
were implemented in an academic code of finite element which allowed the
analysis of a set of examples showing consistency of the approximation.
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1 INTRODUCAO
1.1 Motivacao e Objetivo

Os materiais poliméricos ocupam um espago crescente na fabricacio
e projeto dos mais variados produtos tecnolégicos devido as suas proprieda-
des como, a fécil fabricacdo e moldagem, resisténcia, propriedades isolantes,
térmicas e elétricas.

Particular énfase tem sido dada ao desenvolvimento e concepgdo
de materiais e componentes de alto desempenho mecanico, como os ter-
moplasticos, que possuem a capacidade de sofrer grandes deformacdes e
elevada absorcdo/dissipacdo de energia antes de sua ruptura (componentes
eletrodomésticos, eletronicos, automotivos, tubulacdes de alto desempenho,
para-choques, janelas de seguranga, dispositivos de dissipacdo energética
frente a impactos, blindagens).

Outro campo de aplicagdo crescente € o uso de materiais poliméricos
biocompativeis para fabricacio de implantes (como dispositivos de os-
teosintese) em substituicdo a implantes metdlicos. Os implantes metalicos
sdo recomendados até a consolidacdo da fratura e depois removidos, porém
estes podem induzir estresse ao tecido 6sseo e o desenvolvimento de os-
teopenia cortical (BasTMAN, M99T). Visando a diminui¢do dos possiveis
efeitos adversos do emprego dos implantes metdlicos, disponibilizaram-se
recentemente implantes bioabsorviveis que proporcionam vantagens como a
dispensa¢@o da remogdo dos implantes, melhor qualidade da visualizagcdo em
diagndsticos por imagens, rigidez compativel com a rigidez 6ssea, etc.

Aplicacgdes deste tipo impulsionam uma forte demanda na capacidade
de simulacdo e desenvolvimento de modelos adequados para a descricdo do
comportamento desses materiais frente a cargas elevadas acoplando diversos
mecanismos dissipativos, normalmente tratados em forma separada como:
viscoelasticidade ndo linear, viscoplasticidade, acoplamento térmico, dano,
sensibilidade a pressdo, dentre outros.

Finalmente, os modelos que incorporam os fendmenos acima cita-
dos, dependem de pardmetros que descrevem o comportamento para um ma-
terial especifico e que devem ser obtidos a partir de dados experimentais.
A identifica¢do destes parametros € feita associando o modelo constitutivo
proposto a dados experimentais, fazendo uso de técnicas de andlise inversa
(minimizagdo de erro numérico/experimental, etc).

Posta a motivagao tecnoldgica, o presente trabalho concentra-se em
uma das caracteristicas apresentadas por materiais poliméricos que é a



2 1 Introdugdo

N

dependéncia do limite de escoamento a pressdo hidrostitica e ao fato de
que o fluxo plastico pode nio ser apenas isocérico mas, apresentar também
deformagdes volumétricas permanentes. Assim, o objetivo geral do presente
trabalho pode ser considerado como o estudo e implementa¢do de duas
abordagens distintas para o modelo de elastoplasticidade de Drucker-Prager.
Em particular:

1. Estudo do modelo de elastoplasticidade de Drucker-Prager asso-
ciativo e ndo associativo segundo sua abordagem cldssica e com
implementagdo em codigo de elementos finitos segundo algoritmos de
tipo preditor-corretor;

2. Estudo, avaliacio e implementacdo em codigo de elementos finitos da
proposta apresentada por Sfamier (ZOLT), para tratamento do modelo
de Drucker-Prager segundo uma abordagem variacional.

3. Realizacdo de testes numéricos, usando exemplos que permitam a
andlise comparativa de resultados entre ambas as abordagens.

1.2 Organizacao da dissertacao

A dissertagdo estd organizada em sete capitulos incluindo a
introdug¢do, conclusdo e referéncias bibliograficas.

No Capitulo 1 sdo apresentados a introdugdo, a motivagdo e os obje-
tivos do trabalho. Apresenta a importancia dos materiais poliméricos e sua
aplicacdo, por exemplo, na producdo de implantes bioabsorviveis e a neces-
sidade de modelos adequados para descrever o comportamento desses mate-
riais. Com base nisso, sdo definidos os objetivos do trabalho.

No Capitulo 2 € apresentada a fundamentagao tedrica da dissertacdo.
Trata da morfologia e do comportamento mecanico dos termoplésticos, apre-
senta uma série de referéncias de artigos relevantes sobre o assunto, discorre
sobre os principios de conserva¢do da quantidade de movimento e leis da ter-
modinamica. Além disso, sdo apresentados os conceitos gerais dos modelos
constitutivos em materiais ineldsticos e de elastoplasticidade.

No Capitulo 3 é abordado o modelo classico de Drucker-Prager. Con-
siderando algoritmos de tipo preditor/corretor, sdo apresentados o critério de
escoamento, a regra de fluxo e a regra de encruamento. O procedimento
de corretor plastico é aplicado tanto para retorno a parte suave do cone
quanto para o retorno ao vértice. Ainda sdo apresentadas as equagdes para
determinag¢do do médulo tangente eldstico e elastoplastico.
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No Capitulo 4 é apresentado a abordagem variacional do modelo de
Drucker-Prager proposta em Sfamierd (ZO1T). Inicialmente, é detalhado o
modelo que envolve as leis de fluxo das varidveis internas em termos de
suas taxas e posteriormente, o modelo ou algoritmo incremental correspon-
dente. Segue uma estrutura na qual define-se uma funcéao potencial (primeira-
mente em termos de taxas e posteriormente em termos de incrementos) para
a determinacdo da evolugdo das varidveis internas.

No Capitulo 5 sdo apresentados alguns testes numéricos para avaliar
a implementa¢do em c6digo de elementos finitos (usando o software Matlab)
dos modelos de Drucker-Prager.

No Capitulo 6 € apresentada a conclusdo da dissertacao e no Capitulo
7 as referéncias bibliograficas utilizadas no trabalho. Ao final encontram-se
os Apéndices A e B com a deducdo das principais equagdes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Morfologia e comportamento mecanico de termoplasticos

Os polimeros sdo materiais macromoleculares, resultado da ligagcdo
repetitiva de unidades moleculares menores denominadas “meros” (unidades
repetidas). O processo de unido destas unidades moleculares para formacao
da macromolécula é conhecido como polimerizacdo. Tanto composi¢ao
quimica como topologia das cadeias conferem propriedades particulares a
cada tipo de polimero.

A forma mais usual de classificar os polimeros é dividi-los em trés
grupos: elastdmeros, termorrigidos e termoplasticos. Canevarolo Ir] (Z007)
define cada um deles do seguinte modo:

e Elastdmero - polimero que, a temperatura ambiente, pode ser defor-
mado repetidamente a pelo menos duas vezes o seu comprimento. Re-
tirado o esfor¢o, deve voltar rapidamente ao tamanho original;

e Termorrigidos - o plastico que amolece com o aquecimento, sofre o
processo de cura no qual se tem uma transformacdo quimica irre-
versivel, com a formacdo de ligagcdes cruzadas, tornando-se rigido.
Aquecimentos posteriores nao mais alteram seu estado fisico, ou seja,
ndo amolece mais, tornando-se infusivel e insoldvel. Exemplos: ba-
quelite, resina ep6xi;

e Termoplasticos - plasticos com a capacidade de amolecer e fluir quando
sujeitos a um aumento de temperatura e pressdao. Quando estes sdo re-
tirados, o polimero solidifica-se em um produto com formas definidas.
Novas aplicacdes de temperatura e pressdo produzem o mesmo efeito
de amolecimento e fluxo. Esta alteracdo é uma transformacao fisica,
reversivel. Quando o polimero é semicristalino, o amolecimento se
da com a fusdo da fase cristalina. Sdo fusiveis, soldveis e reciclaveis.
Exemplos: polietileno (PE), poliestireno (PS), poliamida (N4ilon), etc.

2

O grupo dos termoplasticos € subdividido em funcdo da morfolo-
gia dos arranjos poliméricos, definindo estruturas amorfas, cristalinas e
combinagdes (semicristalina, esferulita) conforme a Fig. ().

Exemplos de polimeros amorfos sdo o polimetacrilato de metila
(PMMA) e o policarbonato (PC). O polipropileno (PP), polietileno (PE) e as
poliamidas (PA) sdao exemplos de polimeros semicristalinos (CEMAITRE &t all,
o009).
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Figura 2.1: Morfologia das cadeias poliméricas. a) amorfo, b) cristalino, c) esferulita.

O comportamento mecanico dos termopldsticos € complexo e depen-
dente de diferentes condi¢des mecanicas, térmicas e quimicas. Um mesmo
material termoplastico é frequentemente representado por diferentes mode-
los, dependendo da faixa de atuagdo que se deseja observar. O trabalho
de Du-Bois“ef-all (2004), apresenta uma avaliacdo das técnicas constituti-
vas usualmente utilizadas na anélise e projeto de componentes termoplésticos
na inddstria. Dependendo do foco de observagdo, utilizam-se modelos de
elastoplasticidade (independentes da taxa de deformacdo), viscoelasticos li-
neares e nao lineares tipicos de elastdmeros (materiais que nao apresentam
deformagdes permanentes), viscoplasticos (deformagdes permanentes depen-
dentes da velocidade de deformacdo), etc. A literatura sobre modelos de
representacdo de termoplésticos € vasta e nao se pretende neste trabalho fazer
uma revisdo bibliografica sobre este aspecto, citando-se apenas alguns artigos
relevantes sobre o assunto.

Anand e Gurfin (2003) desenvolveram uma teoria do continuo para
a deformacdo viscoeldstica e viscoplastica de sdlidos amorfos. Com a
introdu¢do de uma varidvel interna de estado, foram capazes de representar
o fendmeno de amolecimento que ocorre imediatamente apds a tensdo li-
mite de escoamento (cuja existéncia é contestada por outros autores). Esse
trabalho € continuado em Anand e Ames (2006) onde se apresenta um
novo modelo continuo para a deformacdo viscoeldstica e viscopldstica de
s6lidos poliméricos amorfos. Aplicaram modelos constitutivos para capturar
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caracteristicas salientes da resposta mecénica do polimetacrilato de metila
(PMMA), considerando temperatura ambiente e um estado de tensdo sob o
qual este material ndo apresenta trincas.

Richefon ef all (Z007), desenvolveram um modelo constitutivo tridi-
mensional para descrever a resposta mecanica de polimeros amorfos sobre
uma vasta gama de temperaturas e taxas de deformacgdo. Este modelo termo-
mecanico é baseado numa aproximacao reoldgica eldstica e viscopldstica, em
que o efeito da temperatura, da taxa de deformac@o e da pressao hidrostatica
sdo contabilizados.

Canadija e Mosler (PZ0T1) abordam a plasticidade ndo isotérmica em
deformagdes finitas. Os encruamentos, isotropico e cinematico, sao incluidos
através de um modelo ndo associativo do tipo Armstrong-Frederick. Com
base em trabalhos de outros autores, o modelo € atualizado e a capacidade de
predi¢do destes modelos € analisada criticamente.

O presente trabalho visa estudar um dos fendmenos observados nos
termoplasticos, isto €, a dependéncia do limite de escoamento e da dire¢do
de fluxo plastico a pressao hidrostitica. Em particular, esta dependéncia
serd incorporada numa abordagem denominada variacional, no sentido que
o modelo constitutivo é posto como um processo de extremizagdo, onde a
minimiza¢do em relacdo a um conjunto de varidveis internas permite definir
a evolucdo temporal destas e o cdlculo da tensdo atualizada. Essa abordagem
estd inserida no contexto tedrico dos trabalhos de Orfiz_e Sfainied (1Y99),
Radovitzky e OrtiZ (1999), Weinberg, Mota e OrtiZ (Z009), [Yang, Stainier ¢
Orfi7 (Z00Y), Fancello. Ponthot € Stainier (Z006), Mosler e Orfiz (Z007), Fand
cello, Vassoler e Stainier (Z00R), Maosler e Brmhnd (2009) e Brassarf e Stainier
(zuI2).

Em Massoler (2009), é tratado o problema de dependéncia do fluxo
plastico em relagdo a pressdo, no contexto de uma abordagem variacio-
nal. Esta proposi¢do tem como base teérica do conteido apresentado em
Orfiz_e Pandolfi (2004). A principal diferenca dessa abordagem € que a
decomposi¢cdo espectral proposta levou a um completo desacoplamento
das contribui¢cdes volumétricas e desviadoras. Esta ndo foi hipotetizada a
priori, apenas resultou da construcio dos potenciais e da escolha do tensor
de fluxo plastico. Para esta proposta, foi usado um conjunto de potenciais
desviadores e volumétricos (como em Orfiz_e Pandolfi (2004)), adaptados
para um material especifico.

O modelo variacional que serd estudado no presente trabalho é fun-
damentado no relatério de Sfainier (Z01T), ainda em elaboracdo. A dedugdo
desse modelo variacional, assim como as modificagcdes propostas sdo apre-
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sentados no Capitulo 4.

2.2 Principios de Conservacao

A seguir, apresenta-se um resumo dos principios mecanicos basicos
que governam o problema em estudo. Para isto admite-se trabalhar com um
corpo % que ocupa um dominio Q no espago fisico tridimensional, limitado
por um contorno I'. Em % atuam forcas de superficie f (forca por unidade
de drea) e forgas de corpo b (forgas por unidade de volume). Admite-se que
tanto os deslocamentos quanto as deformagdes sdo suficientemente pequenos,
dessa forma, as tensdes se relacionam com as superficies ndo deformadas e
as condi¢des de equilibrio se apresentam também para o sistema ndo defor-
mado. Assim, as diferentes medidas de deformacdo convergem para o tensor
de deformacdo linearizado (MATVERN, T969)

T
e(u) = w @.1)

onde uc.#’, que é o campo de deslocamentos cinematicamente admissiveis.
Da mesma maneira todas as medidas de tensdo convergem ao tensor de Cau-
chy ©.

A seguir apresentam-se, sumariamente, os principios de conservacao
que governam o problema.

Principio de conservacio da quantidade de movimento linear e
angular

A conservag¢do da quantidade de movimento linear e angular é ex-
pressa localmente na equacdo de movimento, no balanco na fronteira e na
simetria do tensor de tensdes:

dive + b = pii, on=f, c=o" (2.2)

Por outro lado, em problemas quase-estaticos, as forcas devido a aceleragdo
i1 sdo desprezadas fornecendo a equacdo de equilibrio local

divo+b=0 (2.3)

Uma forma alternativa de apresentar esta condi¢do de balanco € utilizar a
abordagem fraca ou variacional, onde o campo de tensdes ¢ em equilibrio
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com as forcas externas deve satisfazer o balango dos trabalhos virtuais:
Jo0 :VoudQ = [ob-6udQ+ [(f -6udl  VéueV (2.4)

onde ¥ é o espaco das fungdes peso ou variacdes.

Primeiro principio da termodinamica

O primeiro principio da termodindmica postula a conservacio de ener-
gia. Segundo este, em cada ponto material a variagdo temporal da energia
interna ¢ deve ser igual a soma do trabalho produzido pelas tensdes mais o
calor produzido r junto ao divergente do fluxo de calor ¢ (sinal do operador
divergente vinculado a calor entrante).

o:€—divg+r=e¢ 2.5)

Segundo principio da termodinamica

Neste principio, admite-se a existéncia de duas novas varidveis de es-
tado de um ponto material, sejam a temperatura 0 e a densidade de entropia
s (entropia por unidade de volume). O segundo principio da termodindmica
estabelece uma direcionalidade as transformacdes de estado, postulando que
a variagdo temporal da entropia menos a quantidade de calor por unidade de
temperatura que entra no sistema deve ser ndo negativa. Localmente este
postulado se traduz na seguinte desigualdade:

d:s’—(g—div(g))zo (2.6)

onde d € definido como produ¢do neta (local) de entropia. Em processos
conservativos (isto é, reversiveis), a igualdade € satisfeita. A combinacdo
entre o primeiro e segundo principios leva a equacgdo:

P=60d=0:£&—(¢—65) q>0 2.7)

 grad®
0

Finalmente, definindo a energia interna de Helmholtz, W= ¢ — 0s, e substi-
tuindo, obtém-se a equacdo (ou inequagao) de Clausius-Duhem.

P =016 (W—s6)-
_’_/ﬁ/—’

9.
j'm @term

graede g>0 2.8)
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onde Z € a poténcia dissipada, dada pela contribui¢do da dissipag@o térmica
e de outra parcela de dissipacdo denominada interna. A dissipagdo interna
estd associada aos fendmenos irreversiveis, tais como plastificagdo, dano, etc.
Admitindo que pela lei de Fourier a dissipagdo térmica é ndo negativa, a
inequacdo conduz a conclusdo de que a dissipacdo interna é, também nao
negativa. Em particular, para sistemas isotérmicos,

D=Dyy=06:6—W >0 2.9)

A interpretacdo desta equagdo, indica que o trabalho produzido pelas
tensdes € sempre maior ou igual do que a variagdo da energia livre de
Helmholtz. Como em processos puramente mecanicos a variacdo da energia
de Helmholtz € igual a variacdo da energia de deformacdo, a equacao anterior
define que a poténcia produzida pelas tensdes € ocupada parcialmente para
acumular energia de deformacdo e a outra parcela é ocupada para realizar
trabalho irreversivel (dissipag@o ndo negativa) no sistema.

2.3 Modelos constitutivos em materiais inelasticos

2.3.1 Definicoes Gerais

No contexto deste trabalho, faz-se referéncia as relagdes constitutivas
como aquelas que definem a resposta de um material a histéria do processo
termodindmico que este material foi submetido. Na abordagem de modelos
constitutivos baseados em varidveis internas, admite-se que o estado termo-
dindmico de um sistema em equilibrio pode ser completamente definido pelo
valor (e ndo pela histdria) de um conjunto de varidveis denominadas varidveis
de estado. No presente contexto, para processos puramente mecanicos, este
conjunto estd dado por &= {&,z}, onde € é o estado de deformagéo do ponto
material e z simboliza as varidveis internas que tem o intuito de represen-
tar fendmenos dissipativos (plasticidade, viscosidade, dano, etc.). Admite-se
que tanto a tensdo 6 quanto a energia livre W sdo também varidveis de estado
dependendentes das primeiras:

6 =0(¢g,2), W =W(g,z)
Admitindo uma variac¢do de estado, a variacao da energia livre é dada por:

. dW . IW
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Substituindo esta expressao em (Z9), tem-se:

awy\ . oW |

@im‘ = <0'
O procedimento proposto por Coleman-Noll (GURTIN: FRIED: ANAND, POT()
permite argumentar a existéncia de um processo no qual Z é nulo, enquanto &€
pode assumir valores arbitrdrios (cinematicamente admissiveis), concluindo
nas relagdes:

ow
ow
Dim=-Y-2>0 (2.13)

A tensdo ¢ é denominada forga conjugada de € por realizar poténcia
com esta taxa, da mesma forma que varidvel ¥ é denominada for¢ca conjugada
de z (o produto em ambos casos possui a mesma dimensdo fisica). A poténcia
dissipada no instante de variacdo do estado fica restrita ao produto (ZI3).
Toda proposta de modelo constitutivo deve ser compativel com as restricdes
termodinimicas e respeitar, portanto, as condi¢des anteriores. Uma forma de
garantir a satisfacdo a priori, a condicdo de dissipa¢do nio negativa, consiste
em definir uma fung¢do denominada potencial de dissipacdo, y = y(Y;&),
com a propriedade de ser convexo e nulo na origem e satisfazer a condicdo
que (—2%) pertence ao conjunto subdiferencial de y(Y):

—zedy(Y) (2.14)
que equivale a z satisfazer a propriedade:
y(¥)—y(¥)>(-2) - (Y-Y) V¥ (2.15)
E simples verificar que sendo y/(0) = 0, se tem
—2.Y>y(Y)>0 (2.16)

isto é, a satisfagdo da Eq.(Z13). Sendo y(Y) uma fungéo convexa, prova-se
que existe uma func¢do conjugada também convexa e nula na origem definida
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pela transformada de Legendre, com as propriedades:
v (-2) =sgp{—z~Y—w(Y)} (2.17)
Y € dy*(—z2) (2.18)

Admitindo que a fun¢do y* ¢ diferenciavel, o conjunto subdiferencial se re-
duz a um dnico elemento (derivada) e a Eq.(Z-IH) se reescreve:

y—_v®@ (2.19)
9z
Finalmente, as Eqs.(Z12) e (1Y) resultam na condigdo:
AUCIBCA M CI (2.20)
0z 0z

Desta forma, as equagdes de estado (Z-I) e (1) definem o valor das forgas
conjugadas para um estado &, enquanto a Eq.(Z220) controla a evolugdo das
varidveis internas de maneira a satisfazer a condi¢@o de dissipag¢@o ndo nula.

2.3.2 Definicao de Potencial Incremental

Mostra-se a seguir que as Eqs.(Z1), (Z12) e (ZZ20) podem ser repro-
duzidas a partir da definicdo de uma fungdo potencial e condi¢des de otimali-
dade. Para tal, definem-se os potenciais:

D =W (£,2:6)+y" (:6)

W W, .

= et oLtV (z:¢) (2.21)

Deyf (€:6) =min D (€,2;6) (2.22)
Z

A condicdo de otimalidade, em relacdo a taxa da varidvel interna, recupera a
equagdo de evolucdo (20) enquanto,

d aw

5 7er1 (8:6) = g 2.23)
recupera a equagdo de estado (ZZIT). Assim, se pode dizer que Z,.rs €
uma fun¢do potencial para as tensdes, tendo como argumento as taxas de
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deformac@o.
A utiliza¢do de técnicas numéricas exige a defini¢do de leis constituti-
vas incrementais do tipo

Opt+1 = f(8n+1 ) £nazn7At)
que podem ser obtidas mediante uma integragcao temporal da Eq.(Z222). Fa-
zendo isto, define-se o denominado potencial incremental # (&,11;&),):
tf
A @eff dt ~W (8,,+1;éan)

. W(£n+1»zn+1)_W(£naZn) (2.24)
ey ALy (27"17 “ '

Este potencial possui as seguintes propriedades (ORTIZ: STAINIER, T999):
e A minimiza¢do em relagdo a varidvel z,,; fornece a equacao

W Iy ()
dznr1 (%)

=0 (2.25)

consistente com a Eq.(Z220) quando Ar — 0.

e A derivada de # em relagdo a €, fornece a atualizagdo do tensor de
tensoes:

oW (£n+1 ;gn)

e (2.26)

Oni1 =

2.4 Modelos constitutivos em Elastoplasticidade. Conceitos Gerais

A elastoplasticidade, de acordo com Souza Neto. Peri¢ € Ower (2Z008),
é o estudo comportamental de materiais que, sob a acdo de carregamen-
tos, podem apresentar deformacgdes permanentes consideradas instantineas
e ndo afetadas pela taxa de carregamento. Dentre os critérios de escoamento
classicos de elastoplasticidade citam-se:

e O critério de Tresca (1868): foi proposto para descrever o escoamento
plastico em metais. Este critério supde que o escoamento plastico
comeca quando a maxima tensdo de cisalhamento atinge um valor
critico. Devido a sua definicdo exclusivamente em termos da tensao
de cisalhamento, o critério de Tresca € insensivel a tensdo hidrostatica.
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e O critério de von Mises (1913): supde que o escoamento plastico
comeca quando a energia de deformacfo elastica deviatérica atinge um
valor critico. Como apenas a tensdo deviatérica pode influenciar no
escoamento pldstico, o critério de von Mises também € insensivel a
pressdo.

e O critério de Mohr-Coulomb (1773): baseado na suposicdo de que o
fendmeno de escoamento plastico macroscopico €, essencialmente, o
resultado do deslizamento entre as particulas do material. De acordo
com a lei de atrito de Coulomb, o escoamento plastico comeca quando,
em um plano no corpo, a tensdo cisalhante e a tensdo normal atingem a
combinag@o critica.

e O critério de Drucker-Prager (1952): foi proposto como uma
aproximacdo da Lei de Mohr-Coulomb. Consiste numa modificacio
do critério de von Mises em que um termo extra € incluido para intro-
duzir a sensibilidade a pressdo. O escoamento pléstico inicia quando
o invariante de tensdo deviatdrica e a tensdo hidrostdtica atingem a
combinagdo critica.

O presente estudo serd particularizado para o caso de materiais que
sofrem deformacdes plasticas e cujo endurecimento € isotrépico (depende
apenas de um escalar).

No contexto de cinemdtica linear, admite-se a decomposicdo da
deformagdo total em uma parcela eldstica e outra plastica.

e=¢g"+¢’

A energia livre, por outro lado, adota a forma de soma de duas parcelas.
A primeira, dependente da deformacao eldstica e a segunda de uma medida
escalar da deformacao plastica, denominada deformacao plastica equivalente
e,

W=W¢°(e—¢e’)+WP(gP)

t 2
& — /0 V3 e 2.27)

A variagdo da energia livre W € dada por

N1 L)
~0e " oer T T o@

g (2.28)
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Substituindo a Eq.(ZZ28) na Eq.(Z9), tem-se:

B aWeN . adwe , IdW .,
9mt(c"aﬁ)~ *WJ:' *ﬁ&' >0 (2.29)

Seguindo o procedimento de Coleman-Noll, chega-se as seguintes relagdes:

awe  Iwe
=96 oe (230
awe
== (2.31)
awW?
= 28 (2.32)
D= &P —keP >0 (2.33)

Como j4 indicado, a lei constitutiva deve assegurar expressdes para a
energia livie W e para as leis de evolugdo das varidveis internas £” e £” de
forma a garantir que a poténcia dissipada &, numa mudanga de estado, seja
positiva.

Nos modelos de elastoplasticidade, admite-se a existéncia de uma
regido no espago das tensdes na qual o comportamento do material é dito
elastico ou reversivel. O critério de escoamento define essa regido e é ge-
ralmente descrito mediante uma fungdo denominada funcdo limite de escoa-
mento P, dependente das varidveis de estado (em geral as varidveis conjuga-
das). Neste contexto, o espaco das forcas conjugadas admissiveis (elasticas)
sao aquelas que respeitam a restri¢cao

(0,2 k) <0 (2.34)

A lei de escoamento ou lei de fluxo plastico, é a lei que define a evolucdo
das variaveis internas. O conceito de maxima dissipa¢do (SIMO:HUGHES,
2000), por exemplo, estabelece que os vetores de fluxo devem ser normais
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a superficie de escoamento e satisfazer as seguintes condigdes:

&(6,2 ,k) <0 (2.35)
. 0P
oD —
&P = AN, N = 7 (2.36)
L 0P
ol — —_
&P = \H, H T (2.37)
AP =0 (2.38)

Esta condi¢ao € uma premissa do modelo que nem sempre coincide com o
comportamento do material. Assim, outras leis de fluxo podem proporcionar
uma dissipacdo ndo nula, mas ndo necessariamente normais a superficie ® =
0. Neste caso, se diz que a lei de fluxo € ndo-associativa e a evolucdo das
varidveis internas esta relacionada a uma funcao W diferente de P, tal que:

; 0¥

pP = = — =
&’=AN, N 57 (2.39)

L 0¥

epP = = ——
&’ = AH, H o (2.40)

Com o objetivo de obter equacdes constitutivas incrementais, passiveis
de serem utilizadas em algoritmos numéricos como Elementos Finitos, o
conjunto de equacdes apresentado anteriormente deve ser integrado no in-
tervalo de tempo (,,,2,11). A regra de integracdo implicita de Euler resulta
no seguinte sistema: Dado o estado (8,,,85 &P ) conhecido e fornecida a
deformacdo total €, 1, determinar os valores de 85 +1,£‘5 1 © AL que satis-
fazem o problema:

Eni1 =€, HE,

€5+1 = EZ J'_AA N(GnJrl 5 %Hrl 7kn+l)
‘E:r]z7+1 = 55+A2' H(Gn+lw%1+lakn+l)
(6,41, Zns1,knr1) <0

AL >0, AL @611, Zni1,knr1) =0
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onde

owe owr
Ont1 = Fra ) knt1=— Fra

n+1 n+1

No Capitulo 3, este modelo de elastoplasticidade serd particularizado
para atender o critério de escoamento de Drucker-Prager, considerando es-
coamento associativo e nao associativo. Para tal estudo, utilizou-se como
base tedrica o conteddo apresentado em Souza Neto, Peri¢c e Owen (Z0O0X).
No Capitulo 4, o mesmo modelo serd apresentado segundo uma abordagem
variacional proposta em Sfainied (201T).
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3 MODELO CLASSICO DE DRUCKER-PRAGER

O presente capitulo aborda o modelo constitutivo de Drucker-Prager,
tomando como base tedrica e matematica o conteido de Souza Neto. Peric e
Owen (Z00X). O modelo classico de Drucker-Prager (1952) é uma extensdo
do modelo proposto por Mohr-Coulomb e consiste basicamente num modelo
de comportamento elastoplastico, onde o escoamento é controlado por uma
combinag¢do entre a tensdo hidrostética e a tensdo deviatdrica.

3.1 Funcao limite de escoamento e lei de fluxo plastico

A teoria da elastoplasticidade apresenta alguns conceitos importantes
que relacionam o alcance do modelo ao tipo de comportamento do mate-
rial que se pretende analisar. Em primeiro lugar, o comportamento plastico
pode depender ou ndo da velocidade de aplicagdo da carga. No caso de de-
pendéncia da velocidade, o comportamento plastico € denominado viscoplas-
ticidade (o que ocorre no fendmeno de fluéncia). No caso da independéncia
de velocidade o comportamento pléstico € denominado de elastoplasticidade,
caracterizados por produzir deformacdes instantaneas e irreversiveis, sendo o
comportamento associado ao modelo Drucker-Prager.

No modelo de von Mises, a fun¢do limite de escoamento é dada por

®(0,0,) =/3/h(s(6)) -0y 3.1

onde s(0) = 2G€, ¢ a tensdo deviatdrica e J,(s) = 1s: s representa o inva-
riante de tensdo deviatérica. Observa-se entretanto, que este modelo exclui
a parcela volumétrica o,,. Esta independéncia em relacdo a o, € tipica de
materiais metdlicos, mas ndo representa o caso de outros materiais, como
granulares ou poliméricos. O modelo de Drucker-Prager pode ser visto como
uma extensdo do modelo de von Mises no qual € inserido a dependéncia a
tensdo hidrostatica. A representacao cldssica da fung@o limite de escoamento
€ dada por:

®(0,c) = \/12(s(0)) + NOu(0) —&c (3.2

A Fig.(B) representa a forma da superficie de escoamento do modelo
de Drucker-Prager. Sobre a superficie de escoamento o valor da Eq.(B22) é
nulo (® =0).

Associado a funcdo limite de escoamento, € preciso definir uma regra
de fluxo que descreve a evolucdo das deformagdes plasticas. Para isto, define-

19
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3 V3 O0p
e

Figura 3.1: Superficie de escoamento Drucker-Prager no espago das tensdes princi-
pais (Adaptado de Souza Neto. Peric e Owen (Z008)).

se a seguinte funcao potencial ¥':

¥(0,c) = V/2(s(0)) + N0on(0) - Gc (3.3)

Observa-se nesta expressdo que quando o coeficiente ) = 1, entdo ¥ = P.
Neste caso, a dire¢do de fluxo é normal a supeficie limite de escoamento
e, considerando o conceito de maxima dissipag¢do, se diz que o modelo é
associativo. Em termos gerais, a taxa das varidveis internas é dada por

. PLY 1 )
&' =79N N=-s—=—+r=s+71 34

¥ R NACHME (34)
p ¥

3.2 Modelo incremental. Algoritmos de retorno plastico

O algoritmo constitutivo incremental consiste em, determinar uma
funcdo incremental do tipo 6,41 = G+1 (£n+1 €, &0 & ) No presente con-
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texto, isto é realizado mediante um algoritmo de tipo preditor eldstico/corretor
plastico, comumente utilizado neste tipo de problema.

3.2.1 Preditor Eldstico

Nesta etapa, calcula-se uma estimativa da deformacao elastica pressu-
pondo que ndo ha deformagdes plasticas no intervalo de tempo Az, ou seja,
considera-se a hipdtese de incremento pléstico nulo. Assim, define-se

e =¢g—¢g" (3.6)

Esta estimativa de deformacao pode ser decomposta em uma parte deviatorica
€4'" e outra volumétrica ou hidrostética &/ '":

86[r2821r+8§lr17 85[r:tr£€[r7 e;[rzeetr_eftrl (3.7)

Admitindo comportamento eldstico, a tensdo preditora € calculada
usando o tensor de elasticidade C° ou mediante sua decomposi¢do vo-
lumétrica/cisalhante:

6" =C:e""=5"+0l1 (3.8)
ST =2Ge" o = Ketl (3.9)

Sendo que o mddulo de cisalhamento e 0 mdédulo de compressibilidade (bulk),
coeficientes G e K, se relacionam com os classicos mddulo de elasticidade E
e coeficiente de Poisson v, mediante

E
G= 2(1+v) (3.10)
ke VB 3.11)

(I1+v)(1-2v)

Esta hipétese de incremento plastico nulo (Ay = 0) € testada avaliando o
critério de escoamento:

D =/h(s")+no, —E&co (3.12)

Se o valor de ®(s'") < 0, a hipdtese de incremento puramente eldstico é rati-
ficada e todas as varidveis sdo atualizadas segundo a regra:

nr=0)"
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Mas se ®(s'") > 0, existe um Ay = YAt > 0 a ser determinado mediante o
algoritmo denominado corretor (ou retorno) plastico.

3.2.2 Corretor Plastico. Retorno a superficie do cone

Admitindo que Ay > 0, os incrementos de deformacao plastica sdo
calculados mediante a integral temporal das Egs.(B4) e (B3).

Spt1 i
e’ =gl +Ae’, AP =Ay| —>tL g (3.13)
e y<2 Jo(spi1) 3
B =B +AEP,  AEP=AYE (3.14)
€. =€ —&h =€ A’ (3.15)

Substituindo a Eq.(B13) no modelo de elasticidade (B=X) e separando as par-
celas deviatdrica e volumétrica, tem-se:

GA
ot = [ 1= —22Y_ ) g (3.16)
Jz(str)
Omnt1 = Cn —AY KT (3.17)
Ot = Sp+1+ Gm,nJrlI (3.18)

Em (BI8) estd implicita a constatagdo de que s € §,11 sdo tensores propor-
cionais.

A determinag¢do do multiplicador pléastico (Ay) é feita mediante a
condicdo de consisténcia:

@yt = /D (Snr1) +NOpni1 — Ec(EL,,) =0 (3.19)

Substituindo nesta as Eqs.(B-18), (B11) e (B14), se obtém uma equacio es-
calar ndo linear em fun¢do do multiplicador plastico.

=/ (s") — GAy+n (o —KfjAy) —Ec(8P + EAy) =0 (3.20)
A solucdo da Eq.(B20) via método de Newton envolve o cdlculo de:

ad o
—=—-G—K —G¢°H de H=
dhy G—Knn—&°H, onde FTT)

ler (3.21)
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No caso particular de um encruamento do tipo lei de poténcias, se tem que:

S|=

c=co+h(& ) (3.22)
L _p (lom
H= ah(g,fﬂ) m (3.23)

3.2.3 Corretor Pldstico. Retorno ao vértice do cone

A condi¢do necessdria para validar o cdlculo de Ay, em processo, é
dada pela Eq. (B224).

VI (sn1) = /D (s7) — GAYy > 0 (3.24)

4 Vh(s)

o

NA(sT) -G Ay >0

Gl o
Dominio eldstico
atualizado 'C', c(EP ) /
n+
mpex ™ Om
| -
-~
| -
Vh(s7) -G AY <0 g----mmmmmmmoooo oo = -
|

Figura 3.2: Sele¢do do mapeamento de retorno apropriado (Adaptado de Souza Neto!
Peric e Owen (200X))

Caso este sinal ndo se verifique, é indicador de que a tensdo o' se
encontra no cone complementar e o retorno deve ocorrer ao vértice do cone
limite de escoamento. Neste caso, se tem que

NI (3.25)
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e a condi¢d@o de consisténcia toma a forma:

D1 =1(0, —KNAY) —Ec(&] +EAY) =0 (3.26)

Dividindo por 1, utilizando as igualdades

AEP = EAy = gAef Ae? = Ayn (3.27)

e definindo®

n n
chega-se a seguinte equagio, ndo linear em Ag}:
r(Ael) = KAel + Bc(8P + aAel) — o}l =0 (3.29)

Utilizando o método de Newton-Raphson para identificacio da raiz, € preciso
calcular:

dr(Ae}) dc(&P)
———-=K+fHa H= 5 3.30
dAE\f’ +ﬁ ) |g” ( )

der n+1
Identificado Aef, a tensdo hidrostdtica atualizada pode ser obtida pela
equacao:

Omnil = O — KA€P (3.31)

Finalmente, dado que a tens@o deviatérica no vértice € nula, a tensdo atuali-
zada é a prépria tensao hidrostética:

Ont1 = O-m,rH»lI (3.32)

A Fig.(B3) apresenta esquematicamente o mapeamento de retorno ao
vértice.

3.3 Mboédulo Tangente

Apresenta-se a seguir as equagdes para a determinagdo do médulo tan-
gente elastico e elastopldstico.

!Estas definigdes estdo invertidas em Sotiza Nefo, Peric e Owen (Z00K) onde aparentemente
ocorreu um erro de digitacdo.



3.3 Mddulo Tangente

25

Vh(s) ,
Cone

complementar
i

.

1

. ‘

. -K Al T '

>~ Y
—_ G "
csn+1_ cm,n—) 1 m

Qv
3

Figura 3.3: Mapeamento de retorno ao vértice (Adaptado de Souza Neto. Peric e

Owen (Z00R))

3.3.1 Modulo tangente eldstico

O médulo tangente eldstico (C¢) é dado pela seguinte derivada:

o 80n+1

C =
a£n+l

(3.33)

Considerando a decomposi¢@o da tensdo atualizada, pode-se assumir a deri-

vada anterior da seguinte forma:

9041 _ ISpr1 IOmni

= ®I
a£n+1 a€n+1 a£n+l
asn+1
— =2G1
aen+1 ¢
acm,n+l -k
88nJrl

Assim, o médulo tangente eldstico € tido como:
C°=2Gl;+KI®I

onde l; =11 — %I ® I é o tensor deviatérico de 4 ordem.

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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A deducdo matemadtica detalhada do médulo tangente eldstico é apre-
sentada na Secdo A do Apéndice A.

3.3.2 Modulo tangente elastopldstico na parte suave da superficie de es-
coamento

Da mesma forma, para materiais de comportamento elastopléstico, o
modulo tangente € dado pela derivada:

o aGnJrl o der»l do—m,n—H
8£n+1 deerr deerr

Tomando a atualizagdo da tensdo deviatoérica, convertendo-a em termos de
82 tr
d

D’ ®I (3.37)

GA’V tr A’}/ etr
1= 1— —— =2Gl1———— | ¢ 338
( W)>s ( ﬁHe?’H)" (39

e tomando o seu diferencial, temos:

dspi1 dspi1
dS,H,l - #{C}”dsfj"—’_ dZ’)/ dA'}/
2G6(1— AV) des!
_ \ ( va|legr )T (3.39)
_ Y etr _ 2G
2Gﬁ| EZ,,”D®Dd£d 2D dAy

onde o tensor de segunda ordem D € o tensor unitério paralelo a £5"".

t
p— St

=_—d __ (3.40)
5]

Similarmente, a atualizacdo da tensdo hidrostdtica é dada em termos da
deformacdo volumétrica:

Ot = 3K (sf” _ ZA}/) (3.41)

Aplicando o diferencial, temos:
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dcm,n-H dGm,VH—l

d , — d etr 761A
Om.n+1 de‘in+1 g+ dA')/ Y
= 3Kde¢"" — KijdAy (3.42)

Observa-se que, tanto o diferencial da tensdo deviatérica quanto o diferen-
cial da tens@o hidrostética possuem, na sua equacio, o diferencial do mul-
tiplicador plastico que necessita ser determinado. Partindo da condicdo de
consisténcia da Eq.(BZ20), se considera o seguinte diferencial:

. dd dd dd
d¢: 7d£etr dsetr el
desr 4 T aeem S T day

=V2GD de§" +Kn det"" — (G+Knf + E*H) dAy (3.43)

dAy

Igualando a expressdo a zero (dCTD = 0) e isolando dAy, temos:

1

Assim, pode-se obter as derivadas que compde o médulo tangente:

2G 1—A7>l —V2GAKn D®1
(1- ey ) - v2GAKn D

‘;Z”etj - ) (3.44)
+2G( =L —AG | (D®D
(me; H )( )

DOnnil _ g1~ k@A) —v2KAAGD 3.45

Jeerr =~ K(1-KnnA) I —V2K7) (3.45)

Conclui-se entdo, que o mddulo tangente elastoplastico possui a seguinte
forma:

2G 1—A7>l +2G<A7, —AG> D®D
D = < V2[leg ) Va[legl (D@ D) (3.46)
—V2GAK M DRI+ 7 1®D)+K(1-KnijA) Il
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A deducdo matemidtica detalhada do médulo tangente elastopléstico
na parte suave da superficie de escoamento ¢ apresentada na Secdo B4 do
Apéndice A.

3.3.3 Modulo tangente elastopldstico no vértice da superficie de escoa-
mento

O médulo tangente para retorno ao vértice segue 0 mesmo principio
anterior, com a diferenca de que ndo ha tensdo deviatérica no retorno ao
vértice. Assim, o diferencial de tensdo é formado apenas pela parte hi-
drostética.

v a6n+1 dom,nJrl

O diferencial da tensao hidrostatica € obtido da seguinte forma:

dGm,nJrl etr dGm,nJrl dAeP
v v
deetr dAeg?

=K de¢"" — K dAg! (3.48)

do—m,n-H =

Agora temos a necessidade de determinar o diferencial do incremento da
deformacio pldstica volumétrica (dA€!). Assim, dada a condi¢do de con-
sisténcia em termos de Ag? da Eq.(B229), o seu diferencial é representado
por:

dr (Ae? . dr (A€l
dr(AeP) = T(gmv) et 741(&; ) dAe?
vV 1%
=K det'"" + (afH + K)dAel (3.49)

Igualando a equagdo a zero (dr = 0), e pondo em evidéncia dA€! temos:

K
dAel = —————det"” 3.50
817 ((XﬁH+K) 8\) ( )

Substituindo dAef na Eq.(B4R) e aplicando a derivada em relacio a €°7,
tem-se:
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K
do, =Kde!"" — K| ——— | de’"”
'm,n+1 v (aﬁH—f—K) v

dGmn+1 K
; =K|1l—-———+— |1 S1
deeir aBH+K (3-51)

Dessa forma, o médulo tangente elastopldstico pode ser determinado pela Eq.
(B32).

D’V:K<l—am§+K>I®I (3.52)

A deducdo matemdtica detalhada do mddulo tangente elastopldstico no
vértice da superficie de escoamento € apresentada na Secdo A1 do Apéndice
A.
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4 MODELO VARIACIONAL DE DRUCKER-PRAGER

Apresenta-se neste capitulo a abordagem variacional do Modelo de
Drucker-Prager proposta em Stainied (Z001T). Inicialmente, é detalhado o mo-
delo que envolve as leis de fluxo das varidveis internas em termos de suas
taxas e posteriormente, o modelo ou algoritmo incremental correspondente.
A proposicdo segue a estrutura estabelecida na Secdo 237, na qual define-se
uma funcdo potencial (primeiramente em termos de taxas e posteriormente
em termos de incrementos) para a determinacdo da evolucdo das varidveis
internas.

4.1 Formulacao em Taxas

Da mesma forma que no modelo cldssico, admite-se uma energia livre
de Helmholtz dada pela contribui¢do de duas parcelas, uma eldstica e outra
plastica, sendo esta ultima restrita, no presente estudo, aos casos de endure-
cimento isotrépico:

W =W (e—e")+WP (&) 4.1

De acordo com o exposto no Capitulo 2, a tensdo € dada pela derivada do
potencial de energia livre em relacdo a deformacao:

o W (€)

i 4.2)

Nesta abordagem admite-se a priori, uma parametrizacido da lei de fluxo
plastico segundo a qual esta € decomposta em dire¢do e amplitude, como

segue:

& — pM+BI),  tr[M] =0, M:M:% “3)

Nesta expressdo, p controla a amplitude do fluxo plastico, M é um ten-
sor simétrico e isocérico, I é o tensor unitdrio de 2¢ ordem e f > 0 é um
parAmetro material. Note que nesta defini¢do, o valor de B estabelece, a
priori, a existéncia ou nao de deformacgdo plastica volumétrica. Com esta
definicdo, pode-se determinar a taxa de deformacdo pldstica acumulada da
seguinte forma:

. J Zercer= J 2 (MBI [ (MBI = p/T2B7 (4

31
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Assim, pode-se dizer que apds definida a parametrizagdo em (E3), tanto €
quanto €7 passam a ser variaveis dependentes de p e M. A evolugdo des-
tas varidveis serd controlada pelo pseudo-potencial w*(£”), definido como
(STAINTER, POTT):

cary_{ op(&)p  sep=0
v (8)_{ +oo se p<0 4.5)
oy(e)=0—-Ce, & =tr(e) (4.6)

Onde oy indica uma tensédo limite de escoamento linearmente decrescente em
relagdo a deformag@o volumétrica. Com base nisso, o potencial de encrua-
mento pléstico € definido, convenientemente, como uma fungdo convexa que
satisfaz _ _
dJer V1+2p2 '

Assim, seguindo a estrutura formalizada na Sec¢do 237, dado o estado ma-
terial & = {&,€”,€P}, a evolugdo do ponto material é descrito pelo seguinte
problema variacional de minimo:

in (M, & M. 5.8 —Vi(e.e? 2 + v (7)) (4.
ME%H,IPER@( s Ps )? 9( P ) W(E,e ,€ )+l’/ (8 ) ( 8)

H ={MecSym : triM]=0, M:M=3/2}
A condi¢@o necessdria de minimo em relagdo a varidvel M, considerando

as restricdes de isocoricidade, ¢ detalhada na Secao BTl do Apéndice B e
resulta na proporcionalidade cldssica deste tensor e o tensor desviador s =

dev[o(&°)]:
3 s
M:\[ 49
2 1l )

Definido M, a condicdo de otimalidade da Eq.(E=8) em relagdo a p, conside-
rando a penalizag¢do imposta por y*, equivale ao seguinte problema:

i 52 el gP
r}gg@(p,&e EP)

9 (p;€,€P E") =W (e —€)+ WP () + oy (€f) p (4.10)
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A condi¢@o de extremizagdo, com restri¢do de sinal em p, é alcancada pelo
sistema de complementaridade a seguir:

8215:0, 82207 p=>0 4.11)
ap ap

Considerando as Eqgs. (B2), (E3), (E8) e (E2), a derivada ‘;—f é dada por:

dp oder  dp  dEr ap
=0 (M+BI)+ (&) + 0y (€)

= —0,g—3B0n+ f(E')+ 0y (&) (4.12)

onde Ggy= \/g |ls|| é a tensdo equivalente e o, = %tr(c) atensdo hidrostética.
Assim, o sistema (BET) se reduz aos seguintes casos:

p=0 se 0O,+3Bo,<oy(e)+ f(E) (4.13)
p>0 se Oy +3B0, =0y () +f(E) (4.14)
p=-+o se Oe+3Boy > 0y(g)+ f(EP) (4.15)

Na Eq.(BE13), ndo existe fluxo plastico e o estado se encontra na regido
elastica. Em (EI4), o estado se encontra na fronteira da superficie de es-
coamento e hd possibilidades de fluxo pléstico. A terceira op¢do representa
um caso fisico ndo possivel (fora da superficie de escoamento).

Considerando, por simplicidade, o comportamento como elastico li-
near, se tem que:

oW (e
ai):s+qJ (4.16)
s =2Ge, o©,=Keg/ 4.17)

Substituindo a Eq.(E6) em (ET4) se tem um critério de tipo Drucker-Prager:
Oeq+ 3 (tany) o, = Oy + f(€7)

onde a inclina¢@o do cone € dada por:

C
tan}/—ﬁ+3? (4.18)
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Caso 3 = 0, se tem uma regra de escoamento puramente isocérica (regra de
fluxo ndo associativa, C = 3Ktany). Caso 8 = tan?y, se tem uma regra de
fluxo associativa, resultando em C = 0. Varios modelos nio associativos de
Drucker-Prager podem ser obtidos variando 8 no intervalo [0,tan¥].

Para que os resultados dos modelos cldssico e variacional sejam com-
paréveis, os valores de B e C devem ser relacionados aos correspondentes
parametros da abordagem cldssica considerando as seguintes equagdes:

37 _
[szg7 C=v3K(n-n) (4.19)
Na se¢do seguinte, este modelo € reescrito em termos de incrementos,

com a finalidade de desenvolver um algoritmo para a atualizac¢do das varidveis

de estado.

4.2 Formulacao Incremental

Com o objetivo de desenvolver uma expressdo incremental do poten-
cial (em consonéincia com o exposto no Capitulo 2), integra-se o potencial &
num intervalo de tempo (Af =1, —1t,1). Dado o estado inicial {€,, &}, &} }
e considerando a deformacao total €,1, o problema incremental consiste em
determinar a atualizacdo das varidveis internas e o tensor de Cauchy. A versdo
incremental do potencial da Eq.(E=R) assume a expressao

(et ) ()
W (€n+1;€n,€0,8P) = min + (W(€n+l) —W(&) (4.20)

Mecx 7Ap Ap .

" e
+Ary (E ’ 8v,n+9

onde o parAmetro algoritmico 0€ [0,1] e €°

vnto foi desenvolvido da seguinte
forma:

& o = Otl€, ]+ (1 - 0)ule]]
= Oule"” —Ap(M +BI)| + (1 - 0)tr[e]]
— Oule"] —30BAp+ (1 — 0)ule] @.21)

A minimizacao da Eq.(BEZ20) em relagc@o ao tensor M estd detalhado na Se¢ao
B2 do Apéndice B, resultando numa expressdo andloga ao caso de taxas,
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sendo que agora € referenciado ao tensor desviador preditor s'".

3 str
M=-——
2 s
Definido M, deve-se minimizar a Eq.(BZ2]) em rela¢do a Ap. De forma equi-
valente a0 modelo em taxas, a funcdo penaliza valores de Ap < 0 e é semin-

continua inferiormente em Ap = 0. O valor da derivada direcional de (EZ20)
em Ap > 0 é dado por (ver Se¢do B3 do Apéndice B):

s7 =2G dev[g,.1 — V] (4.22)

— (ol —3GAp) —3B (o} —3BKAp)
r(Ap)lap=0=| —& 100y +(1—8)0u,—60BKA] (4.23)
+f(&) 1)+ 00

Onde, GZI ¢ a tensdo equivalente calculada a partir da estimativa da tensdo
deviatdrica s'". Avaliando r(Ap) para um valor nulo, isto é, r(Ap) = 07 se
tem:

C
r(Ap)|ap—o+ = — (04y) =3B (o4) — % (00}, + (1= 6)0y,] + 0y (4.24)

Assim, se r(Ap = 0+) > 0 o minimo € em Ap = 0 e o passo ¢ eldstico.
Caso contrario, o minimo corresponde a Ap > 0 e o passo € pldstico, solugdo
de r(Ap) = 0. No caso de encruamento nulo (f(f-:iﬂ) =0), a fungdo (E23) é
linear com o argumento e Ap pode ser determinado analiticamente:

o+ 3K+ 60) wle’] +C(1 - O)wleg) o

A
P 3G+ 9B2K + 6BC8

(4.25)

No caso de encruamento nio nulo, o multiplicador plastico pode ser obtido
pelo Método de Newton-Raphson, para o qual € necessario o cdlculo de

d r(Ap) 2 af
=3G+9B°K+6B60C+H\/1+2p32 H=—"|; 4.26
d Ap + 13 + ﬁ + + B y dEP |g”1’+| ( )
Adotando um encruamento do tipo lei de poténcias, se tem que:
- — 1 1 _ 1-m
f(gr’:H) = var (8:+1) " H = %hvar(grfﬂ) " (4.27)

Sendo que a relag@o do coeficiente h,ar deste modelo com o correspondente
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h do modelo classico é dado por:
m+1

har =& (V3) " (4.28)

Determinado o valor de Ap, a deformacdo plastica é atualizada se-
gundo a expressao

el =€l +Ael | =€l +Ap(M+PBI) (4.29)

enquanto a deformagdo plastica acumulada fica

E‘L] = é,f—l—Aé,’l’H =&+ Ap\/1+2p2 (4.30)

Finalmente, como se indica na Eq.(B2), a tensdo de Cauchy € obtida a partir
da derivada parcial de # em relagdo a €, 1:

oW owe oy
= At
aenJrl 88nJrl i aanrl
=C° (&,41— €0, ) —COAPI
— C (€411 — €] — Ap(M+ BI)) — COAPI

= Ce°"" —C°Ap (M + BI) — COApI 4.31)

Ont1 =

Este tensor também pode ser decomposto nas partes deviatérica e hi-
drostética:

6-n+l = Sp+1 + 6m,n+11 (432)
Sui1 = 8" +2GMAp (4.33)
Smni1 = (017 = 3BKAP) —COAp = Gy i1 — COAP 4.34)

Diferentemente da formulacdo em taxas, a atualizacio da parcela volumétrica
incorpora o termo COAp, decorrente da dependéncia da funcdo y* com a
deformac@o total &,,1. Este termo torna a atualizacdo inconsistente com o
presuposto que

6-m,n+1 = Omn+1 = o.;qr - S.BKAP

Esta inconsisténcia pode ser eliminada de duas formas. A primeira,
considera-se o fluxo plédstico como associativo, onde C = 0. A outra
forma, € introduzir um atraso na dependéncia de y* tomando 6 = 0 e por-
tanto y* = y*(g/,). Ou seja, considerando o intervalo de tempo Az, o tempo
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no instante n corresponde a 6 = 0 e o tempo no instante n + 1 corresponde a
0=1.

Este algoritmo incremental corresponde ao retorno a parcela regular da
superficie de escoamento com formato conico. De forma similar ao discutido
no capitulo anterior, para que o cdlculo de Ap seja consistente com o retorno
a superficie regular, o valor de 0+ da Eq.(E22Z3) deve ser ndo negativo:

Ceqni1 = Ol —3GAp >0 (4.35)

Caso resulte o contrario, a atualizacdo no tempo n+ 1 se encontra no vértice
do cone e o cdlculo da Eq.(BZZ3) deve considerar 6.4 ,4+1 = 0. Assim, a
condi¢do de consisténcia é reduzida para:

—3B (o, —3BKAp) + f(&). 1) + Oy
r(Ap) = " ntl Tl =0 4.36
AP)=1 “Cloglr 1 (1- )0, — 60PKA] (4.36)
Para encruamento ndo nulo, a deformac@o plastica volumétrica € obtida pelo
Método de Newton-Raphson que utiliza a derivada do residuo r(Ap):

a (4.37)

d r(Ap)
@ |£)L+l

A =9B’K+6BCO+H\/1+2B2, H=
P

Obtido o valor de Ap, a tensdo hidrostatica é atualizada como na Eq.(BE34):
Gnntl = (G,’n’ - 3BKAp) —COAp = Oy nr1 —COAp (4.38)

Como a tensdo deviatdrica para o retorno ao vértice € nula, a tensao atualizada
¢é a propria tensdo hidrostatica:

6-n+1 = 6m,n+11 (439)

O restante das atualizacdes segue a mesma formulagdo do caso geral.
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4.3 Médulo tangente
4.3.1 Modulo tangente elastopldstico na parte suave da superficie de es-

coamento
O médulo tangente elastopldstico, para este caso, € dado pela derivada

segunda do variacional %
Jd6 I?*W
= o (81 ) (4.40)

T g2
agn+l

ep
var a£n+l

Onde deve ser levado em conta que o potencial incremental é definido como
o resultado da minimizagdo das varidveis internas da Eq. (E220).

O diferencial de 6,1 € descrito como
~ 96,41 96,41 96,41
d6,41 = ——d¢ dA aM
n+1 a£n+1 nt1 1 aAp oM
26, 96,1 0
ag,,Ll d&pi1+ agA;I aeAp d&n+1 @41
+ gﬂl Je +|d£n+1
Assim, o médulo tangente elastoplastico é dado por
&4 (3 A MM G
DiP = —A, (6GﬁK+2G6C) (M®I+I®M) (4.42)
—A, (9B2K2 +6BKOC+ (C) )1@1

E importante notar que este operador tangente é simétrico, uma con-
sequéncia direta da estrutura variacional proposta. A deducdo matemética
detalhada do médulo tangente elastopldstico na parte suave da superficie de
escoamento € apresentada na Se¢do B3 do Apéndice B.

4.3.2 Moddulo tangente elastopldstico no vértice da superficie de escoa-

mento
O modulo tangente elastopldstico para retorno ao vértice é determi-

nado pela seguinte derivada
26 a6,
n+1 —I® m,n+1 (443)
a£n+l

DY =
var a£n+]
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sendo o diferencial da tensdo hidrostatica &, ,+1 definido como:

A déy, n+1 dé,, n+1
dGpps1 = —t L geerr 4 T2 gAp (4.44)
T deerr dAp

Dessa forma, o médulo tangente elastoplastico de retorno ao vértice é dado

por:
|- 3BK+6C
(982K +6B0C+ aH
A deducdo matemdtica detalhada do mdédulo tangente elastoplastico

no vértice da superficie de escoamento € apresentada na Secdo B do
Apéndice B.

D} =K

var —

))1®1 (4.45)
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5 IMPLEMENTACAO E TESTES NUMERICOS

Neste capitulo, sdo propostos alguns testes numéricos para avaliar a
implementacdo em cddigo de elementos finitos (usando o software Matlab)
dos modelos de Drucker-Prager apresentados nos Capitulos 3 e 4.

As propriedades utilizadas neste trabalho ndo caracterizam um mate-
rial especifico, os resultados sdo apenas ilustrativos e a andlise é realizada
com base na teoria de elastoplasticidade. Os parametros materiais, conside-
rados fixos em todos os testes, sdo apresentados na Tab. (&I).

E = 4100 MPa
v=0,25
£, = 60,00 MPa
f. = 90,00 MPa
v =030

Tabela 5.1: Dados iniciais.

As tensdes médximas de tragdo (f;) e compressdo (f.) sdo utilizadas na
determinac@o do angulo de atrito (¢) e da coeséio nominal (cg):

o= (557) (55 )me

O angulo de atrito € usado para obter as aproximacdes do modelo de Drucker-
Prager em relacio ao modelo de Mohr-Coulomb. Considerando o caso unia-
xial para o modelo associativo, o critério € obtido definindo:

_ 3sin¢ 5_2cos¢
V3 V3
Caso o modelo seja ndo associativo, o dngulo de atrito ¢ ¢ substituido pelo
angulo de dilatncia y (menor que ¢) e assim se tem:

. 3siny
V3
Maiores informagdes estio apresentados na Secao A1 do Apéndice A.

A implementagdo numérica e os resultados obtidos, para cada exemplo
realizado, sdo apresentados a seguir.

41
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5.1 Exemplos Numéricos

5.1.1 Exemplo 1 - Trag@o e compressdo

Neste exemplo, é apresentado o teste uniaxial para tragdo e com-
pressdo com os seguintes objetivos:

e verificar a equivaléncia entre os modelos cldssico e variacional de
Drucker-Prager;

e verificar se ambos os modelos de Drucker-Prager atendem aos limites
de escoamento impostos para os casos de tragdo e compressao;

e verificar o comportamento da curva tensio versus deformagdo para os
tipos de encruamento considerados.

A geometria utilizada no teste foi um bloco ciibico de dimensao a =2
mm. Considera-se a geometria composta por apenas um elemento finito do
tipo hexaedro, de oito nds e com oito pontos de integracdo. As condicdes
de contorno sdo impostas na face inferior do corpo de forma a impedir o
movimento vertical, e na face superior € imposto um deslocamento controlado
de 0,2 mm, tanto para o caso de tracdo (deslocamento positivo) quanto para o
caso de compressdo (deslocamento negativo). Esse deslocamento é aplicado
ao longo de 200 passos. Na Fig.(B) é mostrada a representacio da geometria

de teste.
j a
L\ a

T~

Figura 5.1: Representagdo da geometria de teste.

Os modelos classico e variacional de Drucker-Prager foram tratados
como associativos e analisados para encruamento linear e ndo linear. O coefi-
ciente de encruamento nominal foi de & = 100 e o expoente de encruamento
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linear e ndo linear dado, respectivamente, por m = 1 e m = 2. A Fig.(8&2)
apresenta o gréfico de tensdo versus deformacio para este caso.

Tensdo X Deformagao

150
120
90 e

0 ‘:__________,_.——-——""

30 #
0 ‘ — — —al

-30-01 -0,05 /0 0,05 061 — - -VARL
/
-60 / CL-NL

Tensdo (MPa)

-90 4 = = =VAR-NL
-120 -
-150 —
-180 =
-210

Deformagdo (mm)

Figura 5.2: Comparacdo entre os modelos classico (CL) e variacional (VAR) de
Drucker-Prager para tracio e compressao, considerando encruamento li-
near (L) e ndo linear (NL).

A andlise das curvas tensdo versus deformagdo apontaram o bom
funcionamento da implementa¢do numérica dos modelos para os limites de
tragio e compressio. E possivel observar a equivaléncia dos modelos cldssico
e variacional. Ambos os modelos possuem o mesmo valor de tensdo limite
de escoamento imposto inicialmente, para tracdo e compressao, assim como
reproduzem um comportamento linear/ndo linear do encruamento, como es-
perado.

5.1.2 Exemplo 2 - Ciclo de deslocamento controlado

Neste exemplo, € apresentado o teste ciclico de tragdo/compressao vi-
sando:

e verificar a expansao isotropica do limite de escoamento mediante uma
lei de encruamento linear;

e observar o limite mdximo e minimo de deformacao.
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A geometria utilizada no teste foi um bloco ctibico de dimensdo a =2
mm, composta por apenas um elemento finito do tipo hexaedro, de oito nds
e com oito pontos de integracdo. As condigdes de contorno sdo impostas na
face inferior do cubo de forma a impedir o movimento vertical, e na face
superior é imposto um deslocamento controlado de 0,2 mm, tanto para o
caso de tracdo (deslocamento positivo) quanto para o caso de compressdao
(deslocamento negativo). Para cada etapa de tracdo ou compressdo do ciclo,
o deslocamento considerado € aplicado ao longo de 200 passos.

Ambos os modelos de Drucker-Prager, cldssico e variacional, foram
tratados como associativos e analisados para um ciclo de deslocamento. Fo-
ram considerados dois tipos de encruamento, nulo e linear. Para o encrua-
mento linear foi utilizado 7 = 100 e m = 1. A Fig.(83) apresenta o ciclo para
deslocamento controlado e a Fig.(B2d) apresenta o grafico de tensdo versus
deformacgo ciclico.

Ciclo de Deslocamento

0,15
0,1

0,05

100 200 300 400 500 600 700 800

Deformagdo (mm)
o

-0,05

-0,1

-0,15
N°deincrementos

Figura 5.3: Ciclo representativo de deslocamento controlado.

Para o ciclo de controle de deslocamento, se constata o mesmo li-
miar de escoamento (assimétrico em tensdo e compressao) considerando o
caso de encruamento nulo, assim como a expansdo isotrépica deste limite
mediante uma lei de encruamento linear. Observou-se também a existéncia
de deformacdo médxima e minima, caracteristica do processo de deformagao
controlada.
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Ciclo de Tensao X Deformacido
200

150

100

50
CL-Nulo

- = =VAR-Nulo

-0 ——CL-L

Tensdo (MPa)

-100 = = =VAR-L

-150

-200

-250

Deformagdo (mm)

Figura 5.4: Ciclo comparativo dos modelos cldssico (CL) e variacional (VAR) de
Drucker-Prager considerando encruamento nulo e linear (L).

5.1.3 Exemplo 3 - Cisalhamento

Neste exemplo, € apresentado o teste de cisalhamento puro com os
seguintes objetivos:

e observar o encruamento aparente causado pelo aumento da pressao
(tens@o hidrostatica);

e verificar a influéncia da aplicagdo de um modelo ndo associativo na
determinagdo da tensdo hidrostatica;

e verificar a influéncia de 6 = 0 considerando o nimero de passos utili-
zados.

A geometria utilizada no teste foi um bloco cubico de dimensao a =2
mm, composta por apenas um elemento finito do tipo hexaedro, de oito nds
e com oito pontos de integracdo. As condi¢bes de contorno sdo impostas na
face superior e inferior do corpo de modo a impedir o movimento vertical, e
na face superior € imposto um deslocamento lateral controlado de 0,2 mm, de
modo a provocar o cisalhamento em apenas uma direcdo. Este deslocamento
¢ aplicado ao longo de 200 passos.
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Os modelos de Drucker-Prager foram tratados primeiramente como
associativos (A) e, posteriormente como ndo-associativos (NA). A andlise
dos modelos classico e variacional foi realizada considerando o encruamento
nulo. A Fig.(B3) apresenta o grafico de tensdo cisalhante versus deformacao
para ambos os modelos.

Tensdo X Deformagao
50

45 e ——— —
40
35

g 30
S s cL(a)
E 20 - = -VAR-(A)
= 15 ———CL-(NA)
10 — - VAR-(NA)
5
0 ‘ .
0,00 0,03 0,05 0,07 0,10

Deformagdo (mm)

Figura 5.5: Comparacdo entre os modelos classico (CL) e variacional (VAR) de
Drucker-Prager, associativos (A) e ndo-associativos (NA), para tensao ci-
salhante na direcio do deslocamento considerando encruamento linear.

Observa-se que o comportamento das curvas, tanto do modelo cldssico
como do modelo variacional associativos, apresentam um encruamento apa-
rente. Esse encruamento aparente € devido ao aumento da pressdo de com-
pressdo e a existéncia da deformacao plastica volumétrica que modifica o es-
tado do material ao longo do eixo do cone. Quando a pressdo de compressao
aumenta, o limite de escoamento também aumenta sem que haja modificacio
da superficie de escoamento e vice-versa, como apresenta a Fig.(B6).

A pressao pode ser reduzida com a aplicagdo do modelo ndo associa-
tivo, que provoca uma reducdo da magnitude da tensdo hidrostatica, conforme
a Fig.(B77).

O angulo de dilatancia considerado neste exemplo, corresponde a 30%
do angulo de atrito. O angulo de dilatincia € responsavel por determinar a
direcdo de fluxo plastico e assim a magnitude da tensdo hidrostatica que serad
reduzida pela aplicacdo do modelo ndo-associativo.
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A O

=> p(H
\\ > P
//\

Cone de Drucker-Prager

() <=

Figura 5.6: Demonstracio do comportamento da tensdo hidrostatica ao longo do cone
de Drucker-Prager.

De modo a eliminar a inconsisténcia na obten¢do da tens@o hi-
drostdtica, quando aplicado o modelo ndo-associativo, considera-se que
60 = 0. Como essa consideracdo promove um atraso na dependéncia do
pseudo-potencial, é necessdrio avaliar o comportamento da curva tensio
versus deformacdo considerando diferentes incrementos de deformagdo e
verificar se os resultados sdo semelhantes. Se forem aplicados muitos passos
de deformacdo (por exemplo, 200 passos), a diferenca entre o intervalo n
(que corresponde a 8 = 0) e n+ 1 (que corresponde a 6 = 1) serd menor
se comparado ao caso em que considera poucos passos de deformacio
(por exemplo, 10 passos). A Fig.(B®) apresenta o grifico para o modelo
variacional ndo-associativo, considerando o mesmo caso de cisalhamento e
encruamento nulo, comparando os resultados obtidos com 10 passos e 200
passos de deformacao.

Observa-se no grafico que o comportamento das curvas tensao versus
deformagdo, considerando diferentes incrementos de deformacdo, é seme-
lIhante e neste caso este parametro ndo teve influéncia significativa no resul-
tado. A utilizagdo de um nimero maior de passos tem o objetivo de tornar
a curva de tensdo versus deformacdo mais suave e melhor representativa da
evolugao das tensdes com a deformacao.

5.1.4 Exemplo 4 - Procedimento de retorno ao vértice do cone

Neste exemplo, é apresentado o teste para retorno ao vértice do cone.
O objetivo do teste € demonstrar que para um caso de deformacdo volumétrica
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Tensdo hidrostatica X Deformacgao
0,00 0,03 0,05 0,07 0,10
0 T T 1
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Figura 5.7: Evolugdo da tensdo hidrostatica nos modelos cldssico (CL) e variacional
(VAR) de Drucker-Prager, considerando associatividade (A) e nao asso-
ciatividade (NA).

pura, as tensdes principais sao iguais.

A geometria considerada foi um bloco ctibico de dimensdo a = 4 mm.
As condi¢des de contorno sdo impostas de modo promover uma dilatacdo
nas faces do cubo, onde é imposto um deslocamento controlado de 0,2 mm
que ¢ aplicado ao longo de 200 passos. O procedimento foi realizado con-
siderando apenas 1/8 da geometria, composta por apenas um elemento do
tipo hexaedro, de oito nds e com oito pontos de integracdo. A Fig.(B9) ilus-
tra a situa¢do onde o cubo interno sofre uma deformacdo volumétrica pela
aplicacdo de forcas externas capazes de produzir uma dilatagdo no corpo.

Neste caso, considera-se o modelo variacional de Drucker-Prager as-
sociativo e aplica-se a lei de encruamento linear com A =100em=1. A
Fig.(B10) apresenta o grafico de tensdo versus deformacdo considerando as
tensdes principais.

Observa-se que o comportamento da curva tensdo versus deformagdo
que representa o retorno ao vértice do cone, considerando encruamento linear,
apresenta as mesmas caracteristicas do que uma curva de retorno a superficie
suave do cone para o mesmo caso de encruamento. Comprova-se pela andlise
do grafico que as tensdes principais sao iguais, ou seja, convergem para um
mesmo ponto, o vértice do cone. Neste caso, as tensdes cisalhantes sdo nulas.
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50
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Figura 5.8: Comparacdo entre os reultados obtidos para 10 passos e 200 passos
de deformacdo usando o modelo variacional de Drucker-Prager ndo-

associativo.

5.1.5 Exemplo 5 - Modelo tridimensional com entalhe

Neste exemplo, é apresentado um teste de tragdo que foi realizado para
uma geometria tridimensional de varios elementos de modo a:

e verificar se os campos de tensdo e deformagao para os modelos cldssico
e variacional de Drucker-Prager sdo semelhantes;

e assegurar que os maiores niveis de tensdo e deformacio total estejam
concentrados na regido do entalhe;

e verificar a capacidade de solug@o da implementagdo numérica para uma
geometria tridimensional com vérios elementos.

A geometria utilizada no teste foi um corpo de prova retangular com
entalhe. O entalhe € introduzido com o objetivo de promover uma descon-
tinuidade no “fluxo de forcas”, o que aumenta os niveis de tensdao local-
mente. O procedimento foi realizado considerando apenas 1/8 da geome-
tria, composta por elementos do tipo hexaedro de oito nés e com oito pontos
de integracdo. As condi¢des de contorno sdo impostas num plano normal ao
eixo z (metade da espessura) e no plano normal ao eixo x, cortando o centro da
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Figura 5.9: Ilustragdo da deformagdo volumétrica pura num cubo.

placa de forma a impedir o deslocamento vertical. Na face superior é imposto
um deslocamento controlado de 0,3 mm, que é aplicado ao longo de 200
passos. Os dados da implementac¢do foram importados para o programa GID
10.0.5 (versdo livre) para a visualizagio dos resultados. As caracteristicas da
geometria em estudo e a malha sdo apresentadas na Fig.(B—TTI).

Ambos os modelos de Drucker-Prager foram considerados associati-
vos e analisados para a situagcdo de encruamento ndo linear. O coeficiente de
encruamento nominal e o expoente de encruamento sdo 4 = 100 e m = 2, res-
pectivamente. As Figs.(B12) e (R13) apresentam a comparagido dos campos
de tensdo oy, e de deformacio total €y, (na dire¢do do deslocamento) para os
modelos cldssico e variacional.

Os campos de tensao obtidos sao semelhantes, assim como os campos
de deformacdo total, o que comprova novamente a equivaléncia entre os mo-
delos. Pode-se observar que os maiores niveis de tensao e de deformagao total
se apresentam na regido do entalhe, que € um tipico concentrador de tensdes.
Em se tratando de uma geometria com varios elementos, a implementacio
numérica foi consistente proporcionando os resultados esperados em termos
qualitativos.

5.1.6 Exemplo 6 - Modelo axissimétrico com entalhe

Neste exemplo sdo apresentados os testes de tragdo e compressdo para
uma geometria axissimétrica visando:

e comparar os campos de tensdo, deformacgdo pldstica e deformacao
plastica equivalente para tragcdo e compressio;

e assegurar que os maiores niveis de tensdo, deformacgdo plastica e
deformacdo plastica equivalente estejam concentrados na regido do
entalhe;
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Comparacdo entre as tensdes principais
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Figura 5.10: Comparacdo das tensdes principais no procedimento de retorno ao
vértice do cone.

e verificar a capacidade de solu¢do da implementagdo numérica para um
caso axissimétrico com varios elementos.

A geometria utilizada no teste foi um corpo de prova cilindrico com
entalhe. Devido & sua simetria axial, analisa-se apenas 1/4 da geometria que
€ composta por elementos bilineares de quatro nés e com quatro pontos de
integracdo. As condi¢des de contorno sdo impostas com o intuito de impedir
o deslocamento vertical nas linhas de simetria. Na parte superior foi imposto
um deslocamento controlado de 0,3 mm, tanto para o caso de tragdo (desloca-
mento positivo) quanto para o caso de compressdo (deslocamento negativo).
Esse deslocamento € aplicado de forma linear e crescente ao longo de 200
passos. Os dados da implementacdo foram importados para o programa GID
10.0.5 (versdo livre) para a visualizacao dos resultados. As caracteristicas da
geometria em estudo e a malha sdo apresentadas na Fig. (B14).

O modelo de Drucker-Prager foi tratado como associativo e analisado
para encruamento linear. O coeficiente de encruamento nominal e o expoente
de encruamento sio 4 = 100 e m = 1, respectivamente. As Figs.(B13), (ETH)
e (ET7) apresentam a comparagdo dos campos de tensdo 0y, de deformagio
plastica &,y (na direcdo do deslocamento) e de deformacdo pldstica equiva-
lente (escalar) para os testes de tragdo e compressao.
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Figura 5.11: Dimensdes do corpo de prova tridimensional e malha considerada nos
testes.

Comparando os campos de tensdo para ambos os casos de carga, torna-
se evidente uma plastificacdo maior para o caso trativo, sendo que no caso da
compressdo a regido de deformacao plastica fica restrita a vizinhanca do en-
talhe. Assim, pode-se afirmar que a implementacdo numérica foi consistente
fornecendo resultados qualitativamente esperados.
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CL - TensZo [MPa] VAR -Tens#o [MPa]

88.762 88.763
I 77.524 I 77.525
- 66.286 - 66.288
55.049 55.051
43.811 43.813
32.573 32.576
21.335 21.338
10.097 10101
-1.1406 -1.1362

Figura 5.12: Comparacio dos campos de tensdo oy, entre os modelos cléssico (CL)
e variacional (VAR) de Drucker-Prager, considerando encruamento ndo
linear.

CL- Defor. [mm]

0.048858
0.042717

VAR- Defor. [mm]

0.048858
0.042717

- 0.036575 0.036575
0.030433 0.030434
0.024292 0.024292
0.01815 0.018151
0.012008 0.012009

0.0058665 0.0058674
-0.00027519 -0.00027413

Figura 5.13: Comparag¢do dos campos de deformagdo total &, entre os modelos
classico (CL) e variacional (VAR) de Drucker-Prager, considerando en-
cruamento ndo linear.
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40mm

D=18mm
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Figura 5.14: Vista em corte de um cilindro de revolugdo e malha considerada nos
testes.

Tragdo - [MPa] Compr. - [MPa]
1.5298
79.911 -15.307

I 69.822 I -32.144

- 59.733 --48.98
49.644 -65.817
39.556 -82.653
29.467 -99.49
19.378 -116.33
9.289 -133.16
-0.79992

Figura 5.15: Campos de tens@o 0y, trativo e compressivo, para o modelo variacional
de Drucker-Prager considerando encruamento linear.
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Def. Plast. T) - [mm]

Def. Plast. (C) - [mm]

0.067556 3.6694e-05
l 0.060035 I -0.0023258
+0.052514 + -0.0046882
-0.044993 - -0.0070507
-0.037472 - -0.0094132
- 0.02995 - -0.0M776
-0.022429 - -0.014138
0.014908 -0.016501
I 0.0073867 I -0.018863
-0.00013451 -0.021228

Figura 5.16: Campos de deformacio pléstica &y, trativo (T) e compressivo (C), para
0 modelo variacional de Drucker-Prager considerando encruamento li-
near.

Def. Eq. (T) - [mm] Def. Eq. (C) - [mm]

0.058857 0.029608
l 0.052389 I 0.026299
+ 0.045821 +0.02299
- 0.039253 -0.01968
- 0.032685 - 0.016371
- 0.026117 +0.013062
- 0.01955 - 0.0097525
0.012982 0.0064432
IO,DDS«HSS ID,DDBHBQ
-0.00015434 -0.0001754

Figura 5.17: Campos de deformag@o plastica equivalente, trativo (T) e compressivo
(C), para o modelo variacional de Drucker-Prager considerando encrua-
mento linear.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado o estudo do modelo de elastoplastici-
dade de Drucker-Prager associativo e ndo associativo seguindo duas aborda-
gens distintas. A abordagem cldssica teve como base tedrica o texto apresen-
tado em Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008) e a implementacdo numérica foi
realizada através de algoritmos do tipo preditor-corretor. O estudo, avaliagdo
e implementacdo da abordagem variacional de Drucker-Prager, para este caso,
foi realizado a partir do contetido de Stainier (Z0IT). Nesse processo, foram
executadas modificagcdes no que diz respeito a dependéncia da deformacdo
elastica no pseudo-potencial de deformacgdo. O tratamento dado ao pro-
cesso de integracdo numérica, em particular para os casos de fluxo ndo-
associativo, foi satisfatério embora aponte para necessidade de estudos ul-
teriores. Também foi realizada a correcdio e a finalizagdo de aspectos ope-
racionais como a deducdo da expressdo analitica da matriz tangente, sendo
a mesma implementada e testada em comparacdo com o modelo cléssico.
Uma das vantagens em se utilizar a formulag@o variacional € a garantia de
operadores tangentes simétricos. Apds a implementag¢do dos modelos, foram
realizados testes numéricos que permitiram a andlise comparativa de resul-
tados entre ambas as abordagens. A partir da andlise dos resultados obtidos
neste trabalho, é possivel inferir as seguintes conclusdes:

e No exemplo 1, a andlise das curvas de tensdo versus deformagdo apon-
taram o bom funcionamento da implementa¢cdo numérica dos modelos
para os limites de tragdo (f; = 60 MPa) e compresséo (f, = 90 MPa).
E possivel observar a equivaléncia dos modelos cldssico e variacional.
Ambos modelos possuem o mesmo valor de tensdo limite de escoa-
mento, imposto para tragdo e compressao, assim como reproduzem um
comportamento linear/ndo linear do encruamento, como esperado.

e No exemplo 2, para o ciclo de controle de deslocamento, se constata
o mesmo limiar de escoamento (assimétrico em tensao e compressao)
assim como a expansao isotrdpica deste limite mediante uma lei linear.
Observou-se também a existéncia de deformag¢do maxima e minima,
caracteristica do processo de deformacao controlada.

e No exemplo 3, considerando cisalhamento, observou-se que o com-
portamento das curvas tanto do modelo cldssico como do modelo va-
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riacional associativos apresentam um encruamento aparente. Esse en-
cruamento aparente ¢ devido ao aumento da pressdo de compressio
e a existéncia da deformagdo pléstica volumétrica que desloca o es-
tado do material ao longo do eixo do cone. Quando a pressdao de com-
pressdo aumenta, o limite de escoamento também aumenta sem que
haja modificacdo da superficie de escoamento e vice-versa. A pressio
pode ser reduzida com a aplicacdo do modelo nao associativo, que pro-
voca uma reduc¢do da magnitude da tensdo hidrostatica. Para eliminar
a inconsisténcia na obtencdo da tensdo hidrostdtica num modelo ndo-
associativo utiliza-se o pardmetro algoritmico 8 = 0, que promove um
atraso na dependéncia do pseudo-potencial. Assim, observou-se que
o comportamento das curvas tensdo versus deformacao, considerando
diferentes incrementos de deformacdo, ¢ semelhante.

No exemplo 4, para o retorno ao vértice do cone, ocorre 0 aumento
da tensdo hidrostatica devido a variagdo de volume do corpo, de modo
que a tensdo deviatérica ndo apresenta mais efeito podendo ser descon-
siderada. Uma das caracteristicas do retorno ao vértice é que todas as
tensdes principais sdo iguais, sendo as tensdes cisalhantes nulas.

No exemplo 5, para o corpo de prova tridimensional, observou-se que
o maior nivel de tensdo esta localizado no entalhe da placa, como espe-
rado. Assim como a tensdo, a deformacao total também apresenta mai-
ores valores no entalhe. Em se tratando de uma geometria com vérios
elementos, a implementagcdo numérica foi consistente proporcionando
os resultados esperados em termos qualitativos.

No exemplo 6, para o corpo de prova axissimétrico, os campos de
deformagdo plastica equivalente obtidos no teste tornam evidente
uma plastificacdo maior para o caso trativo, sendo que a regido de
deformacdo plastica fica restrita a vizinhanca do entalhe no caso de
compressdo. A implementacdo numérica foi consistente, proporcio-
nando os resultados esperados.

Assim, conclui-se que os modelos implementados apresentam bons

resultados tanto para geometrias simples de apenas um elemento como
para geometrias mais complexas com um maior nimero de elementos.
A implementacdo numérica mostrou-se consistente fornecendo resultados
quantitativamente corretos (de facil comprovacio nos casos de um elemento)
e qualitativamente esperados nos exemplos para o corpo de prova, sendo que
nestes ultimos hd similaridade de resultados entre ambas as implementacdes.
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6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Dentre os trabalhos a serem realizados, a partir dos resultados obtidos
neste, citam-se os mais relevantes:

e Avaliagdo de alternativas de tratamento para a dependéncia do potencial
de dissipagdo em relacdo a deformagao volumétrica;

e Extensdo do modelo e formulacdo variacional para caso de deformacdes
finitas;

e Identificacdo de pardmetros para casos especificos a partir de dados
experimentais.
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APENDICE A

A.1 Modelo de plasticidade associativo e nao associativo

Um modelo de plasticidade € classificado como associativo se a fungio
de escoamento é tomada como potencial de fluxo.

o=Y (A1)

Sendo o modelo associativo, considera-se o angulo de atrito:

¢gw%(ﬁﬁ> (A2)

Jet+ fi

onde, f. € a tensdo de compressdo e f; a tensdo de tracdo.
Se o modelo for ndo associativo € utilizado o angulo de dilatancia (y).
Nesse caso, o angulo de dilatincia é sempre menor do que o angulo de atrito.
Através de f;, f. e ¢ pode-se determinar a coesdo, que € uma espécie
de resisténcia interna do material a deformacdo. A coesdo nominal € obtida

através da Eq.(B3).

fe fi )

co= tan (A.3)
(25 June

Por ser uma aproximacido do modelo de Mohr-Coulomb, o modelo

de Drucker-Prager necessita de alguns critérios de adequagdo. Considerando
carregamento ou deslocamento uniaxial, o critério € obtido definindo:

_ 3sing _ 2cos¢ _ 3siny
v v T

Outra aproximacdo utilizada € para a tensdo plana, onde o cone de Drucker-
Prager coincide com a superficie de Mohr-Coulomb em tra¢do (f;) e em
compressdo (fp.) biaxial.

& (A4)

_ 3sing _ 2cos¢ _ 3siny
“2a T va T

A Fig.(A) representa esquematicamente as aproximagdes uniaxial e
biaxial.

A Fig.(B2) representa mais duas aproximagdes que sao obtidas
coincidindo as superficies de escoamento dos critérios de Mohr-Coulomb

§

(A5)
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llf: G,

Drucker-Prager
(auste biaxial)

Drucker-Prager
(@juste uniaial)

Figura A.1: Aproximagdo Drucker-Prager correspondente a superficie de Mohr-
Coulomb em tragdo e compressdo uniaxial (Adaptado de Souza Neto!
Peric e Owen (200R))

e Drucker-Prager. Uma aproximacdo faz referéncia as arestas exteriores da
superficie de Mohr-Coulomb
7= 6sin¢
V3(3 —sing)
€ a outra as arestas interiores:
6sin¢@ 6cos ¢ 6siny

= BB +sing) s = AG4sing) 1 VAGrsing) 7

6cos ¢
V3(3 —sing)

_ 6si
=Y (Ag)

¢ = V3(3 —siny)

A.2 Atualizacao da tensao deviatorica em termos de Ay

Considerando a atualizag@o da tensdo deviatdrica como
Spp1 =87 — 2Geg 4 (A.8)

sendo que,

€)1 =E€i,1— A&y Agg=NgAy Ny= WS" (A.9)
2
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-0,

Drucleer-Prager

(arestas exteriores) \ Molhr-Coulomb

Drucker-Prager
(arestas interioves)

-0, / -0,

/’ Cisalhamento puro

Figura A.2: Corte das superficies de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager (Adaptado de
Souza Nefo. Peric e Owerl (Z008))

Temos uma nova representagao:

1 GAy
Spp1 =8 —2GAY | ———§" | = |1 - —— | s"" A.10
. e I G- d e

Agora em termos de £4":

GA
i1 =2G [ 1 — 22 | gerr
%s” : slr
GA
=26 |1- 4 £
2
tac (eg)’]
GA
=26 1- L

A’)/ etr
=2G|1————— | ¢ A.11
( ﬂne;frH)d (1D
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A.3 Atualizaco do radical do invariante de tensio deviatorica

Iniciando pela tensdo deviatérica:

swot = [1-—GAY g (A.12)
Jz(str)
Swet g GAY (A.13)

Multiplicando ambos os lados da Eq.(A=T3) por (m) , temos:

1 Sntl 1 (1 GAy )
S (sui1) ) S J2(8n+1) Ja(s')

Sn+1 1 1 GA’}/

VR ) ST VBSe1) a5
i1 1 /(s - Gay
V2 (8011) 87 N Ba(sn1) /2 (sT)

considerando que,

Snt1 s

Vh(sue1)  /h(s7)
A atualizagdo +/J>(s,+1) pode ser obtida como:
s i _ /Jz(str) — GA’J/
VI(sT) ST ST (sne) /()

VI (8011) = /2 (s) — GAy (A.14)

A4 Atualizacio da tensao hidrostatica em termos de Ay

Considerando a atualizagfo da tensdo hidrostatica como:

Omnt1 = Oy —3KE; 1| (A.15)
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sendo que,

€, =& —Ag A€ = AYN, N, = (A.16)

W |

Assim, temos uma nova representacdo, agora em funcio de Ay:

Omn+1 = O —3K(AYN,)

=0 —3K (me)

= o, —KfAy (A.17)

A.5 Condicao de consisténcia para o retorno ao vértice

Sabe-se que a parte deviatdrica da condicdo de consisténcia para o
retorno ao vértice do cone € considerada nula.

Dyt = /2 (Sus1) +NOmni1 —Ec(E), ) D(sa41) =0 (A18)

Assim, pode-se escrever a condi¢io de consisténcia para o retorno ao vértice
como:

@1 =N0Onnr1—Ec(E) ) =0 (A.19)
Dividindo ambos os lados da Eq.(BT19) por 1, temos:

1 -
H(no'm,nﬂ - éc(&‘,’;l)) =0
Opm,n+1 _BC(E‘5+1) =0

Of — KAEl — c(80 AP =0 B = 5
Sendo o incremento da deformacdo pléstica acumulada

P
E =E(7 AP =E / ydt A8’ =EAy (A.20)
t

e a taxa de deformacao plastica volumétrica para modelo ndo associativo,

&=y Al =1 /t}'/dt Ael = fAY (A21)
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Combinando as Eqgs.(AZ20) e (A~X):

AEP Ag] _ -

— = = AEP = EAS{,’ = A’ =aAe? a= g
s 1 Ul n

Dessa forma, a condicdo de consisténcia para o retorno ao vértice do cone é
dada por:

r(Ael) = c(8F + aAe?)B — 6l + KAe? (A22)

A.6 Modulo tangente elastico

O moédulo tangente elastico é dado pela seguinte derivada:

Jo
co = Z=ntt (A.23)
&8n+1
onde a tensdo atualizada é dada por:
Gl = Sut1+ Ompi1d (A.24)
Sn+1=2G sfl,nJrl Omn+1 = 3K ei,n+l

Considerando a decomposicdo da Eq.(BA24), a derivada pode ser admitida

como:

ao—n+l aSthl a(7mn+l
- 4 ZOmntl f (A.25)
8£n+1 88n+1 88n+1

Onde a parte deviatérica é deduzida do seguinte modo:

e e
aSn+1 d2G 8d.,n+1 aed,n+1

a£n-&-1 8823,%1 aé:n+1

e

1
Eini1 =€~ gtr(e)l (A.26)

. Ly e,
A derivada — g"jll , em forma indicial, é dada por:
n

(9 (82,n+1)ij N 8(£"+1)ij 711 (8 ) I
9 (En+1) J(&nt1)y 3 rsA\En+1) s 1

1
:Iikljl_glijlkl
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Podemos entdo definir,

aszeinJrl 1
- _Iel=1
aen+l 3 @ a

e obter a parte deviatérica da Eq.(BA72F),

ISt
a8rz+1

=2G1, (A.27)

A parte hidrostatica da Eq.(B—23) pode ser deduzida como:

a('fm,rL«H _ d3K £€,n+1 ae\e;,rbH
a‘?:;'hLl a£€,n+1 a£n+1
. 1 1
£V7n+1 = gtr(enﬂ) = g[ N £n+]
. aser»l :
A derivada Ter pode ser obtida como segue:
n

ey, _ 1. d&n lI
€1 3 0€,41 3

Portanto, a parte hidrostética da derivada de tensdo € dada por:

80—m,n+1

=KI A28
8£n+1 ( )

Substituindo as Eq.(A7X1) e (A7) na Eq.(B—23), obtemos o mddulo tangente
elastico, também chamado de tensor de 4% ordem de Hooke.

o ao-n—H

¢= aen+1

=2G1l;+KI®I (A.29)
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A.7 Moddulo tangente elastoplastico para superficie suave do cone

A.7.1 Diferencial da tensdo deviatorica

O diferencial de tensdo deviatdrica € obtido através da Eq.(ATTl), que
na sua forma indicial € apresentada como:

A
sy =2G [ 1 ! r
ﬂ’ ;'
ds- . dSA .
dsl‘] = deelir dez,tkrl + d%dAy (A30)
d.kl 14
—_—

Desenvolvendo (1), em duas etapas:

A des’.
(L) = 26 1-—7 U aest,
V2 el degly
A I+ 1,40
_ll1- Y ( ikd jl il jk) dEZIIZZ
ﬁ sztr_ 2
L sty n
oof, (aegs; +aesi)
L V2| el ) ] 2
A
—log|1-—27 des!r
i V2| el ) ]

1
2

2GAy O (€5 : €5")
V2 IeqY)
12GA

—_ Y(EZ":EZW)

22

(1.2) = degt &5

etr . aetr
_3 J (edﬁrs : £d,rs)
2 — ‘(e

etr
ey

etr etr

dkl €aij

(1.24) (1.2B)
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onde,
GAy 1

V2 [leg e es ]

(1.24) =

a (dsefr . dsetr)
d,rs * d,rs
(1.2B) = : ’ [def tr z-:“-’-]
etr d.kl ©dij
ey
etr
d,rs
etr
9egy
Lyl + Tl g etr etr getr
=2 ( ) deg s |:d€d,kl ed,ij]
€55 + €5l
_ 9 3 etr etr
=2 - 5 A€y €4

=2

et tr et
dey’s [defl,kl sd.,irj}

= 2€50d€5 5 €4
temos:
GAy 1
% Te ey ey (et il i)

etr etrr

26 Ay E4u dectr i
- 5 etr etr d.kl etr
V2 [leg | lleg (| [leg” |
Ay
= 2G——Y DDy de’"l, D; =
Valegr e

Assim, (1) é definido como:

2G| 1— —~L | des
eyl = ( ﬁfﬁf&) i (A31)

Ay ..
_ZGWDUDM defl,tlgl

(12) =

etr
€4

(g

dS,'j
etr
deg’y

Desenvolvendo (2) de uma maneira simples, obtemos:

dsij 2Geg 2G

— T gy — D;; dA A32
ay AT O
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Juntando as partes (1) e (2),

26 1— —AY _)gee'r — 26D, dA
dsij = ( ﬁef/:) S

L. etr
Dszkl de’k]

Ay
O AT
Pode-se considerar que,
D;jDy = (D®D);
e assim determinar ds:

2G 1—A7>d£e”—DdA
ds — ( VAl ) 464 T At Ay

' _D®Ddey"
fH |

A.7.2 Diferencial da tensdo hidrostdtica

Sabe-se que a atualizacdo da tensdo hidrostatica é dada por:

Gmn+13K< etr nA,}/)

Aplicando o diferencial de uma forma direta, temos:

do—m n+1

e
d£1 n+1

=3Kde!"" — KfdAy

dGm n+1

domn+1 dA’}/

deg’" + —"—dAy

A.7.3 Diferencial do multiplicador pldstico

(A.33)

(A.34)

(A.35)

Pode-se observar que tanto o diferencial da tensao deviatérica quanto o
diferencial da tensdo hidrostatica possuem em comum o diferencial do mul-
tiplicador plastico, que necessita ser determinado. Partindo da condi¢do de

consisténcia,

»(s'") — GAy+n(o,, — KN Ay) —Ec(g] +EAY)

(A.36)
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considera-se o diferencial:
. dd dd dd
dd = ——de’"” det"" + —dA A.37
dee 7 64 T qeer e TRy Y (A37)
——
(1) () ®3)
Desenvolvendo (1) na forma indicial,
dd etr _ d ‘]Z(Str) etr
defif{/ d,ij dsfjf{j d,ij
1 L1 9h(s™)
=3 () G
. 1 (912 (Str)
2\/D(s) 0€3";
onde,
1
V(s = V2G| €5 || = Es":s” s =2G ey
temos:
dd eir 1 19(2G£2” : 2G8§")
r dij — r Y r
degl; " 2V2G ey || \2 083
1
= (4G* &', dee’f) de’'r
zﬁGHeZH ( dij d,ij d,ij
tr
= E ef]”;j 52’.’.
V2 [legr
= \/EGDU dEZfi'}
E portanto, y
do etr \f etr
dey" =V2GD dg (A.38)

t
des’”
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De uma forma simples, desenvolvendo (2)

d® cerr — A% e
dE“f” v dgftr 4
d(ngtr)
— Tgvtrdef"
_d(Ke") | i
U dger T
= Kn e (A.39)
e(3)
dd d(—GAy— KnijAy—c€)
= dAay= dA
any“ dAy v
= — (G+Knfj+&*H) dAy (A.40)

Juntando os termos, o diferencial da condi¢@o de consisténcia é dado por:
d® = V2GD;; de/l + Kn dei'" — (G+Knfj + E°H) dAy (A4l

Igualando a expressio a zero d® = 0 e isolando dAY, temos:

1

T GHKnn+&H (V26D e+ Kn dec')

dAy

Dessa forma,

1

dAy=A (V2GD deS + K deS”) A= — -
Y (\f a TR g ) G+ Kni+E&H

(A.42)

A.7.4 O mdédulo tangente elastopldstico

A derivada que fornece o médulo tangente elastopldstico é dada por:

_ 96,1 _ dsup dOmn+1
a£n+1 deerr deetr
S~—— S——

(4) (B)

D¢’ (A.43)
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Desenvolvendo (A),

dsyy1  dsps1 A€ ds,yy del’”
deetr = defitr deetr + deetr devetr (A'44)

(a1) (a2)
em sua parte (A1)
[ A
dsyi1 dE§” 2G (1 ﬁne;fw) ,
desi™ deerr Ay ) ¢
+2G( AL —AG ) (D@D
TAler ~AG) PeD)

2G 1“)1
< V2lleg T )

+2G AZ,,—AG) D®D):1
(med H (D®D):la

2G(1— =22 )1
( ﬁlISS/’II)"

—AG) (D@ D)

+2G | =L
I (ﬁlsd |

e (A2),

dspy1 det'”

dec qeer — ¥ 20AKNDEl

Entdo, (A) resulta em:

_ Ay _
s, asy | 20(1- iy ) - Vaoakn Dot s
defilr deetr - Ay ) .
+2G | =t —AG | (D®D
(ﬂes H (D D)

Agora desenvolvendo (B),

dGm,n+l o dGm,n+l dsfjtr dcm,nJrl dgftr A.46
deetr - defltr deetr+ ds‘ajtr deetr ( . )

(B1) (B2)
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em sua parte (B1),

dcm,n-‘rl dsfjlr
deq’ deetr
a

B ds;tr
= —V2KjAGD®1, Jgerr — b

= —V2KRAGD D®l;=D

e (B2),
Aoyt dee” - dectr
: =K(1—KnnA)l Y —
de‘i,’tr dselr ( nn ) deetr
Entdo, o termo (B) resulta em:
4O+ 1 = K(1—KnfA)I—V2KRAG D (A.47)
deetr - nn n .

Dessa forma, pode-se afirmar que o médulo tangente elastoplastico pode ser
escrito como:

2G 1%)1 +2G<AV,AG> D®D
Do — < vAlles ) e+ 26 e —4¢ ) (P D)

—V2GAKN DRI +1® [K(l fKnﬁA)I—\@KﬁAGD}
De um modo simplificado,

. 2G(1—- 2L l+2G<A7,, —AG> D®D
D = ( ﬂllez'll) ¢ Ve ] ( )| (aas)
—V2GAK M D®I+712D)+K(1-KniA)Iol

A.8 Modulo tangente elastoplastico para retorno ao vértice

Da defini¢cdo de mddulo tangente e considerando que para retorno ao
vértice a tensdo deviatdrica € nula, tem-se:

86n+1 doy, n+1
= =1 : A.49
86,1“ © deetr ( )

D}"V

Sabe-se que a atualizacdo da tensdo hidrostatica é dada por:

Omnt1 = O — KAEY olr =Kegt'r
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Assim, o diferencial da tensdo hidrostética é obtido da seguinte forma:

dGm,n+l t dcm n+1
A0t = e dey" + = die]
=K de{'"" — K dAgl (A.50)

O diferencial do incremento da deformagio pldstica volumétrica (dA&l) pode
ser deteminado considerando a condi¢do de consisténcia para retorno ao
vértice,

V(Agf) = c(%ﬁ-l)ﬁ - Gm,nJrl
= (&’ + aAel)B — Ket"" + KAeP (A.51)

onde seu diferencial é representado por:

,
dr(Ael) = d;(j;f) eir ‘Z(AA;;)dAeg’ (A.52)
(1) 2
Desenvolvendo (1)
d;(SAm ) de e K dee!
e(2)
d:l (AAj)dAef _ (aBH +K)dAe?

Juntando as partes,
dr(Ael) =K de!" + (afH +K)dAe? =0 (A.53)
e pondo em evidéncia dAg}, temos:

K
dAEP = —~ _ggeir A54
&= apH+ ) (A-54)

Substituindo na Eq.(A30), tem-se:

K
dGm,rH»l = Kdgstr -K (W) dg‘f,r (A55)



80 Apéndice A

Aplicando a derivada em relagdo a €°""

doupi1  dOppy1 def"”
=
dee r dg‘f‘[r deetr

obtém-se o médulo tangente elastopléstico para o retorno ao vértice do cone:



APENDICE B

B.1 Minimizaciao do variacional em relacao a M

O seguinte problema variacional,

min [W(se) + w*(ép)}

M.p
define:
/3 s
2 sl
Dado a energia livre e sua taxa,
W= 1Cetse- €
> :

W=-0:(M+BI)p
——(6:M)p—(c:DBp
deriva-se a taxa de energia livre em relacdo a M
w
oM~ "
Aplica-se a derivada o lagrangeano,
£(M,l] ,},2) = W(M) +MZ+ 12

sujeito as seguintes restrigdes:

Z = tI‘[M]
3

ZZZM:M—*
2

Assim, o lagrangeano pode ser escrito como:

£(M, A, ) = W (M) + Ay tr[M] + A (M: M->

81

3
2

)

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

B.7)

(B.8)
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As derivadas do lagrangeano por A;, A, e por M, sio respectivamente,

of
of 3
7 M.MfEfO (B.10)
of oW otr[M] oM:M-3)
oM oM M om TR oy 0 B
~~ S~—— —
(1) (2 (3)
Sendo as partes (1), (2) e (3)
o _d(I: M) _Jd(M: M)
Assim a Eq.(BZI) torna-se,
£ .
=—po+MI+1,2M =0 (B.12)

oM
Através do conjunto de derivadas, pode-se determinar as varidveis A; € A;.
Determinando A;:

dof
M I1=0
(—po+MI+22M): 1=0
—plo: D+MT:1)+2M: I)=0
—ptr[6] + 341 +2tr[M]|A, =0
—ptr[o]+34; =0

Isolando A, temos:
tr|o
/h:prH (B.13)
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Determinando A;:

Py
(—p6 +MI+212M): M =0

ptr[o]
3

(6 M)+ ””3["] (tr[M]) + 22> (;) —0

—p(o: M)+34, =0

—p(c: M)+ (I: M) +20,(M: M) =0

Isolando A;, obtém-se

M
lgzp'(o-3 ) (B.14)
Substituindo as Eqs.(B13) e (B14) na Eq. (BT):
of
om ~°
—po+ptr[36]1+p(°:3M) M =0

—36 +tr[o]l+2(c: M)M =0

-3 (s+ ;tr[6]1> +tr[o]l+2(c: M)M =0
~35+2(6: M)M =0

—3s+2 ([s+ ;tr[d]l} : M) M=0

—3s+2(s: M)M=0
[-3s+2(s: M)M]:5s=0
—3(s:8)+2(s: M)(M:s5)=0

—%(s: s)+(s: M)>=0

Separando as partes:
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—~
—~ [~}
(=Y .
z X
— [ %)
Il Il
N W
—
[
[
S~—

<
I

ﬁﬁ
— —
=] ]
=] =]
~— ~—

o
R

2 s s s

M
3 s
M=, /255
\/;S\/S:S

3 s
M:\[ (B.15)
2 [|s||

Assim podemos dizer que o minimo define M.

=]
=]

B.2 Prova de que o variacional de atualizacio constitutiva define M

O seguinte variacional de atualizacdo constitutiva

b W) - wien
W(£n+1,£,,,£n) = {/InlArglv —I—Atl,l/* (%;tr[ge]nJre) (B]6)
define
3 str
— Va2

Admitindo que y* depende apenas de At p = Ap e € independente de M.

A
argmin (W (g, ) —W(e;)+Ary* (Af;tr[ee],ﬁg)} = argmin [W(£2+])]
M M
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Entdo, encontra-se M que minimiza W (g;,_ ). Portanto:
1
W(e, )= ECE: € 1€y (B.17)
Tomando o lagrangeano,
£(M, A, ) =W(M)+MZ+ 227, (B.18)
sujeito as seguintes restricdes,
Z) = tr[M)] (B.19)
ZZ:M:M—% (B.20)
temos,
3
£M, A, A) =W (M) + Aitr[M]+ Ay (M: M_Z) (B.21)
As derivadas do lagrangeano por A;, A, e por M, sio respectivamente,
d£
— =u[M]=0 B.22
T3 =M B.22)
dof 3
—=M:M——-=0 B.23
T 2 (B2
of oW . JrrM]  , O(M:M—3)
=4 A 22 =0 B.24
oM~ oM M oM T oM ®.29
~~ ~—— —_—

(1) ) ®3)
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Desenvolvendo (1)

L 9&

oM

ow 1 _, Je; 1
= ‘. ”+1282+1+§C6182+1.

oM 27 oM
Je;,

9.

oM

a[sn-i-l_sg_Ap(M_"ﬁI)]

=O0n+1: oM

. d[e" —Ap(M+BI)]
=Opt1: oM

= —0Oun1Ap (B.25)

=0pn41:

e determinando também os termos (2) e (3)

otrM]  9(I: M)

o = o =1 (B.26)
oM:M—3) oM:M)

M om =M (B.27)

temos, na junc¢do dos mesmos na Eq.(B24):

dof
M = -0, Ap+MI+12M =0 (B.28)
Através do conjunto de derivadas, pode-se determinar as varidveis A; e 4.

Determinando A;:

daf

(=61 Ap+MIT+212M): I =0
—Ap(Cpp1: D)+ AT D) +24(M: 1)=0
—Aptr[6G 1] + 341 +2u[M]A; =0
—Aptr[6,11]+34 =0

Isolando A, temos:

A= Ap tr[o;* 1 (B.29)
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Determina-se A;:
of
—:M=0
oM
(=ApG 1 +MI+22M): M =0
Aptr|o
—Ap(G,11: M)+ w(h M)+20(M: M)=0
Aptr|o 3
—Ap(Gpi1: M)+ w (tr[M]) +22, (2) =0
—Ap(O'n_H : M) +32, =0
Isolando A,, obtemos:
i1 M
2 = Ap% (B.30)
Substituindo as Eqs.(B29) e (B30) na Eq. (BZR), comprova-se que a Eq.
(B18) define M.
£
2= 0
oM
t M
—ApG, 1 +Ap r["”“]HApMzM =0

=301+ t[Cni1 ]I +2(0p11: MM =0

-3 (s,m + ;tr[o,,ﬂ]l) +tr[6, 1]+ 2(0pt1: MM =0
—38p41+2(Cpir: MM =0

=381 +2 <[sn+1 + ;tr[onﬂ}l] : M) M=0

—3Sn+1 +2(Sn+1 . M)M =0
[*SSnJr[ +2(Sn+] : M)M] LS+l =0
—3(Spt1: Snt1) +2(sp1: M)(M: 5,41) =0

3
=5 (Sni1t Su1) + (s0e1 M)* =0
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Separando as partes:

3

(S11+1 : M)2 = E (Sn+1 : Sn-H)
3
(SnJrl : M) = B (Sn+1 : Sn+1)
3 1
M= 3 (Snt1: sn+1)sn+l
M 3 V/Snt1: Sl \/Snt1t Sntl

2 Sn+1 Spt+1° Sn+l
MZ\/?an:an

2 Sp1/Snt1: Supl
M:\/g Spt1 Sntl  _ si’

2 [spet l[snrall [Is™]]

Assim podemos dizer que o variacional de atualizac@o constitutiva define M,
pois temos que:

3 Str
M=4/>5_ (B.31)
2 sl

B.3 Minimizacao do potencial em relacao a Ap

Definido M, busca-se encontrar a seguinte condi¢do de otimalidade
em relacdo a Ap:

OW* (€41) |, IV (&),) +Atallf* (Ap/Ar)
dAp dAp dAp
(A) (B) ©)

=0 (B.32)

Desenvolvendo (A)
oW (es,,)  owe  oes.,
dAp Je., JdAp

(A1) (A2)
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nas suas partes (A1), (A2)

owe e e

a£2+l :C . £”+l :Gn+]

aserl _ J etr _

Shn = 5y (7~ Ap (M BI)) = —(M+ BI)

€ substituindo,

oW (&41) _ )
W——Gn_;’_l. (M"‘ﬁ])
= (Sn+1 +Gm,n+11) : (M+BI)

- - (Sn+1 : M) _3B6m,n+l

/3
=— Esn+l D Snr1 —3BOunt1

= —O¢qn+1 _3[50-m,n+1 (B33)

Desenvolvendo (B), da defini¢do de (E), se tem:

owP (&) .,
s =1 o
Desenvolvendo (C)
dy* (Ap)
AIW
J e
2 (o -Curleral]an)
_ aip {[ow0—C (61 [e°"] —380Ap+ (1 - 0)tr[e5])] Ap}
=0y —C[0tr [e°"] —6BOAp+ (1 —0)tr[g;]] (B.35)

Juntando os termos se obtém a condi¢@o de otimalidade:

—Ocqn+1 — 3ﬁ Omn+1 + G0 +f(é;f+])

r(Ap)lap=or = | _¢ [Otr[e¢"] —6B0Ap + (1 — 0)tr[€¢]]

=0 (B.36)
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As tensdes equivalente e hidrostética atualizadas podem ser reescritas em ter-
mos de oy, ¢ £

Oegntl = Sn+l: M= (s”—ZGMAp) M
=s"": M —3GAp
= 0,y —3GAp (B.37)

Omnr1 =Ktr[g;, || =Kt (e —Ap(M+BI))
=Kt [e°""] —3BKAp = 6f —3BKAp (B.38)

Permitindo obter a expressao da derivada

— (oty —3GAp) — 3B (o} — 3BKAp)

r(Ap)lpp=o+ = | —C[Otr[e*"] —6/39AP+(1_—176)tr[£§]] -0
+f(&41) + 030

— (0l —3GAp) —3P (a5 — 3BKAp)

=| —S[60+(1-6)0,,—66BKAp] | =0 (B.39)

+f(érll)+l ) + 6)70

Se o encruamento for nulo ( f(& )= 0), a equagdo de otimalidade se torna
linear com Ap, permitindo sua determinacdo explicita:

ol +(3BK+CO) tr[e*"|+C(1—0)tr €] — o,
ap_ Ot (BBK+CO) ule)+ C(1—O)ulef] o
3G+9B2K +6B5CO

B.4 Mapeamento de retorno ao vértice

A condicido de otimalidade da Eq.(B39) é vilida para Ap que satisfaz
a restri¢do adicional

Oeqn+1 = Ogq —3GAp >0 (B.41)
Caso contrdrio, a atualizacio se encontra no vértice do cone onde

Oegnt1 = Opy—3GAp =0
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e o residuo

_ —313 (o —3BKAp)+ f(&/, )+ 00 | _
r(Ap)|ap—o+ = { C 1001 + (1— 8)yn— 6OBKAP) =0 (B42)
Reescrevendo em termos do incremento de deformagdo plastica volumétrica
Agl

—3B (o —KAel) + f(EF. ) + 030
Py — n+1 Y _
r(agy) = [ f% [06”+ (1—-6)0mn 729KA£5’] =0 (B.43)
onde,
el =V3(7p)
Ael = \/51_1 /p dt = \@ﬁAp =3BAp B= @ (B.44)
Jt
e a constante material C calculada através da Eq. (B23).
C
3tany =38 + X
V31 V3n\ €
3 (3 =33 Tk
_ C
V3n =30 + e
C=+3K(n-1) (B.45)

B.5 Moddulo tangente elastoplastico na parte suave da superficie de es-
coamento

A tensdo € calculada segundo a expressao

N oW awe dy*
bl = = A
Gt 0€np1  0€n1 N taen+1
=C° (&1 — €. |) —COAPI
=C(&ny1 — € —Ap(M+BI)) —COApI

= C€°'" — C°Ap (M + BI) — COApI (B.46)
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O diferencial de 6,4 € descrito como:

a6-11-"-1
de
a£n+l n+1
——
96,1 9A
o
) n+1 4 Eni1
d6,.1 = dAp €, (B.47)
———N—
96,1 oM
Ontl
—de
oM 8£n+1 n+1
S——A—

Desenvolvendo o termo (1),

aés-errl
=C° B.48
a":nJrl ( )
O termo (2),
aCA)-nJrl e
Ay = —C¢ (M +BI)—Col (B.49)
O termo (3),
d6 .1 aMm
d;; - - = _CisuvAp dMMV = _CisuvApluiIVj = _CisijAp
ij ij
d6,
ﬁ“ =—C°Ap (B.50)
O termo (4),
1
aM;; _\F dsi; 1 +\Fs,,d(w) B51)
A€ 2de, i |57l 2V de, i p ’
—— ——

(44) (48)
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Jd o termo (4A)

Ir
ds,-j

d

d€, 1 d€piip

[2G dev (€411 — £])];

d
A€,y 1 4

(i e~ 5 (e —eD): 1]

ij

d 1
Gd8n+1,kz KEHLU_SZJJ) - (3 (Ent1 _35)mm> : I,-,}
g1 26

771 Il”
d€p1l 3 K

1

=2G {Ilijkl 3 (1®I)ijkl]

=26 [ld]ijkl

e (4B):

d(W

1
) _4(p1) df _awrent as

depiip  dsy denau ds) denm
— _1 (str, Szr)—% d(str: Str) dSZ
20 dsi:  deyiiu
1 tr. Jr —% tr dSZ
=——=(s":s 2s
2( ) ( l]) d£n+l,kl
_3 1
= —2Gs}; (s 57) 2 [Ilijk, -3 (I®I)l.jkl}
st 1
= 26— |, — - (I]);;
s L3
i
1 r r
= —2G7”strj||3 )i ju si7 [Laliju = S
Sii

I
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Substituindo os termos (4A) e (4B) na Eq.(B3l), o termo (4):

dM;; \F 2G \F 1

_ /2 Ll o] 220G——grgt

den 1 2|\s~||“””“ 2 ||fu3 s
EREIER7p P ERVETER B .
a7 e b = 2 W/z I T s

3G 3G
= 7[ld]ijkl Gf <3M11Mkl)

Oeq eq
3G 26
= o Laliju— ?g,MUMH
oM 3G 2G
=) - MoM B.52
e ol (ld] o ® (B.52)

O cdlculo do termo (5) é executado diferenciando a condicdo de consisténcia
da Eq.(B39):

or or
dr=——dg, —dAp=0
' €11 +1+aAP P
dr doy, or daoly or
: — ——dA B.
=0 den o aar ae,,, o T oap Y (B

Determinando cada um dos termos separadamente,

or
doy, -
8Gtr
=2GM
88n-&—l
ar C
—— (3 09—
dolir (BJF K>
do}r
=KI
aenqtl

;Tr - (3G+ 9B2K +6BCO+H\/1+ 2[32) dAp
P
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e substituindo na Eq.(B33), temos:

dr— (B.54)

— [2GM +3K (B+605%)1] : deny ,
+ [3G+9[32K+6ﬁC6 YH/ +2ﬁ2} dap | =

Assim, o termo (5), pode ser expresso como:

dAp 2GM +3K (B+6+%)1
J€y11 3G +9B2K 4+ 6BCO+H\/1+2B2

c
= [2GM+3K (ﬁ+93K> 1] A, (B.55)

onde
1

A =
" 3G+9B2K +6BCO +H/1+2p2

Juntando os termos (3) e (4),

(B.56)

d6n+1,rs dMij
dM;; d€,

3G 2G
= (CfsijAP) prey [ld}ijkl - TMiijl
Oly Ooy

26

tr
Geq

3G
= _FcisijAp [ld]ijkl + CeAp MMy, (B.57)
eq

rsij

(4) (B)

sendo

wij = 2G [la] 5 + K1, 1 (B.58)

rsij
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Substituindo a Eq.(B3X) na Eq.(B37) e resolvendo os termos (A) e (B) se-
paradamente

3G
(A) = <K [I®I]rsij+2G [ld]rsij> <_0.Z]AP [ld]ijkl>
6G> 3GK
=T Ap [ld]rsij : [ld}rskl - tr Ap [ld]ijkl [I®I]rslj
Oty Oty
6G>
=- Gég Ap [ld]ijkl

2G
(B) = (K [I®I]tjrs+2G [ld][jrs> ((%;Ap Mrs'Mkl>

4G? 2GK
= o Ap M, My, [ld]ijrs + FAP M My [1@1]1»]-”
eq eq
4G?
= — Ap M My
ol

tem-se finalmente a nova expressdo do termo (B3X1):

d6 i1 s dMij 4G? 6G2
dM;; de&,iu Ok ki ol (La]; kI
aan—H aM 4G2 6G2
oM " dEn ot Ap MM - ot Ap [l4] (B.59)

Operando as partes (2) e (5):

96,.1 dAp
dAp 0€,41

— _(C*(M+BI)+COI 2GM + (3BK + 6C) I| A,
=—(C°M+C°BI+COI)[2GM + (3K + 0C)I|A,
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Na forma indicial:

06,41, JAp
JdAp €, 1u
= — (Q.GMU + 3BKI,']‘ JrCGI,’j) [2GM; + (3BK+6C) Iy] A,
[74G2MU’M]<1 —2G (3BK+ GC) M,‘jlk]] A,
= +[*6GﬁKI,‘ij1—3,3K(3ﬁK+9C)1ijlkl}Av
+[~2GOCI;;My; — 6C (3BK + 6C) I;jI,] A,
—4G2Miij1 —-2G (3/3[(4— GC)M,'jIkl
= | —6GBKI;;My—3BK(3BK+6C)I;I; | A,
—2GOCI;iMy; — 0C (3BK+6C) I;jIy
—4G*M;;M}, — [6GBK +2GOC) M1y,
_ — [6GﬁK—‘r 2G9C] I,'ij[ A,
— |9p2k2 + 6BKOC + (90)2} Il
—4G*M;;My; — 6GBKM;;1yy —2GOCM;;1y,
—6GBKI; ;M —9B*K?1;;1, — 6BKOCL; 1y | A,
—(6C)* I;jIy

Assim, pode-se afirmar que:

aanJrl aAp
aAp 8811-&-1
—4G’M @M — 6GBKM QI —2GOCM R 1
= | —6GBKI®M —2GOCI®M —9B*K* 11 | A,
—6BKOCI®I—(6C)* I®1
—4GPM M
—(6GBK +2GOC)M 1
= —(6GBK+2G6C)IoM |Av (B.60)
- (9;321(2 +6BKOC+ (ec)2) 1ol

Agrupando as Eqgs.(B4¥), (B39) e (B:al) na Eq.(B=Z1) obtemos a
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seguinte expressdo para o diferencial de tensdo:

Ce O-tr Ap M ®M
G,, Ap (4] — (4G2M QM)

A6y = A, (6GBK +2GOC)M 1 | d€ny1  (B.6O)
—Av (6GBK +2G0C) 1o M

~A, (982K +6BKOC+(6C)* ) 101
que d4 origem ao operador tangente D°7:

Ce+4G2 ( —A )M@M O-t‘rl Ap [ld]ljkl
D — —A, (6GBK+2G9C) MRI+IxM) (B.62)
~A ( B2K2 +6BKOC+ (6C) )1@1

B.6 Moddulo tangente elastoplastico no vértice da superficie de escoa-
mento

Para retorno ao vértice do cone, o diferencial de tensao é considerado
como:

A6t = d6mniil (B.63)
Gmni1 =0 —3BKAp—COAp (B.64)
on =Kej', (B.65)

O diferencial da tensdo hidrostatica é obtido da seguinte forma:

A déy, n+1 déy, n+1
d6ypi1 = T del" + T dAp
" dectr Y dAp
=Kdel"" —3BK dAp (B.66)

Tomando o residuo (Eq.(B=43)) e aplicando o diferencial

dr dr
dr= def"" + ——dA B.67
r dé‘gtr EV +dAp p ( )
—_—— ——
(1) 2




B.6 Modulo tangente elastopldstico no vértice da superficie de escoamento 99

Desenvolvendo os termos (1) e (2)

dr
dgve"dsve” =—(3BK+0C) det'”
d
ﬁdA = (9B*K +6B0C+aH)dAp  a=+/1+2p>
reagrupando,

dr=—3BK+6C) de!"" + (9B*K +6B6C+aH)dAp=0  (B.68)
e isolando dAp, obtém-se:

3BK +6C
(982K +6B6C + aH)

dAp = det' (B.69)

Substituindo dAp na Eq. (BZ66),

3BK +6C)*
dé—in,n+l — Kdgftr_ < ( ﬁ + ) >d£elr

(982K +6B6OC+ 0H) v

resulta em:

. . :
d6m i1 _ A6y py1 dei™

deetr dEf” deetr
(3BK + 6C)*
=|K- 1 B.70
( (9B?K + 6B6C 1 aH) (B.70)

Dessa forma, o mddulo tangente elastoplastico para retorno ao vértice
¢ tido como:

dam,thl
dee tr

B (3BK 4 6C)*
- <K_ (9B2K+6[39C+aH)>I®I ®.71)

D}’V:I®
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B.6.1 Moddulo tangente elastopldstico no vértice da superficie de escoa-
mento em funcdo de Ae!

Para retorno ao vértice do cone, o diferencial de tensdo € considerado
como:
d6n+1 = dé—m,nJrII

6m,n+1 = G’;r - 3ﬁKAp —COAp O_rlnr =K Slfrrl:»l
O diferencial da tensdo hidrostatica € obtido da seguinte forma:

dém,n+1 dé—m,n-&-l

démn = def'" + U dAeP
LT T gger T i dAel v
co
=Kdel'" — (K+ 3[3> dAgl (B.72)

Tomando o residuo da Eq.(B=Z3) e aplicando o diferencial temos:

A P
dr(aer) = TAE) yperr

dr(Agl)
1) = geer 82 dner (B.73)

dAel v

(1) @

Desenvolvendo os termos (1) e (2)
(1)=—(3BK+6C) deg'"

(2) = (3BK +C(26) + aH)dAe?  a— Vl;ﬁzﬁz

reagrupando,
dr(A€P) = — (3BK +OC) def™ + (3BK +C(26) + aH)dAeP = 0
e isolando dA€”, obtém-se:

3BK +6C
(3BK +C(20) + aH)

dAel = del” (B.74)

Substituindo dAe! na Eq. (BZ2),

co 3K +6C
d =Kde]" — K+ & de;”
Omnt1 =K de, ( +3/3><(3BK+C(29)+06H)) °




B.6 Modulo tangente elastopldstico no vértice da superficie de escoamento 101

resulta em:

d6m7i1+1 o dGm.n+1 deftr o (K (3BK+ QC)Z
3B(

- - 1 (B75
deerr dec'™ dgetr 3ﬁK+C(26)+aH)> B.75)

Dessa forma, o médulo tangente elastoplastico para retorno ao vértice
¢ tido como:

do—m,n-‘rl
dee tr

(e (3K +6C)*
= (K 30 )>I®I (B.76)

DrV:I®

3BK+C(26) + aH
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