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%’ES'?QO em geral é wma serie de ter:nos
| , ou decrescem n'uma razdo constante. Ha
rogressoes : progressao por -.diﬁereﬁfi 3
or quociente. Progressio por differenca é
' cada terﬁw ewcede 0 seu antece-—

B
7 5%
S



2 4 . 0 |
: 0 € n£69 d’onde resulta que nas i
passa de um termo p

qubtrahindo ao precedente a razio, e q

seguinte, aressoes ¢ terem a razio negafiy,
. oteristico destas pros radeia TS
calicg 6 18:54: 162:etc., 6 uma progreasao §
: cuja razao é 3, que € 0 ¢,

qualquer termo pelo
gressdo por quociente decrescente, cuja

uma pro
l L L] L L] |
i— cue ainda se avalia dividindo qgalguer consequente
S “ e
pelo seu antecedente; € entao Vem:-i-z-,—g-, etc., fracedes
: g
estas que simplicadas produzem —. D’aqui se deprehende

-

que nas progressoes por quociente, tanto crescentes, como
decrescentes, se passa de um termo para o seguinte, multi
plicando o antecedente pela razao, € que O caract
destas progressves 6 que para as crescentes a razao € um

numero inteiro, e para as decrescentes a razao ¢ uma
fraccdo. P

Progressdes por differencga

a 2 - . ' |
0?‘]é:ssc£ ropreeande.— Um lermo qualquer de uwid pre
t_,a qug“)OpO? d-z'/?"e_af‘enga e 3'912,5@[ ao 10, Nnals 0““# :
Tl mulliplicada pelo numero de termos ’rﬂ'

a3

Demonstracd: :
A¢a0. — 4
cencas g 5 S%—Seja em geral a progressio

C' ‘o X s - | 11 L Wt
da nocio que 3 gldt e s ele.. 8 seja 7 a razao. Em Vaesels
que um term(')] e it pProgressao por differ 3nca, ‘

qualquer & 1Igual ao precedente, mais

4zao, confor te O

i ' 0O e -

degrﬁebcente, Segue-ge 111me A progressdo for Cress=E
t 4-0 tel‘mo Z):a_‘t_—?q e | .-
). » | — 4 ; i
g.‘: » d—-‘:*:(j:i: :“(lir j—__rzai2;'__aj:*" (‘. ]
w0 » ff::::;d:;:.ia-t?rirma :t33*ﬁﬂir (ﬁ _III t) |

ot 1E3rtpe=q - dr==aset s

etc.
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\ palysando estes resultados, vemos que o 2 termo é
| a0 1°, MAIS OU MeNos a razdao que se subtende mul-

t‘r ﬂi;n.dz-l. por 1, ¢ , que € 0 numero de termos prece-
-lélle q0 2°; 0 3° termo ¢ igual ao 1°, mais ou menos a

(}qzﬁo l'nultipl_icada pora—1, que é O numero de termos pre-
4 z,édellt-*f‘s ao 3°, etc.; e por analogia suppondo / um termo
qualqm”'* e que 72 € 0 numero de }er'mos comprehendidos

Jesde 0 1° até ao ultimo, n—1 serd o numero de termos
Pl,ecedeutes a (, e portanto {=a-t»(n—1); formula esta que,
| traduzida em linguagem ordinaria, dd o principio que se
| _-; quer‘ia (161]1011813[1&11.

AP PLICAQEO

. A propriedade demonstrada resolve o seguinte problema:
. gados o 1° termo e a razdo, achar um termo qualquer da
| progressao por differenca. = _ .

-~ Solugdo.—Se o 1° termo for 4, e a razao <, pedindo-se 0
* o0 termo, faremos applicacdo da formula geral, que
| para o caso particular de que se trata, ¢ l=ao valor
L qumerico do 20° termo, a—4, r—==2 e n =20, por conseguinte
L 1—19, logo {=4+2X19=4X38=42, que ¢ 0 valor nu-
~ merico do 20° termo procurado.

. demonstrada, se acha o valor da razdo, quer para 0 €aso da
fi_-"--progressﬁo ser crescente, quer para o caso della ser decr(las:-
.~ eenfe. Para o primeiro caso a férmula é i==a—-r (n—1);
" & subtrahindo a ambos o0s membros IQe_s(;c_a, dlgualdgléise OaS,
| R ram - l—a—14 (n—1); dividindo all

P guantidade o, vem: l—a=7 (n—1); dividy

e W

- membros desta igualdade por n—1, velll;;--—?_._; :

E como 72 ¢ 0 numero total QOS termos
esse numero é evidentemente igual ao NWNEro
mais os dous extremos, segue-se que, J epl

A—

por m 0 numero de termos médios, n=rm--<, ¢

s3da

¢

I-'h_
I
-
-

temente subtrahin

‘ e

i
5
.
s

s r\-. F Bl
L e .
] -ll o
iRt R =

quencia, subsfituindo no valor e 7 = il

ﬂ_.'i_ i
:"E. L7 -+ s :'""l:.p "
- ..,..j_ A

Sultado que se traduz mno segu inte prine

Uima progressdo por differenga creseon {

 (Oorollario.—Da férmula que traduz a propriedade acima

-desd‘e a até (, ¢
de termos
esentando

conseguin-
do a unidade a ambos 0s membros desta.e
L HE A e =t e e = LT Gt R + 1; por CONSE-
Igualdade, resulta:n—1=m e P

vem ir——; l€-
ipio: A 7azao de
e é igual ao wl-
lo nwmero de mevos
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S s Para 0 2° ¢aso, a f()["m;ll& (¢ [“_.1.'363*5"? (?Z“I)ZSﬂb.
trahindo a ambos 08 membros desta 1gua_ ade a qlla-nt,ujade
> vem : {—a=r (n—1); trocando o signal a ambos g
nembros desta ignaldade, o que ndo altera, porque eqpi.
vale a multiplicar por—1, vem:a-—=l=7r (n—1). Dividing,

a—I

ambos 0s membros por n—I, VeLln:*———i-ﬂ?"; substituingg
‘ (g — M —

por n—1 o0 seu valor m--1 vem ——=7, resultado que ge

m—1
traduz do seguinte modo : a razao de wina progressas
por differenca decrescente ¢ tgual ao primeiro lermg
menos o ultimo, dividido pelo numero de termos medips
LS Ui,

APPLICACAO

As duas formulas acima estabelecidas para o valor de
razao resolvem o seguinte problema : dados dous termos de
uma progressao por differenca e o numero dos intermedios,
formar a progressao. K a i1sto que se chama inserir meios
differenciaes entre dous nwmeros dados.

Solucan.—Sejao 2 e 29 os dous termos dados. Pede-se que
entre elles se insirao 35 meios differenciaes.

Como a progressao deve ser crescente, porque o ultimo

29-2 N
termo ¢ maior do que o primelro, segue-se que 1”=— = —=
3 3541 38
—. E entdo qualquer termo sendo ignal ao antecedente
4

mais a razio, resulta que o valor numerico do 2° termo==2+
3 - ]

T 6 2
+—3; o do 3° termo=2+}—+}—=24——=3——3—; 0 @
g ek 4 1
ot 3

4 2
2 3 0 1 | :

o termo=38-+4—-|—=3—=4—, etc, e por consequenci
| g 1 4 S A
a brogressio pedida é a seguinte + 2. 2—. 3—. 4= ¥

AN Wy Boi 9 1 T
P ) % ;
O==, D=, T "B Bow, Dieay T ERRa SR .
‘ DO_ mesmo modo se resolve o problema para o caso de tl,fl
3 progressao decrescente, comtanto que se attenda ao 3;6 :
o 1az1o, © queé nas progressoes por differenga decreSCONT
1‘{*\:5%_@ de um termo para o seguinte, subtrahindo a &
olino a mesma razio.
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; s J v - x 1 ,090) N
v P39l -.=g'{'-r’mf'f_'.—--1’:35‘(‘;‘3H(f{)-;s‘a:‘ Qillie loddos 08 erinod

T' --J . f f I.r o d h -, 1 ' .l- i} . 2
B lhves de wma  progressao poi differeng¢@@ 0
; ‘\‘t’{_':’ 4 : L - s # L ] » A% 7D - - ; . y - - A - .‘ "
- goN 2inero de meioss differenciaes, as progres

‘_ ar jj E { J . ] n . : - ; 8 ~ ’ s o
-':.,pf,;.w}mc asstin formadas constituem wina SO pro
e ‘= $$ f;(} . i = . & p L "“hAQQ e O l.
" racao.—deja, por exemplo, a progressao p

& ] RONS N
1. 3. 5. 7. 9. 11., etc.,- e supponhamos.que

4o todos 0s termos consecutivos, isi‘io 6, .entre l- & -,31
b e 5. b e 7. etc., se insiram 10 meios differenciaes ;
ara cada wma das progressdes parclaes sera
D—3 2 (—9 <

—2—-—. e ; j)------:——; p—=o=——_ etc., razdo esta
B 2 11 11 11 11 11.; ﬁ
4o & constante, porque € constante a differenca entre 0s
termos da progressao primitiva ¢ constante tambem 0 nu-
—oro de meios inseridos ; e como se achdo ligadas entre sl,
Srane o ultimo termo de cada uma ¢ o primeiro da seguinte,
srge-se que ellas form3o uma sé progressao, como se queria
smonstrar.

P —

3.2 Propriedade. —Ein toda a progressao por differencd
atro termos tomados de modo que sejao dous a dous

ke -
N ™

guidistantes entre si, forindo equidifferenca.

] ._ _:'. f+
el i

“Demonstracdo.—Sejio a e d os extremos; & e ¢ 08

atermedios, e supponhamos que  dista tanto de @ quanto
: ~--d, 0 que quer dizer entre @ ¢ & ha 0 mesmo
umero de termos que entre ¢ e d. Quer-se demonstrar que
L EgSsETsiaeE B R
plicando a formula que nos da o valor: de um termo

uer 4 progressio parcial desde o termo a até 0,
, (m-+1); e a progressio desde c¢ até d,
‘d—c=r (m-+1). Comparando estas duas igual-
vémos que os 2°¢ membros sio iguaes, logo os 1
m o serao e portanto b—a=d - ¢; resultado este
663 p or differenga, e Cconse-

te temos a. b: c. d, o que demonsira a pro-
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2 nocio que temos dé_ prog ressér%ggge%l:gc;;? vt .
= Iteﬁlmo qualquer ¢ igual a0 p Fieee B
it 43 _se que: v

0 termo b_"'.: ar

b i § o it L

_iﬂ » cl:crf::ar.?r::aﬁ--m’r 1

5 o—dr=ar 3r=art=ar’==

| etc. O L
Analysando estes resultados, vemos que 0 2° termg & 1

igual ao 1° multiplicado pela razao elevada ao e Yoen
que se subentende, ou 2—1, queé é 0 numero de termos pre.
cedentes ao 205 0 3¢ termo é igual ao 1° multiplicado pejy
razio elevada ao expoente 2 ou 3—1, que é 0 numerg
termos precedentes ao 3¢, 0 4° termo € igual ao 1o my}.
tiplicado pela razio elevada ao expoente 3, ou 4y, |
que é onumero de termos precedentes ao 4°, etc. Entdp
por analogia, suppondo que / é um termo qualquer, e
n 6 0 numero de termos comprehendidos desde o pri- |
meiro até o ultimo, n—1 serd o numero de termos prece- 1
dentes a /, e portanto /=ar"—!; férmula esta que, tradu- |
zida em linguagem ordinaria, d4 o principio qu
demonstrar.

APPLICACAO

A propriedade demonstrada resolve o seguinte problem:

dados 0 1° term M na: §
- O € arazao, achar um te o |

Y : : | rmo qual =
progressiao por quociente. ’ qualq ﬁ 1

Solugio,— ~. : “ |
0l1gd0.—Se 0 1° terno for b, e a razio for—e pedir-se0

3

80 t i 8 .
°rme, particularisando a formula geral, para o que faz-

8e [—8o a=8 |
A=0, P . : a8
S ;> =38, e por consequencia n—I1=0
s Valor numerjeg do 8° termo— | 00
S .
" . )
witiieis ¥ o 27 % o
=0X ("‘;“):GX-—-:(;X_}QB 6 128 68 2
' Q7 — T retmsinnn S
(", /Z 3 187 2187 2187 m
YOrOLAr0, Dy £
o i | g TN a [()I-;l, .
T1edade ante n —— ) vl
Priedade acima dey Wa i=gpn -1 que traduz & BF°

nons ,
strada, se deduz o valor da razv:
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)

3

que dividindo ambos 0s membros S POr a, veimn—-=—pn—1
, -

I 1
: @ :
Ktmhmun a ambos 0s membros desta ultima 1gualdade '-

Y |

I - A e ( | . .
H%_ﬁm do grao n—1, vem l/ —— =" ou, substituindo por .
m—-1

. -,:'-.-. ;: % T | g Tt Z . i]
. do Segumt modo: « ra,...,ao de wint progressao |
. -acze;ate é tgual a raiz do grao designado pelo

mero de lermos méedios mais wm do quocienlte enlre

no lermo e o primeiro. _ '

-' | | APPLICA(UJEO

acima estabelecida para o valor da razio

unte problema. dados dous termos de uma =

m' quomente e o numero dos intermedios =
ressao. B a isto que se chama inserir meios

,3 ﬁmre dous nUmeros dados | '

6 éfemos regras para, a qua- |

lng de ”_Ll la vez e _,

""" )

“ .-"'-'- SRS BRI i

|‘|_| 3

el
A e oy
= oy p’"“i‘ .

3 .. - r ‘-;_'_I--‘.



EXPLICADOR

07725 ’l/ }9-,725%_5*%
prillleil'a razao i TR DX OF: T

é 7
VAN T RRR . L gﬁg o igg —1,464; e a Segunds
| 5 RN, 500 J ol o TR
=3 —xi05%5 Y/ Bx10,1% __ Y 24667
s l/10,725><101725"“ 10,725 10,725 ==

104

e
- e p———

4
) PR e 2t
© 7 10,725

1570 __15700__3140__ 0%y 463. Multiplicando o 1° termg
—io725 10725 2145 429 ke ,
5 pela 1@ razdo, que é 1,464, vem. 5% 1,464—=7,320; ¢
multiplicando o 2¢ termo 10,725 pela razao 1,463, vem :

10,725 - 4602 1,081 T v entiao resulta:
H5:7,5320:10,725:15,691:23.

Agora insere-se um meio entre 5 e 7,320, outro entre
7.320 e 10,725 ; outro entre 10,725 e 15,691 e finalmente
outro entre 15,691 e 23; e assim se continua até que se
tenha obtido os 15 meios pedidos.

N. B.—Cumpre observar que este processo, para evitar
as difficuldades actuaes da insercao de melios, nem sempre
é applicavel, maxime quando a insercao € de um numero
par de meios.

2.2 Propriedade.—/[nserindo-se entre todos os terinos
consecutrivos de wma progressdio por quociente o mesino
nuwimero de ineios proporcionaes, as progressoes par-
cracs assvm formadas constituem wuma so progressao.

Demonstrag¢ao.— Seja, por exemplo, a progressio por
quociente +:2:8:32:128: etc., e supponhamos que entre todos
0s termos consecutivos, isto é, 2 e 8. 8 e 02, 32 ¢ 1%

etc., se insere um meio proporcional ; a razio para cada

f 32 l/“" oy g —
P Gl 08 St (R0 el 128 3 5
8 1=2; r= RG l/ 4 =2, Lle, , razao

mesmo, e é tambher
. o n 0 I » :
ridos: 8 Como sa acha 0eSmo 0 numero de meios inse-

termo de cada uma @
que ellas formdo ym

seguinte, segue-se
demonstrar.

4 S0 progressdo, como se queria
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3.a Propriedade.— /i qualquer
piente, dous termos tomados q vo
pespectivamente equidisiantes g
p-}'()p()T‘QCZO. S

Demonsiracao. — Sejao a e d os extremos - b e c oS
intermed1os ; e supponhamos que % dista tanto de o quantg
e dista de @; 0 que quer dizer que entre @ e 4 ha o I esmo
pumero de termos que entre ¢ e d. Quer se demonstrar que
a:b::c:d. Applicando a formula, que nos dia o valor de

um termo qualquer & progressio parcial desde o termo

a até bf, vem : b—=ar.m+1 oy, dividindo ambos os membros

por a,—==7""+1; ¢ a progressao parcial desde ¢ até d, temos:
d a

——prm+l, Comparando estas duas igualdades vemos que
C .

0s segundos membros sao iguaes, 1ogo os primeiros tambem
Fa

0 s30, e por tanlo—=—; resultado este que exprime igual-
a C

dade de razdes por quociente, e conseguintemente a pro-
porcio a:b::c:d, que demonstra a propriedade. ()

progressao por quo-
niade, e outros dous
quelles dous, formdao

(*) Ha ainda, duas formulas, uma das progressdes por diflerenca €

outra das progressdes por quociente, que por nao serem eéelnfgﬁiﬁisé
priucipalmente a segunda, ndo vdo inscriptas no COI{F - élzemos or
respectiva ; porém como para diante precisaremos dellas, E

1830 esta nota. n

n___,l)
, (@t o alr=1) | jagetraduz
As formulas sio as seguintes: S=——5—°© 5= p—] :

5 2 ~ differenca
do modo seguinte: A somma dos terinos de umap }qo?rfﬁngggﬁ};‘ios termos;
“igual ¢ semi-somma dos extremos multiplicada 213_ ;?mns e wma Progres-
€a2*tem a seguinte significacao ; A 30””:"“ fZ_?s : ola differenga entre a
809 por quociente ¢ tgqual ao producto do 1 te}."'izp dividido pela razao
0200 elevada ao mumero de termos ¢ 1 W"’ﬁgsgéo La.517 0, elc,; ©
Menos wm. De sorte que, se L1Vermos o e fazendo applicagao da

A - 317 gq
QUiZermos a somma dos 8 primelros termos

pri 3+1718 _ 20X5 _ 160 gy, E se tivermos a
Weira, formula, vem: o S imeiros ter-
pr 30y * o ermos a somina dos 10 prime
Ugressio ::2:6:18: cte., e quiz 10 :
: 2(3—1)_2000" "
velll :-*-é":__"'l"‘-' 2

1098, fazendo applicacio da segunda formula,
S049—1 50043,

WS s
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