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RESUMO

Um grupo quase-reticulado é um tipo especial de grupo parcialmente
ordenado. Podemos associar C*-dlgebras a grupos quase-reticulados e
definir amenabilidade de forma natural. Nosso objetivo neste trabalho
é provar um resultado devido a Laca e Raeburn que d4 uma caracte-
rizacdo simples para as representacoes fiéis da C*-algebra de um grupo
quase-reticulado amenable. Apresentaremos também uma aplicacdo
desse teorema.

Palavras-chave: C*—Algebra. Semigrupo. Isometria. Grupo quase-
reticulado.






ABSTRACT

A quasi-lattice group is a special type of partially ordered group. We
can associate C*-algebras to quasi-lattice groups and define amenability
in a natural way. Our goal in this work is to prove a result due to
Laca and Raeburn which gives a simple characterization for the faithful
representations of an amenable quasi-lattice group C*-algebra. We also
present an application of this theorem.

Keywords: C*-Algebra. Semigroup. Isometry. Quasi-lattice group.
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INTRODUCAO

A &lgebra de Toeplitz é a C*-dlgebra gerada pelo shift unilateral
em (?(IN). Pelo Teorema de Coburn, dado um espaco de Hilbert H, uma
isometria nao-unitdria em B(H) gera uma C*-dlgebra canonicamente
isomorfa & de Toeplitz.

Uma possivel generalizagao da dlgebra de Toeplitz seria, dado um
semigrupo cancelativo a esquerda P, considerar a C*-dlgebra gerada
pelos operadores A, definidos da seguinte forma:

Ny C2(P) — £2(P)
0s > 0ps S EP,

com {§s € (*(P)/s € P} denotando a base ortonormal candnica de
¢2(P). Como P ¢é cancelativo & esquerda, os operadores \, estdo bem
definidos e sao isometrias. Caso P = IN, reobtemos a algebra de Toe-
plitz.

Note que os operadores A, satisfazem certas relagdes como, por
exemplo,

Aps = ApAs, D,s € P. (1)

Assim, faz sentido definir C*-algebras universais como isometrias
indexadas por P e sujeitas a essas relagoes.

Restringindo-se ao semigrupo de elementos positivos de uma
certa classe de grupos ordenados, os chamados grupos quase-reticula-
dos, [Nica 1992] obteve outras relagoes além de (1) e apresentou exem-
plos interessantes em que a C*-algebra universal coincide com a repre-
sentacao concreta. Quando isso acontece, o grupo quase-reticulado é
dito ser amenable.

Posteriormente, [Laca e Racburn 1996] ampliaram esse leque de
exemplos, e provaram um teorema que caracteriza precisamente quais
sao as representagoes fiéis da C*-dlgebra universal de um grupo quase-
reticulado amenable.

Nosso objetivo nesta dissertacao foi apresentar uma demons-
tragao detalhada do teorema de Laca e Raeburn e dar uma aplicagao
desse resultado.

Além do seu interesse intrinseco, a C*-dlgebra de um grupo
quase-reticulado motivou o desenvolvimento de estruturas mais gerais
em C*-algebra, como, por exemplo, de produto cruzado de uma C*-



algebra por um semigrupo de endomorfismos em [Laca e Raeburn 1996]
e de C*-algebra de um semigrupo em [Li 2012].

Com excecao do exemplo 7, todos os resultados aqui presentes
foram tirados de [Laca e Raeburn 1996] e [Nica 1992].

A dissertagao esta estruturada da seguinte forma:

No capitulo 1, definimos grupo quase-reticulado e apresentamos
exemplos.

No capitulo 2, fazendo uso do produto e da ordem de um grupo
quase-reticulado, associamos uma C*-algebra a essa estrutura e defini-
mos amenabilidade.

No terceiro capitulo, mostramos que o coproduto de uma familia
de grupos quase-reticulados abelianos é amenable.

No quarto, apresentamos o ja referido teorema de Laca e Raeburn
e damos uma aplicagao desse resultado.

Por fim, no apéndice, definimos o que entendemos por C*-algebra
universal, e provamos sua existéncia sob certas condigoes. Para uma
abordagem um pouco diferente e mais completa de C*-algebras univer-
sais, veja [Boava 2007, Apéndice A].



1 GRUPOS QUASE-RETICULADOS

Neste capitulo, definiremos e daremos exemplos de grupos quase-
reticulados. Trata-se de um grupo munido de uma ordem parcial inva-
riante por translacao a esquerda e com uma condicao que lembra a de
reticulado, porém bem mais fraca. As defini¢oes entao:

Definicao 1. Um grupo ordenado consiste em um par (G, P), com G
grupo discreto e P um subsemigrupo de G, satisfazendo PNP~! = {e},

em que e é a unidade de G. Observe que P induz uma ordem parcial

. . ~ d _
invariante por translagao a esquerda em G dada por x < y é iy e

P.

Na definicao acima, podemos imaginar P como sendo os elemen-
tos “positivos” de G. De fato, vale P = {z € G/x > e}.

Definicao 2. Um grupo ordenado (G, P) é dito ser quase-reticulado
se satisfizer a seguinte condicao:

(QR) Se s,t € P possuem cota superior em comum (c.s.c. daqui
para frente), entdo possuem uma c.s.c. minima.

Exemplo 3. Seja (G, P) um grupo ordenado cuja ordem induzida por
P é total. Entado, (G, P) é quase-reticulado. De fato, dados s,t € P,
suponha, sem perda de generalidade, s < t. Entao, t é a c.s.c. minima
de s et.

Em particular, (Z,IN) é quase-reticulado. Aqui, estamos consi-
derando os naturais contendo o zero.

Exemplo 4. Seja {(G;, P;)/i € I} uma familia de grupos quase-
reticulados. Provemos que o produto cartesiano ([[;c; Gi,[L;c; Pi)
com a multiplicagao e inversao coordenada a coordenada é grupo quase-
reticulado. Denotaremos por e; o elemento neutro de G;.

Suponha (p;) € (HieIPi) N (HieIPi)_l. Entdo, p; € P, N
P[l para todo ¢ € I. Logo, p; = e; para todo ¢+ € I. Portanto,
(ILic; Gi;11,c; Pi) é ordenado como na definigao 1.

Provemos agora que ([[;c; Gi,[];c; Pi) satisfaz (QR). Dados
(pi): (@) € Tlie; P com cs.c. (), temos (p;)~'(t;) € [I,e; Pi, e isto
implica que p; < t; para todo i € I. Analogamente, ¢; < t; para todo
i € I. Para cada ¢ € I, seja s; a c.s.c. minima de p;, ¢;. Entao, s; <¢;
para todo i € I e isto implica que (s;) < (¢;). Analogamente, (p;), (¢;)
sdo menores ou iguais que (s;). Como (¢;) é uma c.s.c. arbitrdria de
(p:) e (g;), concluimos que (s;) é a c.s.c. minima procurada.
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Exemplo 5. Seja F;, o grupo livre gerado por aq,...,a,. Seja SF, o
subsemigrupo unital de F}, gerado pelos a;,1 < i < n. Provemos que
(Fy, SF,) é grupo quase-reticulado.

Note que cada elemento de SF,, distinto da identidade escreve-se
de forma tunica como a;,...a;, com k > 1. Além disso, cada elemento
de F,, distinto da identidade escreve-se de forma unica como af-ll ...a;’:
com k > 1, ¢ € {—1,1} e, caso i; = ij41, necessariamente €; = €;41.
Destas observacoes, segue que SF, N SF,; ! = {e}.

Dado aj,...a;, € SF,, afirmamos que {s € SF, /s < a;,...a;, } =
{e < a;; < aja;, < .. < a...a;, }. Claramente, vale “O”. Re-
ciprocamente, suponha aj,...a;, < a4, ...a;,. Suponha que exista mg
tal que 1 < mo < K, Jmy # tmo € Jm = im Para m < mg. Entao,
(aj,...aj) " ai, a5, = aj, el G ¢ SF,. Absurdo.

Caso nao exista tal mg, e seja [ > k, teremos

(aj,.-aj) tag,...a;, = czjfll...aj;irl ¢ SF,.
Absurdo também.

Dessas consideracoes, segue que a;, ...a;, < a@;,...a;
se aj,...a;, ¢ uma “subpalavra” inicial de a;,...a;,, .

Provamos assim que, dado t € SF,, {s € SF,/s < t} é um
conjunto totalmente ordenado. Dai, segue que (F,,, SF,,) satisfaz (QR),
pois se t é uma c.s.c. de s,p € SF,,, necessariamente s < p ou p < s.
Portanto, existe a c.s.c. minima de s e p.

. Se e somente

Exemplo 6. Dada {(G;,P;)/i € I} uma familia de grupos quase-
reticulados, denote por [, ; Gi o coproduto na categoria de grupos
dos G, também conhecido por produto livre. Denote como [],.; P; o
subsemigrupo gerado pelas cépias dos P; em []..; G;. Afirmamos que
(I;er G, Hier Pr) € quase-reticulado.

Denotaremos por e; o elemento neutro de G; e por §; : G; —
11 jer G; os homomorfismos canoénicos do coproduto . Note que cada
elemento de [[,.; G; diferente da identidade escreve-se de forma tinica
como S, (i, )---Bi, (9i,), comn > 1, g;, € Gy, gi; #ei; paral < j<n
e ij # ij4+1 para 1 < j < n. Por simplicidade, um elemento deste
tipo serd denotado por g;,...g;,. Assim, observe também que cada
elemento de [[,.; P; diferente da identidade escreve-se de forma tinica
como p;,...p;,, comn > 1, p;. € P, p;;, #e; paral < j<mnei; #

ij+1 para 1 < j < n. Desses fatos, segue que (Hiel Pi)ﬂ(Hiel Pi)f1 =

{e}.
Provemos agora que (] [;c; Gi, [1;c; P;) satisfaz a condigao (QR).
Tome s,t,7 € [[,.; P; diferentes da identidade e tais que r é c.s.c. de

i€l

iel
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s e t. Mostraremos que existe a c.s.c. minima de s e t. Para isso,
suponha s, 7, t escritos na forma canonica como

S =DPsDsps t=q4 - Qt,,, T =Vp ..Up.

« 1 -1 .
Como s < t, temos p_ " ...p5, vr, .0y, € [;c; Pio Logo, n <1,
$1 = T1,-;8n = Tn, Ds; = UryseesDs,y = Ur,_; € Ps, < Uy, . Logo,
S§ = Up,eUp, _ Dr., cOm p. < v, . Analogamente, m < [ et =
Upy o Vp, 1 qr,,, COM Gp < Uy .

Entao, caso n > m, vale s > t. Caso n < m, temos s < t.
Suponha n = m e note que v, € c.s.c. para S, € ¢, . Seja T, a
c.s.c. minima desses dois elementos, a qual existe pois (G, , P, ) é
quase-reticulado. Note que vy, ...v,, 25, € c.s.c. para s et e é menor
ou igual que r. Como r era uma c.s.c. de s e t arbitrdria, segue que
Upy...Up,_, Xy € a c.s.c. minima para s e ¢t procurada.

Note que este exemplo generaliza o anterior, pois o grupo livre

7. n n
F,, é isomorfo a [[;_; Z com SF, correspondendo a [],_; IN.

Nossa definicao de grupo quase-reticulado é um pouco mais geral
do que a definigao dada nos artigos [Nica 1992] e [Laca e Raeburn 1996],
sobre os quais baseamos este texto. Nesses artigos, um grupo ordenado
(G, P) é dito ser quasi-lattice se satisfizer, além da condicao (QR), a
seguinte hipotese:

(QL1) Se s € G possui cota superior em P, entdo possui uma
cota superior minima em P.

Em [Crisp e Laca 2002], é provado que (QL1) implica (QR), mas
nada ¢ dito sobre a reciproca ser verdadeira ou nao. Ocorre que se assu-
mimos apenas (QR) o teorema de Laca e Raeburn que propusemo-nos
a apresentar nesta dissertagao continua valendo com a mesma demons-
tragao.

Os exemplos concretos de grupos quase-reticulados que vimos até
o momento estdo no artigo de Nica e satisfazem (QL1) também. Para
justificar nossa defini¢do mais geral, daremos a seguir um exemplo de
grupo quase-reticulado que nao satisfaz (QL1).

Exemplo 7. Considere o grupo livre F5 gerado por dois elementos a
e b e SF; o subsemigrupo unital gerado por a e b, como no exemplo
5. Seja P := (bSF3) U {e}. Naturalmente, P ¢ semigrupo e, como
P C SF,, temos PN P~! = {e}. Provemos que (Fy, P) satisfaz (QR).

Seja Fs, 0 grupo livre gerado por {cg, 1, ca, ...} € SFu 0 subse-
migrupo unital gerado pelos ¢;’s. Provaremos que P é isomorfo a SFy,
como semigrupo.
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Como SF,, é também o semigrupo unital livre gerado por

{COa C1, C2, }a
segue que existe um homomorfismo unital de semigrupos

p:SFo — P

¢ — ba'.

Provemos que ¢ ¢é isomorfismo. Primeiro, a sobrejetividade. Um
elemento de P que nao seja o neutro escreve-se de forma unica como
uma palavra nas letras a e b que comeca com b. Vamos provar por
inducao que para todo m inteiro positivo as palavras de P de com-
primento n estao na imagem de ¢. Suponha que essa afirmacao seja
veradeira para um certo n > 1. Dada uma palavra y de P com tamanho
n + 1, seja ¢y’ formada pelas n primeiras letras de y. Como 3’ comega
com b, temos y' € P. Tome x € SF. tal que p(z) =y .

Caso a (n 4 1)-ésima letra de y for b, teremos p(xcy) = y'b = y.
Caso a ultima letra de y seja um a, defina a palavra z’ como sendo
igual a x, a menos da tltima letra ¢; de z, a qual trocamos por ¢;41.
Entao, p(z') = y'a = y.

Facamos agora a injetividade de ¢. Tome z,y € SF,, distin-
tos. Caso um dos dois seja o elemento neutro, evidentemente teremos
o(x) # p(y). Suponha entdo que nem x nem y sao o elemento neutro.

Podemos escrever x e y como x = sc;w e y = Sc;v, com S, w,v €
SFy e j # i. Entdo, o(xz) = ¢(y) implica p(c;w) = ¢(c;jv). Sem
perda de generalidade, suponha i < j e note qua a (i + 2)-ésima letra
de ¢(cjv) é um a. Caso w = e, p(c;w) ndo possui (i + 2)-ésima letra.
Caso w # e, a (i + 2)-ésima de ¢(c;w) é um b. De qualquer forma,
p(c;w) # ¢(c;v). Absurdo. Concluimos assim que ¢ é isomorfismo.

Dado um grupo ordenado (G, @), note que, para ¢,p € @, temos
quep < q < p g€ Q < ¢ pQ. Assim, a ordem de G induzida
em (@ estd implicita no produto de Q.

Da observagao acima e dos fatos de que (Fio, SFs) satisfaz (QR)
pelo exemplo 6 e P é isomorfo a SF, segue que (Fb, P) também
satisfaz (QR).

Finalmente, provemos que (Fy, P) nao satisfaz (QL1). Note que
ba~'b~! é menor do que b e do que ba. A tnica cota inferior em comum
de b e ba que pertence a P é o elemento neutro e. Porém, ba~'b~! nao
é menor do que e. Conclufmos assim que ba~'b~! nfo possui cota
superior minima em P.
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No entanto, quando G é abeliano vale que (QR) implica (QL1).
Esse é o contetido da proposicao abaixo.

Proposicao 8. Seja (G,P) um grupo quase-reticulado que satisfaz
(QR) e tal que G € abeliano. Entao, (G, P) satisfaz (QL1).

Demonstra¢do. Dado = € G, suponha x < p para um certo p € P.
Entdo, 7 !p € P. Da comutatividade de P, segue que p(x~!p) é c.s.c.
para p e x~!p. Entdo, por (QR), temos que existe ¢ € P c.s.c. minima
para p e x~'p. Afirmamos que p~'zq é a c.s.c. minima em P de z.

Primeiramente, observe que, de fato, p~txq = (z71p)~lq per-
tence a P, pois 27 !'p < ¢. Também, = < p~'zq, visto que p < g.

Dado r € P satisfazendo r > x, devemos mostrar que r < p~zq.
Ora, r > « implica 2~ 'pr > p. Além disso, obviamente 2~ 1pr > z~1p.
Portanto, como 2 'pr € P e ¢ é a c.s.c. minima de p e ™ !p, segue que
2~ pr > q. Concluimos assim que r > p~lxq. O
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2 C*-ALGEBRA DE GRUPO QUASE-RETICULADO

Neste capitulo, fazendo uso do produto e da ordem de um grupo
quase-reticulado, associaremos uma C*-algebra a essa estrutura.

Dado (G, P) grupo quase-reticulado, defina, para cada p € P, o
operador linear

Ay i 2(P) — £2(P)
05— 0ps Vs €EP.

Acima, {6, € ¢*(P)/s € P} denota a base ortonormal candnica de
(%(P). Note que ), estd bem definido e é isometria, pois leva uma base
ortonormal injetivamente em um conjunto ortonormal.

Dados p,r, s € P, vale que ApA,(Js) = dprs = Apr(05). Portanto,

ApAr = Apr, p,7 EP. (2.1)

Afirmamos que Im)\, = §pan{d;/s > p}. De fato, dado s € P,
Ap(ds) = dps. Como ps > p, temos que ImA, C span{ds/s > p}.
Reciprocamente, se s > p, entdao p~'s € P. Como A,(0,-15) = s,
temos que d5 € ImA,. Logo, Im\, D span{ds/s > p}.

Como, para s € P, A\s ¢é isometria, temos que AA\s = I. Por-
tanto, das contas acima segue que, para s,t € P,

Aﬂ&){%”“ caso s = 1 (2.2)

0, caso contrério.

Dados s,t € P, caso s e t possuam c.s.c., vamos denotar por sVt
a c.s.c. minima de s e t. Caso s e t ndo possuam c.s.c., diremos que
sVt = oo. Além disso, por convengao, definimos que sVoo = coVs = oo
para todo s € PLI{oo}. Observe entdao que PLl{oo} com a operagio V
é um semigrupo abeliano, idempotente e com o mesmo elemento neutro
da multiplicacao usual de P.

Como ApA; € a projecao em ImA,, adotando a convencao de que
Ao = 0, temos a seguinte relacao:

A NNAE = ApyrNiyys D7 € P. (2.3)

Motivados por (2.1) e (2.3), definimos C*(G, P) como sendo a
C*-algebra universal (para definicdo de C*-dlgebra universal, leia o
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apéndice) gerada por isometrias {v,/p € P} sujeitas as relacoes:
Ups = UpUs (2.4)

Upv (2.5)

« {vsvtv;‘\/t, caso s e t possuam c.s.c.
P S

*
VU = .
s 0, caso contrario.

No jargao da definigao 32 do apéndice, C*(G, P) é a C*-élgebra
universal sobre o par ({v,/p € P}, R) com

R :={1 —vyv,/p € P} U{vps — vpvs/p,s € P}
U {upup 0505 — Vpystpys /P, s € P e pV s # oo}
U{vpvyvsvs/p,s € PepVs = oo}
Dada uma fungdo W : P — A, A C*-dlgebra unital, defina

W =0 € A W é dita ser uma representagao covariante de P se W,
for isometria para todo p € P e W satisfizer

Wps = WpWs (26)
W, WEW W = Wiyt Wis. (2.7)

para quaisquer p,s € P. Pela propriedade universal de C*(G, P),
para cada W desse tipo existe um tnico *-homomorfismo unital W :
C*(G,P) = C*({W, € A/p € P}) comutando o diagrama:

P— Y .G, P)

w -
£ - w
C*({Wyp/p € P})
Seja
A: P — B(*(P))
D Ap.

Por (2.1) e (2.3), temos que A é representacao covariante.

Definicao 9. Um grupo quase-reticulado (G, P) é dito ser amenable
se A: C*(G, P) —» C*({\,/p € P}) for isomorfismo.

A seguir, provamos um resultado técnico que sera utilizado em
diversos momentos nesta dissertagao.
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Proposigao 10. Seja W : P — A representagdo covariante de P.
Dados u,v,x,y € P,

W WW, W, = Wuy—l(va)WJI—l(va). (2.8)
Caso, vV © = oo, estamos interpretando o lado direito da igualdade
acima como sendo W W2 = 0.

Demonstracdo. Por definigdo de representacao covariante, vale que

m;WiWacW; = WvVachT\/x = m;val(v\/z)W;—l(v\/a:)W;' (29)
Observe que, como v < vVzxex < vV ez, temos que v_l(v V) e
2~ (v V x) pertencem a P.
Multiplicando (2.9) & esquerda por W, & direita por W, obte-
mos que
W;Wm = Wv—l(v\/w)szfl(UVm)'

Multiplicando agora a esquerda por W, e a direita por W, obtemos

(2.8). v
0

Coroléario 11. Seja W : P — A representa¢do covariante. Entdo,
C*({W,/p € P}) =span{W, W, /z,y € P}. Em particular,

C*(G, P) = span{v,v, /z,y € P}.

Demonstracao. Pela proposicao 10, o conjunto W{WIW; Jx,y € P}
é fechado quanto ao produto. Como é obviamente fechado quanto as
demais operacgoes de uma C*-dlgebra, segue que C*({W,/p € P}) =
span{ W, W, /z,y € P}.

A afirmagao a respeito de C*(G, P) segue do fato de

v: P — C*(G,P)
P v,

ser representacao covariante. O

O leitor pode perguntar-se por que escolhemos as relagoes (2.4) e
(2.5) e nao outras para definir C*(G, P). Claro, (2.4) é bastante natural
para uma C*-dlgebra universal associada a um semigrupo. Quanto a
(2.5), ocorre que [Nica 1992] percebeu que C*({\,/p € P}) possuia uma
estrutura que em vérios aspectos lembra a de um produto cruzado,
e isso tornava natural a inclusdo de (2.5) na definicao de C*(G, P).



18

Além disso, com essa definicio de C*(G, P), Nica obteve exemplos
interessantes de grupos quase-reticulados amenable.

Posteriormente, [Laca e Raeburn 1996] tornaram precisas as i-
deias de Nica, realizando C*(G, P) como um produto cruzado de uma
certa C*-algebra por um semigrupo de endomorfismos. Para tornar
nossa exposicdo mais direta, omitiremos a interpretacdo de C*(G, P)
como um produto cruzado.

Obervamos que as definigdes de C*(G, P) e de amenabilidade
sao independentes do grupo G que envolve o semigrupo P. Por conta
disso, um dos objetivos de [Li 2012] ao construir a C*-algebra associada
a um semigrupo unital cancelativo a esquerda P foi reobter C*(G, P)
quando (G, P) fosse grupo quasi-lattice, isto é, grupo ordenado que
satisfaz (QL1).

N&o conseguimos determinar se quando (G, P) é quase-reticulado
mas nao satisfaz (QL1), a C*-dlgebra do semigrupo P como em [Li 2012]
é isomorfa a C*(G, P).
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3 AMENABILIDADE

Neste capitulo, provamos que o coproduto de uma familia de
grupos quase-reticulados abelianos é amenable. Para isso, comecamos
provando um teorema devido a Nica que dd4 uma condicao necessaria e
suficiente para um grupo quase-reticulado ser amenable.

Definigao 12. Uma aplica¢ao 9 : A — B entre C*-édlgebras A e B
serd dita fiel se, para todo a € A, ¥(a*a) =0 = a = 0. Note que,
caso 9 seja x-homomorfismo, a condicao de ¥ ser fiel é equivalente a i
ser injetiva.

Teorema 13. Dado um grupo quase-reticulado (G, P), existe uma
unica aplicagdo linear e contrativa ¢ : C*(G,P) — C*(G,P) satis-
fazendo

o _ Juzvy, caso T =1y
P(vavy) = { 0, caso contrdrio. (3-1)

Além disso, (G, P) é amenable se e somente se ¢ € fiel.

Demonstragdo. Pelo corolario 11, C*(G, P) = span{v,v,/x,y € P}.
Desse fato, segue que se ¢ existir, serd tnica.

Construamos entao ¢ como no enunciado.

Primeiramente, provemos que existe uma aplicagao linear, posi-
tiva, contrativa e fiel E : B(¢?(P)) — B(¢?(P)), a qual, em linguagem
informal, toma um operador T' € B({*(P)), olha para sua matriz na
base {0s/s € P}, mantém a diagonal e zera o que nao estd na diagonal.
Mais precisamente, E(T') satisfaz o seguinte:

(T63,8,), casox=y

0, caso contrario. (3.2)

(B35 - {

Para construir essa aplicagdo E, dado T' € B(¢%(P)), defina

E(T) : 1*(P) — (*(P)
0 = (T, 0,)0,.

Provemos que E(T) esta bem definida. Dados a; € C,z; € P
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para 1 <1 < n, temos que

HE(T) (Z aiézi) H2 - HZ @i (T6y.,82.)05,
= " |0i(T6s,,0,) [

<ITIP Y Jeaf? = T2 |3 ads,

Logo, E(T) estd bem definida ¢ E é contrativa. Claramente, E satis-
faz (3.2) e disso segue que F é linear. Afirmamos que E é fiel. De
fato, suponha E(T*T) = 0. Entdo, para todo z € P, temos que
(B(T*T)8:,6.) = (T*Té,,8,) = ||T6.||*> = 0. Consequentemente,
T=0.

Afirmamos que

2

2

Ap\E casor =y
* — T Y
E()‘IA@/) { 0, caso contrario.

Suponha primeiro z = y. Para provar que E(A \%) = AyAL, basta
provar que Ay é diagonal com relagdo a base canodnica, isto é, que
para p, g € P distintos, (A;\%d,, 64) = 0. Mas isso segue do fato de que
(AeA0p, 8q) = (A30p, ALog) € de (2.2).

Caso = # y, para provar que E()\m)\;) = 0, basta mostrar que
as entradas na diagonal da matriz de A;A; sdo nulas. Ou seja, que
para p € P, (AzA;0p,0,) = 0. Observe que (AzAydp,0p) = (AyOp, A30p)-
Utilizando novamente (2.2), conclui-se que (AzA;dp,d,) = 0.

Defina

D := C*({vpv,/p € P}) = span{v,v, /p € P} (3.3)
e mostremos que X restrita a D é isométrica. Para isso, basta provar
que para quaisquer oy, ...a, € C, x1,...,x, € P vale que

n n
* *
E QAL A, E Vg, Uy,
i=1 i=1

(3.4)

Como Y1 aidg, s, = A (30, g, v},), segue que vale “<”
em (3.4).

Para provar que vale “>”, comecamos estimando o lado esquerdo
de (3.4). Como T := ) ;A A} ¢ invariante por E, temos que T' é
diagonal com relagao a base canonica. Logo, || T|| = sup,ep [(T'0p, dp)]|-
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Como

1 caso r; < p
A, AL 0y, 0,) =4 ) t=
(A2 A7, 0p, Op) {O, caso contrario,

temos que
n

<z”: ai)\xi/\;iép,ép>| = sup Z o) . (3.5)
i=1

peb z;<p

[T = sup
peP

Quanto ao lado direito de (3.4), note primeiramente que 0s v, v,
sao projegoes comutativas. Entao, via transformada de Gelfand, pode-
Mos ver os vz, v como fungoes caracteristicas 1x, com X; contido em

T4

um espago topolégico compacto X. Entao,

*
HE QiU Uy || = HE ol x,

Como Y «;1x, assume um numero finito de valores, deve haver
z € X tal que, definindo A := {i € {1,....,n}/x € X,}, vale que A é

nao-vazio e
H E Oéilxi E a;l .
i€EA

Queremos mostrar que existe p € P tal que

A={ie{l,..,n}/z; <p}.

Seja {i1, ..., 1%} uma enumeracao para A, e defina p := z;, V...V a; .
Como x € X; para cada i € A, o produto [[,. 4 1x, ¢ diferente de zero.
Mas esse produto esta identificado, via transformada de Gelfand, com
[[;ca vz, v;, = vpu,. Concluimos que deve ser p # oo. Obviamente,
r; < pparai€ A.

Suponha que exista j € {1,...,n} tal que j ¢ A e z; < p. Entao,
Vg, Uy UpUy = vpvy. Utilizando a transformada de Gelfand, obtemos

lx, H 1x, = H 1x,.

€A €A
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Em particular, « € X, contrariando que j ¢ A. Logo,

2 il =)

z;<p

*
H g Vg, Uy,

A dltima desigualdade acima sai de (3.5).

Portanto, )\\p é 1sometrlca

Defina entdo ¢ := (A|p) " toEo\ e note que ¢ ¢é linear, contrativa
e satisfaz (3.1). Observe também que o seguinte diagrama é comutativo:

(G, P) — 2 Cc*({\,Jp € P}) (3.6)

% E

D C*((WNy/p € P))

Caso (G, P) seja amenable, provemos que ¢ é fiel. Dado a €
C*(G, P), ¢(a*a) = 0 implica E o Ma*a) = 0. Como E é fiel e X é
*-homomorfismo, temos que AMa*a) = 0. Mas do fato de (G, P) ser
amenable, segue \ isomoforfismo e a = 0.

Reciprocamente, se ¢ for fiel e houver a € C*(G, P) tal que
Ma*a) = 0, teremos A|p o ¢(a*a) = 0. Como ¢ e A|p sio fiéis, seguird
a=0.

O

No curso da demonstracao acima, provamos um resultado o qual
destacamos agora para uso posterior:

Proposigao 14. Existe E : B({?(P)) — B({*(P)) linear, contrativa,
fiel e satisfazendo:

o _ ANy, caso r =1y
E()‘I/\y) - { 0, caso contrdrio.

A seguir, provaremos que, dado um grupo quase-reticulado (G, P),
se G é abeliano, entdo (G, P) é amenable. Para isso, precisaremos de al-
gumas defini¢bes e resultados de andlise harmoénica. Abaixo, T denota
os nimeros complexos de médulo 1.

Definigcao 15. Dado um grupo abeliano discreto G, o grupo dual G de
G € o conjunto de homomorfismos v : G — T, munido da multiplicagao
e inversao ponto a ponto. Note que G é um subconjunto do conjunto de
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todas as funcoes de G em T, o qual denotamos por T. Pelo teorema de
Tychonoft, T munido da topologia produto é compacto. A topologia
de G serd a de subespago de T¢. Entao, um net (v;) C G converge a
v € @ se e somente se v;(g) converge a ’y(g) para todo g € G. Disso
segue que Gé grupo topoldgico e é fechado em T¢. Consequentemente,
Gé compacto.

Proposicao 16. Seja (G, P) um grupo quase-reticulado com G abeli-
ano. Entdo, (G, P) € amenable.

Demonstra¢ao. Dado v € G, defina

7:P— C*(G,P)
= y(p)vp

Entao, w? é uma representagao covariante de P. Pela propriedade
universal de C*(G, P), existe 6, : C*(G, P) — C*(G, P) satisfazendo
6 (vp) = v(p)vp, para todo p € P.

Note que, dados v, € G, 0,0(vp) = (va)(p)vp = Y(p)a(p)vy =
0,04 (vp). Portanto, 6y = 6,0,. Além disso, denotando 1 como sendo
a identidade de G, 6; é a aplicacio identidade. Segue desses fatos que

6: G — Aut(C*(G, P))
v = 0,

¢ um homomorfismo de G nos automorfismos de C*(G, P), i.e., uma
agdo de G em C*(G, P). Afirmamos que 6 é fortemente contmua Dado
um net (v;)ier C G convergindo ay € G, queremos provar que 0, (a) =

6,(a) para todo a € C*(G, P).
Para provar isso, note que, dados x,y € P, vale que

0%(”03 )—72( )Y ( )vmv —y(z )W%UZ :97(1)031);).

Consequentemente, dado b € span{v,v;/z,y € P}, temos que
6., (b) — 0,(b). Tome agora a € C*(G, P) qualquer e note que

span{v,v, /z,y € P}
é denso em C*(G, P). Dado € > 0, tome b € span{v,vy/z,y € P} e

io € I tais que [ja —b|| < § ei>1ig = [|6,,(b) —0,(D)|| < 5. Usando
o fato de que automorfismos de C'*-algebras sao isométricos, segue que,
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para i > ig,

16+ (@) = 05 (@)l < 116, (a) = O+ (B)| + (|6, (b) — 6 (D)
+[165(0) = 65(a)l

€
<lla=bl + 5 +1lb—al <e

Provamos assim que 6 é fortemente continua.
Vamos agora mostrar que existe ¢ fiel como no teorema 13.
Seja u a medida de de Haar normalizada em G e defina

¢:C*(G,P) - C*(G, P)

o o

Acima, estamos utilizando a integral de Bochner, definida para fungdes
tomando valores em um espaco de Banach. A definicao desse tipo de
integral e propriedades elementares podem ser encontradas em [Cohn
1994].

Temos que ¢ é linear, contrativa e provemos que é fiel. Dado
a € C*(G, P) nao-nulo, devemos mostrar que ¢(a*a) # 0.

Como os 6., sao isometrias, temos |0, (a*a)|| = ||a*al| = |a|?
para todo v € G.

Para cada v € G, como 0., (a*a) é positivo, podemos escolher um
estado 7, : C*(G,P) — C tal que 7,(0,(a*a)) = |al|*>. Defina entao,
para cada vy € G, o aberto A, = {a € @/77(9 (a*a)) > Ha” } Como,
weéAV'

Como G é compacto, podemos extrair uma subcobertura finita
{A,,,..., A, }. Logo, deve haver v; tal que u(A,,) > 0. Entao,

para cada v € G, vale que v € A, resulta que G = U

m ([ wan) = [ roan =10, o

Disso concluimos que ¢(a*a) # 0. Portanto, ¢ é fiel.
Finalmente, provemos que ¢ satisfaz (3.1). Dado x € P, note
que

wwmzémmmmzéwmmwmﬁm

:/ VUndy = V0]
G
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Dados z,y € P distintos, temos que

$(0207) = /G 0, (vy0)dy = /G @@ esvidy
:vxvqj/é’y(scyfl)d'y(;)o.

A igualdade (*) segue de [Hewitt e Ross 1979, Teorema 22.17 e Lema
23.19].
Utilizando o teorema 13, concluimos que (G, P) é amenable. [

Note que, dado um grupo quase-reticulado (G, P), se P for abe-
liano, o grupo gerado por P em G sera abeliano também. Como nas
definigdes de C*(G, P) e de amenabilidade o que interessa é o semi-
grupo em questao, segue da proposicao 16 que se P for abeliano, entao
(G, P) é amenable.

A seguir, provaremos que o coproduto de uma familia de grupos
quase-reticulados abelianos é amenable. Esse resultado é devido a Laca
e Raeburn. A demonstragdo dele é similar & da proposigdao 16, porém
com mais tecnicalidades. Comegamos com um lema auxiliar.

Lema 17. Sejam (G, P) e (H,Q) grupos quase-reticulados e suponha
que exista um homomorfismo ¢ : G — H tal que para quaisquer x,y €
P com x V y # o0, vale que

Y()=9(y) = =y e (3.7)
Yz Vy) =1(x) Vip(y). (3.8)

Entdo span{v,v,/z,y € P e(z) = ¢(y)} € uma sub-C*-dlge-
bra de C*(G, P) sobre a qual X € injetiva.

Demonstrag¢ao. Observamos primeiro que, como consequéncia de (3.8),
1) preserva a ordem em P. De fato, dados x,y € P,

r<y = zVy=y
= P(x) VY(y) =Yz Vy) =¥(y)
= Y(z) < Y(y).

Em particular, ¢(P) C Q.

Seja F a colegdo de subconjuntos finitos ndo-vazios FF C QU{oo}
tais que s Vt € F para quaisquer s,t € F. Para cada F' € F, defina
Kr := span{v,v;/z,y € Pe(z) = ¥(y) € F'}. Dado F € F, caso
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nao exista x € P tal que ¢(z) € F, convencionamos que Krp = {0}.
Para s € Q U {oo}, escreveremos Ky ao invés de Ky,.

Provemos que, para F € F, Kr é sub-C*-dlgebra de C*(G, P).
Naturalmente, g é subespago fechado quanto a norma e quanto a
involucao. Provemos que é também fechado quanto ao produto.

Para isso, dados s,t € F, suponha que existam u,w,z,y € P

tais que P (u) = Y(w) = s e P(z) = P(y) =t. Por (2.8),
Uy Uy U Uy, = Uuw—l(w\/z)vzw_l(wvw).
Caso w V x = oo, o produto acima se anula e, portanto, estd em
Kp. Caso wV x # oo, temos que

Y(uw™ (wV @) =

Como uw= 1 (wV ) e yz~(wV ) pertencem a P e ¢(wV x) = (w) V
Y(xz) = sVt e F, concluimos que Kr é fechado quanto ao produto.
Portanto, Kr é sub-C*-dlgebra de C*(G, P).

Também é consequéncia das contas acima que

span{v,v,/z,y € P e y(x) =(y)}

é fechado quanto ao produto, sendo sub-C*-dlgebra de C*(G, P), por-
tanto.

Provemos que UrerKr = span{v,v, /z,y € P e (z) = (y)}.
Claramente, vale “C”. Para provar o outro lado, note que, dados x,y €
P tais que ¢(z) = 9(y), vale que v,v; € Ky (). Portanto, para provar
“D”, é suficiente mostrar que Upc 7Kg é subespaco.

Dados Fy, Fy € F, seja Iy 2 := {21 Vaa/x1, 22 € F1 U Fy}. Note
que F} o é finito, fechado com relacdo a V e contém F; U F,. Em parti-
cular, F1 » € F e Kp, UKE, C KF, ,. Provamos assim que {Kr/F € F}
é uma familia dirigida de subespacos e, consequentemente, sua uniao
também é subespaco.

Afirmamos que para provar que A é fiel em W{%UZ Jx,y €
Pey(z) = ¥(y)} = UperKF basta provar que A ¢ fiel em Ky para
cada F' € F. De fato, suponha que isso seja verdade. Dado a €
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UrerKF, temos que a = lima,, com a, € Kr,. Entao,
[A(@)[| = lim [[A(an)|| = lim [[an[| = |a].

Mostremos entao que \ é fiel em K, para cada F' € F. Primeira-
mente, vamos provar que, para qualquer s € ), A é fiel quando restrita
a K. Para tanto, defina M := span{d, € ((P)/z € P e ¥(z) =s}e

Js: My — 0%(P)
O, > 0.

Note que J* : £2(P) — Mj satisfaz

6,, casod, € M,
0, caso contrario.

R

Defina A, @ Ky — B(M,) por As(T) = JXNT)Js, T € Ks.
Provemos que Ag é x-homomorfismo. Para isso, basta mostrar que,
para T € K, M(T)(M,) C M,.

Observe primeiro que, dados =,y € P tais que ¢(x) = 1(y) = s,
temos que A(v,vy)(0y) = AaAy(0y) = 0. Caso z € P, ¢(z) =sez #vy,

temos por (3.7) que zVy = co. Consequentemente, S\(UIUZ)(CSZ) =0. A

partir dessas observagoes, segue que S\(UIU;)(MS) C M. Finalmente,
como Ky = span{v,v,/z,y € P e (x) = ¢(y) = s}, concluimos que,
para qualquer T' € K, S\(T)(MS) C M.

Assim, Ay é x-homomorfismo. Acabamos provando também que,
dados x,y € P tais que 1 (x) = ¥(y) = s, vale que As(v,vy) = (-, 0y)0y.

Denote a cole¢io de subconjuntos finitos de ¢»~1({s})N P por Fs.
Dado F' € F;, span{v, v, /z,y € F'} é fechado quanto & involugao. Pro-
vemos que é fechado quanto ao produto. Dados z, ¥, z,u € F, devemos
mostrar que v, v, v, v, € span{v,v, /r,y € F'}. De fato, por (3.7), deve
ser y = zouyVz = oo. No primeiro caso, temos v,v;

yvzv; = Uy,
* * * *
No segundo, temos v;vjv,v; = 0. De qualquer forma, vyvjv,v; €

y
span{v,v; /z,y € F'}. Portanto, span{v,v;/z,y € F} é uma sub-C*-
algebra de g e tem dimensao finita.

Como

ICs = UFE.FgSpan{UxU;/x7y S F}v

temos que, para provar que A é fiel, basta mostrar que é fiel quando
restrita a span{v,v, /7,y € F'}, para cada F' € F,. Tome entdo um
F' desse tipo. Dados ay,....,an € C, z1,..,Tn,¥y1,-..,yn € F, tais que
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i#j = (zi,9:) # (25,y;) e a; # 0 para 1 <1i < n, temos que

AS(Z aivzq‘,v;i)((syl) = Zal<6y135y7>517 = Z O‘iaﬂci 7é 0.

Yi=y1

Logo, As(>_ ajvg,vy.) # 0. Provamos assim que A ¢ fiel quando
restrita a span{v,v; /z,y € F'}. Pelo que ji observamos, segue A; fiel.
Pela defini¢ao de A,, conclui-se que X é fiel quando restrita a Ks.

Por fim, provemos que, dado F' € F, X é fiel em Kp. Tome
T € Kr. Entao,

T = lim Z Ths, comT,,€;paraselkF.
" seF

Por F ser finito, conclui-se que possui elemento minimal, i.e.,
existe sp € F tal que se s € F e s < sq, entdo s = sg. Afirmamos que

Ji MTn,s)Jso = 0, para s € F distinto de sg. De fato, dados z,y € P
tais que Y (x) = Y(y) = s e d, € Mj,, temos que

Mvzvy)(02) #0 = y <z = s =P(y) < 9P(2) = so,

contrariando a minimalidade de sg. Pela definicao de K, concluimos
que (T}, s)(Ms,) = {0}. Consequentemente, J3 A(Ty,s)Js, = 0.
Além disso, pelo que jé provamos, || 1), s, || = ||J;‘05\(Tn,SO)JSO Il
Suponha A(T) = 0. Entdo,

JiX (Z TmS) Jsg = JE N Tns0)Tso = Mg (Tns0) — 0.
seF

Portanto, T}, s, — 0 e
T =lim Z T .s.
sEF\{so}

Repetindo esse argumento #F — 1 vezes, obtemos T' € K para
algum s € F. Como X é fiel quando restrita a ICs, segue que T'=0. [

Proposicao 18. Sejam (G, P), (H,Q) grupos quase-reticulados e su-
ponha que exista um homomorfismo ¥ : G — H como no lema 17. Se
H ¢€ abeliano, entao (G, P) é amenable.

Demonstracdo. Argumentando como na prqposi(;éo 16, temos que e-
xiste uma acdo fortemente continua § de H em C*(G, P) dada por
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0 (vz) = ¥(¢(x))v,, para z € P e vy € H. Defina

o :C*(G,P) = C*(G, P)

a»—)/@

Como na proposicao 16, ® é linear, contrativa e fiel. Provemos
que @ é positiva. Dado a € C*(G,P) e um funcional positivo 7 :
C*(G, P) — C, temos que

r([ o) = [ o =o

Dessa conta, segue que ® ¢é positiva.
Além disso, dados z,y € P, temos que

)= /EIGW(””WV = / V(W (@)y((y) ™ vzvydy
_ {vmvy, caso Y (z) = Y(y)

0, caso contrario.
Seja ¢ como no teorema 13. Note que

VU

¢o @(’UI'UZ) = { Oy7

caso r =1y
caso contrario.

Logo, ¢ o ® = ¢. Suponha provado que ¢ é fiel quando restrita a
imagem de ®. Entdo, dado a € C*(G, P), caso ¢(a*a) = 0, teremos
que ¢po®P(a*a) = 0. Entao, como ® é positiva, teremos que ®(a*a) = 0.
Como @ ¢ fiel, seguird a = 0.

Assim, tudo que temos que fazer para concluir a demonstracao
é provar que ¢ é fiel quando restrita a imagem de ®, que por sua vez é
igual a span{v, v} /(x) = ¥(y)}. )

Seja E como na proposicao 14. Temos que Eo) = Ao¢. Suponha
#(a*a) = 0 para um certo a € span{v,v, /¥ (x) = ¥(y)}. Como E é
fiel e X é injetiva quando restrita a span{v, v, /v(x) = ¥(y)}, segue
a=0. O

Finalmente, provemos o teorema que era o principal objetivo
deste capitulo. O resultado e demonstracao sao devidos a Laca e
Raeburn.
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Teorema 19. O coproduto (]],c; Gi,[1,c; P;) de uma familia {(G;, P;)}
de grupos quase-reticulados abelianos é amenable.

Demonstragdo. Como no exemplo 6, um elemento genérico de [],.; G
distinto da identidade escreve-se de forma unica como g;,...g;, com
n=>1,9,; €Gi, g, # €, para 1 < j <n, i; #ij41 paral < j < n.
Pela propriedade universal do coproduto, existe um homomorfismo 1) :
Iic; Gi = Il,c; Gi que manda cada g;, € Gy, em (g;)er com g; = e;
para i # ig.

Como [],.; G; é abeliano, para usar a proposicao 18 e concluir
que ([I;c; Gi,I1,c; Pi) é amenable, precisamos apenas mostrar que v
satisfaz (3.7) e (3.8) para quaisquer z,y € [[,.; P tais que x V y # oo.
Observe que (] [;c; ;) C [I;c; Pi- Em partcular, ¢ preserva a ordem.

Como o caso em que x = y é trivial, vamos supor = # y.

Denote o elemento neutro de [, ; G; por e. Caso y = e, pro-
vemos que ¥(x) # (e;)icr = ¥(e). Suponha x = z;,..x; . Seja
F:={je{l,..,n}/i; = i1}. Note que

n

’(/J(Q?)Zl = H Ti; > T, > €.

JEF

Consequentemente, 1(x) # (e;). Obviamente, ¢ (z) V (e) =
Yz Ve).

Finalmente, suponha z,y € [[,.; P; distintos entre si e diferentes
de e. Seja z =z Vy. Suponha z = z;,...%;, . Entao, raciocinando como
no exemplo 6, devemos ter x = z;, Zi;_, @, com a € Pz-j, e, <a< z;
ey =2zy..%,_ ,b,combe P, e, <b<z, Comoz,. é cota
superior para z e y, deve ser n = max{k,!}.

Caso k < [, temos que x < y. Nesse caso, ¢ Vy = y. Como
x~ 1y # e, temos, pelo que ja foi observado, que v¥(x) < 9(y). Dai
segue (3.7) e (3.8). Analogamente caso [ < k.

Finalmente, suponha | = k = n. Entao x = z;,...2;,_,aey =
Ziy--2Zi,_, b. Se Y(x) = (y), temos entdo que (a) = (). Logo, como
a,b € P; , temos que a = b, contrariando que = # y.

Como z = zVy, temos que z;, = aVb, e isso implica ¢ (a)Vi(b) =
¥(2i,). Logo,

’(ﬂ(.’I? v y) = w(’zil"'zinfl)qp(zin) = 1/J(Zi1~-~zin71)<1/}(a) N 'L/}(b))

= V(20 20, )P(@) V (Y (20, 20,1 )9 (D))
= P(@) V(y).

"Zimax{k,l}

—
~
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A igualdade (*) segue do fato de que, dado um grupo quase-reticulado
(G,P) e x,y,2z € P tais que x Vy # o0, temos que (zz) V (2y) =
z(z Vy). O

Exemplo 20. Considere (Fy, P) e (Fs,SFs) como no exemplo 7.
Observe que (Fu, SFy) pode ser identificado com (], o Z, [, IN).
Segue entdo do teorema 19 que (Fi,SFs) é amenable. Como P é
isomorfo a SF,, como semigrupo, concluimos que (F», P) é amenable.

Em [Nica 1992], o autor prova que o grupo quase-reticulado
(Fy, SF,) do exemplo 5 é amenable, que é um caso bastante parti-
cular do teorema 19. No entanto, a demonstracao de Nica, inspirada
na decomposicao de Wold de isometrias, é completamente diferente da
demonstracao do teorema 19, e mais intuitiva.
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4 REPRESENTACOES FIEIS

Neste capitulo, provamos um teorema devido a Laca e Raeburn
que dd uma condigao elegante para uma representagao da C*-algebra
de um grupo quase-reticulado amenable ser fiel. Como aplicacao desse
resultado, provaremos que a C*-dlgebra universal gerada por um con-
junto infinito de isometrias com imagens mutualmente ortogonais é
simples.

Primeiro, daremos uma ideia sobre a demonstragao do teorema.
Dados (G, P) grupo quase-reticulado e W : P — A representacao co-
variante, considere ¢ como no teorema 13 ¢ D como em (3.3). O que
faremos é provar que, sob uma certa condicgao, W\D é fiel e existe uma
aplicagao ¢w : C*({W,/p € P}) — C*({W,/p € P}) linear e contra-
tiva satisfazendo

W,Wy,, casox=y

oww,wy) = {"alle e s 2y (41)

Entao, pelo corolario 11, o seguinte diagrama comutard:

(G, P) —X c*({W, /p € P})

| o

D C*({Wy/p € P})

D

Caso (G, P) seja amenable, teremos também que ¢ é fiel. Daf
seguird facilmente que W é fiel.

Para provar que W|D é fiel, deveremos estimar a norma de termos
do tipo >i, a;W,, W, . Esse ¢ o objetivo do préximo lema, cuja
demonstracao pode ser vista como um refinamento de argumentos do
teorema 13.

Dado A = {x1,...,x,} C P, denotaremos z1 V ...V x,, por cA.

Lema 21. Seja (G, P) grupo quase-reticulado e W : P — A repre-
sentagao covariante. Para x € PU {oo}, defina Ly := W, W}.
Dados F' um subconjunto finito de P e A C F, seja

Qa=[L: J[ O -Lo)=Loa J] (- La).

€A z€F\A zeF\A
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No caso em que A = (), estamos interpretando a expressdo acima como
sendo Qo = [[,cr(1 = Lg). Caso A=F, Qp = [[,c4 La = Lor.

Entio, {Qa/A C F} € uma decomposi¢io da unidade em pro-
jecoes mutualmente ortogonais que satisfaz, para quaisquer a, € C,
z € F, o sequinte:

Sal= Y (z aI) o (12)

zEF ACF \z€A
ZO[ILZ :maX{Zaz /ACFeQA#O}. (4.3)
zeF T€A

Demonstra¢ao. Provemos primeiro que

[TZe+-L)=> J[L [ 0 -La). (4.4)

zeF ACF z€cA z€F\A

Faremos isso por indugao na cardinalidade de F. Caso #F =1, i.e.,
F = {y}, temos que o somatdrio acima possui dois termos, associados
a A= {y} e A=0. Entédo, os dois lados da igualdade acima sao iguais
aL,+(1—L,).

Dado n > 1, suponha que (4.4) seja vélido para qualquer H C P
com cardinalidade n. Provemos que (4.4) vale para um F C P com
cardinalidade n+1. Neste caso, podemos supor F' = HU{y} e #H = n.

II Z.+0-1L <HL+1 ))(Ler(lLy))

reHU{y} r€H

= ZHL”” H (1—-Ly) (Ly"’(l_Ly))

ACH z€A z€H\A

=> L] L. J] O-Lo)+ > [ L-0-Ly) ] (1 —La)

ACH €A zeH\A ACH z€A z€EH\A
=S Iz I -2+ S [Tz [T a-r2)
Bcg‘ z€B z€F\B ];’gcg z€B z€F\B

=> 11 II a-rLo.

BCF zeB zEF\B

Assim, provamos que (4.4) vale para qualquer F' C P finito.
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Portanto,
1=J[Ze+-L)=> [[Le J] (01— La)
z€F ACF z€A TEF\A
= Qa.
ACF

Temos assim que a unidade escreve-se como a soma das projegoes
Q4. Como os Q4 comutam, segue que sao mutualmente ortogonais.
Provemos agora (4.2):

S ol = Yl (z QA>

zeF zeF ACF
= Z Z oy L,Qa = (*)
ACF z€eF

Sex ¢ A, L,Q4 contém um termo L,(1— L,). Assim, L,Q4 = 0. Por
outro lado, se x € A, Q4 possui um termo L,. Entdo, L,Qa = Q4.

Logo,
¥ (z ax) o

ACF \z€A

Como os Q4 sao projegoes mutualmente ortogonais, podemos
utilizar a transformada de Gelfand para concluir que

ANy (zaz> o

relF ACF \ze€A

:max{zax

z€A

/ACFeQA;«éO}.

Proposicao 22. Seja (G, P) grupo quase-reticulado. Se W ¢ uma
representacdo covariante de P, entdo W|p € fiel se e somente se

H(l — Wy, W) #0, para quaisquer x1,...,x, € P\ {e}.  (4.5)

i=1



36

Demonstra¢do. Suponha que W|D é fiel. Dados z1,...,x, € P\ {e},

<ﬁ<l )\931)‘; )) (66) = 68 7é 0
(1‘[ — v, ) T = xx;) #0

i=1 i=1

— [0 —ve,v; )#O:=>I11—W@W@)#Q

=1 =1

Assim, (4.5) se verifica.

Reciprocamente, suponha que (4.5) valha e provemos que W/|p
é fiel. Para isso, basta mostrar que, dado F' C P finito, e a, € C para
z € F, vale que

> WL W

zeF

= g QU VLV

zeF

(4.6)

Obviamente, vale “<”, pois

Z a, W, W = W (Z awwi) .

zeF zel

Para provar que vale “>” em (4.6), utilizaremos as estimativas
do lema 21.
Como

v:P — C*(G,P)
P v

é representacgao covariante, podemos tomar uma decomposicao em pro-
jecoes {Qa/A C F} da unidade de C*(G, P) como no lema 21. Seja
{QW /A C F} a decomposicio em projegdes associada & representagio

w.
= max{

Pelo lema 21,

> a, W, W

zEF

o

z€A

/AcFer¢o}
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E QUL V)

zeF

D as

r€A

:max{

Portanto, para mostrar que vale “>" em (4.6), é suficiente provar
que, dado A C F nao-vazio, Q4 # 0 implica QY # 0.

Tome entao A nao-vazio tal que Q4 # 0. Entao, cdA # oc.
Afirmamos que, para z € F \ A, ndo pode ocorrer cA > x. Se isso
ocorresse, terfamos que 0 AV z = ogA. Como Q4 contém um termo

JACF eQA;AO}.

* *
UUAUO’A(l - Uwvm) =VsAVsA — VoAvzUsAvae = 07

terfamos Q4 = 0.
Caso 0 AV x = oo para todo x € F'\ A, temos que

X =WoaWia [] (= WoW) = WoaWiy, #0.
zEF\A

Suponha entéo que exista z € F'\ A tal que 0 A < z. Temos que

QE&V:WUAW:A H (1= WW;)

zEF\A
= (WoaWr)*W I =W wy)
zeF\A
= I WoaWis— WoaWaWaWy)
z€F\A
= JI WouWou = WoaWe W) I WoaWiy
z€F\A TEF\A
gA<z o AVr=00
= I WoaWiy - W)
zeF\A
gA<lzx
= I Woall = Wioay-1aWia)-1.)Woa
z€F\A
gA<zx

= Wsa H (]- - W(O'A)_lww(*o'A)’lx) :A‘
z€EF\A
cA<zx
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(*) segue do fato de W, 4 ser isometria, i.e., W*,W,4 = 1. Logo,
ocorre um cancelamento mutuo no produto.
Portanto,

HQE&VH = [|[Woa H (1- W(UA)*lmW(*aA)*lm) oA

Tz€F\A
A<z

= H (1 7W(O-A)71EW(Z_A)_1I) > O.
TEF\A
cA<lzx

(**) é consequéncia de W satisfazer (4.5). O

O préximo lema serve para auxiliar-nos na construgao de uma
¢w satisfazendo (4.1), no caso em que W|p é fiel.

Lema 23. Seja (G, P) grupo quase-reticulado e W : P — A uma
representa¢do covariante tal que Wp ¢ fiel. Seja F' C P finito e a, € C
para x € F. Eziste uma proje¢iao @ € W(D) satisfazendo

QW W Q=0 parax,y€ F,x £y e (4.7)
HQ <Z axWIW;> Q=1 axW,Wr||. (4.8)
zEF z€F
Demonstracao. Caso F sé tenha um elemento, basta tomar Q) = 1.
Caso
> a, W, Wi =0,
zEF

basta tomar Q = 0. Suponha entao que a norma acima € positiva e que
F possua mais de um elemento. Pelo lema 21, existe A C F nao-vazio
tal que QY #0 e

— 13 ol

T€EA

> WL W

zEF

Vamos dividir o problema em casos:
Caso 1: A contém um unico elemento z.
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Neste caso, defina
Q=Y =w.wr [[ a-wwy) = J[ a-wwy) | w.w;.
bEF\A beF\ A
Dados z,y € F, © # y, suponha, sem perda de generalidade, = ¢

A. O produto QW,W;Q contém um termo (1 — W, W)W, = 0. J&
QW, W@ possui um termo W3 (1 — W,W2) = 0. Além disso,

HQzV (z axwmw;) o] = jewammon
xeF
=la.| = ZQIWIW; .
xeF

Caso 2: A possui mais de um elemento.
Como QY # 0, segue 0 A # co. Daqui para baixo, denotaremos
cA por a. Dados x,y € A com x # y, defina

4 (x7ta) N @7 ta vy ta), caso (z7ta) Yz taVvyta) #e
Ty re) (@ e vy a), caso contrario.

la = oo, estamos interpretando d , como sendo oco.

Caso x~ta Vy~
Note que (r71a) "} (z7taVy ta) = eimplicaz taVy ta = z"ta
ed;y, =y ta) H(z7lavyla) = (yla)"lz7la = a7 lyzTa # e pois

x # y. Ou seja, em qualquer caso, d, , # e.

Defina,
Q=Q% I WaWi~Waa, ,Wia, )
z,y€A
zFy
= WaW; H (1 - WZW;) H (WGW; B Wadwvyw;kdw‘y)
zEF\A z,y€A
TF#Y
= H (WaW; - WGVZW:VZ) H (WGW; - Wadw,yW;dz,y)'
zEF\A T,ycA
rH#yY

Note que @ é um produto de projegoes comutativas, logo é projecao.
Dado z € F'\ A, temos que

a

WaW; - Wa\/ZW*\/z = Wa(]. - Wa_l(aVz)Wcrfl(a\/z))W;'
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Também vale que, para x,y € A distintos,

WaWy = Waa, Wig. = Wa(l = Wa, Wi YW

@,

Utilizando o fato de que W W, = 1, obtemos

Q = Wa H (1 - Wafl(a\/z)W:*I(a\/z)) H (1 - de,yW;m,y) W;

zeF\A z,yeA
TFY
Portanto,
||Q|| = H (1 - Wa_l(aVz)ngl(a\/z)) H (1 - Wdz,yW:ikzyy)
zEF\A r,y€A
TAY

Caso A = F, estamos interpretando a expressao acima como

Q= II a-wa Wi
z,y€A
zFyY

Observamos que, como QZV # 0, temos que para z € F'\ A néo
vale a > z. Equivalentemente, A = {z € F/x < a}. Assim, para
z€ F\ A, a (aVz) # e. J4 observamos também que d, , # e. Segue
do fato de W|p ser fiel e de (4.5) que Q # 0.

Por fim, como para z € F\ A, W,W;QW =0, e, para z € A,
W, W:QW = QW, temos que

olgemn)al

)

zeF z€A
=1 | =D W W (4.10)
T€A zeF

provando assim (4.8).

Finalmente, provemos (4.7), i.e., para z,y € F, com x # y,
QW W;Q = 0. Caso x ou y estejam em F'\ A, um argumento analogo
ao do caso 1 nos da (4.7). Suponhamos entao z,y € A.
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1

Caso 27 'aVy~ta = oo, QW W, Q possui um fator

WaWiWoWiWaWe = Wty Wiom1a WaWa Wyt Wiy -1a)

Yy
- W.W. W %% W* W*
= WalWa—taWa—14Wy—1laVWVy-14Vy
* *
= ”x”m*la\/yfla”agfla\/yfla”y =0.

Suponha entdo 2 'a V y~'a # oo. Primeiro, observemos que para

quaisquer b, ¢ € P tais que bV ¢ # oo, vale
Wo(Wo-1(evty Wo=1(eviy) = Wo(Wo-1(evty Wo=1 vy We Wo
= (Wevo W)W
= (W WIW, Wi W,
= (W.WW. (4.11)

Aplicando a operacao * nas equagoes acima, resulta também que
W=t vy W1 (v )W = Wy (WeW). (4.12)

Suponha d,, = (z7'a)" (z7'a V y~'a) e note que QW W;Q
contém um fator

(WaWyi = Waa, ,Wia, JWaWy W W
= W Wi W Wi W W~ Waa, ,Wia, Wo Wi W W

(;) Ww(erla ;*1a)(Wy71aW:;*1a)W;

W Wotady, Wimraa, ) (Wym1a Wi Wy
= Wa:(WacflaVyflaW**laVyfla)sz

- Ww(WI*laVyflaW;*la\/yfla)(Wy*IaW;—la)W*

Yy
Wo(W. W W W W
= r( z=lavy—1a¥VW g — VWa—lavy—la g;—la\/y—la) y 0.

—lavy—1la
A igualdade (*) segue das relagoes (4.11) e (4.12), e do fato de que
zVa=a,yVa=a,xVady,y = adgy.

Caso dy,, = (y~'a)~'(z7'a V y~'a), basta usar o fato de que
QW W;Q =0 < QW,W;Q = 0 e repetir as contas acima.
O

Proposicao 24. Seja (G, P) grupo quase-reticulado e W uma repre-
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senta¢do covariante. Se W|D € fiel, entdo existe
ow : C*({Wa/x € P}) = C*({Wy/z € P})
linear e contrativa satisfazendo

W, Wy, casox =y

ow (W W) —{ 0. caso z 4 y. (4.13)

Demonstra¢ao. Dada uma combinacao linear Z?:Z BiWz, Wy, seja I =
U {zi,y:} e, para z,y € F,

Qg oy = Z ﬂz

1<i<n
(z3,y:)=(2,y)

Temos entao que
n
* *
E BiWz, Wy, = E gy W W,
=1 T,ycF

Pelo lema 23, existe ) projegao satisfazendo (4.7) e (4.8) com
oy 0o lugar de «,. Entao,

=1 z,yeF z,yeF
zeF zEF
= > WLy
Es

Portanto, existe ¢y : span{ W, Wy /z,y € P} — C*({W,/z €
P}) linear, contrativa e satisfazendo (4.13). Como, pelo coroldrio 11,
spa{ W, W, /z,y € P} = C*({W,/z € P}), segue o resultado. O

Finalmente, podemos demonstrar o principal teorema deste ca-
pitulo.

Teorema 25. Sejam (G, P) grupo quase-reticulado amenable e W :
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P — A representagao covariante. Entdo, a representagdo
W :C*(G, P) = C*({W(p)/p € P})

dada pela propriedade universal de C*(G,P) é um isomorfismo se e
somente se, para quaisquer xi,...,on € P\ {e}, vale

n

[T -w.w;) #o. (4.14)

i=1

Demonstragdo. A ida é consequéncia direta da proposicao 22.

Fagamos entao a volta. Suponha que vale (4.14) e provemos que
W ¢é fiel. Pela proposicao 22, W|D é fiel. Entao, existe ¢y como na
proposicao 24. Considere o seguinte diagrama comutativo:

(G, P) —X c*({W, /p € P})

¢l Jow

D= C((Wy/p € P))

D

Se W(a*a) = 0 para algum a € C*(G, P), temos ¢(a*a) = 0.
Mas, como (G, P) é amenable, temos pelo teorema 13 que ¢ é fiel,
resultando a = 0. O

Exemplo 26. Utilizando o teorema 25, podemos reobter o teorema de
Coburn mencionado na introdugao.

De fato, seja S uma isometria ndo-unitaria em B(H), H espago
de Hilbert. Considere o grupo quase-reticulado (7, IN), que é amenable
pela proposigao 16.

Defina p : IN — B(H) por p(n) := S™. Provemos que p é re-
presentacao covariante. Dados n,m € IN, com n < m, temos que
nvm=me

Caso n > m é tratado analogamente.
Afirmamos que p é fiel. Para poder aplicar o teorema 25, deve-
mos provar que, para nq,...,n; > 0, vale que

l

I - sm(s™)") #o.

=1
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O produto acima multiplicado por I — SS* resulta I — SS* que
¢ diferente de 0 pois S néo é unitdria. Logo, p é fiel e C*(Z,N) =
C*({S"/n € N}) = C*({S}). Em particular, a dlgebra de Toeplitz é
isomorfa a C*(Z,IN).

Como aplicacao dos resultados obtidos até o momento, provemos
o seguinte:

Proposicao 27. Seja X um conjunto infinito. Seja Ox a C*-dlgebra
universal gerada por um conjunto {S,/x € X} de isometrias tais que,
para quaisquer x,y € X distintos, S35, = 0. Entdao, Ox € simples.

Demonstracdo. Inicialmente, considere X um conjunto nao-vazio, nao
necessariamente infinito.

Seja Fx o grupo livre gerado por {a,/x € X} e SFx o subse-
migrupo unital de Fx gerado por {a,/z € X}. Pelo exemplo 6 e pelo
teorema 19, (Fx, SFx) é grupo quase-reticulado amenable.

Afirmamos que C*(Fx,SFx) é isomorfa a Ox. Para isso, mos-
traremos que C*(Fx, SFx) satisfaz a propriedade universal de Ox.

Seja entdo 7w : X — A uma representacdo de X em uma algebra
unital A por isometrias tais que, para x,y € X distintos, m;m, = 0.

Note que SFx é também o semigrupo unital livre gerado por
{a,/x € X}. Logo, existe um homomorfismo unital de semigrupos
entre SFx e o semigrupo de isometrias de A:

p:SFxy — A
az — 1T, x€X.

Afirmamos que p é uma representagao covariante de SFx. Como
p é homomorfismo de semigrupos, temos que (2.6) é satisfeita. Quanto
a (2.7), tome s,t € SFx. Devemos provar que

PsPSPLPy = PsviPevi- (4.15)

Caso s ou t iguais a e é trivial. Suponha entao s e ¢ diferentes
do elemento neutro.

Temos s = as,...a5, €t = ay,...a;,. Caso sVt = oo, deve haver
j tal que 1 < j < min(n, k), s; # t; e, para i < j, s; = t;. Entdo, o
produto pspkpp; contém um termo ﬂ;*j my; = 0.

Caso s V t # oo, entao, argumentando como no exemplo 5, deve
ser s < tous > t. Sem perda de generalidade, suponha s < ¢t. Neste
caso, n < ke s =ay,..a, . Entao,

pa(ﬂzpt)f): = pspthFl.“tka = ptpr
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Como sVt =t, segue (4.15).

Logo, a propriedade universal de C*(Fx, SFx) nos diz que existe
um #-homomorfismo p : C*(Fx,SFx) — A que manda vs em pg para
S € SFX

Defina

ﬁ:X%C*(Fx,SFx)

T > Vg, -

Como {a,/r € X} gera SFx, segue que p é o unico *-homomor-
fismo unital a comutar o diagrama abaixo:

X — FX, SFx)

|,

Concluimos que C*(Fx,SFx) = Ox.

Suponha agora que X é infinito. Para mostrar que C*(Fx, SFx)
é simples, i.e., que nao possui ideais nao-triviais, basta mostrar que
toda representagao unital e ndo-nula de C*(Fx, SFx) é fiel. Entao, se
C*(Fx,SFx) possuisse um ideal nao-trivial I, a aplicagdo candnica

C*(Fx,SFx) — C*(FX7SFx)/I

seria uma representagdo unital, ndo-nula e nao-fiel de C*(Fx, SFx).
Seja p : C*(Fx,SFx) — A uma representagao unital em uma
C*-élgebra A # {0}.
Defina

v SFx — A
s+ p(vs).
Entao, v é representacao covariante e y = p.

Logo, pelo teorema 25, para mostrar que p é fiel, basta mostrar
que, para quaisquer s, ..., s, € SFx \ {e}, vale que

n

H<1A - p(vsi)p(vsi>*) # 0.

i=1

Como X ¢ infinito, podemos tomar z € X tal que a, nao seja
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a primeira letra de nenhum dos s;. Em particular, p(vs,)*p(ve,) = 0
para 1 <14 < n. Consequentemente,

(H(lA - p(vsi)p(vsi)*)> p(va,) = p(va,)-

Como p(vg,)*p(ve,) = 1, segue p(v,,) # 0. Portanto, p ¢é fiel.
O

No caso em que X §é finito, é provado em [Nica 1992] que
C*({\s/s € SFx})

contém propriamente os operadores compactos de B(¢2(SFx)). Como
C*(Fx,SFx) é isomorfa a C*({\;/s € SFx}), conclui-se que, caso X
seja finito, C*(Fx, SFx) nao é simples.



APENDICE A - C*-ALGEBRA UNIVERSAL
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A.1 C*-ALGEBRA ENVOLVENTE

Dada uma *-dlgebra A munida de uma C*-seminorma || - ||, é
construido em [Murphy 1990, Secdo 6.1] um par (B, ), em que B é uma
C*-algebra e i : A — B é um *-homomorfismo satisfazendo i(A4) denso
em B e, paraa € A,

li(a)ll5 = lal| a- (A1)

(B, 1) é dito ser a C*-élgebra envolvente de (A, ||-||4). Provemos
que a C'*-algebra envolvente possui uma propriedade universal:

Proposigao 28. Seja A uma *-dlgebra munida de uma C*-seminorma
[|-|la- Seja (B,i) sua C*-dlgebra envolvente. Dada uma C*-dlgebra C
enw: A— C um x-homomorfismo satisfazendo, para a € A,

lIm(a)llc < llalla, (A.2)

existe um dnico x-homomorfismo @ : B — C comutando o diagrama
abaizo:

_ . B

A
7/
7/
4 %
¥
C

1

Demonstra¢do. Defina

' i(A) = C
i(a) = 7(a).

Por (A.1) e (A.2), 7’ estd bem definida e é um *-homomorfismo
continuo. Como i(A) é denso em B, podemos estender de forma tnica
7' a um *-homomorfismo 7 : B — C. O

A.2 C*-ALGEBRA UNIVERSAL

Nesta segao, construiremos a C*-algebra universal gerada por
um conjunto e sujeita a certas relagbes. Antes de tornar preciso o que
queremos dizer com isso, precisaremos de algumas definicoes:

Definicao 29. Seja X # () um conjunto. Uma &4lgebra unital livre
sobre X é um par (F(X), i) em que F(X) é uma dlgebra unital (sobre os
complexos) e i : X — F(X) é uma fungao com a seguinte propriedade:
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dada A algebra unital, possivelmente igual a {0}, e ¢ : X — A funcdo,
existe um tnico homomorfismo unital ¢ : F(X) — A comutando o
diagrama abaixo:

X —% F(X)

Omitiremos a prova da existéncia da dlgebra unital livre por ser
uma construcao padrao em cursos de dlgebra. Trata-se apenas de tomar
o espago vetorial livre gerado pelas palavras no alfabeto X, incluindo
a palavra vazia. Observamos apenas que F(X) é gerada como &lgebra
unital por i(X), ou seja, F(X) é a menor subdlgebra unital de F(X)
que contém i(X). Além disso, i : X — F(X) é injetiva.

Definigao 30. Seja X # () um conjunto. Uma *-algebra unital livre
sobre X é um par (A(X),i) em que A(X) é uma *-dlgebra unital e
i : X — A(X) é uma funcdo com a seguinte propriedade: dada C
uma *-dlgebra unital, possivelmente igual a {0}, e ¢ : X — C fungao,
existe um tnico *-homomorfismo unital ¢ : A(X) — C comutando o
diagrama abaixo:

X —'% AX)

Proposic¢ao 31. Dado um conjunto X # 0, ewiste a *-dlgebra unital

livre A(X).

Demonstragdo. Intuitivamente, a ideia é definir A(X) como sendo a
algebra unital livre com geradores em X e em “X*”. Para tornar isso
preciso, temos duas opgdes: ou consideramos (X x {1})U(X x{2}) como
geradores, ou invocamos argumentos de cardinalidade para garantir a
existéncia de um conjunto Y com mesma cardinalidade e disjunto de
X, tomando entao como geradores X Y. Vamos escolher a primeira
alternativa.

Defina Z := (X x {1}) U (X x {2}). Seja entao A(X) := F(2),
i.e., a algebra unital livre sobre Z. Utilizando a aplicacao canoénica,
vamos supor Z C A(X).

Precisamos definir uma operacao “#” em A(X). Primeiro, vamos
denotar as operagoes de soma, multiplicagdo por escalar, produto de
elementos de A(X) por +, ., X, respectivamente. Defina uma nova
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multiplicagdo por escalar em A(X) por
A@®a:=Xa, Ne€C, ac AX).
Defina também um novo produto ® em A(X) por

a®b:=bxa, a,becAX).

Vamos denotar A(X) munida das operagoes +, ®, ® por A(X)Op. E
facil verificar que A(X )Op é também uma algebra unital.

Defina
b: 72— AX)”
(z,1) = (2,2)
(x,2) = (x,1).

Pela propriedade universal de algebra unital livre de A(X), existe um
tinico homomorfismo unital ¢ : A(X) — A(X )Op comutando o dia-

grama:

70 A(X)

~ Como .A(X)o]g7 visto como conjunto é igual a A(X), faz sentido
ver ¢ como uma fungao de A(X) para A(X). Dado a € A(X), defina
a* := ¢(a). Entdo, para a,b € A(X) e A € €, temos que (a x b)* =
b* x a*, (a+b)* =a* +b*, (\a)* = \a*.

Provemos que #* é involutiva. Note que a — (a*)* é um homo-
morfismo unital de A(X) em si mesmo, e que é a identidade quando
restrito aos geradores. Logo, pela propriedade universal, a = (a*)*,
para todo a € A(X).

Defina

it X = AX)
x = (z,1).

Provemos que (A(X),7) é uma *-algebra unital livre sobre X. Seja C
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uma *-algebra e 1) : X — C uma fungdo qualquer. Defina

Wi Z—C
(z,1) = (x)
(z,2) = ()"
Pela propriedade universal de A(X) visto como &lgebra unital livre

sobre Z, existe um tnico ¢ : A(X) — C homomorfismo unital de
algebra que comuta o diagrama:

70— A(X) (A.3)

Note que, para € X, 9(i(z)) = ¥((z,1)) = ¢/((z,1)) = 9(x).
Logo, ¥ comuta o diagrama abiaxo:

=
>
&

X——UA
e
P
C

%
v
s
P

Provemos agora que v preserva a operagao *. Defina

FrAX) = C

a— P(a*)*.

Na defini¢ao de f, utilizamos a mesma notagao para a involugao de C
e de A(X). Note que f é um homomorfismo unital que manda (z, 1)
em ¥(z) e (z,2) em ¥(x)*. Em particular, f também faz comutar o
diagrama (A.3). Pela unicidade de ¥, segue que f = 1. Assim, 9 ¢
*-homomorfismo.
Se T': A(X) — C for outro *-homomorfismo unital comutando o
diagrama (A.4), teremos que T também faz comutar (A.3). Dai, T = 1.
Observamos também que, como A(X) é gerada como dlgebra
unital por Z, temos que A(X) é gerada como *-dlgebra unital por
1(X).
O

Definicao 32. Dado um conjunto X # (), uma relacio em X é um
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elemento de A(X). Dado um conjunto R de relacoes em X, uma
representa¢do de (X,R) é uma funcio g : X — C, em que C §é
uma C*-glgebra unital, possivelmente igual a {0}, tal que a aplicacao
g : A(X) — C dada pela propriedade universal de A(z) satisfaz, para
a€R,gla)=0.

Defini¢ao 33. Uma C*-lgebra unital universal para (X, R) é um par
(A,p) em que A é uma C*-dlgebra unital, possivelmente igual a {0},
ep: X — A é uma representacio que satisfaz a seguinte propriedade:
dada uma representacao 7 : X — C, existe um unico *-homomorfismo
unital 7 : A — C que faz comutar o diagrama abaixo:

xX—2s4 (A.5)

Defini¢ao 34. Um par (X, R) é dito ser admissivel se para todo x € X
existe k, > 0 tal que, para toda 7 : X — C representacao, vale

(@) < Ko

Proposicao 35. Se (X,R) for admissivel, entio possui C*-dlgebra
unital universal.

Demonstrag¢do. Vamos definir a seguinte seminorma ||| - ||| em A(X):

lalll:==" sup [[&(a)]], (A.6)
7w rep. de (X,R)

em que 7 : A(X) — C provém canonicamente de representagoes 7 de
(X,R).

Da admissibilidade de (X,R) e do fato de que A(X) é gerado
como *-glgebra unital por i(X), segue que |||a||| é finita para todo
a € A(X). E um exercicio trivial mostrar que ||| - ||| é C*-seminorma.

Seja (4, 7) a C*-élgebra envolvente de (A(X),]|| - ||]). Seja p :=
joi,emquei: X — A(X) é a aplicagdo canénica de A(X). Afirmamos
que (A,p) é a C*-4lgebra unital universal de (X, R). Note que, como
A(X) é unital e j(A(X)) é denso em A, temos que A é unital, embora
talvez igual a {0}.

Além disso, j : A(X) — A é #-homomorfismo unital e o diagrama
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abaixo comutas:
s A(X)

i

Segue que a aplicagdo p : A(X) — A dada pela propriedade universal
de (A(X),1) é igual a j.

Por (A.6), temos que para todo a € R vale j(a) = 0. Portanto,
p = j oi é representagao de (X, R).

Seja C uma C*-dlgebra unital, 7 : X — C representagio e 7 :
A(X) — C a aplicagdo dada pela propriedade universal de A(X). Por
(A.6), temos que, para todo a € A(X), |||al|| > ||7(a)||. Da propriedade
universal de (4, j), segue que existe um tnico *-homomorfismo 7 : A —
C comutando o diagrama abaixo:

Como j e 7 sao unitais, segue que 7 é unital também.

Observe que Top = Tojoi = woi = w. Portanto, 7 faz o
diagrama (A.5) comutar. A unicidade de 7 sai do fato da C*-dlgebra
unital gerada por p(X) ser A.

O

Claramente, vale a reciproca da proposi¢ao acima.

O caso em que a C*-dlgebra envolvente de (X, R) é igual a {0}
corresponde aquele em que (X,R) ndo possui representagdo em uma
C*-algebra unital que nao seja igual a {0}.
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